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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

k-FIBONACCI DIZiSI, POLINOMLARI VE BUNLARIN TUREVLERI

Tuba CAKMAK

Atatiirk Universitesi

Fen Bilimleri Enstittisi
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Erdal KARADUMAN

Bu c¢aligmada ilk olarak Fibonacci dizisinin en son genellestirmesi olan k-Fibonacci
dizileri tanimlanmistir. Daha sonra bu diziler yardimi ile elde edilen Fibonacci
polinomlar1 ve bu polinomlarin tiirevleri ele alinmistir. Son olarak Fibonacci tipi
polinomlarin genellestirmelerinden biri olan iki degiskenli Fibonacci polinomlari
incelenmis ve iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin tiirevleri ile bu polinomlar

arasinda bazi esitlikler elde edilmistir.

2012, 74 sayfa

Anahtar Kelimeler: k-Fibonacci dizisi, Fibonacci polinomlari, Fibonacci
polinomlarinin tiirevleri, Iki degiskenli Fibonacci polinomlari, Iki degiskenli Fibonacci

polinomlariin tiirevleri.



ABSTRACT

Master Thesis
k-FIBONACCI SEQUENCE, POLYNOMIALS AND THEIR DERIVATIVES
Tuba CAKMAK

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Erdal KARADUMAN

In this study, firstly the k-Fibonacci sequence defined which is the last generalization of
Fibonacci sequence. Then Fibonacci polynomials which are obtained from k-Fibonacci
sequence and their derivatives searched. Finally, bivariate Fibonacci polynomials which
are generalization one of the Fibonacci-type polynomials investigated and some

equatios obtained between bivariate Fibonacci polynomials and their derivatives.

2012, 74 pages

Keywords: k-Fibonacci sequence, Fibonacci polynomials, Derivatives of Fibonacci
polynomials, Bivariate Fibonacci polynomials, Derivatives of bivariate Fibonacci
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1. GIRIS

Pisa’li Leonardo Fibonacci Ronesans Oncesi Avrupasinin en onde gelen
matematikg¢isidir. Fibonacci i¢in, "Matematigi Araplar’dan alip, Avrupa'ya aktaran kisi"

denilebilir.

Fibonacci'nin yasami hakkinda matematik yazilar: disinda pek az sey bilinmektedir. Tlk
ve en iyi bilinen kitab1 Liber Abaci’nin yazildig1 1202 tarihine bakilirsa, 1170 dolayinda
dogmus olabilecegi saniliyor. Bu ydnde pek kanit olmamakla birlikte italya'nin Pisa
kentinde dogmus olmasi olasiligi vardir. Fibonacci heniiz ¢ocuk yastayken, Pisa’li bir
tiiccar olan babasi Guglielmo, Pisali tiiccarlarin yasadigi Bugia adli Kuzey Afrika
limanma Konsiil olarak atanir. Babasi burada ogluna hesap Ogretmesi ig¢in bir Arap
hoca tutar. Fibonacci daha sonra Liber Abaci isimli kitabinda hocasindan "Dokuz

Hint Rakaminin Sanatint" dgrenirken duydugu mutlulugu anlatacaktir.

Fibonacci’nin Liber Abaci adli kitabinin yayinlandigi yillarda, Hindu-Arap sayilari,
Avrupa'da Harzemli Muhammed Bin  Musa'nin  eserlerinin  gevirilerini
okuyabilmis bir ka¢ "aydin" haricinde bilinmiyordu. Fibonacci, kitabinda bu rakamlar

anlatmaya soyle baslar:

Dokuz Hint Rakami 987654321dir. Bu dokuz rakama "0" isaretinin de

eklenmesiyle, herhangi bir say: yazilabilir.

Liber Abaci, 13.yy. Avrupa’sinda biiyiik ilgi goriir, cok sayida kopya edilir ve kilisenin
yasaklamasina karsin Arap sayilar1 Italyan tiiccarlar arasinda yayilir. Kitap Kutsal Roma
Imparatoru 1l. Frederick’in dikkatini ¢eker. Frederick bilime diiskiin ve bilim
adamlarini koruyan bir imparatordur. Bu nedenle kendisine Stupor Mudi (Diinya
Harikasi) denilmektedir. 1220 yilinda Fibonacci huzura ¢agrilir ve Frederick'in  bilim
adamlarindan biri tarafindan sinava tabi tutulur. Sonunda Fibonacci goze girer.

Yillarca hem imparatorla, hem de imparatorun dostlaryla yazigir. 1225 yilinda yazdigi



Liber Quadratornum’u (Kare Sayilarin Kitab1) imparatora ithaf eder. Diyofantus
Denklemleri’'ne ayrilan bu kitap Fibonacci’nin bagyapitidir. Her ne kadar Liber
Abaci’ye gore ¢ok daha dar bir ¢evrenin ilgisini ¢ekse de kitap sayilar kuramina

bliytik katki getirmistir.

Leonardo Fibonacci, Arap Matematik'ini kullanighh Hindu-Arap sayilarini Bati'ya
tanitmakla ¢ok biiyiikk bir katkida bulundu. Ancak ilgingtir, ¢agimiz matematikgileri
Fibonacci’nin adin1 daha ¢ok, Liber Abaci'de yer alan bir problemde ortaya ¢ikan bir

sayi dizisi nedeniyle bilirler.

Liber Abaci'de yer alan problemin metni asagi yukar: soyledir:

-Adamin biri, dort bir yani duvarla gevrili yere bir ¢ift tavsan koymus. Her ¢ift tavsanin
bir ay i¢inde yeni bir ¢ift tavsan dogurdugu, her yeni ¢iftin de ergenlesmesi igin bir ay
gerektigi ve tavsanlarin 6lmedigi var sayilirsa, 100 ay sonunda dort duvarin arasinda kag

cift tavsan olur?-

Fibonacci bu problemi, kitabina biyoloji biliminde bir uygulama olsun diye ya da niifus
patlamas1 sorununa bir ¢6ziim getirsin diye koymamis; probleme, bir toplama

alistirmasi olarak bakmustir. Buradan,

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...

say1 dizisini elde etmistir. Bu say1 dizisinin her bir elemanma “Fibonacci sayisi”

denir. Bu say1 dizisi, F, = 0 ve F; = 1 baslangi¢ degerleri ile

Fopr=F+F,_;,nz=1

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Bazi Fibonacci sayilari;



Cizelge 1.1. Fibonacci Sayilari

n 0 1 2 3 4 5 6 7

E, 0 1 1 2 3 5 8 13

seklinde verilebilir. Ayrica Fibonacci sayilar1 geriye dogru F_, = (—1)"*'F, olmak

uzere

Cizelge 1.2. Negatif indisli Fibonacci Sayilar1

n 0 1 2 3 4 5 6 7

F o, 0 1 -1 2 -3 5 -8 13

seklinde tanimlanir (Vajda 1989).

Fibonacci sayilari ailesi ii¢ ayri nedenle, yiizyillardan bu yana yogun bir ilgi odag:

olmustur.

e Birincisi; dizinin daha kii¢iik elemalarinin dogada, beklenmedik yerlerde tekrar

tekrar karsimiza ¢ikmasidir; bitkilerde, boceklerde, ¢igeklerde vb.

F, . o
’:’1 = Altin oran sayisinin ¢ok 6nemli bir say1 olmasidir. Bu sayi,
n

e ikincisi; lim,,_c
oyun kartlarinin bi¢ciminden Misir'daki piramitlere kadar birgok seyin matematiksel
temelini olusturmaktadir.

e Uciinciisii; daha cok sayilarin kendilerinin, sayilar teorisinde beklenmedik

bigimde farkli birgok kullanimi olan ilging 6zellikleriyle ilgilidir.

Once dogada kiigiik Fibonacci sayilaryla ne sekilde karsilasildigina bir bakalim. ilk



olarak bir bitkinin sapindaki yapraklarin, bir agacin dallarinin diizeninde hemen her
zaman Fibonacci sayilarini bulursunuz. Eger yapraklardan biri baslangi¢ noktas: olarak
alinmissa ve bundan baslayarak, asagiya veya yukariya dogru, baslangi¢ noktasinin tam
olarak altinda veya iistiinde olan bir yaprak bulunana kadar yapraklar sayilirsa (sap
cevresinde birden fazla donmeye gerek olabilir) bulunan yaprak sayisi, farkli bitkiler,
fidanlar ve agaclar i¢in farkhidir, ancak her zaman bir Fibonacci sayisidir. Dahasi
yapraklar: sayarken siire¢ kendini tamamlamadan o6nce yapilan devir sayisi da bir
Fibonacci sayisidir. Bir papatyanin yaprak sayisi genelde Fibonacci sayilarindan
21,34,55 ve 89’ dur.

Bir cok matematik¢i ve bilim insanmin yillar boyu ilgisini ¢eken ve arastirmalara konu
olan bu rakama “Altin oran”, “Kutsal oran”, “Miikemmel oran” gibi isimler
atfedilmektedir. Bunun nedeni bu orana goére yapilan ve olusturulan resimlerin, mimari
eserlerin, bir dikdoértgenin veya dogada bulunan bir ¢igegin yapraklarmin insanin
algilayabildigi en giizel g6z nizami olmasindandir. Altin Oran ile dogada hemen hemen

her yerde karsilasmaktayiz;

e Sanatta ve mimaride Altin Orani1 veren bircok eser bulabilmekteyiz. Eski Yunan
Mimarisinden Leonardo Da Vinci, Raphael, Rubens, Boticelli gibi tinlii ressamlar
da resimlerinde Altin Oran’t kullananlarin basinda gelmektedir.

e Bunun disinda Fibonacci sayi dizisinin ve altin oranin; siir, miizik notalari,
ekonomi gibi degisik ve birgok kullanim alani bulunmaktadir. Bunlardan birisi de
mimari alanindandir. Altin Oran’a 6zellikle eski Yunan mimarisinde sik¢a
rastlamaktayiz.

e Misir’daki piramitlerde de bu orana rastlanmaktadir. Piramitler hem kendi iglerinde
bu kurala uymakta hem de birbirleri arasinda bu orana uyan spiral iginde belli
noktalarda konuslandirildiklar: gériillmektedir

e Ayrica Altin Oran bir takim firmalarca {riin dizayn1 asamasinda da
kullanilmaktadir. Bunlar sigara paketleri, kredi kartlari, baz1 ambalajlar ve benzerleridir
(Livio 2002).



Bu calismada ise Fibonacci sayilarinin daha genel hali olan k-Fibonacci sayilarindan
hareketle verilen Fibonacci polinomlar1 ve tiirevleri dikkate alinarak iki degiskenli

Fibonacci polinomlarinin tiirev dizileri ile ilgili yeni 6zdeslikler elde edilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Fibonacci polinomlari ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematik¢i E.Charles Catalan
ve Alman matematik¢i E.Jacobsthal tarafindan calisildi. Catalan tarafindan calisilan
Fibonacci polinomlar1 daha sonra 1966 yilinda M.N.S.Swamy tarafindan gelistirildi.
Ayrica 1963 yilinda P.F.Bryd tarafindan Fibonacci tipi polinomlarin bir yenisi literature
eklendi. P.F.Bryd tarafindan tanimlanan polinom bugiin Pell polinomu olarak
adlandirilmaktadir. Fibonacci polinomu olarak kabul edilen polinom ise Catalan
tarafindan tanimlanmis olan polinomdur. Daha sonra tiim bu farkli tanimlamalar

Fibonacci ve Lucas tipi polinomlar olarak adlandirildi.

Catalan tarafindan tanimlanan Fibonacci polinomlarinin {izerine yapilan caligmalar
sonucunda bu polinomlarin farkli genellestirmeleri tanimlandi (Garth et al. 2007,
Shattuck and Wagner 2007; Prodinger 2009; Ambderhan 2010).

Bu anlamda sundugumuz tezin 3. boliimiinde Fibonacci sayilarmin yeni bir
genellestirilmesi olarak verilen k-Fibonacci sayilari ele alindi ve k-Fibonacci sayilar: ile
ilgili Falcon ve Plaza tarafindan verilen bilgiler incelendi. Falcon ve Plaza 2007 yilinda
k-Fibonacci sayilarin1 geometrik doniistimler yardimi ile tanimlayan bir ¢alisma yaptilar
ve bu sayilarin bircok 6zelligini matris cebiri sayesinde elde ettiler. 2007 ve 2008
yillarinda ise Falcon ve Plaza en genel haliyle k-Fibonacci dizilerini tanimladilar. Bu
dizilerin birtakim yeni 6zelliklerini ve Pascal-2 tiggeni ile olan bagntilarini incelediler

ve k-Fibonacci dizileri i¢in {irete¢ fonksiyonunu tanimladilar.

Daha sonra 2009 yilunda Falcon ve Plaza tarafindan k-Fibonacci sayilarindan hareketle
tanimlanan Fibonacci polinomlart ele alindi. Fibonacci polinomlari ile ilgli bir ¢ok
Ozellik sunulmus ayrica yine aym yil Falcon ve Plaza’nin Fibonacci polinomlarinin
tirevleri ile ilgili birtakim yeni 6zellikler ortaya koyularak tiirev dizisi ile ilgili elde
ettikleri farkli 6zdesliklere yer verildi. Elde edilen tiirev dizilerinin bazilarinin 2006

yilinda Sloane tarafindan verilen tamsay1 dizileri ile ilgili bir kaynakta (Sloane 2006)



yer alan 6zel dizilerden oldugu gozlendi.

Son olarak Fibonacci tipi polinomlarin ¢esitli genellestirilmelerinden birisi olan iki
degiskenli Fibonacci polinomlar: incelendi ve bu polinomlarla ilgili 1980 yilinda Frei,
1999 yilinda Swamy, 2004 yilinda Catalani ve 2008 yilinda Belbachir ve Bencherif,
2009 yilinda Abbas tarafindan sunulan 6zelliklere yer verildi. iki degiskenli Fibonacci
polinomlar1 Catalan tarafindan tanimlanan Fibonacci polinomlarin genellestirilmis
halidir. Ayrica Catalan tarafindan verilen polinomlar genellestirilerek Tan and Zhang
(2005), Machenry (2000), Tuglu vd (2011) tarafindan verilmistir. Ek olarak Swamy ve
Falcon tarafindan verilen tlirev polinomlarinin dizisi ele alinip iki degiskenli Fibonacci

polinomlarinin tiirev dizileri ile ilgili yeni sonuglara yer verilmistir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. k-Fibonacci Sayilari
Herhangi bir k € R icin k-Fibonacci sayilari asagidaki gibi tanimlanmustir.
Tamim 3.1.1: Herhangi bir k € R i¢in, F o = 0 ve F ; = 1 olmak iizere
Fins1 = kFgpn+ Fypnoqg,nm=1 (3.1)

indirgeme bagintisi ile tanimlanan diziye k-Fibonacci dizisi denir ve F , N seklinde

gosterilir (Falcon and Plaza 2007).

k-Fibonacci dizisinin her bir elemanina, k-Fibonacci sayist denir. Bu sekildeki birkag

k-Fibonacci sayisi,

Cizelge 3.1 Ilk k-Fibonacci sayilart

Fk,n
0
1
k
k?+1
k3 + 2k
k*+3k%?+1
k> + 4k3 + 3k
k® + 5k* + 6k*+ 1
k7 + 6k° + 10k3 + 4k

(NN |WIN (R |O|S

seklindedir. K’nin bazi 6zel tamsayr degerleri icin, Fien N k-Fibonacci dizisi,

sayilar teorisinde onemli yere sahip olan tamsay1 dizilerine doniismektedir.



Ornegin; Fy ey K-Fibonacci dizisinde;
k =1 almirsa F, oy = 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ... Fibonacci dizisi;
k =2 almirsa B, ,ey = 0,1,2,5,12,29,70,169, ... Pell dizisi elde edilir.

(3.1) ile verilen denklem, sabit katsayili Il. mertebeden bir fark denklemi olup

karakteristik denklemi
rt=kr+1 (3.2)

seklindedir. r; ve r,; r; > 1, olacak sekilde karakteristik denklemin kokleri olmak

lizere,

. k+ kZ+4 k— k%+4
l. r{ = > y o = > (33)

ii. rp,<0<ry, r, <ny

ii. r+rp,=k,rqr,=-1,r;,—-r,= k?+4

bagintilart mevcuttur (Stakhov and Rozin 2006).

3.1 Bélim boyunca Fy, n-inci k-Fibonacci sayisini, r; ve r, ise (3.3) ile verilen

ifadeleri gosterecektir.

3.1.1. k-Fibonacci sayilari i¢in bazi 6zdeslikler

Teorem 3.1.1.1: (Catalan Ozelligi)

2 n-r+1pg2
Fk,n—rFk,n+r - Fk,r - (_1) Fk,r
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dir (Falcon and Plaza 2007).

Teorem 3.1.1.2:

Fk,r+s = Fk,r+1Fk,s + Fk,rFk,s—l

dir (Falcon and Plaza 2007).

Teorem 3.1.1.3: (d’Ocagne Ozelligi) m > n olmak iizere

Fk,ka,n+1 - Fk,m+1Fk,n = (_1)an,m—n

dir (Falcon and Plaza 2007).

Teorem 3.1.1.4: Eger o = kt 14

= r, ise, bu durumda

. Fk,n+1
lim =0

n—co Fk,n
dir (Falcon and Plaza 2007).

Teorem 3.1.1.5:

1
Fri = r Fynse1 + Fen—1

i=0

dir (Falcon and Plaza 2007).
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Teorem 3.1.1.6:

dir (Falcon and Plaza 2007).

Teorem 3.1.1.7:

S

dir (Falcon and Plaza 2007).

Teorem 3.1.1.8:

Fk,2i+1 = ka,2n+2
i=0

dir (Falcon and Plaza 2007).

Teorem 3.1.1.9:

S

Fk,4i+1 = E Fk,2n+1Fk,2n+2
i=0

dir (Falcon and Plaza 2007).
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Teorem 3.1.1.10:

n—1
1 =z
_ n n-1-2i 1,2 i
Fkvn_zn—l 2l+1k k*+4'n=>1
i=0
dir (Falcon and Plaza 2007).
Teorem 3.1.1.11:
n—1
=2 _
Fip = n=l=tgymta 5
[
=0

dir. (Falcon and Plaza 2007)

3.1.2. k-Fibonacci sayilari icin binet benzeri formiil

Bilindigi lizere herhangi bir Fibonacci sayisin1 kendinden onceki terimleri bilmeksizin
elde edebilecegimiz bir Binet formiilii vardi ve bu formiil sayesinde Fibonacci sayilart
icin birtakim yeni Ozdeslikler elde edilmisti. Bu kisimda k-Fibonacci sayilari igin

genellestirilmis Binet formulii verilecektir.

=

Lemma3.1.2.1: 9 == 1+ 5 olmak iizere her n € N i¢in

N

i. (pn+2 =(pn+1_|_(pn
ii. 1—p™2=1—-@™l4+ 1—9@™"

dir (Stakhov and Rozin 2006).
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Lemma 3.1.2.2: Her n € N i¢in

i. I‘1n+2 - kr1n+1 + I‘1n

“ I.2n+2 — kr2n+1 + I.Zn

dir (Falcon and Plaza 2007).

Ispat: r; ver,

r’=kr+1

karakteristik denkleminin kokleri oldugundan,

r;2=kr; +1

I‘22 =kr2+1

olacaktir. Verilen denklemlerin her iki yaninin sirastyla r;™ ve r," ile ¢arpilmasi ile i.

ve ii. 0zdeslikleri elde edilir.

Teorem 3.1.2.3: (Genellestirilmis Binet Formiilii)

Fion = — 3.4

dir (Falcon and Plaza 2007).

Ispat: Ispatimizi matematiksel tiimevarim yontemi ile yapalim. Ilk olarak n =0 ve

n =1 i¢in
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ry —r; ry —r;

I'11—1'21 = rp—r, =1=F,
r{ —r; r{ —r; '

olup verilen 6zdeslik n =0 ve n =1 i¢in dogrudur. 0 < i <1 + [ araligindaki her i

i¢in

olsun. (3.1) esitligi ve Lemma 1 den

Fipe2 = kFy 41 + Fi

1+1 1+1 1 1
kI‘1 - krz + I‘1 - I‘2

ry —r;

itk +1 =tk 41

ry —r;

bulunur. O halde verilen 6zdeslik her n € N i¢in dogrudur.



Teorem 3.1.2.4:

n
Foan= ; k'Fei, n20
=0
dir (Falcon and Plaza 2007).
Ispat: (3.4) esitliginden hareketle,
n n . .
. Tt —ryt
Til B = K ; - r2
=0 =0 L 2
1 n
T rll kry © =
1 2 i=0
1
= 1+kr; " — 1+kr, ™
r{ =1y
— 1 I.1271 _ r2Zn
'y = I
= Fi2n
olup ispat tamamlanur.
Teorem 3.1.2.5:
n
k Frei=Fener + Feno1— 1

i=1

15
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dir (Falcon and Plaza 2007).

Ispat: k-Fibonacci dizisinin genel indirgeme bagintisi olan

Fk,n+1 = ka,n + Fk,n—l:n =1

ifadesinden yararlanilarak

S
S
S

S

Fyn+ Fyenir =k Fei+ Feo+ Fieq
i=1

elde edilir ve Fy, o = 0 ve F, ; = 1 oldugundan

3

k  Fei=Fener+ Fen-1—1
i=1

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.2.6:

dir (Falcon and Plaza 2007).

Ispat: (3.4) esitligi dikkate aliarak
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n n r1mi r,m
Fk mi
=1 ' i=1 li=r
1 n n
— r mi __ r,mi
r{—r
1 2 =1 =1
yazilir. Geometrik toplam formiilii ve r; — r, =k, ryr, = —1 6zelliklerinden
n m
F ] _Fk,mn+m_ -1 Fk,mn_Fk,m
. k'ml r1m+l‘2m— _1 m_l
i=1
olup ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.2.7:
" F 1™F 1™F F
F _ Tkmn+m+j — kmn+j + - kj-m — I'k,j
kit rm+r,m— —1m-1
=0
dir (Falcon and Plaza 2007).
Ispat: (3.4) esitligi dikkate alimarak
n F o rlmi+j_rzmi+j
i=0kmi+j — i=0 [
=2 ¢ J nopmo_ypJ oy m
ri—Ty 1 i=0"'1 2 i=0"2
1 n r, A+ _ 1 n r,m0+) _q
r{ —r, rim—1 r,m—1
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olup gerekli islemler yapildiginda

m m
Fk,mn+m+j_ -1 Fk,mn+j+ -1 Fk,j—m_Fk,j

Fiomivj = r,m+r,m—- —1m-1
i=0

sonucu elde edilir.

Teorem 3.1.2.8:

3

Fivj = % —Fin+j — Fensjer + Frj+ Fejq
i=0

dir (Falcon and Plaza 2007).
Ispat: Bu teoremin ispat1 genellestirilmis Binet formiiliinden agikca goriilebilir.
Teorem 3.1.2.9:
Fen= —1™'F,, n>1
dir (Falcon and Plaza 2007).

Ispat: Ispati k-Fibonacci sayilar1 i¢in Binet benzeri formiilden yararlanlarak

yapilacaktir.

1 1
n -n T
k-n = = y 1T =
ry —r; ry —r;
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rzn - I‘1n
_oorqrp, (—Dr" ="
r{ —r, -1n
— n+1
= -1 Fyn

olup ispat tamamlanir. Verilen 6zdeslikte Fy, _, = F , olmasi i¢in gerek ve yeter sart n

nin tek say1 olmasidir.

Lemma 3.1.2.10:

1" =r1Fn+ Fpq,m=1

dir (Stakhov and Rozin 2006).

Ispat: Tanim 3.1.1 de verilen indirgeme bagmtisinin karakteristik denklemini r; ve r,

koklerinin ry{+r, = kK ve r;r, = —1 6zelliklerinden yaralanilarak

r;2=r; k—-r, =rik—rr,=r;k+1

I‘13=I'1 F1k+1 =I‘12k+r1=r1 k2+1 +k

seklinde devam edilirse;

rln = I‘an + Fn—l ,n = 1

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 3.1.2.11: V¥ a, b, ¢ € N i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

I. Frarb-1 = FaFrp + Fioa-1Fip-1
.. 1
I Frarp—2 = p FraFip + Fra—2Fkp—2

1
1. Frarp-3 = % FieaFipFrc + kFia—1Fkp-1Fic-1 — Fioa—2Fip—2Fkc-2

(Falcon and Plaza 2007)

Ispat:
. Fra+b—1 = FraFip + Fia—1Fkp-1 0ldugu Teorem 3.1.1.2 den agiktir.
ii. k- Fibonacci dizisinin genel tanimindan yararlanarak,
Frarv—2 = FraFip-1+ Fra-1Fkp-2
Fiep — Fip—2 Fia = Fra—
=Fk,a T + % Fk,b—Z
1
=% FiaFip + Fra—2Fkp-2
elde edilir.

iii. (3.1) esitliginden yararlanlarak

Frarb-3 = Fia-1Fip+c-3 + Fi,aFip+c—2

Fk,ka,C B Fk,b—ZFk,C—Z

= Fra-1 Fxp—2Fkc—2 + Fip-1Frc-1 + Fia X

olup gerekli diizenlemeler sonucunda verilen 6zdeslik elde edilir.
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3.2. Fibonacci Polinomlari

Tanmm 3.2.1: k-Fibonacci sayilarindaki k € R* sayisimt x reel degiskeni olarak

segersek Fy, ,, = F, , olur ve

1, n=20
Fopr x = X, n=1
xE,x +F_1x, n=2

seklinde tanimlanan Fibonacci polinomlari elde edilir. Bir ka¢ Fibonacci polinomu,

Cizelge 3.2. Bir Kag Fibonacci Polinomlari

B ()
0
1
X
x*+1
x3 + 2x
x*+3x2+1
x° + 4x3 + 3x
x® +5x* +6x%+1
x7 4+ 6x°+10x3 + 4x

o|INon AW IN|(R (oS

seklindedir (Falcon and Plaza 2009).

Fibonacci polinomlari i¢in

Foo1x =xF, x +F,_{ x

seklindeki indirgeme bagmtisinin karakteristik denklemi

r2—xr—1=0
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olup, karakteristik denklemin kokleri

x+ x2+4 x— x*+4
= =

seklindedir (Falcon and Plaza 2009).

E, x polinomunu derecesi n > 1 ig¢in n — 1 dir. Fibonacci polinomlar1 ve Fibonacci
sayilar1 arasinda n > 1 olmak iizere F,(1) = F, iliskisi vardir. Ornegin; F,(1) = F,

seklindedir. Ayrica F;(2) = 1 ve F,(2) = 2 ve n = 3 olmak lizere
F,2 =2F, 12 +F,_, 2
esitligi s6z konusudur. Bu esitlikten elde edilen sayilar
P,=FE 2

bigimindeki Pell sayilaridir. Pell sayilar1 1,2,5,12,29, ... seklindedir. (Falcon, Plaza
2009)

Tanim 3.2.2: Fy(x) = 0 olmak {izere
F,x = —-1"1E «x

bagintisi ile tanimlanan polinomlara negatif indisli Fibonacci polinomlari denir (Falcon

and Plaza 2009).

Teorem3.23:n€Z veQ x = olmak tizere

x 1
1 0
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Fn+1 X Fn X
F, x Fo_1 x

Q" x =

dir (Falcon and Plaza 2009).
Ispat: Ilk olarak her n dogal says1 i¢in

Foy1 x Fy x
E, x F,_1 x

Q" x =

oldugunu gosterelim. Tiimevarim prensibi kullanilirsa iddianin n = 1 i¢in

F,x F,x

Qx: :x1
F,x Fox 10

=0 x

seklinde olup dogru oldugu goriiliir. iddianin n igin dogru yani,

Fn+1 X Fn X
F, x Fo_1 x

Q" x =

oldugunu kabul edelim ve n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. O halde

Foi1 x F, x F,x F;x
E, x F,_.i1x F x Fyx

Q" x Q x =

_ Fgxx+FEx Fuqx
 E,xx+F,_,x E x

— Fn+2 X Fn+1 X _ An+t
= =0 X
Foy1 x Fy x

bulunur ki bu da iddianin n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. n = 0 iken teoremin
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dogru oldugunu gérmek kolaydir. Benzer sekilde n € N icin

oldugu ispatlanabilir.

Teorem 3.2.4: (Cassini veya Simon ozelligi): V n € Z igin

Fooq x Fyuy x —E*x = =17

dir (Falcon and Plaza 2009).

x 1
1 0

Fn+1x an

ve Q™" x =
9 F, x F,_1x

fspat: Q9 x = oldugu gbz Oniine alinip bu

matrislerin determinantlar1 alinirsa

detQ x =-—1
ve
detQ" x = —-1"
elde edilir. Buradan
Fpo1 x Fpoy x —F2x = =17

oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.5: (Catalan ozelligi) V n,r € Z ve n > r igin
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Fpp x Fppp x —E2x = =177 1E2 g

dir (Falcon and Plaza 2009).

Catalan 6zelliginden elde edilen baz1 sonuglar:

e 1 =1 alinirsa

Fooq X Fouy x —E*x = =17

seklindeki Cassini (Simon) 6zelligi elde edilir.

e nyerine 4n ve r yerine 2n alinirsa

Fop X Fpp x +Fep x =Fp,° x

esitligi elde edilir.

e nyerine 2n + r alinirsa

2 — L2
FanF2n+2rx +E‘ x _F2n+rx

elde edilir. Egerx = 1ise F, x = F, olurkiburadan F;, 1 =F, 1 =1 olurve

FZn: F2n+2: F2n+4: 4"F2n+1FZn+2F2n+3

kiimesi bir Diophantine dortliistidiir (Falcon and Plaza 2009). Yani bu kiimeden alinan

herhangi iki elemanin ¢arprminin bir fazlasi tam karedir. Ornegin;

FZnF2n+2 +1= F22n+1
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FonFonsa + 1= Fiyi
Fon4Foni1Foni2Fones + 1= 2Fni1Fongz — 1)7
Foni2Fonia + 1= F22n+3
Fonv24Foni1Fons2foniz +1 = (F22n+2 +1)2
FonvatFoni1Fons2Fonis + 1 = (2Fon42Fones + 1)2
dir.
Teorem 3.2.6: (Honsberger Formiilii) V m,n € Z igin
Fopinx =F, x Fpyq x +Fp_ 1 x E, x
dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Fibonacci polinomlarinin matris gosterimi dikkate alinarak Q™™ x matrisi

F, X F, X
m+n x = m+n+1 m+n 35
¢ Frn X Fnin-1 X (3-5)

seklinde olur. Diger taraftan

Qm+nx =mean

— Fm+1x me Fn+1x an

"~ FE,x F,.x E/x F,_;x

_ FppixFppax vEx By x Fpyg X By x + By x Fg x

= 3.6
Fnx Foqgx +F, 1 xF,x E,xF,x +F, 1 x F,_1x (3:6)
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olup (3.5) ve (3.6) esit oldugundan
Fpsnx =E, x Fopup x +Fp_1 x E, x
sonucu elde edilir.
Teorem 3.2.7: Vm,n € Z igin
—1"E,_,x =F, xF,_1 x —F,_1 x E, x
dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Fibonacci polinomlarinin matris gosterimi dikkate alinarak Q™™™ x matrisi

m-n _ Fm—n+1 X Fm—n X
9 X =
Fnn x Fn-n-1 X

(3.7)
seklinde olup

QM x =QM x Q" x

Fm+1 x Fm x F—n+1 x F—n x
F, x Frn_q1 x F, x F_,_1x

_ Fpmix Eyx -1"F,_, x —1m™1 «x
Fm X Fm_1 X -1 n+1Fn X -1 Tan+1 X
_ Fri1 x E, x F,_.1x —-F x _qn

E, x Fp_oix —FE, x  Fuqx



28

Fpii1 X Fpoix —FpxE,x  E, x Fopq x —Fpy1 X By x

— _1n
1 FnxF,1x —Fp1.xF,x Fu,q1xF,,x —F,xF x

(3.8)

yazilir. (3.7) ile (3.8) esit oldugundan

—1"F,_,x =FE, xF,_1x —Fp,_1x E, x

elde edilir.

Teorem 3.2.8: Vm € Zigin

Fomo1 x = sz X +Fm_12 X

dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Teorem 3.2.6 da

Fpinx =E, x Fpuq x +Fpq x B, x

seklinde verilen Honsberger formiiliinde n = m — 1 alinirsa

Frntm-1 X =Fp X Fopq 41X +Fpq X Frpq X

Fom_1 x = sz X +Fm_12 X

elde edilir.

Teorem 3.2.9: Vm € Zigin

Fomx =F, X Fpyq x +F,_4 x
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dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Teorem 3.2.6 da

Fopin X =E, x Fuy1 X +Fp1 x B, x

seklinde verilen Honsberger formiiliinde n = m alinirsa

Fopiom X =FEp x Fpyq x +Fpoq1 X By x

Fomx =Fp X Fpyq x +F,4 x

elde edilir.

Teorem 3.2.10: Vm € Z igin

2 2
Fm+1 X - Fm—l X
Fom x =

X

dir (Falcon and Plaza 2009).

Teorem 3.2.11: Vn,m € Zigin

EBOB E, x ,E, x = Fgpop mn (X)

dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Honsberger formiilinde n = 2m,3m,4m,.. alnwsa (r.n). Fibonacci
polinomunun n. Fibonacci polinomunun kati oldugu goriilir. O halde m. Fibonacci

polinomu ile n. Fibonacci polinomunun en biiyiik ortak boleni m ile n nin en biyiik
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ortak bolenine karsilik gelen Fibonacci polinomudur.

Teorem 3.2.12: (Genel Bilineer Formiil) a, b,c,d,r € Zve a+ b = c + d olsun. Bu
takdirde

F,xFyx —F.xF;x = -1"F,_,xF_.x —F._. x Fj_, x

dir (Falcon and Plaza 2009).

ispat: Q bir kare matris ve a,b,c,d,r €Z ve a+ b = c + d olacak sekildeki tam
sayllar ise o zaman Q%*P = Q¢*¢ dir. ; (R¥"'.L)™ kare matris olsun. Fibonacci

polinomlari igin Q matrisi

Fn+1(x) _Fn X Fn(x)
xF, (x) Fy x = Fhq(x)

(R )" =
seklinde olur. Bu matriste Q%. QP = Q¢. Q%! ifadesi uygulanirsa
FoxFpx —FxFgx =(F1)F, 1 x Fpoqyx —F._q x Fg_q x
bulunur. Bu islem r kez tekrarlanirsa
FobxFyox —F.xF;x = 1" F,_ . xF,_.x —F._, x Fj_, x
0zdesligi elde edilir.

Teorem 3.2.13: (d’Ocagne ozelligi) n < m tamsayilari i¢in

Fpoi xE,x —E, x Fppyy x = =1 ™"1E . x
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dir (Falcon and Plaza 2009).

ispat: Teorem 3.2.12 de verilen Genel Bilineer formiilde a=n+1, b=m, ¢ =n,

d=m+1ver =n—1 alinirsa

Foy1 X Ep x —F, X Fpppy x = —1"E, . x

esitligi kolaylikla goriilebilir.

3.2.1. Fibonacci Polinomlari I¢cin Binet Formiilii

Herhangi bir k-Fibonacci sayist kendinden onceki terimler bilinmeden de elde
edebilirdi. Benzer sekilde herhangi bir Fibonacci polinomu kendinden onceki
polinomlar bilinmeksizin elde edilebilmektedir. Bu durum asagidaki teoremde

verilmistir.

x+ x%2+4

Teorem 3.2.1.1: (Binet Formiilii) r; = ve n € Z olmak tizere, n. Fibonacci

polinomu

F, x =—2 (3.9)

dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: r; —r, = x2 + 4 oldugu kullanarak V n € N igin
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oldugunu tiimevarim ile gdsterelim. Iddian = 1 igin

r{—r
F, x = 1 2
r{ —Ip
olup dogrudur. Iddia n i¢in dogru, yani
r—rn
E x = 1 2
r{ — I

olsun. Iddianin n+ 1 igin dogru oldugunu gosterelim. Fibonacci polinomlarinin

tanimindan

Foy1 x =xE, x +F,_4 x

yazilir. Bu esitlikte F, x ve F,_; x degerleri yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

Foyi1 x =xF, x +F,_1 x

ryt-r," ry"lor,n1
Foy1 x =x
rp—ra rp—rz
_ ri"-r," ry?1orp,n"1
x%+4 x%+4
1 -
= xry® —xr,® +r "t =t
x%+4
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Y244 2 2 _ 22 2_ 2
— 1 X+ x=+4 1 +_x +x x“+4 _ x-x +4 1 +_x X x=+4
X2+4 2 2 2 2
- n -
1 x+ x%2+4 2 2+ x%4+x x2+4
x2+4 2 x+ x2+4 2
- n -
1 xX— x%2+4+4 2 24+ x%2—x x24+4
x%+4 2 x+ x2+4 2
1 x+ x2+4 @ 2+x +x 2 +4
x2+4 2 x2+4+x x2+4

X— x2+4 @ 2+x2—x x2+4

2 x2+44+x x24+4
2+x%+x x2+4 2+x%—x x2+4 . . . ..
bulunur. Ayrica —————— ——————ifadeleri paydalarinin eslenikleri ile
x2+4+x x2+4 xX2+4+x x2+4

carpilip diizenlenirse

24 x%4+x x24+4 _x+ x*+4

x24+4+x x2+4+4 2 x2+4

ve

24x2—x x24+4 x— x24+4

x2+4+x x2+4 2 x2+4
bulunur. Boylece
F X = 1 x+ x%2+4  x+ x2+4__ 1 x— x%2+4  x— x2+4
n+l x2+4 2 2 x2+4 X2 +4 2 2 x2+4

elde edilir. Dolayisiyla
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olur. O halde iddia n + 1 i¢in dogrudur. Diger yandan n = 0 i¢in

0 0
ry-—r;

Fpx =—=0
ry —r;

olup iddia dogrudur. Simdi de n € N olmak iizere

-n -n

Iy " —I
F,x =
'y — I
oldugunu gosterelim.
1 1
n — -
I‘1 - r2 r n r n
F,x = _n 2
ry —r; ry —r;
rzn - I‘ln
_1 n
ry —r;

= —1"E «x

elde edilir. O halde her n € Z i¢in iddia dogrudur.
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Teorem 3.2.1.2: Vn € Z igin

ri"=rkF x +F,_1 x

dir.

Ispat: (3.9) esitligi dikkate aliarak

n-1 n-1
ry-—r ry - I
ran X +Fn_1 X = I‘1 +
ry —r; ry —r;
3 I.1n+1 _ rlrzn + rln—l _ rzn—l
ry—r;
1 1
"ot Rt
= 1 _ 2
ry—r; ry—r;
olur. Buradar;r, = —1ver; —r, = x? + 4 oldugu kullanilirsa
n
riy"rp—r
rnk,x +F,_,x = =r"
ry—r;

olup esitlik dogrulanir.

Teorem 3.2.1.3: Vn € Z i¢in

I‘z" = ran X + Fn—l X

dir.
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Ispat: Yine (3.9) esitligi dikkate almarak

-1 n—1
ri"=r," " —-r,
B, x +F,_1x =1,
r{ —Ip r{ =
_r2n+1 —_ r.1nr.2 + rln—l -r,
- Iy —Ip
1 1
_I‘ln H_rz 1‘2 I'2+E
ry —r; ry—r;
olur. Buradar;r, = —1ver; —r, = x? + 4 oldugu kullanilirsa
—I" Iy
Fx +F_4 x =——=r,"
Iy —Ip
olup esitlik dogrulanir.
. x+ x2+4 .
Teorem3.2.14:r; = — olmak iizere
noc [ x 1

dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: :—2 < 1 oldugu dikkate alinarak

1
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n+1
n+1 n+1 r n+1 1 I'_2
o P x om0 o
i = lim - —— = lim e
n—oo n X n—oo r1 —_ rZ n—-oo n 1 _ 12
1
rq

esitligin saglandig1 gorliir.

Teorem 3.2.1.5: (ilk n Fibonacci Polinomunun Toplami)

n > 1 olacak sekilde bir tamsay1 olmak tizere ilk n Fibonacci polinomunun toplami

3

Foii1x +F,x —1
X

FL'X:

dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Ispati timevarim yontemi ile yapalim. n = 1 igin

1=F x
X X 1

olup esitlik dogrudur. k < n igin esitligin dogru oldugunu kabul edelim. O halde n + 1

i¢in

S
+
=
S
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Py x B x =14+ xFp X

X

Foyz x +Fpyp x =1

oldugundan esitlik tiim pozitif tamsayilar i¢in dogrudur.

3.2.2. Fibonacci polinomlarmin fonksiyonu olarak x™ nin tanim

Fibonacci polinomlar1 i¢in mevcut olan esitlikler matris bigiminde F = B. X seklinde

yazilabilir. Burada

F = (F1 X ,F2 X ,F3 X ,...)T

X=01,xx%x3.)7

olup B matrisi Fibonacci polinomlarinin agilimindaki x in artan kuvvetlerinin

katsayilarin olusturdugu alt tiggen matristir. Yani

O RO RO OPR
B o woNO RO
SO O WO R OO

SO O R O OO
S UTO R OOOO
NO R OO O OO
O R OO OO OO
_- O OO OO oo

_
o

B matrisindeki sifirdan farkli olan baglangiglar pascal liggeninin kdsegenlerini olusturur
ve ayni satirda bulunan elemanlarin toplami klasik Fibonacci dizisini verir. Bununla

birlikte B matrisi terslenebilirdir ve tersi
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1 0 0 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 0 0 O
-1 0 1 0 0 0 0 O
B-1= 0 -2 0 1 0 0 0 O
2 0 -3 0 1 0 0 O
0 5 0 —4 O 1 0 0
-5 0 9 0 -5 0 1 0
0 -14 0 14 0 -6 0 1

seklinde olur. Buradan x™ Fibonacci polinomlarinin lineer kombinasyonu olarak

yazilabilir.

Cizelge 3.3. x™ nin Fibonacci Polinomlarmin Lineer Kombinasyonu Olarak Ifadesi

xn

Fi(x)
Fy(x)
F; x —F(x)
F, x —2F,(x)
Fs x —3F; x +2F;(x)
Fg x —4F, x +5F,(x)
F, x —5Fs x +9F; x —5F;(x)
Fg x —6F; x +14F, x — 14F,(x)

NojubhwiNne|olS

Bu acilimlar Fibonacci polinomlar1 i¢in Zeckendorf teoreminin bir versiyonu olan
asagidaki teoremde kapali sekilde verilmistir. Zeckendorf teoremine goére her tamsay1
ardigik olmayan Fibonacci sayilarinin toplami olarak tek bir sekilde yazilabilir. Buna

dayanarak Fibonacci polinomlari i¢in Falcon ve Plaza asagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 3.2.2.1: n > 1 sartin1 saglayan her n € Z icin, x™ ilk Fibonacci polinomunun

: , n .
lineer kombinasyonu olarak, _, = 0 olmak iizere

N3

ion n
n _— i
X" = -1 i i—-1 Fry1-2i X
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seklinde yazilir (Falcon and Plaza 2009).
Ispat: Ispat1 timevarim yontemi ile yapacagiz. n = 1 igin

-1°0 — - Fiiox = 1-0x=x=x

olup esitlik dogrudur. Esitligin n — 1 den kiiciik yada esit her tamsayi i¢in dogru
oldugunu kabul edelim. O halde

X = -1 nfl - ?:11 F, i x

yazilir ve bu esitligin her iki tarafi x ile carpilir ve
XFn_2i X = Fppq0i X —Fpoq-p; X

oldugu g6z dniinde bulundurularak

n—-1 _n-1

i i—1 [m2X

yazilir. Buradan
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n—1
2
n—1 n—1
x™ = -1t ) - Foi1-0; X
i i—1 n+1-2i
1=0
n—1
2
; n—1 n—1
- e O ) - F,_1 5 x
i i — 1 n—1-21
1=0

elde edilir ve gerekli diizenlemeler sonrasinda esitligin saglandig1 goriilebilir.

3.2.3. Fibonacci polinomlarmin tiirevi

Fibonacci polinomlarinin tiirevlerinin alinmasi ile

Cizelge 3.4. Tiirev Polinomlari

B (x)

0
0
1
2x

3x2% + 2

4x3 + 6x

5x* +12x%2 + 3
6x> + 20x3 + 12x
7x6 + 30x* + 30x% + 4

IV oA wWIN|R (O3S

seklindeki polinomlar elde edilir. Fibonacci polinomlarinin herhangi mertebeden tiirevi
alinarak yeni diziler olusturulabilmektedir. Tiirev polinomlarinda x degiskenine bir

tamsay1 degeri verilerek farkli say1 dizileri elde edilmistir. Ornegin; birinci tiirev i¢in

F,(1) = 0,1,2,5,10,20,38,71,130,235, ...

F,(2) = 0,1,4,14,44,131,376,1052,2888,7813, ...
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F,(3) = 0,1,6,29,126,516,2034,7807,29382, ...

F/(4) = 0,1,8,50,280,1475,7472,36836,178000, ...

seklinde diziler elde edilir. Bu dizilerden F,,(1) ve F, (2) tiirev dizilerinin daha énce
calisilan dizilerden oldugu goriilmistiir. Bu anlamda, F,, (1) tiirev dizisinin aslinda K.

teriminin ardisik tamsayilarin olusturdugu alt kiimeler alinmaksizin

kiimesinin alt kiimelerinin sayisini veren bir diziyle ¢akistigi goriilmistiir. (Falcon and
Plaza 2009) Ornegin; Fj,(1) dizisinin besinci terimi 10 dur. Aym1 zamanda F}(1)
dizisine karsilik gelen dizinin besinci terimi de 10 dur (Sloane 2006). Ciinkii;
1,2,3,4
kiimesinin hepsi ardisik olmayan elemanlarindan olusan alt kiimeleri;
g 1,2,3,4,13,14, 24,124, 134

seklinde olup 10 tanedir.

Falcon ve Plaza bu sekilde devam edilerek m. tiirev i¢in de yeni say1 dizileri elde

edilebilecegini gdstermislerdir. Ornegin; ikinci tiirev igin

F/(1) = 0,0,2,6,18,44,102,222,466,948, ...

Fr(2) 0,0,2,12,54,208,732,2424,7684,23568, ...
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F,(3) = 0,0,2,18,114,612,2982,13626,59474, ...

F/(4) = 0,0,2,24,198,1376,8652,50928,286036, ...

say1 dizileri, iiglincii tiirev i¢in

F//(1) = 0,0,0,6,24,84,240,630,1536,3564, ...

F/'(2) = 0,0,0,6,48,264,1200,4860,18192, ...

F,'(3) = 0,0,0,6,72,564,3600,20310,105408, ...

F,'(4) = 0,0,0,6,96,984,8160,59580,399264, ...

seklinde birtakim tamsay1 dizileri elde edilmistir (Falcon and Plaza 2009).

Tamm 3.2.3.1: Fibonacci polinomlari igin

N3

|:
Ny
[

Fpoqx = n— 2i

esitligi ile verilen tiirev formiilii elde edilmistir (Falcon and Plaza 2009).
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Benzer sekilde herhangi bir mertebeden tiirev de elde edilebilmektedir. Ornegin;
Fibonacci polinomlarinin ikinci mertebeden tirevi n =1, n =2 i¢in F;) x =0 ve

n = 2 olmak tlizere

n-2
2
: N n—1 —2-2i
Fl.y x = n—2i (n—1-2i) i xn22
i=0
seklinde verilmektedir.
o k+ k2+4 .
Teorem 3.2.3.2: Egerry = ise, bu durumda
i Fry1 x li Fpig x _ Filyx
n—oo 'n X n—-oo FT{ X n—oo FT{, X 1

dir (Falcon and Plaza 2009).

Bununla birlikte tiirevin derecesi arttik¢a ardisik terimlerin oranimmin limitinin altin

orandan uzaklastig1 gériilmiistiir. Ornegin; k=3, n=9 i¢in

Fio(3) 42837

= = 3.3027
Fo(3) ~ 12970
F/,(3) 108923
1,0( ) _ =3.7071
F{(3) 29382
F/'(3) 250812
1,?( ) = 42171
F/(3) ~ 59474
F/7(3) 514956
1003 _ = 4.8853

FJ’(3) 105408
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3+ 13
2

olupr; = = 3.3027 dir (Falcon and Plaza 2009).

Teorem 3.2.3.3:

nk, x —xF, x +nF,_4 x

F’
n X X2+ 4

dir (Falcon and Plaza 2009).

Teorem 3.2.3.4: F] x = 0ven > 1 olmak {izere,

n—1
E x = Fi x Fp_; x
=1
dir (Falcon and Plaza 2009).
Teorem 3.2.3.5: n > 1 olmak tizere,
n—1
=z
Floix = —1'n—2i F,_; x

i=0

dir (Falcon and Plaza 2009).

Teorem 3.2.3.6:

E, x Fpoq x +F_; x

n

dir (Falcon and Plaza 2009).
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Teorem 3.2.3.7: Tiirev dizisi i¢in rekiirans bagintisi

0, n <rise
T r!, n =rise
n+1x 1 - -
nxk, x + n+r F_, x , n>rise
n_

seklindedir (Falcon and Plaza 2009).

3.3. iki Degiskenli Fibonacci Polinomlar:

Tamm 3.3.1: a,b,x,y€Z x+0, y#0, x?+4y>0 ve n=>0 olmak iizere

Gy x,y =ave G; x,y = b baslangic sartlar ile birlikte

Gpiz %,y =xGny1 XY +y6, X,y (3.10)

indirgeme bagmtisi ile tanimli polinomlara genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci

polinomlar1 denir (Catalani 2004).

Ozel olarak, (3.10) ile verilen indirgeme bagintisinda n > 0 iken a = 0, b = 1 secilerek

Fy x,y =0veF; x,y = 1baslangic sartlari ile

Foyz 2,y =xFp1 X,y +YE Xy (3.11)

seklinde tanimlanan polinomlara iki degiskenli Fibonacci polinomlar1 denir (Catalan

2004). Bu anlamda iki degiskenli Fibonacci polinomlart;
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Cizelge 3.5. Iki Degiskenli Fibonacci Polinomlari

E(x,y)
0
1
x

x*+y
x3 + 2xy
x* +3x%y + y?
x° + 4x3y + 3xy?
x% + 5x*y + 6x%y? +y3
x” + 6x°y + 10x3y? + 4xy3

|IN[onnAN|wWIN(R[O|S

seklindedir.

Iki degiskenli Fibonacci polinomlar: icin (3.11) esitligi ile verilen indirgeme

bagintisinin Karakteristik denklemi
r2—xr—y=
olup karakteristik denklemin kokleri

x+ x2+4y x— x%2+4y

seklindedir. Burada ry.1, = —y ve r; + r, = x dir.

Tamim 3.3.2: Esitlik (3.11) ile tanimli indirgeme bagintisi n = 0 olmak iizere

YE, X,y =Fap2 ,Yy —xFpyq X,y

biciminde diizenlenerek iki degiskenli Fibonacci polinomlar1 negatif indisler i¢in
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tamimlanabilir (Abbas 2009).

3.3.1. Genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomlar1 ve iki degiskenli

Fibonacci polinomlari ile ilgili bazi 6zdeslikler

Teorem 3.3.1.1: Hern = 0 i¢in

Foxy = —Fn_);i
dir (Frei 1980).
Teorem 3.3.1.2: (Binet formiilii)

Aoy S

dir (Catalani 2004).

(3.12)

(3.13)

Teorem 3.3.1.3: (Ardisik Terimlerin Oranimin Asimptotik Davramsi) Eger r; =

+ X244y .
X X7 ise, bu durumda

Fn+1 X,y _

noew Fyox,y

dir (Catalani 2004).

Teorem 3.3.1.4: A ve B reel sayilar ve A # B olsun. Her n € N i¢in
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N3

An+1_Bn+1 ) _ ) )
— —1t "7 AR A+ B

dir (Gould 1972).

Teorem 3.3.1.5: x # 0, y # 0 ve x? + 4y # 0 olsun. Her n > 0 i¢in

N3

dir (Belbachir and Bencherif 2008).

Ispat: Teorem 3.3.1.4’de A ve B yerine sirasiyla karakteristik denklemin pozitif ve

negatif kokii olan r; ve r, yazilirsa

n
2
n+1 n+1
Tl — TZ . n — i . Y
= _1 L R T1T2 t T‘1+T2 n-2i
=" [
1=0
elde edilir.
W, =-—yver +r=x
oldugundan
n n
T1n+1 _ T2n+1 2 n i 2 n i
— 1t ] —y i X n-2i — ) x‘n—Zlyl
rn—n ] l L
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olup

7,1n+1 _ r2n+1
Fn+1 X,y =
T1 - rz
oldugu da dikkate alinirsa

n
2

n—=1  n-2i,i

Fopg x,y = X"y

elde edilir.

Teorem 3.3.1.6: F, x,y iki degiskenli Fibonacci polinomu ve x +y — 1 # 0 olmak

uzere

3

1

F. f e
00y x+y-—1

Foyr x,y +yFE xy —1

dir (Tuglu vd 2011).

Teorem 3.3.1.7: F, x,y , iki degiskenli Fibonacci polinomu ve G, x,y , (3.10) ile
tanimlanan genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomu olmak {izere her m,n € Z

i¢cin
Gnem %Y =YFn1 X,y Gy X,y + Fp X,V Gpiq X,y (3.14)
dir (Abbas 2009).

Ispat: n sabit bir say1 olsun. Ispat1 m iizerinden tiimevarimla yapalim. m = 0 igin,
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(3.12) esitligi dikkate alinarak

yazilir ve

YE_1 %,y Gy x,y +Fy x,y Gy X,y =F x5,y Gy x,y +Fy X,y Gpyq X,y

dir. Fy x,y =0veF;, x,y = 1oldugundan

YE_1 %,y Gy x,¥y +Fy x,y Gpyr X, Y =Gy X,Y

olur.m = 1 igin

yFy x,y Gp X,y +F X,V Gy X,y =F XY Guyr X, Y = Gpyq XY

olup dogrudur. m = 0,1,2, ..., k i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

Gnik-1 %Y =YFe2 X,y Gp X,¥y +Fe_q1 X,y Gpyq X,y

ve

Gnik X,y =YFeq1 X,V G X,y +F X,y Gpyq X,y

olsun. m = k + 1 igin esitligin dogrulugunu inceleyelim:

VEe1 0,y Gp x,y +Fe X,y Gpyr X,Y =Y XFq X,y +YFe2 x,¥ Gy X,y
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+ xFe X,y +YFe1 %,y Gpyr XY

= yxFy_1 %,y Gy x,y +Y*Fep %,y Gy X,y

+xF xX,¥ Gpyr X, Y +YFe_1 X,y Gpiq X,y

=Y VF2 Y Gy X,y +Fq X,y Guyq X,Y

+x YF_1 x,¥ Gp X,y +F X,y Gpyq X,y

dir. Esitligin k’ya kadar olan tiim pozitif tamsayilar i¢in dogru oldugunu kabul

ettigimizden

VE X,y Gy X,V + Fipq X,y Gpyr X,V = YGpyp—1 X,y + XGpyp X,y

= Gpik+1 XY

elde edilir. Boylece m = k + 1 i¢in dogru oldugu goriiliir. O halde m > 0 tamsayilari

i¢cin

Grim %,V =YFn_1 x5,y Gy X,y +Fy X,y Guyq X,y

dir. Simdi de esitligi negatif tamsayilar i¢in ispatlayalim. m = —1 olsun. Yine (3.12)

esitligi dikkate alinarak

F, x,y E, x,y —-X
Fop,y == —y 2 =~ 2 =F

yazilir ki
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—X 1
YF_; x,y Gp x,y +F_ 1 %Y Gpiq XY =y?0n X,y +;Gn+1 X,y
1
=; —xG, X,y + Gpyq XY

1
= " YGan_1 X,y

= Gn—l X,y
olup m = —1 igin dogrudur. m = —2 olsun. Digerlerine benzer sekilde

F; x,y =F3 X,y =x2+y

Fixy =- —y 3 3 3

ve

x2+y

X
YF_3 %,y Gy X,y +F 5 X,¥ Gy X, ¥y =Y TGn x,y —FGM X,y

1
7 x*+y Gp X,y —xXGpiq X,Y
1
:? X Gn X,y _Gn+1 X,y +yGn X,y
_ 1

=72 —xyGn_1 X,y +yG, X,y

=}7 Yy Gy x,y —xGp_q1 X,y
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= Gn—Z X,y

dir. Yani m = =2 igin esitlik dogrudur. Iddianin her -k + 1 < m < —1 i¢in dogru

oldugunu kabul edelim. Yani;
Gnk+1 X, =VF_ %,y Gy X,y +F_py1 X,Y Gpyq X,y
ve
Gk %Y =YF_ 1 %,y Gy X,y +F_ X,y Gpia X,y
olsun.m = —k — 1 igin

YF_ 2 %Y Gp X, ¥y +F_ 41 Y Guyr XY
=VF 2 %Y G X, ¥y +F_ 1 X,y Guyq XY

y
=7 —YF_j1 %,y +F_xy Gy X,y

1
+2 —VF_ e %,y +F g1 Y Gpyg XY

1
== —y*F 1 %,y Gy x,y +F_ %,y Gy X,y

1
+; _yF—k X,y Gn+1 X,y +F—k+1 X,y Gn+1 X,y

1
=z Y YFE_ g1 %Y Gy X,¥y +F_i X,¥ Gpyq X,y
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1
+; F—k X,y Gn X,y +F—k+1 X,y Gn+1 XY

olup tlimevarim hipotezinden

1 1 1
T —YGn_k X,y +;Gn—k+1 Xy =3 —YGn_k X,V +Gp_gi1 XY

1
=—xG._;_ ,
xxnklxy

= Gp—k-1 XY
dir. O halde iddia her m < 0 tamsayist i¢in dogrudur. Boylece n,m € Z igin
Gnim XY =Yhp 1 XY Gp X,y +Ep X,y Gpiq XY
oldugu ispatlanmis olur.

Teorem 3.3.1.8: F, x,y , iki degiskenli Fibonacci polinomu ve G, x,y , (3.10) ile
tanimlanan genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomu olmak {izere her m,n € Z

i¢in
Gp-m %,V = =Y ™ Fpy1 X,y G 5,y —Ep X,y Gpyq X,y
dir (Abbas 2009).

Ispat: (3.12) ve (3.14) esitlikleri dikkate alinarak

Gt -m %Y =YVF 1 %Y G X,y +F 5 X,y Gpyq XY
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=VF 1 %Y Gp 2,y +Fp 2,y Gpiq X,y

-1 Fp X,y

=y I Gy Xy +
= —1"y Fu Y Gpx,y + (1) y T =1 MEy X,y Gryg X,y
= =Y " Fni1 Y Gp X,y —Fp %,y Gpiq X,y
elde edilir.
Teorem 3.3.1.9: Her m,n € Z i¢in
Foom %,y =YFn1 Yy By X,y +Fy X,y Fopq X,y
dir (Abbas 2009).
Teorem 3.3.1.10: Her m,n € Z igin
Fom xy = =y ™" Fpu1 %Y Fy X,y —Fp X,y Fpiq X,y
dir (Abbas 2009).

Teorem 3.3.1.11: Her n € Z igin

XFpn %,Y = Fpi’ X,y —y*Fi® %,y

dir (Abbas 2009).

Teorem 3.3.1.12: Her n € Z i¢in
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Font1 X,y =VE> X,y —Fpiy® %,y

dir. (Abbas 2009)

Teorem 3.3.1.13: Her m,n € Z i¢in

Gnim X,y — (_y)mGn—m XYy =k, xy Gpyr x5y +Y6h-q X,y

dir (Abbas 2009).

Teorem 3.3.1.14: F, x,y iki degiskenli Fibonacci polinomu, G, x,y ve H, x,y

genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomlari olmak iizere her h, k,n € Z igin

Gn+h X,y Hn+k X,y — Gn X,y Hn+h+k X,y

= =y " G, x,y He x, —Go X,y Hpypo X,y

dir (Abbas 2009).

ispat: G, x,y ve H, x,y genellestirilmis iki degiskenli Fibonacci polinomlar1 olmak

lizere J, x,y polinomlari

]n XYy = Gn+h X,y Hn+k X,y — Gn X,y Hn+h+k X,y

ve

Jn+1 XY = Gpy1en XY Hyp14k XY — Guy1 X, Y Hpyp14nek XY

ile tanimlayalim. Bu ifadede yer alan G, ., X,y Ve H,inir X,y icin (1.1) esitligi

kullanilirsa
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Grin X,y =YVFh 1 %,y Gu X,y +Fy X,y Gpiq X,y

ve

Hyshew Y =YEno1 X, Y Hpyx X,y +Fp X,y Hypp1 X,y

olup, bunlar J,, x,y de yerine yazilirsa

]n X,y = Fh X,y Gn+1 X,y Hn+k X,y — Gn X,y Hn+k+1 X,y

olur. Benzer sekilde G,y 14n X,V Ve Hypq14nek X, ¥ i¢in (1.1) esitligi uygulanirsa

Gni1en %Y =YFp X,V Gu X,y + Frpq X,V Gpyr X,y

ve

Hovithek %V =YFy X,V Hyyp X,y + Frpq X,V Hygger XY

olup bunlar J,,.1 x,y de yerlerine yazilirsa

Jns1 X,y = =YFy ,Y Gpy1 X,V Hppp X,y —Gp X,y Hpyper X,y

olur. Buradan

Jnv1 Xy = =y a Xy

oldugu gortiliir.

]1 X,y = -y ]0 X,y ;]2 X,y = -y 2]0 X,y ;---;]n X,y = -y n]0 X,y
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dir. O halde

Gn+h X,y Hn+k X,y — Gn X,y Hn+h+k X,y

= —y " Gy x,y He x,y —Go X,y Hpy X,y

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.1.15: Her h, k,n € Z igin

Foin %,V Fook X,y —F X,y Foqpek X,y = =y "Frp x,y Fe X,y

dir (Abbas 2009).

Teorem 3.3.1.16: (Catalan ozdesligi) Her k,n € Z i¢in

F2xy —Fok Y Fppe x,y = =y "kF x,y

dir (Abbas 2009).

Ispat: Teorem 3.3.1.15 de h = —k segilirse

Fok Y Fosr v,y — B2 xy = =y "F, x,y Fy x,y

= -y " -1 -y *F* xy

= —1 n+1+k

-y ‘n—ka X,y

olup, denklem diizenlenirse
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E? %,y —Fuy %,y Fpyp x,y = =y " F x,y

elde edilir.

Teorem 3.3.1.17: (Cassini 6zdesligi) Her n € Z igin

n—1

F?xy —Fu1 %,y Fpyy X,y = =y

dir (Abbas 2009).

Ispat: Catalan 6zdesliginde k = 1 segilirse esitlik kolaylikla goriilebilir.

Teorem 3.3.1.18: Hern = 1 igin

3

dir (Frei 1980).

Teorem 3.3.1.19: Her n > 1 tamsayis1 i¢in

. 1
YU R xy = p Fonyr x,y —y"
i=1

dir (Frei 1980).

Ispat: n > 1 tamsayisi igin
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_ y
Fn X,y _; n+1 XY _; n-1 %Y

olup buradan

y U x,y  y'F xy

n—1F — —
y 2 x)y X X

n2p _Y"PRs x,y YU x,y
y 4 x)y - X X

iy Y1 Xy YiFans xy
Viap—2 X,¥ X X

F x,y = F2n+1 X,y yzFZn—l X,y
2n - -

X X
dir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa

YR, x,y Ay R 0y 4+ VP X,y 4+ Fop x,y

1
== Fonyr X,y —Y"F X,y

dir. F; x,y = 1 oldugundan

_ 1
YU Ry xy = p Fonyr x,y —y"

i=1
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elde edilir.
Teorem 3.3.1.20: Her n € Z igin

XE,* X,y =F %Y Fas %Y —VF Y Foy X,y
dir (Frei 1980).

Ispat: n > 1 tamsayis1 icin

1 y
Fn X,y =; n+1 X, ¥ _; n-1 X, Y

olup buradan

B, x,y Foq X,y —yE_1 X%,y

E, x,y Fpyr X,y —YF, X,y Frooq X,y

elde edilir.

Teorem 3.3.1.21: Hern > 1 ve s € Z igin

S

dir (Frei 1980).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. iki Degiskenli Fibonacci Polinomlarinin Tiirevi

Bu boliimde iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin tiirevlenmesi ile elde edilen diziler
arastirilmistir. x ve y degiskenlerine tamsay1 degerleri verilerek birgok tamsayi dizisinin
elde edilebildigi, tiirev dizileri, iki degiskenli Fibonacci polinomlari ve tiirevleri
arasindaki iligkiler incelenmis, yeni bazi 6zdeslikler ve iki degiskenli Fibonacci

polinomlarinin kismi tiirevlerinin alinmasi ile yeni diziler elde edilmistir.

x degiskenine gore tiirev alinirsa

Cizelge 4.1. iki Degiskenli Fibonacci Polinomlarmin Kismi Tiirevleri 1

n Fa(x,y) Fy(x, )

0 0 0

1 1 0

2 X 1

3 xt+y 2x

4 x3 + 2xy 3x% + 2y

5 x* + 3x%y + y? 4x3 + 6xy

6 x° + 4x3y + 3xy? 5x* + 12x2%y + 3y?

7 x® + 5x*y + 6x2y% 4+ y3 6x° + 20x3y + 12xy?

8 x” + 6x°y + 10x3y? + 4xy3 7x® + 30x*y + 30x%y? + 4y3

seklindeki tlirev polinomlar: elde edilir. Dikkat edilirse iki degiskenli Fibonacci

polinomlarinin tlirevlerinin alinmast ile yeni bir dizi elde edilir ki bu dizi

seklindedir. y degiskenine gore tiirev alinirsa elde edilen polinomlar asagidaki tablodaki

0F, x,y

0x

= 0,0,1,2x,3x2% + 2y,4x3 + 6xy,5x* + 12yx? + 3y?, ...
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gibi olur.

Cizelge 4.2. Iki Degiskenli Fibonacci Polinomlarinin Kismi Tiirevleri 2

n F(x,y) Fi(x.y)

0 0 0

1 1 0

2 X 0

3 x2+y 1

4 x3 + 2xy 2x

5 x* + 3x%y + y? 3x% + 2y

6 x° + 4x3y + 3xy? 4x3 + 6xy

7 x® + 5x*y + 6x2%y?% + 93 5x* + 12yx? + 3y?
8 x” + 6x°y + 10x3y? + 4xy3 6x° + 20x3y + 12xy?

Dikkat edilirse yine iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin tiirevlerinin alinmas ile

yeni bir dizi daha elde edilir ki bu dizi

oF, x,y

3 = 0,0,0,1,2x,3x2 + 2y,4x3 + 6xy, 5x* + 12yx? + 3y?, ...

seklindedir. Yine bu kismi tiirevlerin tekrar tiirevleri alinarak ikinci mertebeden ve bu
sekilde devamla n. mertebeden tiirev dizileri elde edilebilir. Bu dizilerde, x ve y ye

tamsay1 degerleri verilerek yeni tamsay1 dizileri elde edilebilir.

Tamim 4.1.1: (iki Degiskenli Fibonacci Polinomlarimin Kismi Tiirevleri)

Iki degiskenli Fibonacci polinomlari i¢in n > 0 olmak iizere,

N3
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. . - - . . . . 0F; x,
seklinde verilen esitlik x degiskenine gore tiirevi alinirsa, 1a—xxy =0 ven =1 olmak

uzere

seklinde verilen tiirev formiilii elde edilmistir (Filipponi and Horadam 1993). Benzer

. o . . . . 0F; x, .
sekilde y degiskenine gore tiirevi alinirsa, 1a—y” = 0 ven = 1 olmak iizere
n-1
2
aF‘I‘L+1 X,y i n-—i1 xn_zi i-1
a - y
y i
1=0

seklinde verilen tiirev formiilii elde edilmistir (Filipponi and Horadam 1993). Bu sekilde
herhangi mertebeden tiirev i¢in de formiiller elde edilebilir. Ornegin; iki degiskenli

Fibonacci polinomlarinin ikinci mertebeden x degiskenine gore tiirevi

0%Fp1 x,y 5

2 = . I
0%x n=2i n—1-2i "7 anEyl o n>2

0%Fp1 x,y

azy B i i—1 n—i xn—Ziyi—Z ,TlZZ

seklindedir.
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Teorem 4.1.2: n = 0 olmak tlizere

aFn X,y — aFn+1 X,y
0x dy

dir (Swamy 1999).

Teorem 4.1.3: 22%Y — 9 ven > 1 olmak iizere
aF n—1
x,y
nax - FL' X,y Fn—l X,y
=1
dir.

Ispat: Ispati tiimevarim metodu ile yapacagiz. n = 2 igin

2—1
Fi X,y FZ—i X,y =F1 X,y Fl X,y
i=1

olup iddia dogrudur. Simdi iddianin k < n igin dogru oldugunu kabul edelim. O halde,

n—2
oF -1 XY
nTz . Fi X,y Fn—l—i X,y
=1
aF n—1
X,
Tl—yz Fl x’y Fn—l x’y

0x
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esitlikleri mevcuttur. Iki degiskenli Fibonacci polinomlart i¢in

Foyr %,y =xF x,y +yF 1 xy

seklinde verilen esitligin x degiskenine gore kismi tiirevi alinip, yukarida kabul edilen

esitlikler dikkate alinirsa

aFn+1 X,y — aFn X,y aFn—l X,y
ox =F xy +x ox Ty ox
n-1 n—2

=FE xy +x EExyF,_ixy +y FExyF.;xy

i=1 =1

n—-2
=F xy +xF,_1 x,y F; x,y +x F x,y Foli x,y
i=1

n-2
+y Fi X,y Fn—l—i X,y

i=1
=F, x,y +xF,_1 x,y F; x,y
+ EF Xy xXFoi %,y +YFog %y

n-2
=F‘n X,y Fl X,y +F‘n—1 X,y FZ X,y + Fi X,y F‘n—i+1 X,y

i=1
— n
= o1Fi %y Fppii %y

olur ki bu esitligin tiim pozitif tamsayilar i¢in dogru oldugunu gosterir.
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OFy x,y — OFn41 XY
x ady

oldugu dikkate alinarak y degiskenine gore tlirev alinirsa

olusturulan dizi i¢in yukaridaki teoremi asagidaki gibi verebiliriz.

Teorem 4.1.4: aFla% = 0 ven > 1 olmak iizere
oF e
X,y
na—z Fi X,y Fn—l—i X,y
y ]
=1
dir.

Teorem 4.1.5: n = 1 olmak tizere

n-1
2
OFn41 X, i :
n+(;x Y = —1'n=2i F5 x,y y'
i=0
dir.
Ispat: n = 1 igin
oF, x,y 0
_Y =1= -191-0F
ox ax L

olup esitlik dogrudur. n. iki degiskenli Fibonacci polinomuna kadar bu esitligin
saglandigin1 kabul edelim. n nin n = 2p olacak sekilde bir ¢ift tamsayr oldugunu

varsayalim. O halde

0Fp+1 Xy _ p-1 _

o P —1 1 2p—2i Fpppy %,y ¥
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0Fp X,y

ox ?;01 —1%2p—1-2i Fop-1-2i X,y y!

= ?z_ol —1%2p—2i Fop_1-2i X,Y yi+ 5:01 -1 2p—1-2i y!

esitlikleri kabuliimiizden dolayr saglanir. Simdi iddiamizin n+1=2p+1 igin

saglandigim gosterelim. Iki degiskenli Fibonacci polinomlarmin tanimindan dolay:

Fopra X,y = xFpp1 X,y +YFop X,y

yazilir. O halde

0Fp42 XY 0Fpt+1 XY 0Fp x,y
Lepr2 2 _ B
dx 2p+1 K,Y +X dx + dx
=Fyp %,y +x P =11 2p—2i Fyp_pi %,y ¥
p+1 i=0 2p-2i “»

+y P -1t 2p—2i Fypqpi xy ¥+ Py -1 2p—1-2iy!

=Fp1 0y +x ?:_01 -152p—2i y' XFop2i X,y +YFpq1-2i X,y +

Y o —1Mi2p—1-2iy

=Fyp1 XY + g 1120 =20 Fyprq 9 %,y )

+y Py -1 2p—1-2iy!
= 2p+1Fpxy —y2p—1Fpyxy ++ —1PF xy yP

= ?:o ~112p+1-2i Fopr1-2i XY y!
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n-1
= 2 —1'n—=2i Fy xy

— OFn+1 XY
ox

olup ilk ve son terimden n bir ¢ift say1 iken esitligin saglandig1 goriiliir. Benzer olarak n

tek say1 olmas1 durumunda da esitligin saglandig: goriilebilir.

0F, x, OF, , o . . . - . .
“aj:y = “t;yxy oldugu dikkate alinarak yukaridaki teoremi y degiskenine gore

tiirev alinarak olusturulan dizi i¢in asagidaki sekilde verebiliriz.

Teorem 4.1.6: n > 1 olmak lizere

n-3
2
0E, x, ) .
n %Y _ -1 'n—2-2i Fppp; X,y V'
ay .
1=0
dir.
Teorem 4.1.7:
1 0 9
E, x,y = aFn+1 X,y +yaFn_1 X,y
dir.

Ispat: iki degiskenli Fibonacci polinomlari igin verilen tanimdan hareketle
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n
2
n—1 n_2i i
Foii X,y = ; x"ytn>1
=0
n—2
2
n—2-—i —2—2i i
Fn—l X,y = ; xM—2 Zlyl’nz 3
i=0
yazilir. O halde
> o n—i = n-2-i
2 - n—21i .,i 2 - e n—2-2i ,,i
Fovr %,y +¥Fa Xy = g 0 XYY o ;X y
: i = n—2-i
— N z N—1  n-2i.i S — 4= n—2-2i ,,i+1
=x"+ 2, i X Y+ i X y
> n—i = n-1-i
— AT 2 - n—2i 4,1 2 - 1= n—2-2i,,1
=x"+ I, ;X v+ o2 i1 X y
> on—i n—1-—1i
=x"+ ? R xRyt
=1 [ i—1 y
n
’ 1
n—1-1i —20
=x"+n —x"
i—1 i y
i=1
yazilir. Son esitligin tiirevi alinirsa,
n
9 ’ 2i
_ n—1—i Nn— 4t 120 i
—F, . . xy +y—F, ; x,y =nx"1+n ] —x" Lyt
Ox n+1 y yax n—1 y i—1 i y

i=1

ve buradan
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xn—1—21 i

S|

elde edilir. Tlk ve son terimden iddianm tiim pozitif tamsayilar i¢in dogru oldugu

goruliir.

aF"a::’y = aFn+61yx,y oldugu dikkate alinarak, yukaridaki teorem y degiskeni igin

asagidaki sekilde verilebilir.
Teorem 4.1.8:

d 9
@Fm X,y +Y@Fn X,y

S|

E, x,y =

dir.
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5. SONUC

Bu calismada Fibonacci polinomlarinin temelini olusturan k-Fibonacci dizileri ve
Ozellikleri ele alinarak, bu polinomlarin tiirevleri ile ilgili 6zellikler arastirildi. Daha
sonra Fibonacci tipi polinomlarin genellestirmelerinden biri olan iki degiskenli
Fibonacci polinomlar: arastirildi ve bu polinomlarinin kismi tiirevleri ile ilgili yeni
sonuglar elde edildi. Bu anlamda iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin kismi
tiirevlerinin bu polinomlarinin ¢arpimlarinin toplami veya bu polinomlarin katlarinin
toplam1 seklinde yazilabilecegi ve iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin da tiirev

polinomlar1 yardimiyla elde edilebildigi goriildii.
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