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1. GİRİŞ 

Çağımız bilim anlayıĢının benimsediği disiplinler arası yaklaĢım, Analiz ve 

Geometrinin etkileĢimini sağlamıĢ ve bu da Kompleks Fonksiyonlar Teorisi alanında 

kendini göstererek Geometrik Fonksiyonlar Teorisi’ni ortaya çıkarmıĢtır. Bu teorinin 

temeli, Bernhard Riemann’ın 1851’de ortaya attığı ve literatürde “Riemann DönüĢüm 

Teoremi” olarak bilinen teoreme dayanmaktadır (Deniz 2011). 

20. yüzyılın baĢlarında Geometrik Fonksiyonlar Teorisinin önemli bir uygulama alanı 

olarak Ünivalent (Yalınkat) Fonksiyonlar Teorisi ortaya çıkmıĢ ve bu alandaki 

çalıĢmalar birim diskte analitik, ünivalent ve  ( )    ∑      
    biçimindeki 

fonksiyonların kümesi olan   sınıfı üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. Yapılan çalıĢmalar da  

daha çok katsayı sınırı ve ünivalentlik kriteri bulma yönünde ilerlemiĢtir. 1920’li 

yıllardan sonra Bieberbach’ın ortaya attığı, “               için  |  |   ” 

tahmininin ispatı problemi üzerinde uzun yıllar boyunca çalıĢılmıĢ ve nihayet 1985 

yılında De Branges tarafından ispat edilmiĢtir (Orhan 2002). 

   sınıfında tüm    katsayılarının reel olduğu      sınıfı için             olmak üzere, 

“|  |   ” eĢitsizliğinin ispatında ihtiyaç duyulan “her     için  ( )   ( ̅)” Ģartı, 

ünivalent olması gerekmeyen bir fonksiyon çeĢidinin çalıĢılmasına olanak sağlamıĢtır. 

Rogosinski (1932), bu Ģartı sağlayan fonksiyonları “tipik reel kuvvet serisi” olarak 

adlandırarak bu alanda temel oluĢturmuĢtur. Tipik reel fonksiyonlar, bu tarihten itibaren 

 ( )    ∑      
    biçimindeki fonksiyonlar için tanımlanarak, katsayı tahminleri 

ve bazı özellikleri üzerinde çalıĢılmıĢtır. Yapılan çalıĢmalar, çeĢitli makalelerde 

yayınlanmıĢ ve özellikle Goodman (1983)’ın “Univalent Functions” kitabının birinci 

cildinde, “Typically Real Functions And Related Topics” baĢlığı altında bir bölüm 

olarak yer almıĢtır. 

Mühendislik, fizik, elektronik, tıp, aerodinamik ve uygulamalı matematik gibi farklı 

alanlarda kullanılan harmonik fonksiyonların 1980’li yıllardan itibaren kompleks 
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analizciler tarafından çalıĢılması, analitik ve ünivalent fonksiyonlar için ulaĢılan bazı 

sonuçların harmonik ve ünivalent fonksiyonlar için de geçerli olup olmadığı sorusunu 

ortaya çıkarmıĢtır. Clunie and Sheil-Small (1984), “Harmonic Univalent Functions” 

makalesi ile bu sorunun cevabının olumlu olduğunu göstermiĢlerdir (ġeker 2008). Bu 

çalıĢmada ayrıca harmonik tipik reel fonksiyon tanımını yapmıĢlardır. Böylelikle 

harmonik fonksiyonlar için de tipik reel fonksiyon kavramı oluĢmuĢtur. 

Biz bu çalıĢmamızla, analitik veya harmonik tipik reel bir fonksiyon için tanıma eĢdeğer 

Ģarlar bularak bir fonksiyonun tipik reel olup olmadığının belirlenmesinde kolaylık 

sağlamayı amaçladık. Ayrıca, geometrik olarak tipik reel fonksiyonun ne anlama 

geldiğini belirlemeye çalıĢtık. Burada, değiĢik sınıflara ait fonksiyonların birim diski 

dönüĢtürdüğü bölgeleri temsil ederken “Mathematica” bilgisayar programını kullandık. 

Sunulan tezin bu bölümünde, konu ile ilgili amaç, kapsam ve literatür bilgilerine yer 

verilmiĢtir. 

“Kuramsal Temeller” olarak adlandırılan ikinci bölümde, öncelikle konunun temel 

tanım ve teoremleri belirtilmiĢ, ardından ünivalent fonksiyonlar, bazı alt sınıfları ve    

sınıfı tanıtılmıĢtır. 

“Materyal ve Yöntem” adını verdiğimiz üçüncü bölümde, tipik reel fonksiyonların 

ortaya çıkıĢı,  ( )    ∑      
    biçimindeki tipik reel fonksiyonlar ve harmonik 

tipik reel fonksiyonlar gibi konunun temelini oluĢturan baĢlıklara yer verilmiĢtir. 

ÇalıĢmamıza özgünlük kazandıran “AraĢtırma Bulguları” baĢlıklı dördüncü bölümde, 

birim diskte analitik veya harmonik bir fonksiyonun tipik reel olup olmadığının daha 

kolay bir Ģekilde anlaĢılması için tanıma eĢdeğer Ģartlar verilmiĢtir. Ayrıca, tipik reel bir 

fonksiyonun birim diski dönüĢtürdüğü görüntü kümesine bakılarak geometrik yorumu 

yapılmıĢ ve bu yoruma göre bir fonksiyonun tipik reel olup olmadığının anlaĢılması 

sağlanmıĢtır. Bu bölümde, araĢtırma bulgularının örneklerle desteklenmesine özen 

gösterilmiĢtir. 
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BeĢinci ve son bölüm olan “TartıĢma ve Sonuç” kısmında, tez çalıĢmamızda elde edilen 

sonuçlar ifade edilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

Bu bölümde, tezde kullanılan bazı kavram, tanım ve teoremlere yer verilmiĢtir. 

Açıklayıcı olması bakımından bazı tanımlar örneklerle, bazı teoremler de ispatlarıyla 

beraber verilmiĢtir. 

Tanım 2.1.1:       ve     olmak üzere;  (    )  *    |    |   +  

kümesine,     noktasının   komĢuluğu denir.  (    ) *  +  kümesine ise    noktasının  

  delinmiĢ komĢuluğu adı verilir ve   (    ) ile gösterilir. 

Tanım 2.1.2:     boĢ olmayan bir küme olsun.      noktasının en az bir 

komĢuluğu tamamen   kümesinde kalıyorsa,    noktasına   kümesinin bir iç noktası 

denir.   nın bütün iç noktalarının kümesi     ile gösterilir ve     kümesine    

kümesinin içi denir. 

Tanım 2.1.3:    kümesinin her noktası bir iç nokta ise    ya (   de) açık küme denir. 

Örneğin;   *      | |   + kümesinin her noktası bir iç nokta olup   açık bir 

kümedir. 

Tanım 2.1.4:      boĢ olmayan bir küme olsun.      noktasının her delinmiĢ 

komĢuluğu    kümesinin en az bir noktasını ihtiva ediyorsa,    noktasına   kümesinin 

bir yığılma noktası denir ve   kümesinin bütün yığılma noktalarının kümesi    ile 

gösterilir. 

Tanım 2.1.5:       oluyorsa,    kümesine (   de) kapalı küme denir.  
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Tanım 2.1.6:    kümesini içeren en küçük kapalı kümeye   nın kapanıĢı denir ve  ̅  ile 

gösterilir. 

Yığılma noktalarının kümesi ile kapanıĢ kümesi arasında,  ̅        bağıntısı vardır. 

Tanım 2.1.7:      ve       olsun. Her       için  (    ) diskinin hem    hem de 

     ile arakesiti boĢ olmayan bir küme ise    noktasına,    kümesinin bir sınır noktası 

denir.   kümesinin bütün sınır noktalarından oluĢan kümeye   kümesinin sınırı adı 

verilir ve kısaca     ile gösterilir. 

Örneğin;   (    ),   ̅(    )  ve    *  |    |   +  kümeleri için; 

  (    )    ̅(    )       

dır. 

Tanım 2.1.8: Kompleks sayılar kümesinde   ve   gibi boĢ olmayan iki küme göz 

önüne alalım. Bu kümelerin arakesiti boĢ ise bu iki kümeye ayrık kümeler denildiği 

bilinmektedir. Eğer  ̅         ̅  oluyorsa,   ve   ye ayrılmıĢ kümeler adı 

verilir. 

Bu tanımdan, ayrık kümelerin ayrılmıĢ küme olması gerekmediği, ancak ayrılmıĢ 

kümelerin ayrık kümeler olduğu söylenebilir. 

Örneğin;     (   )  ve   (   )    olup   ve     ayrık, fakat     

ayrılmamıĢ kümelerdir. 

Tanım 2.1.9:    ,     ve     ayrık kümeler,      ,         ve        

olacak Ģekilde    de     ve    açık kümeleri varsa,    kümesine bağlantısızdır denir. 
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Tanım 2.1.10:     bağlantısız değilse,   ya bağlantılı küme denir. 

  kümesinden alınan her nokta çifti yine bu kümede kalan bir eğri ile 

birleĢtirilebiliyorsa,    kümesine eğrisel bağlantılı küme denir. 

Eğrisel bağlantılı bir küme aynı zamanda bağlantılıdır. Fakat her bağlantılı kümenin 

eğrisel bağlantılı olması gerekmez. 

Örneğin;    kompleks sayılar kümesi eğrisel bağlantılı olup aynı zamanda bağlantılıdır.  

Tanım 2.1.11: Kompleks düzlemde açık ve bağlantılı bir kümeye bölge denir. 

Kompleks düzlemde kapalı ve bağlantılı bir kümeye de kapalı bölge denir. 

Örneğin;   kompleks sayılar kümesi, hem açık hem de bağlantılı olduğundan bir 

bölgedir. 

  de kompleks değiĢkenli ve kompleks değerli bir fonksiyon kısaca kompleks fonksiyon 

olarak adlandırılır. Kompleks fonksiyonun formal tanımı aĢağıdaki gibidir. 

Tanım 2.1.12:     boĢ olmayan bir küme olmak üzere   kümesindeki her bir   

elemanına   kompleks sayısı karĢılık getiren   kuralına,   dan   ye bir fonksiyon denir 

ve        ile gösterilir. Burada  , fonksiyonun tanım kümesi,   de değer kümesidir. 

   elemanına   fonksiyonu tarafından   kompleks sayısı karĢılık getiriliyorsa, bu  

    (  )  Ģeklinde yazılarak gösterilir. Bu durumda   ,    ın   altındaki görüntüsü 

(veya   nin    daki değeri) olarak adlandırılır. Fonksiyon belirli bir kural ile verilmiĢse, 

bu     ( )  Ģeklinde yazılabilir. 

Bu tanıma göre     ( )  kompleks sayı olduğundan reel ve imajiner kısımlarından 

söz edilebilir. O halde         alınırsa, 
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   ( )   (   )    (   ) 

olur. Doğal olarak, 

   ( )   (   )  ve     ( )   (   ) 

dir. Görüleceği gibi kompleks fonksiyon, biri reel diğeri imajiner kısım olmak üzere iki 

tane iki değiĢkenli reel fonksiyondan oluĢmaktadır.        olarak alınırsa,  ( )  

kompleks fonksiyonu kutupsal formda, 

   ( )   (   )    (   ) 

olarak yazılabilir. Bu durumda, 

   ( )   (   )  ve     ( )   (   ) 

olur. 

Örneğin;        alınırsa,  ( )     fonksiyonu reel değiĢkenlerle, 

 ( )  (    )             

Ģeklinde yazılabilir. Burada    ( )         ve     ( )      dir. Ayrıca        

olarak alınırsa,  ( )     fonksiyonu kutupsal formda, 

 ( )  (    )    (          )                   

Ģeklinde yazılabilir. Bu durumda,    ( )          ve    ( )          dır. 
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Tanım 2.1.13:     boĢtan farklı bir küme ve        fonksiyonu verilsin. Her 

    için | ( )|    olacak Ģekilde     reel sayısı varsa,  ( )  fonksiyonuna 

sınırlıdır denir. 

           ( )  eĢitliğini sağlayan (   )  noktalarının geometrik yerine,   

fonksiyonunun grafiği denir ve burada tanım kümesi ile değer kümesi aynı koordinat 

sisteminde gösterilebilir. Fakat            ( )  kompleks fonksiyonunun 

grafiği çizilemez. Çünkü bu fonksiyonun tanım kümesi ile değer kümesinin aynı 

koordinat sisteminde gösterilmesi için dört boyutlu bir uzaya ihtiyaç vardır. Dolayısıyla 

“kompleks fonksiyonların geometrik gösterimi” ile, bir   fonksiyonunun tanım kümesi 

ve bunun   altındaki görüntüsünün geometrik gösterimi anlatılır. Bunun için iki 

kompleks düzleme ihtiyaç vardır. Tanım kümesinin bulunduğu kompleks düzleme  -

düzlemi veya   -düzlemi, değer kümesinin bulunduğu kompleks düzleme de  -

düzlemi veya   -düzlemi adı verilir.  -düzlemindeki bir kümeyi  -düzlemindeki bir 

kümeye dönüĢtürdüğünden “ ( )  fonksiyonu” yerine, “ ( )  dönüĢümü” ifadesi de 

kullanılır. 

Örneğin;  ( )    fonksiyonu her noktayı kendisine dönüĢtüreceğinden,   nin bu 

fonksiyon altındaki görüntüsü kendisidir. 

Tanım 2.1.14:     olmak üzere        fonksiyonu verilsin.     ,   kümesinin 

bir yığılma noktası ve    bir kompleks sayı olsun. Her     ve   |    |    

Ģartını sağlayan her     için | ( )    |    olacak Ģekilde bir    ( )    sayısı 

varsa      a yaklaĢırken  ( ) fonksiyonunun limiti    dır denir ve bu durum kısaca, 

   
    

 ( )     

Ģeklinde yazılarak gösterilir. 
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Tanım 2.1.15:     olmak üzere        bir fonksiyon ve      olsun. Her     

ve |    |    Ģartını sağlayan her     için | ( )   (  )|    olacak Ģekilde 

   (    )    sayısı varsa,  ( ) fonksiyonu    noktasında süreklidir denir.  

Tanım 2.1.16:       fonksiyonu     kümesinin her noktasında sürekli ise  ( ) 

fonksiyonuna   kümesinde süreklidir denir. Eğer  ( ) fonksiyonu   kümesinde, yani 

tanım kümesinde, sürekli ise  ( ) fonksiyonuna sürekli fonksiyon adı verilir.  

Tanım 2.1.17:      olmak üzere,        bir fonksiyon ve   ,    nın bir iç noktası 

olsun. Eğer; 

   
    

 ( )   (  )

    
 

limiti varsa,  ( )  fonksiyonu    noktasında diferensiyellenebilir (veya türevlenebilir) 

denir. Bu limitin değeri,    (   )  veya  
  

  
(  )  ile gösterilir ve buna  ( ) 

fonksiyonunun    noktasındaki türevi adı verilir.  ( ) fonksiyonu,    noktasında ve bu 

noktanın uygun bir komĢuluğunda diferensiyellenebilirse,  ( )  fonksiyonuna    

noktasında analitik fonksiyon denir (Kadıoğlu 2012). 

Teorem 2.1.18:  ( )   (   )    (   )  fonksiyonu           noktasında 

diferensiyellenebilirse bu noktada                kısmi türevleri var ve 

  (     )    (     )   (     )     (     ) 

Cauchy-Riemann denklemleri sağlanır. 

Tanım 2.1.19:    ve   ,     kompleks sayılar kümesinde açık iki alt küme ve      

olsun.        fonksiyonu,   kümesinin her noktasında analitik ise  ( ) 
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fonksiyonuna,   kümesinde analitik fonksiyon denir.  ( )  fonksiyonu   kümesinde, 

yani tanım kümesinde, analitik ise   ( ) fonksiyonuna analitik fonksiyon adı verilir.    

düzleminde analitik olan fonksiyona ise tam fonksiyon denir. 

Örneğin;  ( )        ve   ( )     fonksiyonları tüm   düzleminde analitik olup tam 

fonksiyonlardır. Fakat   ( )  | |   hiçbir yerde analitik değildir. Çünkü bu 

fonksiyonun yalnız        noktasında türevi vardır. Fakat        noktasının herhangi 

bir komĢuluğunda türevi yoktur. 

Tanım 2.1.20:      bölgesi ve        fonksiyonu verilsin.   nun birinci ve 

ikinci mertebeden kısmi türevlerinin var ve sürekli olduğunu kabul edelim. Ayrıca her    

(   )     için, 

   (   )     (   )    

oluyorsa,   ya   bölgesinde reel harmonik fonksiyon denir. Eğer  ( )   (   )  ve 

 ( )   (   )  fonksiyonları bir    bölgesinde reel harmonik ise  ( )   ( )    ( ) 

fonksiyonuna   de kompleks harmonik fonksiyon denir (BaĢkan 1991). 

Biz bu çalıĢmada, kompleks harmonik fonksiyonlardan bahsedeceğiz ve bunları kısaca 

harmonik fonksiyon olarak belirteceğiz. 

Örneğin;         ( )       ̅ fonksiyonu için, 

 ( )      ̅        (    )         (   )    (   ) 

olup, 

                         ve                           
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kısmi türevleri   de var ve süreklidir. Diğer yandan her (   )    için 

               ve                dır. Yani  (   )  ve   (   ),   de 

reel harmonik, dolayısıyla  ( )     de harmonik bir fonksiyondur. 

Teorem 2.1.21:  ( )       fonksiyonu   bölgesinde analitik ise   ve   

fonksiyonları bu bölgede reel harmoniktir. 

İspat:  ,     bölgesinde analitik olduğundan bu bölgede, 

             

Cauchy-Riemann denklemleri sağlanır. Bu eĢitliklerin   e göre kısmi türevlerini alırsak, 

                 

ve    ye göre kısmi türevlerini alırsak, 

                 

buluruz. Bu kısmi türevler sürekli olup kısmi türevlerin sürekliliği, 

                

olmasını gerektirir. Bu eĢitlikleri de dikkate alarak    bölgesinde, 

   (   )     (   )    

ve 
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   (   )     (   )    

yazılır. Yani    ve   ,     bölgesinde reel harmoniktir. 

Tanım 2.1.22:   ve   fonksiyonları     bölgesinde reel harmonik olsun.  ( )       

fonksiyonu     bölgesinde analitik ise   ye    nun harmonik eĢleniği denir. 

Burada     nun harmonik eĢleniği ise   nun da   nin harmonik eĢleniği olması 

gerekmez. Ancak     nun harmonik eĢleniği ise   da    nin harmonik eĢleniği olur. 

Tanım 2.1.23: i. ,   -     olmak üzere    ,   -     sürekli fonksiyonuna   de bir 

eğri denir. 

ii.  ( )   ( )    ( )       eğrisi verilsin. Eğer ,   -  aralığında                     

  ( )    ( )     ( )  türevi sürekli ve sıfırdan farklı ise     eğrisine düzgün eğri denir. 

Tanım 2.1.24:      olmak üzere        sürekli dönüĢümü verilsin. Bir      

noktasından geçen ve aralarında    açısı yapan herhangi iki düzgün     ve      

eğrilerinin  (  )  ve  (  )  görüntü eğrileri de    da aralarında yön ve büyüklük 

bakımından    açısı yapıyorsa,    fonksiyonuna,     da konform bir dönüĢümdür denir.  

 ,  her        noktasında konform ise     de konformdur denir (BaĢkan 1996). 

Teorem 2.1.25:   fonksiyonunun analitik olduğu her   noktasında   ( )    koĢulu 

sağlanıyorsa,   fonksiyonu konformdur (Duren 1983). 

Teorem 2.1.26: Kompleks düzlemin her      (    )  basit bağlantılı bölgesi, 

konform olarak,   birim diski üzerine dönüĢtürülebilir. Ayrıca,       olmak üzere 

 (  )    ve   (  )    koĢullarını sağlayan ve   yi     birim diski üzerine dönüĢtüren 

bir tek konform dönüĢüm vardır. 
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Riemann DönüĢüm Teoremi olarak bilinen Teorem 2.1.26 ya göre kompleks düzlemin 

herhangi bir basit bağlantılı alt bölgesi üzerinde çalıĢmak yerine,   birim diski üzerinde 

çalıĢılabilir. Biz de,   birim diski üzerinde çalıĢacağız. 

Tanım 2.1.27: Tanım kümesi pozitif tam sayılar, değer kümesi kompleks sayılar olan 

fonksiyonlara kompleks dizi denir ve kısaca (  ) ile gösterilir. 

Tanım 2.1.28: (  )  dizisi ve    kompleks sayısı verilsin.  Her     için       

olduğunda |      |    olacak Ģekilde bir       ( )  sayısı varsa,       için 

(  )  dizisinin limiti     sayısıdır denir ve 

   
    

      

olarak yazılır. 

Tanım 2.1.29: (  )  dizisi verilsin.               olacak Ģekilde bir     kompleks 

sayısı varsa, (  )   dizisi    kompleks sayısına yakınsıyor denir ve         ile 

gösterilir. Bir sayıya yakınsayan diziye yakınsak dizi, aksi halde ıraksak dizi denir. Bir 

dizinin yakınsaklığına veya ıraksaklığına o dizinin karakteri denir. 

Tanım 2.1.30:     ve   pozitif bir tamsayı olmak üzere,        

fonksiyonlarından oluĢan kümeyi   ile gösterelim.        ( )     olarak 

tanımlanan fonksiyon, bir dizidir. Değer kümesi fonksiyonlardan oluĢtuğundan bu 

diziye, fonksiyon dizisi denir. 

Tanım 2.1.31: (  ) ,     olmak üzere         fonksiyonlarının bir dizisi ve   

kümesinde      olsun. Ayrıca,      verilsin. Her      ve her      için       

olduğunda, |  ( )   ( )|    olacak Ģekilde bir      ( )  sayısı bulunabiliyorsa, 

(  ) fonksiyon dizisi,    kümesinde   fonksiyonuna düzgün yakınsıyor denir. 
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Tanım 2.1.32: (  )   bir kompleks dizi olmak üzere                  

ifadesine kompleks seri denir ve 

∑   

 

   

 

ile gösterilir. 

Tanım 2.1.33:     kompleks sayısı verilsin.               kompleks sayılar olmak 

üzere, 

     (    )    (    )
      (    )

    

fonksiyon serisine,     merkezli, bir kuvvet serisi denir. 

Kuvvet serisi kısaca, 

   ∑   (    )
 

 

   

 

ile gösterilir.      için bu kuvvet serisinin toplamının    olduğu görülmektedir. Yani 

bir kuvvet serisi, merkezi olan       noktasında yakınsaktır (Kadıoğlu 2012). 

Tanım 2.1.34:  i.  ( )  fonksiyonu      noktasında analitik olsun. Bu durumda, 

∑
  (  )

  

 

   

(    )
  

serisine,  ( )  fonksiyonunun     noktasının bir komĢuluğundaki Taylor serisi denir. 
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ii. Taylor serisinde özel olarak       alınırsa, 

∑
  ( )

  

 

   

   

olur. Buna Maclaurin serisi denir. 

Tanım 2.1.35: i.  ( ) fonksiyonu   bölgesinde analitik olsun.     için  (  )    

oluyorsa,    değerine  ( ) fonksiyonunun bir sıfır yeri (veya sıfırı) denir. 

ii.   ,  ( )  fonksiyonunun bir sıfır yeri ve 

 (  )    (  )     (   )(  )  ve    (  )     

oluyorsa    değerine  ( ) fonksiyonunun    mertebedenden (veya   katlı) bir sıfır yeri 

denir. 

Tanım 2.1.36:     kompleks sayısı verilsin.         kompleks sayılar olmak üzere, 

∑
  

(    ) 

 

   

 ∑   

 

   

(    )
  ∑  

  

  

(    )
  

fonksiyon serisine,     merkezli, Laurent serisi denir. Burada, 

∑
  

(    ) 

 

   

 

serisine Laurent serisinin esas kısmı, 
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∑   

 

   

(    )
  

serisine de Laurent serisinin analitik kısmı denir. 

Tanım 2.1.37: i.  ( )   fonksiyonu    noktasında analitik değilse, bu noktaya 

fonksiyonun tekil (singüler) noktası denir. 

ii.   ,  ( )  fonksiyonunun bir tekil noktası olsun. Eğer  ( ) fonksiyonu     noktasının 

  (    )  delinmiĢ bir komĢuluğunda analitik oluyorsa    noktasına,  ( ) 

fonksiyonunun ayrık tekil noktası denir. 

iii.   ,  ( )  fonksiyonunun bir tekil noktası olsun. Eğer    noktasının her   (    ) 

delinmiĢ komĢuluğunda  ( ) fonksiyonunun en az bir tekil noktası varsa,    noktasına 

 ( )  fonksiyonunun ayrık olmayan tekil noktası denir. 

Örneğin;  

 ( )  
 

   
 
 

 

fonksiyonunun tekil noktalarından oluĢan küme    *    
 
 

     * ++  * + olur. 

     ( )  fonksiyonunun ayrık olmayan tekil noktası iken diğer tekil noktaların her 

biri  ( )  fonksiyonunun ayrık tekil noktasıdır. 

Ayrık tekil noktaların uygun bir delinmiĢ komĢuluğunda fonksiyon analitik olup 

Laurent serisine açılabilir. 
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Ayrık tekil noktalar; kaldırılabilir tekil nokta, kutup noktası ve esas tekil nokta olmak 

üzere üç kısma ayrılır. 

Tanım 2.1.38:   ,  ( ) fonksiyonunun ayrık tekil noktası olsun. Bu noktanın uygun bir 

delinmiĢ komĢuluğunda  ( ) fonksiyonunun Laurent serisini göz önüne alalım. 

i. Bu serinin esas kısmındaki bütün katsayılar sıfır oluyorsa,    noktasına  ( ) 

fonksiyonunun kaldırılabilir tekil noktası denir. 

ii. Bu serinin esas kısmında sonlu sayıda terim varsa,    noktasına  ( ) fonksiyonunun 

kutup noktası denir.    noktasının uygun bir delinmiĢ komĢuluğundaki Laurent 

serisinde, paydadaki (    )  ın en büyük kuvveti   ise    noktasına,  ( ) 

fonksiyonunun    mertebeden kutup noktası (veya    mertebeden kutbu) denir. 

Örneğin; 

 ( )  
    

  
 

fonksiyonunun tekil noktası,      noktasıdır. Bu noktanın delinmiĢ komĢuluğundaki 

Laurent serisi, 

 ( )  
    

  

   
  

      

  
 

 

 
 

 

  
 

 

  
   

Ģeklindedir. O halde,       ( ) fonksiyonunun 1. mertebedenden kutbudur. 

iii. Bu serinin esas kısmında sonsuz sayıda terim varsa,    noktasına  ( ) 

fonksiyonunun esas tekil noktası denir. 



18 
 

 
 

Tanım 2.1.39: Bir   bölgesinde kutuptan baĢka tekil noktası olmayan  ( ) 

fonksiyonuna,   de meromorf fonksiyon denir.  

Örneğin;  ( )  
  

 
  fonksiyonunun kutup noktası      olup, bunun dıĢında tekil 

noktası yoktur. O halde,  ( ) fonksiyonu   de meromorf bir fonksiyondur. 

Tanım 2.1.40: Bir ,   - aralığında integrallenebilir fonksiyonların bir (            ) 

dizisi verilsin. Eğer her            için, 

∫  ( )  ( )  

 

 

   

oluyorsa, (  )   
  fonksiyon dizisine ,   - de ortogonaldir denir. 

2.2. Ünivalent Fonksiyonlar ve Bazı Alt Sınıfları 

Bu bölümde, ünivalent fonksiyonlar, bazı alt sınıfları ve   sınıfı tanıtılarak bunlar 

arasındaki iliĢkiler belirtilmiĢtir. Ayrıca, bazı önemli fonksiyonlar,   yi dönüĢtürdükleri 

bölgelerin geometrik temsilleri ile beraber verilmiĢtir. 

Tanım 2.2.1:  ( ) fonksiyonu      bölgesinde bire-bir ise, yani her         için 

 (  )   (  )        oluyorsa,  ( ) fonksiyonuna,   de ünivalent (ya da yalınkat) 

fonksiyon denir (Nehari 1952). 

Biz bu çalıĢmada ünivalent kelimesini kullanmayı tercih edeceğiz. 

        kompleks sabitler olmak üzere, 
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   ( )  
    

    
         

Ģeklindeki rasyonel fonksiyona Mobiüs dönüĢümü denir. Mobiüs dönüĢümü, analitik 

olduğu bir bölgede ünivalenttir. Örneğin;   ( )   
    

    
 fonksiyonu | |  

 
 
 bölgesinde 

ünivalenttir. 

Tanım 2.2.2:      bölgesinde tanımlı herhangi bir   fonksiyonu, bir      

noktasının en az bir komĢuluğunda ünivalent ise   fonksiyonuna,    noktasında lokal 

(yerel) ünivalent fonksiyon adı verilir. 

Analitik bir   fonksiyonu için   (  )    koĢulu,    noktasındaki lokal ünivalentliğe 

denktir. 

Tanım 2.2.3:   birim diskinde analitik olan, 

 ( )    ∑     

 

   

 

biçimindeki  ( )  fonksiyonuna,   de normalize edilmiĢ fonksiyon denir.   de 

normalize edilmiĢ bütün analitik ve ünivalent fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir. 

  sınıfına ait bir   fonksiyonunun,  ( )    ( )      eĢitliğini sağladığı açıktır. 

Örnek 2.2.4:  ( )  
 

      fonksiyonu   sınıfına aittir ve bu fonksiyon,   birim diskini 

ünivalent olarak   2            .    
 
 
1  0

 
 
   /3  kümesi üzerine 

dönüĢtürür. 
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Şekil 2.1.   nin,  ( )  
 

      fonksiyonu altındaki görüntüsü 

Tanım 2.2.5:   sınıfında olan, 

 ( )  
 

(   ) 
             ∑    

 

   

 

fonksiyonuna Koebe fonksiyonu denir. 

Koebe fonksiyonu   birim diskini ünivalent olarak   2        .    
 
 
1      3  

bölgesi üzerine dönüĢtürür. 
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Şekil 2.2.   nin,  ( )  
 

(   )
   Koebe fonksiyonu altındaki görüntüsü 

Bu görüntü kümesi, analitik olarak da bulunabilir. Bunun için Koebe fonksiyonunu, 

 ( )  
 

(   ) 
 

 

 
(
   

   
)
 

 
 

 
 

Ģeklinde yazalım. Burada, 
   

   
    ve   ( )          alırsak,          

olur.    
   
   

  nin, birim diski sağ yarı düzleme dönüĢtürdüğünü göz önüne alırsak, 

  ( )     ve    ( )     dir.     nin reel ve imajiner kısımları, 

  (  )  (   )  (   )           ve            (  )   (   )(   ) 

                                                                                                       

                  (   )  (   )                                   (   )(   ) 
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dir. Burada,       için üç durum vardır: 

1. Durum:        ise      ve     
 
 
  tür. 

2. Durum:        ise       ve       dir. 

3. Durum:        ise       ve       dir. 

Bu üç durum   ( )   nin birim diski,    2        .    
 
 
1      3 bölgesine 

dönüĢtürdüğünü ifade eder. 

Tanım 2.2.6:   (   - ve     olmak üzere,  ( )   
 

  
0.

   

   
/

 

  1 fonksiyonu 

genelleĢtirilmiĢ Koebe fonksiyonu olarak adlandırılır ve bu fonksiyon   sınıfına aittir.  

Burada,     olarak alınırsa Tanım 2.2.5’de verilen Koebe fonksiyonu elde edilir. 

Örnek 2.2.7: Koebe fonksiyonunun bir baĢka Ģekli, 

 ( )  
 

 .
 
 
/

     
 

 
 

fonksiyonudur. Bu fonksiyon,    *       | |   +  kümesini reel eksen boyunca 

,    - kapalı aralığı çıkarılmıĢ kompleks düzlemin tamamı üzerine dönüĢtürür. 



23 
 

 
 

 

Şekil 2.3.    *       | |   +   kümesinin,  ( )      
 
 

  fonksiyonu 

altındaki görüntüsü 

Tanım 2.2.8:   birim diskinde,  ( )     ve    ( ( ))     koĢullarını sağlayan, 

 ( )    ∑     

 

   

 

Ģeklindeki fonksiyonların oluĢturduğu sınıfa    sınıfı veya Caratheodory sınıfı denir. 

Örnek 2.2.9:  ( )  
   
   

              ∑     
    fonksiyonu    

sınıfına ait bir fonksiyondur ve   birim diskini aĢağıda gösterildiği gibi sağ yarı düzlem 

üzerine dönüĢtürür. 
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Şekil 2.4.   nin,  ( )  
   
   

  fonksiyonu altındaki görüntüsü 

Bu görüntü kümesi analitik olarak da bulunabilir.        ( ) olsun. Bu durumda, 

  
   

   
     

   

   
 

ve | |    olduğundan, 

|
   

   
|     |   |  |   | 

dir.         alınır ve gerekli iĢlemler yapılırsa,     bulunur. Sonuç olarak 

yukarıdaki eĢitsizliğin çözüm kümesi,    *             + olur ki bu küme, 

ġekil 2.4’de gösterilen sağ yarı düzlemdir. 
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Tanım 2.2.10:   kompleks düzlemde bir bölge olsun. Her     ve       için 

     ise   ye orijine göre yıldızıl bölge denir. Bunun geometrik anlamı,    bölgesinin 

bütün noktalarını orijine birleĢtiren doğru parçalarının yine   de kalmasıdır.  Eğer     

de tanımlı bir   fonksiyonu için  ( )  orijine göre yıldızıl bir bölge ise   ye yıldızıl 

fonksiyon denir. 

Örneğin;  ( )  
 

(   )
   Koebe fonksiyonu için  ( )  bölgesi (ġekil 2.2),       

  (  )   
 
 

   olan reel    noktasına göre yıldızıldır. 

Tanım 2.2.11:   kompleks düzlemde bir bölge olsun. Farklı herhangi        

noktaları ve        için    (   )   doğru parçası   de kalıyorsa,   ye konveks 

bölge denir.  ( ) konveks bir bölge ise    deki analitik   fonksiyonuna, konvekstir 

denir. 

Örneğin;  ( )  
   
   

 fonksiyonu   yi kompleks düzlemin sağ yarısına (ġekil 2.4) 

dönüĢtürür ve bu bölge konveks olduğundan,  ( ) konvekstir. 

  nin konveks fonksiyonlardan oluĢan alt sınıfı   ve yıldızıl fonksiyonlardan oluĢan alt 

sınıfı    ile gösterilir. Bu sınıflar arasında,         biçiminde bir kapsam bağıntısı 

vardır.  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Tipik Reel Fonksiyonların Ortaya Çıkışı 

Bu bölümde, tipik reel fonksiyonlara neden ihtiyaç duyulduğu belirtilmiĢtir. 

Tanım 3.1.1:    de tüm    katsayılarının reel olduğu, 

 ( )    ∑     

 

   

                                                      ( ) 

fonksiyonlarının kümesi    ile gösterilir. 

   ve   sınıfları arasında,      Ģeklinde bir iliĢkinin olduğu açıktır. 

    sınıfındaki fonksiyonlar için    katsayılarının tahmini, önemli bir araĢtırma konusu 

olmuĢ ve bu alandaki çalıĢmalar aĢağıdaki iki teoremin ortaya çıkmasına temel 

oluĢturmuĢtur. 

Teorem 3.1.2:  ( )     sınıfında ise bu durumda             için, 

|  |                                                                     ( ) 

dir. 

İspat:        ,         ve         alırsak, 
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         (    )  
 (    )   (     )

          
   ∑

    (          )

 (        )

 

   

                           ( ) 

                          ∑       
     

    

 

   

 

dır.  ( )    ( )  ve  (  )    (  )  olarak alınırsa,   oranı     ve     

değerlerine geniĢletilmiĢ olur. Bu durumda; 

   
   

     

    
    

   

      

    
     

   

     

    
                                             

   
   

     

    
    

   

      

    
     

   

     

    
 {

           
             

                           

                                                    (  )     

dir. 

 ( ) ünivalent ise       ,         bölgesi için   (    )    ve  ( )    dir. 

Tüm katsayılar reel olduğu için   ( )  reel ve   de   ( )     dır. 

ġimdi, 

   ∫  (    )           

 

 

 

integralini hesaplayalım. ,   - de  *     + nın ortogonalliği kullanılarak, 



28 
 

 
 

              ∫ (  ∑    
   

 

   

     

    
)          

 

 

   

         ∫       
 

 

                                                                  ( ) 

elde edilir. Diğer taraftan, 

    ∫  (    )            
 

 

∫  (    )     
     

    
  

 

 

 

dır. 

   ve   , ,   - de  
     

    
 ifadesinin minimum ve maksimum değerlerini göstersin. 

Bu durumda, 

  ∫  (    )             ∫  (    )       

 

 

 

 

 

dır. *     + nın ortogonalliği ve   (    ) nın seri açılımları ( ) kullanılarak, 

  ∫              ∫                                           ( )
 

 

 

 

 

elde edilir. 

Sonuç olarak iki trigonometrik integralin de  
 

 
  yi verdiğini göz önüne alarak ( ) ve  

( ) i birleĢtirirsek, 
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                                                                   ( ) 

elde edilir. 

O halde,      ve       dir. Fakat sadece   nin çift olduğu durumda  

   .
     
    

/     dir. Eğer   tek sayı ise bu durumda,       dir. Eğer ( ) 

eĢitsizliğinde     için limit alınırsa,            elde edilir. Bu durumda, 

teoremin ifadesinden daha fazlası ispatlanmıĢ olur ve aĢağıdaki teorem ifade edilebilir. 

Teorem 3.1.3:  ( )    sınıfında ve       .
     
    

/  ise bu durumda her    için, 

                                                                       ( ) 

dir. 

İspat: Koebe fonksiyonu, üst sınırın kesin olduğunu gösterir. 

 ̃ ( )  
 

           
   ∑

     

    

 

   

   

fonksiyonu    sınıfındadır ve    yı  
     

    
  minimum değerini alacak Ģekilde seçersek, 

 ̃ ( )  alt sınırın kesin olduğunu gösterir ve bu alt sınır       .
     
    

/  dır. 

Teorem 3.1.2’nin ispatında gördük ki,   ( )  nin ünivalent olmasına gerek yoktur. 

Sadece birim diskin üst yarısında, tüm    ler için   ( )   ( ̅) ye ihtiyaç duyduk. Bu 

bize, tipik reel fonksiyonlar olarak adlandırılan, daha geniĢ bir sınıfın çalıĢılmasının 

gerekliliğini iĢaret eder. 
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3.2.   de Analitik ve Normalize Edilmiş Tipik Reel Fonksiyonlar 

Bu bölümde,  ( )    ∑      
    Ģeklindeki fonksiyonlar için tipik reel fonksiyon 

kavramından ve bunların bazı özelliklerinden bahsedilmiĢtir. 

Tanım 3.2.1:   de tanımlı ve analitik olan, 

 ( )    ∑                                                          ( )

 

   

 

fonksiyonu verilsin. Eğer  ( ) nin reel olması   nin reel olmasını,   nin reel olması da 

 ( ) nin reel olmasını gerektiriyorsa  ( ),   de tipik reel bir fonksiyondur denir. 

  de analitik ve normalize edilmiĢ tipik reel fonksiyonların sınıfı    ile gösterilir. 

Yukarıdaki tanıma göre,      ve her     için  ( ̅)   ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  dir. Ayrıca   ( )    

olduğundan,  ( ) tipik reel fonksiyonu her     için, 

    (   ( ))      (   )                                               ( ) 

eĢitliğini sağlar. Burada reel   değerleri için  ( ) nin reel olduğu açıktır. Dolayısıyla 

( ) Ģartı, reel olmayan her     için, 

(   ( ))(   )                                                      ( ) 

Ģeklinde yazılabilir. Bu Ģart,  ( )    ∑      
    biçimindeki bir fonksiyonun tipik 

reel olup olmadığının belirlenmesinde yeterlidir. 
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Örnek 3.2.2: 

 ( )    
  

 
 

fonksiyonu,   de tipik reel bir fonksiyondur. Çünkü,          olarak alınırsa, 

 ( )       
(    ) 

 
 

        

 
   (   )  

olur. Burada, reel olmayan her     için, 

(   ( ))(   )   (   )     

olup  ( )   de tipik reeldir. 

AĢağıdaki teorem, Teorem 3.1.3’de belirtilen katsayı sınırlarının  ( )    ∑      
    

Ģeklindeki tipik reel bir fonksiyon için de geçerli olduğunu ifade etmektedir. 

Teorem 3.2.3: Eğer  ( ) fonksiyonu    sınıfında ise       .
     
    

/  olmak üzere 

her    için, 

                                                                       ( ) 

dir. 

Örnek 3.2.4:  ( )    sınıfında ise   (  )  fonksiyonu da    sınıfındadır. Bunu 

göstermek için          ( )   (   )    (   )  alalım.  ( )    de ise ( ) 

Ģartını sağlar. Dolayısıyla, 
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         (   )     ( )     ve   (   )     ( )            

dır.   (  )    (     )    (     )  fonksiyonu için, 

     (  )      (     )    (  (  ))    

ve 

  (     )    (  (  ))         (  )    

olup ( ) Ģartı sağlanır. O halde  ( )    sınıfında ise   (  ) de     dedir. 

Örnek 3.2.5:    kümesinin konveks olup olmadığını inceleyelim. Bunun için           

     ve  ( )  ( )     ise  ( )    ( )  (   ) ( )  fonksiyonunun    

sınıfında olup olmadığına bakmalıyız.          ( )        ve                     

 ( )         olsun.  ( )  ( )      ise ( ) Ģartının gereği olarak, 

    ( )    ,      ( )     ve        ( )   - 

ve 

,      ( )     ve        ( )   -      ( )    

dır.  ( )    ( )  (   ) ( )  fonksiyonunda  ( )  ve  ( )  fonksiyonları yerine 

yazılırsa, 

  ( )   (      )  (   )(      ) 

                              (          ) 
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dir. Burada, 

    ( )                 ( ( ))    

ve 

             ( ( ))        ( )    

olup ( ) Ģartı sağlanır. O halde     kümesi konvekstir. 

Tanım 3.2.6: Tüm     katsayıları reel olan    sınıfına ait, 

 ( )    ∑     

 

   

 

biçimindeki fonksiyonların kümesine pozitif reel kısımlı fonksiyonlar kümesi denir ve 

    ile gösterilir. 

 ( )    ∑      
    Ģeklindeki tipik reel fonksiyonlar, pozitif reel kısımlı 

fonksiyonlarla yakın iliĢkilidir. AĢağıdaki teorem bu iliĢkiyi göstermektedir. 

Teorem 3.2.7:      ve      kümeleri arasında birebir eĢleme vardır. Eğer  ( )     

sınıfında ise bu durumda, 

 ( )  
 

    
 ( )       

  (    )     

   dedir. Tersine olarak eğer   ( )     sınıfında ise bu durumda, 
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 ( )  
    

 
 ( )        (    )     

   dedir. 

Teorem 3.2.8:  ( )     sınıfında ise bu durumda, 

  ( )  
  

(    )  ( )
 

fonksiyonu da      sınıfındadır. 

İspat:       ise Teorem 3.2.7’ye göre, 

 ( )  
    

 
 ( ) 

olacak Ģekilde        vardır ve 

 

 ( )
 

 

(    ) ( )
    

dir. Yine Teorem 3.2.7’ye göre, 

  ( )  
  

(    )  ( )
    

elde edilir. 
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3.3. Harmonik Tipik Reel Fonksiyonlar 

Bu bölümde, harmonik tipik reel fonksiyon kavramına ve bunların bazı özelliklerine 

değinilmiĢtir. 

Tanım 3.3.1:   birim diskinde analitik olan   ve   fonksiyonlarının seri açılımları, 

 ( )  ∑      
      ve    ( )  ∑      

    

olmak üzere,  ( )    ve   ( )    Ģartlarını sağlayan,   de konform,                  

 ( )   ( )   ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   harmonik ünivalent fonksiyonlarının sınıfı    ile gösterilir. 

  ( )    özelliğindeki bütün      fonksiyonlarının sınıfı ise   
  ile sembolize edilir. 

Yukarıdaki tanıma göre,    sınıfının   sınıfını kapsadığı aĢikardır. 

Tanım 3.3.2:  ( )   de harmonik olsun. Bu durumda  ( ) nin reel olması   nin reel 

olmasını,   nin reel olması da  ( ) nin reel olmasını gerektiriyorsa  ( ),   de tipik reel 

bir fonksiyondur denir. 

|  ( )|  |  ( )|  ( )    |  ( )|    ve       için  ( )    Ģartlarını 

sağlayan bütün tipik reel harmonik      ̅ fonksiyonlarının sınıfı    ile gösterilir. 

  ( )    Ģartını sağlayan     fonksiyonlarının sınıfı   
  ile sembolize edilir. 

Burada,   ( )    olması gerekmediği gibi tipik reel harmonik bir fonksiyonun 

ünivalent olması da gerekmez. 

Eğer,      ̅     ise bu durumda       için    ( )    ve       için 

   ( )    olur. 

Teorem 3.3.3: Eğer  ( )     fonksiyonu reel katsayılara sahip ise  ( ) tipik reel olup 

   sınıfına aittir. 
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İspat:      ̅  fonksiyonunun bütün    ve    katsayıları reel ise, her     için 

 ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   ( )   ( ̅)  dir. Öte yandan,  ( )  fonksiyonunun reel olması için 

gerek ve yeter Ģart  ( )̅̅ ̅̅ ̅̅   ( ) olmasıdır. Böylece,  ( ) reel iken  ( )   ( ̅) elde 

edilir. Eğer   ünivalent ise bu durum,    ̅ için geçerli olabilir. Bunun anlamı,  ( ) 

nin ancak ve ancak   nin reel olduğu durumda reel olmasıdır. Böylece  ( )     dir 

(Bostancı 2008). 

Tanım 3.3.4:  ( )  
   

 
    

 
  

(   )
   ve   ( )  

 
 
    

 
  

(   )
  olmak üzere                      

 ( )   ( )   ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  fonksiyonuna, harmonik Koebe fonksiyonu denir. Bu fonksiyon, 

 ( )    4
   

 
  

(   )
 5     (

 

(   )
 )  Ģeklinde de yazılabilir. Harmonik Koebe 

fonksiyonu,   birim diskini aĢağıdaki Ģekilde gösterildiği gibi reel eksenden (    
 
 ] 

aralığı çıkarılmıĢ kompleks düzlem üzerine dönüĢtürür. 

 

Şekil 3.1.   nin,  ( )    4
   

 
  

(   )
 5     (

 

(   )
 )  harmonik Koebe fonksiyonu 

altındaki görüntüsü 
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Koebe fonksiyonunun   sınıfında oynadığı rolü, harmonik Koebe fonksiyonu   
  

sınıfında oynar. 

Teorem 3.3.5: Eğer,      ̅    
  ise bu takdirde      ve         için, 

|  |  
 
 
(    )(   ) |  |  

 
 
(    )(   ) ve ||  |  |  ||    

ve      ise, 

|  |  
 
 
(     ) ve |  |  

 
 
(     ) 

eĢitsizlikleri sağlanır. Yukarıdaki eĢitsizlik, harmonik Koebe fonksiyonu için eĢitlik 

halini alır.   
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Tanıma Eşdeğer Şartlar 

Bu bölümde, tipik reel fonksiyon tanımına eĢdeğer olarak bazı Ģartlar verilmiĢtir. 

“Materyal ve Yöntem” bölümünde, literatürdeki tipik reel fonksiyon tanımları yer 

almaktadır. Bu tanımları aĢağıdaki Ģekilde birleĢtirmek mümkündür. 

Tanım 4.1.1:  ( ) ,   de analitik veya harmonik bir dönüĢüm olsun.  ( )  nin reel 

olması   nin reel olmasını,   nin reel olması da  ( ) nin reel olmasını gerektiriyorsa, 

 ( ) fonksiyonuna   de tipik reel bir fonksiyondur denir. 

Yukarıdaki tanıma göre analitik veya harmonik bir  ( )  fonksiyonunun tipik reel 

olması için, 

  ( )        ( ( ))                                              (  ) 

Ģartını sağlaması gerekir. Yani; (  ) un gerek Ģartı olarak, 

  ( )     ise   ( ( ))                                         (  ) 

ve yeter Ģartı olarak da, 

  ( ( ))     ise   ( )                                         (  ) 

olmalıdır. Burada (  ) Ģartının doğru olup olmadığının belirlenmesi kolay olmasına 

rağmen, (  )  Ģartı için böyle bir kolaylıktan söz edilemeyebilir. O halde,  ( )  nin 
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konformluğu göz önüne alınarak aĢağıdaki Ģart yazılabilir ve bu Ģartı sağlaması 

fonksiyonun tipik reel olması için yeterlidir. 

Şart 4.1.2:   de analitik veya harmonik  ( ) dönüĢümü verilsin. Bu durumda, reel olan 

her     için  ( ) reel, reel olmayan her     için de, 

  ( ( ))  ( )    veya   ( ( ))  ( )                          (  ) 

oluyorsa  ( )   de tipik reel bir fonksiyondur. 

Örnek 4.1.3: Eğer  ( )     ise  ( )    ∑      
    fonksiyonundaki tüm 

katsayılar reel olmalıdır. Fakat tüm katsayılarının reel olması   ( ) nin reel olmasını 

gerektirmez. Örneğin;  ( )         fonksiyonunun katsayıları reel olmasına rağmen 

tipik reel bir fonksiyon değildir. Çünkü                      olarak alınırsa, 

 (    )               

                                                                                     (              ) 

olur. Bu durumda, 

  ( )             ( )                   

dır.   ( )          ise, 

  ( ( ))(   )  (              )             (        ) 

eĢitliğinde,           olup               olduğundan reel olmayan her 

    için (  ) eĢitsizliği sağlanmaz. Dolayısıyla  ( )           dir. 
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Örnek 4.1.4: “ ( )  
 

(   )
   Koebe fonksiyonu,    birim diskinde tipik reel bir 

fonksiyon mudur?” sorusuna cevabımız evet olacaktır. Bunu göstermek için               

         ( )   (   )    (   )  alalım. Bu durumda, 

 ( )  
 

(   ) 
 

    

(      ) 
 

                

((   )    ) 
  

 (  (     ))

((   )    ) 
 

olur. Burada reel olan her     için, 

    ( )    
 (  (     ))

((   )    ) 
   ( ( ))    

ve reel olmayan her     için, 

  ( ( ))(   )  
  (  (     ))

((   )    ) 
   

bulunur. O halde  ( )  Koebe fonksiyonu, (  )  ve (  )  Ģartlarını sağlar. Bu ise 

gösterilmek istenen sonuçtur. 

Örnek 4.1.5:   ( )     ̅  ve    ( )     ̅  harmonik fonksiyonlarında        

olarak alırsak,    ( )      ve    ( )       elde edilir. Burada, reel olan her     

için,   ( ) ve   ( ) reel, reel olmayan her     için de, 

  (  ( ))(   )     ve    (  ( ))(   )        

dır. O halde ġart 4.1.2 gereğince   ( ) tipik reel,   ( ) ise tipik reel değildir. 
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4.2. Tipik Reel Fonksiyonların Geometrik Yorumu 

Bu bölümde, tipik reel fonksiyon tanımına eĢdeğer olarak verilen ġart 4.1.2 dikkate 

alınarak geometrik yorum çıkarılmıĢtır. Bu yorum çeĢitli örnekler ve geometrik 

temsillerle desteklenmiĢtir. 

Geometrik Yorum 4.2.1:   de analitik veya harmonik bir tipik reel   fonksiyonu,   

nin reel eksen üzerindeki noktalarını  ( ) görüntü kümesinin reel ekseni üzerindeki 

noktalara dönüĢtürür. Ayrıca, bu fonksiyon altında   nin üst yarı bölgesi  ( ) görüntü 

kümesinin üst veya alt yarı bölgesine,   nin alt yarı bölgesi de  ( ) görüntü kümesinin 

alt veya üst yarı bölgesine dönüĢür. 

Geometrik Yorum 4.2.1 aĢağıda verilen iki Ģekil ile temsil edilebilir ve bu Ģekillere 

uygun dönüĢüm yapan fonksiyonlar tipik reeldir. ġekillerde   nin reel ekseni, üst yarı 

bölgesi ve alt yarı bölgesi üzerindeki noktalar, bu noktaların   fonksiyonu altındaki 

görüntüleri ile aynı renkte gösterilmiĢtir. 

 

Şekil 4.1.   nin reel ekseni, üst yarı bölesi ve alt yarı bölgesinin,  ( )    
 
 
   

fonksiyonu altındaki görüntüsü 
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Şekil 4.2.   nin reel ekseni, üst yarı bölesi ve alt yarı bölgesinin,  ( )     
 
 
   

fonksiyonu altındaki görüntüsü 

Örnek 4.2.2:  ( )    
 
 
 ̅  fonksiyonu,   yi aĢağıdaki ġekil 4.3’de verilen bölgeye, 

 

Şekil 4.3.   nin,  ( )    
 
 
 ̅  fonksiyonu altındaki görüntüsü 
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  nin üst yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.4’de verilen bölgeye, 

 

Şekil 4.4.   nin üst yarı bölgesinin,  ( )    
 
 
 ̅  fonksiyonu altındaki görüntüsü 

  nin alt yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.5’de verilen bölgeye 

 

 

Şekil 4.5.   nin alt yarı bölgesinin,  ( )    
 
 
 ̅  fonksiyonu altındaki görüntüsü 

ve   nin reel eksen üzerindeki noktalarını, aĢağıdaki ġekil 4.6’da verilen noktalar 

kümesine dönüĢtürür.  
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Şekil 4.6.   nin reel ekseninin,  ( )    
 
 
 ̅  fonksiyonu altındaki görüntüsü 

O halde,  ( ) fonksiyonu   de tipik reeldir. 

Örnek 4.2.3:  ( )      fonksiyonu,   yi aĢağıdaki ġekil 4.7’de verilen bölgeye, 



45 
 

 
 

 

Şekil 4.7.   nin,  ( )      fonksiyonu altındaki görüntüsü 

  nin üst yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.8’de verilen bölgeye, 

 

Şekil 4.8.   nin üst yarı bölgesinin,  ( )      fonksiyonu altındaki görüntüsü 

  nin alt yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.9’da verilen bölgeye 
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Şekil 4.9.   nin alt yarı bölgesinin,  ( )      fonksiyonu altındaki görüntüsü 

ve   nin reel eksen üzerindeki noktalarını, aĢağıdaki ġekil 4.10’da verilen noktalar 

kümesine dönüĢtürür.  

 
 

Şekil 4.10.   nin reel ekseninin,  ( )      fonksiyonu altındaki görüntüsü 

O halde,  ( ) fonksiyonu   de tipik reeldir. 



47 
 

 
 

Örnek 4.2.4:  ( )    
    

 √  
   fonksiyonu,   yi aĢağıdaki ġekil 4.11’de verilen 

bölgeye,  

 
 

Şekil 4.11.    nin,  ( )    
    

 √  
   fonksiyonu altındaki görüntüsü 

  nin üst yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.12’de verilen bölgeye, 

 

Şekil 4.12.    nin üst yarı bölgesinin,  ( )    
    

 √  
   fonksiyonu altındaki 

görüntüsü 
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   nin alt yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.13’de verilen bölgeye 

 

Şekil 4.13.    nin alt yarı bölgesinin,  ( )    
    

 √  
   fonksiyonu altındaki 

görüntüsü 

ve   nin reel eksen üzerindeki noktalarını, aĢağıdaki ġekil 4.14’de verilen noktalar 

kümesine dönüĢtürür.  

 
 

Şekil 4.14.    nin reel ekseninin,  ( )    
    

 √  
   fonksiyonu altındaki görüntüsü 

O halde,  ( ) fonksiyonu   de tipik reel değildir. 

Örnek 4.2.5:  ( )        fonksiyonu,   yi aĢağıdaki ġekil 4.15’de verilen bölgeye,  
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Şekil 4.15.   nin,  ( )        fonksiyonu altındaki görüntüsü 

  nin üst yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.16’da verilen bölgeye, 

 

Şekil 4.16.    nin üst yarı bölgesinin,  ( )        fonksiyonu altındaki görüntüsü 
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  nin alt yarı bölgesindeki noktaları, aĢağıdaki ġekil 4.17’de verilen bölgeye 

 
Şekil 4.17.   nin alt yarı bölgesinin,  ( )        fonksiyonu altındaki görüntüsü 

ve   nin reel eksen üzerindeki noktalarını, aĢağıdaki ġekil 4.18’de verilen noktalar 

kümesine dönüĢtürür.  

 
 

Şekil 4.18.   nin reel ekseninin,  ( )        fonksiyonu altındaki görüntüsü 

O halde,  ( ) fonksiyonu   de tipik reel değildir.  
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Bu bölümde, tez çalıĢmamızda elde edilen sonuçlar özetlenmiĢtir. 

Sonuç 5.1: Tipik reel fonksiyonların ünivalent olması gerekmediği gibi, ünivalent bir 

fonksiyonun da tipik reel olması gerekmez. 

Örneğin;  ( )    
 
 
   fonksiyonu (ġekil 4.1), tipik reel olmasına rağmen ünivalent 

değil,  ( )    
    

 √  
   fonksiyonu (Örnek 4.2.4), ünivalent olmasına rağmen tipik 

reel değildir. Ayrıca,  ( )      fonksiyonu (Örnek 4.2.3) hem tipik reel, hem 

ünivalent,  ( )        fonksiyonu (Örnek 4.2.5) ise ne tipik reel, ne de ünivalenttir. 

Sonuç 5.2:    konveks bir kümedir. Fakat bu kümeye ait olan bir fonksiyonun konveks 

olması gerekmez.  

Örnek 3.2.5’de    kümesinin konveks olduğu gösterilmiĢtir. Bu kümeye ait olan 

 ( )    
 
 
   fonksiyonu (ġekil 4.1), konveks değildir. 

Sonuç 5.3: Tipik reel bir   fonksiyonu için  ( ̅)   ( )̅̅ ̅̅ ̅̅  Ģartı sağlandığından,  ( ) 

görüntü kümesi  -reel eksenine göre simetriktir. Fakat bunun tersi her zaman doğru 

olmayabilir.  

Örneğin;  ( )    
 
 
   fonksiyonu tipik reel olup ġekil 4.1’de verilen görüntü 

kümesi,  -reel eksenine göre simetriktir. Fakat  ( )        fonksiyonu, ġekil 

4.15’de verilen görüntü kümesinin  -reel eksenine göre simetrik olmasına rağmen tipik 

reel değildir. 
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Sonuç 5.4: Bir fonksiyonun tipik reel olup olmadığının belirlenmesi için bazı 

kaynaklarda, “reel olmayan her     için (   ( ))(   )   ” Ģartının sağlanması 

gerektiği belirtilmiĢtir (Schober 1975; Goodman 1983). Bazı kaynaklarda ise bu Ģart 

“reel olmayan her     için (   ( ))(   )   ” olarak verilmiĢtir (Goodman 1973; 

Bshouty et al. 1996; Todorov 2002). (   ( ))(   )    Ģartı harmonik fonksiyonlar 

için her zaman sağlanmadığından (Örnek 4.1.5’deki   ( )     ̅ fonksiyonu tipik reel 

olmamasına rağmen bu Ģartı sağlar), (   ( ))(   )    Ģartı da tanımı 

kapsamadığından (ġekil 4.2’de verilen fonksiyon tipik reel olmasına rağmen bu Ģartı 

sağlamaz), bunlar ġart 4.1.2 olarak geniĢletilebilir ve bu oldukça kullanıĢlıdır. 

Sonuç 5.5:   de analitik veya harmonik olmak üzere  (  )    ( ) Ģartını sağlayan 

tek tipik reel bir  ( ) fonksiyonu için,   ( ) de tipik reeldir. ġekil 4.1 ve ġekil 4.2 bu 

duruma bir örnek teĢkil etmektedir. 

Sonuç 5.6:   de analitik veya harmonik bir  ( )  fonksiyonunun tipik reel olup 

olmadığı,    nin üst bölgesi, alt bölgesi ve reel ekseninin bu fonksiyon altındaki 

görüntülerine bakılarak belirlenebilir. (ġekil 4.1, ġekil 4.2, Örnek 4.2.2, Örnek 4.2.3, 

Örnek 4.2.4 ve Örnek 4.2.5) 

Sonuç 5.7: Analitik ve harmonik fonksiyonlar için ifade edilen tipik reel fonksiyon 

kavramı, konform olan farklı dönüĢümlere de geniĢletilebilir.  
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