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1. GIRIS

Cagimiz bilim anlayisinin  benimsedigi disiplinler arast yaklasim, Analiz ve
Geometrinin etkilesimini saglamis ve bu da Kompleks Fonksiyonlar Teorisi alaninda
kendini gostererek Geometrik Fonksiyonlar Teorisi’ni ortaya ¢ikarmistir. Bu teorinin
temeli, Bernhard Riemann’in 1851°de ortaya attig1 ve literatiirde “Riemann Doniisiim

Teoremi” olarak bilinen teoreme dayanmaktadir (Deniz 2011).

20. ylizyilin baglarinda Geometrik Fonksiyonlar Teorisinin dnemli bir uygulama alani
olarak Univalent (Yalinkat) Fonksiyonlar Teorisi ortaya ¢ikmis ve bu alandaki
caligmalar birim diskte analitik, tnivalent ve f(z) =z + Yq—,a,z" bicimindeki
fonksiyonlarin kiimesi olan S smifi iizerinde yogunlagsmistir. Yapilan ¢aligmalar da
daha c¢ok katsay1 sinir1 ve iinivalentlik kriteri bulma yoniinde ilerlemistir. 1920’1
yillardan sonra Bieberbach’in ortaya attigi, “f €S, n=2,34.. i¢in |a,|<n”
tahmininin ispatt problemi {izerinde uzun yillar boyunca calisilmis ve nihayet 1985

yilinda De Branges tarafindan ispat edilmistir (Orhan 2002).

S sinifinda tiim a,, katsayilarinin reel oldugu SR smnifi igin n = 2,3,4, ... olmak iizere,
“la,| < n” esitsizliginin ispatinda ihtiya¢ duyulan “her z € E i¢in f(z) # f(2)” sarti,
tinivalent olmast gerekmeyen bir fonksiyon ¢esidinin calisilmasina olanak saglamistir.
Rogosinski (1932), bu sart1 saglayan fonksiyonlart “tipik reel kuvvet serisi” olarak
adlandirarak bu alanda temel olusturmustur. Tipik reel fonksiyonlar, bu tarihten itibaren
f(z2) =z + Xy, a,z" bigimindeki fonksiyonlar i¢in tanimlanarak, katsayr tahminleri
ve baz1 Ozellikleri iizerinde calisilmistir. Yapilan caligmalar, ¢esitli makalelerde
yayinlanmis ve Ozellikle Goodman (1983)’in “Univalent Functions” kitabinin birinci
cildinde, “Typically Real Functions And Related Topics” basligi altinda bir bolim

olarak yer almistir.

Miihendislik, fizik, elektronik, tip, aerodinamik ve uygulamali matematik gibi farkl

alanlarda kullanilan harmonik fonksiyonlarin 1980’li yillardan itibaren kompleks



analizciler tarafindan g¢alisilmasi, analitik ve {inivalent fonksiyonlar i¢in ulasilan bazi
sonuclarin harmonik ve {inivalent fonksiyonlar i¢in de gegerli olup olmadig1 sorusunu
ortaya ¢ikarmistir. Clunie and Sheil-Small (1984), “Harmonic Univalent Functions”
makalesi ile bu sorunun cevabiin olumlu oldugunu gostermislerdir (Seker 2008). Bu
calismada ayrica harmonik tipik reel fonksiyon tanimini yapmuglardir. Boylelikle

harmonik fonksiyonlar i¢in de tipik reel fonksiyon kavrami olusmustur.

Biz bu ¢alismamizla, analitik veya harmonik tipik reel bir fonksiyon i¢in tanima esdeger
sarlar bularak bir fonksiyonun tipik reel olup olmadiginin belirlenmesinde kolaylik
saglamay1 amagladik. Ayrica, geometrik olarak tipik reel fonksiyonun ne anlama
geldigini belirlemeye calistik. Burada, degisik siniflara ait fonksiyonlarin birim diski

dontistiirdiigii bolgeleri temsil ederken “Mathematica” bilgisayar programini kullandik.

Sunulan tezin bu boliimiinde, konu ile ilgili amag, kapsam ve literatiir bilgilerine yer

verilmigtir.

“Kuramsal Temeller” olarak adlandirilan ikinci bolimde, Oncelikle konunun temel
tanim ve teoremleri belirtilmis, ardindan {inivalent fonksiyonlar, bazi alt siiflar1 ve S

sinifl tanitilmastir.

“Materyal ve Yontem” adint verdigimiz tglincii boliimde, tipik reel fonksiyonlarin
ortaya ¢ikisi, f(z) = z + Yp-, a,z" bicimindeki tipik reel fonksiyonlar ve harmonik

tipik reel fonksiyonlar gibi konunun temelini olusturan basliklara yer verilmistir.

Calismamiza 6zgiinliik kazandiran “Arastirma Bulgular1” baslikli dordiincii boliimde,
birim diskte analitik veya harmonik bir fonksiyonun tipik reel olup olmadiginin daha
kolay bir sekilde anlagilmasi igin tanima esdeger sartlar verilmistir. Ayrica, tipik reel bir
fonksiyonun birim diski doniistiirdiigli goriintii kiimesine bakilarak geometrik yorumu
yapilmis ve bu yoruma gore bir fonksiyonun tipik reel olup olmadiginin anlasilmasi
saglanmistir. Bu boliimde, arastirma bulgularinin 6rneklerle desteklenmesine 6zen

gosterilmistir.



Besinci ve son bolim olan “Tartisma ve Sonu¢” kisminda, tez ¢alismamizda elde edilen

sonugclar ifade edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, tezde kullanilan bazi kavram, tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Aciklayict olmast bakimindan bazi tanimlar 6rneklerle, bazi teoremler de ispatlariyla

beraber verilmistir.

Tanim 2.1.1: z,€C ve &£>0 olmak iizere; D(zp, ) ={z € C:|z — 2| < €}
kiimesine, z, noktasinin € komsulugu denir. D(z,, €)\{z,} kiimesine ise z, noktasinin

€ delinmis komsulugu adi verilir ve D*(zy, €) ile gosterilir.

Tanmm 2.1.2: A c C bos olmayan bir kiime olsun. zy € A noktasinin en az bir
komsulugu tamamen A kiimesinde kaliyorsa, z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi
denir. A nin biitiin i¢ noktalarmin kiimesi i¢A ile gosterilir ve i¢A kiimesine A

kiimesinin i¢i denir.

Tamim 2.1.3: A kiimesinin her noktasi bir i¢ nokta ise A ya (C de) agik kiime denir.

Ornegin; A = {z € C:1 < |z| < 3} kiimesinin her noktas1 bir i¢ nokta olup A agik bir

kimedir.

Tanmm 2.1.4: A c C bos olmayan bir kiime olsun. z, € C noktasinin her delinmis
komsulugu A kiimesinin en az bir noktasini ihtiva ediyorsa, z, noktasina A kiimesinin
bir y1gilma noktast denir ve A kiimesinin biitiin yigilma noktalarinin kiimesi A’ ile

gosterilir.

Tanmm 2.1.5: A" ¢ A oluyorsa, A kiimesine (C de) kapali kiime denir.



Tamm 2.1.6: A kiimesini iceren en kiiciik kapali kiimeye A nin kapanisi denir ve A ile

gosterilir.

Y1g1lma noktalarmin kiimesi ile kapanis kiimesi arasinda, A = A U A’ bagimntis1 vardir.

Tamm 2.1.7: A c C ve z, € C olsun. Her r > 0 igin D(z,, ) diskinin hem A hem de
C\A ile arakesiti bos olmayan bir kiime ise z, noktasina, A kiimesinin bir sinir noktasi
denir. A kiimesinin biitiin smir noktalarindan olusan kiimeye A kiimesinin sinir1 adi

verilir ve kisaca 0A ile gosterilir.

Omegin; D(zy,€), D(zg,¢) Ve A ={z:|z — z| = €} kiimeleri i¢in;

0D(zy,€) = 0D(z5,€) =0A = A

dir.

Tanmm 2.1.8: Kompleks sayilar kiimesinde U ve V gibi bos olmayan iki kiime goz
oniine alalim. Bu kiimelerin arakesiti bos ise bu iki kiimeye ayrik kiimeler denildigi
bilinmektedir. Eger UNV =@ = U NV oluyorsa, U ve V ye ayrilmis kiimeler adi

verilir.

Bu tanimdan, ayrik kiimelerin ayrilmis kiime olmasi gerekmedigi, ancak ayrilmis

kiimelerin ayrik kiimeler oldugu sdylenebilir.

Omegin;, R=QU (R\Q) ve QNn(R\Q) =@ olup Q ve R\Q ayrik, fakat

ayrilmamis kiimelerdir.

Tanmm 2.1.9: Ac C, U ve V ayrik kiimeler, ANU #@, ANV +0 ve AcUUV

olacak sekilde Cde U ve V agik kiimeleri varsa, A kiimesine baglantisizdir denir.



Tamm 2.1.10: A c C baglantisiz degilse, A ya baglantili kiime denir.

A kiimesinden alman her nokta ¢ifti yine bu kimede kalan bir egri ile

birlestirilebiliyorsa, A kiimesine egrisel baglantili kiime denir.

Egrisel baglantili bir kiime ayni zamanda baglantilidir. Fakat her baglantili kiimenin

egrisel baglantili olmasi gerekmez.

Ornegin; C kompleks sayilar kiimesi egrisel baglantili olup ayn1 zamanda baglantilidir.

Tammm 2.1.11: Kompleks diizlemde agik ve baglantili bir kiimeye bolge denir.
Kompleks diizlemde kapali ve baglantili bir kiimeye de kapali bolge denir.

Omegin; C kompleks sayilar kiimesi, hem ac¢ik hem de baglantili oldugundan bir

bolgedir.

C de kompleks degiskenli ve kompleks degerli bir fonksiyon kisaca kompleks fonksiyon

olarak adlandirilir. Kompleks fonksiyonun formal tanim1 asagidaki gibidir.

Tammm 2.1.12: A c C bos olmayan bir kiime olmak iizere A kiimesindeki her bir z
elemanina w kompleks sayis1 karsilik getiren f kuralina, A dan C ye bir fonksiyon denir
ve f:A - C ile gosterilir. Burada A, fonksiyonun tanim kiimesi, C de deger kiimesidir.
Zy elemanina f fonksiyonu tarafindan w, kompleks sayisi karsilik getiriliyorsa, bu
wo = f(zy) seklinde yazilarak gosterilir. Bu durumda wy, z, 1n f altindaki goriintiisii
(veya f nin z, daki degeri) olarak adlandirilir. Fonksiyon belirli bir kural ile verilmisse,

bu w = f(z) seklinde yazilabilir.

Bu tanima gore w = f(z) kompleks say1 oldugundan reel ve imajiner kisimlarindan

s0z edilebilir. O halde z = x + iy alinirsa,



w = f(z) = ulx,y) + iv(x,y)

olur. Dogal olarak,

Ref(z) = u(x,y) ve Imf(z) = v(x,y)

dir. Goriilecegi gibi kompleks fonksiyon, biri reel digeri imajiner kisim olmak tizere iki
tane iki degiskenli reel fonksiyondan olusmaktadir. z = re® olarak almirsa, f(z)

kompleks fonksiyonu kutupsal formda,

w=f(z) =u(r0)+iv(r,0)

olarak yazilabilir. Bu durumda,

Ref(z) = u(r,0) ve Imf(z) = v(r,0)

olur.

Ornegin; z = x + iy alinirsa, f(z) = z? fonksiyonu reel degiskenlerle,

f(2) =(x+iy)? =x%—y? + 2ixy

seklinde yazilabilir. Burada Ref (z) = x?> —y? ve Imf(z) = 2xy dir. Ayrica z = re'®

olarak alinirsa, f(z) = z?2 fonksiyonu kutupsal formda,

f(2) = (re®®)? = r%(cos @ + isin0)? = r? cos 260 + ir? sin 26

seklinde yazilabilir. Bu durumda, Ref (z) = r2 cos 20 ve Imf(z) = r? sin 20 dur.



Tammm 2.1.13: A c C bostan farkli bir kiime ve f: A — C fonksiyonu verilsin. Her
z € A igin |f(2)| < M olacak sekilde M > 0 reel sayisi varsa, f(z) fonksiyonuna

smirlidir denir.

frAcR->R, y=f(x) esitligini saglayan (x,y) noktalarmin geometrik yerine, f
fonksiyonunun grafigi denir ve burada tanim kiimesi ile deger kiimesi ayni koordinat
sisteminde gosterilebilir. Fakat f:A c C— C, w = f(z) kompleks fonksiyonunun
grafigi cizilemez. Ciinkii bu fonksiyonun tanim kiimesi ile deger kiimesinin ayni
koordinat sisteminde gdsterilmesi i¢in dort boyutlu bir uzaya ihtiya¢ vardir. Dolayisiyla
“kompleks fonksiyonlarin geometrik gosterimi” ile, bir f fonksiyonunun tanim kiimesi
ve bunun f altindaki goriintlisiiniin geometrik gosterimi anlatilir. Bunun igin iki
kompleks diizleme ihtiya¢ vardir. Tanim kiimesinin bulundugu kompleks diizleme z-
diizlemi veya xy -diizlemi, deger kiimesinin bulundugu kompleks diizleme de w -
diizlemi veya uv-diizlemi adi verilir. z-diizlemindeki bir kiimeyi w-diizlemindeki bir
kiimeye doniistiirdiiginden “f(z) fonksiyonu” yerine, “f(z) doniisimii” ifadesi de

kullanilir.

Ornegin; f(z) = z fonksiyonu her noktayr kendisine doniistiireceginden, E nin bu

fonksiyon altindaki goriintiisii kendisidir.

Tammm 2.1.14: A c C olmak iizere f: A — C fonksiyonu verilsin. z, € C, A kiimesinin
bir yigilma noktasi ve wy bir kompleks say1r olsun. Her e >0 ve 0 < |z —zy| < 6
sartin1 saglayan her z € A igin |f(z) — wy| < € olacak sekilde bir § = §(e) > 0 sayisi

varsa z, z, a yaklasirken f(z) fonksiyonunun limiti wy dir denir ve bu durum kisaca,

lim f(z) = wy
A4

seklinde yazilarak gosterilir.



Tamim 2.1.15: A c C olmak {izere f: A — C bir fonksiyon ve z, € A olsun. Her e > 0
ve |z —zy| < § sartim1 saglayan her z € A i¢in |f(2) — f(zy)| < € olacak sekilde

& = 8(g,zy) > 0 sayisi varsa, f(z) fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.

Tammm 2.1.16: f: A — C fonksiyonu S c A kiimesinin her noktasinda siirekli ise f(z)
fonksiyonuna S kiimesinde siireklidir denir. Eger f(z) fonksiyonu A kiimesinde, yani

tanim kiimesinde, siirekli ise f(z) fonksiyonuna siirekli fonksiyon adi verilir.

Tanmim 2.1.17: A c C olmak fizere, f: A — C bir fonksiyon ve z,, A nin bir i¢ noktasi

olsun. Eger;

i L8 = f(20)
im——

Z-2Zg Z — 2y

limiti varsa, f(z) fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilir (veya tiirevlenebilir)
da
denir. Bu limitin degeri, f'(z,) veya d—jZF(ZO) ile gosterilir ve buna f(2)

fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi adi verilir. f(z) fonksiyonu, z, noktasinda ve bu
noktanin uygun bir komsulugunda diferensiyellenebilirse, f(z) fonksiyonuna z,

noktasinda analitik fonksiyon denir (Kadioglu 2012).

Teorem 2.1.18: f(z) =u(x,y) +iv(x,y) fonksiyonu z, = x, + iy, noktasinda

diferensiyellenebilirse bu noktada wu,, u,, vy, v, kismi tiirevleri var ve
ux(XOI yO) = vy(XO' yO)f uy(xor yO) = _vx(xO' yO)
Cauchy-Riemann denklemleri saglanir.

Tammm 2.1.19: S ve A, C kompleks sayilar kiimesinde agik iki alt kiime ve S c A

olsun. f:A— C  fonksiyonu, S kimesinin her noktasinda analitik ise f(z)
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fonksiyonuna, S kiimesinde analitik fonksiyon denir. f(z) fonksiyonu A kiimesinde,
yani tamim kiimesinde, analitik ise f(z) fonksiyonuna analitik fonksiyon ad1 verilir. C

diizleminde analitik olan fonksiyona ise tam fonksiyon denir.

Ornegin; f(z) = sinz ve f(z) = eZ fonksiyonlar tiim C diizleminde analitik olup tam
fonksiyonlardir. Fakat f(z) = |z|> higbir yerde analitik degildir. Ciinkii bu
fonksiyonun yalniz z, = 0 noktasinda tiirevi vardir. Fakat z, = 0 noktasinin herhangi

bir komsulugunda tiirevi yoktur.

Tammm 2.1.20: B c R? bolgesi ve u: B —» R fonksiyonu verilsin. u nun birinci ve
ikinci mertebeden kismi tiirevlerinin var ve siirekli oldugunu kabul edelim. Ayrica her

(x,¥) € B icin,

U (2, ) + uyy(X,}J) =0
oluyorsa, u ya B bolgesinde reel harmonik fonksiyon denir. Eger u(z) = u(x,y) ve
v(z) = v(x,y) fonksiyonlari bir B bolgesinde reel harmonik ise f(z) = u(z) + iv(z)

fonksiyonuna B de kompleks harmonik fonksiyon denir (Baskan 1991).

Biz bu calismada, kompleks harmonik fonksiyonlardan bahsedecegiz ve bunlar1 kisaca

harmonik fonksiyon olarak belirtecegiz.

Ornegin; f:C - C, f(z) = z + 2z fonksiyonu igin,

f@)=z+22=x+iy+2(x—iy) =3x—iy =ulx,y) +iv(x,y)

olup,

u, =3, uy=0, uxsz,uyyzO ve v, =0, vy=—1, vxx=0,vyy=0
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kismi tirevleri C de var ve siireklidir. Diger yandan her (x,y) € C igin
Uy T Uyy =0+0=0 Ve vy +1v,, =0+ 0=0dwr Yaniu(x,y) ve v(x,y), Cde

reel harmonik, dolayisiyla f(z), C de harmonik bir fonksiyondur.

Teorem 2.1.21: f(z) =u+iv fonksiyonu B bolgesinde analitik ise u ve v

fonksiyonlar1 bu bolgede reel harmoniktir.

Ispat: f, B bolgesinde analitik oldugundan bu bdlgede,

Uy = V), Uy, = —Vy

Cauchy-Riemann denklemleri saglanir. Bu esitliklerin x e gore kismi tiirevlerini alirsak,

Uxx = Vyx» Uyxy = —Uxyx

ve y ye gore kismi tiirevlerini alirsak,

Uxy = Vyy, Uyy = —Vxy

buluruz. Bu kismi tiirevler siirekli olup kismi tiirevlerin siirekliligi,

Uxy = Uyx, Uxy = VUyx

olmasim gerektirir. Bu esitlikleri de dikkate alarak B bdlgesinde,

Uy (X, Y) + uyy(x’y) =0

ve
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vxx(xry) + vyy(x' y) =0

yazilir. Yani u ve v, B bdlgesinde reel harmoniktir.

Tanmm 2.1.22: u ve v fonksiyonlar1 B bolgesinde reel harmonik olsun. f(z) = u + iv

fonksiyonu B boélgesinde analitik ise v ye u nun harmonik eslenigi denir.

Burada v, u nun harmonik eslenigi ise u nun da v nin harmonik eslenigi olmasi

gerekmez. Ancak v, u nun harmonik eslenigi ise u da —v nin harmonik eslenigi olur.

Tanmim 2.1.23: i. [a, b] € R olmak tizere y:[a,b] —» C siirekli fonksiyonuna C de bir

egri denir.

i, y@®) =x(@)+iy(t),a<t<b egrisi verilsin. Eger [a,b] araliginda
y'(t) = x'(t) + iy'(t) tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y egrisine diizgiin egri denir.

Tammm 2.1.24: B ¢ C olmak iizere f: B — C siirekli dontigiimii verilsin. Bir zy € B
noktasindan gegen ve aralarinda a agist yapan herhangi iki diizgiin y; ve V¥,
egrilerinin f(y;) ve f(y,) gorintii egrileri de w, da aralarinda yon ve biiyiiklik
bakimindan a agis1 yapiyorsa, f fonksiyonuna, z, da konform bir doniisiimdiir denir.
f, her z, € B noktasinda konform ise f, B de konformdur denir (Bagkan 1996).

Teorem 2.1.25: f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z) # 0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Teorem 2.1.26: Kompleks diizlemin her B € C (B # C) basit baglantili bdlgesi,
konform olarak, E birim diski {lizerine doniistiiriilebilir. Ayrica, z, € B olmak iizere
f(zy) = 0ve f'(zy) > 0 kosullarini saglayan ve B yi E birim diski lizerine doniistiiren

bir tek konform doéniisiim vardir.
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Riemann Doniisiim Teoremi olarak bilinen Teorem 2.1.26 ya gore kompleks diizlemin
herhangi bir basit baglantil1 alt bolgesi ilizerinde ¢alismak yerine, E birim diski tizerinde

caligilabilir. Biz de, E birim diski lizerinde ¢alisacagiz.

Tamm 2.1.27: Tanim kiimesi pozitif tam sayilar, deger kiimesi kompleks sayilar olan

fonksiyonlara kompleks dizi denir ve kisaca (z,) ile gosterilir.

Tanmmm 2.1.28: (z,) dizisi ve z, kompleks sayist verilsin. Her € > 0 i¢in n > ng,
oldugunda |z, — z, | < € olacak sekilde bir ny = ny(e) sayisi varsa, n = 400 igin

(z,) dizisinin limiti z, sayisidir denir ve

lim z, =z,
n—-+oo

olarak yazilir.

Tamim 2.1.29: (z,,) dizisi verilsin. lim,_, z, = 2z, olacak sekilde bir z, kompleks
sayist varsa, (z,) dizisi z, kompleks sayisina yakinsiyor denir ve z, =z, ile
gosterilir. Bir sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi, aksi halde iraksak dizi denir. Bir

dizinin yakinsakligina veya 1raksakligina o dizinin karakteri denir.

Tanim 2.1.30: AcC ve n pozitif bir tamsayr olmak iizere, f,;:A— C
fonksiyonlarindan olusan kiimeyi S ile gosterelim. h:N — S, h(n) = f,, olarak
tanimlanan fonksiyon, bir dizidir. Deger kiimesi fonksiyonlardan olustugundan bu

diziye, fonksiyon dizisi denir.

Tammm 2.1.31: (f,), A c C olmak tizere f,,: A —» C fonksiyonlarinin bir dizisi ve A
kiimesinde f,, = f olsun. Ayrica, A; € A verilsin. Her e > 0 ve her z € A; i¢cinn > n,
oldugunda, |f,,(2) — f(2)| < € olacak sekilde bir ny = ny(€) sayist bulunabiliyorsa,

(f) fonksiyon dizisi, A; kiimesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir.
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Tammm 2.1.32: (z,) bir kompleks dizi olmak tizere z; +2z, + 23+ -+ 2z, + -

ifadesine kompleks seri denir ve
00}
2,
n=1

ile gosterilir.

Tanmm 2.1.33: z, kompleks sayis1 verilsin. ag, a4, ..., ay, ... kompleks sayilar olmak

uzere,
ag+ a(z—2z9) + a,(z — 2g)* + -+ a,(z — zg)™ + -
fonksiyon serisine, z, merkezli, bir kuvvet serisi denir.

Kuvvet serisi kisaca,

ao + Z a,(z —zy)™
n=1

ile gosterilir. z = z, i¢in bu kuvvet serisinin toplaminin ay oldugu goriilmektedir. Yani

bir kuvvet serisi, merkezi olan z = z, noktasinda yakinsaktir (Kadioglu 2012).

Tanmm 2.1.34: i. f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik olsun. Bu durumda,

n

SLC (e
n=0

serisine, f(z) fonksiyonunun z, noktasinin bir komsulugundaki Taylor serisi denir.
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ii. Taylor serisinde 6zel olarak z, = 0 alinirsa,

Z; f’;(!O) 2"

olur. Buna Maclaurin serisi denir.

Tanmm 2.1.35: i. f(z) fonksiyonu B bolgesinde analitik olsun.zy € B i¢in f(zy) = 0

oluyorsa, z, degerine f(z) fonksiyonunun bir sifir yeri (veya sifirt) denir.
. zy, f(z) fonksiyonunun bir sifir yeri ve

f(z0) = f'(20) = =+ = f®* P (z0) ve f™(2) # 0

oluyorsa z, degerine f(z) fonksiyonunun n. mertebedenden (veya n katli) bir sifir yeri

denir.

Tanmm 2.1.36: z, kompleks sayis1 verilsin. a,, b, kompleks sayilar olmak iizere,

[o%e) bn e} . + 00 i
Zm+zan(z—zo) =zcn(Z—Zo)
n=1 0 n=0 —00

fonksiyon serisine, z, merkezli, Laurent serisi denir. Burada,

Z Z—Zy)"
( O)
n=1

serisine Laurent serisinin esas kismi,
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o)

Y ey ey

n=0
serisine de Laurent serisinin analitik kismi denir.

Tammm 2.1.37: i. f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse, bu noktaya

fonksiyonun tekil (singiiler) noktasi denir.

ii. zo, f(2) fonksiyonunun bir tekil noktas1 olsun. Eger f(z) fonksiyonu z, noktasinin
D*(zg,r) delinmis bir komsulugunda analitik oluyorsa 2z, noktasina, f(z)

fonksiyonunun ayrik tekil noktasi denir.

iii. zy, f(2) fonksiyonunun bir tekil noktas: olsun. Eger z, noktasinin her D*(z,, 1)
delinmis komsulugunda f(z) fonksiyonunun en az bir tekil noktasi varsa, z, noktasina

f(z) fonksiyonunun ayrik olmayan tekil noktas: denir.

Ornegin;

f@)=—=

sin—
z

fonksiyonunun tekil noktalarindan olusan kiime A = {z:z = 711’” € Z\{0}} U {0} olur.

z =0, f(z) fonksiyonunun ayrik olmayan tekil noktasi iken diger tekil noktalarin her

biri f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasidir.

Ayrik tekil noktalarm uygun bir delinmis komsulugunda fonksiyon analitik olup

Laurent serisine agilabilir.
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Ayrik tekil noktalar; kaldirilabilir tekil nokta, kutup noktasi ve esas tekil nokta olmak

tizere ii¢ kisma ayrilir.

Tamim 2.1.38: z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktas: olsun. Bu noktanin uygun bir

delinmis komsulugunda f (z) fonksiyonunun Laurent serisini g6z oniine alalim.

I. Bu serinin esas kismindaki biitiin katsayilar sifir oluyorsa, z, noktasina f(z)

fonksiyonunun kaldirilabilir tekil noktasi1 denir.

Ii. Bu serinin esas kisminda sonlu sayida terim varsa, z, noktasina f (z) fonksiyonunun
kutup noktasi denir. z;, noktasinin uygun bir delinmis komsulugundaki Laurent
serisinde, paydadaki (z—2z,) in en biyik kuvveti m ise z, noktasina, f(z)

fonksiyonunun m. mertebeden kutup noktasi (veya m. mertebeden kutbu) denir.

Ornegin;

ez —1

72

f(2) =

fonksiyonunun tekil noktasi, z, = 0 noktasidir. Bu noktanin delinmis komsulugundaki

Laurent serisi,

z?  7z3

f() 1+Z+T+§+“'—1 1+1+Z+
VA = = — —_— J— cee
z2 z 2! 3!

seklindedir. O halde, z, = 0, f(z) fonksiyonunun 1. mertebedenden kutbudur.

iii. Bu serinin esas kisminda sonsuz sayida terim varsa, z, noktasina f(z)

fonksiyonunun esas tekil noktas1 denir.
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Tammm 2.1.39: Bir B bolgesinde kutuptan baska tekil noktasi olmayan f(z)

fonksiyonuna, B de meromorf fonksiyon denir.

Omegin; f(z) = e7 fonksiyonunun kutup noktasi z, = 0 olup, bunun diginda tekil

noktas1 yoktur. O halde, f(z) fonksiyonu C de meromorf bir fonksiyondur.

Tanim 2.1.40: Bir [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlarin bir (fy, fi, .., fn, --)

dizisi verilsin. Eger her m,n € N,, m # n igin,

b
[ FnfiGerdx =0

oluyorsa, (f;,)meo fonksiyon dizisine [a, b] de ortogonaldir denir.
2.2. Univalent Fonksiyonlar ve Baz1 Alt Simiflari

Bu boéliimde, {inivalent fonksiyonlar, bazi alt siiflar1 ve S simifi tanitilarak bunlar
arasindaki iliskiler belirtilmistir. Ayrica, bazi1 6nemli fonksiyonlar, E yi doniistiirdiikleri

bolgelerin geometrik temsilleri ile beraber verilmistir.

Tamm 2.2.1: f(z) fonksiyonu B c C bolgesinde bire-bir ise, yani her z;,z, € B igin
f(z)) = f(z,) = z, = z, oluyorsa, f(z) fonksiyonuna, B de tinivalent (ya da yalinkat)
fonksiyon denir (Nehari 1952).

Biz bu ¢aligmada iinivalent kelimesini kullanmay1 tercih edecegiz.

a, b, c, d kompleks sabitler olmak {izere,
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az+b
cz+d’

w=f(z)= ad —bc # 0

seklindeki rasyonel fonksiyona Mobiiis doniisiimii denir. Mobiiis doniisiimii, analitik

3
fonksiyonu |z| < 2 blgesinde

oldugu bir bdlgede iinivalenttir. Ornegin; f(z) = —

univalenttir.

Tammm 2.2.2: B c C bolgesinde tanimli herhangi bir f fonksiyonu, bir z, € B
noktasimin en az bir komsulugunda tinivalent ise f fonksiyonuna, z, noktasinda lokal

(yerel) linivalent fonksiyon adi verilir.

Analitik bir f fonksiyonu i¢in f'(z,) # 0 kosulu, z, noktasindaki lokal iinivalentlige
denktir.

Tanmim 2.2.3: E birim diskinde analitik olan,

f(z)=z+ Z a,z"
n=2

bigimindeki f(z) fonksiyonuna, E de normalize edilmis fonksiyon denir. E de

normalize edilmis biitiin analitik ve iinivalent fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.
S sinifina ait bir f fonksiyonunun, f(0) = f'(0) — 1 = 0 esitligini sagladig1 agiktir.

Ornek 2.2.4: f(z) = ﬁ fonksiyonu S sinifina aittir ve bu fonksiyon, E birim diskini

tinivalent olarak C\ {u +iviu=0, ve (—00, —%] U [%, +00)} kiimesi {izerine

doniistiiriir.
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-2

—03 0.0 05
Sekil 2.1. E nin, f(z) = é fonksiyonu altindaki goériintiisii
Tanim 2.2.5: S sinifinda olan,
k(z) = = z+222+432%+ =an”
(1-2)7 ;
n=

fonksiyonuna Koebe fonksiyonu denir.

Koebe fonksiyonu E birim diskini finivalent olarak €\ { + iv: u € (=00, - %] v=0}

bolgesi iizerine doniistiiriir.
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-1.0 -0.5 0.0 0.5

Z
(1-z)°

Sekil 2.2. E nin, k(z) = Koebe fonksiyonu altindaki goriintiisii

Bu goriintii kiimesi, analitik olarak da bulunabilir. Bunun i¢in Koebe fonksiyonunu,

4

z 1/1+2% 1
k@) =757 =Z(1—z)

1+z
seklinde yazalim. Burada, PR g ve k(z)=w=u+iv alrsak, g% =4w+1

olur. g = g nin, birim diski sag yar1 diizleme doniistiirdiiglinii goz oniine alirsak,

Re(g) > 0 ve Im(g) € R dir. g% nin reel ve imajiner kisimlari,

Re(g?) = (Reg)? — (Img)? ve Im(g?) = 2(Reg)(Img)

4u + 1+ (Img)? = (Reg)? 4v = 2(Reg)(Img)
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dir. Burada, Img igin ii¢ durum vardir:

1. Durum: Img =0 isev =0 ve u>—% tiir.

2.Durum: Img >0 ise v >0 ve u € R dir.

3.Durum: Img < 0 ise v< 0 ve u € R dir.

Bu ii¢ durum k(z) nin birim diski, C\ {u +iv:u € (—00,—%],17 =0 } bolgesine

doniistiirdiigiinii ifade eder.

1 1+z\¢
Tanmm 2.2.6: a € (0,2] ve z € C olmak tiizere, f(z) = P [(E) — 1] fonksiyonu

genellestirilmis Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir ve bu fonksiyon S sinifina aittir.
Burada, @ = 2 olarak alinirsa Tanim 2.2.5’de verilen Koebe fonksiyonu elde edilir.

Ornek 2.2.7: Koebe fonksiyonunun bir baska sekli,

O =—m=f-2+7
T 3

€(2)

fonksiyonudur. Bu fonksiyon, E* = {z € C: 0 < |z| < 1} kiimesini reel eksen boyunca

[—4,0] kapal1 aralig1 ¢ikarilmis kompleks diizlemin tamami {izerine doniistiiriir.
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-1 =5 1] 5

Sekil 2.3. E*={z€C:0<|z|] <1} kiimesinin, @(§) =& —2 +% fonksiyonu

altindaki goriintiisti

Tamm 2.2.8: E birim diskinde, £(0) = 1 ve Re(f(2)) > 0 kosullarini saglayan,

f@ =1+ pu”
n=1

seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa P siifi veya Caratheodory sinifi denir.
Ornek 229: f(2)= g =1+2z+2z>+--=1+Y7,2z" fonksiyonu P

siifina ait bir fonksiyondur ve E birim diskini asagida gosterildigi gibi sag yar1 diizlem

lizerine dondistiiriir.
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-2k

Sekil 2.4. E nin, f(2) = % fonksiyonu altindaki goriinttisii

Bu goriintii kiimesi analitik olarak da bulunabilir. z € E, w € f(E) olsun. Bu durumda,

1+z w-—1
1—2z w+1

ve |z| < 1 oldugundan,

w-—1
— <1 =|w-1|<|w+1|
w+1

dirr w=u+iv alimir ve gerekli islemler yapilirsa, u > 0 bulunur. Sonug olarak
yukaridaki esitsizligin ¢6ziim kiimesi, w = {u + iv:u > 0, v € R} olur ki bu kiime,
Sekil 2.4’de gosterilen sag yari diizlemdir.
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Tammm 2.2.10: B kompleks diizlemde bir bolge olsun. Her z € B ve 0 <t <1 i¢in
tz € B ise B ye orijine gore yildizil bolge denir. Bunun geometrik anlami, B bolgesinin
biitliin noktalarin1 orijine birlestiren dogru pargalarinin yine B de kalmasidir. Eger E
de taniml bir f fonksiyonu i¢in f(E) orijine gore yildizil bir bolge ise f ye yildizil

fonksiyon denir.

Omegin; k(2) =ﬁ Koebe fonksiyonu igin k(E) bolgesi (Sekil 2.2),

Re(wy) > —% olan reel w, noktasina gore yildizildir.

Tammm 2.2.11: B kompleks diizlemde bir bdlge olsun. Farkli herhangi z,w € B
noktalari ve 0 <t < 1 i¢in tz + (1 — t)w dogru pargasi1 B de kaliyorsa, B ye konveks
bolge denir. f(E) konveks bir bolge ise E  deki analitik f fonksiyonuna, konvekstir

denir.

Omegin; f(z) = g fonksiyonu E yi kompleks diizlemin sag yarisina (Sekil 2.4)

dondistiiriir ve bu bolge konveks oldugundan, f(z) konvekstir.

S nin konveks fonksiyonlardan olusan alt sinifi C ve yildizil fonksiyonlardan olusan alt
siifi S* ile gosterilir. Bu siniflar arasinda, C € S* € S bi¢iminde bir kapsam bagintisi

vardir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tipik Reel Fonksiyonlarin Ortaya Cikisi
Bu boliimde, tipik reel fonksiyonlara neden ihtiyag duyuldugu belirtilmistir.

Tanim 3.1.1: § de tiim a,, katsayilarinin reel oldugu,

fz2)=z+ 2 a,z" (D

fonksiyonlarmin kiimesi SR ile gosterilir.
SR ve S smiflar arasinda, SR < S seklinde bir iligkinin oldugu agiktir.

SR siifindaki fonksiyonlar i¢in a,, katsayilarmin tahmini, 6nemli bir arastirma konusu
olmus ve bu alandaki c¢aligmalar asagidaki iki teoremin ortaya ¢ikmasina temel

olusturmustur.
Teorem 3.1.2: f(z), SR sinifinda ise bu durumda n = 2,3,4, ... i¢in,

lan| <n (2)
dir.

ispat: z=re®, 0<r<1 ve 0<6 < alirsak,
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inf __ e—in@)

ey SO ) S e

rel — re-i0 (el — i) (3)

0
2 smn@
B 'sinf
n=2

dir. A(r) =f'(r) ve A(—r) = f'(—r) olarak alinirsa, A oran1 6 =0 ve O =

degerlerine genisletilmis olur. Bu durumda;

sinn6 . ncosnb _ cosnf
lim = lim =nlim =n
6-0 sind 6-0 cosO 6-0 cosl
~ sinnf _ ncosné _ cosnf 1, n tek ise
lim = lim = nlim = { .
6>t sin@  6-m cos6 65m cos6 -1, ngiftise

— (_1)n+1n
dir.

f(z) tinivalent ise 0 <7 < 1,0 < 6 < 2m bolgesi icin A(re'®) # 0 ve A(0) = 1 dir.
Tiim katsayilar reel oldugu i¢cin A(z) reel ve E de A(z) > 0 dur.

Simdi,
n .
I, =J A(re'®)sinfsinnfdy
0

integralini hesaplayalim. [0, 7] de {sink6} nin ortogonalligi kullanilarak,
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n = wog SINkOY
L, = f 1+ Z agr ey sinfsinnf dg
0 k=2

Vi
= anrn_lf sin*nf dg (4)
0

elde edilir. Diger taraftan,

sinn@ d
sinf °

s s
I, = j A(re'?)sinfsinnfdg =j A(re'®)sin?0
0 0

dir.

sinn@
sin@

m, ve M,,, [0, ] de ifadesinin minimum ve maksimum degerlerini gostersin.

Bu durumda,
1T . n .
mnj A(re'®)sin?0d, < I,, < Mnj A(re'®)sin?0d,
0 0
dir. {sink@} nmn ortogonalligi ve A(re'®) nin seri agilimlar1 (3) kullanilarak,
s s
mnf sin?0dg < I, < Mnf sin%0dg (5)
0 0
elde edilir.

s
Sonug olarak iki trigonometrik integralin de Py yi verdigini goz Oniine alarak (4) ve

(5) i birlestirirsek,
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m, < a,r" 1 <M, (6)

elde edilir.

O halde, M,, =n ve m, = —n dir. Fakat sadece n nin ¢ift oldugu durumda

sinn6
sin@

min( ) = —n dir. Eger n tek saytr ise bu durumda, m, > —n dir. Eger (6)
esitsizliginde r — 1 i¢in limit alinirsa, —n < m, < a,, < n elde edilir. Bu durumda,

teoremin ifadesinden daha fazlasi ispatlanmis olur ve asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1.3: f(z), SR sinifinda ve m,, = min (SSLZZ;Q) ise bu durumda her n igin,

m,<a,<n (7)

dir.

Ispat: Koebe fonksiyonu, iist smirm kesin oldugunu gosterir.

- z - sinnd n
ko(z) = zZ+ Z z

1 — 2zcos0 + z2 -

sinn6
fonksiyonu SR sinifindadir ve 6 y1 i minimum degerini alacak sekilde segersek,
kg(z) alt sinirn kesin oldugunu gésterir ve bu alt sinir m,, = min (Sslz;ln:) d

Teorem 3.1.2°’nin ispatinda gordiik ki, f(z) nin iinivalent olmasina gerek yoktur.
Sadece birim diskin iist yarisinda, tim z ler i¢in f(z) # f(2) ye ihtiyag duyduk. Bu
bize, tipik reel fonksiyonlar olarak adlandirilan, daha genis bir siifin ¢alisilmasinin

gerekliligini isaret eder.
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3.2. E de Analitik ve Normalize Edilmis Tipik Reel Fonksiyonlar

Bu bolimde, f(z) = z + Yo, a,z" seklindeki fonksiyonlar igin tipik reel fonksiyon

kavramindan ve bunlarin bazi 6zelliklerinden bahsedilmistir.

Tamm 3.2.1; E de taniml1 ve analitik olan,

fD =2+ ) au" (1)
n=2

fonksiyonu verilsin. Eger f(z) nin reel olmasi z nin reel olmasini, z nin reel olmasi da

f(z) nin reel olmasini gerektiriyorsa f(z), E de tipik reel bir fonksiyondur denir.
E de analitik ve normalize edilmis tipik reel fonksiyonlarin sinifi TR ile gosterilir.

Yukaridaki tanima gore, a,, € R ve her z € E igin f(Z) = f(z) dir. Ayrica f'(0) =1
oldugundan, f(z) tipik reel fonksiyonu her z € E igin,

sign(Imf (z)) = sign(Imz) (8)

esitligini saglar. Burada reel z degerleri igin f(z) nin reel oldugu aciktir. Dolayisiyla

(8) sart1, reel olmayan her z € E igin,

(Imf(z))(]mz) >0 9

seklinde yazilabilir. Bu sart, f(z) = z + X0, a, 2™ bigimindeki bir fonksiyonun tipik

reel olup olmadiginin belirlenmesinde yeterlidir.
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Ornek 3.2.2:

2

[ =2+

fonksiyonu, E de tipik reel bir fonksiyondur. Ciinkii, z = x + iy olarak alinirsa,

(x +iy)?  x*+2x—y?
2 2

f@)=x+iy+ +2i(1+x)y

olur. Burada, reel olmayan her z € E igin,
(Imf (2))(Imz) = 2(1 + x)y? > 0
olup f(2), E de tipik reeldir.

Asagidaki teorem, Teorem 3.1.3’de belirtilen katsay1 sinirlarinin f(z) = z + Y, a, 2"

seklindeki tipik reel bir fonksiyon i¢in de gegerli oldugunu ifade etmektedir.

Teorem 3.2.3: Eger f(z) fonksiyonu TR sinifinda ise m,, = min (%) olmak tiizere

her n igin,

m,<a,<n (7)
dir.
Ornek 3.2.4: f(z), TR sinifinda ise —f(—z) fonksiyonu da TR sinifindadir. Bunu

gostermek i¢in z = x + iy, f(z) = u(x,y) +iv(x,y) alahm. f(z), TR de ise (8)
sartin1 saglar. Dolayisiyla,
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y=Imz=0=v(x,y)=Imf(z) =0 ve v(x,y) =Imf(z) =0=y=Imz=0

dir. —f(—2z) = —u(—x,—y) — iv(—x, —y) fonksiyonu igin,

—y=Im(—z) =0= —v(—x,—y) = Im(—f(—z)) =0

ve

—v(—x,—y) =Im(—f(-2)) =0 = —y =Im(-2) =0

olup (8) sart1 saglanir. O halde f(z), TR smifinda ise —f(—z) de TR dedir.

Ornek 3.2.5: TR kiimesinin konveks olup olmadigmi inceleyelim. Bunun igin
0<t<1lve f(z), g(z) ETR ise F(z) =tf(z) + (1 —t)g(z) fonksiyonunun TR
smifinda  olup  olmadigina  bakmaliyiz. z=x+iy, f(z2) =u, +iv; Ve
g(z) =u, +iv, olsun. f(z), g(z) € TR ise (8) sartinin geregi olarak,

y=Im(z) =0=[v, =Imf(z) =0 ve v, =Img(z) = 0]
ve

[vi =Imf(z) =0 ve v, =Img(z) =0 =>y=Im(z) =0

dir. F(z) =tf(z)+ (1 —1t)g(z) fonksiyonunda f(z) ve g(z) fonksiyonlari yerine

yazilirsa,

F(z) =t(uy +ivy) + (1 —t)(u, +ivy)

= tu1 + U, — tuZ + i(tv1 + Uy, — tvz)
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dir. Burada,

y=Im(z) =0=tv; +v, —tv, =Im(F(2)) =0
ve

tv; + v, —tv, =Im(F(z)) =0=y=Im(z) =0
olup (8) sart1 saglanir. O halde TR kiimesi konvekstir.

Tamm 3.2.6: Tim p,, katsayilari reel olan P sinifina ait,

9@ =1+ ) pa”
n=1

bicimindeki fonksiyonlarin kiimesine pozitif reel kisimli fonksiyonlar kiimesi denir ve

PR ile gosterilir.

f(z)=z+Yy,a,z" scklindeki tipik reel fonksiyonlar, pozitif reel kisiml

fonksiyonlarla yakin iliskilidir. Asagidaki teorem bu iliskiyi gostermektedir.

Teorem 3.2.7: TR ve PR kiimeleri arasinda birebir esleme vardir. Eger g(z), PR

sinifinda ise bu durumda,

z
1—2z2

f(z) = 9(2) = z+pz% + (py + Dz3 + -

TR dedir. Tersine olarak eger f(z), TR sinifinda ise bu durumda,
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1 — 72

zZ

g9(2) =
PR dedir.

Teorem 3.2.8: f(z), TR smifinda ise bu durumda,

2
RO = T=7®
fonksiyonu da TR smifindadir.

Ispat: f € TR ise Teorem 3.2.7ye gore,

Z2
f(2)

g9(z) = .

olacak sekilde g € PR vardir ve

! _ ? € PR
9@~ A=-2f@)

dir. Yine Teorem 3.2.7’ye gore,

ZZ

fi(2) = A=2%(0) €TR

elde edilir.

f(2)=1+a,z+ (azg—1)z% + -
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3.3. Harmonik Tipik Reel Fonksiyonlar

Bu boliimde, harmonik tipik reel fonksiyon kavramina ve bunlarin baz1 6zelliklerine

deginilmistir.

Tamim 3.3.1: E birim diskinde analitik olan h ve g fonksiyonlarinin seri agilimlart,

h(z) = Yn=oanz™ Ve g(2) = Xpzq bpz"

olmak tizere, h(0) =0 ve h'(0)=1 sartlartm saglayan, E de konform,
f(z) =h(z) + g(z) harmonik inivalent fonksiyonlarmin sinifi Sy ile gosterilir.

g'(0) = 0 6zelligindeki biitiin f € Sy fonksiyonlarmin sinifi ise S ile sembolize edilir.

Yukaridaki tanima gore, Sy sinifinin S simifin1 kapsadig: asikardir.

Tanmm 3.3.2: f(z), E de harmonik olsun. Bu durumda f(z) nin reel olmasi z nin reel
olmasini, z nin reel olmasi da f(z) nin reel olmasini gerektiriyorsa f(z), E de tipik reel

bir fonksiyondur denir.

lg'(D| < |h'(2)|, f(0)=0, |[K(0)]=1 ve 0<r<1 igin f(r)>0 sartlarim
saglayan biitiin tipik reel harmonik f = h + g fonksiyonlarinin simifi Ty ile gosterilir.
g'(0) = 0 sartim saglayan f € Ty fonksiyonlarmin smifi T3 ile sembolize edilir.
Burada, h'(0) =1 olmasi gerekmedigi gibi tipik reel harmonik bir fonksiyonun

tinivalent olmas1 da gerekmez.

Eger, f =h+ g € Ty ise bu durumda Imz > 0 i¢in Imf(z) >0 ve Imz <0 igin
Imf(z) < 0 olur.

Teorem 3.3.3: Eger f(z) € Sy fonksiyonu reel katsayilara sahip ise f(z) tipik reel olup

Ty smifina aittir.
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Ispat: f = h + g fonksiyonunun biitiin a,, ve b, katsayilar1 reel ise, her z € E igin
f(2) =h(2) + g(2) = f(2) dir. Ote yandan, f(z) fonksiyonunun reel olmasi igin
gerek ve yeter sart f(z) = f(z) olmasidir. Béylece, f(z) reel iken f(2) = f(2) elde
edilir. Eger f linivalent ise bu durum, z = Z i¢in gecerli olabilir. Bunun anlamui, f(z)
nin ancak ve ancak z nin reel oldugu durumda reel olmasidir. Boylece f(z) € Ty dir
(Bostanci 2008).

z—1z2 417 1z 41y
Tanim 3.3.4: h(z) = ﬁ ve g(2) = 2(1 6)3 olmak fizere
-z -z

K(z) = h(z) + g(2) fonksiyonuna, harmonik Koebe fonksiyonu denir. Bu fonksiyon,

13

z+3Z
K(z) =Re|=—3= ]+ iIm (%) seklinde de yazilabilir. Harmonik Koebe
(1-2) (1-2)

fonksiyonu, E birim diskini asagidaki sekilde gosterildigi gibi reel eksenden (—oo, —%

araligi ¢ikarilmis kompleks diizlem iizerine doniistiiriir.

L s LAl
0.0 — L
L .-"'__'_/ _...-‘.-"'

-1.0 -0 0.0 ]
: Z+%Z3 : z . .
Sekil 3.1. E nin, K(z) = Re s |+ ilm (—2> harmonik Koebe fonksiyonu
(1-2) (1-2)

altindaki goriintiisii
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Koebe fonksiyonunun S sinifinda oynadigi rolii, harmonik Koebe fonksiyonu SJ

siifinda oynar.

Teorem 3.3.5: Eger, f = h + g € TJ ise bu takdirde a, = 1 ve n = 2,3, ... igin,
1 1
la,| < E(Zn +1D(n+1), |b,| < E(Zn —1D(n—-1)ve ||an| — |an| <n
ve f € Ty ise,
L2 12
la,| < §(2n + 1) ve |b,| < §(2n +1)

esitsizlikleri saglanir. Yukaridaki esitsizlik, harmonik Koebe fonksiyonu ig¢in esitlik

halini alir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Tammma Esdeger Sartlar

Bu boliimde, tipik reel fonksiyon tanimina esdeger olarak bazi sartlar verilmistir.

“Materyal ve Yontem” boliimiinde, literatiirdeki tipik reel fonksiyon tanimlar1 yer

almaktadir. Bu tanimlar asagidaki sekilde birlestirmek miimkiindiir.

Tammm 4.1.1: f(z), E de analitik veya harmonik bir doniisim olsun. f(z) nin reel
olmasi z nin reel olmasini, z nin reel olmasi da f(z) nin reel olmasini gerektiriyorsa,

f(z) fonksiyonuna E de tipik reel bir fonksiyondur denir.

Yukaridaki tanima gore analitik veya harmonik bir f(z) fonksiyonunun tipik reel

olmast i¢in,

Im(z) =0 © Im(f(z)) =0 (10)

sartin1 saglamasi gerekir. Yani; (10) un gerek sarti olarak,

Im(z) =0 iseIm(f(z)) =0 (11)

ve yeter sart1 olarak da,

Im(f(z)) =0 iseIm(z) =0 (12)

olmalidir. Burada (11) sartinin dogru olup olmadiginin belirlenmesi kolay olmasina

ragmen, (12) sart1 i¢in boyle bir kolayliktan s6z edilemeyebilir. O halde, f(z) nin
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konformlugu goz Oniine alinarak asagidaki sart yazilabilir ve bu sarti saglamasi

fonksiyonun tipik reel olmasi i¢in yeterlidir.

Sart 4.1.2: E de analitik veya harmonik f(z) dontigiimii verilsin. Bu durumda, reel olan

her z € E i¢in f(z) reel, reel olmayan her z € E igin de,

Im(f(z))]m(z) > 0 veya Im(f(z))lm(z) <0 (13)
oluyorsa f(z), E de tipik reel bir fonksiyondur.
Ornek 4.1.3: Eger f(z) ETR ise f(z) =z+ Y ,a,z" fonksiyonundaki tiim
katsayilar reel olmalidir. Fakat tiim katsayilarinin reel olmasi f(z) nin reel olmasini

gerektirmez. Oregin; f(z) = z + 2z% fonksiyonunun katsayilari reel olmasina ragmen

tipik reel bir fonksiyon degildir. Ciinkii z = re®® = rcosf + irsinf olarak alinirsa,

f(re®) =re' + 2r2e?®

= rcosO + 2r%cos20 + i(rsinf + 2r?sin20)

olur. Bu durumda,

Im(z) = rsinf = 0 = Imf(z) = rsinf + 2r?sin26 = 0

dir. Im(z) = rsinf + 0 ise,

Im(f(2))(Imz) = (rsin + 2r2sin20)rsind = r2sin?0(1 + 4rcosh)

esitliginde, 72sin?0 > 0 olup —3 < 1 + 4rcosf < 5 oldugundan reel olmayan her

z € E igin (13) esitsizligi saglanmaz. Dolayisiyla f(z) = z + 2z% ¢ TR dir.
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Ornek 4.1.4: “k(z) = (L Koebe fonksiyonu, E birim diskinde tipik reel bir

1-2)°
fonksiyon mudur?” sorusuna cevabimiz evet olacaktir. Bunu gostermek igin

z=x+1iy, k(z) =u(x,y) +iv(x,y) alalim. Bu durumda,

) = — % x+iy  x-2x*+x3+xy*-2y*  y(1-(x*+y?)
(=)= (1-2?2 (A-x-iy)? ((1—x)2+y?)? l ((1=x)*+y?)?

olur. Burada reel olan her z € E i¢in,

y(1—-(x*+y?)
((1—x)2 + y?)?

y=Im(z)=0= = Im(k(2)) = 0

ve reel olmayan her z € E i¢in,

y3(1 - (x*+y?)

CEDET O

Im(k(z))(lmz) =

bulunur. O halde k(z) Koebe fonksiyonu, (10) ve (12) sartlarim saglar. Bu ise

gosterilmek istenen sonugtur.

Ornek 4.15: f,(z) = z+ Z ve f,(2) = z— z harmonik fonksiyonlarinda z = x + iy
olarak alirsak, f;(z) =2x ve f,(z) = 2iy elde edilir. Burada, reel olan her z € E

icin, f;(z) ve f,(z) reel, reel olmayan her z € E igin de,

Im(fy(2))(Imz) = 0 ve Im(f,(2))(Imz) =2y? >0

dir. O halde Sart 4.1.2 geregince f,(z) tipik reel, f; (2) ise tipik reel degildir.
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4.2. Tipik Reel Fonksiyonlarin Geometrik Yorumu

Bu bdliimde, tipik reel fonksiyon tanimina esdeger olarak verilen Sart 4.1.2 dikkate
alimarak geometrik yorum ¢ikarilmistir. Bu yorum g¢esitli ornekler ve geometrik

temsillerle desteklenmistir.

Geometrik Yorum 4.2.1: E de analitik veya harmonik bir tipik reel f fonksiyonu, E
nin reel eksen lizerindeki noktalarini f(E) goriintii kiimesinin reel ekseni {izerindeki
noktalara dondstiiriir. Ayrica, bu fonksiyon altinda E nin st yar1 bolgesi f(E) gortnti
kiimesinin iist veya alt yar1 bolgesine, E nin alt yar1 bolgesi de f(E) goriintii kiimesinin

alt veya iist yar1 bolgesine doniisiir.

Geometrik Yorum 4.2.1 asagida verilen iki sekil ile temsil edilebilir ve bu sekillere
uygun doniisiim yapan fonksiyonlar tipik reeldir. Sekillerde E nin reel ekseni, tist yari
bolgesi ve alt yar1 bolgesi ilizerindeki noktalar, bu noktalarin f fonksiyonu altindaki

goriintiileri ile ayn1 renkte gosterilmistir.

10F —— . 10k
0 0
0.0 H— oo |
-0 -0
-1 . -1
10 -0 0.0 0 10

Sekil 4.1. E nin reel ekseni, iist yar1 bolesi ve alt yar1 bolgesinin, f(z) = z +§z3
fonksiyonu altindaki goriintiisii



Sekil 4.2. E nin reel ekseni, iist yar1 bolesi ve alt yart bolgesinin, f(z) = —z — %z

fonksiyonu altindaki goriintiisii
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1 I I S S T S I S 1 I T T T
-15 -1.0 —0.5 0.0 0.5

3

Ornek 4.2.2: f(z2) =z + %z‘z fonksiyonu, E' yi asagidaki Sekil 4.3’de verilen bolgeye,

-0.5

0.5 1.0 15

Sekil 4.3. E nin, f(z) =z + %Z_z fonksiyonu altindaki goriintiisii



43

E nin st yar1 bolgesindeki noktalari, asagidaki Sekil 4.4°de verilen bolgeye,

12f
1ol

08k

o6l

T
pal OO T ]
T [ VOSSN SIS
02f | Eﬁ‘?ﬁmi}"?& .
ook . II : S ]

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Sekil 4.4. E nin iist yar1 bolgesinin, f(z) = z + %z‘z fonksiyonu altindaki goriintiisii

E nin alt yar1 bolgesindeki noktalari, agagidaki Sekil 4.5’de verilen bolgeye

Sekil 4.5. E nin alt yar1 bolgesinin, f(z) = z + %Z_Z fonksiyonu altindaki goriintiisii

ve E nin reel eksen iizerindeki noktalarini, asagidaki Sekil 4.6°da verilen noktalar

kiimesine doniistiirtir.



44

1.0

Sekil 4.6. E nin reel ekseninin, f(z) = z + %Z_Z fonksiyonu altindaki goriintiisii

O halde, f(z) fonksiyonu E de tipik reeldir.

Ornek 4.2.3: f(2) = e~Z fonksiyonu, E yi asagidaki Sekil 4.7°de verilen bolgeye,
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Sekil 4.7. E nin, f(z) = e~Z fonksiyonu altindaki gorintiisii

E nin st yar1 bolgesindeki noktalari, asagidaki Sekil 4.8’de verilen bolgeye,

Sekil 4.8. E nin st yar1 bolgesinin, f(z) = e™* fonksiyonu altindaki goriintiisii

E nin alt yar1 bolgesindeki noktalari, asagidaki Sekil 4.9°da verilen bolgeye
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0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Sekil 4.9. E nin alt yar1 bolgesinin, f(z) = e fonksiyonu altindaki goriintiisii

ve E nin reel eksen lizerindeki noktalarni, asagidaki Sekil 4.10’da verilen noktalar

kiimesine doniistiiriir.

10p

1.0 1.5 10 15

-05F

Sekil 4.10. E nin reel ekseninin, f(z) = e™* fonksiyonu altindaki goriintiisti

O halde, f(z) fonksiyonu E de tipik reeldir.
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2—3

Ornek 4.2.4: f(z) =z — iz‘* fonksiyonu, E yi asagidaki Sekil 4.11°de verilen

413

bolgeye,

-1.0 =05 0.0 0.5 1.0

. - _ _ 2_31 4 . S e e es e
Sekil 4.11. E nin, f(z) =z 2732 fonksiyonu altindaki goriintiisii

E nin st yar1 bolgesindeki noktalari, asagidaki Sekil 4.12°de verilen bolgeye,

PR B U R - e e———— R
-1.0 =05 0.0 0.5

. . . o . . _ _ 2_31 4 . .
Sekil 4.12. E nin st yar1 bolgesinin, f(z) = z 2 mz fonksiyonu altindaki

goruntiisu
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E nin alt yar1 bolgesindeki noktalari, asagidaki Sekil 4.13’de verilen bolgeye

02T T LS L
-:l.-:lf"f ‘H\%h""‘_— —— J//\

-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

Sekil 4.13. E nin alt yar1 bolgesinin, f(z) = z — 273 4 fonksiyonu altindaki
y avi3

goruntiisu

ve E nin reel eksen lizerindeki noktalarni, asagidaki Sekil 4.14’de verilen noktalar

kiimesine doniistiiriir.

0.20
. 3 /
T 0.05 -
-1.0 -0.5 0.0 1]

Sekil 4.14. E nin reel ekseninin, f(z) = z — i?% z* fonksiyonu altindaki goriintiisii

O halde, f(z) fonksiyonu E de tipik reel degildir.

Ornek 4.2.5: f(2) = z + 2z? fonksiyonu, E yi asagidaki Sekil 4.15°de verilen bolgeye,
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Sekil 4.15. E nin, f(z) = z + 2z? fonksiyonu altindaki goriintiisii

E nin st yar1 bolgesindeki noktalari, asagidaki Sekil 4.16°da verilen bélgeye,

Sekil 4.16. E nin iist yar1 bolgesinin, f(z) = z + 2z? fonksiyonu altindaki goriintiisii
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E nin alt yar1 bolgesindeki noktalari, asagidaki Sekil 4.17°de verilen bolgeye

—ZI - I—ll — LI} — 1 2 3
Sekil 4.17. E nin alt yar1 bdlgesinin, f(z) = z + 222 fonksiyonu altindaki gériintiisii

ve E nin reel eksen lizerindeki noktalarni, asagidaki Sekil 4.18’de verilen noktalar

kiimesine doniistiiriir.

1o0f

05F

05 1.0 1.5 10 15 30

-1.0F

Sekil 4.18. E nin reel ekseninin, f(z) = z + 2z fonksiyonu altindaki goriintiisii

O halde, f(z) fonksiyonu E de tipik reel degildir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu béliimde, tez ¢calismamizda elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.

Sonug¢ 5.1: Tipik reel fonksiyonlarin {inivalent olmasi1 gerekmedigi gibi, iinivalent bir

fonksiyonun da tipik reel olmasi gerekmez.

Ornegin; f(z) = z + §Z3 fonksiyonu (Sekil 4.1), tipik reel olmasina ragmen iinivalent

degil, f(z) =z — i?% z* fonksiyonu (Ornek 4.2.4), iinivalent olmasina ragmen tipik

reel degildir. Ayrica, f(z) = e™% fonksiyonu (Ornek 4.2.3) hem tipik reel, hem

tinivalent, f(z) = z + 2z2 fonksiyonu (Ornek 4.2.5) ise ne tipik reel, ne de iinivalenttir.

Sonug¢ 5.2: TR konveks bir kiimedir. Fakat bu kiimeye ait olan bir fonksiyonun konveks

olmas1 gerekmez.

Ornek 3.2.5°de TR kiimesinin konveks oldugu gosterilmistir. Bu kiimeye ait olan

fz2)=z+ %23 fonksiyonu (Sekil 4.1), konveks degildir.

Sonu¢ 5.3: Tipik reel bir f fonksiyonu i¢in f(Z) = f(z) sart1 saglandigindan, f(E)
goriintii kiimesi u-reel eksenine gore simetriktir. Fakat bunun tersi her zaman dogru

olmayabilir.

Ornegin; f(z) =z + §Z3 fonksiyonu tipik reel olup Sekil 4.1°de verilen goriintii
kiimesi, u -reel eksenine gore simetriktir. Fakat f(z) = z + 2z fonksiyonu, Sekil
4.15°de verilen goriintli kiimesinin u-reel eksenine gore simetrik olmasina ragmen tipik

reel degildir.



52

Sonu¢ 5.4: Bir fonksiyonun tipik reel olup olmadiginin belirlenmesi igin bazi
kaynaklarda, “reel olmayan her z € E icin (Imf(z))(Imz) = 0” sartinin saglanmast
gerektigi belirtilmistir (Schober 1975; Goodman 1983). Bazi kaynaklarda ise bu sart
“reel olmayan her z € E igin (Imf (Z))(Imz) > 0” olarak verilmistir (Goodman 1973;
Bshouty et al. 1996; Todorov 2002). (Imf(z))(Imz) = 0 sarti harmonik fonksiyonlar
icin her zaman saglanmadigindan (Ornek 4.1.5°deki f;(z) = z + Z fonksiyonu tipik reel
olmamasina ragmen bu sarti saglar), (Imf(z))(Imz)>0 sarti da taninu

kapsamadigindan (Sekil 4.2°de verilen fonksiyon tipik reel olmasina ragmen bu sarti

saglamaz), bunlar Sart 4.1.2 olarak genisletilebilir ve bu oldukga kullaniglidir.

Sonu¢ 5.5: E de analitik veya harmonik olmak {izere f(—z) = —f(z) sartin1 saglayan
tek tipik reel bir f(z) fonksiyonu igin, —f (z) de tipik reeldir. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 bu

duruma bir 6rnek teskil etmektedir.

Sonu¢ 5.6: E de analitik veya harmonik bir f(z) fonksiyonunun tipik reel olup
olmadigi, E nin iist bolgesi, alt bolgesi ve reel ekseninin bu fonksiyon altindaki
goriintiilerine bakilarak belirlenebilir. (Sekil 4.1, Sekil 4.2, Ornek 4.2.2, Ornek 4.2.3,
Ornek 4.2.4 ve Ornek 4.2.5)

Sonu¢ 5.7: Analitik ve harmonik fonksiyonlar icin ifade edilen tipik reel fonksiyon

kavrami, konform olan farkli doniisiimlere de genisletilebilir.
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