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ESNEK RADIKALLER
Betul ERDAL
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OZET

Cebirsel yapilar, Molodtsov [1] tarafindan ortaya atilan esnek kiime teorisine iki farkli
sekilde uygulandi. Bunlardan birincisi esnek gruplar, esnek halkalar, esnek cisimler,
esnek vektor uzaylar, esnek modiiller gibi esnek cebir yapilardir. Ikincisi ise bir grubun
esnek alt grubu, bir halkanin esnek alt halkasi, bir halkanin esnek ideali ve bir moduliin
esnek alt modiilii gibi cebirsel yapilarin esnek cebirsel alt yapilaridir. Bu tezde, bir
halkanin esnek ideali ve bir esnek halkanin esnek ideali seklinde ki iki farkli tanim

kullanilarak bir idealin esnek radikali tanimlanmaistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci ve ikinci bolimde esnek kiimeler, esnek
cebirsel yapilar ve radikaller hakkinda temel tanim, 6zellik ve teoremlerin literatiir
caligmasi yer almaktadir. Tezin {iglincti bolimu ise orijinal bir ¢alismadan olusmaktadir
ve esnek kiime teorisinde yeni bir yap1 olan bir idealin radikali tanimlanarak ornekler

verilmistir. Tezin son boliimiinde ise yapilan ¢caligmalarin sonuglar1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Radikal, nil radikal, esnek radikal, esnek ideal
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SOFT RADICALS
Betul ERDAL

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
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Supervisor: Assist. Prof. Dr. Emin AYGUN

ABSTRACT

The algebraic structures have been transferred to soft set theory which was introduced
by Molodtsov [1] as a new concept in two different types: The first one is the soft
algebraic structures such as soft groups, soft rings, soft fields, soft vector spaces, soft
near-rings, soft modules etc. The second one is the soft substructures of algebraic
structures such as soft subgroup of a group, soft subring of a ring, soft ideal of a
ring, soft submodule of a module etc. In this thesis, we define a radical of an ideal in
soft set theory by using different soft ideal concepts: a soft ideal of a ring and a soft
ideal of a soft ring.

This thesis consists of four chapters. In the first and the second chapter, the literature
study of basic definitions, properties and theorems about soft set theory, soft algebraic
structures and radicals has been given. The third chapter of the thesis, consists of an
original study, a radical of an ideal which is a new structure in soft set theory has been
defined and given with several examples. The results of this study have been given in
the last chapter.

Keywords: Radical, Nil radical, Soft radical, Soft ideal
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KISALTMA VE SIMGELER
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: Halka

: Ideal

. Yakin halka

: Esnek alt kiime

2 Alt grup

: Esnek sol ideal

. Esnek sag ideal

- Esnek ideal

: Esnek alt grup

: Bir idealin radikali
- Jacopson radikali

> Nil (asal) radikal

: Sol Jacopson radikali

: Sag Jacopson radikali

: Bir idealin esnek radikali

: Bir esnek idealin radikali



GIRiS

Esnek kiime teorisi, 1999 yilinda Molodtsov [1] tarafindan belirsizliklerle basa ¢ikmak
icin ortaya atilmis matematiksel bir aractir. Molodtsov [1], bu teoriyi kullanarak siirekli
diferansiyellenebilir  fonksiyonlar, oyun teorisi, islem arastrmalari, Riemann
integrasyonu, Perron integrasyonu, olasilik, 6l¢iim teorisi gibi bir¢ok alanda basarili
calismalar yapmustir. Ayrica, yazar yaklasik nesne kavramini formiile etmis ve esnek

klime teorisi isimli bir kitap yayimlamustir.

Esnek kiime teorisi ortaya ¢iktig1 zamandan bugiine dek ilgi c¢ekici bir teori olmus ve
bir¢cok alanda uygulanmistir. Maji ve ark. [2,5], Pawlak’in [19] yaklagiml1 kiime teorisi
yardimiyla, bir karar verme probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini sunmus ve
esnek kiimelerde bazi islemleri tanimlamistir. Xiao ve ark. [32] esnek kiime temelli is
rekabet kapasitesi i¢in yapay bir hesaplama metodu iizerine bir ¢calisma yapmistir. Yang
ve ark. [36], esnek kiimeler ve yaklasimli kiimelere dayali klinik teshisin karar analizi
ve indiiksiyon baslikli bir ¢aligma yapmistir. Chen ve ark. [3] ile Kong ve ark. [4] esnek

kiimelerde parametre indirgemesi lizerine ¢alismalar yapmustir.

Belirsizliklerle basa ¢ikmak icin ortaya atilan dnemli teorilerden birisi de Zadeh’in [39]
bulanik kiimeler teorisidir. Bu teori esnek kiime teorisiyle beraber bir¢ok ¢alismada yer
almistir. Maji ve ark. [34] , bulanik esnek kiimeleri tanimlamistir. Roy ve Maji [35] bir
karar verme probleminde bulanik esnek kiimelerin bir uygulamasi ilizerinde bazi
sonuglar ortaya koymustur. Yang ve ark. [41] bulanik esnek kiimelerde indirgemeyi
tanimlamis, bulanik esnek kiimeler yoluyla bir karar verme problemini analiz etmistir.
Enginoglu [42], esnek kiime islemlerinin daha islevsel olan yeni tanimlarmi vermis,
esnek c¢arpimi tanimlamig, gelistirilen esnek yaklasim metotlart sunmustur ve bu

metotlarn karar verme problemleri lizerine iki uygulamasini vermistir.



Esnek kiimelerin cebirsel yapilar iizerine uygulanmasi bazi yazarlar tarafindan
caligilmaktadir. Feng ve ark. [25] esnek kiime teorisini kullanarak esnek halkalar
calismasini sunmus ve ilgili bazi 6zeliklerini incelemistir. Sun ve ark. [33] esnek
modiillerin tanimmi vermis, ayrica modiilleri ve Molodtsov ‘un esnek kiime tanimini
kullanarak bazi temel Ozelikleri insa etmistir. Ali ve ark. [6] esnek kiimeler iizerinde
bazi yeni islemler tanimlayarak teorik olarak esnek kiimeler {iizerinde yapilan
calismalar1 genisletmislerdir. Aktas ve Cagman [10] esnek kiimeleri, bulanik kiimeler
ve yaklasimli kiimelerin ilgili kavramlariyla karsilastirmislar, ayrica pek cok yeni
calismanin Oniinii acan “Esnek Grup Teorisi’ni literatiire kazandirmiglardir. Esnek grup
yapist iizerinde esnek alt grup, normal esnek alt grup, esnek homomorfizm gibi cebirsel
yapilar tanimlamiglardir. Feng ve ark. [25] esnek kiime teorisini kullanarak esnek yar1
halka kavramini tanitmis, esnek yakin halka iizerinde esnek alt yar1 halka, esnek ideal,
idealistik esnek yakin halka ve esnek yakin halka homorfizmi gibi cebirsel yapilar insa

etmislerdir.

Sezgin ve Atagun [7] esnek kiime (zerinde bazi islemler tanimlamislar ve birbirleri
arasindaki baglantilar1 gostermislerdir. Ayrica Sezgin ve Atagiin [11], [10] daki bazi
problemli durumlar1 dogrulamislar ve normal esnek grup kavramlarini olusturmuslardir.
Atagiin ve Sezgin [9] bir halkanin esnek alt halkasi, bir halkanin esnek ideali, bir cismin
esnek alt cismi, bir sol modiiliin esnek alt modiilii gibi cebirsel yapilarin tanimlarini
yapmiglardir. Acar, Koyuncu ve Tanay [13] bir halkanin alt halkalarmi parametrize
eden esnek halka notasyonlar1 tizerinde ¢aligmislar, esnek halka ve esnek halkanin esnek

ideali gibi cebirsel yapilari da tanimlamislardir.

Jacobson radikali ilk defa 1945 yilinda Nathan Jacobson [37] tarafindan ortaya
atilmistir. Daha sonra radikal konusu cebir yapilar1 arasinda énemli bir yer almig ve
birgok ¢alismaya konu olmustur. Bizim ¢alismamizda kullandigimiz bir idealin radikali
konusu M. Atiyah, .G. Macdonald’ 1n Introduction to Commutative Algebra isimli
kitabinda yer almaktadir [14]. Ayrica ¢esitli halka ve modiil yapilarmin da radikalleri

mevcut olup, bu yapilar iizerinde de yapilan calismalar devam etmektedir.



Bu tez calismasinda, Atagiin ve Sezgin [9]’in bir halkanin esnek ideali tanim1 ve Acar,
Koyuncu ve Tanay [13]’in bir esnek halkanin esnek ideal tanimi kullanilarak, esnek
kiimeler iizerinde bir idealin radikali tanimi yapilmis, Orneklendirilmis ve ulasilan

sonuglar gosterilmistir.



1. BOLUM

GENEL BILGILER

Bu boliimde, sonraki bolimlerde verilen yeni tanimlarin daha iyi anlasilabilmesi
amaciyla esnek kiime teorisiyle ilgili temel kavramlar, Molodtsov [1], Maji ve ark. [5],

Feng ve ark. [25] ile Ali ve ark. [6] ¢aligmalarindan derlenerek verilmistir.
Temel Kavramlar

Tamim 1.1. U evrensel kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. P(U) , U 'nun

kuvvet kiimesi ve A € E olarak gosterilsin.

Bir (F, A) sirali ikilisi U iizerinde esnek kiime olarak adlandirilir. Burada F,
F:A — P(U)

ile verilen bir doniistimdiir. Diger bir ifadeyle, U Gizerinde bir esnek kiime,

U evreninin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir ailesidir. € € A i¢in F(¢),

(F,A) esnek kiimesinin & —yaklagimli elemanlarmin climlesi olarak géz oniine alinabilir

[1].

Ornek 1.2. Kabul edelim ki U, g6z 6niine alinan sartlar altindaki arabalarn kiimesi ve

E, parametrelerin kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime ya da ctimledir.
E={giizel, hizli, konforlu, tasarruflu, ucuz }.

Bu durumda tanimlayacagimiz bir esnek kiime hizli arabalar, ucuz arabalar ve

digerlerini belirtmek anlamimna gelir. (F,E) esnek kiimesi, Mrs. Erdal' in satin alacagi



arabalarmn ¢ekiciligini belirtiyor. Kabul edelim ki, U = {hlyhz,h3,h4y h5,h6,h7}i|e
verilen U evreninde 7 araba olsun ve e; “glzel” parametresini,e, “hizii”
parametresini, e; “konforlu™ parametresini, e, “tasarruflu” parametresini, es “ucuz”
parametresini gostermek uzere, E = {e;, e,, e3, e, es} seklinde verilsin. Kabul edelim
Ki, F(e;) ={hy hs h;}, F(e;) ={he hs}, F(es) ={hy, h3 hy, hs, he, hy}, F(ey) =
{h.} ve F(es) ={h, h4 hs h,} olsun. (F,E) esnek kimesi U kimesinin alt
kimelerinin {F(e;),i = 1,2,3,4,5} parametrize edilmis bir ailesidir ve bir nesnenin

yaklagik tanimlarmin bir koleksiyonunu verir.

Go6z Oniine alman F donlistimii “arabalar (.)” seklindedir. Burada nokta (.), bir e € E
parametresi ile doldurulur. Bu yizden F(e; ) fonksiyonel degeri { h,, hs, h,}  kimesi

olan “arabalar giizel ” anlamina gelir.

Bu nedenle, biz (F,E) esnek kiimesini asagidaki gibi yaklagimlarin bir koleksiyonu
olarak gosterebiliriz:

(F,E)= { glizel arabalar ={ h,, hs, h,}, hizli arabalar = {h¢, h,},

konforlu arabalar = {h,, h3, hy, hs, he, h,}, tasarruflu arabalar = {h,},

ucuz arabalar = {h,, hy, hs, h;} }.

Burada her bir yaklagimin iki kismu vardir:

i) Bir tahmini p ;ve

il) Bir v yaklasik deger kiimesi (veya basitge v deger kiimesi)

Ornegin giizel arabalar = { h,, hs, h,} yaklasimi icin asagidaki 6zeliklere sahibiz.
i) Tahmini isim yaklasik arabalardir; ve

i) Yaklasik deger kiimesi veya deger kiimesi { h,, hg, h,}’ dir.



Tamm 1.3. U lzerinde (F, A)ve (G, B) esnek kiimeleri i¢in, eger

i) AcB ve

i) Vee Aicin F(g) ve G(g) 6zdes yaklasimlar olmak Uzere F (&) € G(e)
ise (F,A), (G,B)'nin esnek alt kiimesidir ve (F, A) & (G, B) ile gosterilir.

Eger (G,B), (F,A)' nin esnek alt kiimesi ise (F, A)'ya (G, B) 'nin esnek tst kiimesidir
denir ve (F, A) 5 (G, B) ile gosterilir [5].

Ornek 1.4. U={hy, hy, h3, hy, hs, he, h,} arabalarm climlesi {izerinde, parametre

ctimleleri
A:{621 6’3, 6’7}, B:{€7} OIan ve (F1A)1 F(eZ):{h21 hS}i F(€3):{h4, h6}1

F(e;)= {hs, he, h;} ile (G,B), G(e;)={ he, h;} ile tanimlanan iki esnek kiime olsun.
Buna gore B € A ve e, € B igin G(e;) € F(e;) oldugundan (F, A) 5 (G, B) dir.

Tammm 1.5. (F,A), U Gzerinde bir esnek kiime olsun. Eger Ve € A igin F(g)=U

oluyorsa (F,A) esnek kiimesi mutlak esnek kiime olarak isimlendirilir ve A ile

gosterilir [5].

Tamm 1.6. (F, A), U U(zerinde bir esnek kiime olsun. Eger Ve € A igin F(e)=0 (bos
kiime) ise (F, A) esnek kiimesi bos esnek kiime olarak isimlendirilir ve @ ile gosterilir

[5].

Tamm 1.7. (F,A) ve (G,B), U uzerinde iki esnek kiime olsun. (F,A)A(G,B) ile
gosterilen “(F, A) VE (G,B)” islemi (F, A) A (G,B)=(H,AxB) ile tanimlanir. Burada
H(a,B)=F(a)"G(B),V(a,B) e AxB seklindedir [5].

Ornek 1.8. U={hy , hy, hs, hy, hs, he} climlesi tizerinde, parametre ciimleleri

A:{eli €y, 6’3}, B:{eS} OIan ve (F1A)1 F(el):{h21 hSi h4-}1 F(eZ):{hél-}’



F(es)= {hy, he} ile (G,B), G(es)={ h¢, hs} ile tanimlanan iki esnek kiime olsun. O
halde

Ax B ={(e;,es),(eye5) (e3,e5)} olmak zere (F,A)A(G,B)=(H,AxB)ve
H(a,B)=F(a)"G(B),V(x, B) € Ax B oldugundan,

H(ey,es) = F(er) NG(es) = {hs}, H(ey e5) = F(ez) NG(es) =
H(es, es) = F(e3) N G(es) = {hy} elde edilir ve
(H,A % B) ={((ey,es),{hs}).((ez, e5), D), ((e3,es5),{he})} bulunur.

Tanmm 1.9. (F, A) ve (G,B), U (zerinde iki esnek kiime olsun. (F,A)v(G,B) ile
gOsterilen “(F,A) VEYA(G,B)” islemi (F,A)v(G,B)=(H,AxB) ile tanimlanir.
Burada H (a, 8)=F(a)UG(B),V(a, B) € AxB seklindedir [5].

Ornek 1.10. Ornek 1.8. den A x B ={(e;,es), (e es) (es,e5)} olmak iizere
(F,A)v (G,B)=(H,AxB) Ve H(a,B)=F(a)UG(B),¥(x, B) c Ax B oldugundan,

H(ey,es) = F(ey) U G(es) = {h,, hs, hy, he},

H(e, es) = F(ey) U G(es) ={ he, hs, hy}

H(es, es) = F(e3) U G(es) = { hg, hs, hy} elde edilir ve

(H,Ax B) ={((ey,es),{hz, hs, hy, he}),((ez, €5),{ hs, hs, hs}), ((e3,€5),{ hs, hs, h1})}
bulunur.

Tamm 1.11. (F, A) ve (G,B), U uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
birlesimi (H,C)’dir. Burada, C=AUB ve VeeC igin,

F(e) eger ecA-B,
H(e)= G(e) eger ecB- A,
F(e)uG(e) eger ec ANB.

ile tammlanir ve (F, A) O (G,B) =(H,C) seklinde yazilir. [5].



Ornek 1.12. U={hy, hy, h3, hy, hs, he, h;, hg} climlesi tzerinde
A={e;, e, }, B={e,, e3, e,, e} parametre cumleleri verilsin.

(FA), F(e1)={hy, hs}, F(ez)={hs4, he h;}ile (G,B), G(ez)= {hs, he, h7} Glesz)={h;}
G(ey)={hq, hy, h3} ve G(es)= {hs, he, h;} ile tanimlanan iki esnek kiime olsun.

YeeC IQII‘] C=AUB= {el, €5, 63,6y, 6’5} dll’ H(el) - F(el) - {hz, hg}, H(ez) -
F(e,) U G(ey) = {hy, hs, hg, h,}, H(es) = G(e3) ={h,}, H(e,)=G(e,)={hy, h,, h3}
ve H(es)=G(es)={hs, he,h;} bulunacagindan (F,A) ve (G,B)kiumelerinin esnek

birlesimi;

(F,A)U(G,B)=(H,C)=(H,AU B)={(ey,{h, hg}).(e2,= {h4, hs, he, h7}),
(e3,{h,}), (eq, {hy, Ry, h3)), (es, {hs, hg, h,})} bulunur.

Tamm 1.13. (F, A) ve (G,B), U uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek kiimelerin
kesigimi (H,C)’dir. Burada C=A~B ve VeeC i¢in H(e)=F(e) veya G(e), (her
ikisi de aymi kiime oldugunda) ile tanimlanir ve (F,A)A(G,B)=(H,C)seklinde

yazilir [5].
Ornek 1.14. Ornek 1.12. deki esnek kiimeleri géz dniine alalim.

VEEC IQII‘] C=ANB= {ez} dir. F(ez):{h4,h6,h7} ve G(ez):{h4,h6,h7} seklinde

tanimli olursa;
(F,A) ve (G, B) kiimelerinin esnek kesisimi;
(F,A)A(G,B)=(H,C)=(H,An B)={(e,, {hy, he, h,})} dir.

Yukarida verilen kesisim tanimindan farkli olarak Feng ve ark. [25] asagidaki sekilde

ikili kesigim tanimlamislardir:

Tanmmm 1.15. (F,A) ve (G,B), U uzerinde iki esnek kime olsun. Bu esnek

kiimelerin ikili kesisimi(H,C)’dir. Burada, C=AnB Vve vxeC i¢in H:C ->PU)



dontsimi H (x)=F (x) nG(x) seklinde tanimlidir ve (F, A)ﬁ(G, B)=(H,C) seklinde
yazilir [25].

Bir genelleme olmasi agisindan yine Feng ve ark. [25] indisler ailesi iizerinde asagidaki

tanimlar1 vermislerdir.

Tamm 1.16. (F,, A)id , U lzerinde bostan farkli esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu
esnek  kiimelerin  birlesimi, B=Uie| A, 1(x) Z{i el ,XEA} ,  VXxeB icin

G(X):Uid(x) F(X) olmak Uzere (G,B) olarak tanimlanir ve Uid (F,A)=(G,B)

seklinde yazilir [25].

Tamm 1.17. (F,, A)id , U ilizerinde bostan farkli esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu
esnek kiimelerin Ay (F,A) VE-esnek kiimesi B=IT A ve W=(X)., €B icin

H(X)Zﬂid(x)l:i(x) olmak Uzere (H,B) olarak tamimlanir ve /\g (E,A)Z(H, B)

seklinde yazilir.

Burada hemen suna dikkat g¢ekelim: Eger ki Vie | igin A=A ve Fi=|: ise

Nl (F,,A) v Nel (F, A) olarak gosterilir. Ayrica HdA:HE, A A"’nin direk kuvveti

anlamina gelir [25].
Bu tanimlara ek olarak Ali ve ark. [6] asagidaki islemleri tanimlamiglardir.

Tanmm 1.18. (F,A) ve (G,B), U uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu esnek

kiimelerin genisletilmis kesigimi (H,C)’dir. Burada, C=AUB ve VeeC icin,
F(e) eger ecA-B,

H(e)= G(e) eger ecB—A,
F(e)nG(e) eger ec ANB.

ile tanimlanir ve (F, A)I_L (G, B) = (H, C) seklinde yazilir [6].
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Ornek 1.19. Ornek 1.12. deki esnek kiimeleri goz dniine alalim.

VeeC icin C =AUB ={e,, e, e3e4,es} dir. H(e;) = F(ey) ={h,, hg}, H(e,) =
F(e,) N G(ey) = {hg, h,}, H(e3) = G(e3) = {h,}, H(ey)=G(es)={hy, h,, h3} ve

H(es)=G(egs)={hs, h¢, h,;} bulunacagmdan

(F, A) ve (G, B) kiimelerinin genisletilmis kesisimi;

(F, AL (G B)=(H,C)=((e;, {hs, he}), (e2.{h6, h73), (€3, {hY), (e, {1, hy, h3}),

(es, {h3, hg, h,})} olarak bulunur.

Tanmm 1.20. (F, A) ve (G,B), U uzerinde AnB= @ olacak sekilde iki esnek kiime
olsun. Bu esnek kiimelerin (F, A)¢ (G,B) ile gosterilen kusitlanmis kesisimi C=An B
ve vxeC i¢in H(x)=F(x)nG(x) olmak uzere (F,A)¢(G,B)=(H,C) olarak

tanimlanir [6].

Ornek 1.21. Ornek 1.12. deki esnek kiimeleri goz dniine alalim.

AnBz=J ve C=AnB={e,} dir. vxeC icin H(x)=F(x)nG(x) olmak (zere;
H(e,) = F(e,) N G(ey) = {he, hy} dir ve (F,A) ve (G,B)kiimelerinin kisitlanmis

kesisimi (F, A)¢(G,B) = (H,C)={( e,, {he, h,})} olarak bulunur.

Tamm 1.22. (F,A) ve (G,B), U Ulzerinde AnB= @ olacak sekilde iki esnek kiime

olsun. Bu esnek kiimelerin (F, A) Uk (G, B) ile goOsterilen kisitlanmus birlegimi

C=ANnB ve vxeC icin H(x)=F(x) uG(x) olmak Uzere

(F,. A Ui (G,B)=(H,C) olarak tanimlanir [6].

Ornek 1.23. U={hy, hy, h3, hy, hs, he, h,} climlesi Gizerinde

A={e;, es, ec}, B={e,, e3, €4, es, 4} parametre clmleleri verilsin.
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(F,A), F(e1)={h,}, F(es) = {hy, hu} ve F(eg)={hq, hs, hs} ile

(G,B), G(ez)= {hs he h;} G(es)={h;} G(es)= {hi}, G(es)= {hs he, h;} ve

G(eg)={hq, hy, he, h;} ile tanimlanan iki esnek kiime olsun.
C=ANB :{34, 6’6} ve VxeC IQII’] H(e4) - { hl! hz, h4} ve
H(e6) :{hl,a hZ! h31 h51 h61 h7} dlr

O halde, (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin kisitlanmis birlegimi;

(F, AUy (G,B)=(H,C) ={(es.{ hy, hy, ha}), (€6, {h1, ha, hs, hs, he, Ry })} bulunur.



2. BOLUM
ESNEK CEBIRSEL YAPILAR VE RADIKALLER

Bu boéliimde, tezin diger kisimlarinda sik¢a kullandigimiz cebirsel yapilar verilerek
calismamiza 1s1k tutmak amacglanmaktadir. Calismamizin temelini olusturan esnek
cebirsel yapilar ve bu yapilar iizerine yapilan galigmalardan almin bilgiler derlenerek
sunulmustur. Esnek cebirsel yapilar iizerinde yapilan iki farkli ideal tanimi igin Acar ve
Koyuncu [13] ile Atagin ve Sezgin’in [9] makaleleri temel kaynak olarak
kullanilmistir. Ayrica tizerinde galistigimiz cebirsel yap1 olan bir idealin radikali Atiyah
ve Macdonald’in [14] Introduction to Commutative Algebra kitabi temel alinarak

verilmistir.
2.1. Esnek Grup ve Cebirsel Alt Yapilan

Burada esnek grup ve cebirsel alt yapilari ile ilgili tanimlar Aktas ve Cagman [10] ile
Atagiin Sezgin’in [9] makalelerinden derlenmis ve esnek alt grup yapisi icin de iki farkh

tanim verilmistir.

Tamm 2.1.1. G bir grup, A bostan farkli bir kiime olmak tizere (F,A), G Uzerinde bir
esnek kiime olsun. Vx € Aigin F(x), G nin bir alt grubu ise (F,A)’ya G lzerinde bir
esnek grup denir [10].

Ornek 2.1.2. Kabul edelim ki G=A=S;={e,(12),(13),(23),(123),(132)} olsun.
FX)={ye G:xRy ©® y=x",n €N}

seklinde bir kiime degerli fonksiyon tanimlansin. Bu durumda (F,A) esnek grubu G’nin

alt gruplarmin bir koleksiyonunu veren {F(x): x € A} alt kiimelerinin paremetrelenmis



13

bir ailesidir. Yani (F,A) esnek kiimesini F doniisiimii ile tanimlanmis asagidaki G’nin

alt gruplarmin bir koleksiyonu olarak diisiinebilir:
F(e) ={e}, F(12)={e,(12)}, F(13)={e,(13)}, F(23)={e,(23)} ve
F(123)=F(132)={e,(123),(132)}

Vx € A igin F(x)’ ler G grubunun alt grubu oldugu i¢in (F,A), G lzerinde bir esnek
gruptur.

Tamim 2.1.3. G bir grup, (F,A) ve (H,B) , G lzerinde iki esnek grup olsun.
i) BCA,
ii) Vx € B icin H(x) < F(x)

sartlar1 saglaniyorsa, (H,B) esnek kiimesine (F,A)’ nin esnek alt grubu denir ve
(H,B) < (F,A) ile gosterilir [10].

Ornek 2.1.4. Ornek 2.1.2' deki (F,A), G=S; grubu lizerinde bir esnek gruptur.

(H,B), G Uzerinde bir esnek kiime B = A5 ve H: B — P(G) fonksiyonu Vx € B igin
H(x) ={y € A3:xRy < y € (x)}

seklinde tanimlaniyor. Buradan (H, B), G (izerinde bir esnek gruptur.

Ayrica Vx € A; = {(1),(123),(132)} icin A; <S; ve H(x) <F(x) oldugundan
(H,B) Z (F,A) dr.

Tamm 2.1.5. (F, A), G grubu (izerinde bir esnek kiime ve (H,B), (F,A) nin bir esnek
alt grubu olsun. Eger Vx € B icin H(x), F(x)’in bir normal alt grubu ise (H,B),
(F, A)’nin normal esnek alt grubudur ve (H,B) S (F, A) ile gosterilir [10].

Tamm 2.1.6. S, G grubunun bostan farkli bir alt grubu ve (F,S), G Uzerinde bir esnek
kiime olsun. Vx,y € S igin, F(x-y)oF(x)nF(y) sarti saglaniyorsa, (F,S)'ye G’nin

bir esnek alt grubu denir [9].
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Ornek 2.1.7. G = (Z3,+) grubu goz oniine almsmn. S=7Z; <G ve F:S - P(Zs3)
kiime degerli fonksiyonu Vx € S igin F(0) = Z; ve F(1) = F(2) ={1,2} seklinde

veriliyor. Buradan (F,S), G’nin esnek alt grubudur.

Feng ve ark. [25] esnek grup yapist tanimlanirken bazi durumlarda yanlis anlasilmalara
sebep olabilecek bir eksikligin oldugunu fark etmis esnek yarihalka tanimini verirken
bunu da g6z oniinde bulundurarak bir esnek kiimenin destegi anlamina gelen “Supp”
kavramini kullanmiglardir. Aslinda “Supp” kavrami hem bulanik kiimeler hem formal

kuvvet serileri i¢in literatiirde kullanilmaktadir. (F, A) esnek kiimesi igin
supp(F, A) = {Xxe A: F(x)=J}
seklinde tanimlanir.

2.2. Esnek Halka ve Cebirsel Alt Yapilan

Bu kisimda esnek halka ve cebirsel alt yapilari ile ilgili tanimlar Acar ve Koyuncu [13]
ile Atagiin Sezgin’in [9] makalelerinden derlenmis, esnek alt halka ve esnek ideal yapis1

icin de iki farkli tanim verilmistir.

Tanm 2.2.1. R bir halka ve (F, A), R iizerinde bostan farkli bir esnek kiime olsun.
VXe A igin F(x), R’ nn alt halkas1 ise (F,A) esnek kiimesine R Ulzerinde esnek

halka denir [13].
Ornek 2.2.2. R=A=Z, halkas1 géz dniine alinsin.

F: A - P(Zg) fonksiyonu verilsin. Vx € A igin, F(x) = {y € R : xy = 0} olmak Ulzere
F(0) =Z¢, F(4) =F(2) ={03}, F(3) ={0,2,4} ve F(5) = {0} dir. Biliyoruz ki bu
kiimeler Z halkasinimn alt halkalaridir. O halde (F,A), Z iizerinde bir esnek halkadir.

Ornek 2.2.3. (Zs, +,.) halkasmni gbz 6niine alalim.

(F,A), 1z uzerinde bir esnek kiime A = {0,1,2} ve F: A — P(Zs) fonksiyonu Vx € A

icin,
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F(x) ={y € Zs : xRy < xy = 0}
seklinde tanimlaniyor. Buradan F(0) = Zg , F(1) = F(2) = {0} dir. Boylece;
(F,A), Zs iizerinde bir esnek halkadir.
Tamim 2.2.3. R bir halka, (F,A) ve (H,B) , R lizerinde iki esnek halka olsun.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa (H,B) esnek kimesine (F,A)' nin esnek alt halkast

denir.

i) BC A,

ii) Vx € Supp(H, B) icin H(x), F(x) 'in bir alt halkasidir [13].
Ornek 2.2.4. R=A=2Z ve B=6Zc A olsun. F(x) = {nx : n € Z} ve

G(x) ={7nx : n € Z} seklinde taniomli F:A —» P(R) ve G:B — P(R) kiime degerli

fonksiyonlar1 dikkate alinsin. Kolayca goriiliir ki; Vx € B igin

G(x) =7xZ, F(x) = xZ in alt halkasidir. Boylece (G,B) , (F,A) nmn esnek alt
halkasidir.

Tamm 2.2.5. S, R ’nin alt halkas1 ve (F,S), R Uzerinde bir esnek kiime olsun.
Vx,y €S igin,

) F(x-y)2F()NF(y) ve

i) F(xy)2F(x)NF(y)

sartlar1 saglaniyorsa, (F,S)'ye R’nin bir esnek alt halkas1 denir ve (F,S) <R ile
gosterilir [9].

Ornek 2.2.6. Matrislerin toplami ve garpimi islemleri altinda R = M, (Z,) bir halkadur.
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524 o) o

#((o 0= )G el )= 3

seklinde tanmimlaniyor. Boylece (H,B) < R dir.

)} , R' nin alt halkasidir. H: B = P(R) kiime degerli fonksiyonu

Simdi esnek kiime teorisi lizerindeki ideal tanimlar1 verilsin.

Tanmm 2.2.7. (F,A), R halkasi iizerinde bir esnek kiime olsun. A bostan farkli bir kiime

olmak Gzere;

IS A,

ii) Her xe Supp(y,I) icin y(x), F(x) in bir idealidir,
sartlar1 saglaniyorsa (y, I), (F,A)’nin esnek idealidir ve (y,I) S (F,A) ile gosterilir [13].
Ornek 2.2.8. R = A = 7, halkas1 ve bu halkanin I = {0,2} ideali goz &niine almsimn.

F: A — P(R) fonksiyonu F(x) ={y € R: x.y € {0,2}}

seklinde tanimlantyor.
Buradan; F(0)=R, F(1)={0}, F(2)=R ve F(3)={0,2} bulunur.

Bu kiimeler R nin alt halkalar1 oldugundan (F,A), R halkasi {izerinde esnek halkadir.

Ayrica ;
y:I — P(R) tanmiml olmak iizere y(x) = {y € R:x.y = 0}
seklinde veriliyor.

y(0) =R <R, y(1) ={0} <« F(1) = {0} ve y(2) ={0,2} <« F(2) =R oldugundan
(y,I), (F,A)’nin esnek idealidir.

Tammm 2.2.9. [, R halkasinin bir ideali ve (F,I),R Uzerinde bir esnek kiime olsun.
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Vx,y €1 ver € R igin,
i) F(x-y)oF(Xx)nF(y) ve
i) F(rx) 2 F(x)
iii) F(xr) 2 F(x)

sartlar1 saglaniyorsa, (F,I)'ya R halkasinin bir esnek ideali denir ve (F,I) SR ile
gosterilir [9].

Ornek 2.2.10. R = (Z;5, +,.) halkas1 ele alinsin. I, = {0,6} < R ve (F,I,), R lzerinde

esnek kiime olmak tzere F: I; — P(R) kiime degerli fonksiyonu
F(0) =7Z,, ,F(6) = {1,7} seklinde tanimlaniyor. Buradan (F,1;) S R dir.

I, ={0,4,8} < R ve (G,I;), R Uzerinde esnek kiime olmak Uzere G: I, — P(R) klime
degerli fonksiyonu G(0) = Z,,, G(4) = G(8) = {3,9} seklinde tanimlaniyor. Buradan

(G,1,) S R dir.

Fakat (H,I,) esnek kiimesini H: I, — P(R) olmak tizere H(0) = Z,, , H(4) = {1,3},
H(8) = {1,2} seklinde tanimlanirsa;

H(5.4)=H(B)={12} 2 H(4) = {1,3} oldugundan (H,I,), R nin esnek ideali
degildir.

2.3. Esnek Yakin Halka ve Cebirsel Alt Yapilar:

Tanmm 2.3.1. (F,A), N yakin-halkas1 {izerinde bostan fakli bir esnek kiime olsun.
vx eSupp(F,A) igin, F(x) , N yakm-halkasmin alt yakin-halkasi oluyorsa, (F, A)
ya N Uzerinde bir esnek yakin-halka denir [26].

Ornek 2.3.2. (z¢, +) toplamsal grubu ele almsin. Asagidaki sekilde verilen ¢arpma
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islemi tablosuna gore (Zg, +,.) bir (sag) yakin halkadir.

.01 2 3 45
0 000O0OOTPO
13153135
2 02 40 2 4
3 333333
4 0 4 2 0 4 2
5351351

A =17 ve F:A = P(Zg) kiime degerli fonksiyonu v x eA igin
F(x) ={y €Zs: xRy & xy € {0,3}}

olacak sekilde (F, A), Zg Uzerinde bir esnek kiime olsun. Buradan,
F(0) = F(3) = Z, ve F()=F(2)=F(4)=F(5)={0,3} olur ki

Supp(F,A) = Zs olmak lzere Vv x e Supp(F, A) i¢in F(x), Z¢ nin altyakin-halkasidur.

Dolaysiyla (F, A), Zg Uzerinde bir esnek yakin-halkadir.
A =17 Vve G:A - P(Zg) kiime degerli fonksiyonu Vv x €A igin,
G(x) ={y €Z¢: xRy & xy € {1,2,3}}

olacak sekilde (G, A), Zglizerinde bir esnek kiime olsun. G(1)={0,l3,4} olup

{0,1,3, 4} , Z¢ 'nin altyakin-halkasi olmadigi i¢in (G, A), Z¢ lizerinde bir esnek yakin-

halka degildir.

Tamm 2.3.4. N bir yakin halka, (F,A)ve (G,B) , N iizerinde esnek yakin halkalar
olsun. Asagidaki sartlar saglanirsa (G, B)' ye (F,A)’nin esnek alt yakin-halkas: denir.

i) BCA,
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ii) Vx € Supp(G,B) igin G(x), F(x) 'in bir alt yakm halkasidir [26].

Ornek 2.3.5. N = (Z¢, +,.) yakin halkasi ele almsin. (F,A), N izerinde esnek kiime
ve A ={1,2,3}olsun. F: A — P(N) kiime degerli fonksiyonu, Vx € A igin,

F(x)={0}u{y e N: xRy © 3x =y}

olarak tanimlansin. Buradan F(1) = F(2) = F(3) = {0,3}olur. F(x) 'ler N 'nin alt
yakin halkasi oldugundan dolay1 (F, A), N iizerinde esnek yakin halkadir.

(G,B), N zerinde esnek kime ve B ={2} olsun. G:B — P(N) kiime degerli

fonksiyonu, vx € B igin,
G(x)={yeN: xRy & x.0 =y}

seklinde tanimlaniyor. Buradan G(2) = {0} olup N'nin alt yakin halkasi oldugundan
(G,B), N fiizerinde esnek yakin halkadir. AyricaB € A ve Vx € Supp(G,B) igin
G(x), F(x) 'in alt yakin halkas1 oldugundan (F,A), (G,B) ' nin esnek alt yakin
halkasidir.

Tanim 2.3.6. N bir yakin halka ve (F, A) , N {izerinde bir esnek yakin halka olsun.

Asagidaki sartlar1 saglayan N Uzerindeki (G, 1) bostan farkli esnek kiimesine

(F, A) 'nin bir esnek sol (sirasiyla sag) ideali denir ve G, |)21| FA (swrasiyla

G D)< (F,A) ile gosterilir.
i) 1 cA,
i) vx eSupp(G, 1) igin G(X) < F(X) (sirasiyla G(X) <, F(X))

Eger (G,1), (F,A) nin hem esnek sol ideali hem esnek sag ideali ise, (G,I)’ya

(F, A) 'nin esnek ideali denir ve (G, 1) a(F, A) ile gosterilir [26].
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Ornek 2.3.7. N = (Zg, +,.) yakin-halkasmni ele alalim. F:A — P(N) kiime degerli

fonksiyonu Vx € A = Zg igin,

F(X)={yeA: xRy ©xy €{0,2,4}|
olarak tanimlansin. Bu durumda (F, A), N iizerinde bostan farkli bir esnek kiimedir.
Buradan, F(0) = F(2) =F(4) =Z¢ ve F(1)=F(3)=F(5)= @ olur.

| 2{0, 2,4} ve G:l1 - P(N) kiime degerli fonksiyonu V x e 1 igin,

G(¥)={y el : Ry <=xy €{0,3}}
olarak tanimlansin.
G(0) =1z, G(2) = G(4) = {0,3} olur. Dolaysiyla SUpp(G, I)Z{O, 2, 4}.
vV x eSupp(G, 1) i¢in G(x) < F(x) oldugundan dolay1 (G, 1) < (F, A) saglanir.
2.4. Cisim ve Modullerin Esnek Cebirsel Alt Yapilan

Tamim 2.4.1. F bir cisim, S kiimesi F nin bir alt cismi ve (G,S), F cismi Uzerinde

tanimli bir esnek kiime olsun. V X, y € S igin,
)G(x—y)26(x)NG(Y)
i) Gxy™) 2 G(x) NG(Y), (y# OF)

sartlar1 saglaniyorsa (G,S)’ ye F nin esnek alt cismi denir ve (G,S) < F ile gosterilir

[9].

Ornek 2.4.2. F = (Z3,+,.) cismini gbz oniine alalim. S=Z3<Z5 , yani kendisinin alt
cismi ve G:S — P(F) ye G(0) =75, G(1) = G(2) = {1,2} seklinde tanimli olmak

uzere (G, S), Z3 cismi lizerinde bir esnek kiimedir. Ayrica kolayca goriiliir ki; esnek alt
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cisim olma sartlar1 saglanacagindan (G,S) < F dir. Yani (G,S), F nin esnek alt

cismidir.

Fakat , Z cismi tizerinde H:S — P(F) ye H(0) = Z,, H(1) = {1,2} ve H(2) = {0, 1}

seklinde tanimlansin. O halde;

H2.27Y)=H(2.2) =H(1) ={1,2} 2 H2) n H(2) = {0,1} olacagindan (H,S), F

nin bir esnek alt cismi degildir.

Tanim 2.4.3. N, bir M modulinin alt modili ve (F, N) , M moduli Gzerinde bir esnek

kiime olsun. Her X,y € N ver € M igin,
F(x—y)2Fx)NF()
i) G(rx) 2 F(x)

sartlar1 saglaniyorsa (F,N) ye M nin bir esnek alt modilu denir ve (F,N) S M ile
gosterilir [9].

Ornek 2.4.4. R = (Z19,+,.) Ve M = R = (Zy,,+,.) bir sol R-modiil olsun.

N, ={0,5}, M nin bir alt modulidir. F:N, — P(M) ye F(0)={0,3,4,9}ve
F(5) = {0, 9} seklinde tanimli olmak iizere (F, N;) < M dir. Yani, (F,N;) ye M nin bir

esnek alt modulidur.

ve G(2) = G(4) = G(6) = G(8) = {2,9} seklinde tanimlansin. O halde ;
(G,N,) < Mdir.
2.5. Bir idealin Radikali

Bu tezde esas aldigimiz cebirsel yap1 olan bir idealin radikali, Atiyah ve Macdonald’in

Introduction to Commutative Algebra kitabi temel alinarak verilmistir [14].
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Tanim 2.5.1. |, R degismeli halkasinin bir ideali olsun.
VI={r €R: birn € Nigin, r" € I}

kiimesi de R halkasinin | y1 kapsayan bir idealidir. Bu ideale, | idealinin radikali denir

ve VT ile gosterilir [14].

Ornek 2.5.2. (Zg ,+, . ) halkas1 goz éniine alinsm. 1={0, 2 , 4} kiimesi Z¢ halkasmin

bir idealidir. Bu I idealinin +/T radikalini asagidaki gibidir;
Ine Nigin; O",2" 4" €] fakat 1™,3",5" ¢ [ dir. O halde; VI={0, 2 , 4} bulunur.
Tanmim 2.5.3. 1=0 ideali igin,

VO={r € R : birn € Nicin, r" = 0}

ideali, halkanimn tiim nilpotent elemanlarinin olusturdugu kiimedir. Bu ideale, nil radikal

veya asal radikal denir ve N=N(R) ile gosterilir [14].
Ornek 2.5.4. (Zg , +,.) halkas1 g6z éniine alinsin.

IneN icin 0"=2"=4"=6"=0dr. O halde v0={0,2,4,6} bulunur. Bu

ideale Zg halkasi tizerindeki asal radikal veya nil radikal denir.
Onerme 2.5.5. R halkasinim bir | ideali i¢in asagidaki ifadeler denktir.
i) 1=/ olacak sekilde bir J € I(R) bulunabilir.
i1) I, R nin bir takim asal ideallerinin arakesitidir.
iii) 1=V dur.

Tamim 2.5.6. Yukaridaki 6nermenin denk kosullarindan birini saglayan ideale radikal

ideal denir.
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Ornek 2.5.7. Degismeli bir halkanin kendisi kendi iizerinde bir radikal idealdir. Yani;
R=vR dir.

2.6. Jacobson Radikali

Jacobson radikaline dair tanim ve 6zellikler, Hungerford’un Algebra isimli kitabindan

derlenmistir [29].

Tanim 2.6.1. Herhangi bir R halkasinin tiim maksimal ideallerinin arakesitine Jacobson

radikali denir ve J(R) ile gosterilir. O halde;

J(R) = r]M,mak.ideal M

dir. Lokal bir halkanin Jacobson radikali, tek maksimal idealdir. Bir baska deyisle;
Va € A icin 1-a, R de bir birim ise 2-tarafli bir | idealine R halkasinin Jacobson radikali
denir ve J(R) ile gosterilir. Yani, J(R) , Va € J(R) i¢in 1-a birim olmak lzere R nin 2-

tarafli en genis idealidir.
Ornek 2.6.2. Z cismi icin veya bir R bsliimlii halkasz igin, J(Z)=(0) ve J(Z)=(0) dur.

Ornek 2.6.3. M, (D), (0) ve M,(D) den baska 2-tarafli ideal igermediginden bir D
bolimli halkasi i¢in J(M,.(D)=(0) dir ve eger R, M, R nin yegane maksimal ideali
olmak Uizere komutatif bir lokal halka ise, bu takdirde J(R)=M oldugu agiktir.

Tamm 2.6.4. Bir R halkasi i¢in, R nin bitiin maksimal sol ideallerinin arakesitine, sol
Jacobson radikali ya da kisaca R nin sol radikali ya da kisaca R nin sol radikali denir ve
Ji(R) ile gosterilir.

Ornek 2.6.5.
1. Bir boliim halkasinin sol radikali (0) dur.
2. Z halkasinin radikali (0) dir.

3. Bir lokal halkanin radikali, bu halkanin yegane maksimal idealidir.
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4. M,,(D) nin sol radikali, herhangi bir D boliimli halkasi i¢in (0) dir.
Ornek 2.6.6. m, n nin biitiin farkli asal bolenlerinin ¢arpimi olsun.

O halde, Z / nZ boliim halkasinin radikali mZ / nZ dir. Mesela J;(Z /36 Z) = 6/Z 36 Z,
J;(z /1807Z) = 30 Z /180 Z dir.

Teorem 2.6.7. Bir R halkasi i¢in, bu halkanin J;(R) sol radikali, R nin Gzerindeki tim
basit sol modiilerin sifirlayanlarin bir arakesitidir. Ayrica J;(R), R nin 2-tarafli bir
idealidir.

Sonug 2.6.8. J;(R) sol radikaliyle bir R halkasi verilsin. R/J;(R) bélumuntn sol radikali
sifirdir, yani, J;(J;(R))=(0) dr.

Teorem 2.6.9. J;(R) ={x € R: 1 — yx, bir birimdir, Vy € R } dir.

Teorem 2.6.10. J;(R), 1 — a, her a € J;(R) igin bir birim olmak zere, R nin en genis
sol idealidir.

Tanim 2.6.11. R nin tim maksimal sag ideallerinin kesisimine sag Jacobson radikal

veya kisaca R nin sag radikali denir /,.(R) ile gosterilir.

Uyanilar 2.6.12. Yukaridaki gibi hareket ederek J,.(R) nin asagidaki 6zelliklere sahip

oldugu gosterilebilir.
1. J-(R), R nin iki tarafli bir idealidir.
2. J-(R)={ x€R : 1-xy, bir birimdir, Vy € R }

3. J-(R), 1-b, her b € J.(R) icin bir birim olmak (zere, R halkasmnin en genis sag
idealidir.

Teorem 2.6.13. Herhangi bir R halkasi i¢in sag ve sol Jacobson radikalleri benzerdir ve
2-tarafli J(R)=J,(R)= J,(R) ideali, R halkasinin Jacobson radikalidir. Ayrica, lokal bir

halkanin Jacobson radikali onun biricik maksimal idealidir.



3.BOLUM

ESNEK RADIKALLER

Bu boliimde Atagiin ve Sezgin [9]’in bir halkanin esnek ideali tanim1 ve Acar, Koyuncu
ve Tanay [13]’mn bir esnek halkanin esnek ideal tanimi kullanilarak, esnek kiimeler
iizerinde bir idealin radikali tanimlanarak orneklerle gosterilmistir. Burada ki ¢alismalar

tamamen orijinal olup indeksli bir dergiye gonderilmistir [43].
3.1. Bir idealin esnek radikali

Atagun ve Sezgin [9]’in bir halkanin esnek ideali tanimi temel alinarak asagidaki
radikal tanimi elde edilmistir. Ayrica elde edilenlerden yola ¢ikarak cesitli idealin

radikali teoremleri ispatlanmistir.

Tamm 3.1.1. R degismeli bir halka ve | * R halkasiin bostan farkli bir ideali olmak

Uzere; F;, R iizerinde tanimli bir esnek ideal olsun. Bu takdirde;

F(r™), rmel

) el ,Vr € Rve3ne N igin,

VF :R - P(R) ile tammli VF(r) = {

(VF R ) ifadesine R halkas iizerinde | idealinin esnek radikali denir ve \/F, ile

gosterilir.

Ornek 3.1.2. Ornek 2.5.2 de goz oniine alinan (Zg ,+, . ) halkas1 ve onun 1={0, 2 , 4}
ideali igin,

F:1->P(Z)

0> Zg
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seklinde taniml1 F; esnek kiimesi Z halkasinin bir esnek ideali olur.

FI: { (61 Z6) ) (21{ 21 Z]' }) ' (Z].,{ 21 Z]'}) }
seklindedir. I idealinin esnek radikali asagidaki gibi bulunur,

F(r™), rmel

o el olmak uzere;

VF= 2P (L) VF()=
ane Nigin; 0™,2" 4" e fakat 1™,3" 5™ ¢ [ drr.

(VF , Zg)={(0,Z¢),(1, 8), 2.{2,4}),(3,0),(4.{2,4}), (5,0)} esnek radikali elde edilir.
Ornegimizde \/F; 2 F; oldugu agiktir.

Simdi bununla baglantili olan bir teorem verilecektir. Fakat 6ncelikle ispat i¢in yarayisli

olacak olan bir lemma asagidaki gibidir.

Lemma 3.1.3. F;,, bir R degismeli halkasinin esnek ideali olmak Uzere;

Vr,s € Rvex,y €l igin, F(rx-sy) 2 F(rx)n F(sy) dir.

Ispat : Vr,s € R ve x,y €I igin rx=ke I ve sy=te I olacak sekilde | idealinin k ve t
elemani vardir. F;, R halkasinin esnek ideali oldugundan F(k-t) 2F(k) n F(t) dir.
Boylelikle F(rx-sy) 2 F(rx)n F(sy) olur.

Teorem 3.1.4. R degismeli halkasmnim bostan farkl bir | ideali igin R Gzerinde F; esnek
ideali tanimli olsun. /F; esnek radikali , F; esnek idealini kapsayan, R halkasinin bir

esnek idealidir.

Ispat: Bos kiimeden farkli bir R halkas1 ve | ideali izerinde F; esnek ideali tanimli

olsun.vr € Rveane Nigin, (r, F(r)) € F;olsun. vr € [ igin r™ €[ d.
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O halde (r, F(r™)) € ,/F; d. \/F, esnek radikali bos kiimeden farklidir.

Simdi bu radikalin R halkasinin esnek ideali oldugunu gosterilecektir. Esnek idealin ilk

sart1 olarak;
V x,y € Ricin VF(x-y) 2+F (X) nVF(y)
olmalidir. Burada dort durum ile karsilasilir.
Birincidurum:V x,y € R, 3m,n€ N igin;
xmel ve y"el ise; (x,F(x™))ve (x,F(y™)) € ./F; dr.

Ayrica ( x-y, F((x —y)™*™)) € \/F; olur. O halde VF(x-y) 2 VF (x) nVF(y)
olmasi i¢in F((x — y)™™) 2F(x™) N F(y™) olmahdir.

(x — y)m+n - (m(';'n)xmﬂl - (m;'n)xmﬂl—l y +(m;'n)xm+n—2 o

_( m+n

m+n_1)x ym+n—1 + (m+n)ym+n

m+n

ifadesindeki her bir terim | idealinin elmani olacagmndan (x — y)™*" €[ dur.
Oyleyse Lemma 3.1.3. esitsizliginden;
F((x _ y)m+n )= F( (m;'n)xmﬂl - (mi-n)xmﬂl—l y +(m;-n)xm+n—2 ymo

_( m+n

m+n—1)x ym+n—1 + (m+n)ym+n)

m+n
=F((...)x™ + (..)y™") 2 F(x™) n F(y™) elde edilir.
Diger ii¢ durum Vx,y €R ,Vx,y € Rve 3 m, ne N icin,

xmegl ve yrel
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xm™me¢l ve y*rel
x™el ve y™¢l seklindedir.

Bu durumlarda F(x™) N F(y™)=@ olacak ve her kiime bos kiimeyi kapsayacagindan

esnek ideal olmanin ilk sart1 saglanacaktir. Diger sartlar icin,
Vre€R ,xelvedne Nicin VF(rx) 2 VF (x) oldugu gosterilmelidir.
(x,F(x™)) € \/F, ve (rx,F((rx)™)) € \/F, icin VF((rx)®) 2+F (x™) olmalidir.
O halde burada x™ el ve x™¢& I olmasiseklinde iki durumla karsilagilir.

R degismeli halkasi lizerinde, VX € I ve 3 n € N igin x™ € [ ise;

((rx)™) =(rx)(rx)(rx)...(rx) =r™.x™ € I dir. O halde F, esnek ideal oldugundan
F(r™.x™) 2F(x™) ve bdylece F(r™.x™) 2F(x™) = VF(rx) 2+/F (x) dir.

x™ & lise; ((rx)™) = (M)(rx)(rx)...(rx) =r™.x™ & I dir.

Bu durumda VF(rx)=0 2 ¢= +/F (x) olur. Halka degismeli oldugundan iigiincii sart
olan VF(xr) 2 V/F (x) elde edilir. Boylelikle esnek ideal olma sartlar1 saglanir ve ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.5. R degismeli halkasinmn F; esnek ideali olmak tzere F,= \/F; olacak

sekilde R Uzerinde F; esnek radikali vardir & F;=,/F, dir.

Ispat: Kabul edelim ki R degismeli halkas iizerinde F,= \/F; olacak sekilde F; esnek

ideali bulunsun. O halde;

In e Nve (x)" €] olan ve k indisi ile verilen x;, € R i¢in;

(X, F((x)™) € \/f] & (x, F(()™) € F

& ()" e |
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< (X, F((0)™) € F; -..(1)

IneNve (x,)" €] olan ve tindisi ile verilen x, € R igin;
(xt,Q))e\/F](:)(xt,(D)e Fy
& (x,0)€JF ...(2)

(1) ve (2) den, F;=./F; & F;=/F, bulunur.

Tanmm 3.1.6. Yukaridaki teoremde belirtilen F; esnek idealine esnek radikal ideal

denir.

Ornek 3.1.7. R degismeli bir halka olmak iizere Fr= /Fr dir. Fz bir esnek radikal

idealdir.
Tanim 3.1.8. R degismeli halkasinin [ = {0} ideali igin F; asikar esnek idealidir.

F(), =0

VF :R - P(R) ile tammh VF(r) = {Q) r* +0

,Vr € Rve3n € Nigin,

(v/F R) ifadesine R halkas1 iizerinde idealin esnek nil radikali veya idealin esnek asal
radikali denir.

Ornek 3.1.9. Ornek 2.5.4. deki (Zg ,+,.) halkas1 géz 6niine almsin.

Zg halkasinda 3 n € N igin 0" = 2" = 4" = 6" = 0 drr. O halde Zg halkas iizerindeki
esnek nil radikal;

(VF,Z5)={ (0,F(0)),(1,0),(2,F(0)),(3,0),(4,F(0)), (5, 9),(6,F(0)), (7, )}

olacaktir.
F(0)={3,5,7} olsun. O halde;

JFL={(0.{35,7)).(1,0),(2, {357} (3,0),(4.{3,5.7)),(5,0),
(6,{3,5,7}), (7,®)} olur.
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3.2. Bir esnek idealin radikali

Acar, Koyuncu ve Tanay [13]’1n bir esnek halkanin esnek ideal tanimi temel alinarak

asagidaki radikal tanimi elde edilmistir.

Tanim 3.2.1. R bir halka, A kiimesi R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt cimlesi ve
A kiimesi lizerinde tanimli bir esnek halka (F,A) olsun. (G,I) , (F,A) esnek halkasmnin

esnek ideali olmak Uzere;

G(r), (" c@™) e (G,

VG : A - P(R) ile tanimli VG(r) = {(Z) " GG™Y) ¢ (G, 1)

vr € Avedn € Nigin, (VG ,A) ifadesine R halkas: iizerinde (G,l) esnek idealinin
radikali denir ve /(G,I) ile gosterilir.

Ornek 3.2.3. Z halkas1 iizerinde taniml1 (F,Zg) esnek halkas asagidaki gibi olsun.
(F1Z6): {((_)1 Z)! (11 7Z)1 (21 ZZ)a (éa BZ)a (Za Z)! (51 SZ)}
1={0,3} € Z, olmak iizere;

G :1 - P (Z) olmak lzere Vx € I icin, G(X)= {0} seklinde tanimlansm. O halde
{0}, Z ve 3Z nin ideali oldugundan (G,I), (F,Z,) esnek halkasmin esnek idealidir. Simdi

bu esnek idealin radikalini bulalim.

VG : Zg —» P(Z) tanimli olmak iizere; 3 n € N icin, 0" = 0 ve 3" = 3 € | oldugundan,
(0™,G(@0™), 3" ,6(3) € (G,1) = (0,6(0)), 3,6(3)) € {/(G,I) dur.

In € Nicin 1" 2" 4" ve 5" ¢ | oldugundan,

(1, ), (2,0), (4,0) ve (5,0) € m dir. Boylece

J(G ) ={0,{0}), (T, 0), (2,0), (3,{0D, (4,0),(5 0)} esnek radikali elde edilir.
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Sonug 3.2.4. R halkasi iizerinde (F,A) esnek halkasi ve bu esnek halkanmn (G,lI) esnek
ideali taniml1 olmak tizere / (G, I) radikali (G,I) esnek idealini kapsar fakat (F,A) esnek

halkasmin bir esnek ideali degildir.

Ispat: R halkas: iizerinde (F,A) esnek halkasi ve bu esnek halkanm (G,I) esnek ideali
tanimli olsun. Vr € Avedn € Nigin, (r, G(r) ) € (G,I) olsun. Vr € I igin,

(r, G(r)) € (G,I) = (r,G(r) ) € /(G,]I) dir. \/(G, 1) radikali bos kiimeden farklidir ve
(G, 1) radikali (G,I) esnek idealini kapsar.

Ayrica XEl C A ise ; x" €1 = (x",G(x”)) € (G, 1) > (x,6G(x)) € {/(G,I) dir. O
halde (G,I) , (F,A) esnek halkasinin ideali oldugundan vG(x) kiimesinin F(x) in
idealidir. x e Afakat x ¢ I ise; x" ¢ I = (x™,G(x™)) & (G,I) = (x,0) € /(G, ) du.

Bos kiime ideal olmadigindan /(G,I) , (F,A) esnek halkasinin esnek ideali degildir.

Teorem 3.2.5. R degismeli halkasi iizerinde (F,A) esnek halkasi ve bu esnek halkanin
(G,1) esnek ideali tammli olmak lzere; (G,)=./(G,]) olacak sekilde (G,J) esnek ideali
vardir & (G,1)=,/(G,I) dir.

ispat: Kabul edelim ki ; (G,1)= /(G ) olacak sekilde (G,J) bulunsun. O halde
In eN ve (x)" €J olank indisi ile verilen x; €] < A igin;
()" €] = ((x )™, G((x)™)) € (G.]) = (xi,G(xx ) €/(G.)) dir.
(0, GO0 ) €Y(G)) & (e, G(xi) € (G.1)
& (G (i ) €4/(G, D) ...(3)
In eNve (x)" ¢/ olan tindisiile verilen x, € A igin;
(x,,0)€J(G)]) © (x,0)€ (GI)

= (x, 0)€ (G, ]I) ...(4)
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(3) ve (4) den (G,)=,/(G,])  (G,1)=+/(G,I) bulunur.

Tamim 3.2.6. Yukaridaki teoremde belirtilen (G, ) esnek idealine esnek radikal ideal

denir.

Tanim 3.2.7. R halkas: {izerinde tanimli (F,A) esnek halka olmak uzere, I = {0} ideali
icin (G,1), (F,A) esnek halkasinin esnek ideali olsun.

VG : A - P(R) ile tammli olmak Uizere;

VG(r) = {3(0), :n:é) , Vr € Avedn e N icin,

olusan esnek kiimeye esnek idealin nil radikali veya esnek idealin asal radikali denir.

Ornek 3.2.8. R=A=(Zg,+,.) halkas1 gz oniine alnsm. F:A—P(Zg) tanimli olmak
Uzere; V x € A igin, F(X)= Zg seklinde veriliyor. O halde (F,A), Zg halkas1 iizerinde
esnek halka olur. Ayrica I = {0} , Zg halkasmn asikar ideali icin G: 1— P(Zg) olmak
iizere G(x)= {0} seklinde tanimlanan (G,1) esnek kiimesi (F,A) esnek halkasinin esnek
idealidir. Bu esnek idealin nil radikali;

(VG,)={(0,{0}),d,9), (2,{0}),(3.0), (4.{0}).(5,2), (6,{0}),(7,0)} olarak bulunur.



4. BOLUM

SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez calismasinda bir¢ok ¢alismanin Oniinii agmis olan ve belirsizliklerle basa ¢ikmak
icin blylk bir 6neme sahip olan *’Esnek Kiime Teorisi’’ tizerinde yeni bir cebirsel yap1
insa etmek hedeflenmistir. Esnek kiime teorisiyle ilgili temel bilgiler tezin birinci
bolimiinde sunulmustur. Ayrica tezin hedefine 151k tutan ¢alismalardan esnek cebirsel
yapilar, esnek cebirsel alt yapilar ve radikaller konular1 incelenerek, gerekli literatlr

calismalar1 yapilmis, bu konuda ki bilgiler de tezin ikinci bollimiinde verilmistir.

Esnek cebirsel yapilar konusu incelendiginde elde edilen verilere gore esnek kiimeler
tizerinde iki farkl ideal tanimi yer almaktadir. i1k tanmim bir halka yapisinin esnek ideali
iken, ikinci tanim esnek bir halkanin esnek ideali seklindedir. Tezin temel konusunu
olusturan bir idealin radikali tanimimin esnek kiimeler {izerine aktarilabilmesi i¢in ise bu
farkli ideal tanimlarinin her ikisi de gdz Oniine alinmis ve her iki esnek ideal tanimi igin

de esnek radikal elde edilmistir.

Ayni vizyon ongoriilerek yapilan her iki esnek radikal tanimi i¢in, bir halkadan elde
edilen esnek idealin radikali genel anlamiyla radikal teoremlerini saglarken, esnek bir
halkadan elde edilen esnek idealin radikali bu konuda sinirli bir ¢ergevede kalmistir.
Ornegin; *’Bir idealin radikali ayn1 zamanda halkanin da bir idealidir’> &nermesini
esnek radikal yapiya aktarirken, bir halkanin esnek idealinden elde edilen esnek radikal
ayn1 zamanda halkanm esnek ideali olurken, bir esnek halkanin esnek idealinden elde

edilen esnek radikal bu halkanin esnek ideali olamamustir.

Elde edilen sonuglarin neticesinde yapilan calismalarin gelistirilmesi ve bu konu
iizerinde daha kapsamli bilgilere ulasilmasi hedeflenmektedir. Ayrica tezde yapilan bu

calismalar orjinal olup, indeksli bir dergiye de makale olarak gonderilmistir.
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