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BAZI DiZi UZAYLARINDA MATRIiS DONUSUMLERI VE KOMPAKT
OPERATORLER

Hava AYDIN

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2016
Damisman: Doc. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

OZET
Bu tez bes boliimden olusur.

Giris boliimiinde, toplanabilme ve dizi uzaylar1 teorisindeki bazi problemlerden

bahsedildi. Ayrica kompakt operatorlerle ilgili bilgiler verildi.

Birinci boliimde, fonksiyonel analiz, topoloji ,kompaktlik ve kompaktsizligin Hausdorff

Olciisii ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi

Ikinci bdliimde, B(r,s) matrisinin etki alan1 yardimiyla bazi dizi uzaylar1 tanimland.
Daha sonra bu uzaylardan bazilar1 i¢in matris smiflar1 karakterize edildi. Son olarak bu
uzaylar ile klasik dizi uzaylar1 arasinda tanimli operatorlerin hangi sartlar altinda

kompakt oldugu incelendi.

Ugiincii bdliimde, B(r,s,t) matrisinin ¢, ve ¢, dizi uzaylar iizerindeki etki alani
yardimiyla  ¢,(B) ve (,(B) seklinde dizi uzaylar1 tammlandi. Daha sonra

kompaktsizligin Hausdorff 6l¢iisti kullanilarak bu uzaylarda kompakt operatorlerin bazi

siniflar1 karakterize edildi.

Tezin son boliimiinde ise yapilan calismalarin sonuglar1 ve ileriki ¢alismalar igin

Oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Kompakt Operatorler, Kompaktsizligin Hausdorff Olgiisii, Etki

Alani, , Matris smniflari
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MATRIX TRANSFORMATIONS IN SOME SEQUENCE SPACES AND
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M.Sc. Thesis, June 2016
Supervisor: Assoc. Prof. Abdulcabbar SONMEZ

ABSTRACT
This thesis consists of five chapters.

In the introduction, some problems in the sequence spaces and summability theory are

mentioned. Furthermore, some informations about compact operators are given.

In the first chapter, basic definitions and theorems related to functional analysis,

topology, compactness and Hausdorff measure of noncompactness are given.

In the second chapter, some sequence spaces are defined by the matrix domain of
B(r,s) matrix. Afterword the matrix classes are characterized for some of those space.
Finally, the operators between these spaces and classical sequence spaces to be compact

are investigated under what conditions.

In the third chapter, ¢,(B) and ¢, (B) sequence spaces are defined over ¢, and 7,

sequence spaces by the matrix domain of B(r,s,t) matrix. Moreover, some class of
compact operators are characterized by using the Hausdorff measure of

noncompactness.
In the last chapter, the results of this study and suggestions for future study are given.

Keywords: Compact Operators, Hausdorff measure of noncompactness, Matrix

Domain, Matrix Classes.
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Reel veya kompleks terimli diziler uzay1

Sonlu dizilerin kiimesi
Simirh diziler uzayi
Sifira yakinsak diziler uzay1
Yakinsak diziler uzayi
p. dereceden mutlak yakimsak seri olusturan diziler uzay1

Yakinsak seri teskil eden diziler uzay1

Smirh seri teskil eden diziler uzayi



GIRiS

Toplanabilme daha ¢ok analiz ve uygulamali matematik de kullanilan bir
teoridir. 19. ylizyilin sonlarinda toplanabilme ile ilgili 6nemli adimlar atilmistir.

Newton ve Leibnitz sonsuz serileri kullanan ilk matematik¢ilerdir.

Toplanabilme teorisinde genel olarak seriler, iraksak ve yakinsak seriler olmak
iizere iki ana grupta incelenir. Iraksak seriler de, kendi aralarinda belirsiz raksak seriler
ve belirli wraksak seriler diye iki grupta incelenebilir. Burada belirsiz waksak seriler ,
kismi toplamlar dizisi en az iki adet limit noktasina sahip olan serilerdir. Belirli wraksak

seriler de,

o0 o0
> o, -Wcya S, - B
k=0 k=0

seklindeki serilerdir.

Belirsiz raksak serilerin kismi toplamlar dizisi en az iki adet limit noktasina
sahip oldugundan bu tiir dizilerin denk geldigi bir degeri bulmak icin cesitli

toplanabilme metodlar1 tanimlanmaistir.

Toplanabilme teorisi  Cesaro, Riesz, Norlund, Abel, Borel,... tarafindan
kullanilan metodlar ile elde edilmistir. Daha sonra bu klasik metodlarin yerine daha
genel bir matris metodu kullanilarak, matris doniisiimii teorisi harekete gecirilmistir.
Iraksak bir seriyi veya iraksak bir diziyi toplamanin veya yakmsatmanm en yaygin

yontemi sonsuz matrisleri kullanmaktir.

Birgok matematik¢i tarafindan bir matrisin etki alani yardimiyla yeni dizi
uzaylar1 tamimlanmistir ve tanimlanan bu dizi uzaylarmin bazi topolojik 6zellikleri
incelenmistir. Bu uzaylar ile literatiirde var olan dizi uzaylar1 arasindaki kapsama

bagintilar1 arastirilmistir. Dahasi bu uzaylarin varsa Schauder bazi ile a—, f—, ve



y — dualleri belirlenmistir. Ayrica tanimlanan bu dizi uzaylar ile literatiirde var olan

dizi uzaylar1 arasindaki matris siniflar1 karakterize edilmistir. Dizi uzaylar1 arasinda
matris dontistimleri yardimiyla tanimlanan operatorlerin hangi kosullar altinda kompakt

oldugu incelenmistir. Bunun i¢in X ve Y herhangi iki FK- uzayr olmak iizere
(X,Y)c B(X,Y) , yani VAe(X,Y) matrisinin L,(x)=A4(x), L, € B(X,Y) olacak

sekilde lineer bir operator tanimlanmaistir.

Kompaktlik, matematigin ¢esitli alanlarinda bir¢ok farkli yolla kullanilan ¢ok
gliclii bir 6zelliktir. 19. ylizyilda birbirinden tamamen farkli olan bazi matematiksel
ozellikler kompakthigin dogal sonuglar1 seklinde anlagilmaya baglanmistir. Bu kavramin
temelleri 1817 yilinda Bernard Bolzano’nun “Her smirli nokta dizisi, limit noktas1
olarak adlandirilan diger bazi noktalara keyfi bicimde yaklasan bir alt diziye sahiptir”

ifadesinin farkina varmasiyla atilmistir.

Kompakt operatorler teorisinin kokeni integral denklemler teorisine dayanir.
Integral operatorleri kompakt operatdrlerin somut drnekleridir. Bir Fredholm integral
denklemi fonksiyon uzaylarinda kompakt bir K fonksiyonu meydana getirir. Kompakt
operatorlerin en 6nemli 6zelligi Fredholm alternatifidir. Bu teori K kompakt operator, f

verilen fonksiyon ve u ¢Oziilmesi gereken bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere
(ﬂ,K+I )uz f tipindeki lineer denklemlerin ¢6ziimiiniin var oldugunu iddia eder.

Daha genel olarak bir Fredholm alternatifi K ’'nin kompakt olmasi durumunda
gecerlidir. Kompakt operatorler Spektral teori ile de ilgilidir. Bu teori, bir K kompakt
operatoriiniin ~ spektrumunun sifirdan farkli elemanlarmin operatériin  6zdegerleri
oldugunu iddia eder. Kompakt operatorlerin énemli bir 6rnegi de Sobolev uzaylarinin
kompakt gdmmesi olmasidir. Bu, eliptik smir deger problemini  Fredholm integral

denklemlere doniistiirmede kullanilir. [1]

Integral denklemler ile ilgili kabul edilmis en genel bakis bu teorinin “inverse
problem” ile basladigidir. Birinci ¢esit integral denklem olarak formiilize edilebilen
inverse problemlere; Yercekimi Problemi, Bant-Sinirli Sinyal Kestirimi, Is1 Gegmisi
Bilimi, Bagisiklik Bilimi Problemi, Kararli Is1 Dagilimi  ve Santrifiijde Polimer

Cokelme ornekleri verilebilir. [1]



Kompakt operatér tanimlamak i¢in, FK-uzaylar1 arasindaki matris
doniisiimlerinin ~ kosullarmi belirlemek gerekir. Bunun i¢in de kompaktsizligin

Hausdorff 6l¢iisii kullanilir.

Son zamanlarda ¢esitli yazarlar kompaktsizligin Hausdorff 6l¢iisiinii kullanarak
bazi dizi uzaylarinda sonsuz matrisleri veren kompakt operatorlerin smiflarmi
karakterize ettiler. Ornegin; [2, 3] de Mursaleen ve Noman, [4] da Malkowsky ve

Rakocevic' , [5] de Djolovic' ve Malkowsky ve [6, 7] de Kara ve Basarir normlu

operatorler ve keyfi bir BK uzaymdaki sonsuz matrisler tarafindan verilen lineer
operatoriin kompaktsizligim Hausdorff ol¢iisii ya da keyfi BK uzaymdaki tiggensel
matrislerin etki alanmi i¢cin bazi1 0zdeslikler ve hesaplamalar kurmuslardir. Ayrica
kompaktsizligin Hausdorff 6l¢iisti kullanilarak bu uzaylarda kompakt operatdrlerin bazi

siniflarini karakterize ettiler.



1.BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 1.1. [8] w; ile reel ya da kompleks degerli tiim dizilerin uzay1 gosterilsin. w

toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayidir. w nin herhangi bir alt
vektor uzayina bir dizi uzay1 denir. Swasiyla, ¢, c, ¢ ve /¢ . (1 <p <oo)ile siirl,

yakinsak , sifira yakinsak ve p . mertebeden mutlak yakimsak seri teskil eden dizilerin

uzayini gosterelim. Yani,

l, ={x=(xk)ew:sup|xk|<oo}

kelIN

c={x=(x,)ew:limx, mevcut}
k—>0

—>0

¢y = {x =(x,)e w:ll{imxk = O}
l, ={x=(xk)ew:2|xk|p <o, 1£p<00}
k=0
seklindedir.
Tanim 1.2. [8] Bostan farkli X kiimesi lizerinde d doniistimii

d: XxX > IR

(x,y) —d (x,y)
seklinde tanimlansin. Eger Vx, y,z € X i¢in

(@) d(x,y)=0<:>x=y



(ii) d (x, y) =d (y,x) (Simetri)
(iii) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (Uggen esitsizligi)

sartlar1 saglanirsa d ye X kiimesi iizerinde metrik, (X ,d ) ikilisine de metrik uzay

denir.

Ornek 1.3. [8] IR iizerinde d doniisimii
d: XxX —> IR

(x,¥)>d(x,y)=]x~)]

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (IR,d ) bir metrik uzaydir. Bu metrige alisilmis

metrik veya mutlak deger metrigi denir.

Ornek 1.4. [8] wiizerinde d doniisiimii

d:wxw— IR
<. |xk_yk|
’ |_>d ’ = ~k . 1
(x,y) > d(x,) kZ;,zk1+|xk_yk|

seklinde tanimlansin. Buna gore (w, d ) bir metrik uzaydir.

Ornek 1.5. [8] X €{/,c,¢,} olmak ilizere d, ddniisiimii
d, : XxX —> IR

(x.y)>d, (x,y)=sup|x, — ;|
keIN
seklinde tanimlansin. Buna gore (X,d,, ) bir metrik uzaydur.

Ornek 1.6. [8] 1< p < igin ¢, iizerinde d, doniisiimii
d, t,xt,—IR
1
ks p
(53) 74, ()= Sl |
k=0

seklinde tanimlansin. Buna gore (£, ,d ) bir metrik uzaydur.



Tamm 1.7. [8] (X ,d ) bir metrik uzay, (xn) terimleri X de olan bir dizi ve ae X

olsun. Eger Ye>0 i¢in n>nl" oldugunda d(x,,a)<e olacak sekilde en az bir

) € IN varsa, yani

limd(x,,a)=0

n—>x0

ise (x,) dizisi @ noktasina yakinsaktir denir ve

limx, =a veya x, »>a ,n—>o

n—®0

seklinde gosterilir.

Tamm 1.8. [8] (X ,d ) bir metrik uzay, (xn) terimleri X de olan bir dizi olsun. Eger

Ve>0 igin mm>n oldugunda d(x,,x,)<é olacak sekilde en az bir n e IN

varsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tamm 1.9. [8] Bir (X ,d ) metrik uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya

tam metrik uzay denir.

Ornek 1.10. [8] (/R,d) tam metrik uzaydir. Burada d alistlmis metriktir.

Ornek 1.11. [8] (/,.d,), (c.d,), (c)d,) ve (Ep,dp) metrik uzaylar1 birer tam

metrik uzaydir.

Tamm 1.12. [8] X', /R cismi lizerinde vektdr uzayi olsun. |||| dontistimii

1|: X - IR

x>
seklinde tanimlansin. Eger Va € IR ve Vx,y € X i¢in
(@) ||x||=0<:>x=9

() o] =]



(i) -+ ] <[]+

sartlar1 saglaniyorsa |||| donilistimiine X iizerinde bir norm, (X , ) ikilisine de normlu

uzay denir.

Onerme 1.13. [9] (X,

) normlu uzay olmak iizere d doniigiimii

d: XxX > IR

() d(x ) ==

seklinde tanimlansi. Buna gore (X ,d ) bir metrik uzaydir. Bu sekilde elde edilen d

metrigine |||| normuna indirgenmis metrik denir.

Lemma 1.14. [9] (X,

) normlu uzay ve & € IR olsun. x,y € X igin
d(xy)=[x-y]

seklinde tanimlansin. Bu durumda Vx, y,z € X i¢in

() d(x+z,y+z)=d(x,y) (Oteleme dzelligi)

(i) d(ax,ay)=|a|d(x,y) (Mutlak Homojenlik Ozelligi)

ifadeleri saglanur.
Sonug 1.15. [9]

(i) Her normlu uzay bir metrik uzaydir.
(ii) Bir (X ,d ) lineer metrik uzayindaki d metrigi Lemma 1.14. deki (i) ve (ii)
sartlarin1 sagliyorsa

[x|=d(x.0)

tanimi ile (X ,

) bir normlu uzaydir.



Lemma 1.16. [9] (X ,d) metrik vektdr uzayr ve d metrigi Oteleme ve mutlak

homojenlik kosullarini saglasin. Bu durumda x € X i¢in
[ =d (x.6)

olmak iizere (X,d) ve (X,

. ) uzaylarmin topolojik yapilar1 aynidir. Yani (X ,d )

uzayinda her smirli, yakinsak ve Cauchy dizisi, (X ,

. ) uzay1 i¢in de swrastyla smirls,

yakinsak ve Cauchy dizisidir ve ayn1 zamanda tersi de dogrudur.

Tamm 1.17. [8] (X,

) bir normlu uzay olsun. Eger bu uzayda alinan her Cauchy

. ) uzayma tam normlu uzay

dizisi yine bu uzaym bir elemanina yakinsiyor ise (X ,

veya Banach uzay:1 denir.

Sonu¢ 1.18. [9] (X,d) metrik vektdr uzayr ve d metrigi Steleme ve mutlak

homojenlik kosullarini saglasin. Bu durumda x € X i¢in

x| =d(x.0)

olmak tizere (X , ) uzay1 bir Banach uzayidir.

Sonug 1.19. [8]
(i) ¢,,c ve c, dizi uzaylar
[l =suplx|
kelN
normu ile birlikte birer Banach uzayidirlar.

(ii) p > 1 olmak tizere ¢, dizi uzay1

S =

b, -S|

normuna gore bir Banach uzayidir.



Tanim 1.20. [10] X bir lineer topolojik dizi uzay1 olmak iizere Vn e IN i¢in

p,: X > IR

X p, (x) =X,
seklinde tanimli koordinat doniisiimleri siirekli ise X dizi uzayma K-uzayi

(Koordinat Uzay1) denir.

Tanmm 1.21. [10] X bir K-uzayr olsun. Ayrica X tam lineer metrik uzay ise X dizi
uzayina FK-uzay1 (Fréchet Koordinat Uzay1) denir.

Tamm 1.22. [10] X bir FK- uzay1 olsun. Ayrica X uzayinin metrigi normlanabiliyorsa

bu uzaya BK-uzay1 (Banach Koordinat Uzay1) denir.

Ornek 1.23.[10] 7, c ve ¢, dizi uzaylari
[, = sup|x,|
keIN

normuna gore, £, dizi uzayi da

1
= P
M, =( Sl
k=0
normuna gore birer BK-uzayidirlar.

Tanim 1.24. [10] w ve ¢ ile sirasiyla , tiim kompleks ve sonlu dizilerin kiimesini
gostersin. X —w bir Banach uzay1r ve VnelINi¢in p, :x—x, izdisiim fonksiyonu

siirekli ise bu uzay ayni zamanda bir BK uzayidrr. Bir BK uzay1 olan X > ¢ her

x=(x,),_, eX dizisi icin = ::Oxke(k) —x (m—>w) ise X uzayma AK

ozelligine sahiptir denir. Burada e=(1,1,1...) ve (nzO,l,...) icin e | =1 ve

n

e,E") =0 (k#n) seklindedir.

Tanmm 1.25. [8] (X, .

X) normlu uzay ve ( yk) bu uzayda bir dizi olsun. Eger Vxe X

i¢cin



10

lim

n—o

x—Zﬂ,kyk =0
k=0 X

olacak sekilde bir tek (lk) skaler dizisi varsa ( yk) dizisine X dizi uzaymin Schauder

Bazi denir. Burada ,

X = Z]’kyk
k=0

gosterimine x dizisinin ( yk) Schauder bazina gore acilimi denir.
Ornek 1.26. [8]

d”=(1,0,0,...), ¢ =(0,1,0,...), €? =(0,0,1,...) ... olmak iizere (¢!} diisi ¢, ve

¢, diziuzaylari i¢in birer Schauder bazidr.

Gergekten, Vn € IN i¢in
X = Zxke(k) =(Xp» X, %5-.,X,,0,0,...)
k=0

ifadesi x dizisinin n. kismin1 gostersin. Buna gore

(i) lim [7] (7]

n—0

= lim

Co n—0

= limsup|xk|= 0

0 n—o k>n

X—X X—X

olacagindan (e(k )) dizisi ¢, dizi uzayi i¢in bir Schauder bazidir.

(ii) Yakinsak her seride kalan terimin limitinin sifir olacag1 g6z oniine alinirsa

N — lim [#]

2, n—0

lim

n—o

X—X X—X

1
zlim( i |xk|pjp =0

P 1L\ k=n+l

elde edilir. Bundan dolay1 (e(k)) dizisi ¢, dizi uzay1 icin bir Schauder bazidr.



Ornek 1.27. [8] ¢ =(1,0,0,...),¢" =(0,1,0,...), €

olmak iizere e,e(o),e(l),e(z),... kiimesi ¢ dizi uzay1 i¢in bir Schauder bazidir.
y

Gergekten, llfim x, =/ olmak iizere VnelIN icin

A=Y (1)) = (3, ~ L3, ~ 1%, ~ L, ~1,0,0,..)

[fadesini gdz Oniine alirsak bu durumda

= tim |Jx — le — X!

c n—>0

lim|x—le—x
n—>0

= limsup|xk —l| =0

0 n—>0 k>n

olacagindan {e, e(o),e(l),e(z),... kiimesi ¢ dizi uzay1 i¢in bir Schauder bazidir.
g y

Tamm 1.28. [11] Zak serisinin kismi toplamlar dizisi
k=0

n
Sy = Zak
k=0

olmak tlizere , Vn € IN i¢in

L SutStts,
" n+l

seklinde bir (Zn) dizisi tanimlayalim. Eger

lim¢, =L

n—®0

ise Zak serisi L degerine 1. mertebeden Cesaro toplanabilirdir denir ve bu
k=0

iak = L(C,l)
=0

seklinde gosterilir.

11

(0,0,1,...) ... ve e=(L11,...)



Ornek 1.29.[11] Z(—l)k serisi % degerine 1. mertebeden Cesaro toplanabilirdir.

k=0

Bu serinin kismi toplamlar dizisi Vn € IN i¢in

elde edilir. (sn) dizisinin yakimsak olmadig1 agiktir.

h n+1 2 4| n+l

L SatSitets, :l+l[1+(—l)"]

olmak tizere

1+(-1)"
L lirm | 4 )T L
e ] I 2

elde edilir. Bundan dolay1

> (1) =3 (c)

0
k=0

yazilabilir.

12

Tamm 1.30. [12] A=(a,) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve

X= (xn) € w herhangi bir dizi olsun. Buna gére 4 matrisi ve x dizisinin ¢arpimi

oy Ay Aoy X | "
a, a, ... a, -...||x Za]kxk
Av=| 1 i =],
a, a, ... a, ...||x, .
|- A I Zankxk
=0

- _
z Ao X
=0
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seklinde tanimlanir. Bu ¢arpimim anlamli olmas1 Vn € IN, igin

(Ax)n = Z A%
k=0

serilerinin ~ yakmnsak olmasiyla miimkiindiir. Burada y=(y,)= ((Ax)n) seklinde

tanimli diziye x=(x,) dizisinin 4 matrisi altindaki déniisiim dizisi veya kisaca

A-doniisiimii denir.

Tamm 1.31. [10] Az(ank) reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve X de
herhangi bir dizi uzayi olsun. 4= (ank) matrisinin X dizi uzay: lizerindeki etki alani

X , ile gosterilir ve
X, ={x=(xk)ew:AxeX}
seklinde tanimlanir.

Tamm 1.32. [10] 4=(a,, ) sonsuz bir matris olsun.

c,={x=(x,)ew: Axec|
seklinde tanimli kiimeye A= (ank) matrisinin toplanabilirlik alani denir.
Tamm 1.33. [10] Toplam matrisi S =(s,,) Vn,k € IN, i¢in

|1, 0<k<n
0, k>n

ile taniml1 olmak tizere

\
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n
Zxk

k=0

cof=(0.)

bSZ{xz(xk)ew:sup

n

uzaylarima sirasiyla, yakmsak ve smirli seri teskil eden dizi uzaylar: denir.

Tanmm 1.34. [10] X ve Y herhangi iki dizi uzayr olsun. Buna gére X ve Y nin

carpim kiimesi
M(X,Y)z{yz(yk)ew:VxeX,xyz(xkyk)eY}
seklinde tanimlanir.

Bu ve yukaridaki tanim goz Oniine almirsa keyfi bir X dizi uzaymm a-,f— ve

y —duali sirasiyla
X =M(X,0,), X' =M(X,cs) ve X' =M(X,bs)
sekillerinde tanimlanir.

¢ < cs ve yakinsak her dizi ayn1 zamanda sinirh olacagindan X“ < X” < X7 olacagi

agiktir.

Ayrica Y < X ise & € {a, S ,7/} olmak iizere X° — Y* kapsamalar1 gegerlidir.
Lemma 1.35.[10] & €{a, 8,7} olmak iizere

(@) ¢y =c" =05 =t

(i) 1< p,g<oo ve —+—=1 igin ¢, =/
P q

q

esitlikleri saglanir.

Tanmm 1.36. [10] X ve Y herhangi iki dizi uzayr olmak {izere X ile Y arasindaki

matrislerin smifi

(x,Y)={4=(a,)|VxeX, AxeY|
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seklinde tanimlanir . Bu takdirde Az(ank )Oc kompleks sonsuz matris yardimiyla

n,k=0

x= (xk) dizisinin

An (X) = ;ank'xk

déniisiim dizisini g6z 6niine alalim . 4 (x) (An (x)):o:O olmak iizere,

Ae(X,Y)< VnelN ve VxelX igin A, (x) yakmsak ve 4(x)eY olmasidir.

Biz calismalarimizda genel olarak iicgensel matrislerin etki alanlariyla ilgilenecegiz.

Bundan dolay1 {iggen matrisin tanimini verelim.

Tamm 1.37. [12] Vn,k € IN, igin ¢, € IR (veya ¢) olmak iizere Tz(tnk):k:o sonsuz
bir matris olsun. Eger Vn,kelIN,i¢in k>n oldugunda ¢, =0 ve ¢, #0 ise

0 o . . . 3
T=(t, )n,k:O matrisine li¢gen matris denir.

Boyle bir matrisin tersi vardir.([10, 1.4.8, s. 9], [12, Uyar1 22 (a), s. 22]). Calismamiz

boyunca, ticgensel matrisleri 7, tersini S ve S nin transpozunu da R ile gosterecegiz .

Eger X o ¢ bir BKuzayive aew ise

-1}

|a

. o)
_=sup Z a,x,
k=0

yazariz.

Tanim 1.38. [8] X ve Y normlu uzaylar olsun. X — Y olan tiim sinirh (stirekli) lineer

operatdrlerin kiimesi B(X,Y) ile gdsterilsin. Yani,
B(X,Y)={L| L:X —Y smirli (siirekli) lineer}

olsun. Bu takdirde B(X.Y), |[L]|=sup,.

L(x)”y normuna gore bir Banach

uzayidir. Burada S, X de birim kiire olarak tanimlanir.
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Lemma 1.39. [13] X ¢ ve Y bir BK —uzay: olsun. O zaman (X,Y)c B(X.Y),
yani, her Ae(X,Y) matrisi herxe X i¢in L, (x)zAx tarafindan bir L, eB(X,Y)

operatorii tanimlar.

Lemma 1.40. [14] T bir liggensel matris olsun. Bu takdirde
(@ X ,Yc wicin 4e(X.Y;) & B=TAe(X,Y) olmasidir.
(b) Eger X ve Y birer BK uzay1 ve Ae(X,YT) = ||LA||=||LB|| dir.

Ispat:
(a) Ispatin (a) kismi agiktur.

(b) A€(X.Y;) olsun. Y bir BK uzay1 ve T iiggensel matris oldugu i¢in ¥;

I, =T, (ve¥) (1.1)

normu ile birlikte bir BK uzayidir. Boylece 4 ve B siirekli oldugundan

Iz, =sup ], ()

x| = 1} =sup {HA(x)

d=1f<e0 (1.2)

YT. YT'

e =supy (), =1} =sup B o), el =1} < = 13

esitliklerini yazariz.

Diger taraftanx € X olsun. Her n=0,1,... i¢gin 4, € X7 oldugu igin x € w, elde ederiz.
Daha sonra 7 iiggensel matris oldugundan (n = 0,1,...) icin 7, €¢ dir. Boylece

B(x)=(TA4)(x)=T(A(x)) dir. (1.1),(1.2) ve (1.3) den (b) elde edilir.

Lemma 1.41. [15] X > ¢ bir BK —uzay: ve Y ; ¢,,c ya da {_ uzaylarindan herhangi

biri olsun. 4 €(X,Y) ise bu takdirde;

A *

nly

<00 .

[20 =14, = sup
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Lemma 1.42. [14] X ; ¢,,c ya da /_ uzaylarindan herhangi biri olarak gosterilsin.

Eger X’ =, ise bu takdirde her a €/, dizisi igin |a|, = ||a||(] :

Tanim 1.43. [9] (X,d) bir metrik uzay ve M — X olsun. Eger M’deki her (xn)

dizisinin M’de yakinsak bir alt dizisi varsa M’ye kompakttir denir.

Tamm 1.44. [14] X ve Y iki Banach uzayr ve L:X — Y bir lineer operatér ve
T(L)= X olsun. Eger X de sinirl1 her (xn ) e X dizisi i¢in (L(xn)) dizisi Y de yakisak

bir alt diziye sahip ise L operatoriine Kompakt’tir denir. Bu sekildeki operatorlerin

smifi K(XY) ile gosterilir. (Burada 7(L) , L’ nin tanim kiimesini géstermektedir.)

Tanim 1.45. [14] (Xd) bir metrik uzay, Qc X smirlh bir kiime ve
B(x,r)z{yeX|d(x,y)<r} x merkezli » yarigapli agik bir yuvar olsun. Q nun

kompaktsizliginin Hausdorff 6lgiisti Z(Q) ile gosterilir ve

Z(Q)zinf{g>0|QanJB(xi,i;) xeX,rn<e (i=1l...,mnelN)
i-1

seklinde tanimlanir.

Lemma 1.46. [14] O, O; ve 0>, (X ,d ) metrik uzaymm simirh alt kiimeleri olsun. Bu

takdirde

2(0) =0 0 total smirhdir
2(0)=12(0)
0<0,=x(0)<2(2)

2(0v0,)=max{x(Q).x(2.)}

2(0n0)<min{x(Q).x(2,)}

ifadeleri saglanur.



18

Teorem 1.47.[14] O, O; ve (2, X normlu uzaymin smirl alt kiimeleri olsun. Bu

takdirde
2(0+0)<x(Q)+2(2)
2(0+x)=x(0) (VxeX)
x(2.0)=|2|-2(Q) her Ae¢ i¢in
ifadeleri saglanr.

Tanim 1.48. [14] X ve Y herhangi iki Banach uzay1 ve y, ve y, de X ve Y lizerinde

Hausdorff dlgiileri olsun. Eger X in sl her Q  alt kiimesi i¢in L(Q) , Y de

sinirli ve
1 (L(Q))<K.2,(0)
olacak sekilde pozitif bir K sabiti varsa L: X — Y operatoriine ( X Xo ) — st denir.

Eger L: X — Y operatorii (¥, x,)—smurliise
”L”mm =inf{K >0| z,(L(Q)) < Kx,(Q).stmrlt her Q< X igin}

ifadesine L nin kompaktsizligimin ( X1 Zz)—élgiisii denir. Ozel olarak y,=y,=x

ise 2], ., =[L], yazlr.

21:X2

Lemma 1.49. [14] X ve Y iki Banach uzay1 ve L € B(X,Y) olsun. Bu takdirde,
L], = 2(£(B)) = 2 (L(5,)) (1.4)
LeK(X,Y)e|L| =0 (1.5)

Il <)zl (1.6)
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ifadeleri saglanur.

Lemma 1.50.( Goldenstein, Gohberg, Markus).[14] X, {e,e,,...| Schauder bazma

sahip bir Banach uzay1, Q — X sinirh bir kiime ve P, : X - X {e] ,ez,...,en}kﬁmesinin

lineer gereni lizerine bir doniisiim olsun. Bu takdirde

1 im sup(iggu(z p )(x)uj <4(0)< limsup(sgg”([ _p )(x)uj A

a n—oe n—o x

olur. Burada a = limsup”I—Pn” dir .

n—>x0

Lemma 1.51. [16] X sonsuz boyutlu normlu bir uzay ve B, , X ’in kapali birim yuvari

olsun. Bu takdirde
x(By)=1
esitligi saglanir.

Lemma 1.52. [5] X, AK ozellikli bir BK uzay1 ve LeB(X,c) olsun. Bu takdirde

VnelN ve Vxe X icin
(L(x))n =4, (x) = Zankxk
k=1

seklinde bir 4=(a,, ): ., kompleks matris ile gésterilebilirdir.

L nin kompaktsizliginin Hausdorft 6l¢iisi,

A -a

%.limsup(sup”/ln —a”;)S”L”Z Slimsup(sup| ;) (1.8)
seklindedir. Burada,

VkelIN ve Va=(a,),, skaler dizisi i¢in lima, =a; . (1.9)
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Lemma 1.53. [17] X, 1<p<o igin ¢, ya da ¢,dizi uzaylarindan herhangi biri
olmak tizere @, normlu X uzaymin sinirl bir alt kiimesi olsun. Eger; Vx= (xk) eX
igin

p: X—> X

x= p.(x)=(x,x,,...,x,,0,0,0,...)

seklinde tanimlanan bir operatdr ise bu takdirde,

2(0)= 1im(supH(1 -p,)(x)], j ’

r>o| yeo

olur. Burada 7, X de birim operatordiir.

[14, Teorem 1.10] dan biliyoruz kiz =ze+ z:o(zn —E)e(") seklinde tanimlidir
ve Vz=(z,)€c tek bir gdsterime sahiptir.
Burada lim, . z =Z dir.

Boylece Vz=(z,)ec ve (relN)igin

p: c—> ¢

2 p,(z)=7e+Y (2, -7)e"
n=0

seklinde tanimmli bir dontigiimdiir. Bu durumda BK- uzayr olan ¢ dizi uzaymin

kompaktsizliginin Hausdorff 6l¢iisii i¢cin asagidaki sonug ifade edilebilirdir.

Lemma 1.54. [13] O, c¢ dizi uzaymda smirh bir kiime ve p, :c—c (reIN),

(e(o) , eV yees ,e(r) ) kiimesinin lineer gereni iizerine bir projektor olsun. Bu takdirde,
1.. )
Ell_r)g(sug”(l —~ pr)(x)H[x ] <x(0)< }gg(sug”([ —pr)(x)H(x j , (1.10)

Burada 7, ¢ de birim operator.

Lemma 1.55. [18] X AK 6zellikli bir BK uzay1 ve R =S" olsun. Eger a € (XT )ﬂ ise

bu takdirde, her x € X, i¢in
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24X =D R (a)T, (x)
k=0 k=0
esitligi elde edilir.

Lemma 1.56. [2] X ; ¢, yada /, uzaylarindan herhangi biri olarak gdsterilsin. Eger

Ae(X,c) ise,

Vk eIN i¢inlima,, =¢, vardrr,

n—o0

a=(a,)el,,

s

n

ank_ak|j<oo |

Vx=(x,) € X i¢in lim 4, =iakxk .
k

n—o

Lemma 1.57. [19] X o ¢ bir BK —uzay: olsun. Bu takdirde,

(a) Eger A€(X,¢,) ise

||LA ||Z =lim sup|
n—>®0

An

X
(b) Eger Ae(X,0,) ise

A

n

0< ||LA ||Z < liriljllp ;

ifadeleri saglanur.

Simdi, F; IN nin biitiin sonlu alt kiimelerinin bir sinifi olarak tanimlansin ve

Fr(r eIN ), r den daha biiylik elemanlar ile /N nin bostan farkli biitiin alt

kiimelerinden olusan F nin bir alt kolleksiyonu olsun.



Lemma 1.58. [20] X o ¢ bir BK —uzay: olsun. Eger Ae(X,(,) ise

[ 4. =1L <404 o, -

burada

*

> 4,

neN

<0
X

[ 4l =sup

seklindedir.
Lemma 1.59. [2] x= (xk) €/, olsun. O zaman

0
2%

neN

< i |xn|£4.sup

n=r+l NeF,

o0
2%

neN

sup
NeF,

esitsizligi saglanir.

Lemma 1.60. [10] (X,

uzaymin etki alani olan X, de bir BK- uzayidir.

22

) bir BK- uzay1 olsun. Eger |/, :HT()H ise X normlu dizi

Uyan 1.61. [18] X normlu dizi uzaymnin etki alani olan X, nin bir baza sahip olmasi

icin gerek ve yeter sart X in bir baza sahip olmasidir.



2. BOLUM

B(r,s) MATRISI ILE iLGILI BAZI UZAYLARDA KOMPAKT
OPERATORLER

2.1. B(r,s) Matrisinin Etki Alam Yardimiyla Olusturulan Bazi Dizi Uzaylan

Bu boliimde Cesaro matrisinin Maddox dizi uzaylar1 iizerindeki etki alan1 yardimiyla
wy ,w” ve W seklinde dizi uzaylar1 tanimlanacaktir. A fark matrisinin wj,w” ve w/
dizi uzaylar1 tzerindeki etki alan1 yardimiyla wy (A),w” (A) vew? (A) seklinde dizi
uzaylar1 tamimlanacaktir. A fark matrisi, =1 ve s=-1 i¢in B(r,s) ikili band
matrisinin 6zel halidir. B(r,s) ikili band matrisinin w?,w” ve w’ dizi uzaylari
tizerindeki etki alani yardimiyla w; (r,s),w” (r,s) ve w’ (r,s) seklinde dizi uzaylari

tanimlanacaktir. Elde edilen bu uzaylardan bazilar1 i¢in matris siniflar1 karakterize
edilecektir. Son olarak bu uzaylar ile klasik dizi uzaylar1 arasinda tanimli operatorlerin

hangi sartlar altinda kompakt oldugu incelenecektir.
Bu tip ¢alismalara, X ve ¥ herhangi iki FK- uzay1 olmak iizere (X Y ) c B(X ,Y ) ,

yani her 4 € (X,Y) matrisinin L, (x) = A(x), L, e B(X,Y) olacak sekilde lineer bir

operator tanimlanmasi zemin hazirlamigtir. Kompakt operatér tanimlamak i¢in, FK-
uzaylar1 arasindaki matris doOniisiimlerinin sartlarin1  belirlemek gerekir. Bu,

kompaktsizligin Hausdorff 6l¢iisiinii kullanmakla basarilabilir.

C=(c, ) Cesaro matrisi Vn,k € IN, i¢in

—, 0<k<n

0, k>n
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seklinde tanimli olmak iizere [21] ve [22] numarali kaynaklarda

(co)cz{x (x)ew:lim— —0}

e p 41420
(c)c = {x =(x,)ew: thZkaevcut}

n—)oon+ 5=0
<oo}

dizi uzaylar1 tanimlanmistur. pz( pk) pozitif sayilarin smirli dizisi olmak {izere;

Zxk

I’l+ k=0

(1) == () ewsup

nelN

Maddox dizi uzaylar1

co(p)z{x (xk)ew 11m|xk| }

k—o©

c(p)z{x=(xk)e w:lgrgo|xk|pk mevcut}

fw(p)={x:(xk)ew:sup|xk|pk <oo}

keIN
seklinde tanimlidir.

1< p <o olsun. [23] numarali kaynakta Maddox tarafindan kuvvet C; —sifira

toplanabilir, kuvvet C; —toplanabilir ve kuvvet C; —sinirh dizilerin kiimeleri sirasiyla

0

w(fz{xz(xk ew|hm[ Z|xk| ] }
n—»o0 nkl

wy ,w” ve wl ile gosterilmigtir.

wt = {x (xk) ew| hm( Z|xk —£| j =0 bazzkompleksﬂsayzszigin}
ny

n—x0

\(

wg:{x:(xk Jew: sup[ Z|xk|j }
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Maddox bu tiir taniml1 uzaylari elde etti ve bu uzaylar iizerinde ¢alisti. Tiim bu uzaylar

1
1 2wl A
MWw&ZW]
k=2"

v>0

normu ile birlikte BK uzayidir . w) AK 06zelliklidir, ve her x € w” dizisi tek bir

gosterime sahiptir.
x=le+ Z(xk —E)e(k)
k=1

Burada 111_)11;()(,() =( dir.

[24] numaral1 kaynakta yazarlar liggensel matrislerin etki alanlarindan elde edilen dizi

uzaylari tizerinde galigmuslardir. A=(a,,) Fark matrisi Vn,k € IN, i¢in

1, k=n
a,=4-1, k=n-1
0, D.D.

seklinde tanimli olmak tizere [25] numarali kaynakta A fark matrisinin wy ,w” vew’
dizi uzaylari iizerindeki etki alani yardimiyla sirastyla wy (A),w”(A) vew? (A)

uzaylar1 elde edildi ve ¢alisildi

Bazi bilim adamlar1 bu wuzaylarda kompakt operatorlerin smiflarinin

karakterizasyonu iizerine gayretle calismislardir. Fakat caligmalar1  yalnizca bu
degildir. Amag yeni bir B(r,s)(r#0) matrisi ile adi gegen bu matris yerine genelleme

yapmaktir.
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B(r,s) matrisinde Ozel olarak r=1 ve s=-1 alrsak, A matrisini elde ederiz.

B(r,s) matrisi licgensel bir matris olup dolayisiyla tersi mevcuttur. Ters matrisi

S=(s, ): ., le gosterelim. Bu takdirde kolay bir hesaplama ile,

0 k>n

oldugu goriliir. B (r,s) matrisininwy ,w” vew? dizi uzaylar1 lzerindeki etki alani
yardimiyla sirasiyla w (r,s),w” (r,s) ve w’ (r,s) dizi uzaylar1 elde edilir, yani;

wy (r,s) = (Wé’ )B(r’s) W (r,s) = (wf’ )B(r’s) ve w! (r,s) = (wj; )B(r’s) seklindedir. [26]
(X Y ) siniflarinin  karakterizasyonu i¢in asagidaki sonuglar 6nemlidir.

Lemma 2.1.1. [24]

(@ X=w) yada X=w’ ve Y, wnin keyfi bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde

Ae(X,,Y)< her n=1,2,... , i¢in IZIE(X,Y) ve W(”)E(X,co)olmamdlr. Burada

A= (&nk) , Ve wt = ( ;’2):/{:] ticgensel matrisleri Vn,k € IN igin

z anj k=

ve her 1<k <m i¢in

z an] Jk = ka

]ﬂ’l

ile tanimlanir. Ustelik, eger A€ (X,,Y) ise bu takdirde
VzeZ=X, i¢gin Az= /AI(TZ) olur.

(b) ¥, wnin keyfi lineer bir alt uzay1 olsun. Bu takdirde



27

Ae(w”(T),Y)@ /Ale(wé’,Y) , her n igin W e(w”,c)

ve /Ale—( p,). €Y olmasidir. Burada VnelN igin

lim ZW,(n'Q =p, .
k=1

m—>0

Daha ileri olarak, eger 4 e (w” (T),Y ) ise bu takdirde Vzew” (T) igin,

Az=A(T2)-E(p,)", (2.1)

burada &e ¢ w’(T) de z nin kuvvetli limitidir, yani

14 ?
= |nz-¢| =o. (2.2)

n g

Burada biz uygun smiflarin karakterizasyonu ile ilgili kismi ¢ikaracagiz. Daha 6nceki
teorem ve [27] numarali kaynaktaki sonugtan bu kolayca elde edilebilir. 7 = B(r,s)

koyarak kosullar elde edecegiz ve bundan dolay1 asagidaki esitlikleri kullanirsak:

j—k
n > —S ..
a, = Zani'% her n,k € IN i¢in; (2.3)
=k
m_e (=) "
w = Z a,. e 1<k <m i¢in; (2.4)

Jj=m

Gerekli ve yeterli kosullar1 elde etme siiresince bunlar1 varsayacagiz, yani, matris

dontistimlerinin uygun siniflariin karakterizasyonlar1 var.

Onerme 2.1.2. [24] Kisalikk olmasi agisindan, max, =max,,_ .. Z:
v k=2"

v=0,1... ve M, = {a € w:||a||Mp < oo} , gosterelim. Burada
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seklindedir.

X=w) yada X=w! olsun. Eger a € (X, )ﬂ ise bu takdirde

a

v, =|Rd],, - 2.5)
Eger a e (wp (T))ﬂ ise

al. .y =|Ral,, +n] (2.6)

m 0
Burada ’}713.10 z Z a:s, =n
k=1 j=m

Burada 7 = B(r,s) alinirsa

" o0 (_S)j_k *
Ra = (Rka)k:() = E a; Lk
k=0

Jj=k

elde edilir.
2.2. Kompakt Operatorlerin Belirli Alt Siniflarimin Karakterizasyonu

Burada asil amag¢ kompakt operatorlerin belirli alt siniflarinin karakterizasyonudur. X ;

wy (r,s) , WP (r,s) ya da w’ (r,s) uzaylarindan herhangi biri ve ¥ ¢,, ¢, yadac

klasik dizi uzaylarindan herhangi biri olmak iizere (X Y ) simifin1 g6z Oniine alinir. X

uzayma gore w; (r,s) ve w’(r,s)dizi uzaylar1 ayn1 - dualine sahiptir. (Onerme

2.1.2, (2.6)), K (X Y ) siifin1 tanimlamay1 iki duruma ayiracagiz.
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Teorem 2.2.1. [26] X ; w; (r,s) ya da w’ (r,s) uzaylarindan herhangi biri ve

ve

seklinde tanimlanmis olsunlar. Bu takdirde,

(a) Eger A€(X,c,) ise

|, = lim | 4™

m—»

(b) Eger Ae(X,0,) ise

0<|L,], <lim|4™

m—>0

(¢) Eger Ae(X,c) ise

l1im(

2 m—wo

A <1z, < im

)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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ifadeleri saglanir. Burada

(S
11m2am =aq, (k=1,2,...)

n—»o / —k+1

seklindedir.

Ispat: (a) Lemma 1.49 ve Lemma 1.53 birlikte uygulanirsa

”LA”)C = Z(LA (EX)) = lim

m—>0

{sup” (1-P,)(4x) H (2.12)

elde edilir. Burada ~ (m=0,1,...) ve x=(x,) _, €¢, i¢in

P: c,— ¢

x—P, (x)= P
olacak sekilde bir projektordiir.

Al — (—nk )w

n,k=0

ile tanimlanan sonsuz bir matris olsun, A" e(X,c,) oldugu igin A" e X7 olur

bundan dolayr Lemma 1.41 ve Onerme 2.1.2 tarafindan

z ] Tkl

Jj=k

o0
z 2" max
v=0

A[’"

(2.13)

o=,

0

2 ] k+]

=k

2 z[ge

elde edilir. Buradan
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Al

n

. (2.14)

_n

Sup H(Z - b, )(Ax)H = HLAM H = Ssup

xeBy n>m

sonucuna varilrr.

Boylece (2.9); (2.12) ve (2.14) den elde edilir.

(b) Lemma 1.52 bu kisim i¢in olduk¢a dnemlidir. 4 e (Wé’ (r,s),c) olsun. Daha sonra

Lemma 2.1.1 dikkate alinirsa 4 e (Wé’ ,c) olur. Simdi (Lemma 4.1, [4]) tarafindan w;

AK 06zellikli BK uzay1 oldugu bilindiginden

I, =[],

sonucuna varilr. Simdi Lemma 1.52 uygulanirsa

A

A -a

A —aHj (2.15)

m—>0

%.lim sup(s}gg ;f ) < ||LA ||l = HL/3 Hl <limsup (S,,EE

m—»0

elde edilir.

Ayrica (Lemmal, [27]) uygulanirsa

0 - ik R
T

Jj=k

0
z 2" max,
v=0

(2.16)

0 - ik R
Zanj'(rj—zﬂ _ak

Jj=k

]q (1<p<oo)

> [zv

elde edilir. Boylece (2.11) ifadesi saglanir. 4 e (wjj (r,s),c) durumunu dikkate alalim.
Biliyoruz ki wy (r,s) < w?(r,s) , bundan dolayr 4 e (W£ (r,s),c) =Ade (Wé’ (r,s),c)

ve (2.11) de esitsizlikler yerine getirilir.

(¢) Simdi 4€(X,/,) olsunve (m=0,1...) ve x=(x,)_ €/, icin
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Pt — 1,

x—>P (x)= X

olacak sekilde projektoriinii goz Oniine alalim. Ayrica A =(ank ):k:O

yukaridaki

yontemle tanimlanmis sonsuz bir matris olsun. Eger X bu uzaylardan herhangi biri ise

A e (X,2,) oldugu agiktur.

L,(By)<P,(L,(By))+(I-P,)(L,(By)) oldugundan

AL (B)) < 2R (1 (B) (- 214 (o)) = 2(1-)(1.(B)

<plr=r) (a0l =l | el =l

elde edilir.

oldugu i¢in ispat tamamlanir.
MP

0<|z,], = x(L(By))< supHRA[”’]
Sonug 2.2.2. [26]

(a) [|[4™], (2.7) deki gibi olmak iizere eger A e (Wé’ (r,s),co) veya Ae (wo’; (r,s),co)

1se bu takdirde

A" =0 (2.17)

L, kompaktr < lim

m—»0

(b) Eger Ae(wé’ (r,s),ﬁw) veya Ae(w£ (r,s),ﬁw) ise bu takdirde L, nin kompakt

olmasi i¢in (2.17) deki sart yeterlidir.

(c) HAC<'"> , (2.8) deki gibi olmak iizere eger Ae (Wé’ (r,s),c) veya Ae (wjj (r,s),c)

1se bu takdirde

L, kompaktir <> lim [ 4" H =0 (2.18)

m—
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Ispat: Ispat Teorem 2.2.1 ve (1.5) in dogrudan bir sonucudur.

Teorem 2.2.3. [26] r=1,2,...

sup

n>r

n>r v=0

sup i 27

v=0

{z 2" max,

icin

seklinde tanimlanmis olsun. Burada

seklindedir. Bu takdirde

(a) Eger 4 e (W” (r,s),co) ise

||L || —lim|B"

r—0

- (-s)""
lim» > a, =T

=1,

(b) Eger Ae(w” (r.5),0,,) ise

O<||L || <lim

r—w

ifadeleri saglanur.

B >H

0
2.4
Jj=k

()"

j rj—k+]

zanj ] k+]

n=12,...

] —k

ql

n

77] (p=1)

(2.19)

Q=

+n,| | (1<p<o)

icin (2.20)

(2.21)

(2.22)

Ispat: Teorem 2.2.1 deki metod uygulanirsa, ispat benzer sekilde yapilabilirdir. Ispat

boyunca tek fark:

]

wP(r,s)

> [zv

almaktir. Burada n=1,2,...

lim Z Z am

N
" OOkl/m

0

2 a,

=k

I

/k+1 -

—k

(=)™

kel
/T

icin

Vl
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seklindedir.

Sonug 2.2.4. [26] B") , (2.19) daki gibi tanimlanmis olmak {izere eger
g

(a) Ae (w” (r,s) ,co) ise bu takdirde

L, kompaktr < lim B<r>H =0 (2.23)

(b) Ae (W” (r,s),ﬁw) ise bu takdirde L, nm kompakt olmasi i¢in (2.23) deki sart

yeterlidir.

Ispat: Ispat Teorem 2.2.3 ve (1.5) in dogrudan bir sonucudur.



3. BOLUM

UCLU BAND MATRISLERININ BAZI DiZI UZAYLARINDA
KOMPAKTSIZLIGININ HAUSDORFF OLCUSU

Bu bolimde B(r,s,t) Ugli band matrisinin ¢, ve £ dizi uzaylari lizerindeki etki alani
yardimiyla ¢,(B) ve (,(B) seklinde dizi uzaylar1 tanimlanacaktir. Daha sonra

kompaktsizligin Hausdorff 6l¢iisii kullanilarak bu uzaylarda kompakt operatorlerin bazi

siniflar1 karakterize edilecektir.

3.1. ¢o(B) ve £,(B) Dizi Uzaylan
r, s ve t sifirdan farkl reel sayilar ve B(r,s,z‘)z{bnk (r,s,t)} iiclii band

matrisi Vn,k € IN i¢in

r, k=n

s, k=n-1
bnk:

t, k=n-2

0, D.D.

seklinde tanimlanir. Buna gére bu matrisin etki alanindan faydalanarak, [28] numarali

kaynakta Sonmez tarafindan

¢, (B)= {x =(x,)ew: }E{ﬂ”xk + 8, x| = 0}

(,(B)= {x =(x,)e w:sup|rxk + 5%, +txk_2| < oo}
kelN

dizi uzaylar1 tanimlanmis, bu dizi uzaylarmin
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B, (r.s,t)(x) 3.1)

|

ey = |B(rss:)(x)], = sup

Lo

s

normuna gore BK —uzaylar: oldugunu gostermistir.
Herhangi x =(x, ) € w dizisinin B(r,s,t) doniisiimii olarak y =(y,) dizisi yukarida

Y, =1x, +8x,_ +Ix,_, (3.2)
seklinde tanimlanmistir.

A

ve A normlu uzaylar1 izomorfik iseler o zaman x=(xk)el

B(rsid) <

B(r,s.t)
y=(y,) € Aoldugu agiktir. Ayrica x =(x,)ve y=(y,) dizileri (3.2) ifadesi ile birlikte

diistiniiliirse

||x 0 (B(rst) ||y

8
elde edilir. Burada 4 ; ¢, veya ¢ dizi uzaylarindan herhangi birini gdstermektedir.

Eger (|-

,X) bir normlu dizi uzay: ise,

Y =Sup Y |a,x,| (33)

xeSx k=n

|a

esitligini yazariz. Ayrica X bir BK —uzay1 ve a€w i¢in ae X’ oldugunda (3.3)
ifadesi smirhdir. [20]

Lemma 3.1.1. [29] X; ¢ (B) veya Kw(B) uzaylarindan herhangi biri olarak

gosterilsin. Eger a=(a,) e X” ise bu takdirde d=(d,) e, ve Vx=(x,)e X igin

Dlax, =D 4y, (3.4)
k=0 k=0

esitligi gecgerlidir. Burada y = B(r,s,t)(x) (3.2) deki gibi ve
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J—k—i i
5 _l r I s st —dtr —s+~s =4 4
, rEs 2r 2r !

seklinde tanimlanmaigtir.

Lemma 3.1.2. [29] X ile, ¢, (B) veya / w(B) uzaylarindan herhangi birini gostersin.

Bu takdirde Va =(a,)e X" igin

0

A :Z|ak|<oo

a

ol =

elde ederiz. Burada @ =(d,) lemma 3.1.1 deki gibidir.

Ispat: v, ¢, veya ! uzaylarindan herhangi biri olsun ve keyfi bir az(ak) e X’
alalim. Bu takdirde Lemma 3.1.1 den dolay1 her x=(x,)e X ve y=(y, )€Y dizileri
icin a=(a,)el, ve (3.4) esitligini elde ederiz. Daha sonra (3.1) esitliginden

xeS, < yeS, olur. Bunedenle (3.3) ile (3.4) i alirsak;

o0
Zakyk =|a

k=0

o0
Z Qe Xk

k=0

o = sup

xeSy

= sup
S

Yedy

Y 2

ve ae€/l, oldugu igin Lemma 1.42 den

*

Y

*

o0
0 <

a

a

N
”ax_

elde edilir.

Lemma 3.1.3. [29] Z; bir dizi uzay1 ve 4= (ank) bir sonsuz matris olmak tizere; X ;
o (B) veya [ (B ) uzaylarmndan birini, ¥ de; ¢, ya da /_ uzaylarindan birini
gostersin. Eger 4 € (X VA ) ise her xe X ve yeY dizileri icin Ax = ;ly olacak sekilde

Ae (Y,Z) vardur. Burada 4 =(a,)
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3.5
2r 2r (3-5)

j—k—i i
k_j[—s+\/s2—4tr]] L—s+\/s2—4tr] .
nj

ile taniml1 bir matristir.
Ispat: [3, Lemma 2.3] deki gibi ayn1 yontemle benzer bir sekilde ispatlanabilir.
Teorem 3.1.4. [29] X ; ¢, (B) veya ( (B) uzaylarindan herhangi biri, 4= (ank) bir

sonsuz matris ve A :(&nk) birlestirilmis matris olsun. Eger A4; (X ,co),(X ,c) ya da

(X 0 w) simiflarindan herhangi biri ise bu takdirde

e, =500 Sl <o

Ispat: Lemma 1.40 ve Lemma 3.1.2 birlikte diisiiniiliirse ispat elde edilir.
3.2. ¢y(B) ve £,(B) Uzaylarinda Kompakt Operatorler

Bu alt bolimde, ¢, (B) ve / w(B) uzaylarinda belirlenmis matris operatorlerin

kompaktsizligin Hausdorff 6lgiisii icin 6zdeslikler ve hesaplamalar kuralim. Daha
sonra, bu uzaylarda kompakt operatdrlerin bazi smiflarin1 karakterize etmek igin

sonuclarimizi uygulayalim.

Teorem 3.2.1. [29] X; ¢, (B) veya Kw(B) uzaylarindan herhangi biri olarak

gosterilsin. Bu takdirde,

(a) Eger A€(X,¢,) ise

k=0

IL.], = 1imsup[z a, j (3.6)

\

L, kompaktir < lim[z a, j: 0. (3.7)
n—>0 k=0
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(b) Egerde(X,(,) ise

0<|L,], < nmsup[i ‘, j

k=0

\

L, kompaktir < 1im[i|ank|j =0.
k=0

n—o0

Ispat: Ae (X , co) olsun. VkeIN igin A, € X’ oldugundan, VkeIN igin Lemma

3.1.2 den

~
A

ank

A

n

(3.8)

X n

o0

elde edilir. Boylece (3.8) ve Lemma 1.57(a) dan (3.6) ve (3.7) yi elde ederiz. Lemma
1.57(b) kullanilarak benzer sekilde teoremin (b) kismu ispatlanabilir.

Teorem 3.2.2. [29] X; ¢, (B) veya Kw(B) uzaylarindan herhangi biri olarak

gosterilsin. Eger 4 € (X, ¢) ise bu takdirde,

>

k=0

.
i, —o?k|] |, < 1ir?j£p(z

k=0

1. A A
Ehmsup[ a, —ak|j (3.9)

n—o

\(

n—o

L, kompaktir < lim(zwnk -a, ]zO (3.10)
k=0

dir. Burada lima,, =a,

n—o0

Ispat: Lemma 3.1.3 ve Lemma 1.56 birlestirilerek (3.9) da var olan ifadeden bu sonug

¢ikar. Kisalik agisindan S =S, yazalim. Daha sonra (1.4) ile Lemma 1.39 dan

IL.], = 2 (4S) 3.11)
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elde edilir ve AS € M_dir. Burada M _; c¢ nin biitiin smirh alt ciimlelerin bir smifidir.
Bu takdirde (3.11) deki ;((AS ) nin degerini  hesaplamak i¢in Lemma 1.54
uygulayacagiz. Bunun i¢in p :c—>c (1.10) ile tanimlanan projektor olsun. Bu
takdirde VrelIN igin (/- p,)(z):z;im(zn —z)¢" olup bunun sonucu olarak,

Vzec ve VrelNigin

[(1=p,)(z)|, =sup|z~2] (3.12)

n>r

esitligi elde edilir. Boylece (3.11) ve Lemma 1.54 birlikte uygulanilirsa,

2 r—w

Stim(supl(7 - p)(ax)|, J<IL, <tim{sul(r-p)(ar)], ]G3

elde edilir.

Simdi, her xe X i¢in (3.2) tarafindan tanimlanan y €Y veren bir dizi uzay1 olsun.

Burada Y'; swrasiyla ¢, ya da ¢ uzaylarindan herhangi biridir. 4 e(X ,c) oldugundan

Lemma 3.1.3 uygulanirsa Ae (Y ,c) ve Ax = zgly elde edilir. Daha ileri olarak Lemma

1.56 nin sonucu olarak her k ve her a=(&,)el, =Y" i¢in ¢, =lim, a4, ve

Py

lim, 4 (y)= :::Oo?kyk limitleri vardir . Boylece (4.7) den r e IN igin

n—>0 n

o0

Ian (y)_Z(&nk _dk)yk

k=0

= sup

Lo n>r

J(1=p.)(ax)], =|(z =) (%)

elde edilir. Daha sonra xS =S, oldugu i¢cin < y €S, olur. (3.3) ve Lemma 1.39

tarafindan her » € IN igin

A *

A -a

=sup(4, —a

n>r

snll =)o, =so{ sl )] sl <],

elde edilir. Boylece (3.13) ve (1.5) den sirasiyla (3.9) ve (3.10) elde edilir. Bu da ispat1

tamamlar.
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Teorem 3.2.3. [29] X; ¢, (B) ya da Kw(B) uzaylarindan herhangi biri olarak

gosterilsin. Eger 4 (X,/,) ise bu takdirde,

tim)}),, =[L]<4tmla] ], (3.14)
ve
L, kompaktir < lim||4[}7) =0,
burada
417, =525 | (rem)
seklindedir.
ispat: F,>F SF... oldugu igin negatif olmayan reellerin (||A||E;jjl))i°0 dizisi,

Lemma 1.58 gore artmayan ve siirhidir. Boylece limit, (3.14) ile bulunur.

Simdi S =S, olsun. Bu takdirde Lemma 1.40(a) ya gore L,(S)=4SeM, olur.

Bundan dolay1 (1.4) ve Lemma 1.53 den

IL.], = x(4S)= ygl[sug[ i |4, (x)\D (3.15)

elde edilir.

Ae(X,KI) oldugu i¢cin Lemma 1.59 dan Vxe X ve VrelN icin

34, (x)

neN

< i ‘An (x)‘ <4.sup

n=r+l NeF,

Y 4, (x)

neN

sup
NeF,

(3.16)

elde edilir. Diger taraftan VneIN igin 4, € X” oldugundan (3.3) ve Lemma 1.42

den VN e F, (reIN) i¢in
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*

2.4,

neN

>4

neN

34, (x)

neN

sup

xeS§

=sup

xeS

Sz a)

k=0 \ neN

e 0

esitligi elde edilir. Bu sonu¢ (3.16) ile birlikte uygulanirsa Vr € IN i¢in

>4, (3.17)

neN

Z;ln

neN

up

S
NeF,

< sup[ i |A"|j <4.sup

‘ xeS \ n=r+1 NeF, ‘

sonucuna varilir. Boylece (3.15) kullanilarak (3.17) de r —> o0 iken limite gegilirse

(3.14) elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.4. [29] X; ¢, (B) ya da Kw(B) uzaylarindan herhangi biri olarak

gosterilsin. Bu takdirde

(a) Eger Ae(X,cs,) ise

bnk

L] - nmsup[z
no \ k=0

) (3.18)

\(

L, kompaktir < 122[2 b, j =0 (3.19)
(b) Eger A e(X,bs) ise

o<|IL], < 1ir?j£p[g by j (3.20)
veE

L, kompaktir < 123[2 b, j =0 (3.21)

(¢) Eger Ae(X,cs) ise
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1. ST . I
Ehmsup[z b,—b, jé ||LA||)C < hmsup[z b, —b, j (3.22)
n—o0 k=0 n—»o —
ve
L, kompaktir < 1im[z b, —b, ] =0 (3.23)
n—x0 k=0
Burada l;nk =>4, velimb, =bh, .

n—»o
m=0

Ispat: A=(a, ) bir sonsuz matris ve S=(s,, ) toplam matrisi olsun ve B=(b,)

Vn,k € IN icin

n
bnk = Z amk
m=0

ile tanimlansin yani, B = SA ve bundan dolay1

m=0 m=0

Bn =isnmAmk =[iamk] (}’Z,kEIN)
k=0

olur.

Ayrica A=(a,) ve B=(h sirastyla tanimlanmis matrisler olsun. Agikc¢a goriiliir ki
nk nk g

Vn,k € IN i¢in

olur. Daha ileri olarak b= (b, | dizisi
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b, = limi&mk her (n,k € IN) igin (3.24)
e m=0

ile tanimlanir (3.24) deki limitler 4 (X , cs) oldugu durumlarda Vk € IN ig¢in vardir.

bs=(1,,),.cs,=(c,), ve ¢s=(c), oldugu igin (3.18)- (3.23) esitlikleri Lemma 1.40

kullanilarak Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 den elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.



4.BOLUM
SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda ikili ve tiglii band matrislerinin baz1 dizi uzaylari tizerinde
etki alan1 yardimiyla yeni dizi uzaylar1 elde edilmistir. Elde edilen bu uzaylardan
bazilar1 i¢cin matris siniflar1 karakterize edilmistir. Daha sonra bu uzaylar ile klasik dizi
uzaylar1 arasmmda tanimli operatorlerin  hangi sartlar altinda kompakt oldugu
incelenmistir. Ayrica kompaktsizhigin Hausdorft 6lgiisii kullanilarak bu uzaylarda

kompakt operatorlerin bazi smiflar1 karakterize edilmistir.

A — yakinsaklik kavrammi ilk kullananlar Mursaleen ve Noman olmustur [30].
A=(4,) dizisi

0<A, <A <.. ve limA, =

k—o©

seklinde tanimli bir dizi olmak iizere, Lamda matrisiA =(4,,) Vn,k € IN, i¢in

, 0<k<n
0 , k>n

seklinde tanimlansin. Bu matrisin etki alant yardimiyla [30] numarali kaynakta

Mursaleen ve Noman tarafindan ¢, (1), ¢(1) ve £, (A) dizi uzaylar: tammlanmistur.

r ve s sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere m. mertebeden genellestirilmis
fark matrisi G" (r,s)= (g;’}( (r,s)) ,Vn,k € IN igin

-1
gulr.s)=q\n—

0 , D.D

seklinde tanimlidir.[31]
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Diger taraftan 7" (r,s) = (t;“}f (r,s)) matrisi Vn,k € IN, ve Vme IN, igin

1 m—1 m_l o

j~_n‘90( 9 ]r 9]s9(1k+9_1k+9_]) , k<n—-m+2
L(m=1) s o
R ]"m ) (/In—m+x9+]_/ln—m+‘9) , k:n_m+2
/In 9=1 9-1

mllm—1
L (19_2]1”’”_9”5“9_2 (ln—m+9+] _j‘n_mhg) ) k = I’l—m+3

i (r.s)= | ’

! (ﬂ,n_] -2, ) + (m —1) s (l _y)

n n—]) , k:n—l
jd}’l
(A, =4,) o
A, ’
0 , k>n

seklinde tanimli olmak {izere [32] numarali kaynakta cé (G"’) ve ¢* (G"’) dizi uzaylar1

tanimlanmaistir.

Bu tez ¢alismasinda kullanilan ikili ve ii¢lii band matrisinin bir genellemesi olan

m. mertebeden genellestirilmis fark matrisi G” (r,s) = (g,’j}{ (r,s)) nin ¢,(4), ¢(4)
(,(A) ve ¢,(2) dizi uzaylari iizerindeki etki alam yardimiyla c¢; (G"’ ), c’ (G"’ ),
0 (G"’) ve Ef, (G"’) dizi uzaylar1 tamimlanip, bu uzaylar i¢in kompaktsizligin

Hausdorff 6l¢iisii kullanilarak, kompakt operatorlerin bazi siniflar1 karakterize edilebilir.
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