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OZET

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezde kullanilacak olan temel tanim ve teoremlerden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, tezin temelini olusturan kontak geometride egriler ve yiizeyler teorisi ile
ilgili tanim ve teoremler kaynaklari ile birlikte verilmistir.

Uciincii boliimde, R3(—3) uzayinda dogrultman vektoriiniin 6zel hallerine gore dayanak
egrisi Legendre egrisi olan regle yiizeylerin karakterizasyonu verilmistir. Ayrica, regle
yiizeylerin; Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmugtir.

Dérdiincii boliimde, R3(—3) uzayinda dayanak egrisi Legendre egrisi olan regle yiizeylerin
sekil operatorii matrisinin bilesenleri hesaplanmigtir.  Ayrica regle yiizeyin dayanak
egrisinin asimptotik egri, jeodezik egri olmasi ve striksiyon cizgisi ile cakigsmasi
durumlar1 incelenmistir.

Besinci boliimde, R3(—3) uzayinda bazi 6zel yiizeyler igin bazi karakterizasyonlar
yapilmistir. Oklid uzayindaki yiizeyler, kontak geometriye aktarilmistir.

Son boliimde ise tezden elde edilen sonuclara ve ¢esitli Onerilere yer verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Kontak Geometri, Kontak Metrik Manifold, Hemen Hemen Kontak

Metrik Manifold, Regle Yiizey, Oteleme Yiizeyi, Donel Yiizey.
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ABSTRACT

This thesis consist of six chapter.

In the first chapter, definition and theories used in the thesis are explained.

In the second chapter, basic definitions and theorems that is about theory of curves and
surfaces in contact geometry in R3(—3) space are mentioned.

The third chapter,the characterization of the ruled surfaces that are generated by the base
curve as Legendre curve are given in R3(—3) space according to specific circumstances of
the direction vector.Also, Gauss and mean curvatures of the surfaces are calculated.

In the fourth chapter, coefficients of Weingarten matrix of the ruled surfaces are calculated
in R3(—3) space. Whether asymptotic curve, geodesic curve, striction curve can be used
as base curve are examined.

The fifth chapter, the characterization of the surface of revolution and translational
surfaces are given in R3(—3)

The last chapter consists of results derived out of the thesis and various suggestions.
Keywords: Contact Geometry, Contact Metric Manifold, Almost Contact Manifold,

Ruled Surface, Offset Surface, Rotational Surface.
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GIRIS
Ik olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton’nun calismalariyla ortaya
cikan kontak geometri giinlimiizde pek c¢ok matematikcinin ilgisini ¢ekmektedir.

Ozellikle D.E.Blair ve Japon matematik¢i K.Yano’nun konu ile ilgili kitap ve makaleleri

bulunmaktadir [1],[2].

Kontak manifoldlarda 6nemli bir yeri olan Sasaki manifoldlarinin tanimi 1960’ 11 yillarda
Japon matematik¢i S.Sasaki tarafindan verilmigtir. Yine ayni yillarda yasayan M.Gray,
K.Ogiue ve W.M.Bootby gibi matematik¢ilerin bu konuyla ilgili ¢aligmalar1 dikkat
cekmektedir [3], [4].

Kontak geometrinin bir ¢ok alanda uygulamalar1 vardir. H.Geiges makalesinde kontak
geometrinin fizik, mekanik, optik, termodinamik ve kontrol teorisi alanlarinda nasil

uygulandigini anlatmistir [5]. Ornegin

Sekil G.1. Kontak Lens



21:MAIN CONTROL UNIT
22;WIRELESS COMMUNICATION

25: STORAGE UNIT 1;CONTACT LENS

24 ; IMAGE PICKUP UNIT
20; CIRCUIT UNIT

Sekil G.3. Termodinamik Yapilar

Sekil G.4. Termomodinamik Yapilar

kontak geometrik yap1 6rnekleridir.

Egriler teorisi ¢aligilirken; bir egrinin Serret-Frenet denklemlerinin bulunmasi ve
egriliklerinin hesaplanmasi ¢cok onemlidir. Oklid uzayinda egrilikleri ve Serret-Frenet

denklemlerini hesaplamak kolaydir. Fakat kontak geometride Serret-Frenet denklemlerini
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bulmak ve denklemlerde gecen catilarda calismak ¢ok da kolay degildir. Baikoussis
ve Blair, iic boyutlu Sasaki uzayinda Legendre egrileri icin Serret-Frenet denklemlerini
vermiglerdir [6].

Belkelfa ve arkadaslar1 Lorentz geometrisinde, ii¢ boyutlu Sasaki uzayi i¢in bir Legendre
egrisinin Serret-Frenet denklemlerini vermislerdir [7].

Camci doktora tezinde ilk kez Kontak manifoldlarda vektorel ¢carpim tanimini yapmistir
[8]. Baikoussis ve Blair, 1994’deki ¢aligmalari ile "E3(—3€) Sasaki uzayinda N?(c)
silindirinde yatan herhangi bir Legendre egrisi 1-tiplidir ancak ve ancak Legendre egrisi
sabit egriliklidir’ 6nermesini ispatlamiglardir [9]. Camci tezinde bu teoriyi herhangi bir
sonlu tipte egri i¢in de ispatlamistir [8].

Uc boyutlu Sasaki uzaylarinda Legendre egrileri haricindeki egriler icin Serret-Frenet
denklemlerinin bulunmasi zor bir problemdir. Hatta iicten farkli boyuttaki Sasaki
uzaylarinda bir Legendre egrisi icin Serret-Frenet denklemlerinin bulunmasi hala

coziilememis bir problemdir.

Oklid uzayinda egriler ve yiizeyler ile ilgili pek cok calisma yapilmistir.  Bu
konuya Gauss’un Egregium ve Gauss-Bonnet teoremleri Ornektir. Gauss gibi
pek cok matematikcinin egriler ve ylizeyler teorisinin gelisimine katkilar1 olmustur.
Yiizeyler, Frenet hareketlerinin bir egriye etki etmesiyle elde edileceginden, ylizeylerin
siniflandirilmasi hareketlerde secilen edriye bagh olacaktir. R3(—3€) Sasaki uzayinda
Legendre egrilerinin ii¢ boyutlu Oklid uzayma gore daha dogal egriler oldugu Baikoussis
ve Blair tarafindan gosterilmistir [9]. Benzer sekilde, R3(—3¢) Sasaki uzayindaki integral
yiizeyleri ii¢ boyutlu Oklid uzayina gére daha dogal yiizeylerdir.

Gok, doktora tezinde kontak geometride yiizeyler teorisini ayrintilariyla incelemigtir. Gok
bu ¢aligmasinda R3(—3€) Sasaki uzayinda herhangi bir yiizeyin sekil operatorii matrisi,
Gauss egriligi, Ortalama egriligi ve ilk kez R3(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey i¢in Gauss
Egregium teoremini elde etmistir [10].

Oklid uzayinda ve Lorentz (Minkowski) uzayinda regle yiizeyler igin bir ¢ok calisma
yapilmistir. Regle yiizey kavrami, Fransizca surface regleé’den gelmis olup cizgiler
yiizeyi (1s1n yiizeyi) olarak da adlandirilabilir. R3 de bir regle yiizey, bir parametreye
bagli dogrular ailesinin geometrik yeri olarak tanimlanir. Regle yiizeylerin en meshur

ornekleri silindir ve koni yiizeyleridir.



4

Genellestirilmis regle yiizeyler teorisi iizerinde 1960’11 yillarda Juza calismistir [11].
Daha sonra bu konu ile ilgili calismalar Frank , Giering ve Thas ile devam etmistir
[12],[13].

Ergiit, yiiksek lisans tezinde R® Oklid uzayinda Frenet hareketi altinda regle yiizeyler igin
bogaz noktasi, bogaz cizgisi, dagilma parametresi kavramlarini incelemigtir [14].
Sabuncuoglu, docentlik tezinde regle yiizeyleri ve ozelliklerini arastirmistir [15].

Regle yiizeyler iizerine bir bagka calisma Caliskan tarafindan hazirlanmis olan doktora
tezidir [16].

R3 ve R" de regle yiizeyler icin yapilan bu calismalar Lorentz (Minkowski) uzayina
tasinmistir.  Turgut, doktora tezinde timelike ve spacelike regle yiizeyler i¢in bogaz
noktasi, bogaz ¢izgisi, dagilma parametresi kavramlarini ele almistir [17].

Yayli, Minkowski uzayinda yaptig1 ¢alismasinda Frenet hareketi altinda dayanak egrisi
spacelike bir egri ve spacelike dogrultmanli bir spacelike regle yiizey icin dagilma
parametresini hesaplayarak yiizeyin acilabilir olmasi i¢in dayanak egrisinin bir helis egrisi
olmas1 gerektigini ispatlamistir. Bunlara ilaveten dogrultmanin 6zel halleri i¢in elde
edilen regle yiizeylere dair teoremler vermistir [18]

Yiiksel, yapilan bu ¢alismalar1 Bishop catili regle yiizeyler icin Minkowski uzayinda ele
almigtir. Bishop catili regle yiizeyler i¢cin dagilma parametresini hesaplamis ve yiizeyin
acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sartlart vermistir. Yine bu calismada yiizeyin I. ve II.
temel formunun katsayilar1 ve ortalama egriligi elde edilmistir. Yiizeyin minimal olmasi
ve striksiyon egrisinin asimptotik egri olmasi icin gerek ve yeter sartlart verilmistir [19].
Ayrica Damar doktora tezinde 3-boyutlu Oklidiyen uzayda Bishop catili DNA ve regle
yiizeyleri incelemistir [20].

Bu tez ¢alismasinda Camci ve Gok’iin ¢alismalart dogrultusunda 3-boyutlu Sasakian
uzaymnda Legendre dayanak egrisi tarafindan iiretilen regle yiizeylerin; dogrultman
vektoriiniin genel ve 6zel halleri, Gauss ve ortalama egriligi incelenmistir.

Son boliimde ise bazi 6zel ylizeyler icin karakterizasyonlar elde edilmistir.



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1. Afin Uzaylar

Tamm 1.1.1. (Afin Uzay) A bostan farkli bir ciimle ve V de F cismi iizerinde bir vektor
uzay1 olsun. Eger

X:AxA—-V

doniistimii P,Q € A i¢in
E—

(PQEeV

seklinde tanimlanmig ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A ciimlesine V vektor uzayi
ile birlestirilmis bir afin uzay denir [21].

() YP.Q,Re€ Aicin PR=PQ+QR

(ii) VP Ave Vac Aigin ﬁj = a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardr.

Ornek 1.1.1. R" = {(x1,%0,...,x,)|x; €R,1 < i < n} climlesini goz Oniine alalim. R”

climlesi R cismi iizerinde bir vektor uzayidir.
f:R"xR"—>R

(PQ)—=f(PRQ)=Q—P

fonksiyonu afin uzay tanimindaki (i) ve (ii) onermelerini dogrular.

Demek oluyor ki R” nokta ciimlesinde bir noktay1 baslangi¢ noktasi olarak secersek (ii)
Onermesi uyarinca n in geri kalan her bir noktasina R” vektor uzayinin bir vektorii karsilik
gelir. Bir bagka deyisle R” in afin uzay oldugu diisiiniilerek her elemanina bir nokta gibi

ve ayn1 zamanda bir vektor uzay1 oldugu diisiiniilerek de bir vektor gibi bakilabilir [21].

Tamm 1.1.2. (Afin Cat1) Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzay A olsun. Ry, P,,..., P,

noktalar1 i¢in {P, P}, By P,..., P,P,} vektorlerinin ciimlesi V nin bir baz1 ise {F,, P,, ..., P,}



6

nokta n + 1 lisine A afin uzaynin bir afin catist denir. Burada P, noktasina catinin

baglangic noktasi ve P; noktalarina da ¢atinin bitim noktalar1 denir [21].

1.2. Oklid Uzaylan

Tamim 1.2.1. (Oklid Uzay) Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay1 V olsun.V
de bir i¢ ¢carpim iglemi
(H)VWxV->R

(x’J/)—’(x’J/):in%
i=1

olmak tizere

():R*xR*—=R
(6, 7)= (%, 9)=D_ Xy,
i=1
seklinde tanimlanir [21].

Ornek 1.2.1. 3-boyutlu standart reel vektor uzay1 R? ile birlestirilmis E3 afin uzayini ele

alalim. Bu R3vektor uzayimda Oklid i¢ ¢arpimi
():R*xR*—>R
(x’ y) - (x’ y) :inyi» {x = (xlr X2, X3), y= (yl! Yor J’3)}
i=1
bi¢ciminde tanimlanir. Boylece E3 afin uzay1 3-boyutlu oklid uzay1 olur ve E? ile gosterilir

[21].

Tamm 1.2.2. (Oklid Catis1) Bir n-boyutlu reel i¢ carpim uzay: V olsun. V ile birlesen

E" Oklid uzayinda siral1 bir {P,, P, ..., P,} nokta n+1 - lisi i¢in eger {POPl, BpP,..., POPH}

vektor sistemi V' nin ortonormal bir baz1 ise {P,, P,, ..., P,} Oklid ¢atis1 denir [21].

Ornek 1.2.2. E" de E, = (0,0,...,0), E, = (1,0,...,0),..., E, = (1,0,...,0) noktalar1 bir
dik cat1 olustururlar. Gergekten,(E,E;, EyE;) = 0;; dir. O halde {EOE,-,EOE j} sistemi

R"vektor uzayi i¢in bir ortonormal bazdir [21].

Tamim 1.2.3. (Standart Oklid Catis1) E” deki {E,, E,, ..., E,} catisina standart Oklid

catist denir [21].
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Tanim 1.2.4. ( Oklid Koordinat Sistemi) E” de bir X noktasinin E” deki standart Oklid

catisina gore ifadesi
n
EX = xKF,
i=1

dir. Buradaki

x;:E">R, 1<i<n

fonksiyonlarina x noktasinin Oklid koordinat fonksiyonlart ve {x;, X,,..., x,} sirali ve

reel degerli fonksiyonlar n-lisine de E” in Oklid koordinat sistemi denir [21].

Tamim 1.2.5. (E" de Egri) I, R nin irtibatli agik alt ciimlesi ve E”, n-boyutlu Oklid uzay1
olmak tizere,

a:IcCR—E"
s$— a(s):(al(s)!aZ(S)v-"an(S))

doniisiimii  diferensiyellenebilir ise «a(I) ctimlesine E” de (/,a) komgsulugu ile

tanimlanmug bir egri ve s € I de8iskenine de a egrisinin parametresi adi verilir [39].

E?‘!

o
: £ i
i
Sekil 1.1. Egri
Tanim 1.2.6. ( Egrinin Hiz Vektorii) E” de M egrisi (I, ) koordinat komgulugu ile

verilsin.  : I — E" fonksiyonunun koordinat fonksiyonlar1 a(s) = (a,(s), a,(s),..., @,(s))

olmak tizere

, da, da, da,
o |

ds’ ds’ 7 ds
dir. (@'(s),a(s)) € Tga(s) tanjant vektoriine M egrisinin s € I parametresine karsilik gelen

a(s) noktasinda (I, a) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii denir [21].
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Tanim 1.2.7. (Birim Hizh Egri) E” de M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.
Eger Vs €I icin

le(s)lI=1
ise M egrisi (I, a) koordinat komsuluguna gore birim hizlidir denir. Bu durumda s € T

parametresine yay-parametresi adi verilir. £, £, € I olmak lizere #; den £, ye M egrisinin

yay uzunlugu diye, egrinin f; ve £, noktalar1 arasindaki uzunluguna kargsilik gelen

2]
s :f ' (D)l|dt; tel
3|

reel sayisina denir [21].

Tanim 1.2.8. (Regiiler Egri) E” de Megrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger
Vs el igin

la/(s)ll # 1
ise M egrisine regiiler egri denir [21].

Teorem 1.2.1. E" de her regiiler egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat

komsulugu vardir [21].

Tamim 1.2.9. (Parametre Degisimi) E" de bir Megrisi (I,a) ve (], B) gibi iki koordinat
komsulugu ile verilsin.
h=a'oB:]—1I
s—oh(s)=t

seklinde tanimli diferensiyellenebilir /i fonksiyonuna parametre degisim fonksiyonu

denir [21].

o
/
( £ ’
i
h=ae g

Sekil 1.2. Parametre Degisimi



1.3. Frenet Catis1

1.3.1. Oklid Uzayinda Frenet 3-Ayaklisi
R3 uzayinda birim hizhi & : I — R® egrisi igin
T(s)=a'(s)

esitlig ile belirli T'(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir.
T, 1 araliginin her bir s noktasina a(s) noktasindaki T(s) vektoriine karsilik getiren bir
fonksiyondur. Buna gore T, egrisi iizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina a

egrisinin teget vektor alan1 denir.Kisaca T = a’ olarak yazilir.

k:I —- R

s — KE=ITN=l"$)

fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu, x(s) sayisina da egrinin a(s) noktasindaki
egriligi denir.

T = ' oldugundan x(s)=||@”(s)|| olur.

esitligiyle belirli N(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki asli normali denir. N

vektor alanina,a egrisinin asli normal vektor alani denir.
B(s)=T(s)x N(s)

esitligiyle ile tanimli B vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektorii
denir. B vektor alanina, a egrisinin binormal vektor alani denir. Bu tanimlara gore
T(s),N(s), B(s) vektorlerine @ : I — R® egrisinin a(s) noktasindaki Frenet vektorleri
denir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesine de a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet c¢atis1 denir.
T, N, B vektor alanlarina a egrisi iistiinde Frenet vektor alanlar: denir. Sonug¢ olarak

T, N, B birim ve birbirine dik olan vektorlerden olusan bir ¢atidir [39].
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Bim
ara)
T

A=)

Sekil 1.3. Frenet Catist

Tanim 1.3.1. (Burulma Fonksiyonu): R uzayinda birim hizli
a:1-R°

egrisinin Frenet vektorleri T, N, B olmak {izere
T:1-R

s — T(S) = —(B/(S),N(S»

fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi denir [39].

Bir egrinin karakterizasyonunda x egriligi ve T torsiyonu énemli bir rol oynar. Ornegin;
(i) x =0 ise egri bir dogrudur.

(ii) k #0 ve T =0 ise egri diizlemseldir.

(iii) k =sabitve T =0 ise egri yar1 ¢cap1 % olan bir cemberdir.

Boylece bir egrinin egriligini ve torsiyonunu kullanarak egrinin bigimini ve uzunlugunu

belirleyebiliriz [38].

Tamim 1.3.2. Teget vektorii sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapan egrilere genel helis veya
T
sabit egimli egri denir. Bir egrinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart - oraninin

sabit olmasidir. Eger k = sabit >0ve T =sabit #0 ise egriye dairesel helis denir [24].

Teorem 1.3.1. R® uzayinda regiiler bir a : I — R3 egrisi k ve 7 egrilikleriyle verilsin. «
egrisinin slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K? TY
—— | — | |=sabit
(K2+T2)% (K)] sant

olmasidir [25].
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Teorem 1.3.2. R® uzayinda birim hizli @ : I — R3 egrisinin Frenet vektorleri T, N, B ise

dir [39]. Teorem1.3.2 de elde edilen esitliklere, birim hizl1 a egrisi icin Frenet formiilleri

denir. Frenet formiillerindeki katsayilar matrisi olan

0 Kk 0
-k 0 7
0O —7 0

matrisi ters simetrik bir matrisdir.

Tamm 1.3.3. (Frenet Hareketi) o, s parametreli ve her a(s) noktasinda regiiler bir egri

olsun. T, N, B egrinin her noktasindaki Frenet ¢atisinin birim vektorleri olmak iizere

A=[T,N, B]

Hh m b
A = tz n2 b2
Iy ng by

ortogonal bir matristir yani detA =+1 ve AT = A™! dir. a(s) egrisinin Frenet ¢atisinin,
egri boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen hareket Y = AX + Cdenklemi ile verilir.
Bu hareket Frenet hareketi olarak adlandirilir. Uzayda X noktasinin bu hareket altinda
yoriingesi, se¢ilen egrinin cinsine gore degisir. Burada, ”AX” kismina hareketin donme

kismi ve C ye de 6teleme vektorii kismi denir [26].

Tamm 1.3.4. (Yiizey) M C E?® olmak iizere Vp € M igin, M nin iginde goriintiisii p nin
bir komgulugunu igeren uygun bir koordinat pargasi (x~! : x(D) — D siirekli) varsa, M

ye bir yiizey denir [23].
Tamm 1.3.5. (Parametre Egrileri)

x:D—E°
koordinat pargasi olsun. Bu koordinat parcasi

x:D— E3
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(u,v) — x(u,v)

olmak iizere ya da v sabit tutuldugunda bir egri iiretir. v = v, i¢in u — x(u, v,) egrisine

u-parametre egrisi, u = u, i¢in v — x(u,, v) egrisine v-parametre egrisi denir [23].

Tamim 1.3.6. (Asimptotik Egri) a, Myiizeyi tizerinde bir regiiler egri olsun. Eger a”

ivme vektorii daima M ylizeyine teget ise, a egrisine bir asimptotik egri denir [23].

Tanim 1.3.7. (Geodezik) @, Myiizeyi iizerinde bir regiiler egri olsun. Eger a” ivme

vektorii daima M yiizeyine dik ise, a egrisine bir geodezik denir [23].

Tamm 1.3.8. (Regle Yiizey) Bir M C E3 yiizeyi verilsin. Vp € M noktasinda, E3 iin M
de kalan bir dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve Yp € M noktasindan gecen ve M de
kalan bu dogruya da regle yiizeyin dogrultmani (ana dogrusu) denir [21].

Regle yilizeyin parametrik denklemini elde etmek i¢in dogrultmanlar1 kesen ve yiizey

tizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir
a:1— E°

s—a(s)

egrisi secilir ve regle yiizeyin dayanak egrisi adiyla bilinir. M regle yiizeyin a dayanak

egrisinin a(s) noktasindaki dogrultmani iizerinde degisken bir nokta
p:R—-M

v— B(v)=a(s)+vdl(s)

seklindedir. Burada

a(s)=(d(s), d,(s), ds(s))

birim dogrultman vektoriinii gostermektedir. Boylece regle yiizey
9:IxR—E®

(s,v)— (s, v)

doniistimii ile belirtilmis olur [21].
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Sekil 1.4. Regle Yiizey

Tanim 1.3.9. (Kapal Regle Yiizey) Bir
p:IxR—E?

(s, v)— (s, v)=d(s)+va(s)
regle ylizeyi Vs € I i¢in
p(s+2m)=p(s,v)

olacak sekilde periyodik ise regle yiizey kapalidir denir [21].

Tamm 1.3.10. (Ortogonal Yoriinge) Bir ¢ (s, v) regle ylizeyin ana dogrularinin her birini

dik olarak kesen egriye regle yiizeyin ortogonal yoriingesi denir ve
(d,dp)y=0
seklinde bulunur [21].

Tanim 1.3.11. (Bogaz Noktas1)Bir ¢(s,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin
ortak dikmesinin dogrultmanlar iizerindeki ayaklarina bogaz (merkez veya striksiyon)

noktasi adi verilir [21].

Tanmim 1.3.12. (Bogaz Cizgisi) Bir ¢(s, v) regle ylizeyin dayanak egrisi boyunca H /H’
hareketinde bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon ) cizgisi
(egrisi) ad1 verilir [21].

Bir ¢(s, v) regle yiizeyin merkez noktasinin @ yer vektorii; dayanak egrisinin d(s) yer

vektorii, d(s) dogrultman vektorii ve dayanak egrisine olan v uzakligi cinsinden,

a(s,v)=a(s)+vd(s) (1.1)
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seklinde ifade edilebilir. v parametresi regle ylizeyin dayanak egrisinin yer vektorii ve
dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi d(s) ve d@(s)+d d(s) olan komsu

ic dogrusu verilsin.

Sekil 1.5. Bogaz Cizgisi

R

—_—
PP’ ve QQ’ komsu ana dogrularinin ortak dikmelerinin ana dogrular tizerindeki ayaklari

olsunlar. iki komsu ana dogrunun ortak dikmesi,

Q

(s)Ald(s)+a'(s)ds|=ad(s)Ad'(s)ds

- - . . . —— - .
bagintisindan dolay1 @ A @’ vektoriine paraleldir. Limit durumunda PQ vektorii PP’ ile

cakisacak ve bogaz cizgisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla

(a7

~——

=0, (1.2)
<5i +d, P_Q>> =0,
(@,PQ)=0
elde edilir. Ayrica (1.1) den dayanak egrisinin § yay parametresine gore tiirevi alinir

%’l)_f+dv_,+ %
ds dsa Vds

(1.2) de yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa,

(1.3)
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bulunur. Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii i¢in (1.1) den

—)/, T—,
a >5i(s)

elde edilir. Eger ||@’|| = 0 ise regle yiizey striksiyon egrisine sahip degildir. Bu hal regle
yiizeyin silindir olmasini karakterize eder. Regle ylizeyler i¢in striksiyon egrisi dayanak

egrisi olarak alinabilir. Bunun i¢in (1.3) de
v=0,(d@, T)=0 (1.4)
alinmasi yeterlidir [21].

Tamm 1.3.13. (Teget Diizlem) Bir ¢(s, v) regle yiizeyinin bir ana dogrusunu kapsayan
ve ylizey normaline dik olan diizleme, teget diizlem denir [21].
Bir ¢(s, v) regle yiizeyinin

p(s,v)=ad(s)+va(s)
denkleminden s ve v ye gore kismi tiirev alindiginda

-

Fs= T+vad, g, =dl(s)

elde edilir. Buradan

-

o Ao, =TAd+vd Aa
olur. Ayrica yiizey normali

7 1
los Al lles Ap,ll

/

(T“/\c_iJrUEz’

AQ) (1.5)

oldugundan ve u sabit olmak iizere teget diizlemin bir noktadaki vektorel denklemi
( uda, N ) =0

veya (1.5) den
_ PsANpy, 1

= = (TAd+va
los Apull  llps Ayl

dir.Buradan

det[,uc‘z’, T+vd, c‘i’] =0

olarak bulunur.
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Tammm 1.3.14. (Acilabilir Regle Yiizey) Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin ana dogrulari

boyunca teget diizlemleri ayni1 kaliyorsa regle yiizeye acilabilirdir denir [21].

Tamm 1.3.15. (Dagilma Parametresi) Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki
en kisa uzakligin ana dogrular arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma
parametresi (drali) denir [21].

Ana dogrularinin birim dogrultman vektorii @ olan bir regle yiizeyin dagilma
parametresini P, ile gosterelim.Komsu iki ana dogrunun ortak dikmesi dogrultusundaki
bir vektor (1.5) den dolay1 d A @’ vektoriine paralel oldugundan, bu dogrultudaki birim
vektor

and’ and and

-

ll@na|l lallllallisin®ll  flall

dir. Dayanak egrisinin komsu iki noktast;

d(s) ve a(s)+da(s)

—
ile gosterilsin, bu noktalardaki ana dogrular arasindaki en kisa uzaklik da vektoriiniin
anda

llall

vektoril iizerindeki izdiisiimiidiir. Bdylece en kisa uzaklig1

— danda
z = (dda,——
@]l

- _—_(da.and)

||
S = o
det[da,a,a ]
(4]

olarak bulunur. Eger ana dogrularin kiiresel gostergeleri géz oniine alinirsa bu gostergenin

yay elementi olan

dd
av=|—1|lds
1=
komsu iki ana dogru arasindaki a¢1 olarak alinabilir. Boylece regle yiizeyin drali icin
z
P, = — 1.6
a 00 (1.6)
—
det|da,d,d']

llall?
bulunur. Regle yiizeyler i¢in dral, koordinat de8isimlerine gore en basit diferensiyel

invaryanttir [21].

Teorem 1.3.3. Bir ¢(s, v) regle yiizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir [21].
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1.4. Riemann Manifoldu ve Riemann Konneksiyonu

Tamm 1.4.1. (Riemann metrigi)M bir C° manifold olsun. M iizerinde taniml bir g

simetrik bi-lineer formu pozitif tanimli ise
g: x(M)x y(M)— C*=(M,E)

seklinde tanimli bir (0,2) tipinde g metrik tensoriine M de Riemann metrigi ad1 verilir

[?].

Tanim 1.4.2. M bir C*° manifold olsun.M iizerinde bir g Riemann metridi
tanimlanabiliyorsa (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir. Eger g Riemann
metriginde pozitif tanimlilik aksiyomu yerine non- dejenere aksiyomunu sagliyorsa

(M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir [35].

Teorem 1.4.1. V vektor uzayinin bir bazi {e,, e, ..., e,,} olsun.
€, =gle;e)

olmak tizere VX € V vektorii
X:Ze,-g(X,ei)ei (1.7)
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir [23].

Tanim 1.4.3. Bir Riemann manifoldu M ve M iizerinde bir Riemann konneksiyonu D

olsun. D nin M ye ait bir bolge lizerindeki
D:y(M)x y(M)— y(M)

bi-lineer dontisimii VX,Y,Z € y(M) ve Vf,h € C*(M,E) igin

(i) Dx(Y+Z)=+DxZ

(ii)Dx,yZ =Dy Z +DyZ

(ii)D;x Y =fDxY

(V)DyfY = fDyY +X(f)Y

ozelliklerini sagliyorsa D ye M {iizerinde tanimli bir afin konneksiyon veya kovaryant

tiirev adi1 verilir [35].
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Tanim 1.4.4. (M, g) bir Riemann manifoldu ve D de M {izerinde tanimli bir afin
konneksiyon olsun. O zaman VX, Y, Z € y(M) olmak lizere D doniigiimii

(i) DyY—DyX =[X, Y]

(i)Zg(X, Y)=g(D,X,Y)+g(X,D,Y)

sartlarin1 sagliyorsa D ye M nin Levi-Civita konneksiyonu denir [35].

Tamm 1.4.5. M ve M sirasiyla n ve n + k boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak iizere
M , M nin alt manifoldu olsun. Mde normal birim vektor alan1 € ve Dy€ nin teget ve

normal bilesenleri, sirastyla —A.(X) ve (Vx)'e olmak iizere,
Az (M)x x(M)" — x(M)
doniisiimii iyi tammmhidir. Boylece;
Dye=—A.(X)+(Vy)'e (1.8)

biciminde tanimli denkleme Weingarten denklemi adi verilirBurada A, a sekil

operatorii, V* ifadesine de M nin normal demetindeki konneksiyon adi verilir [35].

Teorem 1.4.2. n-boyutlu diferensiyellenebilir Riemann manifoldu M ve bu manifold

tizerinde diferensiyel 1—form w olsun. M iizerinde,
wA(dw)’ £0,dw)’™ =0 (1.9)

olacak sekilde verilsin. Bu durumda, M manifoldunun her noktasinda
p . .
w=dy’' => y'dx’ (1.10)
i=1

olacak sekilde M nin her noktasi civarinda bir (x?!, x?,..., x?, ¥y, y?,..., y" ) koordinat
sistemi vardir [2].

Boylece Darboux teoremine gore 27 + 1 boyutlu M manifoldunun her noktasi civarinda,
n

n:dz—Zy’dx’ (1.11)
i=1

olacak sekilde (x1, x?,..., x?, ¥, y?,..., y", z) koordinatlar1 vardir.

2

Tanmmm 1.4.6. E>"*! i{izerinde kartezyen koordinatlar (x!, x2,...,x?, y!, y2,..,y", z) ve

E2"*! de bir diferensiyel 1—form

n:dz—iyidx"
i=1
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olsun. E2"*! in acik alt ciimleleri U ve U’ olmak iizere
f:U-U

diffeomorfizmi i¢in
forxU)— 2(U), f*:QU) - 2U)

7:U—-E

olmak tizere
ffm=1.n (1.12)

oluyorsa f ye Kontak transformasyon denir.Burada y(U),U iizerindeki vektor
alanlarinin uzayi, Q(U) da y(U) vektor uzayinin dualidir.

U iizerindeki biitiin kontak taransformasyonlarin ctimlesi I ise
T={flf:U—-U';f'n=710,U cE""} (1.13)

seklinde tanimlanir ve fonksiyonlarda bileske islemine gore bir yar1 gruptur [2].

1.5. Yonlendirilebilir Manifoldlar

Tamm 1.5.1. V, n—boyutlu reel vektor uzay: ve L de V' vektor uzayinin siral bazlarinin

ctimlesi olsun.u = {u,, Uy, ..., u,},v={v, »,, ..., v,} € L icin
n
u,- == Z a,-j Vj
j=1
olacak sekilde A=(a;;) € G L(n,R) vardir.
u={uy, Uy, .., Uy} ~v={vy, 15, ..., v, } & det(a;;)>0
bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagmtisinin iki denklik sinift vardir. Sayet
de L‘(a,]) >0
ise u ile v aym yonlendirmeye sahip,
det(a;;)<0

ise u ile v karsit yonlendirmeye sahiptir denir [4].
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Tanim 1.5.2. n—boyutlu bir M manifoldu iizerinde hi¢ bir yerde sifir olmayan bir
Q n—formu varsa, M manifolduna yonlendirilebilir(orientable) manifold denir. Bu
formlarin her birine yonlendirme(orientation) ve bu secilen yonlendirmeyle birlikte bu

manifolda da yonlendirilmis (oriented) manifold denir [4].

Tamm 1.5.3. F = {Ua, goa}ae . cimlesi bir M manifoldunun atlasi olsun. Sayet

Va, € Aigin (U, ¢,),(Ug, @) haritalar1 gozoniine alinirsa

(100:0((10/3)_1

doniisiimiiniin Jacobian matrisi pozitif determinanta sahipse bu atlasa M iizerinde uygun

yonlendirilmis atlas denir [4].

Teorem 1.5.1. M,n—boyutlu bir manifold olsun.Bu durumda asagidaki Onermeler
denktir [4].

(i) M manifoldu yonlendirilebilirdir.

(ii) M iizerinde hicbir yerde sifir olmayan n—form vardir.

(iii) M tizerinde uygun yonlendirilmis bir atlas vardir .

Teorem 1.5.2. Herhangi bir manifoldun tanjant demeti manifold olarak

yonlendirilebilirdir [28].

Teorem 1.5.3. Yonlendirilebilir bir manifoldun her alt manifoldu da yonlendirilebilirdir

[28].

1.6. Kontak Manifold

Tanmim 1.6.1. 27 + 1 boyutlu bir C*° diferensiyellenebilir M manifoldu verilsin.Eger bu

manifold iizerinde her noktada
nA(dn)" #0 (1.14)

sartin1 saglayan bir 1 diferensiyel 1—formu varsa n) ya kontak form,(M,n) ikilisine
de kontak manifold denir.Kontak manifoldlarda n A (dn)" # 0 bagintist M
manifoldu iizerinde bir hacim elementine karsilik gelir ve bundan dolayr M manifoldu
yonlendirilebilirdir. ~ Burada (dn)" ifadesi (dn) nmin kendisi ile n defa carpimin
gosterir,yani;

(dn)"=dnAdnA..Ndn (1.15)
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dir. 1 1—form oldugundan dn), 2—form ve nA(dn)") ifadesi 2n +1—form olur.Bu yiizden

Kontak manifoldlar 27 + 1boyutlu manifoldlardir [42].
Ornek 1.6.1. 27 + 1 boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde
n=dz— i y'dx’
i=1
diferensiyel 1—formunu gozoniine alalim. M manifoldu iizerinde her noktada
nAdn)")#0

oldugundan 1 kontak form,(M,n) ikilisi 2n 4+ 1—boyutlu kontak manifold olur.Burada
(x!, x%,.., xP, yY, v3 .., y", z) e B2 dir [10].

Ornek 1.6.2. 3—boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde
n=coszdx+sinzdy

diferensiyel 1—formunu g6zoniine alalim.M manifoldu iizerinde her noktada

NA(dn)" #0

oldugundan 7 kontak form,(M,n) ikilisi 3—boyutlu kontak manifold olur.Burada
(x,y,z)€E? dir [10].

Tamim 1.6.2. (2n + 1)—boyutlu (M, 1) kontak manifoldu olmak tizere
D={Xey(M):n(X)=0} (1.16)

biciminde tanimli D ciimlesine M manifoldunun kontak daghm (distribution) denir

[42].

Tanmm 1.6.3. (M,n) ikilisi (2n + 1)—boyutlu kontak manifold ve Kerr, n kontak
formunun ¢ekirdegi olmak iizere

Kern=D (1.17)
dir [29].

Tamim 1.6.4. (M, n) kontak manifoldu tizerinde X # & igin,

n€)=1
dn(&,X)=0 } (1.18)
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olacak sekilde bir & € y(M) vektor alani varsa & ye 1 kontak yapisinin karakteristik

vektor alam denir. Burada

E:M — U T,,(P) (1.19)

pPEM

seklinde tanimli 1: 1 ve orten (1,0) tipinde tensor alanidir [1].

Ornek 1.6.3. 3—boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu iizerinde
n=coszdx+sinzdy

diferensiyel 1—formu i¢in
&= cosz;—x +sinzﬂ

vektor alanmi karakteristik vektor alanidir [10].

Sonug 1.6.1. 1 formu M iizerinde kontak form oldugundan D iizerinde (dn)" # 0 dir.
Boylece dn, 2 formu D iizerinde non-dejenere, antisimetrik bir lineer form olur. Ciinkii

X,Y €D igin
1 1
dn(X,Y)= E(XW(Y)— Yn(X)—n(X,Y])= —En([X, Y] (1.20)

oldugundan dr nin antisimetrik oldugu aciktir. VX, Y € D i¢in

dn(X,Y)=0
iken kabul edelim ki, X # 0 olsun.
boyD =2n
oldugundan D uzayinin bir
{X, Y1, Yopn }

bazi vardir. Fakat burada dn(X, Y, ..., ¥5,,_1) = 0 oldugu goriiliir. Bu ise bir celigkidir.

Dolayisiyla X =0 ve dn, 2-formu D dagilimi iizerinde non-dejenere olur [10].

Tamim 1.6.5. M?"*! difrensiyellenebilir manifold ve T kontak doniisiimlerin ciimlesi

olsun.Eger M?"*1 i 6rten U, agik ciimlelerinin ailesi ve
fu:Uy— V, cE?"™

homeomorfizmler Va,f icin fyofy" tamml iken fyof;" € T oluyorsa M*"*!

diferensiyellenebilir manifolduna genis anlamda kontak manifold denir [42].
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Tanmm 1.6.6. (Genis anlamda kontak yapi):M?"*! genis anlamda kontak manifold
olsun.{(Ua, fa)} ve {(Uﬁ, fb)} cliimleleri M?"*! lizerinde birer atlas olmak iizere
{(Us, £} ~ {(Up, f5)} ancak ve ancak fzof ' tammli iken fyof;' € T oluyorsa”
bagintis1 bir denklik bagmtisidirBu denklik bagintisinin denklik simiflarina M27*!

tizerinde genis anlamda kontak yapi denir [42].

Sonug¢ 1.6.2. Darboux teoreminin bir sonucu olarak her kontak manifold genis anlamda

kontak manifolddur.Fakat bunun tersi dogru degildir [42].

1.7. Hemen Hemen Kontak Manifold

Tamm 1.7.1. M bir 2n + 1-boyutlu manifold ve ¢,&,n da M iizerinde
sirastyla,(1,1),(1,0),(0,1) tipinde tensor alanlari olsun.Eger ¢, &, icin,VX € y (M) olmak

n)=1,
P?(X)=—X +1(X)E } (1.21)

uzere

kosullarim1 saghyorsa (¢, &, n) tgliisine M iizerinde hemen hemen kontak yap1 ve

(M, p,&,n) dortlusiine de hemen hemen kontak manifold denir [42].
Ornek 1.7.1. E? de (x, ¥, z) standart koordinatlar olmak iizere 1) kontak formu
1

n=§Mz—ydﬂ (1.22)

seklinde verilsin.Burada & = 2% € y(E®) i¢in
1 1%
= —(dz—ydx)2—
nE) = Sldz—ydx)eg)

0 1%
= dz(ﬁ)—ydx(ZE)

=1

oldugu goriiliir. Ayrica ¢ endomorfizmine karsilik gelen matris

0 1 0
g=|-1 0 0 (1.23)
0 y O
dir. Boylece
X1



0 1 0 0 1 0 X,
*(X) =-100|]|—-1 00 X
0 y O 0O y O X3
-1 0 O X,
= 0 _1 0 x2
-y 0 O X3
-1 0 0 x| 0 00
-1 0o -1 0 x» |+ 0 0 0
0 0 -1 X3 -y 0 1
X1 0
= x2 + O
X3 X3 =YX
ve
X 1 0
P(X)=—| x, +E(x3_yx1) 0
X3 2
esitligi elde edilir. Burada X = (x;, X,, x3) € ¥ (E3) olmak iizere
X + o + 4
=X =—+X—+ X3—
'ox  TPoy oz
dir. Ayrica n(X) degeri hesaplanirsa
1 % 0 1%
nXx) = E(dZ—ydx)(xlﬂerzHerssE)
1% 0 0 0 0 1%
= (dz(xla+xza+x3£)—ydx(xla+xza +XSE))
1
= 5(x3—yx1)

olur. Dolayisiyla

P*(X)=—=X+n(X)¢

dir. Boylece (R3(—3), ¢, &,17) hemen hemen kontak manifolddur [29].
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Teorem 1.7.1. 2n + 1— boyutlu (M, ¢, &, 1) hemen hemen kontak manifold olmak iizere

X,&€y(M), X #< igin

i) noyp= 0O,

(iii) rankyp= 2n

dir [42].
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Tanmmm 1.7.2. (M, ¢,&,n), 2n + 1— boyutlu hemen hemen kontak manifold olsun ve g

Riemann metrigi iken VX, Y € y(M) ve & € y(M) icin

g(X,8) = n(X), (1.24)
glp(X),p(Y)) = g(X,Y)—nX)n(y) (1.25)

sartlarin1  saglayan (¢,&,1,g) yapisina hemen hemen kontak metrik yapr ve

(M, ,&,n,g) beslisine de hemen hemen kontak metrik manifold denir [2].

Ornek 1.7.2. Bir 6nceki 6rnekteki (E3(—3), ¢,&,n) hemen hemen kontak manifoldunda

g metrigi
1+y> 0 —y
g=- 0 1 0
4 -y 0 1

olarak tanimlansin. Boylece X =(x;, X, X3) € ¥ (E®) olmak iizere

’ [1+y2 0 —y ][0
gx=2lxn % x]| 0 1 0110
| -y 0 1 2
oy
:1[ x1 xz X3] 0
4 2
1
=§(x3—yx1)
olup
n(X)=gX,<)

oldugu goriiliir.

Burada VX = (x, x,, x3) ve Y =(1, 1, 15) € ¥ (E®) olmak iizere

[0 1 0][x] [ x
pX)=] -1 0 0 X | =] —x
0 y O X3 Y X

0 10 N Y

p(Y)=]1 -1 0 0 ¥ |=|—Nn
| 0y O )| [V

olup
gle(X), oY) =(p(X)) ge(Y)



esitligi yardimiyla
1 1+y> 0 —y
g(SD(X)NP(Y)):[ Xop =X VX ]Z 0 1 0
-y 0 1
1 X J’z
=7 % —Hh
0 y»
1
= Z(szb +x1 )
dir. Ayrica
1
1= 35—y x)
ve
1
n(Yy)= E(yB_yyl)
olup
n(Xn(Y) (X3 )5 =Y X i — Y X1 Y5+ Y253 11),
g(X,Y) (L+ Y )0 —y X ys+ X — Y X3 )1 + X3 15),

o Rl o Ml o M

1
(%) +x01)+ Z(x3J’3_J’st’1 —yx )+ Y xn)

olur. Dolayisiyla VX, Y € y(E?) i¢in

8lp(X), p(Y))=g(X, Y)—n(X)n(Y)
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oldugundan (R3(—3), ¢, &, n, g) beslisi bir hemen hemen kontak metrik manifold olur [29].

Tamm 1.7.3. (¢, &, n) yapst ile verilen (27n 4+ 1)— boyutlu bir hemen hemen kontak M

manifoldunda VX, Y € y (M) i¢in

(e(X), p(Y))=g(X, Y)—n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [42].

(1.26)

Sonug 1.7.1. (¢, &, n) yapisi ile verilen (2n + 1)— boyutlu bir hemen hemen kontak M

manifoldunda VX, Y € y(M) i¢in

glp(X), Y)+g(X,p(Y)=0

dir [42].

(1.27)
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Sonug 1.7.2. (¢,&,n) yapisi ile verilen (2n + 1)— boyutlu bir hemen hemen kontak M
manifoldunda VX, Y € y(M) i¢in

g§(X, p(X))=0 (1.28)
dir [42].
Teorem 1.7.2. M,(2n+1)— boyutlu kontak manifoldu verilsin. Dolayisiyla M de kontak
1, 1-formu vardir. Bu n), 1-formu yardimiyla M de
dn(X,Y)=g(X,¢(Y)) (1.29)
olacak sekilde (¢, &,1), g) hemen hemen kontak metrik yapis1 vardir [2].

Tamm 1.7.4. (M, ¢, &, 1, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu durumda
VX,Y € y(M)igin

(X, Y)=g(X,p(Y))=dn(X,Y) (1.30)
seklinde tanimh @, 2-formuna (¢, &, 1, g) hemen hemen kontak metrik yapisinin II. Temel

formu adi verilir. Burada
nA(dn)" #0
kosulu
NA®)" #0

bicimini alir [2].

Tamm 1.7.5. M,(2n + 1)— boyutlu manifold (¢, &,n,g) hemen hemen kontak metrik
yapist ile verilsin. Eger

dn(X,Y)=g(X,p(Y))

oluyorsa (M, ¢, &, 1, g) ye kontak metrik manifold, (¢, &, 1), g) yapisina da M de kontak
metrik yapi denir [2].

Sonuc¢ 1.7.3. Her kontak metrik manifold, kontak manifolddur [29].

Teorem 1.7.3. (M,¢,&,n,g,¢) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu

durumda VX, Y € y(M) igin

B0X, ¥)= 3 [8(DsZ, V)~ g(Dy £, X) (131

dir [2].
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Teorem 1.7.4. (M,p,£,n,g,€) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu

durumda VX, Y € y(M) igin
an(X,&) = 0, (1.32)

dn(p(X),Y)

—dn(X, ¢(Y)) (1.33)

dir [2].

1.8. Hemen Hemen Kontak Manifoldlarda Torsiyon Tensorii

Tamim 1.8.1. (Hemen hemen kompleks yap1): M, (2n+1)— boyutlu manifold (¢, &,n, g)
hemen hemen kontak metrik yapisi ile verilsin. Biliyoruz ki, R reel ekseni de bir
manifolddur. Dolayisiyla M x R kartezyen carpim uzay1 da (2n + 2)— boyutlu bir carpim

manifoldu olacaktir. Burada vektor alanlari
d o0
1E)={f 2 fec=urm) (1.34)

d

)((MxE):{(X,fE):XEQ((M)} (1.35)

seklindedir.Simdi J kompleks doniistimii
J:y(MxE)— y(MxE)
olmak lizere
(%547 )=(wt0-remeo ) (136)
Tar)T\¥ AP '

seklinde tanimlanir.Burada J ye y(M xE) iizerinde hemen hemen kompleks yap1 denir
[2].

Teorem 1.8.1. J kompleks doniisiimii asagida verilen 6zellikleri saglar.
(i) J lineer bir doniisiimdiir.

(i) J*=—I

[2].

Teorem 1.8.2. M,(2n + 1)— boyutlu manifold (¢, £,7,) hemen hemen kontak yapisi ile

verilsin. J lineer doniisiimiine (27 + 2)x(2n + 2) tipinde bir matris karsilik gelir ve bu

matris
0 I, 0 O
|-, 0 0 O
J= 0O 0 0 O (1.37)
0 0 -1 0
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seklindedir.

Tamim 1.8.2. (Nijenhuis torsiyon tensorii): F bir M manifoldu iizerinde (1,1) tipinde

tensor alani olmak iizere Nj: tensor alam
Np: (M) x 3 (M)— x(M)
ve
Np(X,Y)=F*([X, Y])+[F (X),F(Y)]=F([F(X), Y= F(X,F(Y)]) (1.38)

olacak sekilde (1,2) tipinde bir tensor alani dir.Np tensor alam1 na F nin Nijenhuis
torsiyon tensor alam denir.

1.Ozel hal:

F = ¢ olmasi durumunda VX, Y € y(M) i¢in

N,(X, YV)==[X, Y]+ 0[X, YIE+[9p (X), 0 (V)] =p[p(X), Y]-¢[X,¢(V)] (1.39)

seklinde tanimlanan N, tensor alanina ¢ nin Nijenhuis torsiyon tensor alam denir.
I1.Ozel hal:
F = J olmas1 durumunda VX, Y € y(M) icin

sekilde tamimlanan N; tensor alanina J nin Nijenhuis torsiyon tensor alam denir [2].
Sonuc¢ 1.8.1. N Nijenhuis torsiyon tensoril bilineer ve antisimetrik tensordiir.

Tamm 1.8.3. (Integrallenebilir manifold): Eger / nin Nijenhuis torsiyon tensor alani

Nj 6zdes olarak sifir ise, J hemen hemen kontak yapisina integrallenebilir denir [2].

Tanim 1.8.4. (Normal manifold): Eger M xR de J kompleks yapisi integrallenebilir ise

(¢,&,n,) hemen hemen kontak yapisina normal yap1 denir [2].

Tamm 1.8.5. (Braket Operatorii): (27 4+ 1)— boyutlu bir M manifoldu, (¢, &, n,) hemen

hemen kontak yapisi ile verilsin.M x E de [, ] operatorii

LI:y(IMxR)x y(MxR) — y(M xR) (1.41)

(Cerdip(reiz)) — [(era)(vea)
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olmak tizere

(rrd) el - frornd) o

seklinde tanimli ise [, ] operatoriine y (M x E) de Braket Operatorii ad1 verilir [42].

Teorem 1.8.3. (27 + 1)— boyutlu bir M manifoldu (¢, &, 1,) hemen hemen kontak yapisi
ile verilsin. y (M x R) de taniml [, ] Braket operatorii
(i) antisimetriktir.

(ii) Jacobi 6zdesligini saglar.

Boylece tanimladigimiz bu operat6r bir Lie braket operatoriidiir [1].

Tanim 1.8.6. (Lie tiirevi): M iizerinde taniml1 bir vektor alam1 X ve X ile gerilmis lokal

doniisiimlii 1-parametreli grup ¢, olsun.X vektor alanina gore F tensor alaninin Lie tiirevi
L.F=[X,F] (1.43)
esitligi ile tanimlanir [2].

Tamm 1.8.7. (Killing vektor alam): M Riemann manifoldu g metrigi ile verilsin.
X € y(M) vektor alanin i¢in M nin her bir noktasinin bir komgulugunda X ile meydana
gelen lokal doniisiimlerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden olusuyor ise X

vektor alanina Killing vektor alam denir.Bagka bir ifadeyle
dir [2].

Teorem 1.8.4. (21 + 1)— boyutlu bir M manifoldu (¢, &, 1, g, €) normal kontak metrik
yapisi ile verilsin.Bu durumda M manifolduna Sasaki manifoldu ve (¢, &, 1, g) yapisina
da Sasaki yap1 denir. Burada g Riemann veya Lorentzian metrik iken g(&,&) =€, € =%1

dir [7].

Teorem 1.8.5. (2n + 1)— boyutlu bir M manifoldu (¢, &,n, g, €) hemen hemen kontak
metrik yapisi ile verilsin.Bu durumda M manifoldu Sasaki manifoldudur ancak ve ancak
VX,Y € y(M)igin

(Vxp) Y =eg(X, Y)E—n(Y)X (1.45)

dir [7].



2. BOLUM

KONTAK MANIFOLDLARDA YUZEYLER TEORISI

Bu boliimde, 0n bilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar ve teoremler

kaynaklari ile birlikte verilmisgtir.

Cetin Camc1 Kontak manifoldlarda vektorel carpim tanimini yapmustir [8]. Ayrica
Ismail Gok Sasaki uzayinda herhangi bir yiizeyin sekil operatorii matrisi, Gauss egrilii,
Ortalama egriligi ve R3*(—3) Sasaki uzayinda bir yiizeyin Gauss Egregium teoremini elde
etmistir [10]. Kontak manifoldlarda egriler ve yiizeyler teorisi [8], [34] ve [10] numarali
referanslarda ayrintili olarak verildi.

Bu boliimde amacimiz, hemem hemen kontak manifoldlarda yiizeyler teorisini detayli

bicimde incelemektir.

2.1. Kontak Manifoldlarda Vektorel Carpim

Tamm 2.1.1. (Vektorel Carpim)(M, ¢, &, 1, g,) hemen hemen kontak manifold olmak
tizere VX, Y € y(M) i¢in M iizerinde

Ay (M)x y(M)— y(M)
doniistimii
XANY =—g(X,9(Y))E—n(Y)p(X)+n(X)p(Y) (2.1)

esitligi ile tantmlansin.Burada X A Y vektoriine X ile Y nin vektorel carpimi adi verilir

[8].

Teorem 2.1.1. (M, ¢,&,n,g,) hemen hemen kontak manifoldu izerinde

VX,Y € y(M)icin X ile Y vektorlerinin her ikisi de X A Y vektoriine ortogonaldir [8].
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Ispat: VX,Y € y(M)icin X ile X A Y vektorlerinin ortogonal oldugunu gosterelim.

g§X,XAY) = g(X,—g(X,p(Y))S—n(Y)p(X)+n(X)p(Y))
= g(X,—g(X, p(Y))E—g(X,n(Y)p(X))+g(X,n(X)p(Y))
= —g(X,p(Y)g(X,&)—n(Y)g(X, p(X) +n(X)g(X,p(Y))
= —8(X, p(Y)nN(X)—n(Y)g(X, (X)) +n(X)g(X, p(Y))
= —n(Y)gX, (X))

olup,
g§(X, p(X))=0
oldugundan
gX,XAY)=0
dir. Benzer mantikla
g(Y,XAY)=0
oldugu gosterilebilir. a

Teorem 2.1.2. (M, ¢,&,n,g,) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde vektorel carpim

anti-simetrik bir dontisiimdiir [8].

Ispat: VX,Y € y(M)icin dogru olan X A 'Y ifadesinde X yerine Y, Y yerine X alinirsa

YAX = —g(V,p(X)E—nX)e(Y)+n(Y)p(X))
= gp(Y), X)S—n(X)p(Y)+n(Y)p(X)
= —[=g(X, p(Y)E—n(YV)p(X)+n(X)p(Y)]
oldugundan
YANX=—XAY
olup A déniisiimii anti-simetriktir. O

Teorem 2.1.3. (M, ¢,&,n, g,) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde vektorel ¢arpim

alterne bir doniisiimdiir [8].
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Ispat: VX,Y € y(M)icin dogru olan X A Y ifadesinde X = Y alinirsa

XAX = —g(X, p(X)E—n(X)p(X)+n(X)p(X))
= —8(X,p(X))
olur ki,
g(X,p(X)=0
oldugundan
XAX=0
dur. O

Teorem 2.1.4. (M, ¢,&,n, g,) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde
VX,Y € y(M)igin

YAp(X)=g(X, Y)E—n(Y)X (2.2)
ve

p(X)=EAX (2.3)

dir [8].

Ispat: VX,Y € y(M) icin dogru olan X A Y ifadesinde X yerine Y , Y yerine ¢(X)

alinirsa

YAQX) = —g(Y, p*(X)DE—n(p(X)e(Y)+n(Y)p*(X), nop=0
= —g(Y,—X+nX)E)E+n(Y)—X +n(X)E)
= 8(X,Y)E—n(X)g(Y,8)E—n(Y)X +n(X)n(Y)S
= (X, Y)E—nXn(Y)E—n(Y)X +n(X)n(Y)E
= gX,Y)E—n(Y)X

ve benzer mantikla X A 'Y ifadesinde X yerine £ , Y yerine X alinirsa

EAX = —g(&eX)NE—n(X)p(&)+n(&)e(X)
= g(p(&), X)E—n(X)p(&)+n(E)p(X)

olur. Burada

¢(&)=0,
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né)=1
oldugundan

EAX=p(X)
elde edilir. 0

Tanim 2.1.2. (M, ¢,&,n,g,) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde VX, Y,Z € y(M)
icin g(X AY,Z) sayisma X, Y,Z vektorlerinin karma carpimu denir. g(X A Y,Z) veya
(X,Y,Z)ile de gosterilir. {X, Y, X A Y} iicliisti pozitif yonlii bir cat1 olusturur [8].

Teorem 2.1.5. (M, ¢,&,n, g,) hemen hemen kontak manifoldu izerinde

VX,Y,Z € y(M)igin
(X,Y,2)=—[g(X,p(Y)IN(Z)+g(Y,p(2In(X)+g(Z,p(X)n(Y)] 24
veya {e, p(e), &} ortonormal bazina gore R3(—3) uzayinda
(X,Y,Z)=det(X,Y,2) (2.5)

olur [8].

Ispat: VX,Y € y(M)igin

8XAY,Z) = g(=8(X,p(Y))E—n(Y)p(X)+n(X)p(Y),Z)
= —g(X,p(Y))g(&, Z2)—n(Y)glp(X), Z)+n(X)g(p(Y),Z)
= —8X,p(Y)N(Z2)—n(Y)g(Z, (X)) —n(X)g(Y, p(Z2))
= —[g(X, p(Y)(Z)+g(Y, p(Z)Nn(X)+g(Z, p(X)n(Y)]

olur. R3(—3) Sasaki uzayinin bir ortonormal bazi {e, p(e), & } olmak iizere

VX,Y,Z € y(M) vektorlerinin bu baza gore ifadesi

X = xie+xp(e)+x& (2.6)

Y = ye+ypple)+y (2.7)

Z = zie+z,p(e)+z3& (2.8)
ve bundan yararlanarak

P(X) = —xe+x9(e) (2.9)

p(Y) = —pe+ynple) (2.10)

p(Z) = —ze+zp(e) (2.11)
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olarak bulunur. Yukarida elde edilen denklemler g(X A Y, Z) ifadesinde yerine yazilirsa

gXAY,Z) = —g(X,o(Y)NZ)+g(Y,o(Z)n(X)+g(Z, p(X)n(Y)

= —((en—x1)0)23 + (1221 — N122) X5 + (22X, — 21 X3) ¥3)

det(X,Y,2)
dir. |

Teorem 2.1.6. (M, ¢,&,n, g,) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde
VX,Y,Z e y(M)igin
(X,Y,2)=(Y,Z,X)=(Z,X,Y) (2.12)

dir [8].

Ispat: VX,Y,Ze (M) i¢in Teorem ( 2.1.5) kullanarak, sirasiyla

8YNZ X) = g(=8(Y,0(Z2)E—nZ)p(Y)+n(Y)p(Z),X)
= —g(Y,p(2))g(&, X)—n(Z)g(p(Y, X))+ n(Y)g(v(Z), X)
= =8V, p(Z)n(X)—g(X, p(Y))n(Z)—g(Z, p(X)n(Y)
= —[gX, p(Y)N(Z)+g(Y, p(Z)n(X)+g(Z, p(X)]n(Y)

ve
gZAXY) = g(—g(Z,p(X)E—n(X)p(Z)+n(Z)p(X),Y)
= —8(Z,0(X))g(&, Y)—n(X)g(p(Z), Y))+n(Z)g(p(X),Y)

= —8(Z,p(X)N(Y)—g(e(Z2), Y)n(X)—g(e(X), Y)n(Z)
= —[gX,p(Y)NZ2)—g(Y,p(Z)NX)+8(Z, p(X))n(Y)]

olur. Dolayisiyla

(X,Y,2)=(Y,Z2,X)=(Z,X,Y)
oldugu goriiliir. O

Teorem 2.1.7. (M, ¢,&,n, g,) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde

VX,Y,Z € y(M)ig¢in
8X,p(Y)Z+g(Y,p(Z)X +8(Z,p(X))Y =—det(X,Y,Z)¢

dir. Burada & karakteristik vektor alanidir [8].
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Teorem 2.1.8. (M, ¢,&,n, g,) hemen hemen kontak manifoldu izerinde
VX,Y,Z € y(M)icin

(XAY)ANZ=g(X,2)Y —g(Y,Z2)X (2.13)

dir [8].

Ispat: VX,Y,Z e y(M)icin (2.1) denklemini kullanarak verilen esitligin her iki yaninin

ayr1 ayri, ayni ifadeye esit oldugunu gosterelim.

(XAYINZ = (—8(X,¢(Y))E—n(Y)p(X)+n(X)p(Y))

= —8(=8(X, p(Y)E—n(Y)p(X)+n(X)p(Y)), p(Z))E
—N(Z)p(—g(X, p(Y))E—n(Y)p(X)+n(X)p(Y)))
+1(=8(X, ¢(Y)E—n(Y)p(X)+n(X)p(Y))¢e(Z)

= (8X,p(Y)8(E, p(Z2)+n(Y)g(p(X), p(2))
—N(X)g(p(Y), p(2))E +n(2)8(X, p(Y))p(&)
+n(YIN(Z)p*(X)—n(XIN(Z)p*(Y)—g(p(X), Y)n(&)p(Z)
—N(Y)noe)X)p(Z)+nX)noe)Y)e(Z)

= n(Y)g(X,Z)—nX)n(Y)n(Z)—n(X)g(Y,Z)
+n(XIN(Y)IN(Z)E—n(YIn(Z)+nX)n(Y)n(Z)S
+n(XIN(Z)=n(XIn(Y)n(Z)E —g(X, p(Y))p(Z)

olur ve

X = xe+xp(e)+xg

Y = ye+ypyple)+yé

Z = zie+zp0(e)+z&
p(X) = —xe+xp(e)
oY) = —pe+nyple)

p(Z) = —ze+zip(e)
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oldugundan

(XAYIANZ = (—158(X,2)—x38(Y,2))E — Y325 X + X325 Y (2.14)
(=X 1 — X1 )p)(—22€ + 210 (€))
= (2001 —x1)0)+ 23(x3 00 — X1 )3))e
21 (X132 — X 31) + 23(X3 )0 — X2 5))p (&)
+(:8(X, Z)— x38(Y, Z))E

dir. Simdi de g(X,Z)Y —g(Y, Z)X ifadesinin esitini bulalim.

gX,2)Y —g(YV,2)X = (xi21+ %2, + x323) (1€ + »p(e)+ 35E) (2.15)
—(21 + Yo2o+ P323)(X1€ + X0(€) + Xx3E)
= (a1 + X020+ X3)123— X1 121 — X1 Yo 20 — X1 V323)€
(X1 )21+ X2)020 + X3 )0 25— Xp Y121 — X2 Yo 2o — X V3 23) (@)
+(58(X, 2)— x38(Y, 2))E
= (2a(xo )1 — X1 06) + 23(X3 1 — X1 )3))e
Hz1 (X1 2= X2 01) + 23(X5 2 — X2 )5))p (e)
+(58(X, Z)—x38(Y, Z))¢
dir. O halde (2.14) ve (2.15) denklemleri yardimiyla
(XAYIAZ=g(X,Z)Y —g(Y,2)X
olur. O

Teorem 2.1.9. (M, ¢,&,n, g,) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde
VX,Y,Z € y(M)igin
(XAYIANZ+(YANZIANX+ZAX)NY =0 (2.16)

weyy

dir. Bu esitlige " Jacobi 6zdesligi' ad1 verilir [8].

ispat: VX,Y,Z € y(M)igin

(XAY)ANZ = g(X,2)Y—g(Y,Z)X
(YAZANX = gV, X)Z—g(Z,X)Y
XAYIAZ = g(Z,Y)X—g(X,Y)Z
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olur. Bu {i¢ esitlik taraf tarafa toplanir ise
(XAYINZH(YANZINX+H(XAYINZ=0
dir. O

Teorem 2.1.10. (M, ¢, &, 1, g,) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y,Z,W € y(M)i¢in

gXAY,ZAW)=g(X,Z)g(Y,W)—g(Y,Z)g(X, W) (2.17)

dir. Bu esitlige '"Lagrange ozdesligi'' ad1 verilir [8].

Ispat: VX,Y,Z, W € y(M) icin

gXAY,ZAW)=(XAY,Z,W) = (XAY,Z, W)
= g(XAY)AZ,W)

bulunur. O

Teorem 2.1.11. (M, ¢, &, 1, g,) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y € y(M)igin

gXAY,XAY)=g(X,X)g(Y,Y)—g%X,Y) (2.18)
dir [8].

Teorem 2.1.12. (M, ¢, &, 1, g,) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y,Z € y(M)igin
V(XAY)=(V,X)Y +X A(V,Y) (2.19)

dir. Burada V, M nin Levi-Civita koneksiyonudur [8].
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2.2. R3(—3) Hemen Hemep Kontak Metrik Manifoldlarda
Herhangi Bir Yiizey Icin Sekil Operatorii Matrisinin Hesabi

Onerme 2.2.1. M,R” de bir yiizey olsun. M nin parametrik ifadesi

X: R?->R3(—3)

(u,v) = X(u,v) =(filu,v), folu,v), fi(u,v)

olsun. y (M) nin bir baz1 {X,,, X, } olmak iizere

15} o
X, = — - il
o= fruggy gy g
dir. Burada
0 1 0 1 0 1
E—EW(?)—J’@» E —56, 2z 55
oldugundan
1 1 1
X, = Efé,ue"i_zfl,u(p(e)‘i'E(f;),u_fol,u)g (2.20)
ve benzer mantikla
1 1 1
Xy:Efé,ve+§f1,v‘p(e)+§(ﬁ,,v_f2fl,v)§ (2.21)

olarak bulunur [10].

L.Hal: g(X,, X,)=0ise egrilik cizgileri yilizeyin parametre egrileridir. Bagka bir ifadeyle
S(X,)=AX, ve S(X,)=uX,

olur.
IL.Hal: g(X,, X,)#0 ise egrilik cizgileri yiizeyin parametre egrileri degildir. Genel ispat
olmas1 bakimindan II. hali ispatlayalim: VX, Y € y (M) icin asagidaki esitlikler vardir.

X=xe+xp(e)+x3&

veE

Y=ye+pple)+yé



olmak tizere

degerleri yardimiyla

veE
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e(X) = —xe+xp(e),
e(Y) = —ye+yple),
g§X,p(Y)) = X1 —X1)s

nXx) = x,

pE) = 0

noy = 0,

né) = 1,
8X,p(Y) = —gle(X,)Y),

gX,p(X)) = 0

1 1
(X, = —Efl,ue+§fz,u<p(e), (2.22)
1 1
p(X,) = —Eﬁ,ue"‘afz,yip(e) (2.23)
1
T](Xu) = E(f3ue—.f2f1u)’ (224)
1
U(XV) = E(ﬁ%,ve_fol,v) (2-25)

oldugundan X, A X, ¢arpimi {e, p(e) & } ortonormal baz vektorlerine gore diizenlenirse

X, AX, =
olur ve
E= g(Xu’Xu):
F= g(Xu’Xv):
G= g(Xva):

AUalloo= B~ Bl fiu— Ffle 2.26)
1
+Z[f2v(f3u _folu)_qu(f:%v _ﬁﬁu)]¢(9)

1
+Z(f1,vf2,u _fl,ufz,v)g

1 1 1

ng?u + Zfl%u + Z(ﬁ’),u _fol,u)z’ (227)
1 1 1

Zquva + Zfluflv + Z(ﬁ’:u _foIu)(fév _folv))

1, 1, 1
alont 3 hint 7w = Lofi)
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oldugundan M yiizeyinin birim normal vektor alan1t N olmak iizere
X ANX,
TIX AKX
ifadesi
1Xu A X = g(Xor X )8(Xon X,) — 8°(Xun X,)

denklemi yardimiyla
X, NX,

T JVEG_F?

olur. Yiizeye ait ikinci mertebeden tiirevler R3(—3) uzayinda tanimli kovaryant tiirev

(2.28)

operatorii yardimiyla

1 1 1
Xuyuw = Equue + Efluu‘;g(e)'i_ E(ﬁ%uu _féuflu _fluufZ)g

olup (2.23)-(2.27) denklemleri yardimiyla

qu = f2uue+ fluu(p(e fBuu f2,uf1,u_f1,uuf2)€
1 1
_(f3,u_féf1,u)(_§fl,ue + Efz,ugo(e))_[_Zfl,ufé,u + Zfz,ufl,u]g

Xai = St Falliu=Fofondle + 5[ frun— bl fru—Ffi o) (229)
1
+§[ﬁ’»,uu_f2,ufl,u_fl,uuf2]€

dir. Benzer mantikla X,,, ve X,,, tiirevleri

1 1
Xuv = [fzmzflyfgu Lehd+ 5 halfo=Fhiole (2.30)

1 1

E[fluv 2f2vféu folu)_Equ(f:‘%v_féflv)]‘p(e)

1 1 1

= 5[f3uv ZfZUflu fl,uva_Efl,ufé,u]g
ve

1

va = E[ﬁ,vv+ﬁ,v(ﬁ,v_ﬁﬁ,v)]e (231)

+%[fl,vv _fZ,v(fé,v _féfl”)]go(e)
+%[ﬁ%,vv —fowhiu _flv'”’fz]g
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esitlikleri ile bulunur. Ayrica yukarida buldugumuz X,,,, X,,,, X, , tiirevleri yardimiyla
I = g(N,Xyu,) (2.32)
m = g(N,Xy,)
n = gN,X,,)

degerleri kolaylikla hesaplanabilir [10].
R3(—3) uzayinda bir M yiizeyinin sekil operatorii

S:y(M)— (M)

X —=S(X)=VxN (2.33)

lineer doniisiimdiir. Burada V ve N sirasiyla R3(—3) uzayinin Riemann konneksiyonu
ve M yiizeyinin birim normal vektor alamdir. {X,,X,} ctimlesi y(M) nin bir bazi
oldugundan buradaki her vektor bu baz vektorlerinin lineer birlesimi seklinde yazilir.

Kolaylikla gosterilebilir ki,
Gl—Fm Em—FIl

S(X,) = X, + X,
EG—F? EG—F?
Gm—Fn En—Fm

SX,) = ———X,+———X,
EG—F?2 EG—F?2

olup M yiizeyinin {X,, X, } bazina gore sekil operatorii matrisi
[ GI—-Fm Em-—FI ]
EG—F2 EG-—Fz
S= (2.34)
Gm—Fn En—Fm
EG—F2 EG-—Fz

dir [10].

2.2.1. R3(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda Herhangi Bir Yiizeyin

Gauss ve Ortalama Egriligi

Teorem 2.2.1. M,R3(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey olsun. M yiizeyi i¢in Gauss egriligi

ve ortalama egriligi sirasiyla,

In—m?

K = "M (2.35)
EG—F?
1(Gl+En—2F

H = —( n m) (2.36)
2\" EG—F2

dir [10].
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Teorem 2.2.2. M,R3(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey olsun. S, M iizerinde sekil operatorii
matrisi ve y(M) nin bir baz1 {u, v} olsun. Bu durumda K, M yiizeyinin Gauss egriligi

olmak tizere

S(u)AS(v) = K(uAv), 2.37)

g(S(u)AS(v), unv) K|(unAv)|? (2.38)

g(S(U), Ll)g(S(U), U)—g(S(u), U)g(S(U), u)

K = (2.39)
g(u’ u)g(v, U)_g(u’ U)g(l/, u)
dir [10].
Ispat: (M) nin bir baz1 {u, v} ve S(u), S(v) € y(M) oldugundan
S(u) = au+bv
S(v) = cu+dv
esitlikleri yardimiyla
S(u)AS(v) = (au+bv)A(cu+dv)
= aclunu)+ad(unv)+bc(vAu)+bd(vAv)
= ad(unv)—bc(uAv)
= (ad—bc)unv)
= detS.(uAv)
= K(uAnv)
olur. Boylece (2.34) denklemi yardimiyla
gS(u)AS(v),unv) = gK(uAv)uAv)
= KgluAv,uAv)
= K(g(u, u)g(v,v)—g(u,v)g(v, u))
(2.40)
oldugundan
g(S(u)AS(v),unv)=K|luAv|? (2.41)
dir.
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esitligi yardimiyla

olup (2.37) ve (2.38) denklemleri kullanilarak

g(S(u), U)g(S(U), U)_g(S(U)! u)g(S(u), U) = K(g(u’ u)g(v, U)_g(u» U)g(l}, u))

ve
g(S(u): u)g(S(v), U)—g(S(U), u)g(S(u), U)
g(u’ u)g(vr U)_g(ur l})g(l/, u)

bulunur. 0

K=

Teorem 2.2.3. M, R3(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey olsun. S, M iizerinde sekil operatorii

matrisi ve y (M) nin bir baz1 {u, v} olsun. Bu durumda H, M nin ortalama egriligi olmak

uzere
S(uyAhv+uAnS(v) = 2HuAv, (2.43)
g(S(uW)AVv+uAS(v), uAv) = 2H|lunv|? (2.44)
2H = g(S(u)» U)g(U, v)—g(S(u), l})g(U, u)+g(u, U)g(S(U), l))—g(S(U), Lt)g(l/, M)
g(u,u)g(v,v)—glu,v)g(v,u)
(2.45)
dir [10].

Ispat: (M) nin bir baz1 {u, v} ve S(u), S(v) € y(M) oldugundan

S(u) = au+bv

S(v) = cu+dv
esitlikleri yardimiyla

S(u)Av+unS(v) = (au+bv)Av+uAN(cu+dv)
= alunv)+b(vAv)+clunu)+d(uAv)
= (a+d)uAnv)

= 2H(uAv)
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olur. (2.40) denklemi yardimiyla

glS(u)Av+unSv), unv) = gH(uAv),unv) (2.46)
= 2Hg(uAv,uAv)

= 2H(g(u,u)g(v,v)—g(u,v)g(v, u))

= 2H||lunv|?
dir. Ayrica

gS(u)Av+uAnS(v),unv)

gS(u)Av,unv)+g(unS(v),unv) 2.47)

g(S(U), u)g(v, U)—g(l/, u)g(S(u), U)
+ (g(u, u)g(S(v), v)—g(S(v), u)g(v, u))

olup,(2.44) ve (2.45) denklemleri yardimiyla

2H(g(u,u)g(v,v)—g(u,v)g(v,u)) = g(S(u),u)g(v,v)—g(U,u)g(S(u),U))
+ glu, u)g(S(w),v))—g(S(v), u)g(v, u)

g(S(u), u)g(v, v)—g(S(u), v))g(v, u)+ g(u, u)g(S(w), v))—g(S(v), u))g(v, u)
g(u: u)g(v, U)_g(u! l/)g(l}, M)

olur. O

2H =

Sonu¢ 2.2.1. M, R3(—3) Sasaki uzayinda bir yiizey olsun. S, M iizerinde sekil operatorii
matrisi ve y (M) nin bir baz1 {u, v} olsun. Bu durumda K, M nin Gauss egriligi, H, M
nin ortalama egriligi olmak tizere

g(Xu’Xu)g(Xv»Xv)_g(Xu»Xv)g(XwXu)

ve benzer sekilde

g(S(X,), X, )g(X,, X,)—g(S(X,), X,)g(X,, X,)+ g(X,, X, )g(S(X,), X,)
g(X,, X,)g(X,, X,)—g(X,, X,)g(X,, X,)
g(8(X,), X,)g(X,, X,)
g(X,, X, )g(X,, X,)—8g(X,, X,)g(X,, X,,)

2H =

bulunur [10].



2.2.2. R?""1(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldlarda

Kovaryant Tiirev Operatorii

Tanim 2.2.1. R?"*!(—3) hemen hemen kontak metrik manifoldunda

1| @it yiy; 0 ~¥ |
gab:Z 0 5ij 0
—Y; 0 1
ise
0;j 0 Vi
g’=4| 0 & 0
yi 0 1+ (y'F |

oldugu biliniyor. n =1 durumu gz 6niine alinirsa

1
1"1.’;. = Egkh(gih,j +&njit 8&ijn)
Christoffel sembolleri yardimiyla

Veple) = ==V e

Vee = —p(e)=V,&
Vep(e) = e=Vy &

Vee = Vyp(e)=V:E=0

oldugundan
X=xe+xp(e)+x3&

veE

Y=ye+pple)+y
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vektor alanlar icin

VxY = Vype+yple)+ys
= Vxne+Vx(pnyle))+ V(1)
= X[nle+nVye+X[p]ole)+1Vxple)
+X [15]E+15VxE
= X[nle+X[w]ple)+X[]E
TV xe+xpe)+x€ TV xe+ xp(e)+ x,E PLE)

+J/3Vxle +xp(e)+ xsgg

= X[nle+X[pr]ple)+X[p]E
+1(5Vee + x5,V e +x3Vee)
+1(01Vep(e)+ 1,V eple)+ x3Vep(e))
+15(X1 Ve €+ X,V (o) & + X3 VeE)

\

VxY = DyY+x,m&—xpp(e)+xnE+x5e—x3np(e)+x3),  (2.49)
= DxY—y(xple)—xe)—x3(nple)—y.e)+E(x ) —xp)
= DxY—n(Y)p(X)—n(X)p(V)—g(X, p(Y))E
= DxY—n(Y)p(X)—nX)e(Y)—dn(X,Y)E

olarak bulunur. Burada
DyY=X[nle+X[p]ele)+X[y]E
dir [10], [18].
Teorem 2.2.4. R3(—3) iizerinde bir
X: RZoR3(-3)
(w,v) = X(u,v) =(hlw,v), fo(u,v), fi(u,v))

yiizeyi i¢cin Gauss-Egregium teoremi

E,G,+E> 1 ((E, G, E,G,+G?
L BGAE LB, (G),) EGIG oy,
4E2G E (\2G 2G 4EG?

,(4G
+3G—7’] FXM+4XV

denklemi ile ifade edilir [10].
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Sonug 2.2.2. R3(—3) uzayinda bir
X: R?—R3=3)

(u,v) = X(u,v) =(flu,v), folu,v), f1(u,v)

4G
ylizeyi icin ?Xu +4X, vektorii "Kontak Distribution" da yatan bir vektor alani ise bu

yiizey icin Gauss-Egregium teoremi

E,G,+E> 1 ((E, G,
= 2 v N v+ u (2.51)
4E2G E (\2G 2G
E,G,+G?
——— 443G
4EG?

olur [10].



3. BOLUM

3-BOYUTLU SASAKI UZAYINDA YUZEYLER

Bu boliimde dayanak egrisi Legendre e8risi olan regle yiizeyler karakterize edilmistir.

Dogrultman vektoriiniin 6zel durumlari i¢in ayr1 ayr1 dagilma parametresi hesaplanmugtir.

3.1. Legendre Egrilerinin Serret-Frenet Catisi

Tanim 3.1.1. Kontak manifoldun 1-boyutlu integral alt manifolduna Legendre egrisi

denir [1].

Teorem 3.1.1. M bir (¢, &,n, g, €) Kontak metrik yapisi ile verilmis ii¢ boyutlu manifold
olsun. Bu durumda M bir Sasaki uzayidir ancak ve ancak manifold iizerindeki her bir
Legendre egrisinin torsiyonu € dur. Bu teoremin € = 1 durumundaki ilk ispatin1 1994
yilinda [6] ve [42] yapmustir. € =£1 durumundaki genel ispati ise Belkhelfa ve arkadaglari

tarafindan verilmistir [7].

Teorem 3.1.2. y yay-parametresi ile verilmig bir Legendre egrisi olsun.Bu durumda

Frenet formulleri

V1 =Kker), (3.1)
Vyo(r)=—Kky' +& (3.2)
vV, E=—p(y) (3.3)

dir [7].

Teorem 3.1.3. R%(—3¢) uzayindaki herhangi bir Legendre egrisinin egriligi, egrinin Oklid
metrigine gore x y- diizlemine izdiisiim egrisinin egriliginin iki katina esittir [7].
Teorem 3.1.4. (M, p,&,1n,g) Sasaki uzay formu iizerinde y = y(s) egrisi genel helistir

ancak ve ancak y egrisinin egriligi sabittir [8].



50

3.2. Dayanak Egrisi Legendre Egrisi Olan Regle Yiizeyler

R3(—3) uzayinda y Legendre dayanak egrisi ve X sabit dogrultusu tarafindan iiretilen bir
M regle yiizeyi
¢: IxE —E3-3) (3.4)

(s,v) —@(s,v)=7(s)+vX(s)

olsun. Buna gore
det(y’, X, D, X)

= (3.5)
8V, X,V,.X)
olacak sekilde tanimlayalim. Striksiyon ¢izgisinin parametrik denklemi
_ g(r'(s), X'(s))*
7(s)=1(s)— ELE X(s) (3.6)

IV, Xl
olsun. Burada V, kovaryant tiirev operatoriidiir.
y Legedre egrisi ve X birim sabit dogrultusu tarafindan iiretilen regle yiizeyler i¢in Py

ifadelerini hesaplayalim:

XeSply, o(r),&} ve X =x17" + x,0(7) + x5 (3.7)
oyle ki,
g(X,X)=1.

ve (3.7) esitliginin tiirevi alinir ve y baz egrisinin Frenet formulleri kullanilirsa
VX ==KX%7 + (KX —x3) (1) + x%,& (3.8)

elde edilir. (3.5) denkleminden

b 1— X2 =KX X3 3.9)
X4 X2 =2k X x5+ K2(1— x2) '

bulunur.

Teorem 3.2.1. M, (3.4) parametrizasyonu ile verilmis bir regle yiizey olsun. Py =0
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¥ dayanak egrisinin x egriligi

2
lx1

K= (3.10)

X1 X3

olan bir Legendre helis egrisi olmasidir.
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Ispat: M regle yiizeyi icin Py = 0 olsun. (3.9) esitliginden
1—x—KXX3=0
elde edilir. Buradan,

2
lx1

X, X3

K= =sbt

O halde, y egrisi bir Legendre helistir. a

3.3. Dayanak Egrisi Legendre Egri Olan Baz1 Ozel Regle Yiizeyler

3.3.1. Dogrultman Vektoriiniin X =y’ Olmas1 Hali

R3(—3) uzayinda dayanak egrisi Legendre egri olan bir M regle yiizeyinin parametrik

denklemi genel olarak

o(s,v) = 7r(s)+vX(s) (3.11)

= r(s)+v (xly’ + X%,0(r")+ xgi)
ile tanimlanmusti. Bu 6zel durum i¢in
x1=1, x2=JC3=0 (312)

olmalidir. O halde (3.12) esitlikleri (3.11) de yerine yazilirsa Frenet ¢atisinin 7y’ teget

vektoril tarafindan iiretilen regle ylizey
M, =y(s)+ vy’ (3.13)
parametrizasyonu ile verilir.

Teorem 3.3.1. R3(—3) uzayinda dayanak egrisi y Legendre egrisi ve dogrultusu 7’ vektor

alan1 olan regle yiizey M, olsun. M,, yiizeyi i¢in her zaman P,, =0 dir.

Ispat: Genel durum igin hesaplanan (3.9) esitliginde (3.12) degerleri yerine yazilirsa

ispat agiktir. a
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3.3.2. Dogrultman Vektoriiniin X = ¢(y’) Olmas1 Hali

Bu durumda

X1:X3:0, x2=1 (314)

olmalidir. O halde R3(—3) uzayinda dayanak egrisi y Legendre egrisi ve dogrultusu ¢(y’)

vektorii olan regle yiizey
My =1(8)+ve(r) (3.15)

parametrik denklemine sahiptir.

Teorem 3.3.2. R3(—3) uzayinda y dayanak egrisi, ¢(y’) dogrultusu tarafindan iiretilen
regle ytizey M, olsun. M, yiizeyi igin

1
P N —
w(r) 14+ K2

(3.16)
dir.

Ispat: Genel durum igin hesaplanan (3.9) esitliginde (3.14) degerleri yerine yazilirsa

teoremin ispati kolayca goriiliir. a

3.3.3. Dogrultman Vektoriiniin X = £ Olmasi Hali
Bu durumda, (3.9) denkleminde
X1=x=0, x3=1 3.17)
olmalidir. O halde Frenet ¢atisinin & vektorii tarafindan iiretilen regle yiizey
M:=7(s)+v& (3.18)
parametrik denklemi ile verilir.

Teorem 3.3.3. R*(—3) uzayinda y dayanak egrisi, & dogrultusu tarafindan iiretilen regle
ylizey M; olsun. M; yiizeyi igin
P-=1 (3.19)

olur.
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Ispat: Genel durum igin hesaplanan (3.9) esitliginde (3.17) degerleri yerine yazilirsa

ispat tamamlanir. |

3.3.4. Dogrultman Vektoriiniin X € Sp {¢(y'), £} Olmas1 Hali

X dogrultmani @(y’) ve & vektorlerinin gerdigi diizlemde yatan sabit bir birim vektor
olsun. Bu durumda

=0, x,+x2=1, 70, X370 (3.20)

olur. Yiizeyin parametrik denklemi

M e=71(8)+ v (%00(r)+ x:8) (3.21)
seklinde verilir.

Teorem 3.3.4. R3(—3) uzayinda y dayanak egrisi, X € Sp { o(r'), & } dogrultusu tarafindan
tiretilen regle ytizey M ¢ olsun. M, - yiizeyi igin

1

=— 3.22
1+K2x7 (3:22)

st

o),

dir.

Ispat: Teoremin ispat1 genel durum igin hesaplanan (3.9) esitliginde (3.20) degerleri

yerine yazilirsa kolayca goriiliir. O

3.3.5. Dogrultman Vektoriiniin X € Sp {y’, 3 } Olmas1 Hali

X dogrultman1 y’ ve & vektorlerinin gerdigi diizlemde yatan sabit bir birim vektor olsun.
Bu durumda

X=0, x{+x7=1, x,£0, X, #0 (3.23)

olur. Yiizeyin parametrik denklemi
M,z =7(s)+ v (a7 + %E) (3.24)

seklinde verilir.
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Teorem 3.3.5. R3(—3) uzayinda dayanak egrisi ¥ Legendre egrisi ve dogrultman1 X €

Sp {7”, & } olan regle yiizey M,, - olsun. M,, - yiizeyi igin

2
Xy — KX X3

P, = (3.25)

X5 —2K X, X3+ K2X{

bulunur. P, = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart y Legendre egrisinin Legendre helis

olmasidir.

Ispat: Genel durum icin hesaplanan (3.9) esitliginde (3.20) degerleri yerine yazilirsa

X2 —K X1 Xy
Pi=— 52
X5 —2K X1 X3+ K2 X;
olur. Boylece Py =0 ise,
X
k===sbt
X1
dir. O halde, y egrisi bir Legendre helistir. a

3.3.6. Dogrultman Vektoriiniin X € Sp {)”, oy’ )} Olmasi Hali

X dogrultmani, 1’ ve ¢(y’) vektorlerinin gerdigi diizlemde yatan bir vektor olsun. Bu
durumda

x3=0, x7+x;=1, x,#0, X, #0 (3.26)

olur. Yiizeyin parametrik denklemi

My oy =7(8)+ v (07 + %0(1")) (3.27)
seklinde verilir.

Teorem 3.3.6. R3(—3) uzayinda dayanak egrisi y Legendre egrisi ve dogrultmani
X eSp{y’, p(r)} olan regle yiizey M, 4 Olsun. M, . yiizeyi igin

x2

_ 2
P o= 42 (3.28)

olur.



4. BOLUM

KONTAK GEOMETRIDE REGLE YUZEYLER iCIN SEKIL OPERATORU
MATRISININ HESABI

Bu boliimde, kontak manifoldlarda sekil operatoriiniin katsayilar1 hesaplanarak regle
ylizeyin, dogrultman vektoriiniin 6zel durumlarina gore Gauss egriligi ve ortalama egriligi
ile olan iligkisi incelenecektir.

Oncelikle sekil operatdriiniin temel 6zelliklerini verelim:

Tamm 4.0.1. M, bir C°° manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzay1 y (M) ve

reel degerli C° fonksiyonlarin halkas1 C°° (M, R) olmak iizere
()=xM)x y(M)— C*(M,R)

seklinde bir i¢ carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada, (,) islemine
M iizerinde i¢ carpim, metrik tensor, Riemann metrigi veya diferansiyellenebilir

metrik denir [21].

Tamm 4.0.2. M, bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzay: y (M)
olmak iizere
D:yM)xy(M) — x(M)

(X,Y) - D(X,Y)=D,
fonksiyonu icin

1. Df ., =fD{+gDy VX,Y,Z€y(M)Nf,geC>®(M,R)

2. Dy'=fD{+(X[)Y VX, Y,€z(M),¥feC®MR)

ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ve Dy e de X e

gore kovaryant tiirev operatorii denir [21].
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Tanim 4.0.3. E” de bir hiperyiizey M ve M nin birim normal vektor alant N olsun. E”

de Riemann konneksiyonu D olmak iizere, VX € y (M) icin
S(X)=DyN

seklinde tanimli1 S doniisiimiine M iizerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten

doniisiimii denir [21].

Tanim 4.0.4. E” de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii

S(P) olmak iizere

K:M - R 4.1)

P — K(P)=detS(P)

seklinde tanimli fonksiyona, M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de M

nin P noktasindaki Gauss egriligi denir [21].

Tamm 4.0.5. E” de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii

S (P) olmak iizere

H:M — R 4.2)

P — H(P)=iz(S(P))

biciminde tanimlanan fonksiyona, M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine

de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir [21].

Simdi hemen hemen kontak metrik manifoldlarda Weingarten matrisinin hesab1 icin
gerekli bazi ifadeleri hatirlatarak ise baslayalim. {7/, o(y"), &} bazina gore VX, Y € y(M)

icin asagidaki esitlikler vardir.

X=x17+ 000 )+x8 ve Y=n1"+no(r )+
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olmak iizere
p(X) = —xr'+x0)
p(Y) = —pr'+nel)
8X,9(Y)) = xn—xi)

nXx) = x,

@) = 0,

noy = 0,

né =1,
8X,p(Y)) = —glp(X,)Y),

dir. 11k olarak R3(—3) de
¢p: IxR —R(-3) 4.3)
P(s,v) =7(s)+vX(s)=7(s)+ v (x7(8)+ X0 (r)(s) + x3E())

parametrizasyonu ile verilen dayanak egrisi Legendre egrisi olan My regle yiizeyi i¢in

gerekli kismi tiirevleri hesaplayalim. y (M) nin bir bazi {qb ) ,,} olmak iizere

O = (1—vxK)Y + (VXK —vX3) P(y) + VX, E (4.4)
¢, = (0Y(9)+ 00 )(s)+xE(s)) (4.5)
dir. Ayrica
p(p) = (Wxs—vxK)y +(1—vxK)p(r) (4.6)
p(@,) = —xr' +x0) 4.7)
n(gs) = vx (4.8)
ng,) = xs (4.9)

olup, Tanim 2.1.1 de (4.5)-(4.8) esitlikleri yerine yazilirsa

—g (95, 0(9.))E—n(d,)p(@)+1(P)p(,)

= (vxyxx—vxi—vxl)y

PNy

+ (X34 VXx3K + VX X,) 0(7)

+ (- vlk—vxik+vxxs)E (4.10)
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bulunur. My regle yiizeyinin birim normal vektor alan1t N olmak {izere

. 2 2a
(v Xk —vXx; —vXsy

N:; +(—X3+ VX X3K + VX, X,) (7 (4.11)
1P Al +(0— vx2k— v XK+ VX %) E
dir.
E = glg,,¢)=1-2vxk+v°x’K*+ V> x k% + V> x. + v*x; —20° X, X3K(4.12)
F = g9s0)=x +13)
G = 8@, 9,)=x+x+xi=1 (4.14)

olur. Ikinci merteben ¢, ¢,, ¢,, tiirevleri hesaplanirsa:

¢ = VI (4.15)
= (—vaK =207 X X5+ 207 X, 0K )Y + (v, K — 203, + 207 x2K) @(7)

¢ = Vi (4.16)
= (—xKr+vxl+vxxk—vxl)y
+ (K —2X3— VX, X + VX X3K) 0(Y)
+ (vxlk—x,)&

¢ = VI 4.17)

= xzx?,T/ — X szO(T/)

elde edilir. Ayrica ikinci mertebeden tiirevler yardimiyla [/, m, n degerlerini hesaplanirsa

[=g(N,¢y,)= mg(cpss,% A.) (4.18)
olup, (4.18) esitliginde (4.15) ifadesi yerine yazilirsa
= 1 (—vx2+ vx, %55 — vx2) (—V XK — 202 %, %5 + 202X, XK 4.19)
s Al +(—x3+ VXK + U X, X) (VX K — 20 X, + 202 X 2K)
bulunur.
m=g(N,¢,,)= mg(cpw ¢sAp,) (4.20)

olup, (4.20) esitliginde (4.16) ifadesi yerine yazilirsa

(—vx2+ vx, x5 — vx2) (— XK + VX2 + v X X3k — v x2)
F(—X3F VX X3K + VX X,) (XK —2X3 — VX Xp + U Xy X3K) 4.21)
(%, — vx2 —vx?K + v, x5) (V2K — x,)

1
g ng,ll
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elde edilir.
1
n=gN,¢,)=7"——"—=8(@vn s\ @, (4.22)
8N, 9= 8 (90 01 0)
olup, (4.22) esitliginde (4.17) ifadesi yerine yazilirsa
= 1 xzxg(—vx§+vx1x31<—vx22) 4.23)
s APl | —X1X3(—X3+ VX X3K + VX1 Xp)

degerleri bulunur. E, F,G ve I, m, n katsayilar1 (2.35) denkleminde yerine yazilirsa My

regle ylizeyinin sekil operatorii matrisi kolaylikla bulunur.

Teorem 4.0.7. My, (4.3) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. Eger bu

regle yiizeyin dayanak egrisi ayn1 zamanda asimptotik egri ise, y bir Legendre helis ve

T (4.24)
VX, X3

dir.

Ispat: Kabul edelim ki, y(s) My regle yiizeyinin bir asimptotik egrisi olsun. Yani N,
yilizeyin normal vektoriinii géstermek iizere

gV, 7 ,N)=0 (4.25)

olmalidir. Burada (3.1) and (4.11) denklemlerinde VT,}/’ ve N ifadelerinin esitleri yazilir

gerekli islemler yapilirsa

k=0
X3— VXX,
K=———
U Xy X3
elde edilir. 0

Teorem 4.0.8. My, (4.3) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. My regle

yiizeyi icin asagidaki sonuglar elde edilir.

(i) Yiizeyin s-parametre egrilerinin asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(—v XKk’ — 2023, X5 + 202 %, X,K) (—vx32 + VX X3K — vxzz)

=0 4.26
+(vX K =20 % + 202 X2K ) (— X3 + U X X3K + U X, X) (4.26)

olmasidir.



60
(ii) Yiizeyinin v-parametre egrisinin asimptotik egri olmasi icin gerek ve yeter kosul
2 2 3 2 _
X1 Xy — VXX —UXy X3— VX)X X3 =0 4.27)
olmasidir.

Ispat:

(i) Eger My yiizeyinin s-parametre egrileri asimptotik egri ise

g((nbss’N):O

olur. (4.11) ve (4.15) esitliklerinden, (4.26) elde edilir. Tersinin ispat1 agiktir.

(ii) Yiizeyinin v-parametre egrileri asimptotik egri ise,

g(¢VV’N):0

dir. (4.11) ve (4.17) esitliklerinde gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.27) elde edilir. Benzer

sekilde tersinin ispatin1 gormek kolaydir. a

Teorem 4.0.9. My, (4.3) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. My regle

yiizeyinin dayanak egrisi ayn1 zamanda striksiyon ¢izgisidir.

Ispat: Yiizeyinin dayanak egrisi striksiyon cizgisi olsun. Bu durumda g(r,\v,X)=0

oldugundan (3.5) denkleminden

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. a

Teorem 4.0.10. My, (4.3) parametrizasyonu ile verilen bir regle yiizey olsun. My regle
yiizeyinin dayanak egrisi ayn1 zamanda geodezik egri ise, y bir Legendre helis veya

asagidaki esitlikler saglanir.

(v xk—vxi—vxZ) = 0 (4.28)

(x,—vxlk—vxlk+vxxs) = 0 (4.29)

Ispat: My regle yiizeyinin dayanak egrisi bu yiizey iizerinde geodezik egri olsun. O
halde,
V},/T//\N = 0
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olmalidir.
V' AN ==g (V7' p(N))E=n(N)p (V1 )+ 1(V, 1 Y (V)
ifadesi diizenlenirse
VY AN =k (x,— v’k —vxlk+vx %)y —k (v xak —vxl —vxl) &
bulunur. Bu da ispati tamamlar. a

Simdi My yiizeyine ait 6zel durumlari inceleyelim:

4.1. Ozel Hallerde Regle Yiizeyin Sekil Operatorii Matrisinin Katsayilar

4.1.1. Dogrultman Vektoriiniin X =y’ Olmas1 Hali

M, dayanak egrisi y Legendre egrisi ve dogrultmam y’ teget vektorii olan regle ylizey

olsun. (4.4) ve (4.5) denklemleri yardimiyla bu yiizey i¢in

ds=7'(s)—vrp(r)s) (4.30)

ve
¢, =7(s) 4.31)

olarak elde edilir.

¢)s A ¢u = _g((:bs’ 90(¢u))§_77(¢u)80(¢s)+ 77(¢’s)80(¢u)

ifadesinde
plps) = —vky' +o(r) (4.32)
p(@,) = o) (4.33)
nigs) = 0 (4.34)
n¢g,) = 0 (4.35)

degerleri yerine yazilirsa
Ps NP, =—VKS (4.36)

olur. Burada

s A@.lI=8(s, 9180, 0,)—8%(9s, $)
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olup, M,, yiizeyi igin

E, = 1+0v%* 4.37)
E, =1 (4.38)
G, =1 (4.39)

olarak elde edilir.

Onerme 4.1.1. M,,, R%(—3) uzayinda dayanak egrisi y Legendre egrisi ve dogrultmani y’

teget vektor alani olan bir regle yiizey olsun. M,, ylizeyinin normal vektorii

N, =%& (4.40)

olarak elde edilir.

Ispat: M, regle yiizeyinin birim normal vektorii (2.29) denklemiyle verilmigti.
(4.36)-(4.39) degerleri yerine yazilirsa 6zel durum i¢in normal vektorii olan N,

hesaplanir. O

Simdi M yilizeyine ait ikinci tiirevleri (2.30)-(2.32) denklemlerini kullanarak

hesaplayalim. Burada x, = x; =0, x; =1 alinirsa

Pss = VK (1) (4.41)
5o =Kkp(r)+vKE (4.42)

ve
¢,,=0 (4.43)

esitlikleri ile bulunur. Ayrica yukarida bulunan ¢, ¢, ¢, tirevleri yardimiyla
I =n=0ve m=—1 olarak bulunur. M, yiizeyine ait temel form katsayilar1 yazilarak

yuzeyin S,, sekil operatorii matrisi katsayilar
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st = ! (4.44)
d V2K2 ’
—(1+ UZKZ)
12 __ (
s, = i (4.45)
-1
21 __
s, = o (4.46)
1
22 __
s, = —pr 4.47)

olarak bulunur.

Teorem 4.1.1. R*(—3) uzayinda M,, regle yiizeyine ait olan sekil operatdriiniin matrisi

1 —(1+0v3%k?) T
V2K2 V2K2
S, = (4.48)
—1 1
L p2K2 V2K2
dir.
ispat: (4.44)-(4.47) denklemlerinden ispat agiktir. O

Teorem 4.1.2. R3*(—3) uzayida M,, regle yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi,

sirastyla,
—1
K, = 2x? (4.49)
1
H, = 2r? (4.50)

denklemleri ile verilir.

Ispat: M,, regle yiizeyine ait olan S,, sekil operatoriniin katsayilart (4.1) ve (4.2)
denklemlerinde goz Oniine alimirsa K., ve H,, egrilikleri bulunur. a
Teorem 4.1.3. R*(—3) uzayinda M, regle yiizeyinin dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi ile

cakasir.

Ispat: M,., v’ teget dogrultusu tarafindan iiretilen regle yiizey olsun. (3.1) denkleminden

g0\ V) =gy kp(y)=0 (4.51)

dir. BOylece ispat tamamlanmis olur. a
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Teorem 4.1.4. R*(—3) uzayinda M,, regle yiizeyi i¢in agsagidaki sonuglar elde edilir.
(i)Yiizeyin s-parametre egrileri asimptotik egridir.

(i) Yiizeyin v-parametre egrileri asimptotik egridir.

Ispat: (i) M, regle ylizeyinin s-parametre egrilerinin asimptotik egri olmasi igin N,

regle ylizeyin birim normal vektor alant olmak {izere
8(¢ss, N )=0
olmalidir. (4.40)- (4.41) esitliklerinden
vK'g(p(r'),§)=0 (4.52)

oldugundan yiizeyin s-parametre egrileri asimptotiktir .
Tersine durum agiktir.

(ii) Yiizeyin v-parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in
g(¢vv’Ny’) =0
olmalidir. ¢,, =0 oldugundan v-parametre egrileri de asimptotiktir. a

Teorem 4.1.5. R*(—3) uzayinda M,, regle yiizeyi i¢in agsagidaki sonuglar elde edilir.
(i) Yiizeyin s-parametre egrileri geodezik ise y egrisi Legendre helistir.
(ii) Yiizeyin v-parametre egrileri geodezik egridir.
Ispat: (i) M., yiizeyinin s-parametre egrileri geodezik egri olsun. Bu durumda
Qs AN, =0
olmalidir. (4.40) ve (4.41) degerleri yerine yazilirsa
Pss AN, ==Ky
bulunur. Yukaridaki esitligin sifira esit olmasi durumunda
K'=0

oldugundan y egrisi Legendre helistir.

(ii) M,,, yiizeyinin v-parametre egrilerinin geodezik olmasi i¢in
¢) vy A N},/ =0

olmalidir. ¢,, =0 oldugundan v-parametre egrileri geodezik egridir. a
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4.1.2. Dogrultman Vektoriiniin X = ¢(y’) Olmas1 Hali

R3(—3) uzaymda M, dayanak egrisi y Legendre egrisi ve dogrultmam ¢(y") normal
vektorii olan regle yiizey olsun.

(4.4) ve (4.5) denklemleri yardimiyla
¢ =(1—vK)y'+v& (4.53)

ve
¢, =0 (4.54)

olarak elde edilir.

(ps A ¢v = _g((ps’ 90(¢u))§—77(¢u)90(¢s)+ r](¢s)90(¢v)

ifadesinde
p(g,) = (1—vK)e(y) (4.55)
plg,) = (4.56)
nigs) = v (4.57)
nig,) = 0 (4.58)
degerleri yerine yazilirsa
P AP, =—vy +(1—vK)E (4.59)

olur.
s Ap,ll=8(Ps, ,)8(P,, ¢v)_g2(¢s’ ®u)

olup, M, yiizeyi i¢in

E(p()”) = (1 — UK')2 + l/2 (460)
Eppy = 0 (4.61)
G‘P(?’/) == ]. (462)

elde edilir.

Onerme 4.1.2. R3(—3) uzayinda M, dayanak egrisi Legendre egrisi ve dogrultmani
¢(r’) olan regle ylizey olsun. M, ylizeyinin birim normal vektorii

—vy' +(1—vK)E
N(,D(Y’):
(1—vKx)2+ 2

(4.63)

dir.
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Ispat: My regle yiizeyinin birim normal vektorii (2.29) denklemiyle verilmisti.

(4.60)-(4.62) degerleri yerine yazilirsa 6zel durum ig¢in normal vektorii olan N,

hesaplanir. O
Simdi M yiizeyine ait ikinci tiirevleri (4.15)-(4.17) denklemlerini kullanarak
hesaplayalim. Burada x; = x3 =0, x, =1 alinirsa
¢ss = —vK'yY =2v(1—vK)p(r) (4.64)
Oy = (—K+v)Y +vKE (4.65)
¢,, = 0 (4.66)
seklinde bulunur. Ayrica yukarida bulunan ¢, ¢;,, ¢, tirevleri yardimiyla
1
U = & & 2x’ (4.67)
(1—vK) +v2
1 2 2.2
= — V2 +2vK— 4.68
m (1—v1<)2+v2( v +2vk — v°K?) (4.68)
n =0 (4.69)

esitlikleri elde edilir. Bu durumda M, regle yiizeyinin S, sekil operatorii matrisi

1 ViK' (4.70)
st .
#lr) [(1—v1<)2+ v2]2
—v% 420K —v?K?
s;@,) ” > 4.71)
[(1—vK)*+v2]
2 = —v?+ 20K — v?K? 472)
or’) 2 2
[(1—vK)*+ 2]
22 _
So) = 0 4.73)

olarak bulunur.

Teorem 4.1.6. R*(—3) uzayinda M, regle yiizeyine karsilik gelen sekil operatoriiniin

matrisi

V2K’ — V24 2vKk —V?K?

[(1—vK)2+ v2]?

— 0?24+ 2vK — v?K?

[(1—vK)2+ v2]

[(1—vK)2+ v2]?

(4.74)
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dir.

Ispat: (4.70)-(4.73) esitliklerinden ispat agiktir. a

Teorem 4.1.7. R*(—3) uzayinda M, regle yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi,

sirastyla,
3 —V?+2vK — VK2 475)
T (1= k)2 + v2P '

vE
- VK (4.76)
T ol — vi)2 + v2P? '

olarak bulunur.

ispat: M, regle yiizeyinin (4.74) de verilen S, sekil operatorii matrisi ve (4.1)-(4.2)

esitlikleri gbz Oniine alinirsa K, ve H,, egrilikleri bulunur. a

Teorem 4.1.8. R*(—3) uzayinda M., regle yiizeyi i¢in asagidaki sonuglar gerceklenir
(i)Yiizeyin s-parametre egrileri asimptotik egri ise ¥ dayanak egrisi bir Legendre helistir.

(ii)Yiizeyin v-parametre egrileri asimptotik egridir.

Ispat: (i) Eger yiizeyin s-parametre egrileri asimptotik ise Ny yiizeyin birim normal
vektorii olmak tizere

8(Ps5: Nor) =0

dir. Buradan (4.63) ve (4.64) esitliklerinden
K=sabit

olur. O halde y egrisi bir Legendre helistir.

(i1) Yiizeyin v-parametre egrilerinin asimptotik egri olmasi i¢in
g(¢vw ng(y’)) =0
olmalidir. ¢,, =0 oldugundan v-parametre egrileri asimptotik egridir. a

Teorem 4.1.9. R*(—3) uzayinda M., ylizeyi i¢in asagidaki sonuglar elde edilir.

(i) Yiizeyin s-parametre egrileri geodezik egridir ancak ve ancak
—2v(1—vK)?*Y +v(1—vK)K (y)—2v*(1—vK)E =0 4.77)

denklemi saglanir.

(ii) Yiizeyin v-parametre egrileri geodezik egridir.
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Ispat: (i) Kabul edelim ki yiizeyin s-parametre egrileri bir geodezik olsun. Bu durumda
¢)ss /\Ncp(y/) =0
dir. O halde, (4.63) ve (4.66) degerleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
1
K=— (4.78)
v

elde edilir. Bu da ispati1 tamamlar.

(i) Yiizeyin v-parametre egrilerinin asimptotik olmasi icin
¢UV /\N‘P(T/) =0

olmalidir. ¢,, =0 oldugundan v-parametre egrileri geodezik egridir. a

4.1.3. Dogrultman Vektoriiniin X = £ Olmasi Hali

M, dayanak egrisi y Legendre egrisi ve dogrultmani & binormal vektorii olan regle yiizey

olsun. (4.5) ve (4.6) denklemleri yardimiyla bu yiizey i¢in
¢s=7'(s)—ve(r) (4.79)

veE

¢, =2(s) (4.80)

olarak bulunur.

¢s A ¢v = _g(¢s’ ¢(¢v))€_n(¢v)(10(¢s)+ n(¢s)80(¢v)

ifadesinde

plps) = vr'+or) (4.81)
v(¢,) = 0 (4.82)
nlgs) = 0 (4.83)
nlg,) =1 (4.84)

degerleri yerine yazilirsa

O AP, =—vY — (1) (4.85)
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dir. Buradan
19 APl =85, 95)E(Dy, D)= 8% (Ps, D)

olup, M; yiizeyi i¢in

E: = 1407 (4.86)
F =0 (4.87)
G: = 1 (4.88)

elde edilir.

Onerme 4.1.3. R3(—3) uzayinda M ¢ regle yiizeyinin birim normal vektorii

Ne= 2 —e) (4.89)
T v

dir.

Ispat: My regle ylizeyinin birim normal vektorii (2.29) denklemiyle verilmisti.
(4.86)-(4.88) degerleri yerine yazilirsa 6zel durum ig¢in normal vektorii olan Ny

hesaplanir. 0

Simdi M;: regle yiizeyine ait ikinci tiirevleri (4.15)-(4.17) denklemleri yardimiyla

hesaplayalim. Burada x; = x, =0, x3 =1 alinirsa

¢ = 0 (4.90)
¢sv = _VY/_ZSO(T/) (491)
¢,y = 0 (4.92)

esitlikleri ile bulunur. Ayrica yukarida bulunan ¢, ¢, @, tirevleri yardimiyla

I = 0 (4.93)
2
2
m o= L7 (4.94)
v2+1
no= 0 (4.95)

esitlikleri elde edilir. Bu ylizeyin Ez, F:, G: ve I, m, n katsayilar1 yardimiyla M; yiizeyine
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ait Sy sekil operatOrii matrisinin bilesenleri

sgl =0 (4.96)
12 V242 4.97)
s- = .
° v2+1

V242

58 = > (4.98)
(v2+1)

s§2 =0 (4.99)

dir.

Teorem 4.1.10. R3(—3) uzayinda M; regle yiizeyine karsilik gelen sekil operatdriiniin

matrisi i
v2+2
vZ+1
S = (4.100)
v2+2
5 0
| (v2+1)
dir.
ispat: (4.96)-(4.99) denklemlerinden ispat agiktir. O

Teorem 4.1.11. R3(—3) uzayinda M; regle yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi,

sirastyla,
—v*—2
5:(v2+1)2 (4.101)
ve
H:=0 (4.102)

olarak bulunur.

Ispat: M regle yiizeyinin gekil operatorii matrisi ve (4.1)-(4.2) esitlikleri géz Oniine

alinirsa K ve H; egrilikleri bulunur. a

Teorem 4.1.12. R*(—3) uzayinda M; regle yiizeyi i¢in asagidaki sonuglar elde edilir.
(i) Yiizeyin s-parametre egrileri asimptotik egridir.

(i) Yiizeyin v-parametre egrileri asimptotik egridir.
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Ispat:

()Eger yiizeyin s-parametre egrileri asimptotik ise N; ylizeyin birim normali olmak

tizere, bu yiizey i¢in ¢, =0 ve dolayisiyla

g(¢ser§) =0

dir. O halde, yiizeyin s-parametre egrileri asimptotik egridir.

(ii) Benzer sekilde ¢,, =0 oldugundan
8 (¢ v N§ ) =0
dir. Dolayisiyla yiizeyin v-parametre egrileri de asimptotik egridir. m|

Teorem 4.1.13. R*(—3) uzayinda M; regle yiizeyi i¢in asagidaki sonuglar elde edilir.
(i) Yiizeyin s-parametre egrileri geodezik egridir.

(ii) Yiizeyin v-parametre egrileri geodezik egridir.

Ispat: (i) Yiizeyin s-parametre egrileri geodezik egri ise
¢55 A Ng == 0

olmalidir. Bu yiizey i¢in ¢, =0 oldugundan ispat agiktir.

(i)Yiizeyin v-parametre egrilerinin asimptotik olmasi i¢in
¢ vy A\ Ng - 0

olmalidir. ¢,, =0 oldugundan yiizeyin v-parametre egrileri geodezik egridir. |



5. BOLUM

KONTAK GEOMETRIDE BAZI YUZEY ORNEKLERI

Bu boliimde R3(—3) uzayinda, E* Oklid uzayinda parametrik denklemleri bilinen bazi
yiizeylerin sekil operatorii matrisi arastirilacaktir.

Oncelikle Oklid uzayinda donel yiizeyin ve dteleme yiizeyin temel 6zelliklerini verelim:

5.1. Dénel Yiizeyler Icin Sekil Operatorii Matrisinin Hesabi

Tamm 5.1.1. (Donel Yiizey) x z- koordinat diizleminde verilen bir
y=0, F(x,y,2)=0 (5.1)

egrisinin z ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olusan yiizeye donel yiizey denir. Burada
farkli koordinat diizlemlerindeki egrilerin farkli eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle de

donel yiizeyler elde edilebilir [32].

Ornek 5.1.1. Uzayda x = 1, y =0, z € R denklemleriyle verilen dogruyu z ekseni
etrafinda dondiirelim. Bu donme esnasinda

(i) z koordinat1 degismez.

(ii) z - ekseni etrafindaki donme aslinda x y- diizleminin ve x y- diizlemine paralel biitiin
diizlemlerin donmesidir.

O halde xy- koordinat diizlemindeki donmenin paralel diizlemler boyunca
uygulanmasindan bagka bir sey degildir.

x y- diizleminin 0 radyan donmesi sonucu elde edilen yeni noktalarin koordinatlari
(xcosH—ysinH,xsinH +ycos€,z)
olur. Buradan donel yiizeyin denklemi

{(x,y,z)lxzcosQ, y =sinf, z €R, 96[0,27‘[]} (5.2)
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dir.

x*+y*=cos’0 +sin*f =1 (5.3)

oldugundan yiizeyin R® kartezyen koordinatlardaki denklemi
x*+y*=1, zeR (5.4)
ifadesi ile verilir. Bu yiizey R® uzayinda bir dik silindire kargilik gelir. Benzer yontemle

koni ve R yaricapl kiire yiizeyi elde edilebilir [32].

M c R3(—3) yiizeyi verilsin. Bu yiizey Oklid uzayindaki donel yiizeyin parametrik

denklemine sahip olsun. Yani, yilizeyin parametrik denklemi

X:IxR — R3-3) (5.5)

(w,v) — X(u,v)=(f(u)cosv, f(u)sinv,g(u))

olsun. y(M) nin bir baz1 {X,,, X, } olmak iizere

0 0 0
X, = f’(u)cosva+f’(u)sinva+g’(u)5
X, = —f(wsinv2—+ f(u)cos v
, = u)s Uax ucosvay
dir. Burada
o 1 o 1 o 1
E—EW(Q)—J/@» E—Ee, 5—55

oldugundan (2.18) ve (2.19) denklemleri kullanilarak {e,ga(e),i } bazina gore

diizenlenirse
1 / . 1 /7 1 / / :
X, = Ef (u)sinve + Ef (u)cosvp(e)+ E(g (u)— f(uw)f'(u)sinvcos v)E(5.6)
1 1 1
X, = Sf(wcosve—f(u)sinvip(e)— Efz(”)smz v 5.7)
olarak bulunur. Bu iki vektor alan1 yardimiyla

g(X, X,)= }L[g’(u)—f(u)f’(u)sin vcosv]f*(u)sin®v (5.8)

veE

h(u,v)=g'(u)— f(u)f'(u)sinv cos v (5.9)

denilirse

g(Xu,XU):L—llfz(u)sin2 vh(u,v) (5.10)
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elde edilir.
0(X,) = —%f’(u)cos ve—i—%f’(u)sin vyl(e) G.11)
o(X,) = %f(u)sin ve+ %f(u)cos vole) (5.12)
bulunur. Benzer sekilde (2.22)-(2.23) esitliklerinden
M%) = 58w wsinvcosv) (5.13)
M) = S fwsint v (5.14)
olup,
X, AX, = i[fz(u)f’(u)cos vsin®v— f(u)sinvh(u,v)le (5.15)
+ ZUw)cos vh(u,v)= F)f (Wi’ vig(e)
- Sl
elde edilir.
E= g(X,X,)= Zi [Lf/(w)Psin® v+ [ f/(w)F cos® v+ h(u, v)*] (5.16)
F= g(X,X,)= —ifz(u)sinz vh(u,v) (5.17)
G= gX,X)= {[F+ fwsint o] (5.18)

dir. M yiizeyinin birim normal vektor alant N olmak lizere
X, NX
N=——" (5.19)
1 Xy A X
ifadesi

||Xu AXU||2 = g(Xu’Xu)g(Xu’Xv)_gz(Xu!Xv)

denklemi yardimiyla

X, AX,

esitligi ile verilir.
Onerme 5.1.1. R3(—3) uzayinda (5.5) parametrizasyonu ile verilen X(u,v) yiizeyinin
birim normal vektorii
i[fz(u)f’(u)cos vsin® v — f'(u)sinvh(u, v)le
+§[f(u)cos vh(u, v)— f?(u)f'(u)sin® v]p(e)
S OOIE

4
N= (5.21)
1 X A X
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dir.

Ispat: X(u,v) donel yiizeyinin birim normal vektdrii (5.20) denklemiyle yardimiyla

(5.21) denklemi kolaylikla yazilabilir. a

Simdi X(u,v) yiizeyine ait ikinci tiirevleri (2.27)-(2.29) denklemlerini kullanarak

hesaplayalim:
Xuu = %[f”(u)Sinv+f’(u)cosvh(u,v)]e (5.22)
+ %[f”(u)cosv—f’(u)sinvh(u, v)]ple)
+ —[g —[f/(w)Psinv cos v — f(u)f"(u)sin v cos v]E

bulunur. Benzer sekilde (2.28) esitligi kullanilarak

X, %[f’(u)cosv—%f(u)sinvh(u,v)—%fz(u)f’(u)sinzvcosv]e (5.23)

1

+ E[—f’(u)sinv—%f(u)cosUh(uyV)—%fz(u)f/(u)smsV]‘P(e)

4 %[_f(u)f’(u)cos2v+%f(u)f’(u)]g

elde edilir. (2.29) esitliginden

X,, = %[—f(u)sinv+f“°’(u)sin3 v]e (5.24)

— %[f(u)cosv+f3(u)sin2vcosv]go(e)
+ %[fz(u)sinZU]g
bulunur. Ayrica yukarida bulunan X,,,,, X,,,, X,,, tirevleri yardimiyla
I = g(N,Xuu)
m = g(N,Xy,)
n = g(N,X,,)
degerleri
f2 )f(w)cosvsin?® v+ f(u)sinvh(u, v))(f”(u)sinv + f'(u)cos vh(u, v))
+§(f( u)cosvh(u, v)— f2(u)f'(u)sin’® v)(f”(u)cos v — f'(u)sin vh(u, v))

—%(f(u)f’(u)(g”(u)—(f’(u))zcosvsinv—f(u)f”(u)cosvsin v))
1 X0 x X, |

(5.25)
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é(fz(u)f’(u)sin2 veosv+ f(u)sinvh(u, v))(f'(u)cos v—%f’(u)sin vh(u,v)+ %fz(u)f’(u)sin2 vCcosv)

+é(f(u)cos vh(u,v)— f2(u)f’(u)sin® v)(—f’(u)sinv—%f’(u)cos vh(u, v)—%fz(u)f’(u)sing‘ v)

1 / 2 1
m= L (cos2v—2)
X0 x Xl
(5.26)
%(_fz(u)f/(u)smz veos v+ f(u)sinvh(u, v))(f3(u)sin® v — f(u)sinv)
+%(f2(u)f/(u)8in3 v— f(u)cosvh(u, v))(f(u)cos v+ f3(u)sin® v cos v)
_%fs(u)f’(u)sinZU

. ||X14 x Xv”

(5.27)
seklinde bulunur. Boylece (2.32)-(2.35) esitliklerinden yiizeye ait sekil operatorii

matrisinin bilesenleri elde edilir.

5.2. Oteleme Yiizeyi Icin Sekil Operatorii Matrisinin Hesabi
Tamm 5.2.1. (Monge Yiizeyi)

:E? —> E® (5.28)

(u,v) — ®(u,v)= (u, v, f(u, v))
seklinde tanimlanan yiizeye Monge yiizey denir. Burada
f:E*—E
bir fonksiyondur [21].
Tanmm 5.2.2. (Oteleme Yiizeyi)

o:E? - E3 (5.29)

(u,v) — <I>(u, v, f(u, v))
olmak tizere ®(u, v) Monge ylizeyinde
flu,v)=h(u)+g(v) (5.30)
biciminde ise yiizeyi

(u, v)=(u, v, h(u)+g(v))=(u,0,h(u)+(0,v,g(v)) (5.31)



veya

®(u,v)=alu)+ B(v)

seklinde yazilir. Bu durumda yiizeye oteleme yiizeyi ad1 verilir.
Ayrica, E3 de bir S yiizeyi
z=g(x)—h(y)

seklinde yazilabiliyorsa S yiizeyi yine oteleme ylizeyidir [21].
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(5.32)

(5.33)

M c R3(=3) yiizeyi verilsin. Bu yiizey Oklid uzayimndaki 6teleme yiizeyinin parametrik

denklemine sahip olsun. Yani;

X:IxR — R}-3)

(w,v) — X(u,v)=(u,v, f(u)+g(v)

olsun. y(M) nin bir baz1 {X,,, X, } olmak iizere

R VY
X, = (I,O,f(u))—lﬂwa(u)E

, , .0 7
X, = (O,g (v),l)—g (v)5+15

dir. Burada

0 1 o 1

1 0
EZE(SO(Q)—J/Q E 259, EZ 55

oldugundan (5.32) denklemi {e, p(e), & } bazina gore diizenlenirse

Xo = Sple)— (W) -

1 1
X, = -g'we+-
v ;8 wle+ ¢
olarak bulunur. Bu iki vektor alan1 yardimiyla

80X, X)) =—5(v, ()

elde edilir.
1
(;O(Xu) = _Ee
]‘ /
o(X,) = -gw)yple)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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bulunur.
1
X = =50+ fu) (5:41)
1
nx,) = 2 (5.42)
oldugundan dolay1
1 1 , , 1,
X AX, = 7o+ 180+ fu)ple)— 18 v)E (5:43)
elde edilir.
1 1 PN
E= g(Xu’Xu): Z+Z(v+f(u))) (544)

F= gX,X)= —u+ (W)

1
G= g(X,,X,)= Z((g’(V))ZH)

oldugundan X(u, v) ylizeyinin birim normal vektor alan1t N olmak iizere

X, AX,
1 X0 A Xl

ifadesi

||Xu /\XU”2 = g(Xu’Xu)g(erXv)_gz(Xu)Xv)

denklemi yardimiyla

X, AX,

esitligi ile verilir.

Onerme 5.2.1. X(u,v), R3(—3) uzayinda (5.34) parametrizasyonu ile verilen Steleme
yiizey olsun. X(u, v) ylizeyinin birim normal vektorii

1 1 1
—e+—g'(v)(v+f(u)ple)——-g'(v)é
No 4 4 4 (5.46)

1 1 1
3¢+ 38w+ u)ple)— g vl

dir.

Simdi yiizeye ait ikinci mertebeden tiirevleri hesaplayalim: (2.27) esitligi kullanilarak

X ——(f’(u)—v)e+%f(u)”§ (5.47)



bulunur. Benzer sekilde (2.28) esitligi kullanilarak
/ / 1
Xuv =—§ (U)e -7 (f (M)— V) QO(e)— Z§
elde edilir.(2.29) esitliginden
1 / 1 1
va = _Eg (U)QO(@)-i- Eg (U)g

bulunur. Ayrica yukarida bulunan X,,,, X,,,, X,,,, tiirevleri yardimiyla

m = g(NrXuv)

n = g(N’XUU)

olmak tizere I, m, n degerleri

S )= )= 2 (g )

l
X%, A1

1 / 1 / / 2 .2 i /

I A A A A
A

W+ fw) - g g )

-
XA,
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(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

dir. (2.32)-(2.35) esitliklerinden yiizeye ait sekil operatorii matrisinin bilegenleri elde

edilir.



6. BOLUM

TARTISMA- SONUC VE ONERILER

6.1. Tartisma ve Sonug

Bu tez ¢alismasinda R3(—3) uzayinda Legendre dayanak egrisi tarafindan iiretilen regle
yiizeyler ele alindi.

Hemen hemen kontak metrik manifold yapis1 ilgili temel kavramlara yer verildi.
Legendre egrisi icin Frenet ¢atis1 ifade ve ispat edildi.

R3(—3) uzayinda dogrultmanin 6zel hali i¢in elde edilen regle yiizeyler Legendre egrisinin

Frenet catisina gore Py =0 olma ag¢isindan incelendiginde asagidaki sonuclar elde edildi.

1) X =y’ olmasi halinde P, =0 dur.

/ . 1
2) X = p(7’) olmasi halinde P, = T dir.
3) X =& olmasi halinde P: =1 dur.
4) X eSp {(p(y’), ¢ } olmasi halinde P, = _ dir.
1+K2x7
5) X € Sp{y’, &} olmas1 halinde
X2 —K X)Xy

p =
Y X2 2K X X5+ K2xP

dir. Py =0 dir ancak ve ancak y bir Legendre helistir.
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2

X
6) X € Sp{y’, v(r")} olmas1 halinde P, = —2— dir.
1+ x5

Genel durum i¢in eger M yiizeyinin dayanak egrisi bir helis ise, ¥ egrisinin ayn1 zamanda
asimptotik ve geodezik egri oldugu goriildii.
Dogrultmanin 6zel hali i¢in elde edilen regle yiizeyler incelendiginde asagidaki sonuglar

elde edildi.

bulundu.

1) X =y’ olmas1 halinde M,,, regle yiizeyi igin ortalama egriligi H,, = ww

Yiizeyin s-parametre egrilerinin ve v-parametre egrilerinin hem asimptotik hem geodezik

egri oldugu goriildii.

2) X = ¢(r’) olmasi halinde M, regle yiizeyi igin ortalama egriligi

oo 1 V2K’
T2 (1= k)2 + v2]

bulundu.

Eger y bir helis ise yiizeyin s-parametre egrilerinin asimptotik oldugu goriildii.
Yiizeyin s-parametre egrilerinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verildi.

Yiizeyin v-parametre egrilerinin hem asimptotik hem geodezik oldugu goriildii.

3) X =¢& olmasi halinde M , regle yiizeyi igin H; =0 oldugu goriildii.

Yiizeyin s-parametre egrileri ve v-parametre egrilerinin hem asimptotik hem geodezik
egri oldugu goriildii.

Ayrica, Oteleme ve donme yiizeyleri icin birim normal vektor alani ve sekil operatorii

matrisinin bilesenleri hesaplandi.
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6.2. Oneriler

Bu ¢alismada R3(—3) uzayinda Legendre egrisi tarafindan iiretilen regle yiizeyler ele

alinmigstir. Genel ve 0zel durumlarda olusturulan regle yiizeyler karakterize edilmistir.

Her bir yiizey tek tek ele alinarak yilizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri, sekil
operatoriiniin katsayilar1 hesaplanmistir. Genel ve 6zel durumlar i¢in yiizeyin parametre
egrilerinin geodezik ve asimptotik olma durumlari aragtirilmisgtir.

Bundan sonraki ¢calismalarda egri-yiizey ikilisinin egrilikleri hesaplanarak yiizeyler farkl
acilardan karakterize edilebilir. Ayrica, helicoidal yiizey, kanal yiizeyi gibi farkl yiizeyler

de kontak geometride incelenebilir.



83

KAYNAKLAR

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Blair, D. E., 2002. Riemannian Geometry of Contact ve Simplectic Manifolds.
Birkhauser, Boston.
Yano, K., Kon, M., 1984. Structures on Manifolds. Series in Pure Mathematics,

Vol: 3, Singapore .

. Gray, A., 1998. Modern Differential Geometry. Cre pres.

Boothby, W. M., 1986. An Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian
Geometry. Academic Press.

Geiges, H., 1990. Contact Geometry to Appear in The Handbook of Diferential
Geometry. Vol.2.

Baikousis, C., Blair, D. E., 1991. Finite Type Integral Submanifold of The Contact
Manifold R?**!(—3) . Bulletin of The Institute of Mathematics Academia
Sinica 19(4);327-350

Belkelfa, M. Hirica, L.E., Rosca, R. and Verstraelen, L., 2002. On Legendre curves in
Riemannian and Lorentzian Sasaki Spaces. Soochow J.Math. 28;81-91

Camci, C., 2009. Kontak Geometride Egriler Teorisi. Doktora Tezi, Ankara
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

Baikousis, C., Blair, D.E., 1994. On Legendre curves in contact 3-manifolds. Geom.
Dedicate, 49; 135-142.

Gok, 1., 2011. Kontak Geometride Yiizeyler Teorisi. Ankara Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisii, Doktora Tezi, Ankara.

Juza, M., 1962. Ligne de striction sur une generalisation a plusierurs dimensions
diune surface regle, Czechosl. Math. J. 12(87): 243-250.

Frank, H., Giering, O., 1976. Verallgemeinerte fegelflachen. Math. Zelt. 150:
261-271.

Thas, C., 1978. Properties of ruled surfaces in the Euclidean space E". Academica
Sinica. 6(1): 133-142.

Ergiit, M., 1980. Regle Yiizeyler. Firat Universitesi, Fen Fakiiltesi, Yiiksek Lisans
Tezi, Elaz1g, 68s.

Sabuncuoglu, A., 1982. Genellestirilmis Regle Yiizeyler. Ankara Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisii, Dogentlik tezi, 60 s. Ankara.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.

28.
29.

30.

31.

32.

84

Caligkan, M., 1983. Homotetik Hareketlere Istirak Eden Genellestirilmis Regle
Yiizey Ciftleri. Doktora tezi, Inonii Universitesi, 47s. Malatya.

Turgut, A., 1995. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike ve Timelike Regle
Yiizeyler. Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti, Doktora tezi, Ankara 97s.

Yayli, Y., Saracoglu, S., 2012. On developable ruled surfaces in Minkowski space.
Advances in Applied Clifford Algebras, vol. 22, no. 2, pp. 499-510.

Yiiksel, N., 2013. The ruled surfaces according to Bishop frame in Minkowski 3-
space. Hindawi Publishing Corporation Abstract and Applied Analysis.

Damar, E., 2015. 3-Boyutlu Oklidiyen Uzayda Bishop Catih DNA VE Regle
Yiizeyler. Erciyes Universitesi, Fen Fakiiltesi, Doktora Tezi, Kayseri.

Hacisalihoglu, H. H., 2000. Diferensiyel Geometri. Cilt 1-2. Ankara Universitesi Fen
Fakiiltesi Yayinlari, Ankara.

Sato, 1., 1976. On a Structure Similar to the almost Contact Structure. Tensor(N.S),
No.3.219-224.

O Neill, B., 2006. Elementary Differential Geometry. Revised second ed. Academic
Press, 503 p. USA.

Izumiya, S., Takeuchi, N., 2002. Generic properties of helices and Bertrand curves.
Journal of Geometry, 74: 97-109.

Izumiya S., Takeuchi N., 2004. New Special Curves and Developable Surfaces. Turk
J Math, 28: 153-163.

Bottema, O. Roth, B., 1979. Theoretical Kinematics. North Holland publ.

Ramesh, S., 2003. Contact Hypersurfaces of Kaehler manifolds. J. Geom.,78, 156 -
167 .

Carmo, D., Manfredo Perdigao do. 1992. Riemannian Geometry. Birkhauser. Boston.

Gok, 1., 2005. Kontak Manifoldlarda Esas Formlar ve Yonlendirme. Ankara
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi, Ankara .

Kobayashi, o, Nomuzi, K., 1996. Foundations of Differential
Geometry.Wiley-Interscience Publication,Vol: 1.

Yiiksel, N., Yilmaz, T., Karacan, M.K., 2011. Tubular surfaces with Bishop frame of
Weingarten types in Euclidean 3-space. Acta Universitatis Apulensis, 27: 39-50.

Azcan, H., U¢ Boyutlu Uzayda Baz1 Yiizeyler ve Koordinat Sistemleri,Anadolu

Universitesi.



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.

43.

44.

85

Borceux, E., 2004. Simplektik Diferensiyel Geometri Uzerine, Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara. Bulletin of The Institute of Mathematics
Academia Sinica 19(4); 327-350.

Camci, C., 2010. Extend Cross Product in a 3-Dimensional Almost Contact Metric
Manifold with Applications to Curve Theory,Turk J.Math, 35(2011),1-14 .

Hacisalihoglu, H. H., 2003. Tensor Geometri. Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi
Yayinlari, Ankara.

Kocayigit, H., 2004. Lorentz 3-Manifoldlarinda Biharmonik Egriler ve Kontak
Geometri. Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Doktora Tezi, Ankara.
Matsumoto, K., 1989. On Lorentzian Paracontact Manifolds. Bull Yamagata Univ.

Natur. Sci. : No.2,151-156.

Millman, R.S. and Parker, G.D. 1977. Elements of Differential Geometry,
Prentice-Hall, 265 p. New Jersey.

Sabuncuoglu, A., 2006. Diferensiyel Geometri. Nobel Yayin Dagitim.

Takahassi, T., 1969. Sasakian Manifold with pseudo-Riemann Metric. Tohoku
Math.:J(2)21, 644-653.

Tripathi, M. M., Kilv¢ E.,Perktas S. Y.,Keles S., 2010. Indefinite almost Paracontact
Metric Manifolds. Int. J. Math. Sci., 55: pp 19.

Blair, D. E., 1976. Contact Manifolds in Riemannian Geometry. Lecture Notes in
Math., Vol. 509, Springer-Verlag.

Wikipedia, The free encynlopedia. 2016. Kontaktgeometrie. (Web page:
https://de.wikipedia.org/wiki/Kontaktgeometrie), (Date accessed: 31 Aug
2016).

Xu, Z. Feng, R.Sun, J. G., 2006. Analytic and algebraic properties of canal surfaces,
Journal of Computational and Applied Mathematic, 195(2): 220-228.



86

OZGECMIS
KISISEL BILGILER

Adi, Soyad: : Hasibe IKiZ

Uyrugu: Tirkiye (TC)

Dogum Tarihi ve Yeri: 07 Ekim 1988, Nigde

Medeni Durumu: Evli

Tel: +90 535 610 26 20

email: hasibeikiz51@gmail.com

Yazisma Adresi: Havacilik Akademisi Atatiirk Havaliman1 B Kapis1 Yesilkdoy 34149
Istanbul

EGITIM
Derece Kurum Mezuniyet Tarihi
Yiiksek Lisans ERU Fen Bilimleri Enstitiisii 2012
Lisans Ahi Evran Uni. Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii 2010
Lise Anadolu Lisesi, Nigde 2006
IS DENEYIMLERI
Yil Kurum Gorev

2015- THY Havacilik Akademisi Egitmen

YABANCI DIL
Ingilizce
YAYINLAR

1 Keskin,O,Yiiksel N,Karacan,M.K,and ikiz, H.,2016. Characterization of the parallel
curve of the adjoint Curve in E3,General Mathematics Notes, Vol 35,No:1,pp 9-18.

2 Karacan,M.K, Yiiksel N, and Ikiz, H., On ruled surface in R3(—3) almost contact metric
manifold, (Int. J. of Geometric Methods in Modern Physics incelemede).

BILDIRILER

1 Tkiz H.,Yiiksel N., "The ruled surface according to Bishop frame in Minkowski
3-space", Ordu Univ. Fen Edebiyat Fakiiltesi XI. Geometri Sempozyumu Ordu 1-5
Temmuz 2013.

2 Ikiz, H.,Yiiksel N,Karacan,M.K, and Bukcu,B.. " Parallel curves in Minkowski
3-space",Bilecik Seyh Edebali Univ. Fen Edebiyat Fakiiltesi XII. Geometri
Sempozyumu Bilecik 23-26 Haziran 2014.

3 Ikiz, H.,Yiiksel N,Karacan,M.K, and Keskin,O,"The ruled surface generated by
adjoint curve of the base curve in E® " Yildiz Teknik Univ. Fen Edebiyat Fakiiltesi
XIII. Geometri Sempozyumu Istanbul 27-30 Temmuz 2015.



87

4 Ikiz, H.,Yiiksel N,Karacan,M.K, and Keskin,O,"Characterization of the parallel curve
of the adjoint Curve in E3 " Y1ldiz Teknik Univ. Fen Edebiyat Fakiiltesi XIII. Geometri
Sempozyumu Istanbul 27-30 Temmuz 2015.



