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OZET
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Atatiirk Universitesi
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Danisman: Prof. Dr. Erdal KARADUMAN

Bu ¢aligmada ilk olarak Hecke gruplari ve buna bagli olarak genisletilmis Hecke grubu
tanimlanmistir. Daha sonra genisletilmis Hecke gruplarinin Fibonacci dizisi ile ilgili
baglantisindan bahsedilmis ve bununla ilgili baz1 teorem, sonug ve uygulamalara yer

verilmistir.
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In this study, firstly Hecke groups and accordingly extended Hecke groups are defined.
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1. GIRIS

Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch ihre

Funktionalgleichungen” adli ¢alismasinda, A sabit bir pozitif tamsay1 olmak tizere,

T(z) = —; ve Ulz)=z+21

kesirli lineer donisiimleri ile tiretilen ve H(A) ile gosterilen Hecke gruplarini

tamitmustir. Ayrica E. Hecke H(A) nin ayrik olmasi igin gerek ve yeter sartin A = A, =

2cos g, q € N,q = 3 veya A > 2 olmas1 gerektigini gostermistir.

q = 3 i¢in A = 1 degerine karsilik gelen grup, moduler grup olarak bilinmektedir ve bu
grup literatiirde en ¢ok ¢alisilan gruptur. (Dikici and Isik 1997) ve (Dikici and Ozkan
1998) bu ¢alismalardan bazilaridir. Hecke gruplar1 ve onlarin normal alt gruplar bir¢ok
kisi tarafindan ¢alisilmistir. Bu ¢alismalarin 6rnegi i¢in (Cangiil and Singerman 1998),
(Cangil 1999) ve (Sahin 2006)’ya bakilabilir.

Pisa’li Leonardo Fibonacci RoOnesans oncesi Avrupasi’'nin en Onde gelen
matematikgisidir. Fibonacci i¢in, "Matematigi Araplar’dan alip, Avrupa’ya aktaran kisi"

denilebilir.

Fibonacci’nin yasami hakkinda matematik yazilar1 disinda pek az sey bilinmektedir. Ilk
ve en iyi bilinen kitab1 Liber Abaci’nin yazildigi 1202 tarihine bakilirsa, 1170 dolayinda
dogmus olabilecegi saniliyor. Bu yoénde pek kanit olmamakla birlikte Italya’nin Pisa
kentinde dogmus olmasi olasilig1 vardir. Fibonacci heniiz ¢ocuk yastayken, Pisa’li bir
tlccar olan babasi Guglielmo, Pisali tlccarlarin yasadigi Bugia adli Kuzey Afrika
limanina Konstl olarak atanir. Babasi burada ogluna hesap o6gretmesi igin bir Arap
hoca tutar. Fibonacci daha sonra Liber Abaci isimli kitabinda hocasindan "Dokuz

Hint Rakaminin Sanatin1" 6grenirken duydugu mutlulugu anlatacaktir.



Fibonacci’nin Liber Abaci adli kitabinin yayinlandigi yillarda, Hindu-Arap sayilari,
Avrupa’da Harzemli  Muhammed Bin  Musa'nin  eserlerinin  gevirilerini
okuyabilmis bir ka¢ "aydin" haricinde bilinmiyordu. Fibonacci, kitabinda bu rakamlari

anlatmaya soyle baslar:

Dokuz Hint Rakami 987 654321dir. Bu dokuz rakama "0" isaretinin de

eklenmesiyle, herhangi bir say:1 yazilabilir.

Liber Abaci, 13.yy. Avrupa’sinda buyuk ilgi goriir, cok sayida kopya edilir ve kilisenin
yasaklamasina karsin Arap sayilari italyan tiiccarlar arasinda yayilir. Kitap Kutsal Roma
Imparatoru 1l. Frederick’in dikkatini ceker. Frederick bilime diiskiin ve bilim
adamlarint koruyan bir imparatordur. Bu nedenle kendisine Stupor Mudi (Dinya
Harikasi) denilmektedir. 1220 yilinda Fibonacci huzura ¢agrilir ve Frederick’in  bilim
adamlarindan biri tarafindan sinava tabi tutulur. Sonunda Fibonacci goze girer.
Yillarca hem imparatorla, hem de imparatorun dostlariyla yazisir. 1225 yilinda yazdigi
Liber Quadratornum’u (Kare Sayilarin Kitab1) imparatora ithaf eder. Diyofantus
Denklemleri’ne ayrilan bu Kitap Fibonacci’nin basyapitidir. Her ne kadar Liber
Abaci’ye gore cok daha dar bir cevrenin ilgisini ¢cekse de kitap sayilar kuramina

bliyiik katki getirmistir.

Leonardo Fibonacci, Arap matematigini kullanigh Hindu-Arap sayilarini Bati'ya
tanitmakla ¢ok biiylik bir katkida bulundu. Ancak ilgingtir, ¢cagimiz matematikgileri
Fibonacci’nin adin1 daha ¢ok, Liber Abaci’de yer alan bir problemde ortaya ¢ikan bir

say1 dizisi nedeniyle bilirler.

Liber Abaci'de yer alan problemin metni asag: yukar: sOyledir:

-Adamin biri, dort bir yan: duvarla gevrili yere bir ¢ift tavsan koymus. Her ¢ift tavsanin
bir ay i¢inde yeni bir ¢ift tavsan dogurdugu, her yeni ¢iftin de ergenlesmesi icin bir ay
gerektigi ve tavsanlarin 6lmedigi var sayilirsa, 100 ay sonunda dort duvarin arasinda kag

cift tavsan olur?



Fibonacci bu probleme, bir toplama alistirmasi olarak bakmistir. Buradan,

{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ...}

say1 dizisini elde etmistir. Bu say1 dizisinin her bir elemanma ““Fibonacci says:”

denir. Bu say1 dizisi, F, = 0 ve F; = 1 baslangi¢ degerleri ile

Frp1=F+F,_;,n=1

indirgeme bagntisi ile tanimlanir. Baz1 Fibonacci sayilari;

Cizelge 1.1. Fibonacci sayilari

seklinde verilebilir (Vajda 1989).

Fibonacci sayilar1 ailesi i¢ ayri nedenle, ylzyillardan bu yana yogun bir ilgi odag:

olmustur.

e Birincisi; dizinin daha kigik elemalarinin dogada, beklenmedik yerlerde tekrar

tekrar karsimiza ¢ikmasidir; bitkilerde, boceklerde, giceklerde vb.

F .. . .
’;“ = Altin oran sayisinin ¢ok énemli bir say1 olmasidir. Bu sayi,
n

e ikincisi; lim,_,e
oyun kartlarinin bigiminden Maisir'daki piramitlere kadar birgok seyin matematiksel
temelini olusturmaktadir.

o Uciincuisii; daha c¢ok sayilarin kendilerinin, sayilar teorisinde beklenmedik

bicimde farkli birgok kullanimi olan ilging 6zellikleriyle ilgilidir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde ¢aligmamizda kullanacagimiz bazi temel tanimlar verilecektir.

Tanmim 2.1: A bos olmayan bir kiime olmak iizere

x:AXA->A

doniisiimiine A iizerinde bir ikili islem denir. Eger *, A tizerinde bir ikili iglem ise (4,*)

ifadesine A’da bir cebirsel yap1 denir (Tag¢1 2007).

Tamim 2.2: G bos olmayan bir kiime ve bu kiime {izerinde bir ikili islem * olsun. Buna

gore eger agsagidaki sartlar saglanirsa (G,*) cebirsel yapisina bir grup denir.

Gl) Va,beGigina=*b € G (Kapalilik sart1)

G2) Va,b,ceGicinax*(bxc) = (a=b)*c (Birlesme dzelligi)

G3) Va€eGGiginax*e =e*a = a olacak sekilde bir e € G vardir (Birim eleman)

G4) G kumesindeki her bir a i¢in e, G nin birim eleman1 olmak iizere

axa' =a'xa=¢e

olacak sekilde a’ € G vardir (Ters elemanin varligi) (Tasg1 2007).

Tamim 2.3: (G,*) bir grup olmak lizere Va.b € G igin

ax*b=bxa

oluyorsa bu gruba degismeli (komutatif yada Abelyan) grup denir.



Tamm 2.4: (G,*) bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H, G
grubundaki igleme gore bir grup teskil ederse yani (H,*) cebirsel yapisi bir grup ise o
takdirde (H,*) a (G,*) grubunun bir alt grubu denir ve H < G seklinde gosterilir (Tasg1
2007).

Tamm 2.5: G sonlu bir kiime ise (G,*) grubuna bir sonlu grup denir ve eleman sayisina

da grubun mertebesi denir (Callialp 2001).

Tamm 2.6: G bir grup olmak tizere G de G = {a™: n € Z} olacak sekilde bir a elemani
varsa 0 zaman G grubuna devirli grup denir. Béyle bir a elemanina G nin Ureteci denir

ve G =< a > seklinde gosterilir (Tasc1 2007).

Tamm 2.7: G bir grup olmak (izere G nin merkezi M (G) veya Z(G) ile gosterilir ve

M(G) ={a € G:ax = xa,Vx € G icin}

olarak tanimlanir. Diger bir deyimle bir G grubunun merkezi, G nin her elemani ile
degismeli olan G deki elemanlardan olusan bir kiimedir. Burada M(G) < G dir (Tas¢1
2007).

Tanim 2.8: Diizlemde bir seklin simetrilerinden olusan gruba séz konusu seklin
simetriler grubu denir. Bir diizglin n-genin simetriler grubuna n-inci dihedral grup denir

ve bu grup, D,, ile gosterilir. Bu grubun mertebesi ise 2n’dir (Karakas 2010). Burada

D, ={x,y:x" =y% =¢e,xy = yx" 1}

seklindedir.



Tamm 2.9: G ve G' iki grup olmak lzere G den G’ ye bir g: G — G’ fonksiyou verilmis
olsun. Eger her x,y € G icin o(xy) = a(x)o(y) ise g’ya G den G’ ye bir grup

homomorfizmi (ya da kisaca bir homomorfizm) denir (Karakas 2010).

Tamm 2.10: G ve G’ iki grup, ®:G — G’ bir fonksiyon olsun. Asagidaki iki kosul

saglanirsa, @ ye G ile G’ arasinda bir izomorfizm denir:

1. @ bire-hir ve ortendir.
2. Her x,y € G icin ®(xy) = ®(x)dD(y) dir.

Eger G ile G’ arasinda bir izomorfizm varsa, G ile G' izomorf gruplardir denir ve

G = G' yazilir (Karakas 2010).



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Ozel Kavramlar

Tamm 3.1.1: X bostan farkli bir kiime olsun. Bu kiime yardimiyla x & x~! (x € X)
eslesmesinden yararlanarak, X1 kiimesini tanimlayalim. Ayrica X* = X u X~ olsun.
Burada X* kiimesinin her bir elemanma harf denir. Bununla birlikte n € N, x; € X,
g =*1vel <i<nolmak uzere,

— 41,62 &n
w = x5 Xy,

ifadesine X Uzerinde bir kelime denir. Ozel olarak n = 0 ise bos kelime elde edilir ve

bos kelime 1,, ile gosterilir.

X {izerinde tanimlanan yukaridaki gibi herhangi bir w kelimesi ilizerinde asagidaki

operasyonlar uygulanabilir:

I. € = +1 olmak tzere, herhangi bir kelimeye x*x™¢ (x € X, e = +1) seklinde ters gift
varsa, bu ciftler silinir. Yapilan bu isleme indirgeme islemi denir. Ozel olarak w
kelimesi x®x~¢ seklinde higbir ters ¢ift igemiyorsa, bu kelimeye indirgenmis kelime
denir.

Il. &=41 olmak Uzere, herhangi bir kelimeye x®x~¢ seklindeki ters harf ciftleri

eklenebilir. Bu isleme de kelime iizerinde ekleme islemi denir (Cevik 2010).

Tamm 3.1.2: Bir grubun iiretecleri arasinda bagintilar yoksa bu gruba serbest grup

denir.

Baska bir sekilde soyle aciklayabiliriz:



Tamm 3.1.3: X bir kime, X deki her bir x elemanmin X ile gosterilen baska bir
elemanla eslenmesiyle elde edilen kiime X ve E =X UX olsun. E nin elemanlar
genelde harfler olarak adlandirilir. E nin elemanlarmin yan yana getirilmesi ile

olusturulan kelimelerin kiimesi U, yani

U={ulu=eje,..e,(e; €EE)}

olsun. Burada hig¢ harfi olmayan bir kelime bos kelime olarak adlandirilir. U (zerinde
asagidaki sekilde bir baginti tanimlansin. u,v € U olmak Uzere eger xx ve Xxx
seklindeki ifadeler atilarak veya ilave edilerek birinden digeri elde edilen kelimeler
denk olarak kabul edilir. Bu sekilde tanimlanan bagintt U Uzerinde bir denklik
bagintisidir. Bu denklik bagintisina gore U daki kelimelerin denklik siiflarinin kiimesi
F(X) olsun. Bir u € U kelimesinin denklik sinifi [u] ile gosterilir. F(X) Uzerinde bir

grup islemi asagidaki sekilde tanimlanur.

[u],[v] € F(X) iseu = e,e; ...e, Ve U = eje, ... e,, seklinde olup

[ullv] = [e1€; ...ene1€5 ...em]

ile tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan islem iyi tamimlidir. Bu isleme gére F(X) bir

gruptur. Bu sekilde elde edilen F(X) grubuna X Uzerindeki serbest grup denir. Burada

fiX - F(X),x - [x]

ile tanimlanan bir i¢ine fonksiyonu vardir. Ayrica F(X) i¢in asagidaki evrensel 6zellik

saglanir (Mucuk 2010).

Onerme 3.1.4: X kiimesi Uzerindeki serbest grup F(X) olsun. G herhangi bir grup

olmak Uzere bir g: X — G fonksiyonu verildiginde



f
X—>F(X)
9 !

A\
G

diyagrami degismeli olacak sekilde bir tek §: F(X) — G grup homomorfizmi vardir
(Mucuk 2010).

Ornek 3.1.5: X = {a} tek nokta kiimesi almirsa X Uzerindeki serbest grup F(X) =
{a™, a "|neN} U {0} olur.

Teorem 3.1.6: F grubunun serbest grup olmasi igin gerek ve yeter sart F nin F = (X;)

biciminde bir gésteriminin olmasidir (Fine 1999).

Tanim 3.1.7: A={(a;,..;R{,..) V& B =<(by,...;S;,...) iki grup olsun. A ve B

gruplarinin A * B ile gosterilen serbest ¢arpimu,

G = (al, bl' ey Rl’ Sl' ...)

gosterimli gruptur. Yani G nin Uretecleri, A ve B nin Ureteclerinin timinden ve

bagmtilari da A nm R; ve B nin §; bagmtilarinin tiimiinden olusur (Sahin 2001).

Ornek 3.1.8: G = (x|x* = 1) ve H = (y|y® = 1) gruplarmin serbest ¢arpim1 G * H =
(x,v|x* = y3 = 1) grubu olur (Mucuk 2010).

Tamim 3.1.9: A ={(a,, ...;Ry,...) ve B = (b4, ...; 5S4, ...) iki grup, H c A, K c B has alt
gruplar ve ®: H — K bir izomorfizm olsun. A ve B nin, H y1 K ya birlestirerek elde

edilen serbest ¢arpimi, gosterimi
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G = (al, ey bl' ey Rl' ...,Sl, ...,H = (D(H))
olan bir G grubudur. G grubunun (retecleri A ve B nin iireteglerinin ayrik birlesimidir

ve bagmtilart da A ve B nin bagntilar1 ile birlikte alt grup izomorfizmini veren

bagintilarin ek bir kiimesinden olusur.
H izomorfik resmi ile 6zdeslendigi i¢in G, A ve B gruplarinin H ile birlestirilmis serbest
carpimidir denir. Bu garpim G = A xy B ile gosterilir. A ile B gruplarina G nin

carpanlar1 denir.

Bir G grubu eger asikar olmayan bir H has alt grubu ve her ikisi de asikar olmayan G,

ve G, gruplari i¢in G = G, *y G, ise G birlestirilmis bir serbest carpimdir (Sahin 2001).
Tamim 3.1.10: n > 1 olmak (izere R iizerinde tanimli n X n tersinir matrislerin kiimesi
matrislerdeki ¢arpma islemine gore bir grup olusturur. Bu gruba R (izerinde n dereceli
genel lineer grup denir ve GL(n, R) ile gosterilir (Asar 2009).
Buradan PGL(2, R) ile gbsterilen projektif genel lineer grup

PGL(2,R) = GL(2,R)/Z(GL(2,R))

olarak tanimlanair.

GL(2,R) de 1 determinantli matrisler bir alt grup olustururlar ve SL(2, R) ile gosterilen

bu alt gruba 6zel lineer grup denir, yani

a b

SL(2,R) = {(C d) |a, b,c,d € R,ad — bc = 1}

olur. Dolayisiyla PSL(2, R) ile gosterilen projektif 6zel lineer grup,
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PGL(2,R) = GL(2,R)/Z(GL(2, R))

bigiminde tanimlanir.

Tanim 3.1.11: a, b, ¢, d € C ve ad — bc # 0 olmak Uzere

az+b
cz+d

f(2) =

bicimindeki doniisiimlere kesirli dogrusal doniisiim veya Mobiiis doniisiimii denir.

ad — bc = 1 olmak Uizere her bir Mobiiis doniisiimii 2 X 2 tipinde bir
_(a b
A= (c d)

matrisi ile temsil edilir. A ve B matrisleri sirasiyla f ve g Mobiiis doniisiimleri ile

iliskilendirilirse bu durumda AB matris carpimi (f o g)(z) = (f(g(2)) olan fog

bileske islemine karsilik gelir. I = (1 0

0 1) birim matrisi,

(2) = _lz+0
f@)=z=05—"7

birim doniisiimiine ve

ters matrisi f nin tersi olan
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dz—b
—CcZ+a

ff@=z=

doniistimiine karsilik gelir (Apostol 1989).

Tamim 3.1.12: a,b,c,d € Z ve ad — bc = 1 olmak iizere tiim Mobiiis doniisiimlerinin
kiimesi fonksiyonlarin bileske islemi altinda bir grup olusturup bu gruba modiiler grup

denir ve T ile gosterilir. Burada I' = PSL(2,Z) olup

az+b
PSL(2,Z) = {cz +d

a,b,c,d € Z,ad — bc = 1}

seklindedir.

[' = PSL(2, Z) moduler grubu

1
T(z) = -, ve Uiz)=z+1
kesirli dogrusal doniigiimleri ile iiretilir. S = TU yani

1
S =——
(2) z+1

olsun. Bu durumda I modiler grubu 2 ve 3 mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest

carpimina izomorftur ve asagidaki gibi bir temsile sahiptir:
[=(T,S|T?=S3=1)=C, *C;

(Sahin et al. 2004).



13

Tammm 3.1.13: T = PGL(2,Z) genisletilmis modiiler grup, I' modiler grubun
ureteclerine R(z) = é yansimasi eklenerek tanimlanir. PGL(2,7Z) genisletilmis modiiler

grup GL(2,Z)/{xI} bolim grubuna esittir ve PSL(2,7Z) modiler grup SL(2,Z)/{*I}

boliim grubuna esittir. T genisletilmis modiiler grubun iiretegleri

olarak temsil edilebilir. Buradan genisletilmis modiiler grup
[ =(T,S,R|T?* = S® = R* = (TR)* = (SR)® = I) = D, xz, D3
temsiline sahiptir (Koruoglu vd. 2008).
Tamm 3.1.14: G hem bir grup hem de bir topolojik uzay olsun. Eger her g, h € G igin
m:G X G- G; m(g,h) =gh
G- G; i(g)=g"1
islemleri stirekli iseler G ye bir topolojik grup denir (Jones 1987).
Ornegin; (C,+) grubu bir topolojik gruptur, ¢linkii m(z,w) =z+w ve i(z) =z~ 1
grup islemleri siireklidir. Eger karmasik sayilarin ¢arpim islemi diisiiniiliirse S =

{z € C: |z| = 1} birim ¢cemberi de bir topolojik gruptur.

Tamim 3.1.15: G bir topolojik grup olsun. Eger G nin her g elemani igin {g} kiimesi
g’nin bir komsulugu ise G ye ayrik grup denir (Baskan 1980).
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Esdeger bir ifadeyle G nin elemanlarinin higbirisi G nin bir y1§1lma noktas1 degilse G ye

ayrik grup denir (Sahin 2001).

Tamm 3.1.16: G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olsun.

AGXX->X;, Alg x)=gAx

stirekli doniistimii, eger her g, h € G i¢in ve x € X icin

1. gA(hAx) = ghAx

2. eAx =x

kosullarin1 gergekliyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu denir (Baskan
1980).

Tanmm 3.1.17: [G, X] bir topolojik doniisim grubu ve x,y € X olmak Uzere g(x) =y
olacak bicimde en az bir g € G eleman1 varsa x ve y noktalarina G altinda denktirler
denir. Herhangi bir x noktasina denk olan tiim noktalarin kiimesine x noktasinin

yorungesi denir (Baskan 1980).

Tamm 3.1.18: PSL(2,R) nin sonlu iiretegli ayrik bir I' alt grubuna bir Fuchsian grup

denir.

Herhangi bir I' Fuchsian grubu icin L(T), I’ nin limit noktalarinin kiimesi olsun. L(I")

reel eksenin asagidaki ii¢ kosuldan birini saglayan bir alt kiimesidir:

1. L(T) en fazla iki noktadan olusur.
2. L(T) = R dir.

3. L(T), R nin higbir yerde yogun olmayan miikemmel bir alt kiimesidir.
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(2) tipindeki gruplara birinci tiirden Fuchsian gruplar ve (3) tipindeki gruplara ise ikinci

tlrden Fuchsian gruplar denir (Sahin 2001).
Tamim 3.1.19: F, U = {z € C: Im(z) > 0} da agik bir kiime olsun. Eger F agik kiimesi,

1. Her bir z € U igin G(2) yorungesi ile F en az bir noktada kesisir

2. Herbir z € U igin G(z) yoringesi ile F en ¢ok bir noktada kesisir
kosullarini sagliyorsa F ye G grubu icin bir temel bolgedir denir (Sahin 2001).
3.2. Hecke Gruplarn

Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch ihre
Funktionalgleichungen” adli c¢aligmasinda Hecke gruplarin1 asagidaki sekilde

tanimlamistir.

Tamim 3.2.1: A sabit bir pozitif tamsay1 olmak {izere,
1
T(z) = — ve Ulz)=z+21

kesirli dogrusal doniisiimleri ile iretilen gruplara Hecke gruplart denir ve H(A) ile
gosterilir (Hecke 1936).

Burada S = TU alinirsa

1
S(z) = ———
() z+ A
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elde edilir. Bu gruplar H(A) bir Fuchsian grup oldugunda Dirichlet serilerinin
calisilmasinda kullanilir. Bu c¢alismalarin 6rnegi i¢in “Hecke’s Theory of Modular

Forms and Dirichlet Series (Berndt and Knopp 2007)’e bakilabilir.

A < 2 durumuna karsilik gelen Hecke gruplart H(A,) ile gosterilir. A = 2 degerlerine

karsilik gelen Hecke gruplari ise H(A) ile gosterilir.
Hecke gruplarinin temel bolgeleri E. Hecke tarafindan asagidaki gibi bulunmustur.

Teorem 3.2.2: A > 2 ve reel say1 ise veya q = 3 bir tamsay1 olmak iizere
/[
A=Aq=2c056, 1<A<2
ise
A
F, = {Z € U:|Rez| < §,|Z| > 1}

kiimesi H(A) grubunun bir temel bolgesidir ve diger A > 0 degerleri i¢in bir temel bolge

bulunamaz (Sahin 2001). Burada U = {z € C: Im(z) > 0} iist yar1 diizlemdir.

Dolayisiyla H(4,) Hecke grubu icin bir temel bolge olarak

Aq
F, = {z € U:|Rez| < 2L 12| > 1}

kiimesi alinabilir.

Bu kiime A nin farkli degerlerine karsiik T ve S doniisiimleri gozoniine amarak
asagidaki gibi gosterilir.



17

R PR N
- ,/ t/ /// //,- L
T / '/ o - -
g /) l//,' " "/ /’ [/'1 - g
o " | _// Ay o - e
,,“/n L S L . T
<A Voo "E » B s
R | v 3 i Fq 1 .
I 1 . I ' Vs . e :
T al o VS i St R :{/ . T
(e W =T L s PR Lo
Vole S vl et T~ e P
o ’ r’:// Fy L L s /{/I‘ *y :/'; o
L AN v L %
] -'///'..::"fﬁz—__ s /;_./:-‘:-1-'1‘1.-_-.‘“ v o
1 T - LAY -1~ l// 3 - Cu T~ v
5. PN ~ e - " ~ e
L L A T SN T e AR I R 1 &
hRS v ’ " . .~ w /_/‘,’ . P ] ‘\ ~ 0~ "_-"A
b s s ’ ' ~ N ’ i . SUREN v A
AT T i . N A A 3 ' . L
LR ) [ ' A ’ ' VoY g
L ' : 1 Vol 1 k oA
LA ! ' Vol ' ' v Vot
! ' [ v I ' ' ]
'f ' ' 4 L. B L ' ' L
A, - -1 - - - 12 2/ A, A
Aq 2/ Aq -1 -A4q12 1-A4 0 Ag-1 24 1 a *q

Sekil 3.1. H(4,4) Hecke grubunun temel bélgesi

Teorem 3.2.2: H(A) gruplarinin bir Fuchsian grup olmasi igin gerek ve yeter sart

A=A, = ZCosg, q = 3 bir tamsay1 veya A > 2 reel say1 olmasidir (Hecke 1936).

H(A4) Hecke grubu A =4, veya A = 2 oldugunda birinci tiirden Fuchsian gruptur,
H(A), A > 2 oldugunda ikinci tirden Fuchsian gruptur (Koruoglu ve Sahin 2010).

H(A,) Hecke grubu, PSL(2,R) grubunun 2 mertebeli T(z) = —i ve q mertebeli
S(z) = —ﬁ ile tretilen ayrik alt grubudur (Sahin 2001). Bu T(z) ve S(2)
q

ureteclerinin matris temsilleri ise

seklindedir.

A= A4 =2cos g, 1 < A < 2 durumuna karsilik gelen H(4,) Hecke gruplari ve bunlarin

normal alt gruplar1 (Cangiil 1993) tarafindan ¢aligilmistir.
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q=3icin =13 = Zcosg = 1 degerine karsilik gelen H(A;) Hecke grubu moduler

grup olarak bilinir.

Buna g6re H(A3) moduler grubu icin bir temel bolge
1
F = {Z € U:|z| > 1, |Rez| <§}

kiimesidir (Sahin 2001).

Sekil 3.2. Modiler grubun temel bolgesi

H(A4) Hecke grubunun grup yapisi asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 3.2.3: H(A,) Hecke grubu 2 ve g mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest

carpimina izomorftur, yani

H(1,) = C, * C,

dir (Canguil 1996).
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H(44) grubunun grup gosterimi

H(1,) =(T,SIT?=591=1)=C, % (,

seklindedir (Sahin 2001).

3.3. Genisletilmis Hecke Gruplar:

Tammm 3.3.1: Hecke gruplarina R,(z) = = yansimas1 katilarak elde edilen H (4q)

Ny | =

grubuna genisletilmis Hecke grubu denir.

S ve T Hecke grubunun uretecleri olmak tizere

Rz = R15 ve R3 = RlT

doniisiimlerini alalim.

1 1
S(z)=—Z ve T(z)=—;

+ A4
oldugundan R, ve R; doniisiimleri

R,(z) = —(Z+ Aq) ve R;(z)=-Z

olur. Bu dontisiimlerin matris gosterimleri ise

= o) R=(i 3,) er=(4 )
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olur. Ry, R, ve R; yansimalari genisletilmis Hecke grubunun iiretegleridir. Dolayisiyla

genisletilmis Hecke gruplarinin grup gosterimleri
H(Aq) = (Rl'Rz;R3|Rf = R% = R% = (R1R2)* = (R3R)* = I)
bicimindedir. Burada
RiR3; =R3R; =T, RiR, =S ve R=R,
oldugu dikkate alinirsa, genisletilmis Hecke grubunun gosterimi
H(2,) =(T,S,R|T?> =S%=R?*=1,TR = RT,RS = S™'R)

biciminde ifade edilebilir. TR = RT ve RS = S™1R bagintilar1 dikkate almirsa (TR)? =
I ve (RS)? =1 bagmtilan elde edilir. Dolayisiyla genisletilmis Hecke gruplarinin

goOsterimi

H(2,) =(T,S,R|T? =S1=R? = (TR)* = (RS)*> =1I)
bigiminde ifade edilir (Sahin 2001).
Teorem 3.3.2: F,lq = {z € U: —AZ—" < Re(z) <0,]|z| > 1}

kimesi H (lq) gruplarinin bir temel bolgesi olur (Sahin 2001).
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Sekil 3.3. H (Aq) genisletilmis Hecke grubunun temel bolgesi

Teorem 3.3.3: Genisletilmis Hecke gruplarinin grup yapisi

H(/lq) = D, *z, Dy

bigimindedir (Sahin 2001).

Ispat: Genisletilmis Hecke gruplarmin grup gosterimleri

H(2,) =(T,S,R|T? =S%=R? = (TR)?> = (RS)?> = 1)

biciminde belirtilmisti. Burada R = R 6zdeslemesi ile

H(2,) =(T,RIT? = R* = (TR)* = 1) *(S,R|S? = R?* = (SR)? = I)

ve buradan da
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H(AQ) =D, *Z, DCI

elde edilir.

H (lq) genisletilmis Hecke grubunda g = 3 icin A = 15 = Zcosg = 1 alinirsa bu grup,

genisletilmis modiiler grup olarak bilinir.



23
4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Genellestirilmis Fibonacci Dizilerinin Genisletilmis Hecke Gruplan fle

Baglantisi

Jones and Thornton (1986)’da T genisletilmis modiiler grubun bir elemaninin matris
temsilinin girdileri ile Fibonacci sayilar1 arasinda bir baginti bulmuslardir. Buna gore

eger

f=RTS=((1) 1)6[‘

ise bu durumda f nin k. kuvveti

r=Crr A

olup buradafy, fo=0, f1=1 ve fr=frx_1+ fr_2 ile tamimlanan Fibonacci

dizisidir.
41.1. H (44) genisletilmis Hecke gruplarinda genellestirilmis Fibonacci dizileri

Koruoglu ve Sahin (2010) genisletilmis Hecke gruplar ile genellestirilmis Fibonacci

dizileri arasinda asagidaki baglantilar1 bulmuslardir. Buna gére, ilk olarak H (44)’da
Ay 1 0 1
— — q — —
h—TSR—(1 0) ve f—RTS—(1 lq>

olsun.
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Lemma4.1.1.1: H(A,)'da h = TSR eleman i¢in h’nin k. kuvveti asagidaki gibidir:

Rk = ( g ak—l)
Ag-1 Qg2

olup burada, ay =1, a; =4, olmak Uzere k =2 igin ay = Azay_q1 + ay_, dir

(Koruoglu ve Sahin 2010).
Ispat: Ispat icin ilk olarak

hk — (Aqak—l + b1 ak—l)
Ar-1 b1

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in tiimevarim metodu kullanilacaktir. Buna gore,

olsun. h = (Alq (1)) alinarak devam edilirse, h?,

h2=<’1q 1)(,1q 1>: 1+27 A :(/1qal+b1 a1>
1 0/\1 0 g 1 ay b

olarak bulunur. Boylece k = 2 igin dogru sonug elde edilir. Simdi

-1 — (Aqak—z + b2 ak—z)
Ag-2 by

oldugunu kabul edip h* i¢in dogrulugunu gosterelim. Buna gore h**1,
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PR+ — (Aqak—z + by, ak—z) (lq 1)

A2 br—2/\1 0
_ %2 + Ag(Aqak—2 + bx—3) br—z + Aqax_;
bg—z + Aqax— Ag—2

_ </1qak—1 + by_1 ak—l)
ag-1 b1

olarak bulunur. Burada b, = a;, by = ay_, ve b, = a;_, olduguna dikkat edilmelidir.

Bununla birlikte a, = 1 sinir sartindan b; = a, ve

Rk = ( g ak—l)
Ag-1 Qg2

olur. Boylece bir aj reel say1 dizisi elde edilir. Bu dizinin tanimindan ve sinir

sartlarindan

ay = Agai—1 + ax_p, k =2 igin, (D

ao = 1, al S Aq
olur.

Onceki teoreme benzer olarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1.1.2: f nin k. kuvveti

7= (o' ap)

Qg1

dir. Burada ay =1, a; =4, olmak Ulzere k=2 igin ay = Agax_, + ax_, dir
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(Koruoglu ve Sahin 2010).

Bu sonug Jones and Thornton (1986) nin buldugu sonug ile gakisir.

Simdi Lemma 4.1.1.1°deki a;, dizisinin genel formulu ve bu formiil ile genellestirilmis

bir Fibonacci dizisi elde edilecektir.

Onerme 4.1.1.3: Tim k > 2 ler igin

k+1

(2)

a, =

1 (Aq + 2+ 4)"“ ) (Aq ~JZF 4)
JAZ +4 2 2

(Koruoglu ve Sahin 2010).

Ispat: (1)’deki esitligi ¢ozmek igin, a,, dizisinin karakteristik denklemi r* olsun. Bu

durumda

k=2t 4k 2o r2 2 r—1=0

denklemi elde edelir. Bu denklemin kdkleri

Ag £ 72 + 4

N2 = )

dir. Bu ry , koklerinden faydalanarak a; nin genel bir formiiliine ulasilir. Eger ay, 1,

nin kombinasyonlar1 olarak ayrilirsa,

k k
Ag + A% + 4 Ag— A%+ 4
a = A{~—5"—) +B(—"1—

2
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elde edilir. agp = 1 ve a; = A, oldugu dikkate alinirsa, A ve B sabitleri hesaplanabilir.

Aq+,/,1§,+4>+3(,1q—,/,15+4>
2

a1=/1q=A< >

ve boylece

22 = A3+ /,15+4)+(1—A)(,1q— /,15+4)

olur. Buradan 4 ve B sabitleri

Ag + A%+ 4 g ta = T4
ve =
272 + 4 272 + 4

olarak bulunur. Son adim olarak, a; nin formiilii

k k
(Aq +./22 +4> (Aq +./22 +4> +< A% +4—/1q> (Aq — /22 +4>
ai =

2\/2% + 4 2 2\/2% + 4 2

k+1

1 (Aq + 2+ 4)"“ ) (Aq ~JZF 4)
JAZ +4 2 2

olarak yazilir.

Bu formil genellestirilmis bir Fibonacci dizisidir. Eger A, = 1 almnirsa, genel Fibonacci

dizisi elde edilir. Burada aj; = hi,q, (k + 1). Fibonacci sayisidir. Ayni zamanda
Fibonacci dizisi
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seklinde olur.

Baylece, T’ genisletilmis modiler grupta

Rk = (hk+1 hy )
hy  hg—y

olur.

Fibonacci sayilar1 kullanilarak, T genisletilmis modiiler grubun tiim elemanlar1 elde

edilebildiginden bu esitlik son derece 6nemlidir (Koruoglu ve Sahin 2010).
Ayrica, eger A, = 2 olarak alinirsa,

Po=0,P, =1 Py,p =2Py 1 +P,
olarak tanimlanan genel Pell dizisi elde edilir. Buna gore,

1

- [(1 n \/E)k+1 _ (1 _ \/E)k+1] _ hk+1

ap =

@l

olur. Burada ay = hy,4, (k + 1). Pell sayisidur.

4.2. Genisletilmis Modiiler Gruba Bir Uygulama

Genisletilmis moduler grup
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[ =(T,S,RIT? =5% =R?=(TR)* = (SR)* =1) = D, %, Dy
temsiline sahiptir.

Fine (1994) ve Koruoglu et al. (2008)’de asagidaki matrisleri, moduler grup ve

genisletilmis modiiler grupta bloklar olarak adlandirmaktadirlar:

TS=((1) 1) ve TSZ=(1 (1))

W(T,S,R), T da R nin iisleri ¢ift say1 olacak sekildeki bir kelime olsun; bu durumda bu
kelimei = 0,1,2 ve j = 0,1 icin

SHTS)™o(TS?) ... (TS)™ (TS TJ 3)
seklinde olur. W(T, S, R), T da R nin iisleri tek say1 olacak sekildeki bir kelime ise; bu
durumda bu kelime i = 0,1,2 ve j = 0,1 igin

RSY(TS)™(TS?*)M ... (TS)™(TS?)™*TJ (4)

seklinde olur. Burada bloklarin sleri pozitif tamsayilardir, fakat m, ve n; sifir olabilir.
Bu temsil geneldir ve indirgenmis blok formu kisaca BRF (blok reduced form) olarak

adlandirilir.
BRF de herhangi bir indirgenmis kelime bu bloklar ile yazilabilir. Ornegin, BRF de

TSTSTSTS*TS*TS

kelimesi
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(TS)*(TS*)(TS)
seklinde ve BRF de
RTS?RTS*R
kelimesi
R(TS?)(TS)
seklindedir.

Simdi, T genisletilmis modiiler grupta temel sonuglari elde etmek icin asagidaki

matrislere ihtiya¢ duyulur.

0 1

f=RTS=(1 .

),h=RTS? = TSR = (1 é)

Bu matrisler 6nceki kisimda verilen f ve h nin A, =1 i¢in 6zel durumlaridir. T
genisletilmis modiiler grupta (3) ve (4) formundaki her bir elemani f ve h nm

kuvvetleri ile elde edebilmek icin asagidaki tanima ihtiya¢ vardir.

Tamim 4.2.1: f ve h ya yeni bloklar denir. BRF deki W (T, S, R) kelimesi eger f ve h
nin kuvvetleri ile elde edilebiliyorsa bu kelimeye, indirgenmis yeni blok formu kisaca

NBFR (new blok reduced form) denir (Koruoglu ve Sahin 2010).
Simdi asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.2.2: T genisletilmis modiiler gruptaki her bir indirgenmis kelime bir NBRF ye
sahiptir (Koruoglu ve Sahin 2010).
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Ispat: W(T,S,R), T da bir indirgenmis kelime olsun. Bu durumda BRF deki
W(T,S,R), ya

SUTS)™ (TS0 ... (TS)™(TS?)TJ

ya da
RSH(TS)™(TS?)™ ... (TS)™(TS?)™TJ
olur. W(T,S,R) deki TS ve TS? bloklar1 i¢cin TS = Rf = hR ve TS? = Rh = fR

bagmtilar1 elde edilir. Béylece W (T,S,R) deki TS ve TS? bloklarinin yerine bu

bagintilar yazilirsa istenen elde edilir.

Bu sonu¢ kullanilarak; T genisletilmis modiiler grubun tiim elemanlari, f ve h nin

kuvvetleri olarak yazilabilir.
Ornek 4.2.3: BRF deki kelime
W = (TS?)(TS)*(TS?)(TS)?

T genisletilmis modiiler grupta olsun. TS = Rf = hR ve TS? = Rh = fR bagmtilarina

gore

W = (RR)(Rf)(Rf)(RR)(Rf)(Rf)
olur. Boylece NBRF deki bu kelime

w=rrer=(G B w7

- DG DG )
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olarak elde edilir (Koruoglu ve Sahin 2010).
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5. SONUC

Bu calismada Hecke gruplari ve bu gruplarin grup yapist tanitilmigtir. Buna bagl olarak
genisletilmis Hecke gruplar1 tanitilmistir. Daha sonra genisletilmis Hecke gruplarinin
genellestirilmis Fibonacci dizisiyle olan baglantisina deginilmistir. Buna goére 4.1.
kisimda bir a; dizisi tamtilmistir. Bu dizide 4, = 1 olarak alindiginda bu standart
Fibonacci dizisini vermektedir. Burada aj; = hx,q, (k+ 1). Fibonacci sayisini
vermektedir. Ayrica bu a; dizinde A, =2 olarak almirsa bu ise Pell dizisini

vermektedir.
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