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IKINCI MERTEBEDEN DIiFERENSIYEL DENKLEMLER ICIN
SALINIMLILIK KRITERLERI
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OZET

Bu tez ¢aligmamizda ikinci mertebeden farkli tipteki (delay, advance, neutral, mixed,
lineer, lineer olmayan,...) diferensiyel denklemlerle ilgili yapilmis ¢alismalar1 6zelden
genele dogru inceleyecegiz. Ayni1 zamanda bu incelemeyi yaparken tarihi siirecide goz

Oniine alacagiz.

Calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, temel tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

Ikinci béliim de ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemler ile ilgili yapilmus

caligmalar ti¢ farkl: tipteki denklem igin ele alinip incelenmistir.

Ucgiincii boliim ikinci mertebeden lineer olmayan ikinci yanl diferensiyel denklemlerle

ilgili yapilmis ¢aligmalar yine ii¢ farkli tipteki denklem i¢in ele alinip incelenmistir.

Dordiincti bolimde ise, ikinci mertebeden lineer olmayan neutral delay diferensiyel

denklemler icin yapilmis ¢caligma ele alinip incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel denklem, salinim, salinimsizlik
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ABSTRACT

In this thesis, we analyse the studies related to the second order differential equations in
different types ( delayed, advanced, neutral, mixed, linear and nonlinear,...) from the
specific to the general. Moreover, we take the historical process into the consideration at

the same time making this analiysis.

The work consists of four chapters. In the first chapter, the some basic definitions and

theories are taken place.

In the second chapter, the studies made with regards to the second order neutral

differential equations are examined within three different equations.

The third chapter presents the studies made associated with the second order nonlinear
forced differential equations within three different equations are considered and

observed.

Lastly in the fourth chapter, the study related to the second order nonlinear neutral
delayed differential equations is observed.

Keywords: Differential Equations, oscillation , nonoscillation



Vi

ICINDEKILER

IKINCI MERTEBEDEN DiFERENSIYEL DENKLEMLER ICiN
SALINIMLILIK KRITERLERI

BILIMSEL ETIGE UYGUNLUK SAYFASI ......iiiiiiiiiieiiie e, i
YONERGEYE UYGUNLUK SAYFASL. ..ottt i
KABUL VE ONAY TESEKKUR.........0iiiiiiiiiiiiie e, iii
OZE T . iv
ABSTRACT ..., v
ICINDEKILER.. ... .ot e, vi
(6] 123 1TSS 1
1.BOLUM

Temel Tanim ve
|1 \VA = 1 1] F= 1 3

2.BOLUM
IKINCIi MERTEBEDEN NEUTRAL DIiFERENSIYEL DENKLEMLER iCiN
SALINIMLILIK KRIiTERI

2.1 [r(®) (@) + p®)x(x(t) )T + q(®)x(a(t)) = 0 Diferensiyel Denklemler i¢in

Salinim (Kriterleri) Teoremleri.....cccoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiieieciieieinccnn 8

2.2.[r(®)[z'(®)]"] + q(©)xP(a(t)) = 0 Diferensiyel Denklemler i¢in

Salinimhilik(Kriterleri) Teoremleri......cccoveiiiiiiiiniiiiiiiiniiiiiiiieiiiirciieicinecne 23

2.3. [r(®D)[Z' (©)]%] + q(®) f(x(a(t))) = 0 Diferensiyel Denklemleri i¢cin

Salinimhilik(Kriterleri) Teoremleri......ccooveviiiiiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieicineennnn 31



viii

3.BOLUM

IKINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN iKiNCI YANLI
DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCIN SALINIMLILIK KRiTERI

3.1 (r®ly O Y'(®) + OO Y® + I g OYOFy(®) = e@

Diferensiyel Denklemleri Icin Sahmim (Kriterleri) Teoremleri........cccceevuee.... 41

3.2. (r(t)lx’(t) +px'(t — )| * (%' (D) + px' (& — o)))
-1 n Bi_l
+qo(®)|x(o(®)]" x(o(®) + Ty q:(®|x(z,(®)[" x(T:(®)) = e(®sgn(x(t))
Diferensiyel Denklemleri Icin Sahmim (Kriterleri) Teoremleri...............evueene... 51
IAY Bi-1
3.3.(rx)' () + qo(®Ox(re(®) + X1 ;O |x(T:(O)[" "x(r:(®) = e(®)sgn(x(1))
Diferensiyel Denklemleri Icin Sahmim (Kriterleri) Teoremleri...........cccevveenn.... 60

4.BOLUM
IKINCi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN NEUTRAL DELAY
DIFERENSIYEL DENKLEMLERI iCiN SALINIMLILIK KRIiTERLERI....... 70
KAYNAKLAR . ettt et reiereeensasnsensasenssssnssssnssnssssnssssnssesnsssssssssnssnsases 78

OZGECMIS



GIRIS

Diferensiyel denklemler fizik, biyoloji, miihendislik, ekonomi ve sosyal bilimler gibi
bircok alanda uygulama alanina sahiptir. Bu nedenle diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin bilinmesi Onemlidir. Ancak belli formdaki denklemler hari¢, genelde
diferensiyel denklemlerin agik ¢oziimleri elde edilememektedir. Coziimler icin analitik
ifade bulunamamasi durumu, arastirmacilari ¢oziimleri elde etmeden ¢oOziimlerin
davranigini arastirmaya yoneltmistir. Bu yaklasim diferensiyel denklemlerde nitel
(kalitatif) teori olarak bilinmektedir. Diferensiyel denklemler iizerine ¢ok g¢esitli
gruplarda kalitatif ¢alismalar yapilmis, hala da ¢ok yogun bir sekilde yapilmaya devam
edilmektedir. Bu arastirmalarla, ¢oziimii analitik olarak elde edilmeyen denklemlerin
¢Ozlimlerinin, siirhilik, kararlilik, asimptotik davranig, salinimlilik ve salinimsizlilik
gibi kalitatif Ozellikleri incelenmektedir. Diferensiyel denklemler genelde kalitatif
olarak arastirilirken, bilinmeyen fonksiyonun denklemdeki yer alis bigimine gére (yani
operatoriin - 0zelliklerine gore), ikinci basamaktan, {iclincli basamaktan, yiiksek
basamaktan, lineer, lineer olmayan, yar1 lineer, sub/super lineer, gecikmeli, neutral, vb.
gibi cesitli kategorilere ayrilir. Genel bir denklem iizerinde caligmayla kiyaslanirsa,
daha dar bir denklem sinifi lizerinde ¢aligmak daha avantajlidir. Her grup denklem simifi
i¢in arastirma teknikleri farklilik gosterebilmektedir.

Kalitatif teorinin 6nemli bir konusu da salinim teorisidir. Salinim teorisinin temeli
1836’da Sturm tarafindan yayinlanan, kendine eslenik ikinci mertebeden diferensiyel
denklemlerin ¢ozlimlerinin sifirlariyla ilgili 1yi bilinen sonuglara dayanmaktadir. O
zamandan beri farkli smiftaki lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
¢Oziimlerinin salinim davranmisit farkli yontemlerle arastirilmistir. Bu arastirmalarda

salinimlilik ve salinimsizlik teorisinde ilk sonuglar

x"(0) +q(®)x() =0 (41)

lineer denklemi i¢in elde edilmistir. Bu denklem modeli i¢in ilk integral tipi salinimlilik

kriterini 1918 yilinda Fite vermistir. Fite bu calismasinda q(t) = 0 olmak iizere



. t
lim,_,o fto q(s)ds = o (4;)
olmasi halinde (4,) in salinimli oldugunu ispatlamistir [1].

1949 yilinda Wintner, Fite’nin kriterinin q(t) < 0 olmasi durumunda da gecerli

oldugunu gostermistir. Ayrica Wintner,
limgeo= [ [° q(w)duds = oo (43)
t—> oo t tO th 3

olmast durumunda (4,) in salinimli oldugu ispatlamistir [2]. Daha sonra (A3)sart1 Fite-
Wintner-Leighton kriteri olarak genisletilip (A;)diferensiyel denkleminin salinimlilig
ispatlanmistir [1,3]. Leighton da p(t) pozitif siirekli bir fonksiyon olmak iizere daha

genel

(p®x"(©)" + q©)x() =0 (A4)
denklemi i¢in ¢alismalar yapmustir [4].

Bu calismalardan itibaren diferensiyel denklemlerin salinim veya salinimsizlik
davraniglar ile ilgili ¢alismalar yapilmaya devam etmistir ve giiniimiizde de calismalar
stirdiiriilmektedir. Adi diferensiyel denklemler fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve
ekonomi gibi alanlarda 6nemli rol oynayarak gelecegin arastirilmasinda vazgecilmez
araglar olarak kullanilmaktadir. Ancak, gelecek hakkinda bilgi edinebilmek igin
gecmisin dinamik yapist da iyi bir sekilde bilinmeli ve kullanilmalidir. Gelecegin
arastirilmasinda, gecmisin goz ardi edilmesi, gercekligin de goz ardi edilmesine neden
olmaktadir. Bu baglamda modele zaman gecikmelerinin dahil edilmesi olduk¢a 6nem
arz etmektedir. Biz bu tez ¢alismamizda ikinci mertebeden farkli tipteki (delay,
advance, notral, mixed, ...) diferensiyel denklemlerle ilgili yapilmig ¢aligmalar1 6zelden
genele dogru inceleyecegiz. Ayn1 zamanda bu incelemeyi yaparken tarihi siireci de goz

Oniine alacagiz.



1.BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez ¢alismasi boyunca kullanilacak olan gerekli tanim ve kavramlari

verelim. i1k olarak diferensiyel denklem yapilarini inceleyerek baslayalim.
Tamm 1.1 (Gecikmeli(Delay, Retarted) Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler).

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, t(t):R — R reel degerli, lim;_. t(t) = ve
7(t) < t kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olmak iizere x (t) = f(t, x(t), x(‘r(t)))

seklindeki denklemlerdir. Yani bu tiir denklemler, bilinmeyen bir fonksiyon ve onun en
yiiksek mertebeden tiirevi hari¢ diger tiirevlerin bir yada daha ¢ok gecikme
degiskenlerine bagli oldugu diferensiyel denklemlerdir. Buradan da goriildiigii gibi
x'(t) nin degisim orani yalnizca x(t) degerine degil ayn1 zamanda x(t(t)) degerine de
baglidir. Aymi zamanda 7(t) =0 olmak tizere x'(t) =f(t,x(t),x(t—r(t)))
seklindeki diferensiyel denklemlerde gecikmeli diferensiyel denklemlerdir. Burada en
yiikksek mertebede tiirev t aninda, digerleri ise t veya t den daha 6nceki zamanlarda

hesaplanir. Ornegin,

x’(t)+x(t—2)—x(t—%)=o

x()+x(t—-5)—4=0

seklindeki diferensiyel denklemler birer gecikmeli diferensiyel denklemdir.

Gecikmeli terim igeren diferensiyel denklemler; otomatik kontrol teori, salinim teorisi,
roket hareketindeki ateslemeyle bagmtili problemlere iliskin incelemelerde,
elektrodinamik sistemler caligmalarinda, ekonomide uzun vadeli planlamayla ilgili
problemlerde ve teknolojide oldugu gibi bilimin bir ¢ok sahasinda uygulama alanina

sahiptir (El’sgol’ts 1973).



Yukarida verilen tanim iki veya daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler i¢in
de benzer sekilde verilebilir. Biz burada ikinci mertebeden diferensiyel denklemler ile

ilgilendigimiz i¢in tanim1 asagidaki sekilde verebiliriz.
Tanmmm 1.2. 7(t): R — R reel degerli bir fonksiyon olmak iizere lim;_,, T(t) = o ve
T(t) <t kosullart saglanmak iizere x"(t) = f(t,x(t),x(z(£)), x'(®), x (z(t)))
seklindeki denklemlere gecikmeli (delay) diferensiyel denklemler ad1 verilir.
Ornegin,
x'(6) = 2x'(6) +3x (£ =3) = 0

"N 2 — cin2t) — 1 (£ —
x (t) — 3x (t — sin“t) x(3)+t— 1
seklindeki diferensiyel denklemler birer gecikmeli diferensiyel denklemdir.
Tamm 1.3 (fleri(Advanced) Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler).

7(t) = 0 reel degerli bir fonksiyon olmak iizere x'(t) = f(t,x(t), x(t + T(t)))
seklindeki diferensiyel denklemlere ileri (advanced) diferensiyel denklem denir. Burada
en yiiksek mertebede tiirev t aninda digerleri ise, t veya t den daha ileri zamanlarda
hesaplanir. Biz ikinci mertebeden diferensiyel denklemler ile ilgilendigimiz i¢in verilen

tamim 7(t) = 0 olmak iizere
x"(t) = f(t,x' (), x'(z(£)), x(©), x(z(t))) seklindeki diferensiyel denklemler igin de
verilebiliriz. Ornegin,
x'(t) = —x(t+ 1D +x(t+vVE)—t+1
x"(t) —3x'(t + cos?t) —x(5t) +t =1
seklindeki diferensiyel denklemler birer ileri diferensiyel denklemdir.

Tammm 1.4(Karma(Mixed) Fonksiyonel Diferensiyel Denklemler). Hem
gecikmeli(delay) hem ileri(advance) terimlerin bulundugu denklemlere karma(mixed)

diferensiyel denklemler denir. Ornegin,

x'(t)=2x(t—-1)—-3x(t+1)+1

x'(t) = —x(t— Dx(t) —tx(t+ 1)



x'(t) —2x'(t +5) + 3x (t - %) =0

seklindeki diferensiyel denklemler birer karma diferensiyel denklemlerdir.

Tammm 1.5(Notral(Neutral) Diferensiyel Denklemler). En yiiksek mertebeden
tiirevinin sadece t ye bagli degil ayn1 zamanda sapma argiimentlerine bagli terimlerin de
bulundugu fonksiyonel diferansiyel denklemlere noétral(neutral) diferensiyel denklem

denir. Ornegin,

x'(t) =— x'(t—1) + x(t — 2) + 3sint

t+1

(x@ +1x-2) +Zx@ =0
denklemleri de neutral tipli diferensiyel denklemlere bir 6rnek teskil eder.

Simdi ikinci mertebeden en genel
F(t,x(0),x'(©),x"(t)) =0 (1.1.1)

diferensiyel denklemi i¢in agagidaki tanimlar1 verelim. Verilen bu tanimlar lineer, lineer
olmayan, ileri, gecikmeli, karma, neutral denklem yapilar1 igin de benzer sekilde ifade
edilebilir.

Tanim 1.6. t € [t,,®©) C [ty,, ) olmak {lizere [t,, o) araligi iizerinde iki kez
diferensiyellenebilir ve (1.1.1) denklemini saglayan bir x(t) fonksiyonuna, (1.1.1)
diferensiyel denkleminin ¢6ziimii denir. Ayrica t, = t, > 0 sayist x(t) ¢oziimiine bagh

bir degerdir.

Tanmm 1.7. X(t), [t,, ) araliginda verilen bir diferensiyel denklemin bir ¢éziimii olsun.
Eger en az bir t € [ty, ) i¢in x(t) # 0 oluyorsa, bu ¢dziime asikar olmayan ¢oziim

denir.

Tanmm 1.8. x(t), (1.1.1) diferensiyel denkleminin [t,, )araliginda asikar olmayan bir
¢Oziimii olsun. Eger t > t; icin x(t) ¢6zlimii sonsuz sayida sifirlara sahipse, bu x(t)

¢Oziimiine salinimlidir denir. Bu tanima gore salinimli bir x(t) ¢6ziimii i¢in

lim,_,o, t, = o ve x(t,,) = 0 olacak sekilde bir (t,) dizisi vardir. Ornegin,



x""(t) + 4x(t) = 0 denklemi i¢in x(t) = sin2t (veya x(t) = cos2t ) ¢dziimii saliniml

bir ¢ozlimdiir.

Tamm 1.9. (1.1.1) diferensiyel denkleminin agikar olmayan bir x(t) ¢6ziimii salinimli
degilse, salinimsizdir denir. Yani ¢6ziim [t,, o) araliginda sonlu sayida sifira sahipse,
¢oziimiin salinimsizdir oldugu sdylenir. Ornegin, x”'(t) — 4x(t) = 0 denklemi igin

x(t) = e?! (veya x(t) = e?!) ¢dziimii salmimsiz bir ¢oziimdiir.

Tammm 1.10. Eger (1.1.1) denkleminin biitiin ¢oézlimleri salinimli ise, denkleme

salimimlidir, aksi halde salinimsizdir denir.

Yukarida verilen Tanim 1.10. sadece ikinci mertebeden diferensiyel denklemler igin
gecerlidir. Daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler i¢in gegerli degildir. Bu
durumda ikinci mertebeden daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklem en az bir
salmimli ¢oziime sahipse, diferensiyel denkleme salimimlidir denir. Aksi taktirde
diferensiyel denklem salinimsizdir denir. Ornegin, x'"'(t) + 4x'(t) = 0 diferensiyel
denklemi x = 1, x = sin2t, x = cos2t ¢dziimlerine sahiptir. Bu denklemin x = sin2t
gibi salinimli bir ¢6ziimii oldugundan diferensiyel denkleme salinimlidir denir. Ayrica
x""'(t) — x'(t) = 0 diferensiyel denklemi x = 1,x = et,x = et ¢dziimlerine sahiptir.
Bu c¢oziimlerin hepsi de salinimsiz oldugundan diferensiyel denkleme salinimsizdir

denir.
Simdi de Analizden bilinen temel tanim ve kavramlari hatirlatalim.

Tanmim 1.11 (Konveks Fonksiyon-Konkav Fonksiyon). Bir aralikta siirekli olan f

fonksiyonu bu aralikta alinmis her x,y i¢in

f (HTy) > w esitsizligini sagliyorsa, bu aralikta f fonksiyonuna konkav fonksiyon

denir. Eger

f (HTy) < w esitsizligini sagliyorsa, bu aralikta f fonksiyonuna konveks

fonksiyon denir.

Teorem 1.1 (Ortalama Deger Teoremi). f ve g, [a,b] araliginda tanimli ve g ile f.g bu

aralikta integrallenebilir olsun. Eger f fonksiyonu, [a,b] de siirekli ise, [a,b] araliginda



2 f(0g@dx = £(c) [} g(x)dx

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardir.



2. BOLUM

IKINCIi MERTEBEDEN NEUTRAL DIiFERENSIYEL
DENKLEMLER ICIN SALINIMLILIK KRITERLERI

Bu boliimde ikinci mertebeden belli tipteki diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin
salmimli olmasi ile ilgili yapilan c¢alismalari ele alacagiz. Burada diferensiyel
denklemlerin yapilarin1 6zelden genele dogru inceleyecegiz. Ayni zamanda bu

incelemeyi yaparken tarihi siireci de géz 6niine alacagiz.

21, [r@® @@ +p®xE®) )] +q®x(a(t)) =0  Diferensiyel

Denklemler i¢in Salinim Teoremleri

Biz bu kesimde B. Baculikova ve J. Dzurina [ 5] tarafindan incelenen

[r(®)(x() + pO)x(x() )T + qa®x(a(®)) = 0 (ED)

seklindeki ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemleri goz Oniine alacagiz,

burada g(t)e C([to, ) , r(6), p(8),7(8), 0 () € C'([¢to, ®)) ve
(H)r(t) >0, q(t) >0, 0 <p(t) < py < oo,

(Hy) lim,0, T (£) = o0, lime, 0(t) = 0,

(H3)T'(t) = 10> 0, T00 = 00T

dir. Ayrica,

1

t
R(t) = fto - ds >0 t—> o (2.1.1)

oldugunu kabul edelim. Burada z(t) = x(t) + p(t)x(z(t)) seklinde alalim.



(E1) denkleminin bir ¢éziimii T, = tyi¢in r(t)z'(t) € C'([Ty, )) 6zelligine sahip bir
x(t) € C([Ty, o)) fonksiyonudur ve [T,, o)araliginda (E1) denklemini saglar. Biz (E1)
denkleminin x(t) ¢oztimleri olarak sadece her T > T, i¢in sup{|x(t)|:t = T} 6zelligini
saglayan ¢Oziimleri gz Oniine alacagiz. (E1) denkleminin bdyle bir ¢éziime sahip
oldugunu kabul edelim. (E1) denkleminin bir ¢oziimii, [T,, o)aralig1 tizerinde keyfi
coklukta sifira sahipse, salinimlidir; aksi taktirde salinimsizdir denir. (E1) diferensiyel

denkleminin tiim ¢ozlimleri salinimli ise, denkleme salinimlidir denir.

Ikinci mertebeden denklemler fizik, kimya, biyoloji ve ekonomi ile ilgili gesitli
problemlerde uygulama alanina sahiptir. Bu nedenle, ¢esitli tipteki ikinci mertebeden
denklemlerin ¢6ziimlerinin salinim veya salinimsizligini gostermek adina yeterli sartlari

elde etmek i¢in yogun bir ilgi vardir. Bunun i¢in [6-24] ¢alismalarina bakilabilir.

Incelenen salinim kriterlerinde ele alinan neutral diferensiyel denklemlerin katsayilari

iizerinde gesitli kisitlamalar yapilmistir. Ornegin, Grammatikopolis vd. [6] de

(x(@) +p®x(t—1) "+ qOx(t —0) =0

diferensiyel denkleminin 0 < p(t) < 1 olmak iizere

| 4@ -pts - )ds =

sart1 ile birlikte salinimli oldugunu gostermistir.

Ayni denklem i¢in Erbe vd. [7] q(t) = qo > 0, p; < p(t) < p, ve p(t) nin belli bir

yerden sonra negatif olmamasi durumunda gerekli salinim kriterlerini olusturmustur.

Bu sonug diger yazarlar tarafindan gelistirilmis ve genellestirilmistir. Buna bagl olarak,
Grace ve Lalli [8] deki ¢alismasinda

16 S

— 2>k, f w% = oo Ve p(t) istege bagh bir fonksiyon olmak iizere

P Er(s=o)  _
O N

f p()q(s)(1 - p(s — 0)) —

sartlar1 altinda

[r@® @) +p@®x(t —7)'] +q®)f (x(t —0)) =0
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diferensiyel denkleminin salinimi iizerindeki ¢aligmasindan bahsedebiliriz.
Xu ve Xia [9] daki ¢alismasinda 0 < p(t) < o , q(t) = M > 0 olmak iizere

[x(®) +p(O)x(t —7))" + q(Of (x(t —0)) = 0

diferensiyel denkleminin salinimi iizerinde durmustur. Ayrica Lie vd. [10] da daha

genel olan

[F(O@®) +pOxE®)))] +q®f (x(a®)) =0 (Ey)

neutral diferensiyel denklemi iizerinde ¢alismislardir. Bu c¢alismada double Ricatti

dontligiimiinii uygulayarak, yeni salinim kriterleri incelenmistir, burada
0<p(t) <p,<iled <p(t) <1 sartlant yer degistirmis ve ayn1 zamanda

a(t) < 1(t) <t ve p(t) istege bagl fonksiyon olmak tizere

P r(s=o)  _
o

f p()a(s)(1 = p(s — ) -

alinmustir.

Bu calismada (E1) denkleminin salimmliligini gdstermek igin birinci mertebeden
diferensiyel esitsizligin pozitif ¢6ziimiinin olmamasi halinde, ikinci meretebeden
diferensiyel denklemi karsilagtirarak yeni karsilastirma teoremlerini inceleyecegiz.
Karsilastirma teoremleri aslinda (E1) denkleminin salinimini incelemeyi kolaylastirmak
ve (E1) denkleminin katsayilari tizerinde belirtilen bazi1 kosullari ortadan kaldirmak igin

yapilmistir.

Uyan 2.1.1. Burada incelenen biitiin fonksiyonel esitsizliklerin belli bir yerden sonra

saglandigi kabul edilir. Yani bunlar yeterince biiyiik her t i¢in saglanir.

Uyant 2.1.2. Verilen sonuglarin ispatinda (E1) denkleminin salinimsiz ¢6ziimlerini

elimine ederken sadece pozitif ¢oziimleri ile ilgilenilecektir.
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TEMEL SONUCLAR

Simdi (2.1.1) sart1 altinda (E1) diferensiyel denkleminin pozitif ¢6ziimleri i¢in sonuglar
verilecektir. Oncelikle bu sonuglarm ispatinda kullanacak olan asagidaki lemmayi

verelim.
Lemma 2.1.1.

X(t), (E1) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olmak iizere, z(t) = x(t) + p(t)x(z(t))

fonksiyonu i¢in
z(t) > 0,r(t)z'(t) > 0ve (r(t) 2 (t))'<0 (2.1.2)
sartlar1 saglanir.

Ispat: Kabul edelim ki x(t), (E1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. (E1)

denkleminden

[r(®)(x() + pOx(x() )T = —qa®x(a(®)) < 0

olup buradan (r(t) z' (t))'< 0 elde edilir. Boylece r(t)z' (t) azalan olup burada
z' (t) < 0veyaz' (t) > 0 olur. Kabul edelim ki z'(t) < 0 olsun. Bu taktirde

r(t) z'(t) < —c < 0 dir ve bu ifadenin her iki tarafinin t; den t ye integralini alirsak

J: z'(s)ds < j;t%ds

1

t 1
Z(t)Sz(tl)—cf r(_s)ds

olup t = oo igin z(t) - —oo elde edilir. Bu ise z nin pozitifligi ile ¢elisir. Dolayisiyla
ispat tamamlanur.

Simdi asagidaki sonuglarimizin ispatinda kullanacagimiz Q(t) fonksiyonunu yeterince

biiyiik t ler i¢in

Q(t) = min{q(t), q(z(t))} (2.1.3)

seklinde tanimlayalim.
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Teorem 2.1.1. Q(t), (2.1.3) deki gibi taniml ve t, yeterince biiyiik olsun. Kabul edelim

ki birinci mertebeden

(y(t) + Z—Zy(r(t))) +0(t) (R(a(t) = R(t1)) y(a(t)) < 0 (E2)
neutral diferensiyel esitsizlik pozitif bir ¢6ziime sahip degilse, bu durumda (E1)
denklemi salinimlidir.

Ispat: Kabul edelim ki x(t), (E1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. Dolayisiyla

2(t) fonksiyonunda t yerine o (t) almir
z(a(t)) = x(a (1)) + p(a(©))x(z(a(t)))
ve (H,) ve (H) sart: kullanihirsa,
2(a () < x(a(1)) + pox(a(x(1))) (2.1.4)
elde edilir. Diger taraftan (E1) denklemi asagidaki sekilde
[r(O2 O]+ ¢®x(o(0)) = 0 (2.1.5)

yazilabilir. (2.1.5) denkleminde t yerine t(t) yazip her iki tarafi p, ile ¢arparsak,

0= T”(—t) [r(x(0) 2/ ()] + Poa () x(a(2(L))
olur. (H3) sartindan () =19>0 oldugundan
0 2 2 [r((0)z'(x()]'+ poq (1())x(a (x (1)) (2.1.6)

elde edilir. (2.1.5) ile (2.1.6) ifadelerini taraf tarafa toplarsak
[r(©Oz' ()] + Z—z [r(z(®)z' (@ ()] + q(©)x(a(®)) + poq(z(t)x(a(z(t))) < 0
bulunur. (2.1.4) ve (2.1.3) den

a®x(a(®) + poq(t(®))x(o(x()))=Q()z(a (1))

oldugundan
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[r(t)z' ()] r(r(t))z )] +Q)z(a(t)) <0 (2.1.7)

elde edilir. Lemma 2.1.1 den y(t) = r(t)z'(t) > 0 azalan olup burada

7 (t) 4 (t)T(t)

© ifadesinin her iki tarafi t; dent ye integre edilirse;

fz’(s)ds=f Z,(:()%ds

2(8) = 2(t,) = [ %ds

elde edilir. Buradan

t d
0= 20

olup ortalama deger teoreminden

25 2 y(0) f =

seklinde yazilabilir. Bdylece
20 2 [ 757/ ©r(9)ds 2 y(©) [}, 75ds = yORE = R(,)) (2.1.8)
elde edilir. Buradan (2.1.8) ifadesini (2.1.7) ifadesinde yerine yazarsak, yani
[z O +2[r(x(©)2 @) +QOz(a() <0 (2.1.7)
esitsizliginden
Y0 +225/ () + QDY) R(G() = R(1)) < 0

elde edilir. Bu ise, y(t) nin (E,)denkleminin pozitif bir ¢oziimii oldugunu gosterir.

Boylece celiski elde edilir ve ispat tamamlanir.
Uyan 2.1.3. (H;) kosulu saglandi1 i¢in oo = oot dir. Oregin 7(t) = at,

o(t) = bt i¢in de Too = oot dur.
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Uyan 2.1.4. Neutral diferensiyel denklemlerin 6zellikleri ¢alisilirken, (E1) denkleminin
katsayilar1  tizerinde o(t) <71(t), o(t) <t 1(t) <t, 0<p(t) <1 gibi farkh
kisitlamalar da vardir. Teorem 2.1.1 boyle kisitlamalar igermez. Sonug¢ olarak verilen
teorem daha Onceki sonuglari tamamlayici nitelige sahip olup genisletilmis ve daha
genel halidir. Ayrica Teorem 2.1.1 de olusturulan Kkarsilastirma prensibi (E1)
denkleminin salintmini, birinci mertebeden ( E,) neutral diferensiyel esitsizligin
arastirmasina indirger. Boylece (E,) nin pozitif ¢6ziimlere sahip olmamasi i¢in (E,) ye
uygulanan mevcut veya yeni sartlar bize (E1) denklemi i¢in salimim Kriterlerini verir.
(E1) denkleminin katsayilari iizerine ilave sartlar uygulanarak Teorem 2.1.1 den (E1)

denklemi i¢in ¢esitli salinim kriterleri elde edilebilir.

Teorem 2.1.2. Q(t), (2.1.3) deki gibi taniml1 ve t, yeterince biiyiik olsun. Ayrica kabul

edelim ki
() >t (2.1.9)

olsun. Birinci mertebeden

w'(8) + —2—Q(t) (R(o(t) — R(t) ) w(o () < 0 (E3)

To+Do
diferensiyel esitsizligin pozitif bir ¢éziimii yoksa, (E1) denklemi salinimlidir.
Ispat: Kabul edelim ki x(t), (E1) nin pozitif bir ¢6ziimii olsun. Lemma 2.1.1 ve

Teorem 2.1.1 in ispatindan y(t) =r(t)z'(t) > 0 azalandir ve (E,) diferensiyel

esitsizligini saglar. Burada
Po
w(t) =y(®) +—y((®)
0
alalim. (2.1.9) da t(t) > t oldugundan t(t) yerine t yazarsak
w(t) < (1 + @> y(©
To

bulunur. Buradan t yerine o (t) alinirsa,

(—w(a(®) < y(a () (2.1.10)

PotTo
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elde edilir. (2.1.10) ifadesi (E,) denkleminde yerine yazilirsa,

To <0
TWe®) <

w'(@® +0(0) (R(o(9) = R(t)) (-

bulunur. Bu ise, w(t) nin (E3) tin pozitif bir ¢6ziimii oldugunu gosterir. Boylece
celiski elde edilir ve ispat tamamlanir.

o(t) gecikmeli argimanini kisitlayarak (E3) iin pozitif ¢oziimlerinin olmamasi igin

uygun kriterler kullanilip (E1) nin salinimliligin1 kolayca elde edebiliriz [11,12] .

Simdi verecegimiz sonuglarin ispatinda kullanilan G.S. Ladde, V. Lakshmikantham,

B.G. Zhang [12] tarafindan verilen Teorem 2.1.1 i ifade edelim.
Teorem 2.1.1. [12]
y' () + p(t)y(z(t)) < O0buradap € C[R,,R,],t(t) < tvelim,_, t(t) = co iken
lim;_ oo f:(t)p(s)ds > é ise,
y'(®) +p@®y(®) <0
esitsizligi pozitif bir ¢ozlime sahip degildir.

Sonug 2.1.1. Q(t), (2.1.3) deki gibi tanimli ve t; yeterince biiyiik olsun. Ayrica kabul
edelim ki (2.1.9) sart1 gegerli ve

o(t) <t (2.1.11)
olsun. Eger

liminf,_, fot Q(s)R(a(s))ds > TOT::—:O (2.1.12)

)
ise, (E1) denklemi salinimlidir.

Ispat:

w'(t) + Q) (R(0(0) = R(t2)) C)w(o (1) < 0 (E3)

PotTo

denkleminden ve Teorem 2.1.1 [12] den a(t) < t < 7(t) oldugundan burada
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Pi(®) = QO (R(o(0) — R())

Dot

seklinde olup

T

o .y ‘ 0 1
gl_)rglnf p1(t) = lim inf g(t)(Po n TO)Q(S) (R(U(S)) - R(tl))) .

ve buradan

Po t To
et

t
tlim inff Q(s) (R(a(s)) — R(tl))) >
—00 o(t)

elde edilir. [12] deki Teorem 2.1.1 sart1 saglandigindan (E3) pozitif bir ¢éziime sahip

degildir. Dolayisiyla (E1) salinimlidir.

Simdi, 7(t) gecikmeli argiiman oldugu durumu gdz oniine alalm. Biz burada t71(t)

ters fonksiyonunu kullanalim.

Teorem 2.1.3. Q(t), (2.1.3) deki gibi taniml1 ve t, yeterince biiyiik olsun. Ayrica kabul

edelim ki
(t) <t (2.1.13)

olsun. Eger birinci mertebeden

w'() + (=2)Q(0) (R(0(8)) = R(t) ) w(z ™o (1)) < 0 (E4)

TotDPo

diferensiyel esitsizlik pozitif bir ¢6ziime sahip degilse bu durumda (E1) denklemi

saliimlidir.
Ispat: Kabul edelim Ki x(t), (E1) nin pozitif bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda

y(t) =r(t)z'(t) > 0, (E,) diferensiyel esitsizliginin azalan bir ¢oéziimidiir. Biz w(t)

fonksiyonunu
w(t) = y(t) + f—jy(r(t))

olacak sekilde alalim. (2.1.13) den w(t) fonksiyonunda t yerine (t) yazarsak
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w(t) <1+ ?)y(r(t)) (2.1.14)

0

olup w(t), (E3) iin pozitif bir ¢dziimiidiir. (2.1.14) esitsizliginde t yerine T~ too(t)
yazarsak

w(tloo(t)) < (1 + f—‘))y(r(r‘loa(t)))

0

w(roo (1) < (1 +2)y(a(®))

—)w( oo (1)) < y(a(t))

PotTo

elde edilir. Bu ifadeyi (E,) denkleminde yerine yazarsak

T

w'(t) + Q) (R(0(0) = R(t2)) (

0 y
Pt TO)W(T loa(t)) <0

olup (E;) denklemi elde edilir. Dolayisiyla w(t), (E,) in pozitif bir ¢dzimii olmak

tizere bu bir celiskidir. Boylece ispat tamamlanar.

Sonug 2.1.2. Q(t), (2.1.3) deki gibi tanimli ve t; yeterince biiyiik olsun. Ayrica kabul

edelim Ki
c®)<t(t) <t (2.1.15)

olsun. Eger

t

liminf,_,o, fr—loa(t) Q(s)R(a(s))ds > TOT:—epO (2.1.16)

ise, (E1) denklemi salinimlidir.

Ispat: Sonug 2.1.2 nin ispat1 Sonug 2.1.1 in ispatina benzerdir. Bu yiizden ispat1 ihmal
edilebilir.

Ornek 2.1.1. Asagidaki ikinci merteben
1 I
(£[x(®) + pox(at)]') +5x(Be) = 0 (Es)
t2

neutral diferensiyel denklemi g6z Oniine alalim. Burada 0 <py <o , 0 <a <o

a

0<pB<1vea>0 dr Egera=>1ise, bu durumda Q(t) = q(z(t)) = — dir ve
(at)z
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1
Sonug 2.1.1 deki (2.1.12) sarti 2282 1p 1

az B

> % seklini alir. Bu (Es) salinimini

garanti eder. Diger taraftan 0 < f < a < 1 ise, bu durumda Q(t) = q(t) = 2 dir ve
t2

1
Sonug 2.1.2 deki (2.1.16) sart1 ZaBEZn% > a::o esitsizligine indirgenir. Sonug olarak

(Es), t(t) = at gecikmeli veya ileri argiiman olmasi durumunda her a € (0, ) igin
salmimlidir. Belirtelim ki [10] makalesindeki salinim kriterinde (2.1.16) sart1 gereklidir
ve boylece @ > 1 igin uygulanamaz. Diger taraftan [6] daki kriterde 0 < p(t) <1

olmas1 gereklidir ve boylece py > 1 iken uygulanamaz. Dahasi [9] salinim kriterinde

q(t) = M > 0 olmalidir ve boylece (Eg) ig¢in kullanilamaz ve aymi sebepten [7]

makalesindeki salinim sart1 saglanmaz.

Bundan sonraki sonuglarimizda kullanmak {izere yeterince biiyiik ¢; i¢in

QD) = min{g(0),q(x(®)} , A(®) = 75 J;” Q(s)ds (21.17)

Q2(t) = Q(O)(R() — R(t1)) (2.1.18)
fonksiyonlarini tanimlayalim, burada t > t; dir.

Teorem 2.1.4. ©(t) = t olsun. Kabul edelim ki birinci mertebeden

W'(©) = 2= 0, (Ow(a(8) = 0 (Eo)
w(t) = - Qz(Ow(a(1) 2 0 (E7)

ileri tipteki diferensiyel esitsizliklerden en az biri pozitif bir ¢6ziime sahip olmasin, bu

durumda (E1) denklemi salinimlidir.

Ispat: Kabul edelim ki x(t) , (E1) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. Dolayisiyla

z(t) fonksiyonunda t yerine o (t) alirsak

z(a(t)) = x(a(t)) + p(a()x(z(a(t)))

elde edilir. Ayrica (H;) sarti geregince 0 < p(t) < py < «© oldugundan ve (H;) sarti

geregince Too = g0t oldugundan z(t) fonksiyonu
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z(o(t)) < x(a(t)) + pox(a(z(t))) (2.1.19)

esitsizligini saglar. Ayrica (E1) denklemi (2.1.5) de oldugu gibi yazilabilir. (2.1.5)
denkleminde (H;) ve (H;) sartlarin1 dikkate alarak t yerine T(t) yazip her iki tarafi p,
ile carparsak,

S5 1r(T(0)2 @] + poa(r(E)x(o(x(1)))
olur. (Hs) sartindan
0> 2 r(x(8)z (x(t)] + poq(x())x(o (x(t)) (21.20)
elde edilir. Diger taraftan (2.1.5) ile (2.1.20) ifadelerini taraf tarafa toplarsak
[r(®z ()] T(T(t))z ((N] +q®)x(a(®) + poq(z())x(a(z(£))) < 0
bulunur. Ayrica (2.1.19) dan ve (2.1.17) de Q(t) = min{q(t), q(z(t))} oldugundan
[r(0)z' ()] +22 r(r(t))z (T(@®)] + 0(t)z(a(t)) <0 (2.1.21)
olup esitsizligin t den oo a integralini alirsak,
r(t)z'(t) + f—zr(r(t))z'(r(t)) > [ Q(s)z(0(s)) ds (2.1.22)
elde edilir. Diger taraftan r(t)z (t) azalan ve 7(t) = t oldugundan
A+B )z 2 [ ()z(a(s)) ds (2.1.23)

bulunur. z(o(t)) artan oldugundan (2.1.23) ifadesinin t; den t ye integralini alirsak,

t ) o t 1 0o
]tlz (s)ds = - Jtl r(u)Ju Q(s)z(a(s)) dsdu

To
Po + To

2(6) — 2(ty) > f o f 0()2((s)) dsdu

ortalama deger teoreminden,
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z(t) = ( o(u)) ——= ) f Q(s) dsdu

Po+

elde edilir. Yani (2.1.17) den

z(t) = porfr fttl z(e(w))Q,(w)du (2.1.24)

yazilabilir. (2.1.24) ifadesinin sag tarafin1 w(t) ile gosterelim. Bu durumda

w(t) > 0 ve z(t) = w(t) olup,

w'(t) = Ql(t)Z(O'(t)) > Q1(t)W(0(t))

elde edilir. Boylece w(t), (Eg) denklemininin pozitif bir ¢éziimiidiir. Bu sonuglar bizim
kabullerimizle celisir ve bdylece (Eg) denklemininin pozitif ¢oziimlerinin olmamasi

(E1) denkleminin salinimi anlamina gelir.

Simdi, (E) nin pozitif ¢ézlimlerinin olmamasinin (E1) denkleminin salinimini verdigini

gosterelim. (2.1.23) ifadesinin t; den t ye integralini alirsak

z(t) 2

ftl @ J. Q(9)z(a(s))dsdu

Po +T0

To ft

T PotTo

f Q(s)z(o(s))dsdu

1r(u)'u

t1

elde edilir. Boylece (2.1.18) den

z(t) > f Q2(s)z(a(s))ds (2.1.25)

DPo+To
oldugu goriiliir. (2.1.25) esitsizliginin sag tarafini1 w(t) ile gdsterelim. Buradan

w(t) > 0 ve z(t) = w(t) kullanilarak w(t) nin (E;) denkleminin bir pozitif ¢6ziimii

oldugu goriiliir. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece ispat tamamlanur.

Sonug 2.1.3. 7(t) > t olsun. Kabul edelim ki

liminf,_.e, 7 Q4 (s)ds > "2 (2.1.26)
0
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liminf,_,, [ ta(t)

Q,(s)ds > 2Po (2.1.27)
Tpe
kosullarindan en az biri saglansin. Bu durumda (E1) denklemi salinimlidir.

Ispat: Teorem 2.1.1 [12] swasiyla (2.1.26) ve (2.1.27) sartlariyla (E) ve (E,)
denklemlerin pozitif ¢ézlimlerinin olmadigini garanti eder. Bu ise Teorem 2.1.4 den

(E1) denkleminin salinimini gosterir.

Simdi bizim i¢in gerekli olan

0:(®) = =27 Q(5)ds , 04(8) = QOR(x(D) — R(t) (2.1.28)

kabulleri yapalim, burada yeterince biiyiik t; i¢in t > t; dir.

Teorem 2.1.5. 7(t) < t olsun. Kabul edelim ki birinci mertebeden

w(t) = = Qx(OW (T o (1) 2 0 (Es)
w(t) = - QW (T o (1) 2 0 (Es)

diferensiyel esitsizliklerden en az biri pozitif bir ¢ozliime sahip degilse, bu durumda (E1)

denklemi salinimlidir.

Ispat: Kabul edelim ki x(t), (E1) nin pozitif bir ¢dziimii olsun. Bu durumda z(t)
fonksiyonu (2.1.22) sartim1 saglar. Diger taraftan r(t)z'(t) azalan ve t(t) <t
oldugundan , (2.1.22) esitsizliginde t yerine 7(t) yazarsak,

OHCORICOAIOE f 0(5)2(a(s)) ds
t

olur ve buradan

(1+ f—:) r(z(©))z' () = f:o Q(s)z(a(s))ds (2.1.29)
elde edilir. (2.1.29) esitsizliginin her iki tarafi r;((?)) ile garpar ve t; den t ye integralini

alirsak,

o (f T (7
z(t(t)) = i j;l r(r(u))fu Q(s)z(o(s))dsdu
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7'(u)
0z T(T(u))f Q(s)dsdu
bulunur. Yani
z(z(t)) = —— f Q;(wW)z(o(u)) du (2.1.30)

seklindedir. (2.1.30) ifadesinin sag tarafinin w(t) ile gosterelim. Bu durumda

z(7(t)) = w(t) oldugunu kullanirsak w(t) nin (Eg) in pozitif bir ¢oziimii oldugu
goriiliir. Bu ise bizim kabuliimiizle ¢elisir. Boylece (Ej) in pozitif ¢oziimiiniin olmamasi

(E1) denkleminin salinim1 anlamina gelir.

Simdi (Eg) un pozitif ¢dziimlerinin yoklugunun (E1) denkleminin salinimini verecegini

gosterelim. (2.1.29) ifadesinin t; den t ye integralini alirsak,

2(1(0) > —— j 7 j 0()2(a(s)) ds du

o (L 20 100 (6)2(a(s)) ds du

T potTo “t1r(t(w)

7'(w)
ty r( Ty T ds

elde edilir. Yani

2(2()) = = [ Q4(s)z(a(s))ds (2.1.31)

Po+To
dir. (2.1.31) ifadesinin sag tarafin1 w(t) olarak alalim. Bu durumda

w(t) > 0 ve z(t(t)) = w(t) kullanilarak w(t) nin (Ey) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii

oldugunu goriiliir. Bu bir ¢eliskidir ve bdylece ispat tamamlanir.

Sonuc 2.1.4. 7(t) < t olsun. Kabul edelim ki asagidaki kosullardan en az biri saglansin,

yani
o) To+Po
liminf;_, f Q;(s)ds > == (2.1.32)

o)

liminfi_., [ Qu(s)ds > e (2.1.33)
0
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olsun. Bu taktirde (E1) denklemi salinimlidir.

Ispat: [12] numarali makaledeki Teorem 2.1.1de (2.1.32) ve (2.1.33) sartlar1 sirastyla
(Eg) ve (Eq) denklemlerinin pozitif ¢éziimlerinin yoklugunu garanti eder. Ispat,

Teorem 2.1.5 e benzer sekilde yapilabilir.

Uyan 2.1.5. (H;3) hipotezinde bulunan too = got sarti 7(t) ve o(t) gecikme

argiimanlar1 aym formda ise gegerlidir. Ornegin 7(t) = at ise ayn1 zamanda
o(t) = Bt olacak veya t(t) = t* iken o (t) = t# olmalidir.

Ornek 2.1.2. ikinci merteben

(t%[x(t) + pox(TOt)]') + éx(at) =0 (E10)

neutral diferensiyel denklemi gbz Oniine alalim, burada 0 <p, <o, 0<7y< 1,

a>1lvea>0dir. Egerty >1ise Q(t) = q(‘r(t)) =—~ dir. Sonug 2.1.3 deki
(Tot)2
o (T0+p0)\/% . . .
(2.1.26) ve (2.1.27) sartlar1 geregince alna > g seklini alir. Bu ise,(E;) un
0

salinimini garanti eder. Eger 7y < 1 i¢in Q(t) = q(t) = % dir ve Sonug 2.1.4 deki
tz

(2.1.32) ve (2.1.33) sartlan  aln— >T°+—3p0 esitsizligine indirgenir. Bu ise, (E;g)

To 2702e
denkleminin salinimini garanti eder. Sonug olarak, a € (0,%) acik araliginda (E;q)

denklemi salinimlidir. 7(t) = at ileri veya gecikmeli argiimandir. Diger taraftan eger,
y € (0,0) olmak iizere a = G - y) y(1+ poto)a™?  ise, bu durumda mevcut

salinim kriterlerinin her ikisi de saglanmaz ve (E;q) denklemi x(t) = t¥ salinimsiz

¢Ozilimiine sahiptir.

22. [r®)[z'(®)]"] + q(®)xP(a(t)) = 0 Diferensiyel Denklemler I¢in

Salinmmhilik Kriterleri

Biz bu kesimde B. Baculikova ve J. Dzurina [ 29] tarafindan incelenen

[r(®©[z )] +a®xF(c(®) =0 (E2)
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seklindeki ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemleri géz oOniine alacagiz,

buradar,p,q, o € C([ty,®)), T € C'([ty, ©)) Ve

(H1) v ve B iki tek tamsay1 orani,

(Hy) r, p, q pozitif 0 <p(t) <py < o,

(H3) a(t) <t, o(t) azalmayan lim;_, 7 (t) =, lim.,o(t) = o,
7'(t) = 19 > 0, TO0 = 00T

dir. Ayrica
w 1
J,,7Te(s)ds = o (2.2.1)

oldugunu kabul edelim. Burada 2z(t) = x(t) +p(t)x(z(t)) seklindedir. (E2)
denkleminin bir ¢dziimii Ty, = tq icin  7(£)[z'(t)] € C'([Ty, ©)) 6zelligine sahip bir
x(t) € C([Ty, »)) fonksiyonudur ve [T,,«) araliginda (E2) denklemini saglar. Biz (E2)
denkleminin x(t) ¢oztimleri olarak sadece her T > T, igin sup{|x(t)|:t = T} 6zelligini
saglayan ¢Oziimleri goz Oniine alacagiz. (E2) denkleminin bdyle bir ¢oziime sahip
oldugunu kabul edelim. (E2) denkleminin bir ¢6ziimii, [T}, o) aralig1 tizerinde keyfi
coklukta sifira sahipse, salinimlidir; aksi taktirde salinimsizdir denir. (E2) diferensiyel
denkleminin tiim ¢Oziimleri salinimli ise, denkleme salinimlidir denir. Daha 6ncede
belirtildigi gibi uygulamali bilim dallarinda siklikla kullanilmasi nedeniyle cesitli tipteki
ikinci mertebeden denklemlerin ¢oziimlerinin salinim veya salinimsizligini géstermek

adina yeterli sartlar1 elde etmek i¢in yogun bir ilgi vardir. Bunun i¢in

[6-8,12,13,15-18,20-28,30-37] ¢alismalarina bakilabilir. Ornegin, Grammatikopolis vd.

(x(@ +p®x(t—1) " +qOx(t-0) =0

diferensiyel denkleminin 0 < p(t) < 1 olmak iizere

f 4(s)(1 = p(s — 0))ds =

sart1 ile birlikte salinimi oldugunu gostermislerdir [6].
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Ayni denklem igin Erbe vd. [7] de q(t) = qo >0, p; < p(t) < p, ve p(t) nin belli
bir yerden sonra negatif olmamasi durumunda gerekli salinim kriterlerini

olusturmuslardir.

Bu sonug diger arastirmacilar tarafindan gelistirilmis ve genellestirilmistir. Bunlara

ornek olarak asagidaki ¢alismalar gosterilebilir. Grace ve Lalli, [8] deki ¢alismasinda

% >k , [ w% = oo Ve p(t) istege bagl bir fonksiyon olmak iizere

O rs=0)
4kp(s) -

[ pae)-p6-0)-

sartlar1 altinda

[r@® @@ +p@®xt —7))] +q@®)f (x(t—0)) =0

diferensiyel denkleminin salinimini incelemislerdir. Xu ve Xia, [28] deki makalelerinde

0 <p(t) <o, q(t) =M > 0 olmak iizere

[(x(®) +p(®)x(t = 7)) +q®)f (x(t = 0)) =0

diferensiyel denkleminin salinimi iizerinde ¢alismislardir. Baculikova ve DZurina, [30]

daki ¢calismalarinda

[r(® () + p(Ox((®) )T + qOx(a(t)) =0 (2.2.2)

neutral diferensiyel denkleminin salinimi ile ilgilenmigler ve yeni salinim kriterleri

olusturmuslardir. Li ve Han, [34-36] daki makalelerinde ikinci mertebeden

(x(®) +p(®Ox((®) "+ q®x(a(®)) = 0

neutral diferensiyel denklemlerin salinimini incelemislerdir. Ayrica Liu ve Bai [20] de,
Xu ve Meng [23-24] de ve Dong [33] deki ¢alismalarinda 0 < p(t) < 1 sart1 ile birlikte
(E2) denkleminin salinimini arastirmiglardir.

Kesim 2.1. de oldugu gibi burada birinci mertebeden diferensiyel denklemleri ikinci
mertebeden (E2) diferensiyel denklemlerle mukayese ederek yeni karsilastirma
teoremleri verilecek, yani birinci mertebeden diferensiyel denklemin saliniml

yapisindan ikinci mertebeden (E2) denkleminin salimimi elde edilecektir. Burada
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kullanilan teknik, incelenen neutral diferensiyel denklemin katsayilar1 iizerindeki bazi

kisitlamalarin kaldirilmasina imkan saglar.

Uyanr1 2.2.1. Bu kesimde incelenen biitiin fonksiyonel esitsizliklerin belli bir yerden

sonra saglandig1 kabul edilir, yani bunlar yeterince biiyiik her t i¢in saglanir.

Uyan 2.2.2. Genelligi bozmaksizin, bu kesimde sadece (E2) denkleminin pozitif

¢Ozlimleri goz Oniine alinacaktir.
TEMEL SONUCLAR

Simdi (2.2.1) sart1 altinda (E2) diferensiyel denkleminin pozitif ¢6ziimleri i¢in sonuglar

verecegiz. Oncelikle bu sonuglarin ispatinda kullanacak asagidaki lemmalar1 verelim.
Lemma 2.2.1. Kabul edelimki A > 0,B = 0,8 = 1 olsun. Bu durumda

(A+B)P < 2P-1(AF + B) (2.2.3)
esitsizligi saglanir.

ispat: 0 < A < B olsun. g(u) = uf fonksiyonunu goz oniine alalm. u > 0 igin
g (w) > 0 olup g(u) fonksiyonu konveks(disbukey) bir fonksiyondur. Burada konveks

fonksiyon tanim1 geregince

g (A er B) < g(4) erg(B)

oldugundan (2.2.3) esitsizligi saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
Lemma 2.2.2. Kabul edelimkiA>0,B >0ve 0 < <1 olsun. Budurumda

(A+ B)P < AP + BF (2.2.4)
esitsizligi saglanir.

Ispat: A=0 ve B=0 icin (2.2.4) esitsizliginin saglandig1 agiktir. A # 0 igin x = % alalim.

Bu durumda (2.2.4) sarti (1 +x)? <1+ xf seklini alir, x > 0 igin dogru oldugu
agiktir.

Simdi (E2) nin pozitif ¢oziimleri ile ilgili lemmay verelim.
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Lemma 2.2.3. x(t), (E2) denkleminin pozitif bir ¢6zliimii olmak tizere
z(t) = x(t) + p(t)x(z(t)) fonksiyonu igin

z(t) > 0,r(t)z'(t) > 0ve (r(t) z' (t))'< 0 (2.2.5)
sartlar1 saglanir.

Ispat:  Kabul edelim ki x(t), (E2) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. (E2)

denkleminden
[r(®)|z’ (t)| 'y ©]'=—q®Ox(a®) <0

dir. Bu nedenle r(t)|z'(t)|a_1z'(t) < 0 azalan olup burada t > t; i¢in z’ (t) < 0 veya

z' (t) > 0 olur. Kabul edelim ki z'(t) < 0 olsun. Bu taktirde sabit bir ¢ sayis1 vardir

<0 dir ve bu ifadenin her iki tarafinin t; den t ye integralini
ra(t)

oyle ki, z'(t) <

alirsak

fttl z'(s)ds < fttl =

ra(s)

2(8) S 2(ty) = ¢ [}, =—ds > o0, &> oo icin

ra(s)
elde edilir. Bu ise z nin pozitifligi ile ¢elisir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Simdi asagidaki sonuglarimizin ispatinda kullanacagimiz Q(t) ve Q*(t) fonksiyonlarini

yeterince biiyiik t ler i¢in

Q) = min{q(6), q(x(t)}, Q*(®) = QYT 17V (s)ds)? (2.26)
seklinde tammlayalim. 1k olarak 0 < 8 < 1 durumunu inceleyelim.
Teorem 2.2.1. 0 < B < 1 olsun. Birinci mertebeden
(w(t) +== w(r(t))) + Q' (OWr(a(D) <0 (E1)

neutral gecikmeli diferensiyel esitsizlik pozitif bir ¢éziime sahip degilse, bu durumda
(E2) denklemi salinimlidir.
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Ispat: Kabul edelim ki x(t), (E2) denkleminin pozitif bir ¢éziimii olsun. Bu durumda
z(t) = x(t) + p(t)x(z(t)) fonksiyonu

0=[r®[z ] +q®)x"(a() (2.2.7)
denklemini saglar. (2.2.7) denkleminde t yerine t(t) yazip

1 : ,
0= 70 [r (@) [z (@ ()] + q(z())xF (a(z(t)))
her iki tarafi py” ile carparsak ve (H;) , (Hs) sart1 kullanilirsa

_ Poﬁ
T'(t)

[r(@(O)2 GE) + poP g (e (o (1))
> 22 [r(2(e)[7 @EDV] + po g (@)x (o (x(e))) (2.28)
elde edilir. (2.2.7) ve (2.2.8) birlestirilirse,
(O OF] + 2 [r(c0)z (@)

+q(O)xF (0 () + pof q(z())xF (a(z(t))) < 0
bulunur. Buradan

B
[r@®z O] + pTLO [r(z(D[z @EN]'] + Q®)[xF (a(®) + poPxF (a(z(t)))] < 0

(2.2.9)
elde edilir. Diger taraftan
z(a(t)) = x(a(t)) + p(a(t))x(a(z(t))) ve 0<p(t) <py < oldugundan

Lemma 2.2.2 ye gore

zP(o(t)) = (x(a(@®) + p(a(®))x (U(T(t))))ﬁ

< xP (a(t)) + poPxh (O‘(T(t))) (2.2.10)
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bulunur. Burada (H,) ve (H;) sartlarim kullanilmistir. (2.2.10) ifadesini (2.2.9)

esitsizliginde yerine koyarsak
[r(O[z'(O]"] + % [r(z()[z @] + Q) [z ()] < 0 (2.2.11)
bulunur. Ayrica Lemma 2.2.3 e gore w(t)=r(t)[z (t)]” > 0 azalan oldugundan

‘ (' @)'re)
Yy =272
(' (O =2

1 1 1
2(©) = (@ r@®)r Y

olup her iki tarafin t; den t ye integralini alirsak,

L 4 3 t RN 2
j;Z(S) ds —J; (r(s)(z (s)) Yr vds

1 1

20~ 26t = [ (r) @) yr v
t1
2(6) = J W (s)r vds = Wr(t) N rvds (2.2.12)

bulunur. Burada (2.2.12) ifadesini (2.2.11) esitsizliginde kullanirsak ,

w© + 2w () + QW (o) (f ¥ 7ds)P <0

0
bulunur ve buradan w(t) nin (E;) in pozitif bir ¢6ziimii oldugunu goriiliir. Bu ise (E;) in

ozellikleri ile gelisir ve ispat tamamlanur.

Simdi (E2) denkleminin pozitif ¢éziimlerinin salinimini elde etmek i¢in (E;) lizerine
yeni kriterler verelim. Burada 7 nun ileri veya gecikmeli bir argiiman oldugu her iki

durumu da ele alacagiz.

Oncelikle bundan sonraki teoremlerin ispatinda kullanilacak olan [34] makalesindeki

Teorem 1 in ifadesini edelim.

Teoreml [34] . y fonksiyonu
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y() 2 f ((_ )1), f(5:3(01()), -, y(0n(s)))ds

integral esitsizligini saglayan pozitif ve azalan bir ¢6ziim ise, bu durumda
(D) -1 O 12 O L. [ O (O] .. 11T = f (& x[01 (D], ..., x[07(8)]
diferensiyel denkleminin
lim,,, x'(t) =0 (i=0,1,2,...,n-1)
ve yeterince biiyiik her t i¢in x(t) < y(t) olacak sekilde pozitif bir x ¢oziimii vardir.

Teorem 2.2.2.0 < 8 < 1 ve 7(t) = t olsun. Birinci mertebeden

=)

Y ©) +—2 0"y (o(0)) = 0 (E,)

(To+poP)Y
delay diferensiyel denklem salinimli ise, bu taktirde (E2) denklemi de salinimlidir.
Ispat: Kabul edelim ki x(t) , (E2) denkleminin pozitif bir ¢oziimii olsun. Burada

Teorem 2.2.1 in ispatindan w(t)=r(t)[z'(t)]” > 0 azalandir ve (E;) denklemini saglar.

Burada

() = w(t) + 2= W(T(t)) (2.2.13)

fonksiyonunu tanimlayalim. (t) = t oldugundan
B
p
y(©) < (1+—w(D)
0

elde edilir. (E,) denkleminde yerine yazarsak, w fonksiyonunun

‘<|‘%

y'(t) + Q*(t) —>— yV(a(t)) <0 (2.2.14)

(To+poh )y
diferensiyel esitsizligin pozitif bir ¢oziimii oldugu goriliir. Buradan [34] deki Teorem1l
geregince y(t), (E,) diferensiyel denkleminin pozitif bir ¢oziimiidir. Bu ise (E,) nin

salimimliligr ile celisir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem2.23. 0<f <1 ve o(t) <t(t) < tolsun. Birinci mertebeden

v 8
vt +—2 Q" Oy (T (e(®)) =0 (E3)
(To+PoP)Y

gecikmeli diferensiyel denklem salinimli ise, (E2) denklemi de salinimlidir.

Ispat: Kabul edelim ki x, (E2) nin pozitif bir ¢6ziimii olsun. 7(t) < t oldugundan
(2.2.13) den

y(®) < (1 +2Dw((o) (2.2.15)
olur. Ayrica a(t) < 7(t) < t oldugundan 77! ile bileskeye tabii tutarsak,
Y00 (t) < t7rot(t) < TTL(D)
t7loo(t) <t < 17L(t)

elde edilir. (2.2.15) da t yerine 7100 (t) yazarsak

(—25) y(® < w((®)

To+poP

( - )J’(T_loa(t))SW(T‘loa(t)) (2.2.16)

To+poP
olur. (2.2.16) ifadesini (E;) denkleminde yerine yazarsak
B
' . ToY B
YO+ QO ————F5y" (@ tos(t)) <0

(To + poP)Y

olur ve bdylece w’nin diferensiyel esitsizligin pozitif bir ¢oziimii oldugu goriiliir.
Buradan [34] deki teoreml geregince y(t), (E3) diferensiyel denkleminin pozitif bir

¢oziimidiir. Bu ise (E3) nin salinimlilig ile gelisir.

2.3. [r(®)[Z' (©]*] + q®) f(x(a(t))) = 0 Diferensiyel Denklemleri i¢in

Salimim Teoremleri
Biz bu kesimde Qi Li, Rui Wong, Feng Chen, Tongxing Li [38] tarafindan incelenen

[r(O)[z' ®)]] + g f (x(a(t)) =0, t >ty > 0 (2.3.1)



32

seklindeki ikinci mertebeden lineer olmayan diferensiyel denklemleri goz Oniine
alacagiz, burada z(t) = x(t) — p(t)x(t(t)) seklindedir ve a > 0 iki tek tamsayinin

oranidir.

Bu kesim boyunca asagidaki hipotezlerin saglandigini kabul edelim.

(Hy) 7r,p,q €C(ty,©),R), r(t) >0, 0<p(t) <p, <1, q(t) = 0ve q yeterince
biiyiik t ler igin 6zdes olarak sifirdan farkli bir fonksiyondur,

(Hy) T € C([tg,»),R) ,1(t) < tvelim,,T(t) =,

(H3) o € C*([tg,©),R), c'(t) >0, o(t) <t ve lime,,o(t) =,

(Hy) f € C(R,R), heru # 0igin uf(u) >0 dirve u # 0igin

fu—z) > k olacak sekilde pozitif bir k sabit sayis1 vardir.

(2.3.1) denkleminin bir ¢6ziimii T, = t, i¢in r(z)* € C'([Ty, ), R) O6zelligine sahip
bir x(t) € C([Ty, »), R) fonksiyonudur ve [T,,«) araliginda (2.3.1) denklemini saglar.

Biz (2.3.1) denkleminin x(t) ¢ozlimleri olarak sadece her T = T, i¢in

sup{|x(t)|:t = T} 6zelligini saglayan ¢oziimleri gz oniine alacagiz. Kabul edelim ki
(2.3.1) denkleminin bdyle bir ¢oziimii olsun. Alisila geldigi tizere (2.3.1) diferensiyel
denkleminin bir ¢oztimiine, [T, o) araliginda keyfi ¢oklukta sifira sahipse, salinimlidir;
aksi taktirde salimimsizdir denir. (2.3.1) diferensiyel denkleminin biitiin ¢6ziimleri

salimimli ise, denkleme salinimlidir denir.

Son yillarda, dogal bilimler ve miihendislikte birgok uygulama alan1 olmasi nedeniyle,
farkli siniflardaki (yapidaki) diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin salinimi tizerindeki
caligmalara ilgi artmigtir. Bunlara 6rnek olarak Hale [39] ve Wong [40] un ¢alismalari
gosterilebilir. Ozellikle ikinci mertebeden ve iigiincii mertebeden gecikmeli-ileri

diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin salinimu ile ilgili bir¢ok ¢alismaya

[5,17,29,40-50] ornek olarak gosterilebilir. (2.3.1) diferensiyel denkleminin ve bu
denklemin 6zel durumlart ile ilgili aragtirmalar [5,29,40,41,44-47,49,50] ¢alismalarinda

gorilmektedir.
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Genel olarak —1 < p(t) < 0 varsayiminin kullanilmasina ragmen c¢esitli arastirmacilar
(2.3.1) denkleminin salimmi igin —oo < —py < p(t) <0 sartim  kullanarak

calismiglardir. Ayrica, Wong [40] da ve Yong vd. [50] de

0<plt)<p,<1 (2.3.2)
ve

t(t)=t—19<tveoa(t)=t—o, <t (2.3.3)

varsayimlari altinda (2.3.1) denklemi igin gesitli salinim kriteri elde etmisler ve ayni
zamanda [49] deki ¢alismalarinda Qin vd. [50] deki ¢aligmasinda bazi hatalar oldugunu

ifade etmislerdir. Baculikova ve Dzurina [42] de
o 1
J;, 7 Te@®dt = (2.3.4)

sart1 altinda tigtinci mertebeden

r(O(x(®) £ pOX(5®)) I + q(®x (1) = 0

neutral diferensiyel denkleminin asimptotik ozelliklerini arastirmiglardir. [42] deKi
caligmasindan  yararlanarak, (2.3.1) denklemi igin yeni salimim kriterleri
olusturulmustur. Bunu takiben biitiin fonksiyonel esitsizliklerin yeterince biiyiik t igin
saglandigi kabul edilmistir. Genelligi bozmaksizin (2.3.1) denkleminin pozitif

cozlimleri ile ilgilenilmistir.

Simdi (2.3.1) denklemi igin salimim kriterleri elde etmek i¢in kullanilacak lemmalar

verelim.

Lemma 2.3.1. Kabul edelim ki (H;) — (H,) kriterleri ve (2.3.4) saglansin ve x(t),

(2.3.1) denkleminin pozitif bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda z, t > t, igin
(€) z(t) >0,z(t) >0,(r(®)(z (£)¥)'<0
(C2) 2() < 0,2'(¢) > 0, (r(t)(z ()*)' < 0,
durumlarindan birini saglar, burada t; > ¢, yeterince biiyiiktiir.

Ispat: Kabul edelim ki t > t; igin x(t) > 0, x(z(t)) > 0 ve
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x(o(t)) >0 olacak sekilde t; >ty vardr. (2.3.1) denkleminde (H,) sartinin

kullanilmasi ile,

r@® ()9 < —kq()x*(a(®)) <0 (2.3.5)

elde edilir. Boylece r(z")* artmayandir ve tek isaretlidir. Yani t > t, i¢in z'(t) > 0 ve
z'(t) < 0 olacak sekilde t, > t; vardir. Eger t > t,icin z'(t) > 0 ise, bu durumda (C,)
veya (C,) elde edilir. Simdi z'(t) < 0 olamayacagmni ispat edecegiz. Eger
[24
t >t,icin z'(t) < 0 ise, bu durumda t > t, icin r(t) (z'(t)) < —c < 0 dir. Burada
1 -1

c =r(ty)(z'(t;))* > 0 dir. Burada z'(t) < —cara(t) olup her iki tarafin t, dent ye

integralini alirsak

t t 1 -1
] z'(s)ds SJ —cara(s)ds
t t

2 2

olur. Boylece

1t -1
z(t) < z(ty) — caf ra(s)ds
t

2

sonucu elde edilir. Burada (2.3.4) sartindan, lim,_,,, z(t) = —oo dir. Simdi asagidaki iki

durumu ayr ayr ele alalim.

Durum 1. Eger x smursiz ise, limy_x(t;) = « olacak sekilde bir {t;} dizisi vardir,

burada limy,_,, t; = © ve x(t;) = max{x(s);t, < s < t;.} dir. Béylece
lim,_,,, 7(t) = oo oldugundan yeteri kadar biiyiik her k i¢in 7(t;) > t, dur.
7(t) <t oldugundan
x(T(tr)) = max{x(s);to < s < ()} < max{x(s);ty < s <t} = x(ty,)
dir, yani x(z(t)) < x(t;) dir. Boylece yeterince biiyiik her k i¢in

z(ti) = x(t,) — p(t)x(t(ti)) = (1 = p(ti) )x(tx) > 0

elde edilir. Buise lim,_,, z(t) = —oo gergegi ile celisir.
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Durum 2. Eger x smirli ise, bu durumda z de sinirhdir, bu ise lim,_,,, z(t) = —oo olmasi
gercegi ile geligir. Bu durumda z, (C;) veya (C,) durumlarindan birini saglar. Boylece

ispat tamamlanur.

Lemma 2.3.2. Kabul edelim ki x, (2.3.1) denkleminin pozitif bir ¢ézliimii olsun ve z,

(C,) sartini1 saglasin. Bu durumda lim,_,,, x(t) = 0 dur.

Ispat: z < 0 ve z' > 0 oldugundan  lim,,,,z(t) =1 <0 olup, burada I sonlu bir
sabittir. Yani z sinirhdir. Lemma 2.3.1 de Duruml in ispatinda oldugu gibi X aym
zamanda smirhdir. x in sinirli oldugu kullanilarak, 0 < a < « igin limsup;_., x(t) = a

elde edilir.

iddia ediyoruz ki a = 0 dir. Eger a > 0 olsaydi lim,,_..t,,, = o Ve lim,,_..x(t,,) = a

a(1l-po)
Po

olacak sekilde bir {t,,} dizisi vardir. Burada ¢ = olsun. Bu durumda her m i¢in,

x(t(tm)) <a+eve

a(l-—
( P0)>0

0 = lim z(t,,) = lim x(t,;,) —pola+¢) =
m-oo m-o 2

dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece a = 0 ve lim,_,, x(t) = 0 dir. Bu da ispati tamamlar.
TEMEL SONUCLAR

Asagidaki teoremlerde kullanilmak tizere yeterince biiyiik £; > t; i¢in

t

£ = ra() [ re(s)ds

tq
alalim.
Teorem 2.3.1. Kabul edelim ki (H,) -(H,) sartlar1 ve (2.3.4) saglansin. Eger yeterince

biiyiik her t; > ¢, i¢in

® _ piOr(e®) _
[ [ko(ta(®) e |t = (2.3.6)

olacak sekilde bir p € C([t,, ), R) pozitif fonksiyonu var ise bu durumda (2.3.1)

denkleminin her x ¢6ziimii ya salimimlidir ya da lim;_, x(t) = 0 dir, burada
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pi(t) = max{0,p'(t)} dur.

Ispat: Genelligi bozmaksizin, kabul edelim ki t > t; igin x(t) > 0,x(z(t)) > 0 ve
x(a(t)) > 0 olacak sekilde t; = t, vardir. Bu durumda (2.3.5) saglanir. Lemma 2.3.1.
den (C;) ve (C;) durumlarindan birini saglar. Her iki durumu ayri ayr1 gbz Oniine

alalim.
[lk olarak kabul edelim ki (C;) durumu saglansin. Burada z nin tanimindan

x(t) = z(t) + p()x(z(t)) = z(t) (2.3.7)
yazilabilir. Burada (2.3.5) ve a(t) < t sart1 kullanilarak

r(OE () <r(a(®)(z (a())® (2.3.8)

(& (t)] T(t))

oldugu sonucuna ulasilir. Simdi  z'(t) = olup her iki tarafin t; den t ye

ra(t)
integralini alirsak,
f z'(s)ds = ft (O] rene (S)l UL
f ra(s)
2(t) = z(ty) + J{ Mds > 7 (Ora(e) N r=a(s)ds = E(0)7'(t) (2.3.9)
ra(s)

esitsizlik elde edilir. Burada w(t) fonksiyonunu t > t; igin

r(OE ()

W) = p(O)—Z s

olacak sekilde tanimlayalim. Burada t > t; i¢in w(t) > 0 dir ve tiirevini alirsak

w'(t) =p'(t )T(t)(z (t) +p(t) [(r(t)(Z'(t))“)’Z“(o(t)) _ a(r(t)(z'(t))“)z“‘l(a(t))z’(a(t))a’(c)]

z%(a (1)) z2%(a(t)) z22(a (1))
' ( ) r®OE )Y ar(t)(z' )%z (o)) '(t)
wi(t) = p'(O) ot (o) p(t) o) PO prEy (2.3.10)

olur. (2.3.5) ve (2.3.7)-(2.3.10) sartlarin1 kullanirsak
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, oz ®)" (r(OE ()Y’
w (t) < P (t) z“(a(t)) + p(t) z“(o(t))

elde edilir. Ayrica (2.3.9) dan

2%(t)
' (©)*

> £9(t) (2.3.11)

olup ayrica (2.3.8) den ve z(t) = x(t) — p(t)x(t(t)) oldugundan z(t) < x(t) dur.
Buna gore z(a(t)) < x(a(t)) den

z%(a(t)) < x*(a(t)) (2.3.12)

elde edilir. (2.3.11) ve (2.3.12) ile birlikte (2.3.10) esitsizliginde kullanilirsa,

, oz ©)" (r(OE @)Y’
w'(t) < p'(t) o) T p(t) 22(o(0)

< p’(t) r(a(t))(z'(a(t))) + p(t) (—kq(t)x“(a(t)))

z“(a(t)) x“(a(t))
w'(e) < P () frds — p(0) ML) (2313

olur yani buradan (2.3.13) esitsizliginin t, > t, igin t, den t ye integralini alirsak,

fi ws)ds < fi [ ) B2 — kep(s)q(5)| s

r(a(s))
§%(a(s))

W) = w(t2) < [} [0 ) 22— kep(s)q(5)| s

w(ts) = - J) [04(8) 7~ kp(s)a(s)| s

dir. Yani

t +()r(a(s)
Ji; [ke()ats) =222 ds < wit)

elde edilir. Bu ise, (2.3.6) ile ¢elismektedir. Boylece ispat tamamlanir.

Eger z, (C,) sartin1 sagliyorsa Lemma 2.3.2 den dolay1 lim,_,,, x(t) = 0 dir. Boylece

ispat tamamlanir.
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p(t) =1 olsun. Teorem 2.3.1 i kullanarak (2.3.1) denklemi i¢in asagidaki Kriterin

sagladigini gorebiliriz.

Sonug 2.3.1. Kabul edelim ki (H,) -(H,) sartlar1 ve (2.3.4) saglansin. Eger

qu(t)dt = ®

ise, Teorem 2.3.1 sonucu aynen gegerlidir.
Teorem 2.3.2. Kabul edelim ki @ > 1 ve (H,) -(H,) sartlar1 ve (2.3.4) saglansin. Eger

yeterince biiyiik t > t; i¢in

0 _ (pr@)*r(a() _
7 [ko®a(@®) 4@(00,(”5‘1_1(0“))] dt = w (2.3.14)

esitsizligini saglayan p € C1([ty, ), R) pozitif fonksiyonu varsa, bu durumda
Teorem 2.3.1 in sonucu aynen kalir, burada p, (t) = max{0, p'(t)} seklindedir.
Ispat: Yukarida oldugu gibi x(t), (2.3.1) denkleminin pozitif bir ¢dziimii olsun.

Lemma 2.3.1 den z, (C;) ve (C,) durumlarindan birini saglar. Ayri ayri iki durumu ele
alalim. ilk olarak kabul edelim ki (C;) durumu saglansin. Buradan (2.3.8) ve (2.3.9)

elde edilir. Simdi w fonksiyonunu Teorem 2.3.1 de oldugu gibi tanimlayalim. Burada

o oz o) r(OE )Y ar(®)(Z )z (a(®))z (a(1))o'(®)
w®=r O 25w PO Srngey PO 200

w®) _ r(®OE )"
p@®) — 2%(0(0)

ve  max{0,p(t)} = p, (t) (2.3.15)

olup (2.3.13) ve (2.3.5) ile birlikte gerekli sadelestirmeleri yaparsak w(t) > 0 ve

, ') / r(t)(z'(t))“ z'(a(t))
< — p+_ —
w(t) < —kp(t)q(t) + >0 w(t) —ap(t)o (t) 70 ) 2e@) (2.3.16)

elde edilir. Diger taraftan (2.3.8) ve (2.3.9) den

zZ(e®) 1 r(e®)(E (@@®)N* (Z(U(t)))a—1 > £ (@@ T () (2.3.17)

z(a(®)  r(®)  z%a() z'(a(t)) r(@®)  z%o(®)

dir. (2.3.17) yi (2.3.16) da yerine koyarsak
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£ (o)

2
o) ®

w'(t) < —kp(t)q(t) + ’;Jr(—g)w(t) —ao'(t)

_ (P ()?r(a(®))
= —kp(0a(®) + o o o o) (2.3.18)

elde edilir. (2.3.19) durumunun t, > t igin t, den t ye integralini alirsak

t _ (pr@)*r(a(®)
ftz [kp(t)CI(t) 4ap(t)a'(t)f“—1(a(t))] dt = W( tZ)

elde edilir. Bu ise, (2.3.14) ile gelismektedir.

Eger z, (C;) durumunu sagliyorsa, Lemma 2.3.2 kullanilarak lim,_, x(t) = 0 elde

edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 2.3.1. t > 1 icin

[x(t) —%x(t —g)]”+ 8x (t—g) =0 (2.3.19)

ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemi g6z Oniine alalim. Sonug¢ 2.3.1 den
(2.3.19) denkleminin her x ¢oziimii ya salinimlidir ya da lim;_, x(t) = 0 sartlarinin
saglandign goriiliir. Ornegin x(t) = sin4t ¢oziimii denklemin salinimli bir ¢dziimiidiir.

Yani

r@® =1 pO)=—7, 1O =t-2,q)=8, o) =t-7, a=1
olmak iizere Sonug 2.3.1 den f:: 8dt = ve (2.3.4)den ftc: 1_%dt = oo elde edilir.
Ornek 2.3.2. t > 1 icin

(t2(Z ()% +yt 223 (5) = 0 (2.3.20)

ikinci mertebeden lineer olmayan neutral diferensiyel denklemi ele alalim. Burada

t
z(t) = x(t) - x(2_3) ve y > 0 birsabittir. a = 3, r(t) =t2, q(t) =t72, o(t) = %

k =y ve p(t) = tolsun ve belirtelim ki her k, = (0,1) igin &(t) = 3kt olur.
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Teorem 2.3.2 den dolay1 bazt ko € (0,1) icin eger & >$ ise (2.3.20)
0

denkleminin her x ¢6ziimii ya salinimlidir ya da lim;_,,, x(t) = 0 dir. Bununla birlikte

Teorem 2.3.1 den dolay1 bazi ky € (0,1) icin eger & > 272? ise (2.3.20) denkleminin
0

her x ¢6ziimii ya salinimlidir ya da lim;_,, x(t) = 0 dir. Belirtelim ki her k, € (0,1)

icin s >——7 dir. Bu nedenle Teorem 2.3.2 bazi1 durumlarda Teorem 2.3.1 in
27ko 54k,

gelistirilmis halidir. Fakat Teorem 2.3.1, 0 < @ <1 oldugu durumlarda (2.3.1)

denklemine uygulanamaz. [40,49,50] de elde edilen sonuglar (2.3.3) sarti

saglanmadigindan (2.3.20) denklemine uygulanamaz.



3.BOLUM

IKINCIi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN IKiINCI YANLI
DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCiN SALINIMLILIK KRIiTERI

Bu boéliimde o6zel tipteki diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin salinimi ile ilgili

yapilan ¢alismalar asagidaki kesimlerde ele alinip incelenecektir.

3.1.

’

(rlx®" ¥ ®) +p®lx®1x©

+ 372, q;(®)|x@®)|Fi1x(t) = e(t)
Diferensiyel Denklemleri i¢in Salimm Kriterleri

Biz bu kesimde Zhaowen Zheng, Xiao Wang, Hongmei Han [51]tarafindan

incelenen

(rOK O 5 ®) + OO 20 + Y gOROFYE = et = £
j=1
(3.1.1)

seklindeki ikinci mertebeden lineer olmayan ikinci yanli diferensiyel denklemleri goz

oniine alacagiz, burada 7, p, q;(1 <j <m), e € C([ty,»),R), r(t) >0 ve

0<a<pB<By < <PBm reel sayilar, p,qg(1<j<m) ve e(t)

fonksiyonlarmin isaretlerinin degisebilir oldugunu kabul edelim.

Ikinci boliimde belirtildigi gibi (3.1.1) denkleminin bir ¢dziimii T, = t, igin
r(®)|x' ()% 1x'(t) € C'([Ty,©))  Ozelligine sahip bir  x(t) € C'([Ty, ®),R)
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fonksiyonudur ve [T,, ) araliginda (3.1.1) denklemini saglar. Biz (3.1.1) denkleminin
X(t) ¢6ziimleri olarak sadece T = T, i¢in sup{|x(t)|:t = T} 6zelligini saglayan asikar
olmayan ¢oziimleri goz Oniline alacagiz. (3.1.1) denkleminin asikdr olmayan ¢oziimii
keyfi coklukta sifira sahipse, salinimlidir; aksi halde salinimsizdir denir. Eger (3.1.1)
denkleminin tiim asikdr olmayan ¢6ziimleri salinimli ise, (3.1.1) denklemine

salinimlidir denir.

Burada belirtelim ki (3.1.1) denklemi g;(t) =0, 1 < j < migin

Ol O %' (®) +p@OIx(O1*x() =e(t), t=t, 3.1.2)

yar1 lineer diferensiyel denklemine doniisiir. (3.1.1) denklemi p(t) = 0 ve m=1 oldugu

Zaman

POl O %' () +q@®Ix®O1F 2 (@) = e(®), t=t (3.13)

yart lineer diferensiyel denkleme indirgenir.(3.1.2) (veya (3.1.3) denklemi igin) ve

(3.1.2) nin 6zel durumu olan (ikinci yansiz)
@' O %' @) +p@x@O1“ () =0, t=t (3.1.4)

denklemleri igin salimm kriterleri Elbert [61] in ¢alismasi esas alinarak bir¢ok
arastirmaci tarafindan genis Ol¢iide ¢alisilmistir [43,55-69]. Bu sonuglarin ¢ogu ya
Winter [64] yada Kamanev [43] tarafindan lineer diferensiyel denklemler i¢in verilen
kriterleri igerir. Ote yandan yari-lineer diferansiyel denklemler (3.1.4) lineer
diferensiyel denklemlerin benzer 6zelliklerine sahiptir. Ornegin, Sturm karsilastirma ve
ayirma teoremi (3.1.4) denklemi igin de gegerlidir. ( Daha detayli olarak Elbert [61], Li
ve Yeh [67] caligmalarinda goriilebilir.)

Ozel olarak

a+1

W+ p(0) + ar s (@)|wle =0 (3.1.5)

Ricatti tipi denklem ve (a + 1) inci dereceden

R(x) = [ p(0)|x|** = r(£)]x'|** ] dt (3.1.6)
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fonksiyonu, lineer salimim teorisindeki klasik Ricatti denklemi ve quadratik (ikinci

derece) fonksiyonu ile aymi rolii oynar. Burada (3.1.4) diferensiyel denkleminde

7’|x’|0£—1 !
- lc|a—1x

ifadesinin her iki tarafinin tirevi alinirsa,

!

(rlx'|*"1x)"  (r]x'|* x). a.x’

lea—lx |x|a+1
veya

Wt (rlx'|* %) a.x’  (r|x'|*7x")
|x|a+1 |x|a—1x

elde edilir. Simdi(3.1.4) diferensiyel denkleminin her iki tarafi

boliiniir ve W nin tiirevi kullanilirsa,

. (x| x"). e x!
|x|a+1

+p()=0
elde edilir. Buradan

1
ra(r|x'|*x").a.x'
T +p()=0
ra|x|a+1

olmak tizere (3.1.5) denklemi elde edilir.

lx (1%~ x(8)

doniistimii uygulandiginda (3.1.5) Ricatti denklemi elde edilir. Yani w

ile

((3.1.4),(3.1.5) ve (3.1.6) arasindaki iligkinin ispat1 son zamanlarda olusturulan Picone

0zdesligine dayanmaktadir [62].)
a=1 i¢gin (3.1.2) denklemi
r@Ox' @) +p)x@) =e(®), t=t

lineer diferensiyel denkleme indirgenir.

Wong [52], (3.1.7) denklemi ile ilgili asagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 3.1.1. Kabul edelim ki herhangi bir T > ¢, i¢in t € [s4,t,] i¢ine(t) < 0 ve

(3.1.7)

t € [sy,t,] igin e(t) = 0 olacak sekilde T <s; <t; <s, <t, vardr.
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i =12 igin D(si t) = {u € C'[sy, t;] s u(t) # 0,t € (s3,t;), ulsy) =u(t) =0}

olsun. Eger i = 1,2 igin

Riw) = [['Ip(©u?(®) = r(6) (' ())2]dt > 0 (3.1.8)

olacak sekilde u € D(s;, t;) mevcut ise, bu durumda (3.1.7) denklemi salinimlidir.

Bu sonug, e(t) nin “’salinimlilik araligini’” ve (3.1.7) denklemi igin LeightonVaryasyon
prensibini igerir. Son zamanlarda benzer bir metot kullanilarak, Wong un sonucu pozitif
ve azalmayan ¢ € C'([ty, ©),R) fonksiyonu icin Lie ve Cheng tarafindan (3.1.2)

denklemine genellestirilmistir. Burada Lie ve Cheng [53] temel sonucu verelim.

Teorem 3.1.2. Kabul edelim ki herhangi bir T > t, i¢in t € [sy,t;] igine(t) < 0 ve

t € [s,, ty] icin e(t) = 0 olacak sekilde T <s; <t; <s, <t, vardir. i = 1,2 igin
D(syt;) = {u € C'[sy, t;]:u(t) # 0,t € (53, t;), u(s;) = u(ty) = 0}

olsun. Eger H € D(s;, t;) fonksiyonu ve i = 1,2 i¢in

[ HOp@p®adr > () [0 i @) + 1H@® ) d: (319)

si |H(t)|%~1

olacak sekilde bir pozitif, azalmayan ¢ € C'([ty, ), R) fonksiyonu mevcut ise, bu

durumda (3.1.2) denklemi salinimlidir.

Bununla birlikte belirtelim ki (3.1.9) esitsizliginin (3.1.6) daki (a + 1) dereceli
fonksiyonu ile bir iligkisi yoktur ve Teorem 3.1.2, @ > 1 i¢in uygulanamaz, ¢iinkii
|H(t)|*"1, (3.1.7) nin sag tarafindaki integral {izerinde kesrin bolenidir ve

H(s;)) =H(t;) =0 dir. Ustelik belirtilen sart [52,53] calismalarinda dogrudan
goriilemez. Yani segilen aralikta p(t) = 0 olmalidir. Bu hipotez olmadan salinimlilik

kriteri hakkinda bilgi edinilemez.

Burada (3.1.1) diferensiyel denklemi i¢in incelenmis yeni salinim kriterleri verilecektir.
Bu salinim Kriterleri yukarida verilen sonuglarin iyilestirilip genellestirilmesi adina
(3.1.6) daki (a + 1) dereceli fonksiyon ile yakindan iligkilidir. Ayrica temel sonuglar

gosteren Ornekler verilecektir.
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TEMEL SONUCLAR
[k olarak Young’s Esitsizliginin déniisiimii olan bir esitsizligi verelim.
Lemma 3.1.1 [70].
Kabul edelim ki X ve Y negatif olmasin, bu durumda
YXYYVTL—Xr < (y—-1Y",y>1 (3.1.10)
dir. Burada esitligin olmasi icin gerek ve yeter sart X = Y olmasidir.
Simdi temel sonu¢larimizi verelim.
Teorem 3.1.3. Kabul edelim ki herhangi bir T > t, i¢in t € [sq,t;] U [s,, t;] i¢in
qi(t) =0 (1<j<m)ve

<0, t€[sq,ty]

>0, te st (3.1.11)

e(t):{

olacak sekilde T <s; <t; <s, <t, esitsizligi vardir. i = 1,2 igin
D(s; t;) == {u € C[s;, t;]:u*1(t) > 0, t € (s;,t;),u(s;) = u(t;) =0} olsun. Eger

i =1,2icin

[0 [(0® + Et 0 @)H10) = (0 (|5 0] + 2229 T ae > 0

(@+De(®
(3.1.12)

olacak sekilde H € D(s;, t;) ve bir pozitif ¢ € C'([t,, ), R) fonksiyonu mevcut ise, bu
taktirde (3.1.1) denklemi salmimlidir. Burada 0° = 1 kabulii ile birlikte

ll—ﬁj [1—,8]'

0,0 = P [m(B; - ] P g, eI P, 1<) <m (3.1.13)
seklindedir.

Ispat: Tersine asikar olmayan salmimsiz bir ¢dziimiin oldugunu kabul edelim. Baz1

Ty = tyicin [Ty, o) araligi tizerinde x(t) > 0 oldugunu varsayalim. t > Tyicin
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r®x' ] x'®

w(®) = () = o (3.1.14)

seklinde tamimlayalim. (3.1.14) in tiirevini alip (3.1.1) denkleminde kullanirsak her

t > TO 1(;11’1

o @ ©] X @© OO O]
W) = O B +‘p(t)[ X (O« 1x(D

oy @ Oe® T ®]F X @)
W) == oo

' a-1 ! '
w (r(t)lx @ "x (f)> r@O @] * O (Ix@1% 12 @)
e(0) [ (t)| %=L (t) (Ix@®1*=1x())*

'

' a-1 .
0 rOf " (£ ©) pawrae) y (roro o)

w®) =22wt) —a o(0) i
1 (x(t))““«pé(t)r%(t) [ () |2~ 1x(t)
a+1
w(t) = %W(t) —a P - — o(t) [p(t) + Z;’;l qj(t)|x|5j‘“ . bc(t)lecg—f)lx(t)]
Y (p(O)r(@®)™

(3.1.15)

elde edilir. Bu varsayima gore I; = [sy, t;] arahginda e(t) < 0 olsun diye t; > s; > T,

secebiliriz. Verilen t € I; igin

F(y) = qj(t)yﬁf"“ — :1(_;21 , 1 <j<m alnirsa P}(y]*) =0 ,Fj"(yj*) >0 dir,
burada

' —a— ®)
FO) = (B —a)a;(0yPm*t + 2

olmak tlizere

FQi7) = (8 — ;@ 0; )t + #(2"“ =

—ae(t)

KB = %)
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veya
1
e [ —ae(t) ]Bj
Vi = [m(g—a)a,®
elde edilir.

F;(¥), y;"noktasinda minimum degerine sahiptir, yani

FEW) = F(y;") = Q;(t) (3.1.16)

elde edilir. Boylece (3.1.15) ve (3.1.16) ifade eder ki w(t)

a+1
w a

p@[p® + 57, Q0] < -w' @ + 22w - a——L (3.1.17)
(pOr®)=

esitsizligini saglar. (3.1.17) nin s;den t; e integralini alinirsa

f e [p@®) + X7, Q;(O|H*  (t)dt

a+1

w a
< [THe(p) W)+ 0 - a a——15 |dt
S1 o(t)
(pr®)=

elde edilir. Burada kismi integrasyon uygulanirsa
[ o®[p®) + X, Q(0]H (D)t

= — (H™ ()W (8) + H™* (5w (s0)) + [ (@ + DHADH (O)w(e)dt

atl
w a

t ‘)
+ fsll Ha+1(t) %W(t) — C{m dt
pt)r(t))=

elde edilir. H(s;) = H(t;) = 0 oldugundan

f eO[p@®) + X7, Q;(O]H*  (t)dt

1

a+
t / H)e'(t) 1 lw(t)| a

= [a+ DHY®) |H' () + —L2 w(t) — af HOH () = dt
s1 [ (a+1)<p(t)] ((p(t)r(t));‘
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+1

t 4 [HOR® b wol'T
< [+ DO |H O] + B2 wryde - @ [ O et g)ar

' (p0r®)a
(3.1.18)
elde edilir. Burada
ﬁ 1
X = s IH* Ow ()], y =1+~
(p®Or®)e
- o] + OO
Y = @@r@)= ||H O]+ &5
olsun. Lemma 3.1.1 ve (3.1.18) esitsizligini kullanirsak
[ e®[p® + T Q(O]H (D)t
[H® ©N*
< [lo@r®|HOl+ ot @] e

elde edilir ki buda i = 1 i¢in (3.1.12) sart1 ile ¢elisir. Diger taraftan x(t),

t =1y >ty negatif bir ¢oziim ise Ricatti doniistimiinii (3.1.14) deki gibi tanimlanir,
aym zamanda (3.1.15) elde edilir. Bu durumda I, = [s,,t,] araliginda e(t) =0

olacak sekilde t, > s, > 17, segeriz. Verilent € I, igin y(t) = —x(t) ve

F(y) =q;0)yPie =22 1<j<mise, F(y)=F(y")=0Q;() eldeedilir.

my<%

i = 2 i¢in teoremin kalan kisim benzerdir ve (3.1.12) ile bir geliski elde edilir. Bu da

teoremin ispatin1 tamamlar.

Sonug 3.1.1. Eger Teorem 3.1.3de ¢(t) = 1 alinir ve (3.1.12) esitsizligin i = 1,2 i¢in

a+1

R;(H) := [(p(t) + I, Q(O)HE@D () — r(0)|H' (0] dt > 0 (3.1.19)

esitsizligi ile degistirilirse, bu durumda (3.1.1) denklemi salinimlidir.

Eger p(t) = 1veq;(t) =0,1<j <mise, (3.1.2) denklemi i¢in asagidaki sonug elde

edilir.
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Sonug¢ 3.1.2. Kabul edelim ki herhangi bir T > t, i¢cin t € [s1,t;] U [s,, t,] igin
p(t) = 0 olacak sekilde T <s<t;<s, vardir ve e(t), (3.1.11) seklinde olsun.
D(s;, t;), Teorem 3.1.3 deki gibi taniml1 olsun. Eger i = 1,2 igin

Ri(H) = [}' [p(t)H(“+1)(t) - r(t)|H’(t)|““] dt >0 (3.1.20)

olacak sekilde H € D(s;, t;) fonksiyonu varsa bu durumda (3.1.2) denklemi salinimlidir.

Uyann 3.1.1. Sonu¢ 3.1.2 (3.1.6) daki (¢ + 1) dereceli fonksiyonu ile yakindan
iligkilidir. Bu ylizden Teorem 3.1.3, Sonu¢ 3.1.1 ve 3.1.2 ve Teorem 3.1.1 in
iyilestirilmis halidir ve bdylece Teorem 3.1.2, Sonug¢ 3.1.1 ve 3.1.2 de a pozitif sabiti
(0, ) da herhangi bir say1 secilebilir.

Uyari 3.1.2. Teorem 3.1.3 , Sonug 3.1.1 ve 3.1.2 deki (3.1.11) hipotezi asagidaki

>0, t€|[sq,ty]
<0, tE€]|s,t,]

e(t):{ (3.1.21)

sart1 ile yer degistirilebilir. Sonuglar bu durumlar i¢inde gegerlidir.

Uyan 3.1.3. Secilen araliklar {izerinde p(t) isareti hakkinda kisitlama yoktur fakat p(t)

negatif olmamalidir. Bununla ilgili sart

PO+ ) 0020
j=1

J

dir.
Uyan 3.1.4. Li ve Cheng [53] makalesinde oldugu gibi p'(t) = 0 kabul etmiyoruz.
Ornek 3.1.1. ikinci mertebeden Duffing denklemini

x +x+ex3 =esindt,t >0 (3.1.22)
g0z Oniine alalim. Belirtelim ki (3.1.22) denklemia =1, f =3ve r=p =1,

q = ¢, e(t) = esin3t igin (3.1.1) denkleminin &zel bir durumudur. Denklem yapisi
uymadigindan Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 bu denklem i¢in uygulanamaz. Bununla
birlikte H(t) =sint ve ¢(t) =1 ile birlikte (3.1.22) denklemi igin salimim elde
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edebiliriz. Herhangi bir T > 0 igin yeterince biiyiik n secilebilir 6yle ki nm = 2kmr > T
ve s; = 2km ve t; = (2k + 1)m dir. Burada

Q(t) = 33/|e|/4sin’t

Ri(H) = [ [(0(®) + QE)HV (@) — r(0)|H'(0)] ] de

= fz(i’:l)” [(1 + Bi/@sinzt> sin*t — cosztl dt

= f:33w/|e|/4sin4tdt >0

oldugu goriilebilir. Boylece R;(H) > 0 elde edilir. Benzer olarak s, = (2k + 1) i¢in
ve t, = (2k + 2)m i¢in R,(H) > 0 oldugunu goririz. Boylece (3.1.22) denklemi
Sonug¢ 3.1.1 ve Uyari 3.1.2 den salmimlidir. Ustelik belirtelim ki x = sint, (3.1.22)

denkleminin salinimli bir ¢oztimiidiir.

Ornek 3.1.2. t > 1icin
[(2 + cost)|x’(t)|“‘1x’(t)] + Ky (0] 1x(t) + K,x(t) = —sint (3.1.23)
forced yar1 lineer diferensiyel denklemi géz 6niine alalim. Burada a = étﬁr.

H(t) = sint ve ¢(t) = 1ile birlikte K, = 0 iken Li ve Cheng [53] tarafindan

4
K; = 5(§)§= 8,585 iken (3.1.23) denklemi igin salinmlilik elde edilir. Bununla

birlikte bu ¢alisma (3.1.23) diferensiyel denklemine uygulanamaz. Sonug¢ 3.1.1
kullanilarak K; > 2 iken (3.1.23) denkleminin salinimi elde edilir. Aslinda

2
Q(t) = 3i/|K,|/4sinst elde edilir. Her T > 1 igin yeterince biiyikk n secilir 6yle ki
nm = 2k > T ve s; = 2km ve t; = (2k + 1)m dir. Burada

Ry(H) = [ [@0(®) + QEe)HED(0) — r(0)|H'(0)] ] ar

2k+1 o2 o4 4
= Z(kn o [(Kl + 33 |[(2|/4sm3t) sinst — (2 + cost)lcost|3] dt
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4
=[SV (1, — D)sinst + 33K, /4sin?t] de > 0, Ky > 2 igin
oldugu goriiliir. Benzer olarak s, = (2k + 1)m igin ve t, = (2k + 2)m igin

R,(H) > 0 oldugu gosterilebilir. Boylece (3.1.23) denklemi K > 2 i¢in Sonug 3.1.1 den

salinimlidir.

3.2.

(r(t)|x'(t) +px'(t—a)|* 1 (x'(t) + px'(t — 0'))), + qo(®)|x (7o (t))|a_1x(ro(t))

+ ) a®lx(@®)" x(w00) = e®sgnx®)
i=1

Diferensiyel Denklemleri I¢in Salinim Teoremleri

Bu kesimde Jichao Zhong, Zigen Ouyang , Shuliang Zou [71] tarafindan incelenen
! -1
(r®1x' () +px' (£ = )15 (' (0) + px' (£ = 0)) ) + Qo (O)|x(1()|* x(0(8))

+ 3%, g @®x(mO)F T x(1:(0) = e(®sgn(x (), t =ty igin (3.2.1)

seklindeki ikinci mertebeden lineer olmayan ikinci yanli (forced) neutral gecikmeli
karma diferensiyel denklemleri goz Oniine alacagiz, burada a < f;(i =0,1,...,n)
pozitif sabitler, r(t) € C1([ty, ©); RT), r'(t) =0, ¢;(t) =0(i=0,1,...,n),

e(t) <0, p=0 ve g = 0 olsun. Ayrica bu kesim boyunca t € [t,, ) i¢in

() < 1;(0)([( =0,1,2,...,n), 7(t) <t —o0, lim,,1(t) =0 ve t'(t) > 0 olacak
sekilde 7(t) € C1([ty,); RT) oldugunu kabul edelim. (3.2.1) denkleminin 6zel

durumlarinda incelenmis asagidaki ¢alismalardan bahsedebiliriz.

Lie ve Cheng [80], (3.2.1) diferensiyel denkleminin bir 6zel durumu olan

(r@I (172 () + pO)x(O1*x(0) = e(®) (32.2)



52

diferensiyel denklemi igin salinim kriteri elde etmislerdir. Daha sonra Zheng ve Wong
[51], (3.2.2) denkleminden daha genel olan

(r@®1x' O1 %' () + p®O1x (1% x(8) + Xy q: (O 1x(OFi x(t) = e(t)
(3.2.3)

diferensiyel denklemi i¢in bazi benzer Ozellikler incelemislerdir. Bununla birlikte,
yukaridaki ikinci mertebeden forced (ikinci yanli) neutral gecikmeli diferensiyel
denklem formu flizerinde ¢ok az calisma bulunmaktadir. Burada (3.2.1) denkleminin
salinimliligi aragtirilmisgtir; biz [t,, o) aralig1 iizerinde mevcut ve herhangi T > t, igin
sup{|x(t)|: t = T} 6zelligini saglayan (3.2.1) diferensiyel denkleminin x(t) ¢6ziimlerini
g0z Oniine alacagiz. Daha dnceden de belirtildigi gibi (3.2.1) denkleminin x(t) ¢6zimii
keyfi ¢oklukta sifira sahipse, salinimlidir; aksi halde salinimsizdir denir. Eger ¢6ziim
salmimsiz ise, bu durumda ¢oziim belli bir yerden sonra ya hep pozitif ya da hep
negatiftir. Eger (3.2.1) denklemi salinimlidir gerek ve yeter sart (3.2.1) denkleminin

biitiin ¢oziimleri salinimlidir.
Verilen sonuglari elde etmek i¢in kullanilan asagidaki lemmay1 verelim.
Lemma 3.2.1 [81]. f, g: [to,©) — R fonksiyonlari t = t, + max{0, c} i¢in
f() = g(t) +pg(t — c) olacak sekilde tanimli olsun, burada p,c € R ve p # 1 dir.
Kabul edelim ki lim;_,, f(t) = [ € R mevcut olsun. Bu durumda
1) Eger liminf,_,, g(t) =a €Rise, L =(1+p)a
2 ) Eger limsup;_,,g(t) =b €Rise, L =(1+p)b
ifadeleri saglanir.
TEMEL SONUCLAR
Teorem 3.2.1. Kabul edelimki 0 < p < o, p # 1 olsun. Eger
lim;_, R(t) = (3.2.4)

ve
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, a+1
(p+®)  r@®)
p()(T ()"

0 (1-e)“ 1
ft (X ( )Q( ) (a+1)(a+1)

) reverevesy dt = (3.2.5)

olacak sekilde £(0 < € < 1) ve pozitif siirekli bir p(t) fonksiyonu varsa, bu durumda
(3.2.1) denklemi salinimlhidir, burada

= ds (3.2.6)

HOENN
ra(s)
Q) = qo(t) + Xiz1 Q:(D)

[CE:D)] Bi—a)

=qo(t) +Xit,a ﬁlﬁl[n(ﬁl—a)] bi (ql(t))ﬁlle(t)l bi (3.2.7)
p+(t) = max{0,p'(t)}, (3.2.8)
seklindedir.

Ispat: Kabul edelim ki (3.2.1) denkleminin salinimsiz bir ¢oziimii x(t) olsun. Genelligi
bozmaksizin X(t) belli bir yerden sonra pozitif bir ¢dziim olsun. (Belli bir yerden sonra

negatif ¢6ziim olmas1 durumundaki ispat benzer sekildedir.) Burada y(t) fonksiyonunu

y(®) = () + px(t — o) (32.9)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda (3.2.1) denklemi
' a-1 I a-1
(rOl O Y®) + a®x(w®)|* x(w®)

S g Ox(m )7 (1 0) = e(®) (3.2.10)

seklinde yeniden yazilabilir. Agiktir ki x(t) > 0, y(t) > 0 olacak sekilde t; = t,
degeri mevcuttur. (3.2.10) dan goriiliir ki r(t)|y'(t)|a_1y'(t) belli bir yerden sonra

azalan olup bu da y'(t) nin belli bir yerden sonra pozitif veya negatif olmas1 demektir.

Simdi iddia ediyoruz ki y'(t) > 0 olsun. Aksi halde y'(t) < 0 dir. x(t) belli bir yerden

sonra pozitif oldugundan ve (3.2.10) kullanilirsa,

r@©=y' ) = [r@|-y' O (=¥ ©)] = 0
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a
oldugu kolaylikla goriilebilir. Ciinkii r(t) (—y'(t)) belli bir yerden sonra pozitif

a
oldugundan burada M > 0 ve t >t, i¢in r(t) (—y'(t)) > M olacak sekilde

1
t, = t,;" vardir, yani t > t, icin -y (t) = M« ! T dir.
r(t)a

Yukaridaki esitsizlik integre edilir ve t — oo igin limitini alinir ve (3.2.4) ve (3.2.6)
kullanilirsa, lim,_,,, y(t) < —oo elde ederiz ki bu ise y(t) nin belli bir yerden sonra

pozitif olmasi ile gelisir. Boylece t > t5 icinx(t) > 0,y(t) > 0,y'(t) > 0,
[r(t)(—y (£))*] < 0 elde edilir ve buradan t > ¢, icin

r®) (' ) < r((®)(y'(z(t)))% oldugu goriiliir, bu da t > t5 igin

1
ya®) _ ra
e < (3.2.11)
YO T e

olmasini gerektirir. t = t3 i¢in

rOOE)*
u® = PO o) (3.2.12)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda u(t) > 0dir. y'(t) > 0 ve

[r(®)(y'(t))*]’ < 0 oldugundan bu demektir ki r(t)(y'(t))* monoton azalan bir
fonksiyondur. Ciinkii r(t) artan oldugundan y'(t) de azalandir. Boylece

lim,,, y'(t) = b = 0 dir. Kolaylikla gosterilebilir ki x'(t) sinirhdir. Lemma 3.2.1 den
liminf,_, x'(t) = limsup,, x'(t) = lim;,x'(t) =a ve a= ﬁ >0 elde edilir.
Burada asagidaki iki durumu g6z oniine alalim.

Duruml. lim,_,,, x (t) = a > 0 olsun. Bu durumda t > t5 icin x'(t) > 0 olacak sekilde
bir t; > t, degeri vardir. (3.2.12) den ve x'(t) > 0 oldugu dikkate alinirsa,

L) = p'0) YO y(t) ()[r(t) y(t)

(v(= (y=@))”
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, a , a , a a-1 ,
_ P ®p® r@®(y'®) () COO'®)) rOF®) aly(@®) TOyaEw)
O (o) O o) 0G0)
_P® ro(y®)” , (ro('®)")
——ult a1 t t) +pt)———="—
G (6) —aplt )()’(T(t))) =y (fO)r© +p© (v(z®))
a 1 1 , ay’
_P® r0(y'®) pawraee) , (ro('®)")
—u(t T(t) )t (t) + p(t) ——==
= £2u(t) - ap(®) (y(r(t)))mp%(t)rémy( ©)7'() +p(©) =)
’ ' a1 ro(y©)")
= Cou(® - ——u e« (1) oy 1))
(p(Or(x®))* (V)
elde edilir. (3.2.10) diferensiyel denkleminden
(t) _r® (1) u(t) — L)lu%l(t) — p(t) qo®)x%(To () +X1, q;(O)xPi(zi())—e(t)

p(t) x(z(®)+px(z(£)-0))*

(po)r(z())*
bulunur. Burada y(t) = x(t) + px(t — o) dat yerine 7(t) alinir ve

p.(t) = max{0, p'(t)} kullamlirsa t > t5 igin

' ' a+1
w(6) < 22u(e) - — "« (1)
(p(Or(x(®))”
Bi—«a __e®
~ e p(® a0 + Ty @i (03P (2 (9) - 20
(3.2.13)

' a+1

elde edilir. Burada s > 0 i¢in F(s) = p;((?s at (t) TS @ fonksiyonunu

(p(Or(x(®))”

tanimlayalim. Simdi, F(s) in maksimum oldugu bir nokta bulalim. Yani

F'(sg) = 0,F"(s¢) < 0 olacak sekilde bir s, noktasi1 vardir. Kolaylikla gosterilebilir Ki

1

1 (pe()* r@®) dir. Yani  F'(s) = p+' @) (at+tD)T'(D)
- 1

lmak i
1+a)* pa(t) (TN p(t) (p(t)r(‘r(t)))a oTmat nzete

So =

! ! 1
Fi(s)) =0dan 28— _@t® .2 _ 0 ve buradan s, =

PO (por)

1 (pi(O)% r(x(®)
(1+a)® pa(t) (T'(D)*
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elde edilir. Boylece F(s), s, noktasinda maksimuma sahiptir. F(s) fonksiyonunda s

yerine s, degeri yazilirsa, yani

1 (p(O) r(@®)
A+t p*) (T

F(so) =

bulunur ve boylece

1 (pa () r(z()

F(s) = Flso) = gem pan o

(3.2.14)

elde edilir. Burada 1 < i <nicin  F,(x) = q()x#* =& alalim. Simdi F;(x) in
minimum noktas1 bulunur yani F;(x;*) = 0, F, (x;*) > 0 olacak sekilde bir x;* noktas

—ae(t)

1
m]ﬁi seklindedir. Yani

vardir. Goriillir ki x;* = [

F () = (B; — a)qu(0)xPi=%" + 228 olmak iizere F{(x;") = 0 dan

— a)a \Bi—a-1 4 @M _ * — [zae® A o
(.BL a)ql(t)(xl ) +n(xi*)“+1 0 ise, x;” [m(ﬁl a)ql(t)] elde edilir.
Boylece F;(x) , x;* da minimuma sahiptir ve
Fi(x) = Fi(x;") = Q;(®) (3.2.15)
dir. (3.2.13)-(3.2.15) birlikte gbz Oniine alinirsa t > t3 icin,
W) < 1 (p+(t)) r(‘c(t)) 1 100 (3.2.16)
= (1+a,)a+1 p“(t) (T'(t))a (1+p)“p L.

bulunur, burada Q(t), (3.2.7) deki gibi tanimhidir. Yukaridaki esitsizligin her iki

tarafinin t; den t ye integralini alirsak

a+1
1 (P-’o-(s)) r(z(s)) o1
ft u(s)ds < f [(1+06)”‘+1 p(s) (r'(s))a (1+p)ap(s)Q(s) ds

a+1
t| 1 1 (PL(S)) r(z(s))
u® —ult) < -, [(1+p)ap ()QE) = Frgem ™ pacs (r®)" @

, a+1
t| 1 1 p+(s) )
O<u®=ults) =, l<l+p)ap ()Q(s) - (1+a)a+1( +pa<z) (Tr(:sj)()zl @
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. a+1
ot (1-e)@ _ 1 (P+(5)) r(z(s))
u® = ults) = |, |Gpaae P00 ~ T ey (r )"

ds (3.2.17)

elde edilir. (3.2.17) nin t — oo i¢in limitini alir ve (3.2.5) i kullanirsak
0 < lim;,, u(t) < —oo elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir.
Durum?2. lim,,,, x'(t) = a = 0 olsun. Ciinkii y(t) > 0 ve y'(t) > 0,

. _ . _ - _ b < . x(T () _
lim;,y(t) =b >0 ve lim,,,x(t) =a= ryvs > 0 oldugundan lim;_, provr st

x(t(t)—o)
x(z(t))

lim,_,,, = 1 dir, ki bu da herhangi ¢’ < & pozitif sayisi i¢in

x(7;(0) x(t(t)-0)

2@@) | <o) ~1TE

t > T olmak iizere vardir 6yleki 1 — &' =

i =0,1,2,...,n olacak sekilde bir T > t3 degerinin var olmas1 demektir.

Boylece (3.2.13) den t > T igin

0 ' a+1
w(t) < ZRu() - — = u e (0
(p(Or(z®))”
(1-&)“

T (A+p(1+e)a

p(t) {% ) + X1 qi(@OxF*(z () - (x(igg))“}

yazilabilir. Durum 1 e benzer metot uygulanarak ,

] . a1
. (1-£)a 1 (p+(s)) r(z(s))
0< u(t) < u(T) - fT mp(s)Q(s) - (1+a)a+1  pa(s) (T'(s))a ds
] ( X ))a+1 (=)
_t]_a-a¢ S Ui rr()
<) = Jy [paran P ~ e i (o)) %

esitsizligin t — oo i¢in limitini alir ve (3.2.5) i kullanirsak 0 < lim,_,,, u(t) < —ooelde

edilir. Bu ise bir celiskidir. Boylece ispat tamamlanir.

Uyani 3.2.1. Eger biz p(t) = R¥(7(t)) secersek, bu durumda (3.2.5)

o 1-£) a et @ 1
o |2 R )00 - () s ra(e)] de =

0 (1+p(1+£))a +1) R(z(®))



58

sekline indirgenir.

Ornek 3.2.1. t > t,igin

-2

(2 + cost) [ @®) +2x'(c —m)|* (x’(t) Fix(e - n)) '+ 3x(t — 1)

= —cos?tsgn(x(t)) (3.2.18)
denklemini g6z oniine alalim. Burada

a=§, p=1, p=%, ) =t—m, r(t) =2+ cost ve e(t)= cos?tdir.

lim,_,, R(t) = f ——dt = ft
ra(t)

dt = o oldugu kolaylikla gosterilebilir.

0 (2+cost)3

p(t) = t alalim, bu durumda p'(t) = 1 dir. Herhangi 0 < € < 1 igin

1 2

0(t) = (—) ( ) (3)3(cos?t)s = (3)3(4) 3cosit
r(z(t)) = 2 + cos(t — ) = 2 — cost

oldugundan

(p;(o)““r(r(t))l .

(1-¢) 1
ft" [(”P(“‘ ))a pHQ®) - (a+D)(@+D)  pa(t)(T'(£)%

4
o 1-— )06 4 1 4 e e ,
= ftO |:((—Sa t(3)3(4) 3c0S3t — (2)3 ( C;)S )] dt

1+%(1+s)) t3
o| -e)e 4 1 & g1
> fto (11—,11:(3)3(4) 3C0S3t — (Z) 3t s3|dt (3.2.19)
+5(1+s)>

elde edilir. Burada

N O 233 3.2.20
a (1+(1+£)>(>() b=(3) (3.2.20)
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olsun. f: cosgtdt > 0 oldugundan yeterince biiyilkk N pozitif sayis1 vardir dyle ki
n = N igin
: 4
br (%)3 < %anﬂ fon cos3tdt (3.2.21)
esitsizligi vardir ve goriiliir ki n > N igin
f(nH)H bt73dt < bm (i)g <Zanm [T cosstdt
nm nm 2 0

4 4
= Zanm f(nﬂ)n cosstdt < -a f(nﬂ)” tcosstdt (3.2.22)
2 nm 2 nm

bulunur. t, = N alalim. (3.2.22) ve (3.2.19) da yerine yazarsak (3.2.20) ile birlikte,

, a+1
w|__(-e¢ 1 (ph®) re®)

1 & _1
= Yn=n f$+ y [atcos3t — bt 3] dt
1 (n+)m 4
2> Xn=n I, atcosstdt

1((m i - _
> E(fo cosstdt) Yr_y anm = ©

elde edilir.

Boylece Teorem 3.2.1 in tim sartlar1 saglanir. Buradan (3.2.18) in her ¢oziimii

salinimlidir.
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3.3. (rx) (£) + qo (D x(1o() + X1 q:(D|x(: )" x(7:(®))

= e(t)sgn(x(t))
Diferensiyel Denklemleri I¢in Sahmim Kriterleri

Bu kesimde Yongfang Wang, Tonxing Li, Ethiraju Thandapani [82] tarafindan

incelenen

(rx")'(t) + qo(D)x(70(D)) + Z q:(O1x (T (NP x(7,(1)) = e(®)sgn(x(t))

(3.3.1)

seklindeki ikinci mertebeden lineer olmayan forced(ikinci yanli) karma diferensiyel

denklemleri g6z oniine alacagiz, burada t > t, > 0,n = 1 bir dogal say1
B; =>1(i=1,23,..,n) sabitler, r € C'([ty,®),R), qi,Tj, € € C([ty,©),R), r(t) >0,

r'(t)=0,q;(t) =0 =0,12,..,n),e(t) <0 dir. Ayn1 zamanda

(t) < 7;(t) G =0,1,2,...,n),7(t) <t velim,,, t(t) = o Ve 7'(t) > 0 olacak sekilde
bir T € C'([ty, ), R) fonksiyonu vardir. Biz (3.3.1) diferensiyel denkleminin her T > t,
icin sup{|x(t)|:t = T} > 0 sartin1 saglayan x ¢oziimlerini géz Oniine alalim. Kabul
edelim ki (3.3.1) diferensiyel denklemi boyle ¢oziimlere sahip olsun. Alisilageldigi
tizere (3.3.1) diferensiyel denkleminin bir ¢6ziimii [ty,o0) arahiginda keyfi ¢oklukta
sifira sahipse salinimlidir, aksi halde salinimsizdir denir. Eger biitiin ¢oziimleri saliniml
ise (3.3.1) denkleminin salinimli oldugunu sdyleyebiliriz.

Verilen diferensiyel denklemin daha 6zel durumlariyla ilgili sonuglar asagida kisaca

verilebilir. Ornegin, Li ve Cheng [53]

(rfx ') (© + q@Ix(©) 15 %) = e(®)

diferensiyel denklemi iizerine ¢alismislardir. Zheng vd. [51]

(rx]“7x') (® + 2O 12() + Bz, (O Ix (O 1x(0) = e(®)
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denklemini incelemislerdir. Ayrica Zheng vd. [71] , (3.3.1) denklemi lizerine ¢alismislar

ve asagidaki salinim teoremini kurmuslardir.

Teorem 3.3.1 ([71] teorem3.1). Kabul edelim ki
Jor ' ©dt = o (3.3.2)

ve

B r@®)(p+'®)°] 5, _
fto [p(t)Q(t) - W dt = (333)

olacak sekilde p € C'([ty,®), (0,)) fonksiyonu vardir yle ki bu durumda (3.3.1)

denklemi salinimlidir, burada

1—

Bi 1
Q(t) = qo(t) + Xity Bi[n(B; — D] Fi (q:(D))File(®)]

Bi—-1
i

ve
p'+(t) == max{0,p'(t)} (3.34)
seklindedir.

Bu kesimde (3.3.2) integralinin sonlu oldugu bazi durumlarda Teorem 3.3.1 i
diizenleyip (3.3.1) denkleminin ¢dziimlerinin salinimlilik davranisi ile ilgili sonuglar

verilecektir.
TEMEL SONUCLAR

Burada fonksiyonel esitsizliklerin belli bir yerden sonra saglandigini kabul edelim yani
yeterince biiyiik her t i¢in saglandigin1 kabul edelim. Temel sonuglar1 belirtmeden 6nce

asagidaki lemmayi ifade edelim.

Lemma 3.3.1 (Bernoulli Esitsizligi).
y=-1lvey=21lign(1+y)Y =1+yy
dir.

Teorem 3.3.2. Kabul edelim ki (3.3.2) durumu saglansin ve
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(1= B)q(t) —e(®) 20 (3.3.5)

olsun. Sabit M > 0 sayis1 i¢in

(1- ﬁi)Qi(S)—e(S))

llmsupt_,oof [P(S) (%(S) + Xiz1 Biqi(s) + i=1 s

ICRORIGO)
o) ]ds-oo (3.3.6)

olacak sekilde p € C'([ty, ), (0,)) fonksiyonu varsa, bu durumda (3.3.1) denklemi
salimimidir. Burada p.', (3.3.4) deki gibi tanimlidir.

Ispat: Kabul edelim ki (3.3.1) denklemi salmimsiz bir x ¢dziimiine sahip olsun.
Genelligi bozmaksizin X in belli bir yerden sonra pozitif bir ¢oziim oldugunu kabul
edebiliriz. t >t; i¢in x(t) > 0 olacak sekilde t; > ¢t, degeri vardir. (3.3.1)

denkleminden

(rx) () = =qo(O)x(7o (1)) — Xy q:(O)xPi(z,()) + e(t) < 0 (33.7)
elde edilir. Kesim 3.2. deki Teorem 3.2.1 in ispatina benzer sekilde
x(£) >0, x(t) >0, x'(£) <0, (rx) () <0 (3.3.8)

oldugu sonucuna ulagilabilir. t > t;icin

w(®): = p(t) ;Z)’(‘tgg) (3.3.9)

fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda t > t; i¢in u(t) > 0 dir. (3.3.7) ve (3.3.8) den

x'(t(t)) = rr(zia(ctgg) elde edilir ve ayn1 zamanda (3.3.9) in tiirevinde kullanilirsa

N e T(OX(0) r(t)x (t) ’
u(t) =p(t) x(z(®) +p(t) [x(‘r(t))

, ©)r)x ') r(®)x'(t) ,x(r(t))—r(t)x'(t)x'(‘r(t))‘r’(t)
U =p ()= + ()[( )

p(®)x(t(®)) (x(z(1)))2

(r(t)x (t))

= 2O 0(t) - p(6) T2 2 (1())7(E) + p(t) el E0)

p(t) (x(z(t)))?



elde edilir. Ayrica (3.3.1) denkleminden ve x(t) > 0 oldugundan, yani

() (6) = e(t) = go(Ox(70(8)) — Xiy q:(®) (x(ri(t)))ﬁi

ifadesinden

w0 =28u® - p(0) %x’(r(w)r’(o

—qo(t)x(ro(t))—2?=1qi(t)Ix(ri(t))IBi‘lx(n(t)He(t))
+p(t) ( (@)

N _ P _ pOrx') - /
w(D) = Ly u®) —p(0 =5~ o) (@)’ (®

wOHw®) S aiO(x@) —et)
x(t(t)) p x(t(t))

—p(t)

S (0 (x @) i-e(t)
X(2(D)

! ! 2
P30 4y _ TOUEO)

1) <
u® =75 PO (D)

—p(0) [qo (D) +

elde edilir. y == x(7;(t)) — 1 olsun. Lemma 3.3.1 den
xPi(r;(1) = Bx(t: (D)) + 1 = B
elde edilir. Boylece

31 4O —e®) S ai[Bix(r®)+(1-p)]-e(®
x(z(t)) - x(z(t))

a@(Bx(m®)) | a-pa®)—e(®

_\m
- Zi:l x(z(t)) x(z(t))

ve 7(t) < 7;(t) oldugundan

S qi(0) ()P i—e®)
(1)

L (1-B)qi(t)—e(t)
x(z(t)

X
> Y Biqi(t) +

63

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

oldugu goriilir. (3.3.8) den x(t) < Mt olacak sekilde M > 0 sabiti vardir. Boylece

(3.3.12) den

Y, q:(O)xPi(ri()-e(®) n i (1-B)qi(t)—e(D)

(3.3.13)
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elde edilir. (3.3.10) esitsizliginde (3.3.13) yerine yazilirsa,

P TOUE) L, (-Bai()—e(®
w(®) < u(®) p(®  pOr((®) —r® [qO(t) + X qi (OB + Mz(t) ]

r(z(©)(p4 () Tr (1-B)qi(t)—e(t)
< DB — p(6) |q0(6) + Dk qu(0)f; + 2SR

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin t; den t ye kadar integralini alirsak

u(t) —u(ty)

r(r(s))(p+(s)) SR (1-B)ai(s)—e(s)

seklinde olup

L -Bai()—e®)) _ r(x()(pk()"
Ji.|p) (a0(5) + i (5D, + Eor e N0 | g5 < ey

sonucu elde edilir. Bu ise, (3.3.6) ile ¢elisir, boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.3.2 esas alinarak, (3.3.5) sartindan dolay1 asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 3.3.1. Kabul edelim ki (3.3.2) ve (3.3.5) kosullar1 saglansin.

! 2
llmsupt_mf [p(s)(CIo(s) + Xic1 Biqi(s)) — %] ds = o

olacak sekilde p € C'([ty, ), (0,)) fonksiyonu varsa, bu durumda (3.3.1) denklemi
salimmhdir. Burada p.', (3.3.4) deki gibi tanimlidir.

Sonug 3.3.1 de p(t) = t yi kullanirsak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.2. Kabul edelim ki (3.3.2) ve (3.3.5) kosullar1 saglansin. Eger

imsup, ., [ [s(q0(s) + ity ii(s)) — 2 dt = oo

45T (S)
sart1 saglantyorsa, bu durumda (3.3.1) denklemi salinimlidir.
Simdi

f;:r‘l(t)dt < (3.3.14)
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durumu i¢in (3.3.1) denkleminin bazi1 salinim Kriterleri verelim.

Teorem 3.3.3. Kabul edelim ki (3.3.5) ve (3.3.14) sartlar1 saglansin ve

7;(t) < t(j = 0,1,2,...,n) olsun. Ayni zamanda (3.3.6) saglanacak sekilde bir
p € C'([ty, ), (0,0)) fonksiyonunun mevcut oldugunu kabul edelim. Eger her

K > 0 sabit i¢in

t Y (1-B)q;i(s)—e(s) 1
I [6)[a0(e) + Tty qi(s)py + 2RO ds =0 (33.15)

saglantyorsa, bu durumda (3.3.1) denklemi salinimlidir. Burada
5(t) = [~ (s)ds (3.3.16)
seklindedir.

Ispat: Kabul edelim ki (3.3.1) denklemi salimmsiz bir x ¢dziimiine sahip olsun.
Yukarida oldugu gibi t > t; i¢in x(t)> 0 olacak sekilde bir t; > t, degerinin var
oldugunu varsayalim. (3.3.1) diferensiyel denkleminden (3.3.7) elde edilir. Bu durumda

iki durum vardir, yani x'(t) > 0 veya
x'(t) <0 (3.3.17)
dir. Tlk olarak kabul edelim ki x'(t) > 0 olsun. Buradan (3.3.8) i elde edilir. Ispat

Teorem 3.3.2 nin devami gibi olup (3.3.6) da bir celiski elde edilir. Simdi kabul edelim
Ki (3.3.17) saglansin. t > tyi¢in

w(e) = T2 (3.3.18)

seklinde bir w fonksiyonu tanimlayalim. Burada w(t) < 0 (t = t; i¢in ) ve

. _ (rx')’(t)x(t)—r(t)x’(t)x'(t)
w(t) = 0

veya

i ) O roE®) @
W =" (O (6)
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olup (3.3.1) den

Bi
e=a0@x(o(0)-3f, ai@®(x(m®)) " w2y

w'(t) = s o (3.3.19)
elde edilir. Diger taraftan (3.3.11) den ve 7;(t) < t(i = 1,2, ..., n) oldugundan
Bi
i qi(t)(x(ri(t))) —e(t) > Y, ai©[Bix(ti()+(1-B)]—e(®)
x(t) = x(t)
_yn :(0)(Bix(r:(0))) 4 a=poa-e)
T 4=l x(t) x(t)
Bi
Y ai®(x(ri(®)) —e) n(1-B)q:(t)—
E OGO 2O 31 g0 + ElAUOe0) (33.20)

x(t) x(t)

elde edilir. (3.3.17) den x(t) < K olacak sekilde bir K > 0 sabiti vardir. Boylece
(3.3.20) den

S g (x(0) i-e() ST (1-B)qi(t)—e(t
OUEON) 2O > T, qi(0)f; + EmPRaO=<0 (3:3.21)

bulunur. Simdi (3.3.19), (3.3.21) ve 7o(t) < ¢ den

' T (1-Bqi(®)—e(t 2(t
W(t) € —qo(D) = Xiky (D) — =PRI 0 (3.3.22)

elde edilir. (rx")’ < 0 sart1 kullanilarak bir s > ¢ i¢in

r(t)x’(t)

G elde edilir. Her iki tarafin t den [ ya integralini alirsak, ortalama deger

x'(s) <
teoreminden

x(1) = x(©) < r(Ox'(©) [, r~(s)ds
oldugu goriiliir. Esitsizligin her iki tarafinin [ — oo i¢in limitini alirsak

—x(t) < r(D)x'()5(t) olur, buradan %’g%(t) > 1 yani

w(t)o(t) = -1 (3.3.23)

bulunur. (3.3.22) de §(t) ile garpilir ve t; den t ye integralini alirsak
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Xi1(1-B)qi(s)- 2
ft w (s)8(s)ds —f 6(5)[ Go(s) = X, q;()B; — 1 ﬁKq s e(S)_V:(S)] ds

olmak lizere

w(©)8(t) = w(t)d(ty) + [ 8(5) [qo(s) + Ty qi(5)p; + HEAUO<O)]

t w(s) tw (5)6(5)
+ft1r()d s+, ds <0

elde edilir. Boylece (3.3.23) den

[ [865) (0(5) + By Brai(s) + EROPRUOZED) _ 2 ds < 1+ w(t)8(t)

bulunur. Bu durum (3.3.15) ile gelisir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 3.3.4. Kabul edelim ki (3.3.5) ve (3.3.14) sartlar1 saglansin ve

7j(t) 2t (j = 0,1,2, ...,n) olsun. Ayrica kabul edelim ki (3.3.6) yi saglayacak sekilde

p € C'([ty, ), (0,0)) fonksiyonu mevcut olsun. Eger tiim K > 0 sabiti igin

. t 8(to(s) 8(zi(s)
limsup;_,.. fto [6(5) (qo (s) (;(JS)S ) + Xiz1 Biqi(s) (;(; ))

Yie (1-Bai(s)—e(s) ]
+6(S) K 41r(s)8(s)

ds = oo (3.3.24)

sart1 saglaniyorsa, bu durumda (3.3.1) salimimlidir. Burada §, (3.3.16) da oldugu gibi

tanimlidir.

Ispat: Yine kabul edelim ki t; > t, olacak sekilde t > t; icin x(t)> 0 bulunsun. (3.3.1)
denkleminden (3.3.7) saglanir. Bu durumda séz konusu olan iki durum vardir. Yani
x'(t) > 0 veya (3.3.17) dir. Teorem 3.3.2 deki ayn1 yol izlenirse (3.3.6) ile bir geliski
elde edilir. Simdi kabul edelim ki (3.3.17) saglansin.(3.3.18) deki gibi bir w fonksiyonu
taniml1 olsun. t > t; i¢in w(t) < 0 ve (3.3.19) vardir. Diger taraftan Teorem 3.3.2 ve
Teorem 3.3.3 de olusturuldugu gibi (3.3.11) ve (3.3.23) esitsizlikleri saglanir. (3.3.23)

den, (g) (t) = 0 dir. Son esitsizlikten, 7;(t) = t(j = 0,1,2,...,n) ve (3.3.11) den

x(to(t))  6(to(1))
@ = ) (3.3.25)
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ve

S, aO( @) i—e® _ B, a®[Bix(m©)+a-po]-e(®
x(t) - x(t)

S O @) e §@i(t) | i (1-BiaiO—e(®)
*0) 2 Y B =55+ 0 (3.3.26)

esitsizlikleri elde edilir. x'(t)<0 oldugundan, x(t) < K olacak sekilde bir K > 0 sabiti
vardir. Boylece (3.3.26) den

Yis 1qz(t)(x(ﬁ(t))) ’—e(t) 5(T1(t)) e1(1-Bdai(O)—e(t)
= > SIS 0 (3:327)

elde edilir. (3.3.19),(3.3.25) ve (3.3.27) yi kullanirsak

S(T() _ ym B, ()am(t))_ i=1(A-Blait)—e(®) _ wi(®)
5(t) gttt 5(t) K r(t)

wi(t) < —qo(t) =5 -

(3.3.28)

elde edilir. Ispatin geri kalan kism1 Teorem 3.3.3 in ispatina benzerdir, bu yiizden ihmal

edilmistir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 3.3.1: t > 1 icin

" y t 1
x'(t) + tzx(2> n

t2

(OO 2 () = -Zsomeer e

ikinci mertebeden diferensiyel denklemi géz niine alalim. Burada y > 0 sabittir.

n=2 1) =1 @) =%, () =q®) =5, o) =5, 1) =<,

(t) = 1,(t) = ﬁ , e(t) = —tiz , B1 =2, B, = 3olsun. Budurumda
P,(1=pB)qi(s)—e(s) =0 ve y > 5 olmak iizere

limsup,.—.. f; [5(q0(s) + 21y ii(s)) = "2 ds = (y — 5) limsup,., | &

4sT(S) s

elde edilir. Boylece Sonug 3.3.2 den (3.3.29) denklemi herhangi y > 5 igin salinimlhidir.
Burada Q, Teorem 3.3.1 deki gibi tanimlidir. Bu durumda
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1-8 i—1

i ES Bi—1
Q(8) = qo(t) + Xiz1 Bi[n(B — D] Fi (qi(®))Pile(®)| P

1 2(Bi-1\ B;
_ ey g (20n) ]

1

=y +2 @ +3 ()

1
== [y + 4.927]

1
<y +245+2477]

olarak bulunur. (3.3.1) de son esitsizlik ve p(t) = t kullanilirsa, Teorem 3.3.1 den
(5,5.073] araliginda (3.3.29) denkleminin salinimlilig1 garanti edilemedigi goriiliir. Bu

nedenle Sonug 3.3.2, Teorem 3.3.1 in iyilestirilmis halidir.



BOLUM 4

IKINCIi MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN NEUTRAL DELAY
DIFERENSIYEL DENKLEMLERI iCiN SALINIMLILIK KRITERI

Bu boliimde Tongxing Li ve Yuriy V. Rogovchenko [91]tarafindan incelenen

(r®lz'©12'(®) + q(©)f (x(c()) = 0 (4.1.2)

seklindeki ikinci mertebeden neutral gecikmeli diferensiyel denklemleri g6z Oniine
alacagiz, burada t € I = [ty, ), ty >0, z(t) :==x(t) +p(t)x(z(t)) ve a>0

sabittir. Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.
(A)) r, p, € C(,R), r(t) >0, p(t) =0, q(t) = 0 ve q(t) yeterince biiyiik t i¢in
0zdes olarak sifir olmayan bir fonksiyon,

(A3) feCRR), u#0iginuf(u) >0ve

S g (4.1.2)

luj@—1yu

olacak sekilde pozitif bir k sabiti vardir,
(A3) 0 € C(I,R),a(t) <t ve limy,, o(t) = 0
(Ag) T€C'(I,R),T(t) <t Ve limy, e, T(t) = o0
(A5) T'(t) =19 >0 ve T00 = 0o0T.

(4.1.1) denkleminin bir ¢oéziimii T, = t, icin 7|z'|*" 1z € C'([Ty, ),R) 6zelligine
sahip bir x € C([T,, »), R) fonksiyonudur ve X, [T,, ) araliginda (4.1) denklemini
saglar. Biz (4.1.1) denkleminin x(t) c¢Ozilimleri olarak sadece her T =T, icin

sup{|x(t)|:t = T} > 0 Ozelligini saglayan ¢Ozimleri gbz Oniine alacagiz. (4.1.1)
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denkleminin bdyle bir ¢oziime sahip oldugunu kabul edelim. Daha Onceden de
belirtildigi gibi genel olarak (4.1.1) denkleminin ¢6ziimi [T,, ) araliginda keyfi
coklukta sifira sahipse salimmlidir, aksi halde salinimsizdir denir. Eger (4.1.1)
denkleminin biitiin ¢ézlimleri salinimli ise denklem salinimlidir denir.

Simdi salinim kriterlerini vermeden 6nce, (4.1.1) ve 6zel durumlari ile yakindan ilgili

bazi sonuglari kisaca verelim. Burada

f+(®) = max{0, f(£)}, Q(t) = min{q(t),q(z())} (4.1.3)

gosterimi siklikla kullanilmaktadir. Grace ve Lalli [8]
[r@® @) +pOxE = 7)) + 9@ f (x(t —0)) =0 (4.1.4)
ikinci mertebeden lineer olmayan neutral diferensiyel denklemini
0<p®)<1 ., 2k>0, vuzo, JorTidt = (4.1.5)

kosullar1 baglh olarak incelemislerdir. Eger

Ji [p@a® (- pe - o)) - ELLED g = (4.16)

olacak sekilde p € C'(1,(0,»)) fonksiyonu varsa (4.1.4) denkleminin salinimh

oldugunu ispatlamiglardir. Hasanbulli ve Rogovchenko [21], 0 < p(t) < 1 olmak iizere

r(0) (x(© + p(Ox(t = 1))+ q(Of (@), x(a())) = 0 4.1.7)

lineer olmayan neutral diferensiyel denklemi igin g¢esitli salimm kriterleri elde

etmislerdir.
Ye ve Xu [99, Teorem 2.1] , (4.1.1) denklemi i¢in asagidaki sonucu ispatlamislardir.

Teorem 4.1. Kabul edelim ki 0 <p(t) <1,06 € C'(I,R) ve ¢'(t) > 0 olsun. Ayn
zamanda kabul edelim ki (A;) — (A,) sartlar1 ve

JrTa@dt = oo (4.1.8)

saglansin. Eger
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» _ a 1 (p+ ()11 (a(t)) _
Joy [ PO = PO (ON" = iam o de = oo (4.1.9)

olacak sekilde p € C'(1,(0,%)) fonksiyonu varsa, bu durumda (4.1.1) denklemi

salinimlidir.

f ) = |u|* *u 6zel durumunda, (4.1.1) denklemi

(r(t)|z'(t)|a_lz'(t))’ + q(t)|x(a(t))|a_1x(a(t)) =0 (4.1.10)

yar1 lineer neutral diferensiyel denkleme dondisiir. (4.1.10) denklemi igin Sun vd. [17]

ve Zhong vd. [71] ¢alismuslardir ve asagidaki sonuglari elde etmislerdir.

Teorem 4.2 ([98, Teorem3.4]). Kabul edelimki @« > 1, a(t) = t(t) ve

0 < p(t) < py < olsun. Aymi zamanda (A;), (A3) — (As) sartlar1 ve (4.1.8) sarti

saglansin. Eger

po%
©|pMe® _ 1+(?) (o) ** @) | 5. _
fto 20-1 (a+1)(“+1) (Top ()% dt = oo (4111)

olacak sekilde p € C'(I,(0,)) fonksiyonu varsa, bu durumda (4.1.10) denklemi

salinimlidir.
Teorem 4.3 ([71, Teorem3.1]). Kabul edelim ki r'(¢t) = 0,

®)=t—1<t 0<p()=py <o, po#+1, c€c(,R) ve o' (t)>0 olsun.

Ayni zamanda (4,), (43) sartlar1 ve (4.1.8) sart1 saglansin. Eger

] Pk _ (p'+<t))“+1r<a<t>>] _
fto (1+p0(1+€))ap(t)Q(t) @ D@D (p0'(0)° dt = © (4.1.12)

olacak sekilde £ € (0,1) ve p € C'(1,(0,)) fonksiyonu varsa, bu durumda (4.1.10)

denklemi salinimlidir.

Biz burada yukaridaki {i¢ teoremin daha genellestirilmis ve iyilestirilmis hali olan
Tongxing Li ve Yuriy V. Rogovchenko [91] nun ¢alismasini inceleyecegiz. Asagida,
tim fonksiyonel esitsizliklerin yeterince biiyiikk t ler i¢in saglandigi kabul edilir.

Genelligi bozmaksizin (4.1.1) denkleminin pozitif ¢oziimlerini ele alacagiz.
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TEMEL SONUCLAR

Verilecek sonuclarin daha kolay gosterimi i¢in

-1

1 1
R(Lt) = (fla(t)r_a(s)ds) (fltr_a(s)ds) (4.1.13)
notasyonunu kullanacagiz.
Teorem4.4.0<a <1 ve 0 <p(t) <py < olsun. Yine kabul edelim ki

(A1) — (Ag) sartlar1 ve (4.8) saglansin. Eger

J;. [p(t)Q(t)R“(t*, t) — (po(D)*? (r(t) + M)] dt = (4.1.14)

*k k(a+1)(a+1)p“(t) T0a+1

olacak sekilde yeterince bilyiik t, ve baz t,, >t, >t, icin p € C (I,(0,©))

fonksiyonu varsa, bu durumda (4.1.1) salinimlidir.

Ispat: x(t), (4.1.1) denkleminin salinimsiz bir ¢éziimii olsun ve belli bir yerden sonra
pozitif oldugunu kabul edelim. Bu durumda her t > t; i¢in x(t) > 0, x(r(t)) > 0 ve

x(a(£)) > 0 olacak sekilde t; > t, degeri vardir. (4.1.1) denkleminden her ¢ > ¢, igin

(r(t)|z'(t)|a_1z'(t))’ < —kq(©)x*(a(t)) <0 (4.1.15)

dir. (4.1.8) kosulunu kullanirsak, her t > t, i¢in z'(t) > 0 olacak sekilde t, > t;degeri

vardir. Boylece her t > ¢, i¢in (4.1.15) esitsizliginden
@ )Y < —kq(Ox*(a(®)) <0 (4.1.16)
esitsizligine indirgenir ve her t > t; i¢in

r@®)(z' @(©))")’
po“( (z(t )‘E'(t() £)) ) < —pr“q(T(t))x“(a(T(t))) (4.1.17)

olacak sekilde bir t3 > t,vardir. 7'(t) > 7, > 0 varsayimim kullanirsak her t > t5 icin
%(r(f(t))(Z'(r(t)))“)' < —kpo®q(t(1))x*(a(z(1))) (4.1.18)

elde edilir. (4.1.16) ve (4.1.18) esitsizliklerini birlestirip, Toc = oot sartin1 kullanirsak

ve Baculikova ve Dzurina [29, Lemma2] dan her t > t5 igin
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OO + 2 (1) (2 ()
< —k[g@®x*((8)) + po“q(r(D)x*(z(c(D)))]
< —kmin{q(t), q(z())}[x*(a(t)) + po“x*(z(c(1)))]
< —kQ(t)z%(a(t)) (4.1.19)
elde edilir. Yeni bir

w(®) = p(e) 2E0) (4.1.20)

z4(t)

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada her t > t; i¢in w(t) > 0 dir. (4.1.20) nin tiirevini

alirsak,
o o) (ro(z®)") re(z®)"
W(t)—P(t)W‘FP(t)W— e
OE)" | g .
< p(t) prres © w(t) —————=w « (t) (4.1.21)
(O ()=
bulunur. u = w(t) olmak iizere
A= p*é?,B S - (4.1.22)
P (p(Or(©)@
olsun. Asagidaki
at+l a% yax
Au—Bu « < (@r)@D pa ’ B>0 (4.1.23)
esitsizlikte kullanirsa, (4.1.21) den
, (roEO)) 1 (ehe) e
w'(D) < p(D)— s T (4.1.24)
elde edilir. Diger bir
ra@)(z @)
v(t) =p(t) ————— (4.1.25)

z%(z(t))
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fonksiyonunu tanimlayalim. Her t > t3 i¢in v(t) > 0 oldugu gorilir. (4.1.25) in

tirevini alirsak

r(r(t))(z'(r(t)))a + ot (T(T(t))(zr(‘f(t)))a) r(‘r(t))(z'(r(t)))az'(‘r(t))‘r'(t)

—ap(t)

v (t) =p (t) z%(1(t)) p z%(T(t)) z%1(z(D))
(r(r(t))(z’(r(t)))a> P4 () at'(t) atl
< p(®) +22 (1) - — g w (1) (4.1.26)
z%(z(t)) p(t) (p(Or®)e
elde edilir. Burada u = v(t) olmak tizere
Qo= Pr® p . _aT® (4.1.27)

] — 1
R (p(Or(D)e

olsun. z'(t) > 0 gergegi ile birlikte (4.1.23) ve (4.1.26) esitsizlikleri birlikte kullanilirsa

a+

(r(r(t))(Z'(T(t)))a)’ T (0)) )
Z%(t) (a+D@D  (p()7' ()"

v'(t) < p(t) (4.1.28)

bulunur. (4.1.24) ve (4.1.28) i birlestirir ve bunu (4.1.19) esitsizliginde kullanirsak

'

(r(t)(z'(t))a)’+%(r(r(t))(z'(r(t)))a)

w'(£) + %v’(t) < p(t)

z%(t)
( , (t))a+1
P+ po“r(z(t))
(a+1)(“+1)p“(t) (T(t) + To¥+1 )
() , _(Pk®)"
z%(o(t) P+ po¥r(z(t))
< —kp(OQW T + =i (r@ + BIEE)  (41.29)
-ge ’ a !
elde edilir. (r(t) (z (t)) ) < 0 oldugundan
1 -1
2(6) 2 re(0)2' (@) [, v (s)ds (4.1.30)
bulunur ve bdylece
SO TPy (4.1.31)
fttz ra(s)ds

elde edilir. Sonug olarak
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Z‘:%” > RY(t,, 1) (4.1.32)
olur. (4.1.32) yi (4.1.29) da yerine koyarsak,

w'(©) +Ev'(6) < —kp(DQOR (4, 0)

)a+1

(p+®
(a+ D@ Dpa(e)

(r + ”—(“D) (4.1.33)

7o+l

elde edilir. (4.1.33) iin t3 den t ye integralini alirsak,

, a+1
t a (P+(S)) po%r(z(s)) w(ts) , Po”
I |P©QIR(t2,5) + 1 st (1(6) + B | < 2 4 By

(4.1.34)

elde edilir. (4.1.34) iin t = o i¢in limitini alirsak (4.1.14) sart1 ile ilgili celigski elde
edilir. Boylece (4.1.1) denklemi salinimlidir.

Teorem 4.4 {in ispat1 ve Baculikova ve Dzurina [29, Lemma 1] sonucunu kullanirsak
a = 1 olmak tizere (4.1.1) denklemi igin asagidaki salinimlilik kriteri elde edilir.

Teorem 4.5. Kabul edelim ki a >1 ve 0 < p(t) < py <« olsun. Ayni zamanda

(A1) — (Ag) sartlar1 ve (4.1.8) saglansin. Eger

7 [24p@Q@R (2 t) — =L (r() + 2IE D) g =0 (4.1.35)

k(a+1)(“+1)p“(t) T+l

olacak sekilde yeterince bilyik t, ve baz t,, >t, >t, icin p € C'(I,(0,©))

fonksiyonu varsa, bu durumda (4.1.1) denklemi salinimlidir.

Ornek 4.1. t > 1 i¢in

<x(t) +lx(e- 2))” +Lx(®) =0 (4.1.36)

ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada y > 0

sabittir. a =1, r(t) =1, p() =po=3, 1) =t -2, q() =%,
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o(t) =t f(u)=uvek =1dr. p(t) =t segelim ve (4.14) iin sol tarafin1 Y (t,,) ile

gosterelim. Bu durumda y > § olmak iizere

[*& = (4.1.37)

tix t

) = (v —3)

dir. Boylece (4.1.36) herhangi y > é icin Teorem 4.4 den salimimlidir. Diger taraftan

Teorem 4.1 in uygulanmasi y > g icin (4.1.36) denkleminin salinimliligini verir, halbuki

(4+¢)
3(4—4¢)

Teorem4.3 den bazi €€ (0,1) icin eger y > ise, (4.1.36) denkleminin

salmimliligin1 verir. Bu nedenle Teorem 4.4 {in Teorem 4.1 ve 4.3 {in gelistirilmis hali

oldugunu goriiriiz.

Ornek 4.2. t > 1 i¢in

(x(t) +§x(§))”+tlzx(t) —0 (4.1.38)

ikinci mertebeden neutral diferensiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada y > 0

sabittir. Buna gore a = 1, r(t) =1, p(t) =py = g, 7(t) = é, q(t) = tlz’

g(t)=t, f(u)=uvek=1drr.p(t) =tve 1, Omek 4.1 deki gibi tanimli olsun.
Bu durumda y > 1 igin

YE)=G-D [ T=w (4.1.39)

olur. Boylece Teorem 4.4 den herhangi y > 1 i¢in (4.1.38) denklemi salinimlidir.
Halbuki Teorem 4.2 nin uygulanmasi y > % icin (4.1.38) denkleminin salinimliligini

verir. Boylece Teorem 4.4 , Teorem 4.2 nin gelistirilmis halidir.
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