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Bu tezde, tanjant demete metrik genişlemeleri ve bu genişlemelerin bazı uygulamaları 

araştırılmıştır. İlk olarak tanjant demete olan metrik genişlemeleri verilmiş ve bu 

metrikler vasıtasıyla oluşan konneksiyonlar incelenmiştir. Daha sonra bu metriklerin 

oluşturduğu konneksiyonlar ile tanımlanan infinitesimal afin dönüşümler, infinitesimal 

izometri gibi bazı uygulamalara yer verilmiştir.  
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1. GİRİŞ 

Diferensiyel geometri, geometrik problemleri çözmek için diferensiyel ve integral 

hesabını kullanan bir matematik dalıdır. Düzlem, uzay eğrileri ve yüzeyler teorisi 18. ve 

19. yüzyıllarda bu alanın temellerini oluşturmuştur. 19. yüzyılın sonlarında ise 

diferensiyel geometri, daha çok diferensiyellenebilir manifoldlar ve bu manifoldlar 

üzerine inşa edilen geometrik yapılarla ilgilenmiştir. 

Diferensiyel Geometride lift kavramı “genişleme” anlamında kullanılmıştır. Geometrik 

objelerin tensör demetlere genişlemeleri, diferensiyel geometrinin popüler 

problemlerinden birisidir. Özel bir tensör demet olan tanjant demette bu problem ilk 

olarak 1962’de Sasaki tarafından incelenmeye başlanmış ve daha sonra bu çalışmalar 

Yano ve Kobayashi tarafından devam ettirilmiştir. Yine Yano ve Ishihara’nın 1973’de 

yapmış olduğu çalışmada, tanjant demette dikey, tam, yatay ve sasaki liftleri ile ilgili 

önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Talantova ve Shirokov’un 1975’de yaptığı çalışmada tanjant demette genişleme 

anlamında “Synectic Lift” denilen yeni bir lift incelenmiştir. 

Ayrıca yine bu demette “Cheeger-Gromoll” adında yeni bir lift kavramı 1973’de Musso 

ve Tricerri’nin çalışmasıyla ortaya konulmuştur. Daha sonra bu çalışmadan esinlenen 

bir çok bilim adamı bu lift ile ilgili önemli çalışmalar yapmıştır. 

Yüksek lisans tezi olarak sunulan bu tezde ise, tanjant demette tanımlanan metrik 

genişlemeleri ve bu metrik genişlemelerinin bazı uygulamaları ele alınmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1. X Hausdorff uzay olmak üzere herhangi bir XU ⊂  açık kümesinden 

n
V ℜ⊂  kümesine tanımlanan 

VU →:ϕ   

homeomorfizmine X’de n  boyutlu koordinat sistemi veya harita, U  ya ise ϕ  haritasının 

koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi denir ve  ( )ϕ,U  şeklinde gösterilir. Eğer 

Ux ∈  ise 

( ) ( )1 2, ,..., n n
x x x xϕ = ∈ℜ  

olur. Burada n
xx ,...,1  reel sayılarına ϕ  haritasında x  noktasının koordinatları denir. 

Tanım 2.1.2. Eğer X Hausdorff uzayının n-boyutlu αϕ haritalarının αU  bölgeleri bu 

uzayı örterse, yani 

α
α

UX
A

U
∈

=  ,     ( A-indisler kümesi ) 

ise X ’e  n-boyutlu topolojik manifold veya sadece n-boyutlu manifold denir. 

Tanım 2.1.3. X Hausdorff uzay ve k ise 0 k≤ ≤ ∞  şartını sağlayan tam sayı olsun. 

Aşağıdaki şartları sağlayan  ( ){ }XUAU ⊂∈ ααα αϕ ,:,  lokal koordinatlar ailesine X 

üzerinde k
C  sınıfından n-boyutlu atlas adı verilir: 



3 
 

 

1. Lokal haritaların αU bölgesi X’ i örter, yani X, n-boyutlu topolojik manifolddur.  

2. Keyfi A∈βα ,  için U Uα β∩ ≠ ∅  ise  

( ) ( )βαββαααβ ϕϕϕϕ UUUU ∩→∩
− :1

o  

dönüşümü k
C  sınıfındandır. Bu şarta bazen ( )αα ϕ,U   ve  ( )ββ ϕ,U  haritalarının k

C  

uzlaşması şartı da denir. 

1−
αβ ϕϕ o  dönüşümüne ise koordinatların dönüşümü  ( )( )njiuuu

jii ,...,1,, == αββ  denir. 

Burada i
uβ , ( )ββ ϕ,U  haritasındaki ∈x βα UU ∩  noktasının koordinatları, j

uα  ise 

( )αα ϕ,U  haritasındaki  x  noktasının koordinatlarıdır. 

U Uα β∩ = ∅  ise bu durumda 1−
αβ ϕϕ o  dönüşümü tanımlanamaz. Ancak, bu durumda 

1−
αβ ϕϕ o  dönüşümünün k

C  sınıfından olduğu kabul edilecektir. 2. şart, 1−
αβ ϕϕ o  

dönüşümlerinin k
C  sınıfından difeomorfizmler olmasına denktir. Bu ise, 1−

αβ ϕϕ o   

koordinat dönüşümünün Jakobian matrisinin determinantının sıfırdan farklı olması 

demektir. 

Tanım 2.1.4. ( ){ }αα ϕ,U  ve  ( ){ }ββ ϕ,U , k
C  sınıfından herhangi iki atlas olsun. Bu 

atlasların keyfi ( )αα ϕ,U  ve ( )ββ ϕ,U  haritaları k
C  uzlaşmış ise yani, ( ){ }αα ϕ,U  ve  

( ){ }ββ ϕ,U  atlaslarının birleşimi k
C  sınıfından atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar 

denir. 

Tanım 2.1.5. X   Hausdorff  uzayı üzerinde k
C  atlaslarının denklik sınıfına k

C -yapı 

denir. k
C -yapısının tüm k

C  atlaslarının birleşiminin oluşturduğu k
C  atlasına maksimal 

k
C  atlas adı verilir.  
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X üzerindeki k
C  atlaslarının her bir denklik sınıfı, kendisinin bir elemanı ile ifade 

edilir. Yani, k
C -yapısı, onun keyfi k

C  atlası yardımıyla oluşturulabilir. Buradan da, X  

üzerindeki her bir k
C -yapısının bu yapıdan olan bir k

C  atlas ile verilebileceği sonucu 

çıkar.  

0
C -yapıya topolojik yapı, k

C ( )∞≤≤ k1  yapıya ise düzgün (smooth) yapı denir. 

Bundan sonra yalnız ∞
C -yapılara bakılacaktır. 

Tanım 2.1.6. M, sayılabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eğer, M üzerinde n-

boyutlu ∞
C  atlaslarının ∞

C  yapısı verilmişse M uzayına n-boyutlu ∞
C sınıfından 

diferensiyellenebilir manifold veya düzgün manifold denir ve nM  ile gösterilir. 

2.2. Tensör  

Tanım 2.2.1. nB , n − boyutlu reel vektör uzayı, *
nB  ise onun dual uzayı olsun. 

, 1,...,j nx B j q∈ =
r

  ve  , 1,...,
i

nB i pξ ∗∈ =   kovektör değişkenlerinin 

t=ω )...,,,,,...,,(
21

21

p

qxxx ξξξ
rrr

 

reel değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer bu fonksiyon her bir değişkene göre 

lineerlik şartını sağlarsa, fonksiyona multilineer fonksiyon denir.  

Mesela birinci vektör değişkenine göre lineerlik şartı ℜ∈µλ,  olmak üzere 

1 2 1 2 1 2

2 2 2( , ,..., , , ,..., )  ( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., , , ,..., )
p p p

q q qt x y x x t x x x t y x xω λ µ ξ ξ ξ λ ξ ξ ξ µ ξ ξ ξ= + = +
r r r r r r r r r r

 

biçiminde gösterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karşılık gelen 
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: ... ...

p

n n n n n

q

t B B B B B
∗ ∗× × × × × × → ℜ

64748

1442443
 

operatörüne nB  uzayında p dereceden kontravaryant, q dereceden kovaryant tensör adı 

verilir ve bu şekildeki tüm tensörlerin uzayı ( )n

p

q BT  ile gösterilir. 0,  0p q≥ ≥ olmak 

üzere  s = p+q  sayısına ise tensörün  valentliği,  (p,q) sembolüne ise tensörün tipi denir. 

(p,0)  tipli tensöre kontravaryant tensörler, (0,q) tipli tensörlere ise kovaryant tensörler 

denir. 

( )nBS2 , ( )nBT 0
2  uzayının bütün simetrik tensörlerinin alt uzayı olmak üzere  herhangi 

bir ( )nBSg 2∈  tensörünü alalım;  

( ), 0, ng x y y B= ∀ ∈
r r r

                                                          (2.1) 

şartında 0=x
r

 olursa, bu taktirde  g  tensörüne regüler tensör denir. 

(2.1) eşitliği koordinatlarla 

0=ji

ij yxg  

biçiminde yazılır. Bu eşitlik her j
y  için sağlandığından  

0i

ijg x = , 1,...,j n=  

bulunur. Bu denklem sisteminin 0=ix  çözümüne sahip olması için  

( ) 0≠ijgDet  
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olması gerekir. Burada  ( )
ijg ,  g  tensörüne karşılık gelen matristir. 

( )nBSg 2∈  tensörü regüler tensör ise  g  tensörüne nB  uzayında esas tensör adı verilir.  

2.3. Tensör alanları 

Tanım 2.3.1. ,  nM C∞  sınıfından bir manifold ve ,pT  her np M∈  noktasındaki tanjant 

uzayı olsun. nM  manifoldunun her np M∈  noktasına  pT  uzayından bir pX  vektörü 

karşılık getiren  X  vektör değerli fonksiyonuna vektör alanı denir (Salimov ve Mağden 

2008). 

nMU ⊂  koordinat komşuluğunu alalım. Bu komşuluktaki bir vektör alanı  

i

iX ∂= ξ  

olarak yazılır. iξ  ler U  daki lokal koordinatlara bağlıdır. Yani,  

( )niii
xx ,...,ξξ = ,  ni ,...,1=  

olur. 

Tanım 2.3.2. ,  nM C∞ sınıfından bir manifold ve ( ) ,p

qT m  her nm M∈  noktasındaki 

(p,q) tipli tensör uzayı olsun. nM  manifoldunun her nm M∈  noktasına  ( )mT
p

q  tensör 

uzayından bir  ( )mt
p

q  tensörü karşılık getiren T fonksiyonuna (p,q) tipli tensör alanı 

denir (Bishop and Goldberg 1968). 

Eğer 1,  0p q= =  ise vektör alanı elde edilir. Yani, (1,0)  tipli tensör alanı bir vektör 

alanıdır. 
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Eğer 0== qp  ise her nMm∈  noktasına bir skaler değer karşılık gelir. Bu yüzden  

(0,0)  tipli tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur.  

Eğer nMU ⊂  bölgesinde  f  fonksiyonu  ∞C  sınıfından ise her x U∈  için ( )xTdf x

0
1∈  

olur. Böylece  f  fonksiyonunun diferensiyeli olan  df  operatörü (0,1)  tipli bir tensör 

alanıdır. 

Herhangi bir  m  noktasındaki  mT  tensörü simetrik tensör ise  T  tensör alanına  simetrik 

tensör alanı denir. Eğer herhangi bir m  noktasındaki  mT  tensörü antisimetrik tensör ise  

T  tensör alanına  antisimetrik tensör alanı denir.  

T, ( p,q ) tipli tensör alanı olsun. pθθ ,...,1  (0,1)  tipli tensör alanları ve qXX ,...,1  vektör 

alanları olmak üzere  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )mXmXmmTmXXT qpmqp ,...,,,...,,...,,,..., 1111 θθθθ =  

ifadesi reel değerli fonksiyon tanımlar. Özelikle ix  koordinatlarına göre  T  tensör 

alanının bileşenleri  

( )1 1

1 1

...

... ,..., , ,...,p q

q p

i i ii

j j j j
T T dx dx= ∂ ∂  

biçiminde reel değerli fonksiyonlardır (Bishop and Goldberg 1968). 

T  tensör alanının bileşenleri  ∞C  sınıfından fonksiyonlar ise T  tensör alanına ∞C  

sınıfındandır denir. ∞C  sınıfından olan (0,1)  tipli tensör alanına 1-form (Pfaffian form) 

denir. 
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(p,q) tipli  T  tensör alanının ∞C  sınıfından olması için gerek ve yeter şart her bir  

pθθ ,...,1   1-formları ve her bir  ∞C  sınıfından  qXX ,...,1  vektör alanları için  

( )
qp XXT ,...,,,..., 11 θθ   fonksiyonunun ∞C  sınıfından olmasıdır. 

2.4. Diferensiyel Manifold Üzerinde Afin Konneksiyon 

nM  diferensiyellenebilir manifoldunun ( )tuu
ii =:γ   eğrisi boyunca konneksiyon 

tanımlanması eğrinin noktalarına uygulanan vektörler arasında bağlantı oluşturma 

kuralıdır. Eğer γ  eğrisinin herhangi bir noktasındaki iv  vektörü  t  parametresine bağlı 

olarak değiştikçe verilen konneksiyona göre başlangıçtaki ile uygun kalırsa, bu durumda 

bu vektör verilen konneksiyona göre γ   eğrisi boyunca paralel kaydırılmış olur. Eğer 

konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydırmayı ifade eden ( )tvv
ii =  

fonksiyonları da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eğer vektörlerin paralel 

kaydırılması halinde lineer bağımlılık korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer 

konneksiyon adı verilir. 

Afin konneksiyonun Kozoul tanımı aşağıdaki gibidir. 

Tanım 2.4.1. nM  manifoldu üzerinde ( )1
0 nT M  vektör alanlarının modülü olmak üzere  

( ) :,YXYX ∇=∇  ( )1
0 nT M × ( )1

0 nT M → ( )1
0 nT M  

dönüşümü  

 i. ZgZfZ YXgYfX ∇+∇=∇ + ,    

 ii.  ( ) ( ) ( ) YgYZgXfXZfgYfX ZZZ ∇++∇+=+∇  

şartlarını sağlıyorsa  ∇  ya afin konneksiyon denir. Burada  
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:X∇ ( )1
0 nT M → ( )1

0 nT M  

dönüşümüne de X vektör alanı boyunca kovaryant  diferensiyellenme denir (Bishop and 

Goldberg 1968). 

2.4.1. Burulma tensörü 

Tanım 2.4.1.1. nM  bir C ∞  sınıfından diferensiyellenebilir bir manifold ve nM  

üzerinde bir afin konneksiyon ∇  olsun. 

                                     1 1 1
0 0 0: ( ) ( ) ( )n n nS T M T M T M× →  

                                                           ( , ) ( , )X Y S X Y→  

                                    [ ]( , ) ,X YS X Y Y X X Y= ∇ − ∇ −                                                (2.2) 

şeklinde tanımlanan vektör değerli S  tensöre nM  üzerinde tanımlı ∇  konneksiyonunun 

burulma (torsiyon) tensörü denir. 

2.4.2. Eğrilik Tensörü  

Tanım 2.4.2.1. ( ),nM g  bir yarı-Riemannian manifold ve üzerindeki Levi-Civita 

konneksiyonu ∇  olsun. 

        1 1 1 1
0 0 0 0: ( ) ( ) ( ) ( )n n n nR T M T M T M T M× × →     

                                         [ ],
( , , ) ( , , )

X Y Y X X Y
X Y Z R X Y Z Z Z Z→ = ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇        (2.3) 
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şeklinde tanımlanan ( )1,3  tipili R  tensör alanına nM  üzerinde Riemannian eğrilik 

tensör alanı denir. 

2.5. Riemannian Metriği ve Riemannian Manifoldu 

Tanım 2.5.1. 

i. ( ) ( ) ( )1
0, , , , ng X Y g Y X X Y T M= ∀ ∈  

ii. ( ) ( )1
0, 0, ng X X X T M≥ ∈  ve ( ), 0 0g X X X= ⇔ =  

şartlarını sağlayan (0,2) tipli g  tensör alanına Riemannian metriği denir. g  Riemannian 

metriğine sahip manifolduna nM  Riemannian manifoldu denir.  

nM ’ de { }1 2, ,..., nx x x  lokal koordinat sistemi verilmiş olsun. Bu lokal koordinatlara 

göre, g ’ nin 
ijg  bileşenleri 

, ,
ij i j

g g
x x

∂ ∂ 
=  

∂ ∂ 
 , 1,...,i j n=  

ile verilir 
ijg ’ye g ’nin kovaryant bileşenleri denir. g ’nin, 

ijg  kontravaryant bileşenleri 

( ), ,ij i jg g dx dx=  , 1,...,i j n=  

ile tanımlanır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

Tanım 2.5.2. nM  bir Riemannian manifoldu ve ∇ , nM  üzerinde bir afin konneksiyon 

olsun. Eğer ;  



11 
 

 

i. ∇ , C ∞  sınıfındandır.  

ii. nM ’ nin bir A bölgesi üzerinde, C ∞ olan ( )1
0, nX Y T M∈  için, 

[ ],X YY X X Y∇ − ∇ =  

dir. 

iii. nM ’ nin bir A bölgesi üzerinde, C ∞ olan ( )1
0, nX Y T M∈  ve p A∀ ∈ için, 

( ) ( ) ( ), , ,p X XX g Y Z g Y Z p g Y Z p= ∇ + ∇  

özelliklerini sağlıyorsa ∇  konneksiyonuna nM  üstünde bir Riemannian konneksiyon 

yada Levi-Civita konneksiyonu ve X∇ ’ e de X ’ e göre Riemannian anlamında 

kovaryant türev operatörü denir. 

0k ijg∇ =  şartını sağlayan burulmasız tek bir k

ij

g

k

ij

 
Γ =  

 
 konneksiyonu vardır. Bu 

konneksiyona Riemannian konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir ve  

( )1

2
k kr

ij i jr j ri r ij

k
g g g g

ij

 
Γ = = ∂ + ∂ − ∂ 

 
%  

ile gösterilir. 

2.6.  Lie Parantezi 

 diferensiyellenebilir bir manifold olsun.  üzerindeki  lokal koordinat 

sisteminde vektör alanları 

n
M

n
M ( , )U ϕ

,X Y
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, 

                                                        

şeklindedir. Burada ler  koordinat komşuluğundaki  lokal 

koordinatlarının fonksiyonlarıdır.  lere  vektör alanının  çatısındaki 

koordinatları denir.  üzerindeki  koordinat sisteminde  

fonksiyonu için 

 

bulunur. Buradan da  

 

yazılır. Böylece biz  

 

biçiminde tanımlanan yeni bir vektör alanı tanımlamış olduk. Bu vektör alanının  

doğal çatısı cinsinden ifadesi 

  (2.4) 

biçiminde olur.  

i i

ii
X X X

x

∂
= = ∂

∂

i i

ii
Y Y Y

y

∂
= = ∂

∂

( )i i iX X x= U ix

iX X
i

∂

n
M ( , )U ϕ ( )

n
f M0

0∈ ℑ

2

2

( ) , ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i

i i

i i j j

i i j ji

i j i i

i j i ij

X f X f Y f Y f

XY f X Y f X Y f Y f

YX f Y X f Y X f X f

= ∂ = ∂

= ∂ = ∂ ∂ + ∂

= ∂ = ∂ ∂ + ∂

( ) ( ) ( )i j i j

i i j
XY f YX f X Y Y X f− = ∂ − ∂ ∂

[ , ]XY YX X Y− =

i
∂

[ , ] ( )i j i j

i i j
X Y XY YX X Y Y X= − = ∂ − ∂ ∂



13 
 

 

(2.4) eşitliği ile tanımlanan  vektör alanına  ve  vektör alanlarının Lie 

parantezi denir. 

Özel olarak    vektör alanları alınırsa,  

 

olduğu görülür. (2.4) formülünün yardımıyla Lie parantezinin aşağıdaki özelliklere 

sahip olduğu gösterilebilir. 

 

 

2.7. Lie Türevi 

Tanım 2.7.1.  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde X  vektör verilmiş olsun. 

Her ( )1
0 nX T M∈  için,  

i. ( )' ' '
X X X

L K K L K K K L K⊗ = ⊗ + ⊗ , ( )',
n

K K T M∀ ∈  

ii. XL f Xf= , ( )0
0 n

f T M∈  

iii. X XL df dL f=  

iv. [ ],
X

L Y X Y=  

şartlarını sağlayan XL  operatörüne Lie türevi denir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

[ , ]X Y X Y

,k k

i i k j j k
δ δ∂ = ∂ ∂ = ∂

[ , ] 0
i j

∂ ∂ =

1. [ , ] [ , ] [ , ],X Y Z X Y X Z+ = +

2. [ , ] ( ) [ , ],

3. [ , ] [ , ],

4. [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0.

X fY X f Y f X Y

X Y Y X

X Y Z Y Z X Z X Y

= +

= −

+ + =

nM
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Burada [ ],X Y  Lie parantezidir. XL Y ’ nin lokal koordinatlardaki ifadesi; 

i k i k i

X k kL Y X Y Y X= ∂ − ∂  

biçiminde yazılır. 

Tanım 2.7.2.   manifoldunda  afin konneksiyonu ve  vektör alanı 

verilsin. Her  için  vektör alanının  afin konneksiyonuna göre Lie 

türevi invaryant formda, 

 

şeklinde tarif edilir.  

2.8. İnfinitesimal Dönüşümler
 

Tanım 2.8.1. , n- boyutlu bir manifold olmak üzere  olsun.  

( )1
0 n

X T M∀ ∈  için ( )( ) ( ) ( ) [ ],
,

X X Y Y X X Y
L Y Z L Z L Z Z∇ = ∇ − ∇ − ∇  şeklinde tanımlanır. 

Eğer  ise  vektör alanına  afin konneksiyonuna göre infinitesimal afin 

dönüşüm denir ve koordinatlarla 
 

 

şekilde gösterilir.  Burada  dir. 

nM ∇ 1
0 ( )nX M∈ℑ

1
0, ( )nY Z M∈ℑ X ∇

[ ] [ ] [ ], ,
( )( , ) ( ) ( ) ,

X X Y Y X X YX Y X Y
Z ZL Y Z L Z L Z L Z∇ = ∇ −∇ −∇ = ∇ −∇

nM
1
0 ( )nX M∈ℑ

0
X

L ∇ = X ∇

0X X X X X
α λ α λ α α λ α λ

γ β λ γ β γ β λ λ β γ γ λ β∂ ∂ + ∂ Γ − Γ ∂ + Γ ∂ + Γ ∂ =

, ,... 1,...,nα β =



15 
 

 

2.9. İnfinitesimal İzometri 

Tanım 2.9.1. ,  metriğine sahip Riemannian manifold ve  olsun. Eğer 

 ise  vektör alanına infinitesimal izometri (Killing Vektör Alanı) denir. 

 ler   metriğinin ve  lar da vektör alanının bileşenleri olmak üzere 

koordinatlarla  

X ij ij j i i j
L g X g g X g X

α α α
α α α= ∂ + ∂ + ∂  

            ij j i i j
X g g X g X

α α α
α α α= ∇ + ∇ + ∇       

                                                  0j i i jX X= ∇ + ∇ =
 

şartını sağlayan  vektör alanına infinitesimal izometri denir (Yano 1957). 

 

 

 

 

  

nM g 1
0 ( )nX M∈ℑ

0
X

L g = X

ij
g g X α X

X
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Tanjant Demet 

,nM  C ∞ sınıfından n- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve nM  manifoldunun  

p  noktasındaki tanjant uzay ( )np MT  olmak üzere  

( ) ( )np

Mp

n MTMT

n

U
∈

=                                                    (3.1) 

ile tanımlanan ( )nMT  kümesine tanjant demet denir. 

( )nMT ’nin herhangi bir  p~  noktası, yani  ( )np MTp ∈~  için  nM  manifoldu üzerindeki  

( )nMT  tabii demet yapısını tanımlayan  ( ) nn MMT →:π  demet projeksiyonu  pp a~  

karşılık getirir. Yani  ( ) pp =~π  olur.  ( ) ( )nMTp =−1π  kümesine  nM  baz uzayındaki  

p noktasında bulunan fibre denir.  

nM  baz uzayının  { }h
xU;  koordinat komşuluklar sistemiyle örtüldüğünü farzedelim. 

Burada  ( )h
x , U  komşuluğunda tanımlı lokal koordinat sistemidir. ( ) ( )nMTU ⊂−1π  

açık kümesi  nRU ×  direk çarpımına diferensiyellenebilir homeomorfizmdir. nR ,  R  

reel sayılar kümesi üzerindeki n- boyutlu vektör uzayı olur. ( )np MTp ∈~  , ( )Up ∈  

noktası ( )Xp,  sıralı ikilisi ile gösterilir ve nRX ∈  vektörünün bileşenleri  ( )np MT  

tanjant uzayında  { }h∂   ( )hxh ∂

∂=∂   doğal bazına göre p~  nın ( ) ( )hh xy =  nnh 2,...,1+=  

kartezyen koordinatları ile verilir. U  komşuluğunda  ( )pp ~π=  nin koordinatları  ( )h
x   

nh ,..,1=  ile gösterilirse p~  noktası ( ) ( )Upxx hh 1~, −∈πa  ile tanımlanır.  



17 
 

 

( ) ( )nMTU ⊂−1π  açık kümesinde  ( )hh xx , ,  lokal koordinatları göstermektedir. Burada  

( )hh xx ,  ya ( )h
x  dan indirgenmiş (elde edilmiş)  ( )U

1−π  daki koordinatları denir.  

nM  manifoldunun  ( )pp ~π=  noktasını ihtiva eden diğer bir { }'' , h
xU  koordinat 

komşuluğu ise koordinat komşuluğu )( '1
U

−π  olan p~  yı ihtiva eder ve )( '1
U

−π  ya göre  

p~  nın indirgenmiş koordinatları  ( )'' , hh
yx  ile gösterilir. Burada 

( )







=

=

∂

∂ h

x

xh

hh

yy

xxx

h

h ''

''

                                                          (3.2) 

ile verilir. ( )xx
h' , p noktasındaki  n

xxx ,...,, 21   değişkenlerinin  ∞C  sınıfından olan 

diferensiyellenebilir fonksiyonlarıdır. '', hhhh yxyx ==  ile gösterilirse (3.2) denklemi  

( ).''
xxx

pp =   np 2,...1' =                                                           (3.3) 

olarak yazılır. (3.2) denkleminin Jacobian matrisi 














=

∂

∂

∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

h

h

ih

h

h

h

x

xi

xx

x

x

x

p

p

yx

x
''2

'

0'

                                                     (3.4) 

şeklindedir. (3.2) denkleminin tersi ise 

( )







=

=

∂

∂ '
'

,'
h

x

xh

hh

yy

xxx

h

h                                                            (3.5) 

veya 
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( )'xxx
pp = ,  np 2,...,1=                                                  (3.6) 

olarak yazılır. (3.5) denkleminin  Jacobian matrisi ise  














=

∂

∂

∂

∂

∂∂

∂

∂

∂

'''

2

'

''

0

h

h

ih

h

h

h

x

xi

xx

x

x

x

p

p

yx

x
                                                     (3.7) 

şeklindedir. (3.4) ve (3.7) denklemlerinden ve 

0

'

〉










∂

∂
p

p

x

x
Det  , )0( ' 〉









∂

∂
p

p

x

x
Det

 

eşitsizliklerinde ( )nT M  tanjant demetinin daima yönlendirilebilir olduğu sonucu elde 

edilir.

 

nM  manifoldu üzerindeki  ∞C  sınıfında ( r,s ) tipli tüm tensör alanlarının kümesi    

( )r

s nT M  ile ve nM  deki tüm tensör alanlarının kümesi ise ( ) ( )
,

r

n s n

r s

T M T M
∞

=

= ∑
0

 ile 

gösterilir. Benzer olarak  ( )nMT  tanjant demetindeki tensör alanlarının kümeleri ise 

sırasıyla ( )( )r

s nT T M   ve ( ( ))nT T M  olarak gösterilir.  

3.2. Tanjant Demette Liftler 

3.2.1. Vertical (Dikey) lift 

Tanım 3.2.1.1. nM  manifoldu üzerinde RMf n →:   fonksiyonu verilmiş olsun.  

( ) nn MMT →:π  izdüşümü olmak üzere 
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πoff
V =                                                             (3.8) 

fonksiyonuna  f  fonksiyonunun tanjant demette dikey (vertical) lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

nM  manifoldunun U koordinat komşuluğunda lokal olarak  i

i dxωω =  ile  ω , 1-formu 

verilmişse tanjant demetde  ( )U
1−π  koordinat komşuluğunda  ωı  ile gösterilen  

i

i yı ωω =                                                            (3.9) 

fonksiyonu tanımlanır. Bu tanıma göre eğer  f , nM  manifoldu üzerinde  bir fonksiyon 

ise ( )ı df  fonksiyonu  ( )U
1−π  koordinat komşuluğunda  lokal olarak  

( ) ( ) i

i yfdfı ∂=                                                      (3.10) 

şeklinde yazılır. 

Herhangi ∈QP, ( )p

q n
Mℑ  için, keyfi ( ),p q  tipli bir tensörün dikey lifti, 

                                                  

( )

( ) ,

,

RPRP

QPQP

VVV

VVV

+=+

⊗=⊗

    

olarak tanımlanır. 

Tanım 3.2.1.2. nM  manifoldu üzerinde herhangi bir ( )nMX 1
0ℑ∈  vektör alanı verilmiş 

olsun. ( )nMT  uzayında  
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( ) ( )( )XıX
VV ωω =                                                 (3.11) 

ile tanımlanan  XV  vektör alanına  X  vektör alanının dikey (vertical) lifti denir (Yano 

and Ishihara 1973). 

(3.11) denkleminden X vektör alanının dikey (vertical) lifti, ( )nMT  tanjant demetde 

indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri  









=

h

V

X
X

0
                                                       (3.12) 

şeklindedir. (3.12) eşitliğinden her bir  ( )U
1−π   açık kümesinde  

( )
iii

V

i

V

yx
∂=

∂

∂
=∂=








∂

∂
                                          (3.13) 

olarak bulunur. ( )nMf 0
0ℑ∈  olmak üzere ( )df

V  dikey lifti ( ) fddf VV
=  şeklinde 

tanımlanır. ( )nMgf 0
0, ℑ∈  olmak üzere gdf  1-formunun dikey lifti ise 

( ) ( ) fgddfggdf VVVVV
==  şeklindedir. 

Tanım 3.2.1.3. nM  manifoldu üzerinde  ( )nM0
1ℑ∈ω   1-formu verilsin. ( )nMT  

uzayında  

( ) ( )iV

i

VV
dxωω=                                                    (3.14) 

ile tanımlanan  ( )( )n

V MT0
1ℑ∈ω   1-formuna  ω  , 1-formunun dikey lifti denir (Yano 

and Ishihara 1973). 
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ω , 1-formunun dikey lifti; ( )nMT  tanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre 

bileşenleri  

( )0,i

V ωω =                                                        (3.15) 

şeklindedir. (3.15) eşitliğinden her bir ( )U
1−π   açık kümesinde  

( ) hhV
dxdx =                                                        (3.16) 

olarak yazılır. 

3.2.2. Complete (Tam) lift 

Tanım 3.2.2.1. nM  manifoldu üzerinde   RMf n →:   fonksiyonu verilmiş olsun.  

( )nMT  tanjant demette 

( )dfıf
C =                                                          (3.17) 

ile tanımlanan  f
C  fonksiyonuna  f  fonksiyonunun tam(complete) lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

Tanım 3.2.2.2. nM  manifoldu üzerinde  ∈X ( )1
0 n

Mℑ  vektör alanı verilmiş olsun. f, 

nM  manifoldu üzerinde keyfi bir fonksiyon olmak üzere,  ( )nMT  uzayında  

( )XffX
CCC =                                                       (3.18) 
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ile tanımlanan  ∈X
C ( )( )1

0 n
T Mℑ  vektör alanına X vektör alanının tam lifti denir (Yano 

and Ishihara 1973). 

(3.18) denkleminden X vektör alanının tam liftinin  ( )nMT  tanjant demette indirgenmiş 

koordinatlara göre bileşenleri  










∂
=

h

s

s

h

C

Xy

X
X                                                       (3.19) 

şeklindedir. (3.19) eşitliğinden herbir ( )U
1−π   açık kümesinde  

( ) ii

C
∂=∂                                                          (3.20) 

olarak bulunur. 

Tanım 3.2.2.3. nM  manifoldu üzerinde  ∈ω ( )0
1 n

Mℑ  1-formu verilmiş olsun. ( )nMT  

uzayında  

( ) ( )( )XX
CCC ωω =                                                    (3.21) 

ile tanımlanan ωC , 1-formuna  ∈ω ( )( )0
1 n

T Mℑ  1-formunun tam lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

(3.21) denkleminden ω , 1-formunun tam lifti ( )nMT  tanjant demette indirgenmiş 

koordinatlara göre bileşenleri,  

( )iis

sC y ωωω ,∂=                                                      (3.22) 
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şeklindedir. (3.22) eşitliğinden her bir ( )U
1−π   açık kümesinde 

( ) hhhC
dxdydx ==                                                   (3.23) 

olarak bulunur. 

Herhangi ∈RQP ,, ( )p

q n
Mℑ  için, keyfi ( ),p q  tipli bir tensörün tam lifti, 

                                                   ( )

( ) .

,

RPRP

QPQPQP

CCC

CVVCC

+=+

⊗+⊗=⊗                                  (3.24) 

ile tanımlanır. 

Tanım 3.2.2.4. nM  manifoldu üzerinde  ∈g ( )
0

2 n
Mℑ  tensör alanının  g

C  tam lifti  

( )nMT  tanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre;  

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
C V CC V

C j i j i j i

ji ji ji
g g dx dx g dx dx g dx dx= ⊗ = ⊗ + ⊗  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iCjV

ji

ViVjC

ji

VijV

ji

C
dxdxgdxdxgdxdxg ⊗+⊗+⊗=  

              ij

ji

ij

ji

ij

jis

s
dxdxgdxdxgdxdxgy ⊗+⊗+⊗∂=                                  (*) 

bileşenlerine sahiptir. Ayrıca 

                C C J I C j i C j i

JI ji ji
g g dx dx g dx dx g dx dx= ⊗ = ⊗ + ⊗         

                      ij

ij

Cij

ij

C dxdxgdxdxg ⊗+⊗+                                                              (**) 

şeklinde olup (*) ve (**)  eşitliklerinden, C
g  metriği koordinatlarla 
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( ) 








 ∂
=

0ji

jijis

s

C

g

ggy
g  

şeklinde tanımlanır. 

Teorem 3.2.2.5. Eğer nM  de g ile verilen Riemannian metriği ij

ji dxdxgds =2  ise, 

( )nMT  de  g
C  Riemannian metriği  

ij

ji

C
dxygg δ2=  

şeklindedir. Burada { } klj

lk

jj ydxdyy +=δ  olup,  { }j

lk   Christoffel sembolleridir (Yano 

and Ishihara 1973). 

Tanım 3.2.2.6. ( )nMT  ’de ∇  konneksiyonun tam lifti, 

( )YY X

CC

X

C
C ∇=∇                                                 (3.25) 

şartını sağlayan tek bir konneksiyondur.   Γ k

ij ,  nM  de ( )h
x  yerel koordinatlara göre ∇  

nın bileşenleri olmak üzere, ( )nMT  ’de ( )hh
yx ,  indirgenmiş koordinatlara göre ∇C  nin 

C Γ k

ij  bileşenleri  

    
C Γ j

im = Γ j

im ,  C Γ j

mi
= C Γ j

mi = C Γ j

mi
0=                                    (3.26) 

C Γ j

im = ∂ Γ j

im ,  C Γ j

mi
= Γ j

im  ,  C Γ j

mi = Γ j

im ,  C Γ j

mi
0=                       (3.27) 

biçiminde tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 
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Teorem 3.2.2.7. Herhangi bir ∈X ( )
1

0 n
Mℑ   ve ∈f ℑ  için 

0=∇ f
V

X

C
V ,                ( )ff X

VC

X

C
V ∇=∇  

                                    ( )ff X

VV

X

C
C ∇=∇ ,        ( )ff X

CC

X

C
C ∇=∇  

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

Teorem 3.2.2.8. Herhangi bir ∈YX , ( )
1

0 n
Mℑ   için 

                                   0=∇ Y
V

X

C
V ,                ( )YY X

VC

X

C
V ∇=∇ , 

( )YY X

VV

X

C
C ∇=∇ ,       ( )YY X

CC

X

C
C ∇=∇  

(Yano and Ishihara 1973). 

Teorem 3.2.2.9. Herhangi bir ∈X ( )
1

0 n
Mℑ   ve ∈ω ( )

0

1 n
Mℑ   için 

                                   0=∇ ωV

X

C
V ,                 ( )ωω X

VC

X

C
V ∇=∇ , 

( )ωω X

VV

X

C
C ∇=∇ ,       ( )ωω X

CC

X

C
C ∇=∇  

olur (Yano and Ishihara 1973). 

Teorem 3.2.2.10. nM de keyfi tip bir K  tensör alanı ve ∈X ( )
1

0 n
Mℑ   için,  

                                  0=∇ K
V

X

C
V ,                 ( )KK X

VC

X

C
V ∇=∇ , 

( )KK X

VV

X

C
C ∇=∇ ,       ( )KK X

CC

X

C
C ∇=∇  

( )nM
0

0
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ve  

                                            ( )KK
VVC ∇=∇ ,   ( )KK

CCC ∇=∇  

olur (Yano and Ishihara 1973). 

3.2.3. Horizontal (Yatay) lift  

Tanım 3.2.3.1. nM  manifoldu üzerinde ∇  afin konneksiyonu verilsin. f  

fonksiyonunun gradiyenti f∇  ile gösterilir. γ  operatörü f∇  gradiyentine uygulanırsa 

( )ff ∇=∇ γγ  

olur. nM  de f  nin f
H  yatay  lifti ( )nMT  de 

                                                       ( )fff
CH ∇−= γ                                                    (3.28) 

şeklindedir. Ayrıca f
C  nin tanımından tanjant demette fonksiyonun yatay lifti 

0=f
H  

sıfıra eşittir. 

Tanım 3.2.3.2. nM  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde ∇  afin konneksiyonu 

verilmiş olsun. Keyfi ∈X ( )
1

0 n
Mℑ  için 

XXX
CH

γ∇−=                                                           (3.29) 
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ile tanımlanan  ∈XH ( )( )
1

0 n
T Mℑ  vektör alanına, X  vektör alanının yatay (horizontal ) 

lifti denir. Burada ( )XX ∇=∇ γγ  
 şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

X , hX  lokal bileşenlere ve ∇ , Γ h

ji  bileşenlerine sahip olmak üzere, ( )nMT  de ( )hh
yx ,  

indirgenmiş koordinatlara göre XC  ve Xγ∇  










∂
=

h

h

C

X

X
X ,          









∇
=∇ h

j

j
Xy

X
0

γ  

lokal bileşenlerine sahiptir ve   X ih

ji

h

j

h

j XX Γ+∂=∇ şeklinde olup X in XH  yatay 

lifti ( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre, 










Γ−
=

ih

si

s

h

H

Xy

X
X                                                     (3.30) 

bileşenlerine sahiptir.  

Tanım 3.2.3.3. ∇  afin konneksiyonuna sahip nM  manifoldu üzerinde herhangi bir  

tensör alanı  

jk

hi

hi

jk dxdx
xx

SS ⊗⊗⊗
∂

∂
⊗⊗

∂

∂
= .........

...  

şeklinde verilsin. ( )nMT  da bir Sγ∇  tensör alanı ( )U
1−π  de ( )hh

yx ,  indirgenmiş 

koordinatlara göre  

jk

hi

hi

jkl

l dxdx
yy

SyS ⊗⊗⊗
∂

∂
⊗⊗

∂

∂
∇=∇ ......)( ...

...γ  
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şeklinde tanımlanır. f ∈ ( )0
0 nMℑ  için  ff

C=∇γ  olup  P,Q∈ ( )nMT  için 

( ) ( ) ( )QPQPQP
VV

γγγ ∇⊗+⊗∇=⊗∇                                  (3.31) 

elde edilir. nM de keyfi tipli bir S  tensör alanının ( )nMT  de SH  yatay lifti  

SSS
CH

γ∇−=                                                         (3.32) 

şeklindedir. Buradan 0=∇S  için  SS CH =  olur. 0=∇S  olması için gerek ve yeter şart 

∇  konneksiyonuna göre S nin paralel olmasıdır. Buna göre  (3.31) den,  

( ) QPQPQP HVVHH
⊗+⊗=⊗                                             (3.33) 

elde edilir. (3.32) eşitliği kullanılarak nM de jig  bileşenli (0,2) tipli g tensör alanının 

g
H  liftinin bileşenleri ( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre 










 Γ+Γ
=

0ji

jijt

t

iti

t

jH

g

ggg
g                                             (3.34) 

şeklindedir. 

Tanım 3.2.3.4. nM  de bir ∇  afin konneksiyonu verilsin. (3.29) kullanarak Teorem 

3.5.4 den herhangi ∈YX , ( )
1

0 n
Mℑ  için 

                                       ( ) ((RYY X

HH

X

C
H γ+∇=∇   )), YX , 

( ) ((RYY X

HH

X

C
C γ+∇=∇   )), YX ,                                  (3.35) 
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                                       ( ) ( )( )( )XYYY X

CC

X

C
H ∇∇−∇=∇ γ    

elde edilir. Burada ((R   )), YX , nM de (1,1) tipli bir tensör alanı; ( ) ( )YXZRZW ,= ,    

∈Z ( )
1

0 n
Mℑ  ve R ise ∇  afin konneksiyonunun eğrilik tensörüdür. Ayrıca herhangi     

∈YX , ( )
1

0 n
Mℑ  için 

0=∇ Y
V

X

C
V ,   0=∇ Y

H

X

C
V                                        (3.36) 

                                                       ( )YY X

VV

X

C
H ∇=∇  

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

 Keyfi ∈YX , ( )
1

0 n
Mℑ  için ( )nMT  de ∇H  yatay lifti  

 

                                              0=∇ Y
V

X

H
V ,    0=∇ Y

H

X

H
V ,                                   (3.37) 

    ( )YY X

VV

X

H
H ∇=∇ ,    ( )YY X

HH

X

H
H ∇=∇  

şeklinde tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 

 Bu durumda (3.35), (3.36) ve (3.37) den keyfi ∈YX , ( )
1

0 n
Mℑ için, 

 

0 =∇=∇ YY
V

X

CV

X

H
VV ,           0=∇=∇ YY

H

X

CH

X

H
VV ,                                   (3.38) 

   YY
V

X

CV

X

H
HH ∇=∇ ,                   ((RYY

H

X

CH

X

H
HH γ−∇=∇      , ))YX  

 

elde edilir. Burada keyfi ∈YX
~

,
~

( )
1

0
( )

n
T Mℑ  için,  

( ) YYYXS
X

C

X

H ~~~
,

~~
~~ ∇−∇=                                              (3.39) 

alınırsa ( )nMT  de (1,2) tipli S
~

 tensörü  
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,0),(
~

=YXS VV            ,0),(
~

=YXS HV                                              (3.40) 

                          ,0),(
~

=YXS VH           −=),(
~

YXS HH ((Rγ      , ))YX  

 

eşitliklerini sağlar. Burada 

h

kji

kh

ji RyS −=
~

,                                                       (3.41) 

 

olup diğer bileşenler sıfırdır. (3.36) , (3.37) , (3.39) ve (3.41) eşitliklerinden ∇  nın ∇H  

horizontal liftinin bileşenleri ( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre 

 

h

ji

h

ji

H Γ=Γ ,       0=Γ h

ij

H ,      0=Γ h

ij

H ,       0=Γ h

ij

H , 

h

kji

kh

ji

h

ji

H
Ry−Γ∂=Γ ,  h

ji

h

ij

H Γ=Γ ,   h

ji

h

ij

H Γ=Γ ,   0=Γ h

ij

H                    (3.42) 

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

3.3. Adapte Olunmuş Çatı 

nM  manifoldu üzerinde ∇  afin konneksiyonu verilmiş olsun. ( )n
T M ’nin ( )1

Uπ −  

koordinat komşuluğunda indirgenen bir çatı alanı tanımlayabiliriz.  

Her bir U M⊂  lokal kart’ında 
j j

X
x

∂
=

∂
, j=1,…,n olsun, (3.8) ve (3.13) den doğal 

çatıya göre lokal ifadeleri  

( ) ( )
h

jH h h s

j h sj jj hh

j

X x e
δ

δ
 

= ∂ + −Γ ∂ = =  −Γ 
%

 

                                       ( ) ( )V h j A

j ij h
X X Cδ

 
= ∂ = = 

 

o

 , A

i j
C e= %  
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şeklinde olan vektör alanları elde edilir. Burada h

j
δ  Kronecker deltasıdır. Elde edilen bu 

2n sayıdaki vektör alanları lineer bağımsız olup, sırasıyla ( )n
T M ’nin dikey dağılımını 

ve ∇  nın yatay dağılımını üretir. ( ) ( ){ },H V

j j
X X  kümesi adapte olmuş çatı olarak 

adlandırılır.  

( )
H

j j
e X= , 

( )
V

j j
e X= , 

alınırsa, adapte olmuş çatı { } { } { }, . ,h h

j j
e e e dx yβ δ=  şeklinde yazılır. { },h hdx yδ  ise 

{ },
j j

e e  nin dual bazıdır. Burada h h b h a

bay dy y dxδ = + Γ  dır.  olmak üzere, 

 

 

alınarak tabii çatıdan adapte olunmuş çatıya geçiş yapılır. Bu formüller matris dilinde 

yazılırsa, 

 

elde edilir. Böylece tabii çatıdan adapte olunmuş çatıya geçiş matrisi, 

 

şeklinde olur. Şimdi bu matrisin tersini  ile gösterelim. Ters matrisin özelliğine göre  

B

Be Aα α= ∂%

h h

i i h i h
e A A= ∂ + ∂%

h h

hi i i h
e A A= ∂ + ∂%

( ) ( ), ,
h h

i i

i hi h h h

i i

A A
e e

A A

 
= ∂ ∂   

 
% %

( ) ( )
0

,
h

B B Bi

i ih h

i i

A A Aα

δ

δ

 
= = 

−Γ 

A
α
β
%
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olup, buradan 

 

eşitliği yazılır. Buradanda, 

 

 

 

 

olup 

0
hh
Bk

B h h h
k k B

A
A

A

α δ

δ

  
= =     Γ   

%
%

%
 

elde edilir. Burada 

( ), 0h h

B k
A δ=%   ile ( ),h h h

B k k
A δ= Γ%  

şeklindedir. 

3.4.  Tanjant Demette Metrikler 

nM  , g  metriği ile verilen bir Riemannian manifoldu olsun. g metriğinin herhangi bir 

B B

C C
A Aα

α δ=%

B i B i B

i C C Ci
A A A A δ+ =% %

,h i h i h h i h h h

i k k k i k k k ki
A A A A A Aδ δ δ δ+ = ⇒ = ⇒ =% % % %

0 0 0 ,h i h i h i h i h h h h

i k k i k i k i k k ki
A A A A A A Aδ δ+ = ⇒ −Γ + = ⇒ −Γ + = ⇒ = Γ% % % % %

0 0 0,h i h i h i h

i iik k k k
A A A A A Aδ+ = ⇒ = ⇒ =% % % %

0h i h i h h h i h i i

i k i i k kik k k k
A A A A A Aδ δ δ δ+ = ⇒ −Γ + = ⇒ =% % % %
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U  koordinat komşuluğunda bileşenleri jig  ile Christoffel sembolleri h

jiΓ  ile gösterilir. 

U, nM nin bir komşuluğu olmak üzere, eğer ( )nMT  nin ( )U
1−π  komşuluğunda ( )hh

yx ,  

indirgenmiş koordinatlara göre  

ih

i

hh dxdyy Γ+=δ  

alınırsa,  

ij

ji

ij

ji

ij

ji

yygIII

ydxgII

dxdxgI

δδ

δ

=

=

=

2
 

şeklinde ( )nMT ’de global olarak tanımlanan ikinci dereceden diferensiyel formlar elde 

edilir. Burada h

ji

jh

i y Γ=Γ  şeklindedir. Ayrıca, 

ij

ji

ij

ji

ij

ji

ij

ji

ij

ji

ij

ji

ij

ji

yygydxgIIIII

yygdxdxgIIII

ydxgdxdxgIII

ydxgII

δδδ

δδ

δ

δ

+=+

+=+

+=+

=

2

2

2

 

diferensiyel formların hepsi singüler olmayıp ( )nMT  üzerinde Riemannian veya 

pseudo- Riemannian metrikleri olarak dikkate alınabilirler (Yano and Ishihara 1966). 

II  metriği ( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre  








∂
=

0ji

jiji

g

gg
II  
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bileşenlerine sahip olup, Teorem 3.2.2.5 dolayı  II  metriği  gg
HC =  ile çakışır.  

( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre  I+II  metriği  








 ∂+
=+

0ji

jijiji

g

ggg
III  

bileşenlerine sahiptir. Ayrıca Teorem 3.2.2.5 den dolayı I+II  metriği gg
CV +  metriği 

ile çakışır. Burada ∈g ( )0
2 nMℑ  dir. 

3.4.1. Tanjant demette  metriği 

V j i

jig g dx dx= ⊗  

olmak üzere  ye,  nin  de dikey lifti denir (Davies,1966). 

 Bu metrik koordinatlarla  

0

0 0
ijV

g
g

 
=  
 

 

şeklinde tanımlanır . 

3.4.2. Tanjant demette C
g  metriği  

nM ,  lokal bileşenleri  olan  metrikli bir Riemannian manifoldu olsun. Tanjant 

demette indirgenmiş ,  koordinatlarına göre lokal ifadesi  

V g

V g g ( )nT M

ji
g g

( )A
X ( ),h h

x y
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ij

ji

BC

CB ydxgdxdxg δ2~ =  

şeklinde olan g%  Riemannian metriği verilsin. Burada  

,  

şeklindedir.  ise  ile tanımlanan Christoffel sembolleridir. Bu metriğe C
g  metriği 

denir. CBg%  metriğinin koordinatları 

                                                      

( ) 






∂
=

0
~

ji

jiji

CB
g

gg
g

                                            (3.43) 

şeklinde olup, tanjant demette  nin tam liftinin koordinatları ile aynıdır ve 

kontravaryant bileşenleri ise 

( ) 








∂
=

jiji

ji

CB

gg

g
g

0~  

şeklindedir. Burada ,  manifoldundaki nin kontravaryant bileşenleri olup  

 

şeklindedir.  

C
g   metriğine göre  de tanımlı , Riemannian konneksiyonu 

                                                                                   (3.44)
 

h h h i

i
y dy dxδ = + Γ h k h

i ki
yΓ = Γ

h

jiΓ
jig

g

jig
n

M g

ih h

ji jg g δ=

( )
n

T M ∇%

( )C
X

CC C C

C XX
Y Y Y∇ = ∇ = ∇%
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şartını sağlayan bir tek konneksiyondur.  

 nın  Christoffel sembolleri                                  

 

formülü kullanılarak elde edilir. Yukarıdaki formülü açık bir şekilde yazarsak 

 

olur. Tam lift alınarak ∇%  nın bileşenleri, 

                                              ,                                      (3.45) 

                                        , ,                                 (3.46) 

şeklinde bulunur.  

3.4.3. Tanjant demette H
g  metriği 

nM  de g  ile verilen pseudo-Riemannian metriği  olarak alınırsa, 

 ’ de  ile tanımlanan pseudo-Riemannian metriği  şeklinde olur  

Burada,  

 

olup,   de  de afin konneksiyonun katsayılarıdır (Yano and Ishihara 1973). 

∇% k

ijΓ%

( )C

CC

XX
Y Y∇ = ∇%

( )I J J M I J

I IM X
X Y Y X Y∂ + Γ = ∇% % % % %%

j j

im imΓ = Γ% 0j j j

imim im
Γ = Γ = Γ =% % %

j j

im imΓ = ∂Γ% j j j

im imim
Γ = Γ = Γ% % 0j

im
Γ =%

2 j i

jids g dx dx=

( )nT M H g 2 j i

jig y dxδ

j i j l k

lky dy y dxδ = + Γ%

j

lkΓ
n

M ∇
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 (3.29) dan  nin koordinatlarına göre  pseudo-Riemannian metriği yazılırsa,  

 

elde edilir. Buradan da 

 

                                        

                                        

                                        

                                        

şeklinde bulunur. 

 metriğinin kovaryant bileşenleri için, 

                                                                                                          (3.47) 

olup, gerekli hesaplamalar yapıldığında 

                                                                               (3.48) 

elde edilir. 

 ,  metriğiyle tanımlanmış Cristoffel sembolünü göstermek üzere, 

H g

( )2 2H J I k t k t j i j i

JI kj ti ki jt ji
ds g dx dx y g y g dx dx g dy dx= = Γ + Γ +

2 2J I k t j i k t i j j i

JI kj ti kj it jids g dx dx y g dx dx y g dx dx g dy dx= = Γ + Γ +

2 2k t j i j i

kj ti jiy g dx dx g dy dx= Γ +

2 2k j t i j i

kt ji jiy g dx dx g dy dx= Γ +

( )2 j j k t i

ji kt
g dy y dx dx= + Γ

2 i i

jig y dxδ= %

H g

H H IH H

JI J
g g δ=

( )
0 ih

H IH

ih h ji i sh

j s

g
g

g g g

 
 =
 − Γ + Γ 

H I

JKΓ H g
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şeklinde tanımlanır. Buradan  katsayıları, 

1

2
H i i is

jk jk s jkg gΓ = Γ + ∂
         

0H i

jk
Γ =  

 0H i

jk
Γ =  

 0H i

jk
Γ =  

0H i

jk
Γ =  

H i

jk
Γ  

H i

jk
Γ         H i

jk
Γ

 

                          
 

elde edilir.
 

Teorem 3.4.3.1.  de  pseudo-Riemannian metrik ve  bir afin konneksiyon 

olmak üzere; eğer  ise,  ve  birbirine eşittir (Yano and Ishihara 1973). 

Teorem 3.4.3.2.  de  pseudo-Riemannian metrik ve , metriğiyle tanımlanan 

Riemannian konneksiyonu olmak üzere,  ve  birbirine eşittir (Yano and Ishihara 

1973). 

( )1

2
H I H IS H H H

JK J SK K JS S JKg g g gΓ = ∂ + ∂ − ∂

H I

JK
Γ

1

2
i is

jk j skg g= Γ − ∇

1

2
i is

jk k jsg g= Γ − ∇

( ) ( ) ( ) ( )( )1

2
l i l is i is l

l jk l is jk j l sk k l js s l jky y g g g y g g g= ∂ Γ − ∇ Γ − ∂ ∇ + ∂ ∇ − ∂ ∇

( )( )1 1

2 2
l is l is

l s jk l s jky g g y g g+ ∇ ∇ + ∂ ∇

n
M g ∇

0g∇ = H ∇ C ∇

n
M g ∇

H ∇ C ∇
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3.4.4. Tanjant demette sasaki (Diagonal lift) metriği 

Tanım 3.4.4.1. ( , )nM g  bir Riemannian manifold olsun. nM  manifoldu üzerinde 

tanımlanan tanjant demet üzerindeki Sasaki metriği aşağıdaki üç denklemle tanımlıdır. 

, ( )nX Y C T M∞∀ ∈  olmak üzere  

i) ( )( , ) ,H H
g X Y g X Y=%  

ii)  ( , ) 0V H
g X Y =%  

iii) ( )( , ) ,V V
g X Y g X Y=%    

g-natural metrikler sınıfından olan Sasaki metriği koordinatlarla aşağıdaki şekilde 

tanımlanır:  

,  bileşenlerine sahip  metriğine göre bir Riemannian manifoldu olsun. 

 
 indirgenmiş koordinatlarına göre  

                                                                            (3.49) 

Riemannian metriği verilsin. Burada  

 

olup (3.49) metriğini Sasaki metriği (veya  nin  diagonal lifti) olarak 

adlandıracağız. (3.49) ifadesinden Sasaki metriğinin bileşenleri,   

              
 

n
M ji

g g

( ),h h
x y

C B i j i j

CB ij ij
g dx dx g dx dx g y yδ δ= +%

h h h i j

ij
y dy y dxδ = + Γ

g D g

C B i j i j

CB ij ij
g dx dx g dx dx g y yδ δ= +%
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olup matris dilinde  

                                                                 (3.50) 

şeklinde yazılır. Bu matrisin tersi ise, 

 

şartını sağlayan D BC
g  matrisidir. 

 

formülünden gerekli hesaplamalar yapılırsa, 

                                                           
D jk jk

g g=  

 

 

( )( )ln
i j i i s m j j l n

ij ij smg dx dx g dy y dx dy y dx= + + Γ + Γ

ln
i j i j i j l n j i s m

ij ij ij ij sm
g dx dx g dy dy g dy y dx g dy y dx= + + Γ + Γ

ln
i s m j l n

ij sm
g y dx y dx+ Γ Γ

ln
i j i j j i l n j i s i

ij ij ji mj si
g dx dx g dy dy g dy y dx g dy y dx= + + Γ + Γ

l
m s i n l j

mn si j
g y dx y dx+ Γ Γ

n l
i j i j j n l i j m s m

ij ij j i mj si
g dx dx g dy dy g dy y dx g dy y dx= + + Γ + Γ

ln
i s m j l n

ij sm
g y dx y dx+ Γ Γ

m n m

ij mn i j mj iD

AB m

im j ij

g g g
g I III

g g

 + Γ Γ Γ
= + =   Γ 

D D BC C

AB Ag g δ=

D D jC D D jC C

Aj AAj
g g g g δ+ =

D jk s sk

j
g g= −Γ

D jk is k

s
g g= − Γ
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elde edilir ve matris dilinde 

                        

 

şeklinde olan ters matris yazılır. 

Adapte olunmuş çatıda Sasaki metriği ise aşağıdaki biçimde tanımlanır: 

 

dönüşüm kanunu adapte olunmuş çatıda  

   
 

şeklinde yazılır. Tensör dilinde ise 

                                                     
 

şeklindedir. Burada, 

 

                  

                                         

D jk jk ns j k

n s
g g g= + Γ Γ

( )
jk js n

D j

AB j sk jk ns j k

s n s

g g
g

g g g

 − Γ
=  

−Γ + Γ Γ 

i j

i j i j ij
g A A g′ ′ ′ ′=

D A B D

AB
g A A gαβ α β=

( )
( ) { }

D T

e
g A g A

α
α

=
%

( )
( )

0

0

t sh h j
hj ts h j jhD i i k

h j je
hj hji k k

g g A
g

gα

δ δ

δ δ

 + Γ Γ   −Γ
=      Λ −Γ    

%

0t s h h j
ij ts i j i hj ji i hj k

j j

hj hj k k

g g A A g

g

δ

δ

 + Γ Γ − Γ − Γ  
=    Λ −Γ  

0

0
ik

ik

g

g

 
=  
 
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olarak bulunur.  nın tersi yazılırsa, 

 

elde edilir.  için 

 

şeklinde yazılır. Buradan gerekli hesaplamalar yapılırsa                   

D ij
g% , 

D ij
g% , 

D ij
g% , 

D ij
g%  

şeklindedir. Buradan, 

 

yazılır. Ayrıca 

, 

                                       

, 

ve 

D
gαβ

D D AB

A Bg A A gαβ α β=% %

,A h B k= =

,D D hk D hk D hk D hk

h k k hh k h k
g A A g A A g A A g A A gαβ α β α β α β α β= + + +% % % % %

ijg=

0=

0=

ijg=

0

0

ij

D

ij

g
g

g

αβ  
=  
 

%

( ) ( ) ( )
h h

H iB B i

i i i i i hh
ii

A
B e B A

A

δ   
= ∂ = = = = =     −Γ  

%

( ) ( )
0h

iB B

i i i i hh
ii

A
C e C A

A δ

   
= = = = =       
%
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 ve  

olup, 

  

şeklinde bir vektör alanı alalım. Bu vektör alanları bir baz oluşturur. Böylece doğal 

koçatı  olmak üzere  şeklinde yeni bir koçatı oluşturulmuş olup  lar 

açık olarak yazılırsa;  için, 

, 

                                              , 

 

                                               , 

       

olur.  Holonom olmayan objenin bileşenleri ise, 

                                            
 

ifadesinden,  

                                                           k

ij
Ω , 

k

ij
Ω ,

 
 

                                                           k

ij
Ω k

ij
= −Γ , 

ve 

                                                           k

ijΩ  

( ) ( ), ,0i i i

h hh
A A δ= ( ) ( ), ,i i i i

h h hh
A A δ= Γ

{ }, B

i Bi
D e e e Aα α α= = = ∂% % %

Bdx B

BA dxα αθ = Dα

,i B hα = =

h h h

i i h i i ih h
D A A= ∂ + ∂ = ∂ − Γ ∂

h h

hi i i ih
D A A= ∂ + ∂ = ∂

i i h i h i

h h
A dx A dx dxθ = + =

i i h i h i h i

h hh
A dx A dx dx dxθ = + = Γ +

( )C C

C
D A D A Aγ γ

αβ α β β αΩ = −

0=

k k

ji ji
= Γ = Γ

k h

ijh
K y= −
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olup buradan, 

          
, 

  
 

elde edilir. Burada  ,  metriğine göre eğrilik tensörünün bileşenleri olup, 

                                
 

                                                 

                                                 

                                                 

                                                 

                                                 

şeklinde elde edilir. 

 ,  metriğine göre Christoffel sembolleri olmak üzere, Sasaki metriğine göre 

tanımlanan  Riemannıan konneksiyonunun bileşenleri adapte olmuş çatıya göre,  

 

şeklindedir. Burada, 

 

olur. Sasaki metriğinin kovaryant türevinin adapte olmuş çatıya göre bileşenleri, 

k k k h

ij ji ijhK yΩ = −Ω = −

k k k

ijij ji
Ω = −Ω = Γ

ijhK ijg

, ,A B

A B
D D A Aα β α β

   = ∂ ∂   

( ) ( )A B B A

A B B A
A A A Aα β β α= ∂ ∂ − ∂ ∂

( ) ( )2 2A B A B B A B A

A B AB B A BA
A A A A A A A Aα β α β β α β α= ∂ ∂ + ∂ − ∂ ∂ − ∂

( )A C A C

A A C
A A A Aα β β α= ∂ − ∂ ∂

( )C C C

C C
D A D A A Aγ

α β α γβ= − ∂

D
γ
αβ α= Ω

A

CBΓ%
CB

g%

∇%

( )A A C B

CB A
D A A A Aα α

γβ α β γ βΓ = + Γ% %

α α γ
γβ βγ αβΓ − Γ = Ω% %
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şeklindedir. Burada aşağıdaki gibi üç durum mevcuttur. 

, 

, 

 

Son iki ifade toplanıp birinciden çıkarılırsa, 

 

elde edilir. Burada, 

 

ifadesi kullanılmıştır. Buradan, 

 

yazılır. Bu ifadenin her iki tarafı  ile çarpılırsa, 

 

olur. Ayrıca 

g D g g g
ε ε

δ γβ δ γβ δγ εβ δβ γε∇ = − Γ − Γ% % %% % % %

0g D g g g
ε ε

δ γβ δ γβ δγ εβ δβ γε∇ = − Γ − Γ =% % %% % % %

0g D g g g
ε ε

γ βδ γ βδ γβ εδ γδ βε∇ = − Γ − Γ =% % %% % % %

0g D g g g
ε ε

β δγ β δγ βδ εγ βγ δε∇ = − Γ − Γ =% % %% % % %

2 2 0D g D g D g g g g g g
ε ε ε ε ε

γ βδ β δγ δ γβ γβ εδ γβ δε δβ εγ βδ εγ γδ βε+ − − Γ + Ω − Γ − Ω − Ω =% %% % % % % % % %

α α α
γβ βγ γβΓ − Γ = Ω% %

( ) ( )1 1

2 2
g D g D g D g g g g

ε ε ε ε
γβ εδ γ βδ β δγ δ γβ γβ δε βδ εγ γδ βεΓ = + − + Ω − Ω − Ω% % % % % % % %

gδθ%

( ) ( )1 1

2 2
g D g D g D g g g g gθ δθ δθ ε ε ε

γβ γ βδ β δγ δ γβ γβ δε βδ εγ γδ βεΓ = + − + Ω − Ω − Ω% % % % % % % % %
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, 

, 

eşitlikleri kullanılarak, 

 

elde edilir. Bu eşitlikte 

 

olduğu göz önüne alınırsa,  

 

olur.  ifadesinde, 

 

 

şeklindedir. 

 alındığında, 

 

eşitliği kullanılarak, 

ε ε ε ε
δγ γδ δγ γδ−Ω = Γ − Γ = Ω% %

ε ε ε
γδ δγ γδΓ = Γ + Ω% %

( ) ( )1 1

2 2
g D g D g D g g g g gθ δθ δθ ε ε ε

γβ γ βδ β δγ δ γβ γβ δε βδ εγ γδ βεΓ = + − + Ω − Ω − Ω% % % % % % % % %

g g
α αε δ
γδ δβ εγΩ = Ω% %

( ) ( )1 1

2 2
g D g D g D g

θ δθ θ θ θ
γβ γ βδ β δγ δ γβ γβ γβ βγΓ = + − + Ω + Ω + Ω% % % % %

θ
γβΓ%

,  h

i i i i ih
D D= ∂ − Γ ∂ = ∂

,h h k h h

ji jik jiji
K yΩ = − Ω = Γ

, , ,j h i mγ θ β δ= = = =

( ) ( )1 1

2 2
g D g D g D g g g g gθ δθ θ ε δθ ε δθ

γβ γ βδ β δγ δ γβ γβ γβ εγ βγ βεΓ = + − + Ω + Ω + Ω% % % % % % % % %
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                     , 

              
1

2
h l h

jliji
y KΓ = −% , 

              0h

ji
Γ =%                   

               

1

2
h l h

iljji
y KΓ = −% , 

              0h

ji
Γ =% , 

               
1

2
h h k

ji jikK yΓ = −% , 

              h h

jiji
Γ = Γ% , 

               0h

ji
Γ =%  

adapte olmuş çatıya göre  nın koordinatları elde edilmiş olur. Burada  

 

şeklindedir.  

3.4.5. Tanjant demette s
g  (Synectic lift) metriği 

,  metriği ile verilen bir Riemannian manifoldu olsun. g metriğinin ’nin bir U 

koordinat komşuluğunda bileşenleri  ve Christoffel sembolleri  olmak üzere T

 nin  komşuluğunda  de  indirgenmiş 

koordinatlarına göre,  

 

( ) ( )1 1

2 2
h mh h k mh k mh

ji j im i mj m ji ji mi kj mj ikg D g D g D g g g g gΓ = + − + Ω + Ω + Ω% % % % % % % % %

( )1

2
mh h

j im i mj m ji jig g g g= ∂ + ∂ − ∂ = Γ

θ
γβΓ%

h ht s

jki is tjk
K g g K=

nM g
nM

jig
h

jiΓ

( )nM ( )U1−π ( ) ( )nMTU ⊂−1π ( )hh yx ,

ih

i

hh dxdyy Γ+=δ
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eşitliği yazılır. Burada  

 

şeklindedir. 

g Riemannian metriği ile birlikte   Riemannian manifoldunun  tanjant 

demetinde, 

                                2s C B j i j i

CB ji ji
g dx dx a dx dx g dx yδ= +%                                     (3.51) 

ile tanımlı metriğe sinjektik (synectic) metrik denir. Burada  de  (0,2) tipli bir 

simetrik tensör olup,                                     

                                    
( )

0
ji ji jis s

CB

ji

a g g
g g

g

+ ∂ 
= =  

 
%                                             (3.52) 

bileşenlerine sahiptir (Vishnevsky 1985). 

Tanım 3.4.5.1.  simetrik tensörü olmak üzere, bu tensörün vertical lifti  

 

ile tanımlanır. Buradan,  nin  çatısındaki koordinatları, 

 

h

ji

jh

i y Γ=Γ

nM ( )nMT

nji Ma ,

∈a ( )0
2 nMℑ

( ) ( ) ( ) ( )
V V VV

V i j i j i j

ij ij ija a dx dx a dx dx a dx dx= ⊗ = ⊗ = ⊗

V a ( , )i i
∂ ∂

0

0 0
ijV

a
a

 
=  
 
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şeklindedir.  

Tanım 3.4.5.2. ( )1
2 n

H M∈Τ  tensörü verilmiş olsun. Bu tensörün V H  lifti  

V k i j

ij k
H H dx dx

x

∂
= ⊗ ⊗

∂
 

şeklinde tanımlanır. 

Aşağıdaki şekilde tanımlanan 

0

s

s ji ji jis C V

ji

x g g g
g g g

g

 ∂ +
′ = + =   

 
 

0

s

s ji ji jis C V

ji

x g a g
g g a

g

 ∂ +
= + =   

 
 

birinci metrik yani s
g′  (Yano and Ishıhara1973) çalışmalarında, ikinci metrik yani 

s C V
g g a= +  ise ( Salimov ve Aras 2002) çalışmalarında incelenmiştir.  

Burada,  

( )
0

s

s ji ji jis s C V

JI

ji

x g a g
g g g a

g

 ∂ +
= + =   

 
     (3.53) 

Riemannian  metrik tensörünün  s K

IJΓ  Riemannian  konneksiyonu, 

( )1

2
s K KS S S S

IJ I SJ J IS S IJg g g gΓ = ∂ + ∂ − ∂% , 
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ile tanımlanır. ,  (3.53)   tensörünün  ters tensörü olup,  

                                          

0,

1,
S MJ J

IM I

I J
g g

I J
δ

≠
= = 

=
%                                              (3.54) 

şeklindedir. (3.53) ve (3.54) eşitliklerini kullanarak  tensörünün koordinatları,  

                             

 .                         (3.55) 

şeklindedir, (3.53) ve (3.55) eşitlikleri s K

IJΓ  formülünde yerine yazılırsa, 

                                                              s k k

ij ij
Γ = Γ , 

 , 

 , 

, 

 

 

 

bulunur. Burada ,  şeklinde tanımlanan (1,2) tipli 

tensördür (Akbulut 2009). 

 

Teorem 3.4.5.3.  Eğer    ise, C sΓ = Γ  dir. Burada    nin Riemannian 

konneksiyonudur (Yano and Ishihara1973). 

 

Teorem 3.4.5.4.   Eğer    ise, C sΓ = Γ   olur (Yano and Ishihara1973) . 

KSg~

g~

tjsj

is

it

ijij

s

sij

ij

IJ
agag

agxg

g
gg ..

..

,
0~~ =









−∂
==

s k k

ijij
Γ = Γ

s k k

ijij
Γ = Γ

+Γ∂=Γ k

ijt

tk

ij

S
x ( )

ijsisjsji

ks aaag ∇−∇+∇
2

1 k

ij

k

ijt

t
Hx +Γ∂=

( )1

2
k ks

ij i sj j is s ijH g a a a= ∇ + ∇ − ∇

0a∇ = ,C C gΓ

ij ija g=

0s k s k s k s k

ij ij ij ij
Γ = Γ = Γ = Γ =
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Teorem 3.4.5.5. V H , ( )1
2 n

H T M∈
 
tensörünün dikey lifti olmak üzere s C V HΓ = Γ + dir 

(Yano and Ishihara1973). 

3.4.6. Tanjant demette Cheeger-Gromoll metriği  

nM  manifoldunun nU M⊂  komşuluğunda i

iX X= ∂  vektör alanı ve ( )i j

X ij
g g X dx=  

kovektör alanı verilsin. Buradan, ( ) ( )1
n

U T Mπ − ⊂  de ( ),i ix x  indirgenmiş 

koordinatlarına göre j i

X ij
g x g Xγ =  şeklinde ( )0

0X n
g T Mγ ∈  fonksiyonu tanımlansın. 

( )1
Uπ −  kümesi üzerinde tanımlanan Xgγ  fonksiyonu ( )n

T M  de global bir 

fonksiyondur. r , ( ) ( )i iy y x= =  vektörünün  

2 i j

ij
r g x x=  

 şeklinde tanımlanan norm vektörü olsun. ( )n
T M  de her ( )1

0,
n

X Y T M∈  vektör alanı 

için CG
g  Cheeger-Gromoll metriği, 

i) ( ) ( )( ), ,
VCG H Hg X Y g X Y= , 

ii) ( ), 0CG H Vg X Y = , 

iii) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

1
, ,

1

VCG V V

X Yg X Y g X Y g g
r

γ γ = +
 +

 

biçiminde tanımlanır (Salimov and Akbulut 2009). Burada, ( )( ) ( ), ,
V

g X Y g X Y π= o  

şeklindedir. 

 

(i) - (iii) eşitliklerinden ( )eβ  adapte  olmuş çatısına göre Cheeger-Gromoll metriği lokal 

olarak 
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( )
( )2

0

1
0

1

CG CG
jl

jl jlCG

s tCG CG

jl js ltjl jl

gg g
g

g g g x xg g
r

βγ

  
  = =
   +   + 

%  

şeklinde tanımlanır. 

Teorem 3.4.6.1.  , bir Riemannian manifoldu ve ’ de CG
g   Cheeger-

Gromoll metriğinin Levi-Civita konneksiyonu CG ∇ , olmak üzere ( )1
0,

n
X Y T M∀ ∈  için; 

i) ( ) ( )( )
1

,
2

H

H

H
CG Y Y

XX
R X Y y∇ = ∇ −  , 

ii) ( )( ) ( )
1

,
2

V

H

H VCG Y

XX
R y Y X Y

α
∇ = + ∇  , 

iii) ( )( )
1

,
2

H

V

HCG Y

X
R y Y X

α
∇ =                                                                       (3.56) 

iv) ( ) ( )( )1
, ,

V

V

CG Y CG V V CG V V

X
g X Y g Y Xγδ γδ

α
∇ = − +  

                           ( ) ( ) ( )1 1
, , ,CG V V CG V CG Vg X Y g Y g Y

α
γδ γδ γδ γδ

α α

+
+ −

 

 

eşitliklerini sağlar. Burada R  veγδ  sırasıyla ∇  nın eğrilik tensörüdür ve ( )n
T M  deki 

kanonik vertikal vektör alanın bileşenleri 

 

( )

0 0
j j

ji h j j

i

x x e
x x

γδ
δ

   
= = = ∂ =   

  
 

şeklindedir. 

 ( )n
T M  de { }eβ  adapte olmuş çatıya göre CG

g  Cheeger-Gromoll metriği tarafından 

kurulan CG γ
αβΓ  Christoffel sembolleri CG CG

e
e e

α

γ
β αβ γ∇ = Γ  şeklindedir. Adapte olmuş 

çatıya göre CG γ
αβΓ  nın koordinatları (3.56) denklemleri vasıtasıyla  

 

( ),
n

M g ( )n
T M
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( )

1
, ,

2
1

, ,
2
1

, 0,
2
1 1 1

CG h h CG h h k

ji ji ji jik

CG h h k CG h h

jki jiji ji

CG h h k CG h CG h

ikjji ji ji

CG h h h h h

i j jiji j i j i

R x

R x

R x

x x g x x x x

α

α
α

δ δ
α α α

•
•

•
•


Γ = Γ Γ = −


 Γ = − Γ = Γ


 Γ = − Γ = Γ =

 + Γ = − + + −


                  (3.57)    

                              

şeklinde elde edilir. Burada i

jij
x g x= , h th h

ikj js tikR g g R
•

• =  dir (Sekizawa 1991; 

Gudmundsson and Kappos 2002). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

4.1. Tanjant Demette H
g  Metriğinin Bazı Uygulamaları 

4.1.1. Tanjant demette  konneksiyonuna göre infinitesimal afin dönüşümler 

 de  metriği ile tanımlanan  Riemannian konneksiyonu ve konneksiyon 

katsayıları ise  olsun. Ayrıca  de  vektör alanı verilmiş 

olsun. Burada    ,   şeklindedir. 

, = = = = 0,  , = = , 

eşitlikleri ile  olduğu dikkate alınırsa,  vektör alanının 

 konneksiyonuna göre  de bir infinitesimal afin dönüşüm olması için (4.1)-

(4.8) şartlarını sağlaması gerek ve yeter şarttır. 

,    (4.1) 

,                                                                               (4.2) 

,                                                                               (4.3) 

 ,                                                                                                                (4.4) 

    (4.5) 

     (4.6) 

       (4.7)  

,                                                                              (4.8) 
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,  de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm olsun. Bu durumda  indirgenmiş 

koordinatlara göre  nın bileşenleri  olup, (4.8) denkleminden =0 

bulunur. Buradan   

                                                    (4.9) 

yazılır. Buradaki  ve  bileşenleri sadece  değişkenlerine bağlıdır. ,  

de bir vektör alanı olduğundan  ve , sırasıyla,  ve 

 nin elemanlarıdır. 

Teorem 4.1.1.1. Eğer ,  de  konneksiyonuna göre bir dikey infinitesimal 

afin dönüşüm ise, bu durumda  

a)  ,   ,  ve  dir. 

b) ,  ya göre paraleldir, yani  dır. 

c)  nın  torsion tensörü  ye göre pürdür. 

Her  için  . 

d)  Her  için . 

olup, tersine, eğer   ve  (a) , (b) , (c) ve (d) şartlarını sağlıyor ise                  
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vektör alanı,  konneksiyonuna göre de bir infinitesimal afin dönüşümdür, 

burada  vektör alanı dikey vektör alanıdır (Gezer and Akbulut 2006). 

İspat: (a) (4.9) denkleminden ve  eşitliğinin (4.5) denkleminde kullanılmasıyla,   

     , (4.10) 

ve   

 

 yani koordinatlarla  

                     ,            (4.11) 

elde edilir. 

(b)  (4.9) denkleminden ve  eşitliğinin (4.7) denkleminde kullanılmasıyla,              

                                                ,                                           (4.12)                   

(4.9) denkleminden ve  eşitliğinin (4.7) denkleminde kullanılmasıyla,       

                                               ,                                           (4.13) 

olur buda, bu da  nin  de paralel olduğunu gösterir. 

(c)  (4.13) denkleminde  ve , indislerinin yerleri değiştirilirse,  
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                                                 , 

ve (4.12) eşitliğinden çıkarılırsa, 

                                                           ,                                                 (4.14) 

elde edilir. Burada her   için 

                                                                                              (4.15)                    

(4.14) denkleminden   

                                  

ve   

                                                

eşitlikleri elde edilir. 

(d) (4.12) ve (4.13) denklemlerindeki kısmi türevleri (4.10) denkleminde yerine 

yazılırsa,  nin tüm kısmi türevleri yok olur. Böylece keyfi   için  

                                                ,                                                    (4.16) 

denklemi elde edilir. Burada ,  ye göre - tensörüdür. 

Tersine, eğer  (a), (b), (c) ve (d) şartları sağlanırsa,  in bir infinitesimal afin dönüşüm 

olduğu görülür. Böylece Teorem 4.1.1.1 ispatlanmış olur. 
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4.1.2. Tanjant demette  konneksiyonuna göre fibreyi-koruyan infinitesimal 

afin dönüşümler 

 nin her bir fibresini yine bir fibreye dönüştüren dönüşüme fibre-koruyan 

dönüşüm denir. Ayrıca,  deki bir infinitesimal afin dönüşüm fibre-koruyan 

dönüşümlerin bir lokal parametreli grubunu üretiyorsa,  yine bu dönüşüme fibre-

koruyan infinitesimal afin dönüşüm denir. Başka bir ifadeyle, 

 bileşenlerine sahip bir  infinitesimal dönüşümünün fibre-koruyan olması için 

gerek ve yeter şart   bileşenlerinin sadece  deki (  

indirgenmiş koordinatlara göre  değişkenlerine bağlı olmasıdır (Yano and 

Ishihara 1973).  

Teorem 4.1.2.1. Eğer ,  konneksiyonuna göre  de fibre koruyan 

infinitesimal afin dönüşümü ise  den  üzerine indirgenen  infinitesimal 

dönüşümü de   konneksiyonuna göre afin dönüşümdür (Gezer and Akbulut 2007). 

İspat:  

 

ifadesinden görülür ki,  bileşenlerine sahip bir  fibre-koruyan infinitesimal 

dönüşüm   baz uzayında  bileşenli bir  infinitesimal dönüşüm indirger. Ayrıca 

(4.1) denkleminde =0 ve , olduğundan teorem ispatlanmış olur. 
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Teorem 4.1.2.2. ,  de bir Riemannian konneksiyonu olmak üzere her 

 için,  

 

şeklindedir (Gezer and Akbulut 2007). 

İspat:    

                             

                             

                              

                             

                             

                             

                            . 

Burada  her  için  şeklinde olan (1,1) tipli  

tensörü tanımlar. 

 

Teorem 4.1.2.3. Eğer ,  konneksiyonuna göre   de bir fibre-koruyan 

infinitesimal afin dönüşüm ve ’ ye göre infinitesimal automorphism ise bu durumda   

= +   Teorem 4.1.1.1 deki (a), (b) ve (c) şartlarını sağlar. Burada  ve 

, sırasıyla, (1,0) ve (1,1) tipli  tensörlerdir (Gezer and Akbulut 2007). 
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İspat:  ve , Teorem 4.1.2.1’de tanımlanan vektör alanları olmak üzere Teorem 

4.1.2.2 den, eğer ,  göre infinitesimal automorphism ise ,  

konneksiyonuna göre   de bir infinitesimal afin dönüşümdür.  nin bileşenleri 

 olduğundan  nin,  konneksiyonuna göre   de bir dikey 

infinitesimal afin dönüşüm olduğu görülür. Buradan aşağıdaki teorem elde edilir. 

4.1.3.  Metriği ile tanımlanan infinitesimal izometri 

Teorem 4.1.3.1.  deki bir  vektör alanının  metriğine sahip ’ ye 

a)   dikey 

b)  tam 

c)  yatay 

liftlerinin yine  de Killing vektör alanı olması için gerek ve yeter şart, sırasıyla,  

a)   X in  de Killing vektör alanı olması, 

b)   X in  de kovaryant türevi sıfır olan Killing vektör alanı olması, 

c)  X in  de kovaryant türevi sıfır olan Killing vektör alanı olmasıdır (Kobayashi and 

Nomizu 1963). 

İspat:  vektör alanı  de indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri 

 olan bir vektör alanı olsun. Bu durumda  in kovaryant türevi, 

indirgenmiş koordinatlara göre,  

                                                                                       (4.17) 
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bileşenlerine sahiptir, burada  ler  konneksiyonunun katsayılarıdır. 

 olmak üzere  deki indirgenmiş koordinatlara göre bir 

 vektör alanının  dikey lifti,  tam lifti ve 

 yatay liftinin bileşenleri, sırasıyla,  

                      ,       ,           (4.18) 

şeklindedir. 

Şimdi ,  ve  vektör alanlarının  metriğine göre Lie türevleri, (4.18)  

denklemi ve  konneksiyonunun katsayıları kullanılarak, 

(4.19) 

şeklinde tanımlanır. Buradan 

 olduğu dikkate alınırsa  ve  olur. Böylece teorem 

ispatlanmış olur. 

Tanım 4.1.3.2. Eğer  ve ,  de Killing vektör alanları ise Killing vektörün 
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                             ,                                    (4.20) 

olup,  ,  de Killing vektör alanıdır (Kobayashi and Nomizu 1963).  

Tanım 4.1.3.3.  için (1,1)  tipinden  tensör alanını  

,       (4.21) 

olarak tanımlanır. 

Teorem 4.1.3.4.  deki  vektör alanının dikey ve tam liftlerinin  de 

 metriğine göre Killing vektör alanı olması için yeter şart  ve  vektör 

alanlarının  de kovaryant türevleri sıfır olan Killing vektör alanları olmasıdır (Gezer 

and Akbulut 2007). 

 İspat:    

   ,  ,           

(4.22) 

şeklinde yazılır, burada  nın bileşenleri  dır. 

Bir  vektör alanı verilmiş olsun. Eğer X vektör alanı  şartını 

sağlıyor ise X vektör alanına  afin konneksiyonuna göre infinitesimal dönüşüm denir. 

Buna göre (4.21) ve  (4.22) den  

                                                                                     (4.23) 
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eşitliği yazılır.  metriğinin  ve  ye göre Lie türevleri hesaplanırsa  

 

                                                 (4.24) 

olur. Böylece (4.19) ve (4.24) den teorem elde edilir. 

Teorem 4.1.3.5.  deki  vektör alanının yatay liftinin  de  

metriğine göre Killing vektör alanı olması için yeter şart  ve  vektör alanlarının 

 de kovaryant türevleri sıfır olan Killing vektör alanları olmasıdır (Gezer and 

Akbulut 2007). 

 de  bir infinitesimal afin dönüşüm olsun. (4.20) ve (4.24) den  

                                  (4.25) 

yazılır.  

4.2. Tanjant Demette C
g  Metriğinin Bazı Uygulamaları 

4.2.1. Tanjant demette C ∇  konneksiyonuna göre infinitesimal dönüşümler 

 de  metriği ile tanımlanan  Riemannian konneksiyonu ve konneksiyon 

katsayıları ise  olsun. Ayrıca  de  vektör alanı verilmiş 

olsun. Burada    ,   şeklindedir. Buradaki 

H g [ ]
V

,X Y [ ],
c

X Y

[ ] ,,
( ) ( )V V c c VV c

H H H H

X Y Y XX YX Y
L g L g L L g L L g

 
 

= = −

[ ] ,,
( ) ( )c c c c cc c

H H H H

X Y Y XX YX Y
L g L g L L g L L g

 
 

= = −

n
M [ ],X Y ( )

n
T M

H g

X Y

n
M

n
M X

[ ] ,,
( ) ( )H c H H cc H

H H H H

X Y Y XX YX Y
L g L g L L g L L g

 
 

= = −

n
M g ∇

k

ijΓ ( )
n

T M
i i

i i
X X X= ∂ + ∂% % %

, ,
i ii i ix y x

∂ ∂ ∂
∂ = ∂ = =

∂ ∂ ∂
1,...,2i n n= +



64 
 

 

C k k

ji jiΓ = Γ  ,   0C k C k C k C k

ji ji ji ji
Γ = Γ = Γ = Γ = ,  C k k

ji jiΓ = ∂Γ ,   C k C k k

jiji ji
Γ = Γ = Γ  eşitlikleri 

ve  vektör alanının n-boyutlu  manifoldunda bir infinitesimal afin dönüşüm 

olması şartı dikkate alınırsa,  vektör alanının C ∇  

konneksiyonuna göre  de bir infinitesimal afin dönüşüm olması için gerek ve 

yeter şart aşağıdaki (4.26)- (4.33) şartlarını sağlamasıdır: 
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X X X X X X∂ ∂ + ∂ Γ − Γ ∂ + ∂Γ ∂ − Γ ∂ + Γ ∂ =% % % % % % ,                       (4.26) 

0h k h h k

j ji jki ik
X X X∂ ∂ − Γ ∂ + Γ ∂ =% % % ,                                                                             (4.27) 

0h k h h k

i ji kij jk
X X X∂ ∂ − Γ ∂ + Γ ∂ =% % % ,                                                                             (4.28) 

 ,                                                                                                              (4.29) 

( ) ( ) ( )h k h k h k h k h h k h k

j i k ji k ji ji k ji ki j ki jk
X X X X X X X∂ ∂ + ∂ ∂Γ + ∂ Γ − Γ ∂ + ∂Γ ∂ + ∂Γ ∂ + Γ ∂% % % % % % %                                       

( ) 0h k h k

jk i jk i
X X+ ∂Γ ∂ + Γ ∂ =% %    ,                                                                                  (4.30) 

( ) 0h k h k h h k h k h k

j k ji ji ki j jk jki i ik
X X X X X X∂ ∂ + ∂ Γ − Γ ∂ + Γ ∂ + ∂Γ ∂ + Γ ∂ =% % % % % % ,                    (4.31) 

( ) 0h k h k h h k h k h k

i k ji ji jk i ki kij j jk
X X X X X X∂ ∂ + ∂ Γ − Γ ∂ + Γ ∂ + ∂Γ ∂ + Γ ∂ =% % % % % % ,                     (4.32)                

0h h k h k

j ki jki j i
X X X∂ ∂ + Γ ∂ + Γ ∂ =% % % .                                                                            (4.33) 

,  de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm olsun. Bu durumda  indirgenmiş 

koordinatlara göre  nın bileşenleri  olup, (4.33) denkleminden =0 

bulunur. Buradan   

                                                  (4.34) 

yazılır. Buradaki  ve  bileşenleri sadece  değişkenlerine bağlıdır. ,  

de bir vektör alanı olduğundan h i

i h
C C x

x

∂
= ⊗ ∂

∂
 ve 

h
D

x

∂
=

∂
, sırasıyla,  ve 

X
n

M

1
0 ( ( ))

n
X X T Mα

α= ∂ ∈ ℑ% %

( )
n

T M

0h

j i
X∂ ∂ =%
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n

T M

X%
0

h
X

 
 
 %

h

j i
X∂ ∂ %

h h i h

iX C y D= +%

h

iC hD hX% X% ( )
n

T M

1
1( )

n
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 nin elemanlarıdır. 

4.2.2. Tanjant demette C ∇  konneksiyonuna göre fibreyi-koruyan infinitesimal afin 

dönüşümler 

Teorem 4.2.2.1: Eğer , C ∇  konneksiyonuna göre  de fibre koruyan 

infinitesimal afin dönüşümü ise  den  üzerine indirgenen  infinitesimal 

dönüşümü de   konneksiyonuna göre afin dönüşümdür.  

 ve , Teorem 4.2.2.1. ki gibi tanımlı olmak üzere,  C ∇  konneksiyonuna göre  

 de bir infinitesimal afin dönüşümdür.  nin bileşenleri  olduğundan 

 nin, C ∇  konneksiyonuna göre   de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm 

olduğu görülür. Buradan aşağıdaki teorem elde edilir (Yano and Kobayashi 1966). 

Teorem 4.2.2.2. Eğer , C ∇  konneksiyonuna göre   de bir fibre-koruyan 

infinitesimal afin dönüşüm ise bu durumda = +  şartını sağlar. Burada 

X  ve D , ∇  ile M nin infinitesimal dönüşümleri ve C  ise Teorem 4.1.1.1 deki (b), (c) 

ve (d) şartlarını sağlayan (1,1) tipli parallel tensor alanıdır (Yano and Kobayashi 1966). 

4.2.3. C
g  Metriği ile tanımlanan infinitesimal izometri 

 metriğine sahip bir  pseudo-Riemannian manifoldunda bir  vektör 

alanı için eğer  ise bu vektör alanına infinitesimal izometri veya Killing vektör 

alanı denir (Yano and Davies 1971).  in bir Killing vektör alanı olması için gerek ve 

yeter şart  

                        X ij ij i j j i j i i jL g X g g X g X X X
α α α

α α α= ∂ + ∂ + ∂ = ∇ + ∇                      (4.35) 

1
0 ( )

n
Mℑ

X% ( )
n

T M

X% n
M X

∇

X% X
c
X

( )
n

T M
c
X

h

h

X

X

 
 

∂ 
c

X X−% ( )
n

T M
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n

T M

X%
c
X
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D Cγ+
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n
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0 ( )
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0
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olmasıdır. Burada  in bileşenleri  ve  nin bileşenleri  dir.  

 vektör alanıın  de indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri  

olsun. Bu durumda (4.35) denkleminde (3.43) ifadesi kullanılırsa, X%  vektör alanının  

( )
n

T M  de infinitesimal izometri olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki gibi olur.  

  

         ( ) ( ) ( ) 0k k k k k k

k ji k ji jk i jk i ki j ki j
X g X g g X g X g X g X∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ =% % % % % %    (4.36) 

                                ( ) 0k k k k

k ji jk i ki kij j
X g g X g X g X∂ + ∂ + ∂ ∂ + ∂ =% % % %                         (4.37) 

                                                   0k k

jk kii j
g X g X∂ + ∂ =% %                                            (4.38) 

4.3. Tanjant Demette Sasaki Metriğinin Bazı Uygulamaları 

( )
n

T M  de , adapte olmuş çatıya göre bileşenleri, 

                                                        

 

şeklinde olan bir vektör alanı olmak üzere,  kovaryant türevinin  

                                       
 

eşitliğinden, 

                                                                    (4.39) 

                                                    

X X α g
ijg

X% ( )
n

T M ( )
h

A

h
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( )
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B B B C

A A AC
A

X X X X∇ = ∇ = ∂ + Γ% % %

( ) ( )
B

A A B B C

B B A AC
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A A X A A X Xβ β
α α∇ = ∂ + Γ% %

( )A B A B

B A A BA A X A A X
β β

α α= ∂ + ∂
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elde edilir. Adapte olmuş çatıda 

 

 

olup bu ifadenin her iki tarafı  ile çarpılırsa, 

    
 

elde edilir. Ayrıca, 

 

ifadesi  ile çarpılırsa, 

 

             

       

                                                               
 

                                                                

elde edilir. Buna göre (3.15) ifadesi, 

                                   
 

                                                                

( )A B A B C

A B B ACA A X A A X
β β

α α− ∂ + Γ

( )A C C

B C AB C
A A A D A Aγ β γ γ

αβ α α βΓ = Γ +%

( )A C B C

B AC C
A A A D A Aβ β β

αγ α γ α γΓ = Γ +%

X γ

( )A C B C

B AC CX A A A X D A A X
γ β β γ β γ

αγ α γ α γΓ = Γ +%

A B

B ACA Aβ
α Γ

C
A X

γ
γ

( )A B C C

B AC CA A A X X D A A X
β γ γ β β γ

α γ αγ α γΓ = Γ −%

( )C

CA D A X
β γ

γ α=

( )C

CD A A
β

α γ=

D
β

α γδ=

0=

( ) ( )
B

A C A

B C B
A A X D X X D A A X A A Xβ β β γ β γ β β

α α αγ α γ α∇ = + Γ − −% %

D X X
β β γ

α αγ= + Γ
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şeklinde olup, 

 
 

eşitliği elde edilir. 

 de bir  vektör alanını düşünelim. Buna göre  in  dikey lifti,  tam lifti 

ve  yatay lifti 

 

şeklindeki bileşenlere sahiptir. Adapte olmuş çatıya göre, 

 

olmak üzere 

                    

, 

 

, 

  

 

şeklinde bulunur. Bu liftlerin  ve  kovaryant türevleri adapte olmuş 

çatıya göre, 

                                                                                 (4.40) 

X D X X
β β β γ
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n
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                                                (4.41) 

                                                                 (4.42) 

şeklindeki bileşenlere sahiptir. 

Teorem 4.3.1. Sasaki metriğine göre  de herhangi bir vektör alanının dikey, tam ve 

yatay liftlerinin paralel olması için gerek ve yeter şart verilen vektör alanının  de 

paralel olmasıdır (Yano and Davies 1963) 

İspat: (4.40), (4.41) ve (4.42) ifadelerinden, 

 

yazılır. 

 de  bileşenler ile verilen bir vektör alanının Sasaki metriğine göre yatay, tam ve 

dikey liftleri adapte olmuş çatıya göre, 

 

şeklindedir. Burada  olup; ,  ve  liftlerinin rotasyonlarının 

bileşenleri adapte olmuş çatıya göre, 

( )

1 1

2 2
1

2

h h k i l h k i

j jki l ikj

h h k i h

j l jik j

X K y X y K y X
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∇ − ∇ − 
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% %
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j ikj
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M hX
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h
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                                                             (4.43) 

            

  

                                                                      (4.44) 

şeklindedir. (4.44) matrisindeki 
j i i jX X∇ − ∇  bileşeni, eğer  ın tam lifti  de 

kapalı ise 

                                       ,                                            (4.45) 

olduğu görülür.  Ayrıca (4.45) eşitlikleri yerine yazılırsa 

 

elde edilir. Buradan, eğer  kapalı ve  in ikinci türevi  de sıfır ise  in tam 

liftinin  de kapalı olduğu ve (4.44) ifadesinden,  in yatay liftinin  de 

kapalı olması için gerek ve yeter şartın  in kapalı olması gerektiği elde edilir. 

Teorem 4.3.2.  de bir  vektör alanının Sasaki metriğine göre 

i. Dikey liftinin  de harmonik olması için gerek ve yeter şart  de verilen  

vektör alanının paralel olmasıdır,  

ii. Tam liftinin  de harmonik olması için gerek ve yeter şart  de verilen  

vektör alanının harmonik ve ikinci kovaryant türevinin sıfır olmasıdır, 

iii. Yatay  liftinin  de harmonik olması için gerek ve yeter şart  de verilen  

vektör alanının harmonik olmasıdır (Yano and Davies 1963). 
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Şimdi Sasaki metriğinin Lie türevlerini 

 

eşitliklerini kullanarak ,  ve  liftlerine göre hesaplayalım.  de adapte 

olmuş çatıya göre Lie türevlerinin bileşenleri, 

,                                                                       (4.46)

   

,

    

 

şeklindedir. Burada,  ve  olması  in ikinci kovaryant 

türevinin sıfır olması anlamına gelir. 

Teorem 4.3.3.  de bir  vektör alanının Sasaki metriğine göre, 

i. Dikey liftinin  de bir Killing vektör alanı olması için gerek ve yeter şart  in 

 de ikinci kovaryant türevi sıfır olan bir Killing vektör alanı olmasıdır. 

ii. Tam liftinin  de bir Killing vektör alanı olması için gerek ve yeter şart  in 

 de bir Killing vektör alanı olmasıdır. 

iii. Yatay liftinin  de bir Killing vektör alanı olması için gerek ve yeter şart  in 

 de paralel olmasıdır (Yano and Davies 1963). 

 

Teorem 4.3.4.  de bir  vektör alanının Sasaki metriğine göre, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 0, , , , , 0
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i. Dikey liftinin bir infinitesimal konform dönüşüm olması için gerek ve yeter şart  in 

 de ikinci kovaryant türevi sıfır olan bir Killing vektör alanı olmasıdır. 

ii. Tam liftinin bir infinitesimal konform dönüşüm olması için gerek ve yeter şart  in 

bir infinitesimal homothetik dönüşüm yani  sabitine göre  olmasıdır. 

iii. Yatay liftinin bir infinitesimal konform dönüşüm olması için gerek ve yeter şart  

in  de paralel olmasıdır (Davies 1966). 

’nin adapte olmuş çatıya göre 
  

ile ifade edilen  eğrilik tensörünün 

bileşenleri Sasaki metriğine göre  

                         
                 (4.47) 

olup, burada 

 

şeklindedir. Ayrıca, 

                                                                                                       (4.48) 

eşitliği elde edilir. Burada  , adapte edilmiş çatıya göre  nın bileşenleri (3.23) olup 

(3.24) ifadelerinden, 

                                                      (4.49) 

elde edilir. Buradan adapte olmuş çatıya göre, 

                         
, 

X

n
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                         , 

                         , 

                         , 

                          , 

                           

yazılır. 

4.4. Tanjant Demette Synectic Lift Metriğinin Bazı Uygulamaları 

4.4.1. Tanjant demette S ∇  konneksiyonuna göre infinitesimal afin dönüşümler 

 de  metriği ile tanımlanan  Riemannian konneksiyonu ve konneksiyon 

katsayıları ise  olsun. Ayrıca  de  vektör alanı verilmiş 

olsun. Burada    ,   şeklindedir. Buradaki 

  ,     = = = = 0  ,    ,     = =
 

eşitlikleri ve  vektör alanının n-boyutlu  manifoldunda bir infinitesimal afin 

dönüşüm olması şartı dikkate alınırsa,  vektör alanının  

konneksiyonuna göre  de bir infinitesimal afin dönüşüm olması için gerek ve 

yeter şart aşağıdaki (4.50)- (4.57) şartlarını sağlamasıdır: 
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,                                                                             (4.51) 

,                                                                             (4.52) 

 ,                                                                                                              (4.53) 

 ,(4.54) 

,  (4.55) 

,    (4.56)                

.                                                                            (4.57) 

Teorem 4.4.1.1.  Eğer ,  de  konneksiyonuna göre bir dikey infinitesimal 

afin dönüşüm ise, bu durumda  

a)  ve   için dır. 

b)  ,  ya göre paraleldir, yani  dır. 

c)   nın  eğrilik tensörü  ye göre pürdür ve her için 

:  şeklindedir. 

Tersine, eğer   ve   (a) , (b) ve (c) şartlarını sağlıyor ise           

                   
 

vektör alanı,  konneksiyonuna göre de bir infinitesimal afin dönüşümdür, 

burada  bir dikey vektör alanıdır (Akbulut 2009). 
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İspat: ,  de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm olsun. Bu durumda  

indirgenmiş koordinatlara göre  nın bileşenleri  dır. Buradan (4.57) denklemi 

kullanılarak,  =0 bulunur. Ayrıca, 

                             (4.58) 

yazılır. Burada  ve  bileşenleri sadece  değişkenlerine bağlıdır. ,  

de bir vektör alanı olduğundan  ve , sırasıyla,  ve 

 nin elemanlarıdır. 

 (a) (4.58) denkleminden ve  eşitliğinin (4.54) denkleminde kullanılmasıyla,  

    (4.59) 

ve koordinatlarla ifadesi 

       (4.60) 

şeklinde olan eşitliği bulunur. 

(b) (4.58) denkleminden ve  eşitliğinin (4.56) denkleminde kullanılmasıyla 

                                                      (4.61) 

elde edilir.  
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(4.67) denkleminde  alınması ve (4.49) denkleminin kullanılmasıyla, 

                                                    (4.62) 

bulunur, bu da  nin  de paralel olduğunu gösterir. 

(4.61) ve (4.62) denklemlerindeki kısmi türevleri  (4.59) denkleminde yerine yazarsak, 

 nin tüm kısmi türevleri yok olur. Böylece keyfi  için 

 veya  elde edilir.  

eşitliği dikkate alınırsa  

                

 

eşitliği elde edilir.  ve  burulmasız olduğundan Ricci formülüne göre  

                             (4.63) 

yazılır. Böylece (c) şartı sağlanır. 

Tersine, eğer  (a), (b) ve  (c) şartları mevcut ise,  in bir infinitesimal afin dönüşüm 

olduğu görülür. Böylece Teorem 4.4.1.1 ispatlanmış olur. 

4.4.2. Tanjant demette  konneksiyonuna göre fibre-koruyan infinitesimal afin 

dönüşümler 

Teorem 4.4.2.1. Eğer ,  konneksiyonuna göre  de fibre koruyan 

infinitesimal afin dönüşümü ise   den  üzerine indirgenen  infinitesimal 

dönüşümü de  konneksiyonuna göre afin dönüşümdür (Akbulut and Salimov 2006). 
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İspat: 

        (4.64) 

ifadesinden,  bileşenlerine sahip bir  fibre-koruyan infinitesimal dönüşüm  

 baz uzayında  bileşenli bir  infinitesimal dönüşüm indirgediği görülür.  

Ayrıca 

=0 ve =0 olduğundan ve (4.50) den teorem ispatlanmış olur. 

Teorem 4.4.2.2. ,  de bir Riemannian konneksiyonu olmak üzere her 

 için  dir ((Akbulut and Salimov 2006). 
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Buradan  ve , Teorem 4.4.2.1  te verildiği gibi olmak üzere, Teorem 4.4.2.2 den 

eğer, =0  ise ,  konneksiyonuna göre   de bir infinitesimal afin 

dönüşümdür.  nin bileşenleri  olduğundan  nin,  konneksiyonuna 

göre   de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm olduğu görülür. 

Teorem 4.4.2.3. Eğer ,  konneksiyonuna göre  de bir fibre-koruyan 

infinitesimal afin dönüşüm  ve =0  ise bu durumda  = +  vektör 

alanı,  Teorem 4.1.1.1 deki (a), (b) ve (c) şartlarını sağlar. Burada  ve , sırasıyla, 

(1,0) ve (1,1) tipli  tensörlerdir (Akbulut and Salimov 2006). 

İspat: ,  nin sinjektik lifti ve ,  de keyfi bir vektör alanı olmak 

üzere  olsun. Bu durumda   
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olur. Buradan 

                                        
=                                    (4.65) 

eşitliği yazılır.  

Teorem 4.4.2.4.  konneksiyonuna göre bir infinitesimal afin dönüşüm olsun. Eğer 

 konneksiyonuna göre   de bir fibre koruyan infinitesimal afin dönüşüm  

ve =0 ise bu durumda   = +  = +  dir. Burada  ve 

,  konneksiyonuna göre  de infinitesimal afin dönüşümler ve , Teorem 

4.1.1.2 deki (a), (b) ve (c) şartlarını sağlayan  (1,1) tipli bir parallel tensör alanıdır 

(Akbulut and Salimov 2006). 

4.4.3.  Metriği ile tanımlanan infinitesimal izometri 

Teorem 4.4.3.1.  deki bir  vektör alanının  metriğine sahip  ye  

a)  dikey 

b)  tam 

c)  yatay 

liftlerinin yine de Killing vektör alanı olması için gerek ve yeter şart sırasıyla; 

a)    X  in  de Killing vektör alanı olması, 

b)  X in  Killing vektör alanı ve (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant türevinin sıfır 

olması, 
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c)  X in  de kovaryant türevi sıfır olan Killing vektör alanı ve (0,2) tipli simetrik  

tensörünün kovaryant türevinin sıfır olmasıdır (Gezer and Akbulut 2006). 

İspat:  vektör alanı  de indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri 

 olan bir vektör alanı olsun. Bu durumda  in kovaryant türevi, 

indirgenmiş koordinatlara göre,  

                                                                                         (4.66) 

bileşenlerine sahiptir, burada  ler =   şeklindedir. 

 olmak üzere  deki indirgenmiş koordinatlara göre bir 

 vektör alanının  dikey lifti,  tam lifti ve 

 yatay liftinin bileşenleri sırasıyla;  

                 ,       ,           (4.67)  

şeklindedir. 

Şimdi ,  ve  vektör alanlarının  metriğine göre Lie türevleri, (4.58)  

denklemi kullanılarak hesaplanırsa sırasıyla, 
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    (4.68)             

 

denklemleri elde edilir.  olduğu dikkate alınırsa  ve  

olur. Ayrıca eğer (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant türevi sıfır, yani , 

ise   olur.  

Teorem 4.4.3.2.  deki  vektör alanının dikey ve tam liftlerinin  de  

metriğine göre Killing vektör alanı olması için yeter şart  ve  vektör alanlarının 

 de Killing vektör alanları olması ve (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant 

türevinin sıfır, yani , olmasıdır (Gezer and Akbulut 2006). 

İspat: Eğer  ve ,  de Killing vektör alanları ise Killing vektörün tanımından   

                               
,                                    (4.69) 

Yani   
 
de,  de Killing vektör alanıdır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

Keyfi   için (1,1)  tipinden  tensör alanı  

,      (4.70) 

olarak tanımlanır. Bu durumda    
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   ,  ,          (4.71) 

şeklinde yazılır, burada  nın bileşenleri  dır. 

Bir  vektör alanı verilmiş olsun. Eğer X vektör alanı  şartını 

sağlıyor ise X vektör alanına  afin konneksiyonuna göre infinitesimal dönüşüm denir. 

Buna göre (4.70) ve  (4.71) den,  

                                       
                                               (4.72) 

eşitliği yazılır.  metriğinin  ve  ye göre Lie türevleri hesaplanırsa  

 

                                         (4.73) 

elde edilir. Böylece (4.59) ve (4.73) den aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 4.4.3.3.  deki  vektör alanının yatay liftinin  de  metriğine 

göre Killing vektör alanı olması için yeter şart  ve  vektör alanlarının  de 

Killing vektör alanları olması, Y vektör alanının kovaryant türevinin sıfır, yani  

ve (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant türevinin sıfır, yani , olmasıdır 

(Gezer and Akbulut 2006). 
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yazılır. 

4.5. Tanjant Demette Cheeger-Gromoll Metriğinin Bazı Uygulamaları  

4.5.1. Tanjant demette Cheeger-Gromoll metriğinin geodezikleri 

[ ] ( ): 0,1
n

C T M→% , ( )n
T M  de lokal olarak ( )A A

x x t=  şeklinde tanımlanan bir eğri 

olsun. C%  eğrisi için, ( ) ( )1
n

U T Mπ − ⊂  de ( ),h h
x x  indirgenmiş koordinat sistemine 

göre ( ) ,h h
x x t=  ( )h h

x x t=  yazılır. Burada t  parametredir. Bu durumda n
M  de 

C Cπ= %o  şeklinde tanımlanan C  eğrisine, C%  eğrisinin projeksiyonu denir ve Cπ %  ile 

gösterilir.  ( )h
X t , C  eğrisi boyunca bir vektör alanı olsun. Buradan ( )n

T M  de C%  

eğrisi                            

                                                       
( )

( )

h h

h h

x x t

x X t
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

=
                                                       (4.75) 

eşitlikleri ile tanımlanır. 

(4.75) eğrisi tüm noktalarda  

                                                0
h h j

h i

ji

X dX dx
X

dt dt dt

δ
= + Γ =                                     (4.76) 

eşitliğini sağlıyorsa C%  eğrisine C  nin yatay lifti denir ve HC  ile gösterilir (Yano and 

Ishihara 1973). Eğer hX , C  de 
h

dx

dt
 şeklinde tanımlanabilir tanjant vektör alanı ise 

(4.75) ile verilen C%  eğrisine C  nin natural (doğal) lifti denir ve C∗  ile gösterilir. 
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( )n
T M  de ( ),h h

x x  indirgenmiş koordinat sistemine göre CG ∇  konneksiyonunun 

geodezikleri  

                                            
2 2

2 2
0

A A C B
CG A

CB

x d x dx dx

dt dt dt dt

δ
= + Γ =                                (4.77) 

diferensiyel denklemi ile tanımlanır. Burada t  eğrinin uzunluğudur. (3.58) ve (3.59) dan 

H

B H
e Aβ = ∂  çatı değişimin matrisi koordinatlarla  

( )
0k

jB

h s k

sj j

A A
x

β

δ

δ

 
= =   −Γ 

 

şeklindedir.  

A  matrisinin tersi ise  

( )
0h

i

A h s h

si i

A A
x

α δ

δ

 
= =  

Γ 
% %  

şeklindedir. 

A%  matrisi kullanılarak  

A

AA dxα αθ = %  

yazılır. Buradan hα =  için,  

h h A h i h

A iA dx dx dxθ δ= = =% , 

hα =  için  

h h A h s i h i h h s i h

A si i si
A dx x dx dx dy y dx yθ δ δ= = Γ + = + Γ =%  

olur. ( )n
T M  de ( )A A

x x t= eğrisi boyunca   
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h A h
h

A

dx dx
A

dt dt dt

θ
= = , 

h A h
h

A

dx y
A

dt dt dt

θ δ
= =  

yazılır. 

(4.77) ifadesine denk olan   

0
a

GCd

dt dt dt dt

γ β
α
γβ

θ θ θ 
+ Γ = 

 
 

eşitliği ve (3.68) deki ifadeler kullanılırsa  

              

( )

2

2

2

2

1
0

1 1 1
0

h i i
h k

kji

h j i
h h h h

j i i j ji j i

x y dx
R y

dt dt dt

y y y
y y g y y y y

dt dt dt

δ δ

α

δ α δ δ
δ δ

α α α


+ =


+  + − + + − =   

           (4.78) 

elde edilir. Burada i i
y x=  dir (Salimov and Kazimova 2009). 

Teorem 4.5.1.1. C% , ( ) ( )1
n

U T Mπ − ⊂  koordinat komşuluğunda indirgenmiş 

koordinatlara göre lokal olarak ( ) ,h h
x x t=  ( )h h

x x t=  şeklinde tanımlanan bir eğri 

olsun. Eğer C%  eğrisi (4.78) eşitliklerini sağlıyorsa C%  ye CG
g  nin bir geodeziğidir.  

Eğer  (4.78) eşitliklerini sağlayan bir C%  eğrisi, hx const=  fibresi üzerinde ise 0
h

dx

dt
=  

ve 
h h i h

h j

ij

y dy dx dy
y

dt dt dt dt

δ
= + Γ =  den, (4.78) eşitliği 

         ( )
2

2

1 1 1
0

h j i
h h h h

j i i j ji j i

y y y
y y g y y y y

dt dt dt

δ α δ δ
δ δ

α α α

+ 
+ − + + − =  

         (4.79) 
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şeklinde yazılır (Salimov and Kazimova 2009). Buradan aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 4.5.1.2. ( )n
T M  nin bir fibresi üzerinde CG

g  metriği ile tanımlanan bir 

geodesik varsa bu geodesik (4.79) eşitliği ile ifade edilir.  

HC Cπ= o  , n
M  de ∇  nın bir geodeziği olsun. Buradan 

2

2
0

h
x

dt

δ
=  dır (Salimov and 

Kazimova 2009). 

2

2
0

h
x

dt

δ
=  ve 0

i h
y x

dt dt

δ δ
= =  eşitliklerinden aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 4.5.1.3. n
M  de bir geodeziğin yatay lifti her zaman ( )n

T M  de CG
g  metriği ile 

tanımlanan geodeziktir. 

C Cπ ∗= o  , n
M  de, ∇  nın 

2

2
0

h h
x dx

dt t dt

δ δ

δ

 
= = 

 
 bir geodeziği olsun. Diğer taraftan 

eğrinin doğal liftinin tanımından  

                                                    0
h h

y dx

dt t dt

δ δ

δ

 
= = 

 
                                              (4.80) 

elde edilir. 

(4.78) ve (4.80) den n
M  de ( )h h

x x t=  ile tanımlanan bir eğrinin doğal lifti, ( )n
T M  de 

CG
g  metriği ile tanımlanan bir geodeziktir (Salimov and Kazimova 2009). 

Böylece aşağıdaki teorem elde edilir. 
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Teorem 4.5.1.4. n
M  de bir geodeziğin C∗  doğal lifti, CG

g  metriği ile ( )n
T M  üzerinde 

geodeziktir (Salimov and Kazimova 2009). 
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5. SONUÇ 

Sunulan bu tezde tanjant demete olan metrik genişlemeleri ve bu genişlemelerin bazı 

uygulamaları araştırılmıştır. 

Bunun için ilk olarak tanjant demette var olan bazı metrik genişlemeleri ve bu metrik 

genişlemeleri vasıtasıyla tanımlanan konneksiyonlar araştırılmıştır. 

Sonrasında bu metriklerin bazı uygulamalarına bakılmıştır. 
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