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Bu tezde, tanjant demete metrik genislemeleri ve bu genislemelerin bazi uygulamalari
arastirllmistir. Ik olarak tanjant demete olan metrik genislemeleri verilmis ve bu
metrikler vasitasiyla olusan konneksiyonlar incelenmistir. Daha sonra bu metriklerin
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1. GIRIS

Diferensiyel geometri, geometrik problemleri ¢dzmek icin diferensiyel ve integral
hesabini kullanan bir matematik dalidir. Diizlem, uzay egrileri ve ylizeyler teorisi 18. ve
19. yiizyillarda bu alanin temellerini olusturmustur. 19. yiizyilin sonlarinda ise
diferensiyel geometri, daha cok diferensiyellenebilir manifoldlar ve bu manifoldlar

tizerine inga edilen geometrik yapilarla ilgilenmistir.

Diferensiyel Geometride lift kavrami “genisleme” anlaminda kullanilmistir. Geometrik
objelerin tensor demetlere genislemeleri, diferensiyel geometrinin  popiiler
problemlerinden birisidir. Ozel bir tensér demet olan tanjant demette bu problem ilk
olarak 1962’de Sasaki tarafindan incelenmeye baslanmis ve daha sonra bu calismalar
Yano ve Kobayashi tarafindan devam ettirilmistir. Yine Yano ve Ishihara’nin 1973’de
yapmis oldugu calismada, tanjant demette dikey, tam, yatay ve sasaki liftleri ile ilgili

onemli sonuclar elde edilmistir.

Talantova ve Shirokov’un 1975’de yaptigr calismada tanjant demette genisleme

anlaminda “Synectic Lift” denilen yeni bir lift incelenmistir.

Ayrica yine bu demette “Cheeger-Gromoll” adinda yeni bir lift kavrami 1973’de Musso
ve Tricerri’nin caligmasiyla ortaya konulmustur. Daha sonra bu ¢alismadan esinlenen

bir ¢ok bilim adamu bu lift ile ilgili nemli ¢aligmalar yapmustir.

Yiiksek lisans tezi olarak sunulan bu tezde ise, tanjant demette tanimlanan metrik

genislemeleri ve bu metrik genigslemelerinin bazi uygulamalari ele alinmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 2.1.1. X Hausdorff uzay olmak iizere herhangi bir U — X acik kiimesinden

V < R" kiimesine tanimlanan
o:U—->V

homeomorfizmine X’de n boyutlu koordinat sistemi veya harita, U yaise ¢ haritasinin
koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir ve (U, ) seklinde gosterilir. Eger

xe U ise

1 . . .
olur. Burada x',...,x" reel sayilarina ¢ haritasinda x noktasinin koordinatlari denir.

Tamm 2.1.2. Eger X Hausdorff uzaymin n-boyutlu ¢, haritalarinin U, bolgeleri bu

uzay1 orterse, yani

X=|JU,. (A-indisler kiimesi)

acA
ise X ’e n-boyutlu topolojik manifold veya sadece n-boyutlu manifold denir.

Tanmm 2.1.3. X Hausdorff uzay ve k ise 0<k <oo sartin1 saglayan tam sayi olsun.

Asagidaki sartlar1 saglayan {(U a,(pa): ae AU, cX } lokal koordinatlar ailesine X

iizerinde C* simifindan n-boyutlu atlas ad1 verilir:



1. Lokal haritalarin U , bolgesi X i orter, yani X, n-boyutlu topolojik manifolddur.

2.Keyfi a,fe Aicin U,NU, #D ise

¢ﬁo¢a_l :¢DI(UQ' mUﬁ)%¢ﬁ(Ua mUﬁ)

doniisimii C* simifindandir. Bu sarta bazen (U a,(pa) ve (U ﬂ,qoﬂ) haritalarinin C*

uzlasmasi sart1 da denir.

i

@y o @.! doniisiimiine ise koordinatlarin doniisiimii (u b=l (ué ), i,j= 1,...,n) denir.
Burada ufg, (U ﬁ,(oﬁ) haritasindaki x€ U, n"U, noktasimin koordinatlari, ul ise

o

(U o (pa) haritasindaki x noktasinin koordinatlaridir.

U,NU; =0 ise bu durumda ¢ @, doniisiimii tanimlanamaz. Ancak, bu durumda
Pg o @' doniisiimiiniin  C* smifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sart, @g 0 @,

doniigiimlerinin C* simifindan difeomorfizmler olmasina denktir. Bu ise, ®p o @

koordinat doniisiimiiniin Jakobian matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi

demektir.

Tamm 2.1.4. {(Ua,% )} ve {(U 595 )}, C" sinifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarin keyfi (U,,9,) ve (U ﬂ,(pﬂ) haritalart C* uzlagmus ise yani, {(U,.¢,)} ve
{(U 595 )} atlaslarinin birlesimi C* smifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.

Tamm 2.1.5. X Hausdorff uzayi iizerinde C* atlaslarinin denklik sinifina C*-yap1
denir. C*-yapisinin tiim C* atlaslarinin birlesiminin olusturdugu C* atlasina maksimal

C* atlas ad1 verilir.



X iizerindeki C* atlaslarinin her bir denklik sinifi, kendisinin bir elemani ile ifade
edilir. Yani, C* -yapis1, onun keyfi C* atlas1 yardimiyla olusturulabilir. Buradan da, X

iizerindeki her bir C* -yapisinin bu yapidan olan bir C* atlas ile verilebilecegi sonucu

cikar.

C°-yapiya topolojik yapi, C* (1<k <eo) yapiya ise diizgiin (smooth) yap: denir.

Bundan sonra yalniz C* -yapilara bakilacaktir.

Tamm 2.1.6. M, sayilabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eger, M iizerinde n-
boyutlu C” atlaslarinin C* yapist verilmigse M uzayma n-boyutlu C~ sinifindan

diferensiyellenebilir manifold veya diizgiin manifold denir ve M, ile gosterilir.

2.2. Tensor

Tamm 2.2.1. B,, n—boyutlu reel vektdr uzayi, B, ise onun dual uzayr olsun.

X,€B,, j=l..,q ve {eB,, i=1,..,p kovektor degiskenlerinin

o N 1 2 V4
w=t(X,X,...X,,5.8,....8)

reel degerli fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene gore

lineerlik sartin1 saglarsa, fonksiyona multilineer fonksiyon denir.

Mesela birinci vektor degiskenine gore lineerlik sarti A, £ € R olmak tizere

1 2 14 1 2 4 1 2 p
O=t(AX+ Uy, %),... X, 6,8, 8) = AU (K, %y, X, 6,8, 8) + (Y, Xy, X, 6,650 6)

biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen



P
f—J%\

t:B,XB %X..XB XB x..XxB, >R

[ —
q

operatoriine B, uzayinda p dereceden kontravaryant, g dereceden kovaryant tensor adi
verilir ve bu sekildeki tim tensorlerin uzayr 7, (Bn) ile gosterilir. p >0, g >0 olmak

lizere s = p+q sayisina ise tensoriin valentligi, (p,q) semboliine ise tensoriin tipi denir.
(p,0) tipli tensore kontravaryant tensorler, (0,q) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler

denir.

S, (Bn ), T, (Bn ) uzaymnn biitiin simetrik tensérlerinin alt uzay: olmak iizere herhangi

bir ge S, (Bn) tensoriinii alalim;

g(%.5)=0, Vye B, @.1)

sartinda X =0 olursa, bu taktirde g tensoriine regiiler tensor denir.

(2.1) esitligi koordinatlarla

g;x'y =0

biciminde yazilir. Bu esitlik her y’ icin saglandigindan

gijxi =0, j=1,..,n

bulunur. Bu denklem sisteminin x' = 0 ¢dziimiine sahip olmasi igin

Det(g, )#0

y



olmasi1 gerekir. Burada (g i ), g tensoriine karsilik gelen matristir.

ge s, (Bn) tensorii regiiler tensor ise g tensoriine B, uzayinda esas tensor adi verilir.

2.3. Tensor alanlari

Tamm 2.3.1. M, C* smifindan bir manifold ve T,, her pe M, noktasindaki tanjant

uzayi olsun. M, manifoldunun her p€ M, noktasma 7, uzayindan bir X , vektorii

karsilik getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alani denir (Salimov ve Magden

2008).
U c M, koordinat komsulugunu alalim. Bu komsuluktaki bir vektor alani
X =¢'0,

olarak yazilir. &' ler U daki lokal koordinatlara baglidir. Yani,

olur.

Tamm 2.3.2. M,, C”simfindan bir manifold ve T.” (m), her me M, noktasindaki
(p.q) tipli tensor uzay1 olsun. M, manifoldunun her me M, noktasmna T (m) tensor

uzayindan bir ¢/ (m) tensorii karsihk getiren 7" fonksiyonuna (p,q) tipli tensor alani

denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p=1, g =0 ise vektor alan1 elde edilir. Yani, (1,0) tipli tensor alan1 bir vektor

alanidir.



Eger p=¢g=0 ise her me M, noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yiizden

(0,0) tipli tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.

(e T(x)

Eger U c M, bolgesinde f fonksiyonu C* smifindanise her xe U igin df

olur. Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatorii (0,1) tipli bir tensor

alanidir.

Herhangi bir m noktasindaki 7, tensorii simetrik tensorise 7 tensor alanina simetrik

tensor alani denir. Eger herhangi bir m noktasindaki 7, tensorii antisimetrik tensor ise

T tensor alanina antisimetrik tensor alani denir.

T, ( p,q ) tipli tensor alani olsun. 6,,....0, (0,1 tipli tensor alanlar1 ve X ,,..., X . vektor

alanlar1 olmak iizere

7(6,,.0,.X .. X, Nm) = T, (6, (m)..... 0, (m), X, (m)...., X, (m))

b [79

ifadesi reel degerli fonksiyon tamimlar. Ozelikle x' koordinatlarna gore 7 tensor

alaninin bilesenleri

T :T(dxi',...,dxiq’ajl""’afp)

Ji-Jq
biciminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).
T tensoOr alaninin bilesenleri C~ smifindan fonksiyonlar ise 7 tensor alanina C~

sinifindandir denir. C™ siifindan olan (0,1) tipli tensor alanina 1-form (Pfaffian form)

denir.



(p,q) tipli T tensor alaninin C* simifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir

491,...,49/, I-formlar1 ve her bir C® smifindan X,,.. X . vektor alanlar1 igin

T(Hl,...,ep,X . ¢ q) fonksiyonunun C* siifindan olmasidir.

2.4. Diferensiyel Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun ¥:u' =ui(t) egrisi boyunca konneksiyon
tanimlanmas1 egrinin noktalarina uygulanan vektorler arasinda baglanti olusturma
kuralidir. Eger 7 egrisinin herhangi bir noktasindaki v' vektorii ¢ parametresine baglh

olarak degistikce verilen konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun kalirsa, bu durumda

bu vektor verilen konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmis olur. Eger

konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydirmay: ifade eden v' = vi(t)

fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eger vektorlerin paralel
kaydirilmas1 halinde lineer bagimlilik korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer

konneksiyon adi verilir.

Afin konneksiyonun Kozoul tanimi asagidaki gibidir.

Tanim 2.4.1. M, manifoldu iizerinde 7, (M,) vektor alanlarini modiilii olmak iizere
VLY =V(XY): T (M,)x T (M,) 5 T (M,)

doniisiimii

V0 Z=VZ 48V, 2,

ii. V(X +gY)=(2f)X+fV, X +(Zg)y + gV, ¥

sartlarini sagliyorsa V ya afin konneksiyon denir. Burada



Vi Ty (M,) > T(M,)

doniisiimiine de X vektor alan1 boyunca kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and

Goldberg 1968).

2.4.1. Burulma tensorii

Tanmm 2.4.1.1. M, bir C” sinifindan diferensiyellenebilir bir manifold ve M,

tizerinde bir afin konneksiyon V olsun.

ST (M)XT,(M,)—>T,(M,)
(X,Y) > S(X.Y)

S(X,Y)=V,Y-V, X -[X,Y] (2.2)

seklinde tanimlanan vektor degerli S tensore M, iizerinde tanimli V konneksiyonunun

burulma (torsiyon) tensorii denir.

2.4.2. Egrilik Tensorii

Tamm 2.4.2.1. (M,,g) bir yarn-Riemannian manifold ve iizerindeki Levi-Civita

konneksiyonu V olsun.

R:Ty (M )XT, (M )XT;(M,) > T, (M)

(X,Y,Z)>R(X,Y,Z)=V ,V,Z-V V. Z-V, 7 (2.3

[x.7]
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seklinde tanimlanan (1,3) tipili R tensor alanina M, iizerinde Riemannian egrilik

tensor alan1 denir.
2.5. Riemannian Metrigi ve Riemannian Manifoldu

Tanim 2.5.1.

i g(X.Y)=g(Y.X),VX,YeT,(M,)

ii. g(X,X)20,XeT,(M,) ve g(X,X)=0X=0

sartlarini saglayan (0,2) tipli g tensor alanina Riemannian metrigi denir. ¢ Riemannian

metrigine sahip manifolduna M, Riemannian manifoldu denir.

M, de {xl,xz,...,x”} lokal koordinat sistemi verilmis olsun. Bu lokal koordinatlara

gore, g’ nin g, bilesenleri

8= gii,ij, i,j=1,...,n
ox' ox’
ile verilir g, ye g 'nin kovaryant bilesenleri denir. g 'nin, g, kontravaryant bilesenleri
g’ =g(dx'.dx’), i,j=1,...n
ile tamimlanir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Tanmm 2.5.2. M, bir Riemannian manifoldu ve V, M, iizerinde bir afin konneksiyon

olsun. Eger ;
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i. V, C” smifindandir.

ii. M, nin bir A bolgesi iizerinde, C~olan X,Ye T, (M,) igin,
V., Y-V, X =[X,Y]
dir.
iii. M’ nin bir A bolgesi iizerinde, C” olan X,Y e T, (M,) ve Vpe Aigin,
X,8(Y,2)=¢(VY.Z)/p+g(Y.ViZ)/p

ozelliklerini sagliyorsa V konneksiyonuna M, iistiinde bir Riemannian konneksiyon

yada Levi-Civita konneksiyonu ve V,’ e de X’ e gore Riemannian anlaminda

kovaryant tiirev operatorii denir.

k
V.8, =0 sartin1 saglayan burulmasiz tek bir Ffj :{ij} konneksiyonu vardir. Bu

8

konneksiyona Riemannian konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir ve
k| 1
k __ _ ~ kr
sz,' = {} _Eg (aigjr +ajgri _argij)

ile gosterilir.
2.6. Lie Parantezi

M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M, {iizerindeki (U,¢) lokal koordinat

sisteminde X,Y vektor alanlart
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X = X"i, =X'0,,
ox'
Y = Yfi, =Y'0,
dy'

seklindedir. Burada X'=X'(x')ler U koordinat komsulugundaki x' lokal

koordinatlarinin  fonksiyonlaridir. X' lere X  vektér alammmin 9, catisindaki

koordinatlar1 denir. M, iizerindeki (U,9) koordinat sisteminde f€ So(M )

fonksiyonu icin

X(f)=X'9,f, Y(f)=Y'o.f
XY(f)=X¥'9,f)=X'(0,Y'0,f+Y'9’ f)
YX(f)=Y(X'9,f)=Y’(d,X'0,f+ X3 f)

bulunur. Buradan da

XY(f)=YX(f)=(X'9Y'~Y'9,X")9,f

yazilir. Boylece biz

XY -YX =[X,Y]

biciminde tanimlanan yeni bir vektor alani tanimlamig olduk. Bu vektor alaninin 0,

dogal catisi cinsinden ifadesi

[X,Y]=XY-YX =(X'9Y'-Y'0,X')0, (2.4)

biciminde olur.
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(2.4) esitligi ile tanimlanan [X,Y] vektor alanna X ve Y vektor alanlarinin Lie

parantezi denir.

Ozel olarak 0, =8;0,, 0,=00, vektor alanlari alinirsa,
[9,,9,1=0

oldugu goriiliir. (2.4) formiiliiniin yardimiyla Lie parantezinin asagidaki ozelliklere

sahip oldugu gosterilebilir.

1. [X,Y+Z]=[X,Y]+[X.Z],

2. [X, fYI=X(H)Y + fIX.Y],

3. [X.,Y]=-]Y,X],

4. [X,IY,Z]]1+1Y,[Z, X 11+(Z,[X.Y]]=0.

2.7. Lie Tiirevi

Tamm 2.7.1. M, diferensiyellenebilir manifoldu lizerinde X vektor verilmis olsun.

Her X e T, (M,) igin,

i L, (K®K)=L,K®K +K®LK ,VK.KeT(M,)
ii. L,f=Xf, feTy(M,)
iii. L, df =dL, f

iv. LY =[X,Y]

sartlarini saglayan L, operatoriine Lie tiirevi denir (Kobayashi and Nomizu 1963).
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Burada [ X,Y] Lie parantezidir. L, Y nin lokal koordinatlardaki ifadesi;

LY =X"9,Y' -Y"0, X'

biciminde yazilir.

Tamm 2.7.2. M, manifoldunda V afin konneksiyonu ve X e 3,(M,) vektor alani

verilsin. Her Y,Ze 3,(M,) icin X vektor alaninin V afin konneksiyonuna gore Lie

tiirevi invaryant formda,

(LVY,Z2)=L(V,Z)-V,(L,2)-V,, ,Z=[L,,V,]Z-V,, ,/Z

[x.7] [x.7]

seklinde tarif edilir.

2.8. Infinitesimal Déniisiimler

Tamm 2.8.1. M,, n- boyutlu bir manifold olmak iizere Xe 3 (M,) olsun.

VXeT,(M,) igin (L,V)(Y.Z)=L,(V,Z)~V,(LyZ)~V,,,Z seklinde tammlanir,

Eger L,V=0 iseX vektor alanina V afin konneksiyonuna gore infinitesimal afin
doniisiim denir ve koordinatlarla

a A a A a o A o A _
0,0, X% +X%0,1, 17,0, X“+I7,0 X" +I[0,X" =0

sekilde gosterilir. Burada «, f,...=1,...,n dir.
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2.9. infinitesimal izometri

Tamm 2.9.1. M, g metrigine sahip Riemannian manifold ve X € 3;(M,) olsun. Eger

L, g =0 ise X vektor alanina infinitesimal izometri (Killing Vektdr Alan1) denir.

g; ler g metriginin ve X “ lar da X vektor alaninin bilesenleri olmak iizere

koordinatlarla

Jd. X"

i~ j

Lyg,=X“0,8,+8,9X"+g
=XV,8,+8,V. X" +g,V,X*

=V.X,+V,X,=0

sartin1 saglayan X vektor alanina infinitesimal izometri denir (Yano 1957).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet

M ,, C” smifindan n- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M, manifoldunun

p noktasindaki tanjant uzay T, (M n) olmak lizere

TMm,)=JT1,M,) 3.1)

peM,
ile tanimlanan T(M n) kiimesine tanjant demet denir.

T(M ; ) ‘nin herhangi bir p noktasi, yani peT, (M) icin M, manifoldu iizerindeki
T(M n) tabii demet yapisini tanimlayan 7 : T(M ; ) — M, demet projeksiyonu p i p
karsilik getirir. Yani 7[(]5) =p olur. 77'(p)=T(M n) kiimesine M, baz uzayindaki

p noktasinda bulunan fibre denir.

M baz uzayinin {U ;xh} koordinat komsuluklar sistemiyle ortiildiigiinii farzedelim.
Burada (xh), U komsulugunda tanimli lokal koordinat sistemidir. 77" (U)c T(M n)

acik kiimesi U X R" direk ¢arpimina diferensiyellenebilir homeomorfizmdir. R", R

reel sayilar kiimesi lizerindeki n- boyutlu vektdr uzayi olur. peT, (M n) , (pe U )
noktast (p,X) siral ikilisi ile gosterilir ve X € R" vektoriiniin bilesenleri T, (M n)
tanjant uzayinda {9, } (8 | =§) dogal bazina gére p nin (yh): (xﬁ) h=n+1..2n
kartezyen koordinatlari ile verilir. U komsulugunda p = 7[(1'3) nin koordinatlari (xh)

h=1,.,n ile gosterilirse p noktasi (xh X" )I—) pex'(U) ile tammlanr.
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z'U)cT(M n) acik kiimesinde (xh,xﬁ ), lokal koordinatlar1 géstermektedir. Burada

(x” ,xﬁ ) ya (xh) dan indirgenmis (elde edilmis) 7~ (U ) daki koordinatlart denir.

M, manifoldunun p = 72(p) noktasmi ihtiva eden diger bir {U ',xhv} koordinat
komsulugu ise koordinat komsulugu 7' (U ) olan p y1ihtiva eder ve 7' (U ) ya gore

p nin indirgenmis koordinatlari (xh', yhv) ile gosterilir. Burada

xh' = xh'(x)
{ h " L h (32)
yo =57y

ile verilir. xh'(x), p noktasindaki xl,xz,...,x” degiskenlerinin C~ simifindan olan

diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. X" = y”,xﬁ "= y" ile gosterilirse (3.2) denklemi

x" =x"(x). p =1.2n (3.3)

olarak yazilir. (3.2) denkleminin Jacobian matrisi

' alx‘
o _| G 0 3.4
a P | oA i ( . )
X axhaxi y axh

seklindedir. (3.2) denkleminin tersi ise

{xh =) (3.5)

h _ " R
y oo y

veya
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x" =x"(x), p=1..2n (3.6)

olarak yazilir. (3.5) denkleminin Jacobian matrisi ise

ox
ox' _| G 0 (3.7)
axpl ath ll axlx

ox"'ox’’ y y

seklindedir. (3.4) ve (3.7) denklemlerinden ve

Det(?; Z ])0 : (Det(gjz }0)

esitsizliklerinde T(M n) tanjant demetinin daima yonlendirilebilir oldugu sonucu elde

edilir.

M, manifoldu iizerindeki C~ smfinda ( r,s ) tipli tiim tensor alanlarinin kiimesi

T'(M,) ile ve M, deki tim tensor alanlarimin kiimesi ise 7 (M, )= i T' (M) ile

s
r,s=0

gosterilir. Benzer olarak T(M ) tanjant demetindeki tensor alanlarinin kiimeleri ise

n

sirastyla 7, (T(M n)) ve T(T'(M,)) olarak gosterilir.
3.2. Tanjant Demette Liftler
3.2.1. Vertical (Dikey) lift

Tanmm 3.2.1.1. M, manifoldu iizerinde f:M, - R fonksiyonu verilmis olsun.

7:T(M,)— M, izdiisimii olmak iizere
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'f=fox (3.8)

fonksiyonuna f fonksiyonunun tanjant demette dikey (vertical) lifti denir (Yano and

Ishihara 1973).

M, manifoldunun U koordinat komgulugunda lokal olarak @ = @,dx’ ile @, 1-formu

verilmisse tanjant demetde 7' (U ) koordinat komsulugunda 1@ ile gosterilen

1= a)iyi 3.9

fonksiyonu tanimlanir. Bu tanima gore eger f, M, manifoldu tizerinde bir fonksiyon

ise 1(df) fonksiyonu z! (U ) koordinat komsulugunda lokal olarak

i(df )=, 1)y’ (3.10)

seklinde yazilir.

Herhangi P,Q € S;’ (M n) icin, keyfi ( p,q) tipli bir tensoriin dikey lifti,

"(P®Q)E"P®"Q,
"(P+R)E"P+'R,

olarak tanimlanir.

Tamm 3.2.1.2. M, manifoldu iizerinde herhangi bir X € 3! (M ,) vektér alan1 verilmis

olsun. T(M n) uzayinda



20

"X (1w)=" ((X)) (3.11)

ile tammlanan " X vektor alanina X vektor alaninin dikey (vertical) lifti denir (Yano

and Ishihara 1973).

(3.11) denkleminden X vektor alaminmin dikey (vertical) lifti, T(M n) tanjant demetde

indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

X = 0 (3.12)
= _

seklindedir. (3.12) esitliginden her bir 7' (U ) acik kiimesinde
Vv
(ijzv (0,)=2"=a (3.13)

olarak bulunur. fe 39(M,) olmak iizere '(df) dikey lifti " (df)=d"f seklinde

n

tanimlanmir.  f, g€ Sg(M n) olmak tlizere gdf 1-formunun dikey lifti ise

"(gdf ="g" (df )= gd"f seklindedir.

Tamm 3.2.1.3. M, manifoldu iizerinde e 3°(M,) 1-formu verilsin. T(M,)

uzayinda
Yo="(w,) (ax") (3.14)

ile tammlanan 'we 3 (T(Mm ; )) 1-formuna @ , 1-formunun dikey lifti denir (Yano

and Ishihara 1973).
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@ 1-formunun dikey lifti; T(M n) tanjant demette indirgenmis koordinatlara gore

bilesenleri
"o =(w.,0) (3.15)
seklindedir. (3.15) esitliginden her bir 7' (U) acik kiimesinde
" dx" )= dx" (3.16)
olarak yazilir.

3.2.2. Complete (Tam) lift

Tanim 3.2.2.1. M, manifoldu iizerinde f:M, — R fonksiyonu verilmis olsun.

T(M ”) tanjant demette

f =uldf) (3.17)

ile tamimlanan € f fonksiyonuna f fonksiyonunun tam(complete) lifti denir (Yano and

Ishihara 1973).

Tamim 3.2.2.2. M, manifoldu iizerinde X e 3,(M,) vektor alam verilmis olsun. f,

M, manifoldu iizerinde keyfi bir fonksiyon olmak tizere, T(M ; ) uzayimnda

X F="(xf) (3.18)
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ile tanimlanan “X € 3, (T (M, )) vektor alanina X vektor alaninin tam lifti denir (Yano

and Ishihara 1973).

(3.18) denkleminden X vektor alaninin tam liftinin T(M n) tanjant demette indirgenmis

koordinatlara gore bilesenleri

CX—[ X! J (3.19)
B y'o X" .

seklindedir. (3.19) esitliginden herbir 7' (U) acik kiimesinde

“(0,)=09, (3.20)

1

olarak bulunur.

Tamim 3.2.2.3. M, manifoldu iizerinde @we 3} (M) 1-formu verilmis olsun. T(M,)

uzayinda
o X (X)) (3.21)

ile tanimlanan “@, 1-formuna @we 3’ (T(M ; )) I-formunun tam lifti denir (Yano and

Ishihara 1973).

(3.21) denkleminden @, 1-formunun tam lifti T(M n) tanjant demette indirgenmis

koordinatlara gore bilesenleri,

‘w=(y'3.0,0) (3.22)

N



23

seklindedir. (3.22) esitliginden her bir 7' (U) acik kiimesinde

“ax")=dy" = ax” (3.23)

olarak bulunur.

Herhangi P,Q,R€e S,’; (M n) icin, keyfi ( p,q) tipli bir tensoriin tam lifti,

(P®Q)=PRQ+"P®°Q, (3.24)
“(P+R)="P+°R.

ile tanimlanir.

Tamm 3.2.2.4. M, manifoldu iizerinde ge 3 g(M ,) tensor alaninin g tam lifti

T(M ”) tanjant demette indirgenmis koordinatlara gore;

‘g= C(gjidxj ®dxi): C(gﬁ)v (dxj ®dxi)+ ) (gji) C(dxj ®dxi)

= (gle )V (dxj ® dx' )—I—V (gﬁ )C (dxj )®V (dxi )"‘V (gji )V (dxj )®C (dxi )

=y'0,g ;dx’ ®dx' + gﬁdxj ®dx' + g dx’ ® dx’ (*)
bilesenlerine sahiptir. Ayrica

Cg =ngldxj ®dx1 = ngidxj ®dxi + Cgﬁdxj ®dxi

+Cgﬁdx*" ® dx;+cg_;;dx‘; ® dx’ %)

seklinde olup (*) ve (**) esitliklerinden, ¢ g metrigi koordinatlarla
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0,8 i
C(g)z[y s8 g,]

8 i 0
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.2.5. Eger M, de g ile verilen Riemannian metrigi ds’ =g ﬁdxj dx' ise,

T(M ) de “g Riemannian metrigi

n

Cg = 2gji§yjdxi

seklindedir. Burada &’ =dy’ +1{; Jdx'y* olup, {i} Christoffel sembolleridir (Yano
and Ishihara 1973).

Tamm 3.2.2.6. T(M n) ’de V konneksiyonun tam lifti,
V., Y=(V,Y) (3.25)

sartin1 saglayan tek bir konneksiyondur. T'%, M, de (xh) yerel koordinatlara gére V

i

nin bilesenleri olmak iizere, T(M n) “de (xh, yh) indirgenmis koordinatlara gore “V nin

“T'}; bilesenleri

‘ri=ri, ‘Tl =°ri=°ri=0 (3.26)

im im

‘r;,=9r;,. ‘r,=r) . ‘rp=rj. r;=0 (3.27)

biciminde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).
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Teorem 3.2.2.7. Herhangi bir X € 3 ; (M,) ve fe3(M,)igin

14
‘v, 'f=0, Vo, = (Vi f)

Ve 1=V, Ve =V f)
seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

Teorem 3.2.2.8. Herhangi bir X,Y € 3 (M,) icin

(Yano and Ishihara 1973).

Teorem 3.2.2.9. Herhangi bir X € 3 (M,) ve we 3°(M,) icin

‘v, Yo=0, V., ‘o="(V ),

‘o="(Vyw), V. ‘@o="(V,0)
olur (Yano and Ishihara 1973).

Teorem 3.2.2.10. M , de keyfi tip bir K tensor alanive X € 3 ; (M,) igin,

‘v, "K=0, ‘v, kK="(V,K),

V. 'K="(VyK), V. K=°(V,K)
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ve

‘vVk="(VK), °V°K=°(VK)
olur (Yano and Ishihara 1973).
3.2.3. Horizontal (Yatay) lift

Tanmm 3.2.3.1. M, manifoldu diizerinde V afin konneksiyonu verilsin. f

fonksiyonunun gradiyenti Vf ile gosterilir. ¥ operatorii Vf gradiyentine uygulanirsa

v, f=1f)

olur. M, de f nin ” f yatay lifti T(M n) de

" F=f = AVF) (3.28)

seklindedir. Ayrica € f nin tanimindan tanjant demette fonksiyonun yatay lifti

Hf:()

sifira esittir.

Tammm 3.2.3.2. M, diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde V afin konneksiyonu

verilmis olsun. Keyfi X € 3 é (M) icin

"X=X-V X (3.29)
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ile tammlanan "X e 3 ; ( T(M, )) vektor alanina, X vektor alaninin yatay (horizontal )

lifti denir. Burada VX = (VX ) seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

X, X" lokal bilesenlere ve V,T° ﬁi bilesenlerine sahip olmak iizere, T(M n) de (xh, yh)

indirgenmis koordinatlara gore <X ve V X

X" 0
‘X = V.X=| .
(aXhJ’ ’ (ijjxhj

lokal bilegenlerine sahiptir ve V X "=9 X " +Fj;; X' seklinde olup X in "X vyatay

lifti T(M n) de indirgenmis koordinatlara gore,

H _ Xh
X _( Srhxfj (3.30)
_y si

bilesenlerine sahiptir.

Tammm 3.2.3.3. V afin konneksiyonuna sahip M, manifoldu iizerinde herhangi bir

tensor alani

S:Si"'hi.@...@i@dxk ®..®dx’

k...j
! ox’ ox"

seklinde verilsin. T(Mn) da bir VS tensor alani 71'71(U ) de (xh, yh) indirgenmis
koordinatlara gore
0 d

v,S= (y’V,S,i:‘_:’})g 80550 dx* ®...® dx’
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seklinde tammlamir. f e 3 (M,) igin \i =°f olup P,Qe T(M n) icin
v, (P®Q)=(V,P)R"0+'P®(V,0) (3.31)
elde edilir. M, de keyfi tipli bir S tensor alanmin T(M ) de * S yatay lifti
1§=§-V. S (3.32)

seklindedir. Buradan VS =0 icin “$=°S olur. VS =0 olmasi icin gerek ve yeter sart

V konneksiyonuna gore S nin paralel olmasidir. Buna gore (3.31) den,
"(P®Q)="PR' 0+ P®"Q (3.33)

elde edilir. (3.32) esitligi kullanilarak M, de g, bilesenli (0,2) tipli g tensor alaninin

" ¢ liftinin bilesenleri T(M ”) de indirgenmis koordinatlara gore

I''g. +I''g. N
ng ]gtl zg]t g]l (3.34)
8 i 0

seklindedir.

Tamm 3.2.3.4. M, de bir V afin konneksiyonu verilsin. (3.29) kullanarak Teorem

3.5.4 den herhangi X,Y e 3 ;(Mn) icin

TY="(V, Y)+ 1R ,X)Y),

V. Y="(VY)+ R XY, (3.35)
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Vi, V=2V, Y)-A(VY VX))

elde edilir. Burada (R( ,X)Y), M, de (1,1) tipli bir tensor alam; W(Z)=R(Z,X)Y,

Ze 3 ;(M ,) ve R ise V afin konneksiyonunun egrilik tensoriidiir. Ayrica herhangi

X,Ye Sé(Mn) i¢in

C Vv c Hy _
v, 'Y=0, v, "y=0

(3.36)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

Keyfi X,Y e Sé(Mn) icin T(M ) de *V yatay lifti

(3.37)

seklinde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

Bu durumda (3.35), (3.36) ve (3.37) den keyfi X,Ye 3 ;(Mn)igin,

Hy _

. oY =0, (3.38)
H Hy,_C H

V., Y=V, "Y-yR(C X))
elde edilir. Burada keyfi X,¥ € 3 (T(M,)) igin,

S(XPE"V V-V ¥

(3.39)

alinirsa T(M n) de (1,2) tipli S tensorii
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SUx,'y)=0, Sx.,"y)=0, (3.40)

S(x,Yy)=o0, SEX Y)y=—»R( ,X)Y)

esitliklerini saglar. Burada

S = _ytR!

kji

(3.41)

olup diger bilesenler sifirdir. (3.36) , (3.37) , (3.39) ve (3.41) esitliklerinden V nin “V

horizontal liftinin bilesenleri T(M n) de indirgenmis koordinatlara gore

“ri=r;, "ri=o0, "“ri=0, "rt=o,
1] i Jji Ji Jt
Hyh h kph h _1h ho_ Th no_
F]l —arﬂ _y Rk]l’ Hl—‘]; _Fjl Py Hl—‘}l _Fjl’ H].—‘;l’ —O (3.42)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

3.3. Adapte Olunmus Cati

M, manifoldu iizerinde V afin konneksiyonu verilmis olsun. 7 (M, ) nin 71'_1(U )

koordinat komsulugunda indirgenen bir ¢at1 alan1 tanimlayabiliriz.

Her bir U c M lokal kart'inda X, = aaj , j=1,...,n olsun, (3.8) ve (3.13) den dogal
Toox

catiya gore lokal ifadeleri
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seklinde olan vektor alanlari elde edilir. Burada 5;‘ Kronecker deltasidir. Elde edilen bu

2n sayidaki vektor alanlari lineer bagimsiz olup, sirastyla T (M, ) nin dikey dagilimini

ve V nin yatay dagiliminm dretir. {H X(j),VX(j)} kiimesi adapte olmus cati olarak

adlandirilir.

alimirsa, adapte olmus ¢ati {e ﬁ} = {e i ej} .{dxh ,0 y"} seklinde yazilir. {dxh ,0y" } ise

{e j,ef} nin dual bazidir. Burada 8y" =dy" + y’T"} dx* dir. €, = A;d, olmak iizere,

éi = Aihah + Aiﬁa/?

€ = Afhah + Afﬁaﬁ

alinarak tabii catidan adapte olunmus catiya gecis yapilir. Bu formiiller matris dilinde

yazilirsa,

(é,:,.>:<ah,ah>(Afh Afh]

AloAl

elde edilir. Boylece tabii ¢catidan adapte olunmus catiya gecis matrisi,

)= g

i i

seklinde olur. Simdi bu matrisin tersini AZ ile gosterelim. Ters matrisin 6zelligine gore
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ALAE =57

olup, buradan

AE AR = 5

esitligi yazilir. Buradanda,

AR+ AR =8 = 5 A =8 = A =5,
AlA+ A'A] =0= -T!8 +8'A] =0=-T1+ Al =0= A =T,
AlAL+AIAT =0= §'AL =0= A =0,

ATAL+ANAL =8 = -T10+6'Al =6, = A =6,

olup

elde edilir. Burada
Ay =(68/.0) ile A; =(I'}, ;)
seklindedir.

3.4. Tanjant Demette Metrikler

M, , ¢ metrigi ile verilen bir Riemannian manifoldu olsun. g metriginin herhangi bir
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U koordinat komsulugunda bilesenleri g ; ile Christoffel sembolleri l“j;; ile gosterilir.

U, M ,nin bir komsulugu olmak iizere, eger T(M n) nin 7' (U ) komsulugunda (xh , yh)

indirgenmis koordinatlara gore
" =dy" +Tdx’

alinirsa,

I = gﬁdxjdxi
I =2g .dx’ &'
1l = gj;@)jgyi

seklinde T(M ; ) "de global olarak tanimlanan ikinci dereceden diferensiyel formlar elde

edilir. Burada Fih =y’ Fj}; seklindedir. Ayrica,

I =2g .dx’' &'

I+1I =g dx’dx'" +2g ,dx’ &)’
I+ =g dx'dx' + g .6’ &'
I+ 11 =2g ,dx' &' +g &' &'

diferensiyel formlarin hepsi singiiler olmayip T(M n) izerinde Riemannian veya

pseudo- Riemannian metrikleri olarak dikkate alinabilirler (Yano and Ishihara 1966).

Il metrigi T(M ”) de indirgenmis koordinatlara gore

1] = 98, 8
8ji 0
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bilesenlerine sahip olup, Teorem 3.2.2.5 dolay1 II metrigi “g="g ile cakusir.

T(M n) de indirgenmis koordinatlara gére I+/I metrigi

_4+0g . )
1+11:[g” I g,,)

8ji 0

bilesenlerine sahiptir. Ayrica Teorem 3.2.2.5 den dolay1 I+1] metrigi ' g+ g metrigi

ile cakigir. Burada g e (M) dir.
3.4.1. Tanjant demette " g metrigi
Vo= gjia’xj ®dx'
olmak iizere Vg ye, g nin T(M,) de dikey lifti denir (Davies,1966).

Bu metrik koordinatlarla

seklinde tanimlanir .
3.4.2. Tanjant demette “g metrigi

M, , lokal bilesenleri g; olan g metrikli bir Riemannian manifoldu olsun. Tanjant

demette indirgenmis (X*), (x",y") koordinatlarma gore lokal ifadesi
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G opdxdx® = 2gjidxj§yi

seklinde olan ¢ Riemannian metrigi verilsin. Burada

Oy =dy" +Tdx',

r=yr

seklindedir. Fl;i ise g ile tanimlanan Christoffel sembolleridir. Bu metrige “g metrigi

denir. g., metriginin koordinatlar

()=

8ji

seklinde olup, tanjant demette g nin tam

kontravaryant bilesenleri ise

(§CB)={ g

8

8 i
0

liftinin koordinatlar1 ile aymdir ve

(3.43)

g”
dg”

seklindedir. Burada g”, M, manifoldundaki g nin kontravaryant bilesenleri olup

g:8"=6;

seklindedir.

“g metrigine gore T(M ,) de tanimh V., Riemannian konneksiyonu

V.. ‘Y=°Vv
X

Cx

Y= C(VXY)

(3.44)
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sartin1 saglayan bir tek konneksiyondur.

V nin 1:5 Christoffel sembolleri

formiilii kullanilarak elde edilir. Yukaridaki formiilii acik bir sekilde yazarsak
X197 +F4 PH X =(9,¥)’
olur. Tam lift almarak V nin bilesenleri,

. = .
l—‘im - l—‘im ’ im im im (3_45)

™ Ay T T 1 T
I, _arim I =1, =15, I3, =0 (3.46)

seklinde bulunur.

3.4.3. Tanjant demette ” g metrigi

M, de g ile verilen pseudo-Riemannian metrigi ds* =g jidx‘ia’xi olarak alinirsa,

T(M,) *de " g ile tamimlanan pseudo-Riemannian metrigi 2¢ ,0y’dx’ seklinde olur

Burada,

8y’ =dy' +T y'dx*

olup, T'; de M, de V afin konneksiyonun katsayilaridir (Yano and Ishihara 1973).
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(3.29) dan “ g nin koordinatlarina gére pseudo-Riemannian metrigi yazilirsa,
ds* ="g,dx dx" = (ykl“jcjgn. + ykl“ja.gﬁ)dxjdxi +2g dy’dx’
elde edilir. Buradan da

ds® = g ,dx’dx" = y'T g dx’dx' + y'T| g, dx'dx’ +2g ,dy’dx'
=2y, g dx’dx' +2g ;dy’dx’
=2y'T g ;dx'dx' +2g ;dy’ dx’
=2g; (dy" +T) yhdx! ) dx'

= 2gﬁ§~yidxi
seklinde bulunur.
" o metriginin kovaryant bilesenleri icin,
"g,"g" =0] (3.47)

olup, gerekli hesaplamalar yapildiginda

T " (3.48)
g = i ji i s :
g" —(Ff;g’ +I" g ")

elde edilir.

T, "¢ metrigiyle tanimlanmus Cristoffel semboliinii gostermek iizere,
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1
Hij ZE HgIS (aJ HgSK +0y Hng _as HgJK)
seklinde tanimlanir. Buradan “ T, katsayilari,

i i I
Hrjk :ij +Eg asgjk

"' =0
T’ =0
"T=0
T =0

i i 1 is
Hrjk :ij _Eg ngsk

7 . HT
Hrj;;:F_fk _Eg V& 1

A . 1.
= ylalrljk -y (V,g”)gisl“f,k _Eg”yl (aj (Vigy)+9, (Vzgjs)_as (V,gjk))

+%y’ (Vlgi‘)(ng_,k)+%y’31g’“‘V5g_,-k

elde edilir.

Teorem 3.4.3.1. M, de g pseudo-Riemannian metrik ve V bir afin konneksiyon

olmak iizere; eger Vg =0 ise, "V ve “V birbirine esittir (Yano and Ishihara 1973).

Teorem 3.4.3.2. M, de g pseudo-Riemannian metrik ve V, metrigiyle tanimlanan

Riemannian konneksiyonu olmak iizere, "V ve “V birbirine esittir (Yano and Ishihara

1973).
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3.4.4. Tanjant demette sasaki (Diagonal lift) metrigi
Tanmmm 3.4.4.1. (M, ,g) bir Riemannian manifold olsun. M, manifoldu iizerinde

tanimlanan tanjant demet tizerindeki Sasaki metrigi asagidaki ii¢ denklemle tanimlidir.

VX,Ye C"T(M,) olmak lizere

i) g("X,"Y)=g(X.Y)
i) 2("X,"r)=0

i) g("X,"Y)=g(X.Y)

g-natural metrikler simifindan olan Sasaki metrigi koordinatlarla asagidaki sekilde

tamimlanir:

n

M,, g, bilesenlerine sahip g metrigine gore bir Riemannian manifoldu olsun.

(xh, yh) indirgenmis koordinatlarina gore

gopdxtdx’ = gijdxidxj + gl.jé'y"é'yj (3.49)

Riemannian metrigi verilsin. Burada

oy =dy" + F?I.yidxj

olup (3.49) metrigini Sasaki metrigi (veya g nin “g diagonal lifti) olarak

adlandiracagiz. (3.49) ifadesinden Sasaki metriginin bilesenleri,

gopdxtdx’ = gijdxidxj + gl.jé'y"é'yj
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= gijdxidxj +g,; (dyi +T v dx™ ) (dyj +T) y'dx" )

= gij.dxidxj + gijdyidyj + gijdy"lﬂﬁ1 ydx" + g[jdyjl“f;mysdxm
+gijl“’;mysdx”’l“{l'1 y'dx"

= giidxidx‘i + gljdyidy" + gjl.dyjl"fn y'dx" + gmjdy"l“’;,iysdxi
+8,, L5y dx'T], y'dx’

= g[jdxidxj + g[jdyidyj + gjndyjrﬁyldxi + gmjdyjl“:;y‘vdxm

+g, I v'dx"T} y'dx"

it sm

4+ g T "

gimr‘;’[ gz]

seklinde yazilir. Bu matrisin tersi ise,

P, 8" =

sartini saglayan ”g”¢ matrisidir.

D D _jC D D _jC C
8y &+ 8s 8" =06,

formiiliinden gerekli hesaplamalar yapilirsa,

(3.50)
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ngl; =g/k+gml—\r/ll—\/§

elde edilir ve matris dilinde

jk s
(DgAB):( 8 g Fj ]

—T/g"* g*+¢"TT}
seklinde olan ters matris yazilir.
Adapte olunmus catida Sasaki metrigi ise asagidaki bicimde tanimlanir:
8y =AALg,

doniisiim kanunu adapte olunmus catida

seklindedir. Burada,

g (3 T sann A3 0
(&) 0 J Ay gy \-T7 &/

_(&+e& 0 -TiA, A, -Tig, (@f 0
Ahj 8 —F,{ 6kj

0 g,

|
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olarak bulunur. Dgaﬁ nin tersi yazilirsa,

Dgaﬂ :AzAt/;DgAB

elde edilir. A=h,B=k igin

Dg(lﬁ=A;LZA],(BD§hk+AEHA],(BDg'Ek+A:AI%BD§/1/;+A£AI?D§%,

seklinde yazilir. Buradan gerekli hesaplamalar yapilirsa

Dg,ij:gij’
Dgf :O,
Dgf :0’
Dgij :gl/

seklindedir. Buradan,

yazilir. Ayrica

ve
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(A).AL)=(5,.0) ve (A;.A;)=(T}.5;)

olup,

seklinde bir vektor alam1 alalim. Bu vektor alanlart bir baz olusturur. Béylece dogal

kocatr dx” olmak iizere 8% = A7dx” seklinde yeni bir kocat1 olusturulmus olup D_ lar
¢ «

acik olarak yazilirsa; @ =i, B="h igin,

D,= A", +A'. =9,-T"9.

i1 " h >

D; =AM, +Ald. =0,

6 = Aldx" + Aldx" =ax'

0" = Aldx" + Aldx" =T dx" +dx’
olur. Holonom olmayan objenin bilesenleri ise,

Q! =(D,A; DAL ) Al

ifadesinden,
k
Qii )
Tk k
Qlj _Fji F/z s
k _ k
Qf/. = _Fij’
ve
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olup buradan,

kK _ kK _ k _h
Q; =-Q; =-K;y",

k k k
Q; =-Q5 =T

i

elde edilir. Burada K, , g, metrigine gore egrilik tensoriiniin bilesenleri olup,

[D,.D,]=[4}9,,459, ]
=A}0,(A}0,)-Aj0,(AL9,)
=A}(0,A7)0, +ALAJ9L, —As (,A0)0, — AjALD],
= (A0, A5 — Aj9,AS )0,
=(D,A; —DBAS) ALACO,.

= QgﬁDa
seklinde elde edilir.

| 8- metrigine gore Christoffel sembolleri olmak iizere, Sasaki metrigine gore

tanimlanan V Riemannian konneksiyonunun bilesenleri adapte olmus ¢atiya gore,

o _ A C a
I =(D,A; +T/,ACAY) AL
seklindedir. Burada,
I =15, = Qp

olur. Sasaki metriginin kovaryant tiirevinin adapte olmus catiya gore bilesenleri,
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Vagw = 5§;¢3 _nggsﬁ _rfs,gg;e

seklindedir. Burada asagidaki gibi iic durum mevcuttur.

Vﬁg;ﬁ = 5g;¢)’_rgygeﬂ_ fwg’yg =0,

Vrgﬁé = D;/g/a’a _ffﬁgsé _F;Sgﬁs =0,

V585 = Dplsy~Lss8e— 1585 =0
Son iki ifade toplanip birinciden ¢ikarilirsa,
D85+ Dpls, = Dsig = 2Wipes + Q8 — 205580 = Qs 8.y = 58 =0
elde edilir. Burada,
5,5, =95,
ifadesi kullanilmistir. Buradan,
P = (D80 + Dyl ~ Dol + 5 ( Qe ~ sl ~ Lol
2 2

yazilir. Bu ifadenin her iki tarafi g% ile ¢arpilirsa,

~ 1 1
o _ 1 ~sp ~ ~ ~ ~30 (e = £ ~ £ ~
F;ﬁ —Eg (Dygﬂ6+Dﬁg5}/_D6g;ﬁ)+§g (Qyﬁgég_gﬁége}/_gydgﬁe)

olur. Ayrica
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£ _T¢ _T¢ _0OE¢
—Q5 =115, =Q,

1:‘,;5 = fgy + Q; ,
esitlikleri kullanilarak,

1

U5 =287 (D85 + Dpsy = Dok ) +5 8% (R8s = iy = Xs8)

1
2
elde edilir. Bu esitlikte

Q5 = 8“8,

oldugu goz oniine alinirsa,
- 1 1
o _ 1 ~s9 ~ ~ ~ 0 0 0
F;ﬂ—gg (Dygﬂa‘+Dﬂga‘7_Dag;ﬁ)+§(Q;ﬁ+Q;ﬁ+9ﬂ7)

olur. ffﬁ ifadesinde,

D, =9,-T}9;, D. =0;

i h

ho_ h
jS =-K

jik

yk’fo :F_}/l'i

seklindedir.

y=j,0=h,=i,0=m alindiginda,

~ 1 1
o 1 ~s0 ~ ~ ~ 6 £ ~60 ~ £ ~80 ~
F;ﬁ_zg (D7gﬂ5+Dﬂg57_D5g7ﬁ)+§(Q7ﬁ+Qaﬁg 8oy 24,8 gﬂe)

esitligi kullanilarak,
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~ 1 ~mh ~ ~ ~ 1 ~mh ~ ~mn ~
F;Jl‘i :58' ](ngim+Digmj_Dlngji)+§(Q;jl‘i+Ql:nig ]gkj+ijnjg ]gik)
_l mh (a +a _a )_Fh
—2g i8imTO: 8y 0,8 ) =1 i
o 1
h lp-h
Fj? __Eijli’
~ 1
h lp-h
Ffz‘ __E ilj
I =0,
Jji
~ 1
h hok
F/t _EK./lky ’
h  _ 1h
l—‘ﬁ _Fji’
=0

adapte olmus catiya gore ffﬂ nin koordinatlari elde edilmis olur. Burada

h _ _ht s
Kjki =8 gisK(jk

seklindedir.
3.4.5. Tanjant demette °g (Synectic lift) metrigi

M ,, g metrigi ile verilen bir Riemannian manifoldu olsun. g metriginin M, ’nin bir U

koordinat komsulugunda bilesenleri g, ve Christoffel sembolleri Tj;; olmak lizere T

(M n) nin z7'(U) komsulugunda 7' U)cr(Mm ) ) de (x" , y”) indirgenmis

koordinatlarina gore,

5_)7}1 — dyh +Fihdxi
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esitligi yazilir. Burada
r'=yT

i Ji

seklindedir.

g Riemannian metrigi ile birlikte M, Riemannian manifoldunun T(M ) tanjant

n

demetinde,
'8 pdx dx’® =aﬁdxjdx" +2gﬁdxj5y" (3.51)

ile taniml1 metrige sinjektik (synectic) metrik denir. Burada a ;,M, de (0,2) tipli bir

ji?

simetrik tensor olup,

s 5~ a; +agji 8ji
= = 3.52
8 ( ch) ( g, 0 ( )

bilesenlerine sahiptir (Vishnevsky 1985).

Tamm 3.4.5.1. a€ 39 (M, ) simetrik tensorii olmak iizere, bu tensoriin vertical lifti
Ya= Y (al:].dxi ® dx’ ) = (al:]. ) Y (dxi ) ® Y (dxj ) = al:].dxi ® dx’

ile tanimlanir. Buradan, "a nin (ai,a;) catisindaki koordinatlari,
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seklindedir.

Tanim 3.4.5.2. He T, (M,) tensorii verilmis olsun. Bu tensoriin " H lifti

d

o

"H=H; —®dx' ®dx’

seklinde tanimlanir.

Asagidaki sekilde tanimlanan

= CgtVg = X'0,8,+8; &
8ji 0

‘g="g+"a= X'0.g;+a; 8
8 0

birinci metrik yani ‘g’ (Yano and Ishiharal973) ¢alismalarinda, ikinci metrik yani

N

g =g+ "a ise (Salimov ve Aras 2002) calismalarinda incelenmistir.

Burada,

K} K xsasg ji ta ji g ji

g=(g,,)cg+va=( e "J (3.53)
Riemannian metrik tensoriiniin ‘Tfj Riemannian konneksiyonu,

sTK
Yl—‘u =

g§* (afgSJ +ajg1S _aggu)’

| =
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ile tamimlanir. g K (3.53) tensoriiniin ters tensorii olup,

0, 1#J
g =5 =17 3.54
“em& {1, I=] (3.54)

seklindedir. (3.53) ve (3.54) esitliklerini kullanarak g tensoriiniin koordinatlari,

- . 0 g”
g=3" =[ ; J g'a,g” : (3.55)
g’ x'd.g’

seklindedir, (3.53) ve (3.55) esitlikleri *T'}, formiiliinde yerine yazilirsa,

s 7k k
TS =T%,
K 1;_ k
=T},
K l?_ k
FJ—FU ’

k k k k
51"71.: ‘1"1.7:51"5 = ‘FE:O )

_ 1 N
STY = x' Fk+2gk(Va +V.a,-V.a,)=x0Tt+H:

tij
1
bulunur. Burada Hl.'; =— (VlaS,+V a, —Vjau) seklinde tamimlanan (1,2) tipli
' 2
tensordiir (Akbulut 2009).

Teorem 3.4.5.3. Eger Va=0 ise, ‘I'="T dir. Burada “I',g nin Riemannian

konneksiyonudur (Yano and Ishiharal973).

Teorem 3.4.5.4. Eger a,=g,; ise, ‘I'="T olur (Yano and Ishiharal973) .
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Teorem 3.4.5.5. "H, He T, (M) tensoriiniin dikey lifti olmak iizere 'T'= “T'+ " H dir

(Yano and Ishiharal973).

3.4.6. Tanjant demette Cheeger-Gromoll metrigi

M, manifoldunun U < M, komsulugunda X = X'0, vektor alam ve g, =(g,X dx’')
kovektor alani verilsin. Buradan, 7z (U)cT(M,) de (xi,x7) indirgenmis
koordinatlarina gore yg, = x’ g;X " seklinde yg, €T, (M,) fonksiyonu tanimlansin.
! (U) kiimesi iizerinde tammlanan Jg, fonksiyonu 7T(M,) de global bir

fonksiyondur. r, y = (yi ) = (x7) vektoriiniin
r’= (gfl.l.)c’T)C‘7

seklinde tanimlanan norm vektorii olsun. 7(M,) de her X,Y e T, (M ,) vektor alani

icin ““g Cheeger-Gromoll metrigi,

(e (X)) +(r8.) (7))

bi¢ciminde tanimlanir (Salimov and Akbulut 2009). Burada, Y ( g(X, Y)) =g(X,Y)ox

seklindedir.

(1) - (ii1) esitliklerinden (e ﬂ) adapte olmus catisina gore Cheeger-Gromoll metrigi lokal

olarak
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cG cG . 0

(CGg )_[ gjl gﬂjl}_ gﬂ 1
Br) | cc cG - 5.7
8 0 142 (gjl+gjsglt'x xt)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.4.6.1. (M,.g) , bir Riemannian manifoldu ve 7(M,)’ de ““g Cheeger-

Gromoll metriginin Levi-Civita konneksiyonu ““V , olmak lizere VX,Y € T, (M, ) igin;

. ! 1
b Vi =T (V)5 (R(GY))
v 1 w
iy v, e (R(»,Y)X)+ (V,Y),
i)y v’ :iH(R(y,Y)X) (3.56)

iv) v’ :_i(CGg(VX’w)VY_'_CGg(VY’ yé)VX)

+1+7a “g ("X, VY)W‘& “e("r.70) s ("r.10)10

esitliklerini saglar. Burada R ve yJ sirastyla V nin egrilik tensoriidiir ve 7' (M, ) deki

kanonik vertikal vektor alanin bilesenleri

seklindedir.

T(M n) de {eﬁ} adapte olmus catiya gore ““g Cheeger-Gromoll metrigi tarafindan
kurulan CGFZ{/; Christoffel sembolleri CGVeaeﬁ = CGFgﬁey seklindedir. Adapte olmus

catiya gore Fgﬁ nin koordinatlar1 (3.56) denklemleri vasitasiyla
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_ 1 _
CG1h / CG 1 ho_k
Ft:]‘—w'i’ ]‘—‘1[ __R'likx ’
J J J 9
CG1h he _k CG h
i = _R'jkix ’ Fﬁ Fji’
(3.57)
1 _ _
CGh _ he _k CGyh _ CGph _
i 2_R-iij , Fﬁ = r]—l = O,
1 a 1 i
“ri = ——(xféfh +x:0" ) +——g . x" ——xxx"
Ji al i ji a

seklinde elde edilir. Burada x;=g ﬁx’T, R =g"g Ry dir (Sekizawa 1991;

Gudmundsson and Kappos 2002).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Tanjant Demette ” ¢ Metriginin Baz1 Uygulamalari

4.1.1. Tanjant demette ”V konneksiyonuna gore infinitesimal afin doniisiimler

M, de g metrigi ile tanimlanan V Riemannian konneksiyonu ve konneksiyon
katsayilart ise Ff;- olsun. Ayrica T(M,) de X=X ia,-+)2787 vektor alanmi verilmis

olsun. Burada o, = i d; = i = i i =n+1,.,2n, seklindedir.
ox' dy'  ox'

Hyk _ 1k Hyk Hyk  Hyk H 1k Hyk _ . s3y1%k .sp k Hyk_Hyk _1%k
Ci=0 "I ="TL="T}= "It= 0, "T}=y9I%-yR ry="T"=I}

ij» st ij sij 2
esitlikleri ile L,V =0 oldugu dikkate alinirsa, X=X “d,€ 3,(T(M,)) vektor alaninin

"V konneksiyonuna gére T(M,) de bir infinitesimal afin doniisiim olmast igin (4.1)-

(4.8) sartlarin1 saglamasi gerek ve yeter sarttir.

0,0.X"+X"9,I —(T'0, X" +0I" 9, X")+T}0, X* +T" 0. X" + 'R0, X" =0, (4.1)

sji

0,0;X"-T" 9, X"+T"9.X" =0, (4.2)
0,0, X" T, X"+T}9.X" =0, 4.3)
9:9;X"=0 (44)

9,0, X" +(X*9,0I" + X*9,I'" )~ (I 9, X" +3* 9, X" )+ (1.9, X  +I1:0, X*) (4.5

Jilk ki~ j ki j
+@I" 9, X +T" 9, X )~ X“R!, = v' X" 0, Rl + y' R\ X" = y'RED X  —y'R1D. X =0
0,0 X" +X“,I'" -0, X" +T0, X" + (', 0, X" +T" 0. X*) - y'R}, 0. X" =0,  (4.6)

sjk

0;0,X" +X*0,I' ~T* 0, X" + (I} 0; X +T}.0; X )+ 0, X  —y'R,9-X =0,  (4.7)

J

0,0, X" -T}0; X"+ 9. X" =0, (4.8)

joi
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X, TM ,) de bir dikey infinitesimal afin doniisiim olsun. Bu durumda indirgenmis

~ 0 -
koordinatlara gore X nin bilesenleri ()?j olup, (4.8) denkleminden 878? X" =0

h

bulunur. Buradan

X"=cCl'y'+D" (4.9)

yazilir. Buradaki C' ve D" bilesenleri sadece X" degiskenlerine baghidir. X , TM,))
de bir vektor alam oldugundan C=C'd, ®dx' ve D=D"d,, sirastyla, 3/(M,) ve

S, (M) nin elemanlaridir.

Teorem 4.1.1.1. Eger X , T(M ,) de "V konneksiyonuna gore bir dikey infinitesimal

afin doniisiim ise, bu durumda

0
a) LV+CD®R)=0, D=90"— ,De3,(M,) ve G(D®R)=D"R,;} dir.

ox" ' &
b) C, V ya gore paraleldir, yani VC =0 dir.

¢) V nin T torsion tensorii C ye gore piirdiir.

Her Y,Ze 3\ (M,) icin C(T(Y,Z))=T(CY,Z)=T(Y,CZ).

d) Her Y,Z,We 3\(M,) igin C(V,T)Y,W)=(V,T)Y,W).

olup, tersine, eger C ve D (a), (b), (c) ve (d) sartlarin1 saglyor ise

X =(Cl'y' +Dh)aiyh =yC+'D
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vektor alani, "V konneksiyonuna gore T(M,)de bir infinitesimal afin doniisiimdiir,

0
burada yC =( io hj vektor alami dikey vektor alamidir (Gezer and Akbulut 2006).

YL

Ispat: (a) (4.9) denkleminden ve X"=0 esitliginin (4.5) denkleminde kullanilmasiyla,
0,0,C/ +Cio, I —T",0,Cl =0 I''.C; +I,9,CL +T7,0,C; —Ci R, + R;,C. =0, (4.10)

JjoiTs s ji ki”j s kji Sji
ve

LV+C(D®R)=0

yani koordinatlarla

0,0,D"+D,I'"", -I":.0, D" +T},0,D“ +T},0,D* —D*R;, =0 |, (4.11)

elde edilir.

(b) (4.9) denkleminden ve X"=0 esitliginin (4.7) denkleminde kullanilmasiyla,

0,C; -T".C! +T},C} =0, (4.12)
(4.9) denkleminden ve X" =0 esitliginin (4.7) denkleminde kullanilmasiyla,
0,C! -T".C/ +T",Cf =0, (4.13)

olur buda, buda C nin M, de paralel oldugunu gosterir.

(¢) (4.13) denkleminde ¢ ve j, indislerinin yerleri degistirilirse,
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h k ~h h —~k _
9,C! ~TiC +ThC! =0,

ve (4.12) esitliginden ¢ikarilirsa,

TiC! =T)C" (4.14)

elde edilir. Burada her Y,Ze 3,(M,) icin

C(TY,z2)=T({Y,Z) (4.15)
(4.14) denkleminden

TY,CZ)=-T(CZ,X)=C(T(Z,Y))=C(T(Y,Z2))
ve
CTY,2)=T(CY,Z)=T(Y,CZ)
esitlikleri elde edilir.

(d) (4.12) ve (4.13) denklemlerindeki kismi tiirevleri (4.10) denkleminde yerine

yazilirsa, Cj'-l nin tiim kismi tiirevleri yok olur. Boylece keyfi X,Y,Ze 3{(M) icin
C/V If=VT'Ct | (4.16)

denklemi elde edilir. Burada T',C ye gore ¢ - tensoriidiir.

Tersine, eger (a), (b), (c) ve (d) sartlar1 saglanirsa, X in bir infinitesimal afin doniisiim

oldugu goriiliir. Boylece Teorem 4.1.1.1 ispatlanmis olur.
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4.1.2. Tanjant demette "V konneksiyonuna gore fibreyi-koruyan infinitesimal

afin doniisiimler

T(M,) nin her bir fibresini yine bir fibreye doniistiiren doniisiime fibre-koruyan
doniisim denir. Ayrica, T(M,) deki bir infinitesimal afin doniisiim fibre-koruyan

doniistimlerin bir lokal parametreli grubunu iiretiyorsa, yine bu doniisiime fibre-

koruyan infinitesimal afin doniisiim denir. Baska bir ifadeyle,

n

h
[ ] bilesenlerine sahip bir X infinitesimal doniisiimiiniin fibre-koruyan olmasi i¢in
X

gerek ve yeter sart X"(h=1,2,..,n) bilesenlerinin sadece T(M,6) deki (x",y")

indirgenmis koordinatlara gore x',...,x" degiskenlerine bagli olmasidir (Yano and

Ishihara 1973).

Teorem 4.1.2.1. Eger X ,”V konneksiyonuna gore T(M,) de fibre koruyan
infinitesimal afin doniisimii ise X den M, iizerine indirgenen X infinitesimal

doniisiimii de V' konneksiyonuna gore afin doniisiimdiir (Gezer and Akbulut 2007).

Ispat:
X' =x"+ )?h(xl,...,x")At
X' =X+ X X XA
Xt
ifadesinden goriiliir ki, [ NhJ bilesenlerine sahip bir X fibre-koruyan infinitesimal
X

doniisim M, baz uzayinda X" bilesenli bir X infinitesimal doniisiim indirger. Ayrica

(4.1) denkleminde 0I',0, X" =0 ve y'R!,0, X" =0, oldugundan teorem ispatlanmus olur,

sji
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Teorem 4.1.2.2. V, M, de bir Riemannian konneksiyonu olmak iizere her

X e 3, (M,) icin,

(L ,"V)OYC Z) = (LyV)(Y,C Z)+ p(LyR)( ,Y,Z)

seklindedir (Gezer and Akbulut 2007).

Ispat: (L. V)Y, Z)=L. ("V.Z)-"V. (L Z)-"V °z

“x.v]
=L [“(V,2)~¥(R(.VZ)I-" V. (L2)-"V.  °Z
:[CX’C VXY]_[CX9 V(R( 9Y)Z)]_C (VY(LXZ))+}/(R( 9Y)LXZ)
_C(V[X,YJZ)+ 7R([ XaY]Z)]

=€ (LXVXY) - (VY (LXZ)) - (V[X,Y]Z) - 7/(LXR( ’Y)Z)

+Y(R(LY)LyZ)+ y(R( ,LyY)Z)
= (L, V)Y, Z)+ y(—L,R( ,Y)Z+R( ,Y)L,Z+R( ,L,Y)Z)

= (L V)Y, Z)+ p(L,R)( ,Y,Z).

Burada R( ,X)Y her Ze€ S(l)(Mn) icin W(Z)=R(Z,X)Y seklinde olan (1,1) tipli W

tensoOrii tanimlar.

Teorem 4.1.2.3. Eger X, "V konneksiyonuna gére 7T(M ,) de bir fibre-koruyan
infinitesimal afin dontisiim ve W’ ye gore infinitesimal automorphism ise bu durumda
X = X + 'D+yC Teorem 4.1.1.1 deki (a), (b) ve (c) sartlarmi saglar. Burada D ve
C, sirasiyla, (1,0) ve (1,1) tipli tensorlerdir (Gezer and Akbulut 2007).



60

ispat: X ve X, Teorem 4.1.2.1°de tanimlanan vektor alanlar1 olmak iizere Teorem

c

4122 den, eger X, W gore infinitesimal automorphism ise ‘X, "V

konneksiyonuna gore T(M,) de bir infinitesimal afin doniistimdiir. ‘X nin bilesenleri
h

X" L.
(BX j oldugundan X — X nin,”V konneksiyonuna gore T(M,) de bir dikey

infinitesimal afin doniisiim oldugu goriiliir. Buradan asagidaki teorem elde edilir.

4.1.3. " g Metrigi ile tammlanan infinitesimal izometri
Teorem 4.1.3.1. M, deki bir X vektor alaninin °g metrigine sahip 7 (M)’ ye

a) 'XeS3\(T(M,)) dikey
b) ‘X e 3,(T(M,)) tam
¢) "Xe3,(T(M,)) yatay

liftlerinin yine 7'(M ) de Killing vektor alan1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart, sirasiyla,

a) Xin M, de Killing vektor alan1 olmasi,
b) Xin M, de kovaryant tiirevi sifir olan Killing vektor alan1 olmasi,

¢) Xin M, de kovaryant tiirevi sifir olan Killing vektor alan1 olmasidir (Kobayashi and

Nomizu 1963).

Ispat: X vektor alam T(M ,) de indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

v h
()Z A)=( ~h} olan bir vektor alami olsun. Bu durumda VX in kovaryant tiirevi,
X

indirgenmis koordinatlara gore,

v, X' =0,Xx’ +"T7 X" (4.17)
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bilesenlerine sahiptir, burada “T'j,, ler "V konneksiyonunun katsayilaridir.

[x'=yT!x" olmak iizere T(M,) deki indirgenmis koordinatlara gore bir

X e 3\ (M,) vektor alaminmn " X € Sy (T(M,)) dikey lifti, X € 3, (T(M,)) tam lifti ve

"X e3,(T(M,)) yatay liftinin bilesenleri, sirasiyla,

0 xh xh
sz(xhj, sz(ath, HX:(_thi] (4.18)

seklindedir.

Simdi VX, °X ve "X vektor alanlarinin”g metrigine gore Lie tiirevleri, (4.18)

denklemi ve "V konneksiyonunun katsayilari kullanilarak,

0 0
Lv H — HV VXJ+HV VXI — ) )
X g ( 1 J ) (Vth_’_ViX/ O\J
VX' +V.X' 0
L,XHg:(HVIcXJJrﬂv_,cXI):( Lo e L ) I,J(4.19)
y'o,(V, X' +V.X) -y (R, +R,)X" VX' +V X
VX' +V.X' 0
LH Hg:(HVIHXJ+HV/HXI): . i , / ] . .
X ' I, VX"-I', VX" VX' +V X'

seklinde tanimlanir. Buradan

V.X"=0 oldugu dikkate alimrsa R,/X*=0 ve R,'X"=0 olur. Béylece teorem

ispatlanmis olur.

Tanmmm 4.1.3.2. Eger X ve Y, M, de Killing vektor alanlan ise Killing vektoriin

tanimindan
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L 18=L(Lyg)—L,(Lyg)=0, (4.20)

olup, [X Y ] , M, de Killing vektor alanidir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Tamm 4.1.3.3. X,Y e 3,(M,) icin (1,1) tipinden A,Y tensor alanim

(AYZ=(L,V)Y,Z)=[L,,V,|Z-V,, ,Z,VZe3,(M,) 4.21)

[x.¥]

olarak tanimlanir.

Teorem 4.1.3.4. M deki [X,Y] vektor alammn dikey ve tam liftlerinin T(M,) de

"o metrigine gore Killing vektdor alani olmasi icin yeter sart X ve Y vektor

alanlarmin M de kovaryant tiirevleri sifir olan Killing vektor alanlar1 olmasidir (Gezer

and Akbulut 2007).
Ispat:

[Yx.v]="[x.Y], [x.v]="[x.Y], [x."y]="[X.Y]- A Y)
(4.22)

0
seklinde yazilir, burada »(A,Y)e 3;(M,) nin bilesenleri ( } hJ dir.
V(A Y),

Bir X e 3,(M,) vektor alam verilmis olsun. Eger X vektor alami L, V=0 sartini

sagliyor ise X vektor alanina V afin konneksiyonuna gore infinitesimal doniisiim denir.

Buna gore (4.21) ve (4.22) den

[x."v]="[x.Y] (4.23)
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esitligi yazilir. g metriginin  [X,Y] ve [X,Y] ye gore Lie tiirevleri hesaplanirsa

Lv[x,Y] = L[VX,"Y] T8 = Ly, (L, "2 —L. (L, )

Lion"8= Ly 8= Lo (L, ") L, (L, "8) (4.24)

olur. Boylece (4.19) ve (4.24) den teorem elde edilir.

Teorem 4.1.3.5. M,k deki [X Y ] vektor alanimin yatay liftinin T(M,) de "g

metrigine gore Killing vektor alan1 olmasi i¢in yeter sart X ve Y vektor alanlarinin

M, de kovaryant tiirevleri sifir olan Killing vektor alanlar1 olmasidir (Gezer and
Akbulut 2007).
M, de X bir infinitesimal afin doniisiim olsun. (4.20) ve (4.24) den
H _ H _ H H
Ly n g—l?X,HY] g=L, (L, "g)—Ly, (L, "8) (4.25)

yazilir.
4.2. Tanjant Demette “g Metriginin Bazi Uygulamalar:

4.2.1. Tanjant demette “V konneksiyonuna gore infinitesimal doniisiimler

M, de g metrigi ile tanimlanan V Riemannian konneksiyonu ve konneksiyon

katsayilart ise Ff; olsun. Ayrica T(M,) de X=X iai+)2737 vektor alami verilmis

d d J _
olsun. Burada 90,=—, d:=—=—, i =n+1,...,2n, seklindedir. Buradaki
ox' dy'  ox'
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Crk _ Tk
r', =r*

Ji 2

‘rto=crt =°rk =°rk =0, °rt =or*, °rt =°rt =r* esitlikleri
Ji Ji Ji Ji Ji Ji Ji Ji

ji

ve X vektor alaninin n-boyutlu M, manifoldunda bir infinitesimal afin doniisiim
olmasi sarti dikkate alinirsa, X=X “0,€e 3;(T(Mn)) vektor alanmmin @ €V
konneksiyonuna gore 7(M,) de bir infinitesimal afin doniisim olmasi i¢in gerek ve

yeter sart asagidaki (4.26)- (4.33) sartlarin1 saglamasidir:

90,0, X"+X*,I" —(T0, X" +aI* 0, X")-T';0,X* +I" 9, X* =0, (4.26)
0,0, X"-T"0. X"+T"3.X" =0, (4.27)
90,0, X"-T" 0, X" +T9;X" =0, (4.28)
d:0;X"=0, (4.29)
0,0,X"+(X'9,9r" + X*0,I" ) - (I',0, X" +ar' 9, X" )+ (ar},0, X* +T},9, X*)

+(or0,X" +1"0,X" ) =0 | (4.30)
0,0, X" +X"9,I' -T"0, X" +T;0 X" +(ar 0, X* +T" 9, X" ) =0, 4.31)
0;0,X" +X'9,I" ~T" 0, X" +T"0, X" + (a9, X" +I9;X" ) =0, (4.32)
9,0 X" +T}0- X +T"09: X* =0, (4.33)

X, T (M) de bir dikey infinitesimal afin doniisiim olsun. Bu durumda indirgenmis

. 0 ~
koordinatlara gore X nin bilesenleri ()? ,] olup, (4.33) denkleminden 90; X" =0

bulunur. Buradan

X"=cl'y'+D" (4.34)

yazilir. Buradaki C' ve D" bilesenleri sadece X" degiskenlerine baghidir. X , TM,)

de bir vektor alam oldugundan C :C."i@)axi ve D:i sirasiyla, S;(M,) ve

"oox" ox"’



65

3, (M) nin elemanlaridur.

4.2.2. Tanjant demette “V konneksiyonuna gore fibreyi-koruyan infinitesimal afin

doniisiimler

Teorem 4.2.2.1: Eger X, “V konneksiyonuna gore T(M,) de fibre koruyan
infinitesimal afin doniisiimii ise X den M, iizerine indirgenen X infinitesimal

doniisiimii de V konneksiyonuna gore afin doniigiimdiir.

X ve X, Teorem 4.2.2.1. ki gibi tanimli olmak iizere, ‘X V konneksiyonuna gire

¢ X"
T (M) de bir infinitesimal afin doniisiimdiir. X nin bilesenleri ( X hJ oldugundan
X — X nin, °V konneksiyonuna gére T (M ,) de bir dikey infinitesimal afin doniisiim

oldugu goriiliir. Buradan asagidaki teorem elde edilir (Yano and Kobayashi 1966).

Teorem 4.2.2.2. Eger X , “V konneksiyonuna gore T(M,) de bir fibre-koruyan

infinitesimal afin doniisiim ise bu durumda X = X + 'D+yC sartim saglar. Burada

X ve D, V ile M nin infinitesimal doniisiimleri ve C ise Teorem 4.1.1.1 deki (b), (c)

ve (d) sartlarin1 saglayan (1,1) tipli parallel tensor alanidir (Yano and Kobayashi 1966).

4.2.3. “g Metrigi ile tammlanan infinitesimal izometri

¢ metrigine sahip bir M, pseudo-Riemannian manifoldunda bir X € 3;(M,) vektor
alani i¢in eger L, g =0 ise bu vektor alanina infinitesimal izometri veya Killing vektor

alan1 denir (Yano and Davies 1971). X in bir Killing vektor alan1 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

Lyg,=X%,8,+84,0,X"+g,0X“=V X +VX, (4.35)

ia” j i
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olmasidir. Burada X in bilesenleri X“ ve g nin bilesenleri g; dir.

~ - Xh
X vektor alanun T(M,) de indirgenmis koordinatlara gére bilesenleri (X*) :( - hJ

olsun. Bu durumda (4.35) denkleminde (3.43) ifadesi kullanilirsa, X vektor alaninin

T(M,) de infinitesimal izometri olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki gibi olur.

(X*0,0g,+X*9,0g,)+(9g,0,X" +¢g,0,X")+(0g,0,X" +¢g,0,X" )=0 (436)
X*9,8,+8,0,X" +(dg,0,X" +g,0,X")=0 (4.37)

g,0: X" +g,0,X" =0 (4.38)
4.3. Tanjant Demette Sasaki Metriginin Baz1 Uygulamalar:

T(M,) de X , adapte olmus catiya gore bilesenleri,

(5[]

seklinde olan bir vektor alan1 olmak iizere, VX kovaryant tiirevinin

(VX) =V,X"=9,X"+T4. X
esitliginden,
AMAE(VR) = ADAL (9, X" +T%.X€
JA7 (VX)) =A2A7 (9, X" +T5.X ) (4.39)

=AJAJ9 X"+ AL (9,A0)X°
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—AL(0,A7) X"+ ALAJTS X €
elde edilir. Adapte olmus ¢atida

I, = ALAJAITS, +(D, A5 ) AL

I = AJASAJTY  +(D,AS ) AL
olup bu ifadenin her iki tarafi X7 ile carpilirsa,
X'TY = AJACAIT X7 +(D,AS ) ALX Y
elde edilir. Ayrica,

ALATT

ifadesi A, X7 ile carpilirsa,

ALASTS ACX7 =X'T% —(D,AS ) ALXY

elde edilir. Buna gore (3.15) ifadesi,

AMAL(VX) =D, X? +T% X7 —(D,AS) AEX7 — AXALX

=D, X" +I" X7
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seklinde olup,
V,X/=D,X"+T% X"
esitligi elde edilir.

M, debir X vektdr alanim diigiinelim. Buna gére X in "X dikey lifti, X tam lifti

ve "X yatay lifti
0), & X"\ = X"
() = e

seklindeki bilesenlere sahiptir. Adapte olmus catiya gore,

'XC= AN XA X =AM X = AKX

olmak uizere

(le):AAva: 5: 0 O — 0 — 0
¢ st \x") \&x") \(x")
Sa\ aaca [0 0 X" X" L x"
(X )_AaX | h | hy-h hyh | ho|?
r’ o )loX XT/+6/X VX
(Xa)_AAXA_ 5: 0 Xh _ Xh — Xh
T R h hyh | hyh hyk |
r’ o )\-INX XTI, -INX 0
seklinde bulunur. Bu liftlerin VVX,VX ve vix kovaryant tiirevleri adapte olmus
catiya gore,

1 h k 1
~ —K"y'X" 0
x7)=| 2 iy (4.40)
v.x" 0



V].X”—lK
- 2

VjV,Xh—l
2

V.Xh

J
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2 jikkai

seklindeki bilesenlere sahiptir.
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4 1 4
h kaZlel _EKl/]:]ykxl
KLy X' v.x"
1 h _k~i
—EKikjy X

0

(4.41)

(4.42)

Teorem 4.3.1. Sasaki metrigine gore M, de herhangi bir vektor alaninin dikey, tam ve

yatay liftlerinin paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen vektor alaninin M, de

paralel olmasidir (Yano and Davies 1963)

Ispat: (4.40), (4.41) ve (4.42) ifadelerinden,

V' X*=0,V,X“=2V X' V,X* =V X’

yazilir.

M, de X" bilesenler ile verilen bir vektor alaninin Sasaki metrigine gore yatay, tam ve

dikey liftleri adapte olmus catiya gore,

('X/J’):(O’Xi)’(Xﬁ):(Xi’VXi)’(Xﬁ):(Xi’O)

seklindedir. Burada X, =g, X" olup; “X , X ve "X liftlerinin rotasyonlarinin

bilesenleri adapte olmus catiya gore,
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v = -K y'X —V.X.j
VX, -V, X, )=| oS T s
(9, %,-9,'x,) ( arn
(V,X,-V,X ):((VJ'XI'_ViX/)‘(KZerXh)y"y’ -y'V,V.X,
B a atpB kaijXi Vin—Vin
(V5 Xa=V.X,) :(Vin ;Vin gj (4.44)

seklindedir. (4.44) matrisindeki V X, -V X bileseni, eger X" m tam lifti T(M,) de

kapali ise

V.X,-V,X,=0,V,V,X,=0 (4.45)

oldugu goriiliir. Ayrica (4.45) esitlikleri yerine yazilirsa

(K?iszXh)ykyl =0

elde edilir. Buradan, eger X" kapali ve X in ikinci tirevi M, de sifirise X~ in tam
liftinin 7(M ) de kapali oldugu ve (4.44) ifadesinden, X" in yatay liftinin 7(M,) de

kapali olmast i¢in gerek ve yeter sartin X * in kapali olmas1 gerektigi elde edilir.

Teorem 4.3.2. M, de bir X vektor alaninin Sasaki metrigine gore

i. Dikey liftinin 7(M ) de harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, de verilen X

vektor alaninin paralel olmasidir,

ii. Tam liftinin 7(M,) de harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, de verilen X

vektor alaninin harmonik ve ikinci kovaryant tiirevinin sifir olmasidir,

iii. Yatay liftinin 7(M,) de harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, de verilen X

vektor alaninin harmonik olmasidir (Yano and Davies 1963).
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Simdi Sasaki metriginin Lie tiirevlerini
('X,)=(0.X,).(X,)=(X,.VX,).(X,)=(X,.0)

esitliklerini kullanarak "X , X ve "X liftlerine gore hesaplayalim. T(M,) de adapte

olmus catiya gore Lie tiirevlerinin bilegenleri,

0 Vv XJ
: (4.46)

(V,X,-V.X,) (Vivkxj +K,fiijh)yk

K kah 0

ikj

6 X~ _6 X~ = s
(VpXe=V.X,) (V. VX, +KX") ) V. X,-VX,

_ bk
(9,%,-9.%,)=[ VX5 VX K Xh]

seklindedir. Burada, V X, +V X, =0 ve Kf,dXh=0 olmast X in ikinci kovaryant

tiirevinin sifir olmasi1 anlamina gelir.

Teorem 4.3.3. M, de bir X vektor alaninin Sasaki metrigine gore,

i. Dikey liftinin 7 (M) de bir Killing vektor alan1 olmasi igin gerek ve yeter sart X in
M de ikinci kovaryant tiirevi sifir olan bir Killing vektor alan1 olmasidir.

ii. Tam liftinin 7(M,) de bir Killing vektor alan1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart X in
M, de bir Killing vektor alan1 olmasidir.

iii. Yatay liftinin 7(M ) de bir Killing vektdr alan1 olmasi igin gerek ve yeter sart X in

M de paralel olmasidir (Yano and Davies 1963).

Teorem 4.3.4. M, de bir X vektor alaninin Sasaki metrigine gore,
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i. Dikey liftinin bir infinitesimal konform doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sart X in

M de ikinci kovaryant tiirevi sifir olan bir Killing vektor alan1 olmasidir.

ii. Tam liftinin bir infinitesimal konform doniisiim olmas1 i¢in gerek ve yeter sart X in

bir infinitesimal homothetik doniisiim yani ¢ sabitine gore L, g =cg olmasidir.

iii. Yatay liftinin bir infinitesimal konform doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sart X

in M, de paralel olmasidir (Davies 1966).

T(M,) nin adapte olmus catiya gore K {)? (a)} ile ifade edilen K egrilik tensdriiniin

bilesenleri Sasaki metrigine gore

K(X X)) Xy = VoV, Xy =V VX QY X (4.47)
olup, burada
v”’ - 6’%)
seklindedir. Ayrica,
V. X =T5X (4.48)

esitligi elde edilir. Burada f’fﬁ , adapte edilmis catiya gore V nin bilesenleri (3.23) olup

(3.24) ifadelerinden,

Ky, =D,I% —D I + T —Tols, - Q5T (4.49)

elde edilir. Buradan adapte olmus catiya gore,

atk =™ jis atj
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-
= 2(V Kl -V.KL)y,

K" — K" + !

kji 4(Kkathvj Kh szk)ytys s

Jjat
Jjta

~ 1
h h t..s
K/?i = Kkjl 4(Kktaszv -K; Kku)y Yy,

Jsi

KE =0.KL =0,k = ;(v K)y',

yazilir.
4.4. Tanjant Demette Synectic Lift Metriginin Baz1 Uygulamalar:
4.4.1. Tanjant demette °V konneksiyonuna gore infinitesimal afin doniisiimler

M, de g metrigi ile tammlanan V Riemannian konneksiyonu ve konneksiyon
katsayilart ise Ffj olsun. Ayrica T(M,) de X=X iai+)2737 vektor alan1 verilmis

0 0 J _
olsun. Burada 90,=—, d:=—=—, i =n+1,....2n, seklindedir. Buradaki
ox' dy'  ox'

T,=T) , T, =TL=TL="T =0, Ti=0yTi+H!, TI="T, =T}
L L, Ly ij i ij ij ij
esitlikleri ve X vektor alaninin n-boyutlu M, manifoldunda bir infinitesimal afin

déniisim olmast sarti dikkate alimirsa, X = X“0, € SL(T(M,)) vektor alamnin 'V

konneksiyonuna gore 7(M,) de bir infinitesimal afin doniisiim olmasi icin gerek ve

yeter sart asagidaki (4.50)- (4.57) sartlarin1 saglamasidir:

0,0.X"+X"0,I — (0, X"+0I* 9, X") - H'0, X" +T},0, X" +T" 9, X" =0, (4.50)

JUk ki~ j
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0,0, X"-I'" 9, X"+I" 9, X" =0, 4.51)
90,0, X" -T" 0. X" +T9.X" =0, (4.52)
90, X" =0, (4.53)

o h o k h o k h k I k o h h > k h o k
0,0, X" +(X"9,dI"}, + X"9,I'; ) —(I';,0, X" +9I";,0, X" )+ ([0, X" +[},9,X")

y S . s s ,(4.54)
h k
+(OI0. X  +T"0.X )+ X 0 H; —H ;0. X" + H},0,X" + H;;0 X“ =0
9,0:X" + X", -9, X" +T70, X" + (" 3- X" +T".0: X )+ H.9:X* =0, (4.55)

Ji7k

0-0.X" + X9, I" ~T* 0, X" + (I} 0; X* +[,0- X )+T" 0, X +H/9-X* =0, (4.56)

-0 X" -T}9- X" +T" 0. X" =0. (4.57)

1

Teorem 4.4.1.1. EgerX , T(M ) de 'V konneksiyonuna gore bir dikey infinitesimal

afin doniisiim ise, bu durumda

a) X,Ye S})(M) ve (CoH)X,Y)=C(H(X.,Y)) i¢in L,V=CoH dir.
b) C, V ya gore paraleldir, yani VC =0 dur.
¢) V nin R egrilik tensorii C ye gore piirdiir ve her X,Y,Ze 3, (M) igin

C:CR(X,Y)Z=R(CX,Y)Z=R(X,CY)Z=R(X,Y)Z seklindedir.
Tersine, eger C ve D (a), (b) ve (c) sartlarint sagliyor ise

X =(Cly' +D”)i, =yC+'D
ay"
vektor alani, 'V konneksiyonuna gore T (M ,)de bir infinitesimal afin doniistimdiir,

0
burada yC =( j bir dikey vektor alanidir (Akbulut 2009).

yi Cih
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ispat: X, T(M,) de bir dikey infinitesimal afin doniisim olsun. Bu durumda

~ 0
indirgenmis koordinatlara gére X nin bilesenleri (th dir. Buradan (4.57) denklemi

kullanilarak, 8787)2 " —0 bulunur. Ayrica,

X"=cl'y'+D" (4.58)

yazilir. Burada C! ve D" bilesenleri sadece X" degiskenlerine baghdir. X , M)

de bir vektor alam oldugundan C=C'9, ®dx' ve D=D"d,, sirasiyla, 3/(M,) ve

3, (M) nin elemanlaridur.

(a) (4.58) denkleminden ve X"=0 esitliginin (4.54) denkleminde kullanilmasiyla,

0,0,C! +C/9,I'", -I",0,C! =0 I",C/ +T.9,C\ +T,0,C! = (4.59)

ve koordinatlarla ifadesi

0,0,D"+ D, I, —-I''.0, D" +T},0,D* +T,0.D" —HC; =0 (4.60)

seklinde olan L,V = C o H esitligi bulunur.

(b) (4.58) denkleminden ve X"=0 esitliginin (4.56) denkleminde kullanilmasiyla

0,C -T.C/ +T,C; =0

(4.61)

elde edilir.
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(4.67) denkleminde X" =0 alinmasi ve (4.49) denkleminin kullanilmasiyla,

h k ~h h k
9,C'-T'Cl+T" CF =0 “4.62)

bulunur, bu da C nin M, de paralel oldugunu gosterir.

(4.61) ve (4.62) denklemlerindeki kismi tiirevleri (4.59) denkleminde yerine yazarsak,

C;’ nin tim kismi tirevleri yok olur. Boylece keyfi X.Y,Ze 3,(M) icin

C/R.,=R\C! veya CR(X,Y)Z=R(X,CY)Z elde edilir. R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z

esitligi dikkate alinirsa
CR(X,Y)Z=-CR(Y,X)Z=—-R(Y,CX)Z=R(CX,Y)Z
esitligi elde edilir. VC =0 ve V burulmasiz oldugundan Ricci formiiliine gore
CR(X,Y)Z=R(X,Y)CZ (4.63)
yazilir. Boylece (c) sart1 saglanir.

Tersine, eger (a), (b) ve (c) sartlart mevcut ise, X in bir infinitesimal afin doniistim

oldugu goriiliir. Boylece Teorem 4.4.1.1 ispatlanmis olur.

4.4.2. Tanjant demette 'V konneksiyonuna gore fibre-koruyan infinitesimal afin

doniisiimler

Teorem 4.4.2.1. Eger X,V konneksiyonuna gore T(M,) de fibre koruyan
infinitesimal afin doniisimii ise X den M , uzerine indirgenen X infinitesimal

doniigiimii de V konneksiyonuna gore afin doniisiimdiir (Akbulut and Salimov 2006).
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ispat:

(4.64)

x" =xh+)zh(xl,...,xh)At
= XX XL A

 h
ifadesinden, (~}j bilesenlerine sahip bir X fibre-koruyan infinitesimal déniisiim
X n

M, baz uzayinda X" bilesenli bir X infinitesimal doniisiim indirgedigi goriiliir.
Ayrica
oT*0, X" =0 ve H/:0, X" =0 oldugundan ve (4.50) den teorem ispatlanmus olur.

Teorem 4.4.22. V, M , de bir Riemannian konneksiyonu olmak iizere her

X e3yM,) igin L., V="(L,V)+(LyH) dir ((Akbulut and Salimov 2006).

ispat: Her Y,Ze 3,(M,) icin,

c

L V) (Y, 2) =L, (V. 2)="V. (L Z)="V . . Z

c

‘IX.r1

=L. (V. 'Z+'H(Y,'Z)-"V_‘[X.Z]-'V. ‘Z

=L V. Z+L 'H(Y,'2)-'V_'[X,Z]
-"H(Y,[X,Z)-V ‘Z-"H([X,Y],2)

‘IX.Y]

(LYY, Z)+ L, (H(Y,Z))

"(LyH(Y,2)="(H(Y,[X,Z]) - (H(X,Y],2))

LY, Z)+ (L H)(Y,2))

WL VY,Z)+ (LyH)('Y,Z)

(L) + (L H)(Y,Z).
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Buradan X ve X , Teorem 4.4.2.1 te verildigi gibi olmak iizere, Teorem 4.4.2.2 den
eger, L,H =0 ise X, 'V konneksiyonuna gore 7T(M,) de bir infinitesimal afin

h

c X S ey s :
doniisiimdiir. X nin bilesenleri (ax h] oldugundan X — X nin, V konneksiyonuna

gore T(M,) de bir dikey infinitesimal afin doniisiim oldugu goriiliir.

Teorem 4.4.2.3. Eger X, 'V konneksiyonuna gore T(M,) de bir fibre-koruyan
infinitesimal afin doniisim ve L, H =0 ise bu durumda X = X + 'D+yC vektor

alani, Teorem 4.1.1.1 deki (a), (b) ve (¢) sartlarim1 saglar. Burada D ve C, sirasiyla,

(1,0) ve (1,1) tipli tensorlerdir (Akbulut and Salimov 2006).

ispat: ‘X, Xe SB(M ) nin sinjektik lifti ve @, M, de keyfi bir vektor alan1 olmak

iizere 'X = ‘X + 'a olsun. Bu durumda

(L.,V)Y,Z)=L. (V. Z)~'V. (L. Z)~"'V . . Z

['x. 7]

=LSX( VCY Z+ H(Y, Z))- V(-Y[ X, Z]- V[XX’(-Y] V4
XY+ "a, Y]

=L. (‘"V.,Z)+L, (CH(Y,Z)—"V. (X, Z]+['a."Z]) -'v

CZ—SV\, c

“1x,Y] [a,Y]

=L ‘V,Z)+L. "(HY,2)-'V.'[X,Z]1-'V. "[a.Z]-"V 4

=[X+"a, " (V,2+[ X+ a, (HY,Z))-"V. " [X,Z]-"H("Y,"[X.Z])

=V @ Z)="HCY. [, 2) =V, Z = H(IX Y1 2) 5V, ZH(a,Y].2)

="[X, (V,Z2)+'[X,H(Y,Z2)]-"(V,[X,Z])- (H(Y,[X,Z])

‘Ix.v]

~ Vi Z)- (HIX. Y1, Z)+["a, “(V,Z)+['a, (H(Y,Z))]
—CVCYV[a, Z1-"H(Y, [a, Z])—va[ﬂfz ~"H([a,Y],"Z)

="[X, (V, 20+ [X,H(Y,Z)]-"(V,[X,Z])- (H(Y,[X,Z])
(V2= (H(X,YLZ)+'[a,V,Z]- " (V,[a.ZD ="V, ;,Z)

="(Ly\Vy,Z-V,L,Z-V  , )+ (LyH)Y,Z)+ " (LV,Z-V,LZ -V, ,,Z)

[a,Y]
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=L VY, Z2)+ (L,H)(Y,"Z)+ (LV)Y, Z)
=((LyV)+ (L,H)+ (L)Y, Z)

olur. Buradan
L.'V="(LV)+ (LyH)+ (LYV) (4.65)
esitligl yazilir.

Teorem 4.4.2.4. V konneksiyonuna gore bir infinitesimal afin doniisim a olsun. Eger

'V konneksiyonuna gore 7(M,) de bir fibre koruyan infinitesimal afin doniisiim X
ve L H =0 ise budurumda X = X+ 'D+yC = X +'a+ D+yC dir. Burada X ve
D, V konneksiyonuna gore M, de infinitesimal afin doniisimler ve C, Teorem

4.1.1.2 deki (a), (b) ve (c) sartlarin1 saglayan (1,1) tipli bir parallel tensoér alanidir
(Akbulut and Salimov 2006).

4.4.3. ' g Metrigi ile tamimlanan infinitesimal izometri

Teorem 4.4.3.1. M, deki bir X vektor alaninin *g metrigine sahip 7'(M,) ye

a) 'XeS3,(TM,)) dikey
b) ‘XeS3,(T(M,)) tam

¢ “"XeS3,(T(M),) yatay

liftlerinin yine 7(M ) de Killing vektor alan1 olmast i¢in gerek ve yeter sart sirasiyla;

a) X in M, de Killing vektor alan1 olmasi,

b) X in Killing vektor alan1 ve (0,2) tipli simetrik tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir

olmasi,
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¢) X in M, de kovaryant tiirevi sifir olan Killing vektor alan1 ve (0,2) tipli simetrik

tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir olmasidir (Gezer and Akbulut 2006).

ispat: X vektor alam T(M,) de indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

h
(X A)=( ~/] olan bir vektor alani olsun. Bu durumda ‘VX in kovaryant tiirevi,
X‘l

indirgenmis koordinatlara gore,
'V, X' =0,X" +°T, X" (4.66)
bilesenlerine sahiptir, burada ‘T, ler ‘T, = T + "H, seklindedir.

[Vx'=yT!x" olmak iizere T(M,) deki indirgenmis koordinatlara gore bir
X e 3,(M,) vektor alanmin ' X € S, (T(M,)) dikey lifti, X € 3{,(T(M,)) tam lifti ve

"xe Sé(T(M ,)) yatay liftinin bilegenleri sirasiyla;

O h xh
vx=| [, cx=0 | x|t (4.67)
x ox -I''x

seklindedir.

Simdi VX, X ve "X vektor alanlarinin ‘¢ metrigine gore Lie tiirevleri, (4.58)

denklemi kullanilarak hesaplanirsa sirasiyla,

0 0
Lv S o — SV VXJ+SV VXI — ' '
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L, g=CV, X" +'V, X"
_( VX' +V X' 0 J (4.68)
y'o,(V.X'+V X +(H, +H)X" VX' +V X'
L, ‘g=CV, "X +°v,"x"
_( VX' +V X' o}
-V V.X"-T', V.X"+(R, +R, Y x"+(H +H/)X" 0

denklemleri elde edilir. V,X" =0 oldugu dikkate alinirsa R/, X" =0 ve R, X"=0

olur. Ayrica eger (0,2) tipli simetrik @ tensoriiniin kovaryant tiirevi sifir, yani Va=0,

ise (Hj-h+H,§;)Xh =0 olur.

Teorem 4.4.3.2. M, deki [X,Y] vektor alanimin dikey ve tam liftlerinin 7(M ) de ‘g

metrigine gore Killing vektor alani1 olmasi i¢in yeter sart X ve Y vektor alanlarinin
M, de Killing vektor alanlar1 olmast ve (0,2) tipli simetrik @ tensoriiniin kovaryant

tiirevinin sifir, yani Va =0, olmasidir (Gezer and Akbulut 2006).

Ispat: Eger X ve Y, M, de Killing vektor alanlari ise Killing vektoriin tanimindan
L, 8=Ly(Lyg)—L,(Lyg)=0, (4.69)

Yani [X Y ] de, M, de Killing vektor alamdir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Keyfi X,Ye 3,(M,) icin (1,1) tipinden A,Y tensor alani

(AYZ=(LV)Y,Z)=[Ly.V,|Z-V,, ,Z,VZeF,(M,) (4.70)

[X.Y]

olarak tanimlanir. Bu durumda
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[VX, CY] ="[x,y], [X CY] =‘[x,r], [X ”Y] ="[X,Y]-7(A,Y) 4.71)

0
seklinde yazilir, burada ¥(A,Y)e 3;(M,) nin bilesenleri ( ) h] dir.
V(AT

Bir X e 3,(M,) vektor alan1 verilmis olsun. Eger X vektor alani L, V=0 sartim
saglhyor ise X vektor alanina V afin konneksiyonuna gore infinitesimal doniisiim denir.

Buna gore (4.70) ve (4.71) den,

[x."y]="[x.Y] (4.72)
esitligi yazilir. *g metriginin Y [X Y ] ve [X Y ] ye gore Lie tiirevleri hesaplanirsa

LV[X,Y] &= l[vx,“Y] =Ly (L, 8) L, (L, "8)

Lo 8 =L '8 =Ly (Lo, "8)~ Loy (L 78) (4.73)

elde edilir. Boylece (4.59) ve (4.73) den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4.3.3. M deki [X Y ] vektor alaninin yatay liftinin 7(M ) de *g metrigine
gore Killing vektor alan1 olmasi icin yeter sart X ve Y vektor alanlarmin M, de
Killing vektor alanlari olmasi, Y vektor alaninin kovaryant tiirevinin sifir, yani V.Y" =0

ve (0,2) tipli simetrik @ tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir, yani Va =0, olmasidir

(Gezer and Akbulut 2006).

ispat: M, de X bir infinitesimal afin doniisiim olsun. (4.3.4) ve (4.3.8) den

LH[X’Y] ‘g = IT.X,HY] ‘g=L. (L, "g)— Ly, (L, g) (4.74)
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yazilir.
4.5. Tanjant Demette Cheeger-Gromoll Metriginin Bazi1 Uygulamalari

4.5.1. Tanjant demette Cheeger-Gromoll metriginin geodezikleri

61[0,1] —>T(Mn) , T(Mn) de lokal olarak x* =x* (t) seklinde tanimlanan bir egri

olsun. C egrisi i¢in, ﬂ'_l(U )T (M,) de (xh,xg ) indirgenmis koordinat sistemine

gore x" =x" (t), X =x" (1) yazilir. Burada ¢ parametredir. Bu durumda M, de

C =7xoC seklinde tanimlanan C egrisine, C egrisinin projeksiyonu denir ve 7C ile
gosterilir. X" (), C egrisi boyunca bir vektor alani olsun. Buradan T (M,) de C

egrisi
xh :xh t
{ 7 ( ) 4.75)
X

esitlikleri ile tamimlanir.

(4.75) egrisi tiim noktalarda

h h j
oX :dX AT dx

" X'=0 4.76
dt dt odt ( )

esitligini sagliyorsa C egrisine C nin yatay lifti denir ve “C ile gosterilir (Yano and

h
Ishihara 1973). Eger X", C de ddi seklinde tanimlanabilir tanjant vektor alam ise
t

(4.75) ile verilen C egrisine C nin natural (dogal) lifti denir ve C* ile gosterilir.
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T(M,) de (x’l,xg) indirgenmis koordinat sistemine gore ““V konneksiyonunun

geodezikleri
Oxt  dxt s dicde B

> dt’ g dt

4.77)

diferensiyel denklemi ile tanimlanir. Burada ¢ egrinin uzunlugudur. (3.58) ve (3.59) dan

e; =4, "9, cat1 degisimin matrisi koordinatlarla

seklindedir.

A matrisinin tersi ise

A 1a 5ih 0
A= (AA ) - (F}f.xs JhJ

seklindedir.

A matrisi kullanilarak
0 = A%dx"

yazilir. Buradan & =h igin,

0" = Aldx* = 8"dx' = dx",

a=h icin

0" = Aldx" =T" x*dx' + 8'dx’ =dy" +T" y*dx' = 5y"

olur. T (Mn) de x* =x" (t) egrisi boyunca
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H_h_Ah dxt  dx"
dt “dr dt’

HE_AgdxA_5_)/’
dt " dt  dt

yazilir.

(4.77) ifadesine denk olan

a v ph
49 4fxr%f—g—:0
dt\ dt dt dt

esitligi ve (3.68) deki ifadeler kullanilirsa

P 1 OV

+—R,. =0
i a Y T a
o[ l+a 1 5y’ 5y’ (79
T L N N L L L h}—_:
dr* [ Ot(yjl Vi ’) o & a'y’yly dt dt

elde edilir. Burada yi =x dir (Salimov and Kazimova 2009).

Teorem 4.5.1.1. C, 7 '(U)cT(M,) koordinat komsulugunda indirgenmis

koordinatlara gore lokal olarak x" =x"(r), x" =x"(t) seklinde tanimlanan bir egri

olsun. Eger C egrisi (4.78) esitliklerini sagliyorsa C ye ““g nin bir geodezigidir.

h

Eger (4.78) esitliklerini saglayan bir C egrisi, x" = const fibresi iizerinde ise d_: 0
1

Oy _dy'  padd ;i _dy

ve = I — den, (4.78) esitligi
dt dt Yo dt Y dt ( ) esitlig
2 _.h i i
y 1 h p\ 1+ a w1 w |0y Oy
+ (.0 +yvO ) +——o V' —— .y — =0 4.79
5 [ a(y,, y,6!) 8 ay,y,y} " (4.79)
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seklinde yazilir (Salimov and Kazimova 2009). Buradan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.5.1.2. T(M,) nin bir fibresi iizerinde ““g metrigi ile tanimlanan bir

geodesik varsa bu geodesik (4.79) esitligi ile ifade edilir.

2 h

C=7oC" , M, de V nin bir geodezigi olsun. Buradan d)g =0 dir (Salimov and
t
Kazimova 2009).
2 _h i h
é;l); =0 ve é;l_y = % =0 esitliklerinden asagidaki teorem elde edilir.
t t t

Teorem 4.5.1.3. M, de bir geodezigin yatay lifti her zaman 7 (M) de “g metrigi ile

tanimlanan geodeziktir.

2 _h h
ox i[dx jzo bir geodezigi olsun. Diger taraftan

C=7moC" , M, de, V nin —=
dt or\ dt

egrinin dogal liftinin tanimindan

oy" & (dx
=——| = |=0 4.80
dt 51?( dt J (480

elde edilir.

(4.78) ve (4.80) den M, de x" =x"(¢) ile tanimlanan bir egrinin dogal lifti, 7 (M, ) de

“¢ metrigi ile tanimlanan bir geodeziktir (Salimov and Kazimova 2009).

Boylece asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 4.5.1.4. M, de bir geodezigin C* dogal lifti, g metrigi ile T(M,) iizerinde

geodeziktir (Salimov and Kazimova 2009).
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5. SONUC

Sunulan bu tezde tanjant demete olan metrik genislemeleri ve bu genislemelerin bazi

uygulamalari arastirilmistir.

Bunun icin ilk olarak tanjant demette var olan bazi metrik genislemeleri ve bu metrik

genislemeleri vasitasiyla tanimlanan konneksiyonlar arastirilmastir.

Sonrasinda bu metriklerin bazi uygulamalarina bakilmistir.
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