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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

4-BOYUTTA HEMEN HEMEN B-MANİFOLDLAR  

Hilmi SARSILMAZ 

Atatürk Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç. Dr. Murat İŞCAN 

Bu tezin amacı, 4-boyutlu nötral manifold üzerinde verilen hemen hemen parakompleks 

yapı için hemen hemen B-manifoldlar elde etmenin bir yolunu göstermektir. Bunun 

için, ilk olarak 4-manifold üzerindeki bir nötral metrik hakkında temel bilgiler 

verilmiştir. Daha sonra, hemen hemen B-manifoldun nasıl oluşturulacağı gösterilmiştir. 

Son olarak ise, iki farklı bazda Walker 4-manifoldlar üzerinde hemen hemen B-

manifoldlara örnekler verilmiştir. 

2013, 52 sayfa 

Anahtar Kelimeler: B-metrik, Nötral metrik, Walker 4-manifoldlar, Hemen hemen 

parakompleks yapı. 
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ABSTRACT 
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Hilmi SARSILMAZ 
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 Department of Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Murat İŞCAN 

The purpose of the thesis is to show a way of construction of almost B-manifolds for 

given almost paracomplex structure on a neutral 4-manifolds. Firstly, for this aim, the 

basic information about a neutral metric on a 4-manifolds are given. Secondly, how to 

construct almost B-manifolds are showed. Finally, examples are given to construct 

almost B-manifolds on a Walker 4-manifold in two different cases. 

2013, 52 pages 

Keywords: B-metric, Neutral metric, Walker 4-manifolds, Almost paracomplex 

structure. 
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1. GİRİŞ 

Manifoldlar üzerindeki yapılar teorisi modern diferensiyel geometrinin en ilgi çekici 

konularındandır. Bu konulardan biriside parakompleks yapılardır. Böyle yapılara sahip 

manifoldların diferensiyel geometrik yönleri, Riemannian geometri için çok geniş ve 

çok verimli alanlardır. 

Walker manifoldları ( , , )M g D  şeklindeki üçlüdür. Burada M  n -boyutlu bir 

manifoldu, g  belirsiz (indefinite) bir metriği ve D  ise 
2

n
r   olmak üzere r -boyutlu 

paralel sıfır (null) dağılımı ifade eder. Böyle metriklerin kanonik formları Walker 

(1950) tarafından elde edilmiştir. 

Walker manifoldu üzerindeki en yoğun çalışmalar 2004 yılından sonra başlamıştır. 

Matsushita (2004) Walker 4-manifoldlar için uygun hemen hemen kompleks yapılar 

inşa etmiştir. Chaici (2005) 4-boyutlu Walker metriklerinin eğrilik özelliklerini 

araştırmıştır. Davidov (2006) Almost Kahler-Walker 4-manifoldları ve (2007) 

Hermitian-Walker 4-manifoldları incelemiş, Salimov (2010) Norden-Walker 

metriklerinin bazı özelliklerini ve Iscan (2011) 8-boyutta Walker manifoldunun eğrilik 

tensörünün özelliklerini araştırmıştır. 

Sunulan bu tezde, 4-boyutta hemen hemen B-manifoldlar araştırılmıştır. Bu amaçla, 

yapılan bu çalışmanın anlaşılabilmesi için ikinci bölümde ilgili özellikler ve tanımlar, 

kuramsal temeller adı altında verilmiştir. 

Üçüncü bölümde, diferensiyel geometrik cebirsel yapılar ve paralel null-dağılımı 

hakkında bilgi verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ise ilk olarak, 4-manifold üzerindeki bir nötral metrik hakkında 

temel bilgiler verilmiştir. Daha sonra, nötral metriğe göre 4-boyutta hemen hemen B-
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manifoldun nasıl oluşturulacağı gösterilmiştir. Son olarak ise, iki farklı bazda Walker 4-

manifoldlar üzerinde hemen hemen B-manifoldlara örnekler verilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1: X  Hausdorff topolojik uzay olmak üzere herhangi bir XU   açık 

kümesinin      bölgesine 

:U V   

homeomorfizmine X de n  boyutlu harita veya n  boyutlu koordinat sistemi, U  ya ise   

haritasının koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi denir. Bazen harita  ,U   

şeklinde de gösterilir. 

Eğer Ux  ise 

  (          )     

olur. 
nxx ,...,1
 reel sayılarına   haritasında x  noktasının koordinatları denir. 

Tanım 2.1.2: Eğer  X  Hausdorff topolojik uzayının n  boyutlu   haritalarının U  

bölgeleri bu uzayı örterse, yani 





UX
A




  ,     ( A-indisler kümesi ) 

ise X  e n  boyutlu topolojik manifold veya sadece n  boyutlu manifold denir. 
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Tanım 2.1.3: X  topolojik Hausdorff uzay ve k  ise 0 k   şartını sağlayan tam sayı 

olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan    , : ,U A U X       lokal koordinatlar 

ailesine X  üzerinde kC  sınıfından n  boyutlu atlas adı verilir: 

1. Lokal haritaların U  bölgesi X  i örter ( )
A

X U



 , yani X , n  boyutlu topolojik 

manifolddur.  

2. Keyfi A,  için  UU  ise  

                       
     UUUU 


:

1


 
                     (2.1)  

dönüşümü kC  sınıfındandır. Bu şarta bazen   ,U   ve    ,U  haritalarının kC  

uzlaşması şartı da denir. 

1

    dönüşümüne ise koordinatların dönüşümü   ,  , 1,...,i i ju u u i j n     denir. 

Burada iu ,   ,U  haritasındaki x
 UU   noktasının koordinatları, ju

 ise 

  ,U  haritasındaki x  noktasının koordinatlarıdır. 

 UU  ise 1

    dönüşümü tayin edilemez. Bu durumda 1

    

dönüşümünün kC  sınıfından olduğu kabul edilecektir. (2.1) de verilen dönüşüm, 

1

    dönüşümlerinin kC  sınıfından difeomorfizmler olmasına denktir. Bu ise, 

1

     koordinat dönüşümünün Jakobiyen matrisinin determinantının sıfırdan farklı 

olması demektir. 

Tanım 2.1.4:    ,U  ve     ,U , kC  sınıfından herhangi iki atlas olsun. Bu 

atlasların keyfi   ,U  ve   ,U  haritaları kC  uzlaşan ise yani,    ,U  ve  
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   ,U  atlaslarının birleşimi kC  sınıfından atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar 

denir. 

Tanım 2.1.5: X  Hausdorff uzay üzerinde kC  atlaslarının denklik sınıfına kC -yapı 

denir. kC -yapısının tüm kC  atlaslarının birleşimi yine kC  atlas oluşturur. Bu atlasa 

maksimal kC  atlas adı verilir. 

0C -yapıya topolojik yapı, kC    k1  yapıya ise düzgün (smooth) yapı denir. Bu 

çalışmada sadece C  sınıfından olan yapılara bakılacaktır. 

Tanım 2.1.6: M  Hausdorff ve sayılabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eğer, M  

üzerinde n -boyutlu C  atlaslarının C  yapısı verilmişse M  uzayına n -boyutlu C

sınıfından diferensiyellenebilir veya düzgün manifold denir ve nM  ile gösterilir 

(Salimov ve Mağden 2008). 

2.2. Tensör Alanları 

Tanım 2.2.1: nM  diferensiyellenebilir bir manifold ve 
pT , np M  noktasındaki vektör 

uzayı olsun. np M   noktasına bir ve yalnız bir 
p pX T  vektörünü karşılık getiren 

: pX p X  dönüşümüne nM  üzerinde vektör alanı denir.  

f , nM  üzerinde tanımlanan bir fonksiyon ise Xf  de nM  üzerinde ( )( ) pXf p X f  

biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur. Bir diferensiyellenebilir f  fonksiyonu için Xf  

de diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise X  vektör alanına diferensiyellenebilir vektör 

alanı denir. 

nM  üzerinde, ( , )U   lokal koordinat sisteminde X  vektör alanı 
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i i

ii
X X X

x


  


 

biçiminde gösterilir. Burada ( )i i iX X x  ler U  koordinat komşuluğundaki ix  lokal 

koordinatlarının fonksiyonlarıdır. 
iX  lere X  vektör alanının i  çatısındaki 

koordinatları denir. X  vektör alanının diferensiyellenebilir olması için gerek ve yeter 

şart ( )i i iX X x  lerin diferensiyellenebilir olmasıdır. 

Tanım 2.2.2: Her  np M  noktasına bir ve yalnız bir 
*

p pT   kovektörünü karşılık 

getiren : pp   dönüşümüne nM  üzerinde kovektör alanı denir. Burada, 
*

pT  

 np M   noktasındaki kovektör uzayıdır. 

Eğer   kovektör alanı ise, herhangi bir U  komşuluğunda i

idx   yazılabilir. Burada 

idx  koçatıdır.   kovektörünün diferensiyellenebilir olması için gerek ve yeter şart 

( )i

i i x   nin diferensiyellenebilir olmasıdır. 

Tanım 2.2.3: Keyfi np M  noktasına bir ve yalnız bir ( )q

p pt T p  tensörünü karşılık 

getiren : pt p t  dönüşümüne nM  üzerinde ( , )p q  tipli tensör alanı denir. Burada, 

( )q

pT p , np M  noktasındaki tensör uzayıdır (Bishop and Goldberg 1968). 

ix  lokal koordinatlarının verildiği U  koordinat komşuluğunda, ( , )p q  tipli t  tensör 

alanı 

1 1

1 1

...

... ... ...p q

q p

i i jj

j j i it t dx dx        

şeklinde ifade edilebilir. Burada, 1

1

...

...
p

q

i i

j jt  lere, lokal koordinat sisteminde, t  tensör 
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alanının U  koordinat komşuluğundaki koordinatları denir. Eğer 1 1

1 1

... ...

... ... ( )p p

q q

i i i i

j j j jt t x  

fonksiyonları diferensiyellenebilirse t  tensör alanı da diferensiyellenebilirdir. 

2.3. Afin Konneksiyonlu Uzaylar 

nM  manifoldu üzerinde  1

0 nM  vektör alanlarının modülü olmak üzere 

  :,YXYX    1

0 nM    1

0 nM   1

0 nM   

dönüşümü  

 i. ZgZfZ YXgYfX  
,    

 ii.        YgYZgXfXZfgYfX ZZZ   

şartlarını sağlıyorsa    ya afin konneksiyon denir. Burada 

:X  1

0 nM    1

0 nM   

dönüşümüne kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and Goldberg 1968). 

2.4. Burulma ve Eğrilik Tensörleri 

nM  üzerinde  1,..., nf f x x  diferensiyellenebilir fonksiyonu verilmiş olsun.  Bu 

fonksiyonun tam diferensiyeli, yani i

idf fdx   ifadesi, koordinatların dönüşümü 

halinde değişmez kalır ve df  fonksiyonunun  idx  vektörünün lineer fonksiyonu olur. 

Bu lineer fonksiyona karşılık gelen kovektörün koordinatları  
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fV ii                                                         (2.2) 

ile gösterilir. Bu kovektöre f  fonksiyonunun gradyent kovektörü, f  fonksiyonuna ise 

bu kovektör alanın potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi iV  kovektörünün herhangi bir 

skaler alanın gradyenti olması için gerek ve yeter şart 

                                                       0 ijV                                                       (2.3) 

olmasıdır (Yano 1965). Burada  . ,  .  sembolü antisimetrikleşme işlemini 

göstermektedir. 

( , )nM   afin konneksiyonlu uzay olsun. iV  gradyent kovektörünün kovaryant türevi 

                                       
 ijij VV  k

k

jiV                                               (2.4) 

biçimindedir. Burada ( )k k

ij ij x   , bir U  komşulunda tayin edilmiş C  sınıfından 

fonksiyonlardır. (2.4) denkleminde j  ve i  indislerine göre alterneleştirme işlemi yapılır 

ve (2.3) eşitliği kullanılırsa 

                                     
k k

k ij kj i ji
V V S V                                                (2.5) 

bulunur. Burada  

                                        

1
( )

2

k k k

ij ij jiS                                                    (2.6) 
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olarak verilmiştir. (2.5) eşitliğinin sol tarafı tensör, sağ taraftaki kV  da (0,1)  tipli tensör 

olduğundan k

ijS  da (1,2)  tipli tensör ifade eder. k

ijS   tensörü   konneksiyonunun 

burulma tensörünün doğal çatıdaki koordinatlarıdır.  

Burulma tensörünün invaryant formda yazılışı ise 

    1

02 , , ,    , ( )X Y nS X Y Y X X Y X Y M                         (2.7) 

biçimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada   YX , , X  ve Y  vektör 

alanlarının Lie parantezi olup 

           XfYYfXfYX ,  

şeklindedir. 

Keyfi  kv  vektörünün   i

s

i

s vv  mi

sm v   kovaryant türevi (1,1)  tipli tensör belirtir. 

Bu tensörün kovaryant türevi ise 

               i

sr

i

sr vv   m

s

i

rm v  i

m

m

rs v  

                             i

sr v(  )ki

sk v   m

s

i

rm v(  )km

sk v  i

m

m

rs v  

                            2 i

rs rv     ki

sk v   k

r

i

sk v   m

s

i

rm v  i

rm
 km

sk v  i

m

m

rs v  

biçiminde bulunur. Bu eşitlikte ,r s indislerine göre alterneleştirme işlemi uygulanırsa,  

                                   
i

k

k

rs

ki

rsk

i

sr vSvRv  22                                        (2.8) 

denklemi elde edilir. (2.8) denkleminde  
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r

i

rskR   i

sk s  i

rk
 i

rm
 m

sk
 i

sm
 m

rk
                                 (2.9) 

                                               r (2   
i

ks  
i

mr
  )m

ks  

olarak alınmıştır. (2.8) denkleminin sol tarafındaki terim ve sağ tarafındaki ikinci terim 

tensör ve iv  keyfi vektör olduğundan  i

rskR   ifadesi (1,3)  tipli tensördür. Bu tensöre nM  

uzayının eğrilik tensörü veya Riemannian- Christoffel tensörü denir. 

(2.8) formülüne benzer olarak aşağıdaki formüller yazılır: 

  km

m

rsm

m

rskksr SR   22  ,                                   (2.10) 

 
j

ik

k

rs

j

m

m

rsi

m

i

j

rsm

j

isr SRR   22 ,                           (2.11)   

 
1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ... ...

... ... ... ... ...

1 1

2 2p p p p

q q q q

p q
i i i m i i i i ii m m

j j rsm j j rsj j m j rs m j jr s
t R t R t S t



  

                  (2.12) 

(2.11) formülüne j

i   afinorunun Ricci özdeşliği denir. 

Keyfi 1

0, , ( )nX Y Z M  için eğrilik tensörünün invaryant formda yazılışı 

                      
   ZZZZYXR YXXYYX ,,   (2.13) 

biçimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

2.5. Burulmasız Uzaylar 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayların burulma tensörü sıfıra eşit olduğundan bu 

uzayların konneksiyon katsayıları alt indislerine göre simetriktir, yani  
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k k

ij ji    

olur. Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın herhangi eğrisel koordinat sistemine göre 

koordinatları  nuu


,...,1  olan O )( iu


 noktası olsun. Ayrıca konneksiyon katsayılarının 

verilmiş olduğu koordinat sistemine göre, bu noktadaki değerleri  k

ij



  katsayıları ile 

verilsin. Bu durumda 'i

k  Kronecker sembolü olmak üzere 

                      
)})((

2

1
){('' qqppk

pq

kki

k

i uuuuuuu


              (2.14) 

biçiminde yeni koordinatlar tanımlanır. (2.14) dönüşümü diferensiyellenebilirdir ve 'iu  

koordinatlarının iu  koordinatlarına göre kısmi türevleri  

                        
)(''' ppk

ip

i

k

i

i

i

i uuA


  ,    '' i

k

i

ijA  k

ij



                         (2.15) 

biçiminde yazılır. (2.15) eşitliği O noktasında ve civarında det   0' i

iA  şartını sağlar. 

Yani, (2.14) dönüşümü diferensiyellenebilir manifoldun tanımındaki mümkün olan 

dönüşümler sınıfındandır. (2.15) türev fonksiyonları O noktasında yazılırsa, 

                                     
'' i

i

i

iA  ,    '' i

k

i

ijA  k

ij



                   (2.16) 

olur.  

Şimdi konneksiyon katsayılarının yeni koordinat sistemine göre, O noktasındaki 

değerleri hesaplanacaktır. Bunun için (2.16) eşitliliği ve konneksiyonların dönüşüm 

kuralı kullanılarak 
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l

kj

i

l

i

i

i

kj

i

i

k

k

j

j

i

jk



 '

'

'

'''

''   

veya 

0'

''  i

kj



 

bulunur. Böylece burulmasız afin uzayın her bir noktasında öyle koordinat sistemi 

vardır ki, konneksiyon katsayılarının bu sisteme göre bu noktadaki bütün değerleri sıfır 

olur. (2.14) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylarda aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

1.   ,0
i

krsR  

2.   ,0
i

rskR  

3.   0
i

krst R  (Bianhci-Padov eşitliği). 

Bu eşitliklerin her üçünün invaryant (tensör) karakter taşıdığı dikkate alınırsa, bunların 

ispatının normal koordinat sisteminde incelenmesi yeterli ve daha kolaydır. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regüler  
ija  tensörü verilmiş olsun. 

Bu tensörün tersi ija~  olmak üzere 
ija  tensörünün kovaryant türevi  

                                              kijijk aa         (2.17) 

olarak gösterilsin. (2.17) eşitliğinde indislerin yeri dairesel olarak değiştirilerek 

aşağıdaki eşitlikler yazılabilir: 
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.

,

,

kijkm

m

jimi

m

jkkij

jkijm

m

ikmk

m

ijjki

ijkmi

m

kjmj

m

kiijk

aaaa

aaaa

aaaa







 

Sonuncu iki eşitlikten birinci eşitlik çıkartılırsa, 

                 
 kijjikijkijkikjjkimk

m

ij aaaaaaa 2                  (2.18) 

bulunur. (2.18) eşitliğinin her iki tarafı  rka~   tensörü ile kontraksiyona alınırsa  

                            
   kijjikijk

rkr

ij

r

ij aaaa  ~

2

1
    (2.19) 

olur.  Burada 

   ijkikjjki

rkr

ij aaaa  ~

2

1
                                 (2.20) 

biçimindedir. (2.20) ifadesine  
ija   tensörünün Christoffel sembolü denir. Burulmasız 

afin konneksiyonlu uzayın konneksiyon katsayıları regüler ve simetrik 
ija   tensörünün 

Christoffel sembolü ve kovaryant türevleri yardımıyla ifade edilir. 

Tanım 2.5.1: Burulmasız afin konneksiyonlu nM  uzayında   





0

1
...21


niiie  ,  

nee ,...,2,1  

n -vektörü olmak üzere  
n
vvv ,...,,

21
   lineer bağımsız vektörleri üzerine kurulan paralel 

yüzün hacmi   

                                     

n

n

i

n

ii

iii vvveV ...21

21 21
...           (2.21) 
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olsun. 
n
vvv ...,,,

21
 vektörlerin paralel taşınması sonucunda V hacmi korunursa burulmasız 

nM  uzayına eşafin  (denk afin) uzay denir. 

(2.21) denkleminden  

                            
0... 

ni iie   veya 0... 
ni iike       (2.22) 

olur. Eşafin uzayın konneksiyonu (2.22) denklemiyle belirlenir. (2.22) şartı 

                       
0... ......... 121

 si

s

kiisi

s

kiiik eee
nnni

   (2.23) 

biçiminde yazılır. n -vektörün antisimetrikliğine göre (2.22) sisteminin bütün 

denklemleri  

                       
0... ...12...21...12  s

s

knns

s

knk eee       (2.24)   

denklemine denk olur.  ee n ...12   olarak yazılırsa bu durumda (2.24) eşitliğinden  

                                            ek

s

ks ln                      (2.25) 

yazılır. (2.25) eşitliği eşafin konneksiyonun katsayıları ile belirlenen  s

ks  toplamı 

gradyenttir. Bu gradyentin potansiyel fonksiyonu ise  eln  olur.  

                      
k

lj

l

ki

l

ij

k

kl

k

kji

k

ijk

k

kijij RR        (2.26) 

tensörüne Ricci tensörü denir. Eşafin konneksiyonu 
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                                                 jiij RR                    (2.27) 

şartı ile de karakterize edilebilir. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylarda eğrilik tensörünün    ,0
i

rskR      0
i

krsR  

şartlarını sağladığını göz önüne alındığında  

                                           srrs

k

rsk RRR         (2.28) 

yazılabilir. (2.27) ve (2.28) eşitlikleri eş afin konneksiyonunun  

0
k

rskR  

şartı ile karakterize edilebileceğini gösterir. 

Tanım 2.5.2: Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın her bir noktasındaki tanjant 

uzayında verilen simetrik (0,2)  tipli  
ijg  tensörü tanjant uzayın paralel taşınması 

durumunda korunuyorsa böyle uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli 

ijg  tensörüne de metrik tensör denir. 

Tanım 2.5.3: Metrik uzayın 
ijg  metrik tensörü regüler ise yani det   0ijg  oluyorsa 

böyle uzaya Weyl uzayı denir ve nW  ile gösterilir.  

Tanım 2.5.4: Eğer Weyl uzayı eşafin uzay olursa bu uzaya Riemannian uzayı denir ve  

nV
 
 ile gösterilir.  

Riemannian uzayı burulmasız konneksiyona sahip olan uzaydır ve bu uzayın 

Riemannian konneksiyonu  
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0 ijk g        (2.29) 

şartı ile karakterize edilir. nV   Riemannian uzayının konneksiyon katsayıları   

                           
   ijrirjrji

krk

ij

k

ij gggg 
2

1
     (2.30) 

biçiminde verilir. Yani, nV  uzayının konneksiyon katsayıları  
ijg  tensörünün Christoffel 

sembolleriyle çakışır. (2.30) katsayılarıyla verilen konneksiyona Riemannian 

konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diğer taraftan Riemannian 

manifoldu üzerinde  0g  şartını sağlayan ama burulması olan konneksiyonlar da 

vardır. Bu tür konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.  

2.6. Riemannian Manifoldu 

Her bir   nMx   noktasında (0,2)   tipli simetrik g   tensörü ve  nx MTY    için 

  0, YXg  eşitliğinden 0X   oluyorsa  g  ye nM
 
üzerinde Riemannian metriği 

denir. Lokal koordinatlarda bu şart   0ijgDet  şartına denktir. g  nin bileşenleri 
ijg  

olmak üzere  g  için 

ji

ij dudugds 2  

ifadesi de kullanılır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

Eğer nM  üzerinde Riemannian metriği verilmişse, o zaman  gM n ,  çiftine Riemannian 

manifoldu denir. 
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Burulmasız  ijsisjsji

ksk

ij gggg 
2

1
 konneksiyonuna ise Riemannian 

manifoldunun Riemannian konneksiyonu denir. 

2.7. Pseudo-Riemannian Manifoldu 

 gM n ,  pseudo-Riemannian manifoldu g  metrik tensörü simetrik, bilineer ve non-

dejenere olan nM  Riemannian manifolddur. Burada g  metrik tensörünün pozitif tanımlı 

olması gerekmez, fakat non-dejenere olmak zorundadır. Böyle metriklere de pseudo-

Riemannian metrik denir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Diferensiyel Geometrik Cebirsel Yapılar 

nM  n -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun ( 2 )n m . 1

1( )nM , 
2 I   , 

,   ,z aI b a b R    ifadesine kompleks cebirsel yapı denir. Kompleks cebir değişmeli 

bir cebirdir. Kompleks cebirsel yapının bazı  1, i , 2 1i   , 1. .1i i  şeklindedir. 

3.1.1. m-boyutlu cebir (birleşimli, değişimli sonlu boyutlu cebir) 

mA  m -boyutlu, birleşimli ve birimli bir cebir olsun. Yani mA ,  , , ma b c A için  

( ) ( )ab c a bc  şartını ve  ma A  ve e  için  ea ae  şartını sağlar. 

mA  cebir olduğundan aynı zamanda bir vektör uzayıdır. Dolayısıyla me A , 

 1,..., ,  n e   şeklindeki baza sahiptir ve  

                                                                                                   (3.1)  

şeklinde yazılır. 

 ya cebirin yapı sabitleri denir. Yapı sabitlerinin en önemli özelliği (1,2) tipli 

tensörün koordinatları olmasıdır. 

 yapı sabitleri  bazında,   yapı sabitleri ise 
 
bazında olsun.  yapı 

sabitinin tensör olduğunu göstermek için   kuralı verildiğinde  ve  

e e C e

   

C



C

  e C 

 



   e  C



e A e

    C

 C 
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yapı sabitleri arasında   şeklindeki bağıntının olduğu ispat 

edilmelidir. mA  cebirinin  bazının yardımıyla  

                                             
e e C e

    



             (3.2)  

eşitliği yazılabilir. Kuraldan  e A e
    , e A e

     ve e A e     eşitlikleri 

yazılabileceğinden bu eşitlikler  (3.2) eşitliğinde yerine yazılırsa ve (3.1) eşitliğini de 

kullanılırsa 

C A A A C    

     



    

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla  yapı sabitleri (1,2) tipli tensörün koordinatları olur. 

, , ma b c A  için ( ) ( )ab c a bc  olduğundan  e  bazı için 

( ) ( ),

( ) ( ),

e e e e e e

C e e e C e

C C e C C e

     

 

     

   

     







 

eşitliği yazılabilir. Baz üzerinde lineer terkibe ayrılma tek olduğundan dolayı son 

eşitlikteki katsayılar eşittir. Yani birleşimli olma şartı 

C C C C   

        

şeklinde tensör eşitliğiyle ifade edilebilir. Bu kurala mA  cebirinin birleşimli olma şartı 

denir. 

C A A A C    

     



  

 e 

C
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1,   . .  (1. .1 ),e e a a e a a a a       ma A  olduğundan benzer işlemlerle mA  

cebirinin tensör ile yazılmış birimli olma şartı 

C   

     ve C   

    

eşitlikleri ile verilir. Burada 1 e   şeklindedir. 

mA  cebirinin tensör ile yazılmış değişimli olma şartı ise 

C C 

   

şeklindedir. Son eşitlikte görüldüğü gibi yapı sabitleri aşağıdaki indislere göre 

simetriktir. 

Şimdi parakompleks cebir için yapı sabitlerinin hangi formda olduğuna bakılacaktır.  

Parakompleks cebir (iki kat sayılar cebiri) boyutu 2 (dim ( ) 2)R j   ve bazıda  1, j  olan 

cebirdir ve 
2 1j  , 1.1 1  ve 1. .1j j j   şartlarını sağlar. Parakompleks cebir, 

2 1j   eşitliğinden 

1 2

22 221,   0C C  , 

1.1 1  eşitliğinden 

1 2

11 111,   0C C   

ve 1. .1j j j   eşitliğinden ise 
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1 1 2 2

12 21 12 210,   1C C C C     

şeklindeki sekiz tane yapı sabitine sahip olmuş olur. Parakompleks cebirin birimi ise 

   1,0   şeklindedir. 

Parakompleks cebir değişme özelliğine sahip olmayan birimli bir cebir olsun. Yapı 

sabitlerinin matris dilinde yazılımı 

 C C

   ve  C C

   

şeklindedir. Boy m mA , 1,...,m   olmak üzere C , m m  tipinde bir kare matris 

olur. m m  tipindeki tüm kare matrislerin kümesine bakılacak olursa, genelde vektör 

uzayıdırlar. Kare matrislerde değişme özelliği dışındaki diğer tüm özellikler vardır ve 

boyutu da 2m  dir. 

maA  olmak üzere  

( )a a e a C C 
    A  

                  ( )a a e a C C 

 
    A ,  a R   

şeklindeki iki tane birebir örten dönüşümlerine bakalım. Bu gösterimlerden ( )C A  уa 

1. regüler tasvir veya regüler matris, ( )C
 A  ya 2. regüler tasvir veya transpoz regüler 

matris denir.  

Bu aşamadan sonra parakompleks cebir değişmeli olsun. Yani . .e e e e     olarak 

verilsin. Bu eşitlik yapı sabitleri için, 
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C C 

   

şeklinde olur. Son eşitlik matris dilinde, C C   şeklinde yazılır ve C C   eşitliğine 

değişmeli olma durumu denir.  

Parakompleks cebir için regüler ve transpoz regüler matrisler, C  matrisi 

1 1

1 2

2 2

1 2

C C
C

C C

 


 

 
  
 

 

şeklinde olduğundan, 1C  ve 2C  matrisleri de sırasıyla, 

1 1

11 12

1 2 2

11 12

1 0

0 1

C C
C I

C C

   
     

  
 

ve 

1 1

21 22

2 2 2

21 22

0 1

1 0

C C
C

C C

   
    

  
 

şeklinde olacaktır. Parakompleks cebirin regüler tasviri  1 2,C C , transpoz regüler 

matrisi de 
1 1

TC C , 
2 2

TC C  olduğundan dolayı    1 2 1 2, ,T TC C C C  şeklinde 

yazılabilir. Dolayısıyla parakompleks cebir için 1. ve 2. regüler tasvirler birbirine denk 

olmuş olur.      
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3.2. Paralel Null-Dağılımı 

Tanım 3.2.1 ( , )M g  üzerinde alınan bir 0x   vektörü için ( , ) 0g x x   ise x  e null 

vektör denir. 

Tanım 3.2.2 M , ( , )p q  işaretli pseudo-Riemannian manifold olsun. ( )T M  Tanjant 

demetinin  1 2( )T M V V   şeklindeki parçalanışı verilsin. 

1 1

2 2

: ( )

: ( )

T Mn V

T Mn V








 

tamamlayıcı izdüşüm operatörleri olmak üzere 1 0   ise 1V  e paralel dağılım denir. 

Burada 1V  ve 2V  ye de diferensiyellenebilir alt demetlerine dağılımlar (tamamlayıcı 

dağılımlar) denir. 

Dağılımın null olması, dağılım üzerindeki vektörlerin null olması demektir.  

Tanım 3.2.3 ( , )M g , ( , )p q  işaretli pseudo-Riemannian manifold olsun. ( )T M  Tanjant 

demetinin  1 2( )T M V V   şeklindeki parçalanışı verilsin. 1V  paralel dağılım olmak 

üzere 1x V   için ( , ) 0g x x   ise 1V  e paralel null dağılım denir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

2nM  nötral metriğe sahip bir Riemannian manifoldu olsun. Yani g  ( , )n n  formunda bir 

pseudo-Riemannian metriği olsun.
 2nM  de bütün  qp,  tipli tensör alanlarının kümesi 

2( )p

q nM  ile gösterilir. Manifoldların, tensör alanlarının ve konneksiyonların her zaman 

diferensiyellenebilir ve C sınıfından olduğu kabul edilecektir. 

Hemen hemen parakompleks manifold;   nin 1  ve 1  öz değerlerine karşılık gelen, 

aynı ranklı 2nT M  ve 2nT M  öz demetlerine sahip, 
2 I   şartını sağlayan 2( , )nM   

şeklindeki hemen hemen çarpım manifoldudur. Hemen hemen parakompleks 

manifoldun boyutunun çift olması gerekir.  

  parakompleks yapısı göz önüne alındığında, 2nM  manifoldu üzerinde   reel sayılar 

cismi üzerinde mertebesi iki olan cebiri temsil eden baz formunda olan  ,I  , 
2 I   

afinorların kümesi elde edilir. Bu cebire  2

0 1 0 1( ) / 1; ,R j a a j j a a R     ile 

tanımlanan parakompleks (iki katlar) sayılar cebiri denir. Bu cebir birleşimli değişimli 

ve birimli bir cebirdir. Bu cebirin kanonik bazı  1, j  biçimindedir. 

Hemen hemen parakompleks yapıya göre bir pür metrik 1

0, ( )nX Y M    için, 

                                         ),(),( YXgYXg           (4.1) 

şartını sağlayan g  pseudo-Riemannian metriğidir. Böyle Riemannian metrikleri birçok 

yazar tarafından çalışılmıştır (Vishnevskii et al. 2002; Salimov et al. 2007; Iscan and 

Salimov 2009; Iscan and Magden 2010).   yapısına göre g  metrik tensörü 1960 da 

kabul edilen terminolojiye göre B-tensör olduğundan (Norden 1960; Vishnevskii 2002; 
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Salimov et al. 2007; Iscan and Salimov 2009; Iscan and Magden 2010) çalışmalarında 

bu metriği B-metrik ismiyle kullanmışlardır.  

 (Ganchev and Borisov 1986; Bonome et al. 2005; Iscan and Salimov 2009) 

çalışmalarında hemen hemen kompleks yapıya göre B-manifold (Norden manifold) 

çalışmışlardır. 

),( 2 kM  ikilisi B-metriğine sahip bir hemen hemen parakompleks manifold ise, 

),,( 2 gM k   üçlüsüne bir hemen hemen B-manifold denir. Bu şekildeki manifoldlar 

(Salimov et al. 2007; Iscan and Magden 2010; Salimov, Iscan and Akbulut 2010) da 

çalışılmıştır. 

4.1. 4-Boyutta Hemen Hemen B-Manifoldlar 

4-boyutlu hemen hemen B-manifoldlarla ilgilenildiğinden, bu çalışma ( )     işaretli 

nötral 4-boyutlu pseudo-Riemannian manifoldlarda yapılacaktır. 

4( , )M g , (2,2)  işaretli 4-boyutlu bir manifold olsun. Eğer g  hem   hem de 

yapılarına göre pür ise, yani 1

0 4 , ( )X Y M   için  

                 ( , ) ( , ),     ( , ) ( , )g X Y g X Y g X Y g X Y                                 (4.2) 

ise ve ayrıca  

                                      
2 2 1,                              (4.3) 

şartlarını sağlıyorsa   ye bir hemen hemen parakompleks yapı ve   ye de bir zıt 

(opposite) hemen hemen parakompleks yapı denir (Bonome et al. 2005).  
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Böylece, 4( , , )M g  üçlüsüne bir hemen hemen B-manifold ve 4( , , )M g  üçlüsüne bir 

zıt hemen hemen B-manifold adı verilir. 

4-boyutta vektörlerin  1 2 3 4, , ,e e e e  ortonormal çatısı ve 1-formlarının  1 2 3 4, , ,e e e e  dual 

çatısı göz önüne alındığında, g  

    

1 1 2 2 3 3 4 4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

g e e e e e e e e

 
 
         

 
 

 

   (4.4) 

şeklinde yazılabilir. 

Ayrıca     hemen hemen parakompleks yapısı ve    zıt hemen hemen parakompleks 

yapısı  

   2 1 4 3

1 2 3 4

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

e e e e e e e e

 
 
          

 
 

 

                 (4.5) 

ve  

    2 1 4 3

1 2 3 4

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

e e e e e e e e

 
 

           
 
 
 

       (4.6) 
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şeklinde olsun. Burada (4.4) te verilen g  nötral metriği (4.5) ve (4.6) da verilen   ve 

 ne göre ayrı ayrı B-metriktir. Ayrıca   ve   

2 2 1,             

şartlarını sağlar. 

  ve  ,
 
 1 2 3 4, , ,e e e e  vektörlerinin lineer terkibi olarak 

        1 2 2 1 3 4 4 3, , , ,e e e e e e e e                                      (4.7) 

        1 2 2 1 3 4 4 3, , ,e e e e e e e e                                          (4.8)        

şeklinde yazılabilir. 

4.2. Hemen Hemen B-Manifoldların İnşası 

Bu bölümde   ve   hemen hemen parakompleks yapılarına göre hemen hemen B-

manifold elde etmeye çalışılacaktır. 

4( , )M g , ( , )   hemen hemen parakompleks yapı çiftine sahip ( )     nötral işaretli 

pseudo-Riemannian 4-manifold olsun. g  nötral metriğinin hem   hem de    ne göre 

pürlüğünün haricinde, hemen hemen B-manifold olabilecek yeni bir g  pür metriği 

araştırılacaktır. 

Tanım 4.2.1: 

(i) 4( , )M   
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                                     ( , ) ( , )g X Y g X Y                                           (4.9) 

ile verilen g  B-metriğe sahip bir hemen hemen parakompleks manifold ise 4( , , )M g  

üçlüsüne hemen hemen B-manifold denir. Bu durumda, g  ye de B-metrik denir. 

(ii) 4( , )M   

                                      ( , ) ( , )g X Y g X Y                                         (4.10) 

ile verilen g  B-metriğe sahip bir hemen hemen parakompleks manifold ise 4( , , )M g  

üçlüsüne zıt hemen hemen B-manifold denir. Bu durumda, g  ye de zıt B-metrik denir. 

 (iii) Eğer bir 4M  manifoldu hem hemen hemen parakompleks manifold hem de zıt 

hemen hemen parakompleks B-manifold ise,  '

4 , , ,M g   ye çift (double) hemen 

hemen B-manifold denir. Bu durumda, g  ye de çift B-metrik denir. 

Burada amaç, 4( , , )M g  ve 4( , , )M g  nin (4.5) ve (4.6) da verildiği gibi ( , )   

ikilisine göre hemen hemen B-manifold olan böyle g  B-metriği bulmaktır. 

Teorem 4.2.2:  ie  ortonormal bazına göre, 4M  üzerinde ( )     işaretli bir 

metriğin, B-metrik olması için gerek ve yeter şart g  metriğinin 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 2 1 3 4 4 3

1 3 3 1 2 4 4 2

1 4 4 1 2 3 3 2

( ) ( )

      ( ) ( )

      ( )

      ( )

g e e e e e e e e

v e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e
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, det 0

v

v
g

  

  

   

   



 
 
  
 
 
 

                (4.11) 

biçiminde bir forma sahip olmasıdır. Burada ,  , , ,       ve v , 4M
 

üzerinde 

fonksiyonlardır.  

İspat:  g  metriğinin bileşenleri ( , )ij i jg g e e  olmak üzere 

11 12 14

4
21 22

, 1

41 44

i j

ij

i j

g g g

g g
g g e e

g g



 
 
   
 
 
 

  

yazılabilir. 

g  bir B-metrik olsun. Bir B-metriğin (4.9) denklemindeki tanımından  

( , ) ( , ), 1 , 4i j i jg e e g e e i j      

olur. Bu durumda (4.7) eşitliği kullanılarak: 

                          1 1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                          2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                          3 3 4 4 3 3( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                          4 4 3 3 4 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                          1 2 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       (şart yok) 

                          1 3 2 4 1 3( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       
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                          1 4 2 3 1 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                          2 3 1 4 2 3( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                          2 4 1 3 2 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                          3 4 4 3 3 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       (şart yok) 

elde edilir. Bu şartlar 

              11 22( )g g   ,                     33 44( )g g   , 

              13 31 24 42( )g g g g     ,   14 41 23 32( )g g g g      

gibi dört farklı durumla ifade edilebilir. Şartın olmadığı eşitlikler 12 21( )g g v   ve 

34 43( )g g    şeklinde alınırsa, (4.11) ile verilen ve g   ile tanımlanan B-metriği elde 

edilmiş olur. 

Tersine, g  (4.11) eşitliğindeki gibi bir forma sahip ise, (4.7) den g  metriğinin B-

metrik olduğu kolayca görülebilir. 

Teorem 4.2.3:  ie  ortonormal bazına göre, 4M  üzerinde ( )     işaretli bir 

metriğin, zıt B-metrik olması için gerek ve yeter şart g  metriğinin 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 2 1 3 4 4 3

1 3 3 1 2 4 4 2

1 4 4 1 2 3 3 2

( ) ( )

      ( ) ( )

      ( )

      ( )

g e e e e e e e e

v e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e e e
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                                      , det 0

v

v
g

  

  

   

   



 
 

 
  
 
 

 

                                     (4.12) 

biçiminde bir forma sahip olmasıdır. Burada ,  , , ,       ve v , 4M
 

üzerinde 

fonksiyonlardır.  

İspat: g  metriğinin bileşenleri ( , )ij i jg g e e  olmak üzere; 

11 12 14

4
21 22

, 1

41 44

i j

ij

i j

g g g

g g
g g e e

g g



 
 
   
 
 
 

  

yazılabilir. 

g  bir zıt B-metrik olsun. Bir zıt B-metriğin (4.10) denklemindeki tanımından  

                                       ( , ) ( , ), 1 , 4i j i jg e e g e e i j       

yazılabilir. Bu durumda (4.8) eşitliği kullanılarak: 

                        1 1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e        

                        2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e        

                        3 3 4 4 3 3( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e      

                        4 4 3 3 4 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e      

                        1 2 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e        (şart yok) 

                        1 3 2 4 1 3( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                        1 4 2 3 1 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       
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                        2 3 1 4 2 3( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                        2 4 1 3 2 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e       

                       3 4 4 3 3 4( , ) ( , ) ( , )g e e g e e g e e      (şart yok) 

elde edilir. Bu şartlar, 

         11 22( )g g   ,                     33 44( )g g   , 

         13 31 24 42( )g g g g       ,   14 41 23 32( )g g g g        

gibi dört farklı durumla ifade edilebilir. Dikkat edilirse 12 21( )g g v   ve 34 43( )g g    

için şart yoktur. Böylece (4.12) ile verilen ve g  ile tanımlanan zıt B-metriği elde 

edilmiş olur.       

Tersine, g   (4.12) eşitliğindeki gibi bir forma sahip ise, (4.8) den g  metriğinin zıt B-

metrik olduğu kolayca görülebilir. 

Yukarıdaki ispatta görüldüğü gibi 12g  ve 34g  bileşenleri, (4.9) ve (4.10) eşitliklerinden 

bağımsızdır. 11g , 22g , 33g  ve 44g   bileşenleri her iki durum için de aynıdır. B-metrik ve 

zıt B-metrik olma şartları arasındaki fark esas bileşenler denilen 13g , 14g , 23g  ve 24g  

bileşenlerinden kaynaklanır. Bu yüzden g  metriğinde esas bileşenler olan 13g , 14g , 23g  

ve 24g  bileşenleri sıfır alınırsa, g metriği hem B-metrik hem de zıt B-metrik olmak 

zorundadır. Dolayısıyla aşağıdaki sonuç yazılabilir. 

Sonuç 4.2.4:
 
 ie  ortonormal bazına göre, 4M  üzerinde ( )     işaretli bir metriğin 

çift B-metrik olması için gerek ve yeter şart g  metriğinin  

1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( )g e e e e e e e e           

                                            
1 2 2 1 3 4 4 3( ) ( )v e e e e e e e e                          (4.13)  
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0 0

0 0
, det 0

0 0

0 0

v

v
g





 

 



 
 
  
 
 
 

                                          (4.14) 

biçimindeki bir forma sahip olmasıdır. 

Böylece, bir nötral 4-manifold üzerinde hemen hemen parakompleks yapının iki 

çeşidini, verilen bir ( , )   ikilisine göre, B-metriğin ve zıt B-metriğin lokal ifadeleri 

belirlenmiş olur. 

4.3. Hemen Hemen B-Manifoldlar İçin Örnekler 

Teorem 4.2.2 deki (4.11) ifadesi kullanılarak, B-metrik formu için aşağıdaki gibi iki 

örnek verilebilir: 

    

1 4 4 1 2 3 3 2

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

g e e e e e e e e

 
 
         
 
 
 

,             (4.15) 

      

1 3 3 1 2 4 4 2

0 0 1 0

0 0 0 1
.

1 0 0 0

0 1 0 0

g e e e e e e e e

 
 
         
 
 
 

              (4.16)   

Birinci durumda esas bileşenler 13 42 0g g   ve 14 23 1g g 
 
iken, ikinci durumda esas 

bileşenler 13 42 1g g 
 
ve 14 23 0g g   formuna sahiptir. 
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Benzer şekilde, teorem 4.2.3 deki (4.12) ifadesi kullanılarak, zıt B-metrik formu için 

aşağıdaki gibi iki örnek verilebilir: 

 

                      1 4 4 1 2 3 3 2

0 0 0 1

0 0 1 0
,

0 1 0 0

1 0 0 0

g e e e e e e e e

 
 


         
 
 
 

              (4.17) 

                       1 3 3 1 2 4 4 2

0 0 1 0

0 0 0 1
.

1 0 0 0

0 1 0 0

g e e e e e e e e

 
 


         
 
 

 

             (4.18)   

Burada ise birinci durumda esas bileşenler 13 42 0g g   ve 14 23 1g g  
 
iken, ikinci 

durumda esas bileşenler 13 42 1g g     ve 14 23 0g g   formuna sahiptir. 

Ayrıca, sonuç 4.2.4 teki (4.14) ifadesi kullanılarak, çift B-metrik formu için aşağıdaki 

gibi dört örnek verilebilir: 

                  

1 1 2 2 3 3 4 4

1 0 0 0

0 1 0 0
,

0 0 1 0

0 0 0 1

g e e e e e e e e

 
 
         
 
 
 

                (4.19)  

                       

1 1 2 2 3 4 4 3

1 0 0 0

0 1 0 0
,

0 0 0 1

0 0 1 0

g e e e e e e e e

 
 
         
 
 
 

               (4.20)  
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                       1 2 2 1 3 3 4 4

0 1 0 0

1 0 0 0
,

0 0 1 0

0 0 0 1

g e e e e e e e e

 
 
         
 
 
 

              (4.21)  

                      1 2 2 1 3 4 4 3

0 1 0 0

1 0 0 0
.

0 0 0 1

0 0 1 0

g e e e e e e e e

 
 
         
 
 
 

              (4.22)   

4.4. Walker 4-Manifold Üzerinde Hemen Hemen B-Manifoldların Uygulamaları  

Bu bölümde, çeşitli nötral 4-manifoldlara uygulanabilecek olan B-metriğinin nasıl 

oluşturulacağı gösterilecektir. 

2

n
r   olmak üzere paralel null düzlem alanlarına sahip, n -boyutlu bir pseudo-

Riemannian manifold olan n -boyutlu Walker manifold
 4( , , )M g D  şeklinde bir 

üçlüdür. Burada g  belirsiz (indefinite) metrik ve D  de g  ye göre null ve paralel olan 

iki boyutlu baz düzlem dağılımını (disturbition) gösterir. Walker’in teoreminden 

(Walker 1950) g  nin 

                                  

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0

0 1

ijg g
a c

c b

 
 
      
 
 

                                          (4.23)                       

kanonik formuna sahip olduğu 
1 2 3 4( , , , )x x x x  koordinat sistemi vardır. Burada ,a b  ve 

c  
1 2 3 4( , , , )x x x x  ün koordinat fonksiyonlarıdır. Ayrıca g , ( )     şeklindeki nötral 

formuna sahiptir. Paralel null 2 -düzlemi lokal olarak  1 2,   tarafından gerilir. Burada 
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i  ,
 

, ( 1,...,4)
i

i
x





 nin sade gösterimidir. Bu şekildeki Walker metrikleri (Matsushita 

2004; Matsushita 2005; Davidov et al. 2007; Davidov et al. 2008; Salimov and Iscan 

2010; Salimov et al. 2010; Iscan 2011; Iscan et al. 2012) yazarlar tarafından geniş bir 

şekilde çalışılmıştır. 

4.4.1. Walker 4-manifoldlar için baz seçimi-I 

Bu çalışmada 

1 1 3 2 1 2 4

3 1 3 4 1 2 4

1 1
(1 ) ,      (1 ) ,

2 2

1 1
(1 ) ,   (1 )

2 2

e a e c b

e a e c b

            

             

                         (4.24)                                                              
 

lokal ortonormal baz ele alınacaktır. Bu baz için 1-formaların dual bazları 

1 1 3 4 2 2 4

3 1 3 4 4 2 4

1 1
(1 ) ,     (1 ) ,

2 2

1 1
(1 ) ,  (1 )

2 2

e dx a dx cdx e dx b dx

e dx a dx cdx e dx b dx

      

        

                         (4.25)                                                                                                                      

ile verilir (Bonome 2005). Lokal çatıya göre g  metriği (4.4) teki gibi standart forma 

sahiptir. Lokal çatının bu şekildeki seçimi için (4.5) ve (4.6) da verilen hemen hemen 

parakompleks yapı çifti 

                       

        

2 1 4 3

1 2 3 4e e e e e e e e         
     

                              

1
0 1 ( )

2

1
1 0 ( ) 

2

0 0 0 1

0 0 1 0

c a b

a b c

 
  

 
    
 
 


 
  

,                                   (4.26)
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2 1 4 3

1 2 3 4e e e e e e e e         
   

                      

2 1
2 2 (1 )

2

1
0 (1 )

2

0 2 0

2 0 2

c a ac c ab

b ab bc

b

a c

 
  

 
  
 
 

 
 
    

                           
(4.27) 

şeklinde bulunur. Burada, bu matrisler koordinat bazına göre yazılmıştır. 

Teorem 4.2.2 de B-metriklerin genel formları elde edilmesine rağmen, şimdi (4.15) ve 

(4.16) da verilen g  metriklerinin  1 2 3 4, , ,e e e e  bazına göre yazılışlarını araştıralım. 

Önerme 4.4.1.1: (4.24) ile verilen bir ortonormal çatının seçimiyle, bir Walker 4-

manifold üzerinde (4.15) ve (4.16) eşitliğindeki gibi verilen B-metriğinin örnekleri 

sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

                  
1 4 4 1 2 3 3 2g e e e e e e e e          

         

0 2 0

2 0 2

1 ,0 0 (1 )
2

1
2 (1 ) 2

2

b

a c

a ab

b c ab bc

  
 
  
 
 

   
 
 
   
  

                                                
(4.28)

 

                  
1 3 3 1 2 4 4 2g e e e e e e e e        

 

         
2

2 2

2 0 2

0 2 0

1 .0 (1 )
2

1
2 2 (1 )

2

a c

b

a a ac

c b ac c b

   
 

 
 
 

    
 
 
     
  

        
                         

     (4.29)
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Burada, bu matrisler de koordinat bazına göre yazılmıştır. 

İspat: İspat (4.24) te verilen ifadeler kullanılarak kolayca hesaplanabilir. 

Bu durumda (4.26) ve (4.28) ile (4.26) ve (4.29) ifadelerinden Walker 4-manifold 

üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane hemen hemen B-manifold yapısı elde edilmiş 

olur. 

Önerme 4.4.1.2: (4.24) ile verilen bir ortonormal çatının seçimiyle, bir Walker 4-

manifold üzerinde (4.17) ve (4.18) eşitliğindeki gibi verilen zıt B-metriğinin örnekleri 

sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

                             
1 4 4 1 2 3 3 2g e e e e e e e e          

                   

0 0 0 1

0 0 1 0

1
0 1 0 ( )

2

1
1 0 ( ) 2

2

a b

a b c

 
 


 
 

   
 
 


  

,                                             (4.30)
 

               
1 3 3 1 2 4 4 2g e e e e e e e e        

           

                    
2

2 2

2 0 2

0 2 0

1 .0 (1 )
2

1
2 2 (1 )

2

a c

b

a a ac

c b ac c b

   
 
 
 

    
 
 
    
  

                             
(4.31)                                      

 

Burada, bu matrisler koordinat bazına göre yazılmıştır. 

 

İspat: İspat (4.24) te verilen ifadeler kullanılarak kolayca hesaplanabilir. 

 



39 

 

  

Bu durumda (4.27) ve (4.30) ile (4.27) ve (4.31) ifadelerinden Walker 4-manifold 

üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane zıt hemen hemen B-manifold yapısı elde edilmiş 

olur. 

 

Şimdi ise çift (double) B-metrikler için (4.19), (4.20), (4.21) ve (4.22) ile verilen dört 

örnek arasından sadece (4.21) gösterilecektir. 

 

Önerme 4.4.1.3: (4.24) ile verilen bir ortonormal çatının seçimiyle, bir Walker 4-

manifold üzerinde (4.21) eşitliğindeki gibi verilen çift B-metriğin örneği aşağıdaki 

gibidir: 

1 2 2 1 3 3 4 4

2

2 2

1 1
1 1 (1 ) (1 )

2 2

1 1
1 1 (1 ) (1 )

2 2
    

1 1 1 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 )

2 2 4 2 4

1 1 1 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1 ) (1 )

2 2 2 4 4

g e e e e e e e e

a c b

a c b

a a a c a a b

c b c b c a a b c b c b

        

 
    

 
   
 

  
         
 
 
             

 

    (4.32)            
                                                                   

                              

Burada, bu matris koordinat bazına göre yazılmıştır. 

 

İspat: İspat (4.24) te verilen ifadeler kullanılarak kolayca hesaplanabilir. 

Böylece (4.26), (4.27) ve (4.32) eşitliklerinden, Walker 4-manifold üzerinde 

4( , , , )M g  


 
şeklinde çift hemen hemen B-manifold için bir örnek elde edilmiş olur. 
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4.4.2. Walker 4-manifoldlar için baz seçimi -II 

Bu bölümde farklı bir lokal ortonormal çatıya göre hemen hemen B-manifold olan 

başka örnekler gösterilecektir. Matsushita (2004) ya göre (4.23) ile verilen Walker 

metriğinde 0c   alınarak, 

                    

2

1 1 3
24

2

2 2 4
24

2

3 1 3
24

2

4 2 4
24

1 1
( 4 )

24

1 1
( 4 )

24

1 1
( 4 )

24

1 1
( 4 )

24

e a a
a

e b b
b

e a a
a

e b b
b

 
      

 

 
      

 

 
       

 

 
       

 

                                  (4.33) 

lokal ortonormal bazı elde edilir. Bu bazın dual bazı ise 

                 

1 1 2 3

24

2 2 2 4

24

3 1 2 3

24

4 2 2 4

24

1 1
( 4 )

24

1 1
( 4 )

24

1 1
( 4 )

24

1 1
( 4 )

24

e dx a a dx
a

e dx b b dx
b

e dx a a dx
a

e dx b b dx
b

 
    

 

 
    

 

 
     

 

 
     

 

                                 (4.34) 

ile verilir. 

 

2 24 ( 4) / ( 4)K b a    ve 2 24 ( 4)( 4)H a b    olarak alınırsa, (4.5) ve (4.6) ile 

tanımlanan hemen hemen parakompleks yapıları sırasıyla 
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2 1 4 3

1 2 3 4e e e e e e e e         
 

                  

1 1
0 0 ( )

2

1
0 ( ) 0

2

0 0 0

1
0 0 0

b
aK

K K

b
K aK

K

K

K

 
  

 
  
 
 
 
 

  

,                             (4.35)              

               
2 1 4 3

1 2 3 4e e e e e e e e         

 

                  

1
0 0 ( )

2

1
0 ( ) 0

2

2
0 0

2
0 0

a ab
H

H H

b ab
H

H H

b

H H

a

H H

 
 

 
 
 

  
  
 
 
  
 

                              (4.36)                

şeklinde elde edilir.  Burada bu matrisler koordinat bazına göre yazılmıştır. 

Önerme 4.4.2.1 (4.33) ile verilen bir ortonormal çatının seçimiyle, bir Walker 4-

manifold üzerinde (4.15) ve (4.16) eşitliğindeki gibi verilen B-metriğin örnekleri 

sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

                           1 4 4 1 2 3 3 2g e e e e e e e e          

                         2

2

0 2 0

2 0 0

1 1 ,0 0 ( )
2

1
0 ( ) 0

2

b

a

a H ab
H

b H ab

 
 
 
 

    
 
 

 
  

                          (4.37)          
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1 3 3 1 2 4 4 2g e e e e e e e e          

                                

2 2

2 2

2 2

2 2

2
0 0

4 4

2
0 0

4 4
.

2
0 0

4 4

2
0 0

4 4

a

a a

b

b b

a

a a

b

b b

  
 

  
  
 

  
 
 

  
 
 

  

                            (4.38)               

 

Burada, bu matrisler koordinat bazına göre yazılmıştır. 

 

İspat: İspat (4.33) eşitliği kullanılarak görülebilir.  

Bu durumda (4.35) ve (4.37) ile (4.35) ve (4.38) ifadelerinden Walker 4-manifold 

üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane hemen hemen B-manifold yapısı elde edilmiş 

olur. 

Önerme 4.4.2.2: (4.33) ile verilen bir ortonormal çatının seçimiyle, bir Walker 4-

manifold üzerinde (4.17) ve (4.18) eşitliğindeki gibi verilen zıt B-metriğin örnekleri 

sırasıyla aşağıdaki gibidir: 

   1 4 4 1 2 3 3 2g e e e e e e e e          

        

2

2

2 2 2

2 2 2

0 0 0 4

0 0 4 0
1

1 ,
0 4 0 ( 4 4)

2

1
4 0 ( 4 4) 0

2

b

a

a a b b aH

b a b b a

  
 
 
 

       
 
 
      
  

 (4.39)
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1 3 3 1 2 4 4 2g e e e e e e e e          

           

2 2

2 2

2 2

2 2

2
0 0

4 4

2
0 0

4 4
.

2
0 0

4 4

2
0 0

4 4

a

a a

b

b b

a

a a

b

b b

  
 

  
 
 

  
 
 

  
 
 

  

                                     (4.40)          

 

Burada, bu matrisler koordinat bazına göre yazılmıştır. 

İspat: İspat (4.33) eşitliği kullanılarak görülebilir.  

Şimdi, Walker 4-manifold üzerinde zıt hemen hemen B-manifold 4( , , )M g 
  için iki 

örnek verilebilir. Bunlardan biri (4.36) ve (4.39) eşitliklerinden, diğeri ise (4.36) ve 

(4.40) eşitliklerinden elde edilenlerdir. 

Şimdi çift B-metrikler için (4.19), (4.20), (4.21) ve (4.22) ile verilen dört örnek 

arasından sadece (4.21) gösterilecektir. 

Önerme 4.4.2.3: (4.33) ile verilen bir ortonormal çatının seçimiyle, bir Walker 4-

manifold üzerinde (4.21) eşitliğindeki gibi verilen çift B-metriğin örneği aşağıdaki 

gibidir: 
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1 2 2 1 3 3 4 4g e e e e e e e e             

     

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 4 4

24 2 4

1 1 4 4

24 2 4
.

4 4 ( 4 ) ( 4 )( 4 )

2 42 4 4 4

4 4 ( 4 )( 4 ) ( 4 )

2 42 4 4 4

a a b b

H Ha a

a a b b

H Hb b

a a a a a a a a b b

H Ha a

b b b b a a b b b b

H Hb b

    
 

  
 

    
  
 
          
 

  
 

          
   

  (4.41)   

                                      

Burada, bu matrisler koordinat bazına göre yazılmıştır. 

İspat: İspat (4.33) eşitliği kullanılarak görülebilir.  

Böylece (4.35), (4.36) ve (4.41) eşitliklerinden, Walker 4-manifold üzerinde çift hemen 

hemen B-manifold  4( , , , )M g  
  için bir örnek verilebilir. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Bu bölümde, çalışmalarımızda elde ettiğimiz sonuçlar verilecektir. 

Bu tezde ilk olarak hemen hemen B-manifoldun nasıl oluşturulacağı gösterilmiştir. 

  ve  parakompleks yapılarının 

0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0
,   

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0

 

    
   
 
    
   
   

   

 

biçimindeki seçimiyle,  ie  ortonormal bazına göre 4M  üzerinde ( )     işaretli bir 

metriğin, sırasıyla B-metrik, zıt B-metrik ve çift B-metrik olması için g  metriğinin 

0 0

0 0
,   ,   

0 0

0 0

v v v

v v v
g g g

      

      

         

         

  

     
     

 
       
     
     

     

 

biçiminde olması gerektiği gösterildi. Burada det 0,  det 0,  det 0g g g      dır ve 

,  , , ,       ve v , 4M
 
üzerinde fonksiyonlardır. 

 

İkinci olarak,  

0 1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 1 0
,   

0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

g 
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   ile                  

 0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1
,  

0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0

g 

   
   

    
   
   

   

 

                  

ifadelerinden nötral 4-manifold üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane hemen hemen B-

manifold yapısı ve benzer şekilde 

0 1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 1 0
,  

0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0

g 

   
   
 
     
   
   
     

ile

 0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 0 0 1
,  

0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0

g 

   
   
 
     
   
   

     

ifadelerinden nötral 4-manifold üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane zıt hemen hemen 

B-manifold yapısı elde edildi. 

Ayrıca,
  

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
,  ,  

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

g  
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ifadelerinden nötral 4-manifold üzerinde 4( , , , )M g  
  şeklinde çift hemen hemen B-

manifold yapısı elde edildi. 

Son olarak iki farklı baz için, seçtiğimiz ( , )   parakompleks yapılarına göre Walker 4-

manifold üzerinde hemen hemen B-manifoldlara örnekler verilmiştir. 

Birinci baz seçimi için,  

1 0 2 0
0 1 ( )

2 2 0 2

1 11 0 ( ) ,  0 0 (1 )
2 2

0 0 0 1 1
2 (1 ) 2

0 0 1 0 2

b
c a b

a c

a b c g a ab

b c ab bc

 

    
    

  
   
            
   


   

   
      

 

ile 

2

2 2

1 2 0 2
0 1 ( )

2 0 2 0

1 11 0 ( ) ,  0 (1 )
2 2

0 0 0 1 1
2 2 (1 )

0 0 1 0 2

a c
c a b

b

a b c g a a ac

c b ac c b

 

     
    

 
   
             
   


   

     
      

 

ifadelerinden Walker 4-manifold üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane hemen hemen 

B-manifold yapısı ve benzer şekilde
 

2 1 0 0 0 1
2 2 (1 )

2 0 0 1 0

1 10 (1 ) ,  0 1 0 ( )
2 2

0 2 0 1
1 0 ( ) 2

2 0 2 2

c a ac c ab

b ab bc g a b

b
a b c

a c
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ile

 2

2

2 2

1 2 0 2
2 2 (1 )

2 0 2 0

1 10 (1 ) ,  0 (1 )
2 2

0 2 0 1
2 2 (1 )

2 0 2 2

a c
c a ac c ab

b

b ab bc g a a ac

b
c b ac c b

a c

 

     
    

   
            
   

 
   

    
        

                           
ifadelerinden Walker 4-manifold üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane zıt hemen 

hemen B-manifold yapısı elde edildi. 

Ayrıca, 

21 1
0 1 ( ) 2 2 (1 )

2 2

1 1
1 0 ( ) 0 (1 ),  

2 2

0 0 0 1 0 2 0

0 0 1 0 2 0 2

c a b c a ac c ab

a b c b ab bc

b

a c

 

   
      

   
         
   
   

  
   
           

                             

                
                                 

 

ve 

2

2 2

1 1
1 1 (1 ) (1 )

2 2

1 1
1 1 (1 ) (1 )

2 2
     

1 1 1 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 )

2 2 4 2 4

1 1 1 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1 ) (1 )

2 2 2 4 4

a c b

a c b

g

a a a c a a b

c b c b c a a b c b c b
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ifadelerinden Walker 4-manifold üzerinde 4( , , , )M g  
  şeklinde çift hemen hemen B-

manifold yapısı elde edildi. 

İkinci baz seçimi için 2 24 ( 4) / ( 4)K b a    ve 2 24 ( 4)( 4)H a b    olmak üzere, 

2

2

1 1
0 2 00 0 ( )

2
2 0 0

1
0 ( ) 0 1 1,  2 0 0 ( )

20 0 0
1

1 0 ( ) 0
0 0 0 2

b
baK

K K
a

b
K aK

gK a H ab
H

K

b H ab

K

 

 
    

  
            

   
    
    

 

 

ile 

2 2

2 2

2 2

2 2

2
0 0

1 1 4 40 0 ( )
2 2

0 01
0 ( ) 0 4 4

,  2
2

0 0 0 0 0
4 4

1
0 0 0 2

0 0
4 4

a

b a aaK
K K b

b
K aK b b

gK
a

K
a a

b
K

b b

 

  
        
   
        
  

   
   

   
   

  

 

ifadelerinden Walker 4-manifold üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane hemen hemen 

B-manifold yapısı ve benzer şekilde, 
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1
0 0 ( )

2

1
0 ( ) 0

2
,

2
0 0

2
0 0

a ab
H

H H

b ab
H

H H

b

H H

a

H H



 
 

 
 
 

   
  
 
 
  
   

2

2

2 2 2

2 2 2

0 0 0 4

0 0 4 0
1

1
0 4 0 ( 4 4)

2

1
4 0 ( 4 4) 0

2

b

a

g
a a b b aH

b a b b a



  
 
 
 

       
 
 
      
  

 

ile  

2 2

2 2

2 2

2 2

2
1 0 0

0 0 ( ) 4 42
21 0 00 ( ) 0

4 42
,  

2 2
0 0 0 0

4 4
2 20 0 0 0

4 4

a
a ab

H a aH H
bb ab

H
b bH H

g
b a

H H a a
a b

H H
b b

 

  
        
   
   
         
    
    
        

  

 

ifadelerinden Walker 4-manifold üzerinde 4( , , )M g   şeklinde iki tane zıt hemen 

hemen B-manifold yapısı elde edildi. 
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Ayrıca, 

1
1 1 0 0 ( )

0 0 ( ) 2
2

1
1 0 ( ) 0

0 ( ) 0 2
,  2

2
0 0 0 0 0

1
20 0 0

0 0

a ab
b H

aK H H
K K

b ab
b H

K aK H H
K

b
K

H H

a
K

H H

 

 
       

       
     
        
        

 

 

ve 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 4 4

24 2 4

1 1 4 4

24 2 4

4 4 ( 4 ) ( 4 )( 4 )

2 42 4 4 4

4 4 ( 4 )( 4 ) ( 4 )

2 42 4 4 4

a a b b

H Ha a

a a b b

H Hb b
g

a a a a a a a a b b

H Ha a

b b b b a a b b b b

H Hb b



    
 

  
 

    
  
 
          
 

  
 

          
   

 

ifadelerinden Walker 4-manifold üzerinde 4( , , , )M g  
  şeklinde çift hemen hemen B-

manifold yapısı elde edildi. 
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