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OZET

Doktora Tezi

FIBONACCI POLINOMLARININ VE p? MERTEBEDEN BAZI
HALKALARIN FIBONACCI DiZILERININ PERIYOTLARI

Yasemin TASYURDU

Atatiirk Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Inci GULTEKIN

Bu calismada A,, A; p? mertebeden birimli halkanin keyfi elemanlar, Fy =0
halkanin sifir eleman1 , F; = 1 halkanin birim eleman1 ve n > 0 olmak {izere birimli
halkalar i¢in tanimlanan F,,, = A;F, 1 + AoE, bagintis1 kullamlarak p? mertebeden
bazi halkalarin Fibonacci dizileri olusturuldu. Bu dizilerin periyodik oldugu gosterildi
ve periyotlar1 elde edildi. Fibonacci polinomlarmin her bir teriminin derecesi ve

katsayis1 m modiiliine indirgeyerek elde edilen dizinin periyodik oldugu gosterildi.
Q= [D{ (1)] matrisi tarafindan gerilen devirli grubun mertebesinin bu dizinin

periyoduna esit oldugu goriildii. Ayrica p bir asal say1 olmak iizere p modiiliine gore
Fibonacci dizilerinin Wall sayilar1 ile Fibonacci polinomlarinin dizilerinin periyotlari

karsilastirild1 ve bu periyodun daima ¢ift say1 oldugu gosterildi.

2013, 111 sayfa

Anahtar Kelimeler: Sonlu Halka, Fibonacci Dizisi, Period, Fibonacci Polinomlar1



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

PERIODS OF FIBONACCI SEQUENCES OF FIBONACCI POLYNOMIALS
AND OF SOME RINGS OF ORDER p?

Yasemin TASYURDU

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Inci GULTEKIN

In this study, we obtain the Fibonacci sequences of some rings of order p? by using
recurrence F,,, = A1F, 41 + AoFE, defined on the ring with identity, where F, = 0, the
zero of the ring, F; = 1, the identity of the ring, n>0 and A,, A, are arbitrary
elements of the ring with identity of order p?2. It was shown that these sequences are
periodic and their periods are obtained. It was shown that sequence obtained by

reducing modulo m coefficient and exponent of each term of Fibonacci polynomials is
periodic. It was seen that order of cylic group generated with Q = [316 (1)] matrix is equal

to period of these sequences. Also, p is prime, Wall numbers of Fibonacci sequences
according to modulo p are compared with the periods of sequences of Fibonacci

polynomials and it was shown that this period always was even number.
2013, 111 pages

Keywords: Finite Ring, Fibonacci Sequence, Period, Fibonacci Polynomials,
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1. GIRIS

Cebir ve bir¢ok alanda uygulamasi olan Fibonacci dizilerinin kasifi ve Fibonacci ismi
ile taninan Leonarda Pisa (1170 — 1250) 13. yiizyilda yasamis Italyan matematikgidir.
1202 yilinda yazdigi Liber Abaci (Hesap Kitab1) adli en iinlii eseri ile Hindu-Arabic
sayisal sistemini Bati Avrupa’ya tanitti. 19. ylizyilda Edward Lucas bu eserde gordigii
bir problemdeki 0,1, 1, 2, 3,5, 8, ... dizisinin her bir terimine Fibonacci sayis1 ve diziye

Fibonacci dizisi adini verdi.

Fibonacci sayilarmin 6zellikleri uzun yillardir incelenmektedir. Bu sayilar n > 2 olmak

tizere Fy, = 0, F; = 1i¢in
Fy=Fyp 1+ F

ile formiillestirildi (Vorobyov 1976; Vajda 1989).

Fibonacci dizisi ve onun baglantili oldugu yiliksek mertebeli diziler (tribonacci,

quatranacci, k-nacci) genellikle tamsayilar dizisi olarak gosterilir.

Fibonacci dizileri gruplarda ilk olarak 1960 da Wall tarafindan 7Z _ devirli gruplarda

calisildt (Wall 1960). Bu calisma sunulduktan sonra Fibonacci dizileri diger

matematikgiler tarafindan farkli yonlerde gelistirildi. 1968 yilinda Z, rezidii sistemini

iceren M modiilli tamsayilarin Fibonacci dizisi belirlendi (Shah 1968). 1986 yilinda
Fibonacci dizileri sonlu abelyen gruplara genisletildi ve devirli gruplarda (C,,) kullanildi
(Wilcox 1986). Dihedral gruptaki k-nacci dizilerinin periyodlarmin 2k + 2 ye esit
oldugu Knox tarafindan gosterildi (Knox 1990).



p -gruplarda Fibonacci uzunlugu bir¢ok matematikgi tarafindan incelendi. 2 -adim
Fibonacci dizisinin uzunlugunun, exponenti asal ve nilpotent smifi 4 olan sonlu
nilpotent gruplardaki 2-adim Fibonacci dizisinin uzunluguna esit oldugu gosterildi
(Aydm and Smith 1994). Bu teori exponenti 2 ve nilpotent sinifi 2 olan sonlu nilpotent
gruplardaki 3-adim Fibonacci dizilerine genellestirildi (Dikici and Smith 1995, 1997).
Daha sonra p asal olmak iizere exponenti p ve nilpotent smifi 2 olan gruplardaki 2-
basamak genel Fibonacci dizilerinin peryotlar ile bilinen 2-basamak genel Fibonacci
dizilerinin peryotlariin esit oldugu gosterildi (Aydin and Dikici 1998). Ayrica p asal,
2 <p <2927 ve k(p) genel 2 -adim Fibonacci dizisinin periyodu olmak iizere
exponenti p asal ve nilpotent sinifi 5 olan sonlu nilpotent gruplardaki 2-adim Fibonacci
dizisinin periyodunun pk(p) oldugu gosterildi (Karaduman and Yavuz 2003). Bu teori
once exponenti p asal ve nilpotent smifi 4 olan sonlu nilpotent gruplardaki 2-adim
Fibonacci dizileri i¢in genellestirildi (Karaduman and Aydin 2003a). Daha sonra
exponenti p asal ve nilpotent sinifi n olan sonlu nilpotent gruplardaki 2-adim Fibonacci
dizileri i¢in genellestirildi (Karaduman and Aydi 2003b). Son olarak exponenti p asal
ve nilpotent sinifi 4 olan bir nilpotent gruptaki 3-adim genel Fibonacci dizileri
olusturuldu (Ozkan 2003).

Belli gruplarin Fibonacci uzunlugu son yillarda matematikgiler tarafindan ele alindi
(Campbell et al. 2004a; 2004b Campbell and Campbell 2005a; 2005b; Campbell et al.
2006; Karaduman and Aydin 2006). Fibonacci sayilari, dizileri ve uzunluklan ile ilgili
birgok ¢alisma yapildi (Doostie and Hashemi 2005, 2006). 2007 yilinda k-basamak
Fibonacci dizileri igin Wall sayilar1 incelendi (Lii and Wang 2007).

p asal say1 olmak iizere p? mertebeden halkalarin smifi iizerine galigmalar yapildi (Fine
1993). Mat(Z) ile Mat(Z/NZ ) matris halkalarinin en kisa temsilleri 2007 yilinda
yapilan ¢alisma ile verildi (Petrenko and Sidki 2007).



Keyfi bir halka tizerinden genellestirilmis Fibonacci dizisinin tanimi verildi (Decarli
1970). R, 6zdes elemanli bir halka olmak {izere R nin elemanlarindan olusan dizi {M,,}
oldugunda My, M;,A,, ve A; R nin keyfi elemanlar1 olmak iizere {M,} dizisinin

elemanlar sirastyla
MTL+2 = Aan+1 + AOMTI. n 2 0 ( 11)

ile tanimland1 (Decarli 1970). R halkasi1 tamsayilar kiimesi olmak tizere (1.1)’in 6zel
durumlart ele alindi (Buschman 1963; Horadam 1961; Vorobyov 1963). Wyler ise
birimli, degismeli 6zel bir halka iizerinde (1.1) dizisini ¢calisti (Wyler 1965).

Mertebesi p? olan birimli halkalarin Fibonacci dizileri olusturuldu ve periyotlari
hesaplandi (Tasgyurdu and Giiltekin 2013).

Fibonacci polinomlar1 ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematik¢i E.Charles Catalan
ve Alman matematik¢i E.Jacobsthal tarafindan calisildi. Catalan tarafindan c¢alisilan
Fibonacci polinomlart daha sonra 1966 yilinda M.N.S.Swamy tarafindan gelistirildi.
Ayrica 1963 yilinda P.F.Bryd tarafindan Fibonacci tipi polinomlarin bir yenisi literature
eklendi. P.F.Bryd tarafindan tanimlanan polinom bugiin Pell polinomu olarak
adlandirilmaktadir. Fibonacci polinomu olarak kabul edilen polinom ise Catalan
tarafindan tanimlanmis olan polinomdur. Daha sonra tiim bu farkli tanimlamalar

Fibonacci ve Lucas tipi polinomlar olarak adlandirildi.

Fibonacci polinomlarinin her bir teriminin derecesi ve katsayist m modiiliine gore
indirgendiginde elde edilen dizinin periyodik oldugu gosterildi. Ayrica p asal sayi
olmak iizere p modiiliine gore Fibonacci dizilerinin Wall sayilari ile Fibonacci
polinomlarmin dizisinin periyodu karsilastirildi ve Q matrisi tarafindan gerilen devirli
grubun mertebesinin bu dizinin periyoduna esit oldugu gosterildi (Giiltekin and
Tasyurdu 2013).

Son yillarda Fibonacci sayilari, genellestirilmis Fibonacci dizileri ve Fibonacci

polinomlart lizerine ¢aligmalar yapilmaktadir.



Sunulan bu tezde p? mertebeden bazi1 halkalarda Fibonacci dizileri ve m modiiliine gore
Fibonacci polinomlarinin dizilerinin periyodu incelendi. Bu amagla kuramsal temeller

adin1 alan ikinci boliimde temel kavramlar verildi.

Ucgiincii bliim dort baslik altinda toplandi. Ilk olarak p asal say1 olmak iizere mertebesi
p? ve 4 tanesi birimli olan 11 halkanin temsili verildi. Ardindan Fibonacci dizilerinin
uygulamalarinin yapilacagi n = 2 olmak tizere Z iizerinde 2 gerenli ve 3 bagmtilin X n
tipindeki Mat(Z) ile Mat(Z/ NZ) matris halkalarinin bilinen en kisa temsilleri
verildi. Ikinci olarak Fibonacci sayilari, Fibonacci dizileri ve k(m) Wall sayisi
tanimlanarak iki ve {i¢ adimli Fibonacci sayilarinin 6zellikleri verildi. Bir grubun k-
nacci dizileri ve periyodu ile ilgili mevcut bilgiler temel teoremlerle sunuldu. Ugiincii
olarak keyfi bir halka iizerinden Fibonacci dizisini elde etmemizi saglayan bagint1 ve
onun Ozel bir hali verildi. Son olarak Fibonacci dizisindeki bagmtilar gibi

tamimlanabilen Fibonacci polinomunun tanimi ve bazi 6zellikleri verildi.

Dérdiincii bdliimde ise ilk olarak keyfi halkalar i¢in tanimlanmis baginti kullanilarak p?
mertebeden bazi halkalarinin Fibonacci dizileri olusturuldu. Bu dizilerin periyodik
oldugu gosterilip periyotlar1 bulundu. Daha sonra birimli keyfi bir halka {izerinden elde
edilmis Fibonacci sayilarinin bazi 0Ozellikleri elde edildi. Son olarak Fibonacci
polinomlarinin her bir teriminin derecesi ve katsayisi m modiiliine gore indirgenerek
elde edilen dizinin periyodik oldugu gosterildi. Ayrica p bir asal say1 olmak ilizere m

modiiliine gore Fibonacci dizilerinin Wall sayilar1 ile Fibonacci polinomlarinin dizisinin
periyodu karsilagtirilldi ve Q = [916 (1)] matrisi tarafindan gerilen devirli grubun

mertebesinin bu dizinin periyoduna esit oldugu gosterildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu béliimde ¢alismamiz icin temel teskil eden kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1.1: A, bos olmayan bir kiime olmak {izere
AXA->A

dontigiimiine A tizerinde ikili islem denir (Tas¢1 2007).

Tanmm 2.1.2: Bos kiimeden farkli bir kiime iizerinde bir veya daha fazla ikili islem

tanimlanmais ise bu ikili islemlerle birlikte bu kiimeye bir cebirsel yap1 denir. A kiimesi

tizerinde bir " * " islemi tamimlanmigsa bu cebirsel yapi (4,*)ile gosterilir (Callialp

2001).

Tanmm 2.1.3: G, bos olmayan bir kiime ve G iizerinde bir " *" ikili islemi tanimlh

olsun. Eger
I. "*" iglemi birlesme 6zelligini saglarsa; yani her
ax(bxc)=(axb)*c
ise,
ii. Her a € G i¢in
a*e=e*xa=a

olacak bicimde bir e € G varsa,



iii. Her a € G igin

axa' =a' xa=e
olacak bi¢imde bir a’ € G varsa 0 zaman (G,*) cebirsel yapisina bir grup denir (Tasc1
2007).
Tamim 2.1.4: (G,*) bir grup olsun. Her a, b € G igin

axb=bxa

oluyorsa (G,*) grubuna degismeli (abel ya da komiitatif) grup denir (Tasg1 2007).
Tamim 2.1.5: (G,*) bir grup olsun. Eger G kiimesi sonlu ise 0 zaman bu gruba sonlu
grup denir. Eger G kiimesi sonlu degilse bu durumda (G,*) grubuna sonsuz grup denir.

Sonlu bir grubun elemanlarinin sayisina grubun mertebesi ya da kardinalitesi denir.

0(G) veya |G| ile gosterilir (Tasc1 2007).

Tamm 2.1.6: (G,*) bir grup ve H, G nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Eger H, G grubundaki isleme gore bir grup teskil ederse (H,*) cebirsel yapisina (G,*)
grubunun bir alt grubu denir ve H < G seklinde gosterilir (Tasg1 2007).

Asagidaki tanim ve teoremlerde ikili islem i¢in ¢arpimsal gosterim kullanilacaktir.
Tanmm 2.1.7: (G,") bir grup olmak tizere H = {a" : n € Z} alt grubuna G nin a eleman1
tarafindan tiretilen alt grubu denir ve (a) ile gosterilir. Yani

(ay ={a":n€eZ}=H

dir. Buradan hareketle devirli grup su sekilde de tanimlanabilir: G bir grup olmak tizere
G de G = {a™ : n € Z} olacak sekilde bir a eleman1 varsa o zaman G grubuna devirli

grup, a elemanina da G nin tireteci denir. G = (a) seklinde gosterilir (Tas¢1 2007).



Tanmm 2.1.8: (G,") bir grup ve H, G’nin alt grubu olsun. g € G olmak tizere
Hg ={hg : h € H}

kiimesine H nin sag yan kiimesi
gH ={gh: h € H}

kiimesine H nin sol yan kiimesi denir. (Toplam notasyonunda sirasiyla H + g =
fh+g:heH}veg+H={g+h:h€H}olur. ) Tim sag veya sol yan kiimelerin
siifit G /H ile gosterilir. Yani

G/H={gH:g€eG}={Hg: g € G}

dir (Bayraktar 2006).

Teorem 2.1.9: (G,) bir grup ve N < G olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i. Hera € G,hern € N icin ana™?! € N dir.
ii. Hera € G igcin aNacN dir.
iii. Her a € G i¢in aNa = N dir.

iv. Her a € G i¢in aN = Na dir (Tas¢1 2007).

Tamm 2.1.10: Teorem 2.1.9 da denk kosullarindan birini saglayan G nin bir N alt
grubuna normal alt grup denir ve N < G ile gosterilir (Tas¢1 2007).

Tammm 2.1.11: (G,") bir grup ve S de G nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. S yi
ihtiva eden G nin biitiin normal alt gruplarin arakesitine S nin normal kapanist denir ve

S ile gosterilir (Callialp 2001).



Tamm 2.1.12: N, (G,*) grubunun bir normal alt grubu ise G /N kiimesi
(Na) - (Nb) = Nab yada (aN) - (bN) = abN

olarak tarif edilen " - " islemine gore bir grup teskil eder. Bu gruba G nin N ye gore
boliim grubu veya faktor grubu denir (Bayraktar 2006).

Tanmm 2.1.13: (G,*) ve (G',0) ki grup f:G — G' bir doniisim olsun. Eger her
X,y € G igin

flxxy)=fx)of (y)

sart1 saglaniyorsa f ye G den G' ne bir grup homomorfizmi ya da kisaca homomorfizm

denir (Tas¢1 2007).

Tamm 2.1.14: (G,*), (G',0) iKi grup ve f: G = G’ bir doniisiim olsun. Eger

I. f birebir ve 6rten
ii. Her x,y € G igin f(x *y) = f(x)of (y)

sartlar1 saglaniyorsa f ye G ile G’ arasinda bir izomorfizm denir (Tas¢1 2007).

Tanim 2.1.15: R # @ kiimesi iizerinde tanimli iki ikili islem "+ " ve olsun.

Asagidaki aksiyomlari saglayan (R, +,") cebirsel yapisina bir halka denir.

i. (R,+), bir degismeli gruptur.

ii. "+ "isleminin R de birlesme 6zelligi vardir.

iii. "-"isleminin " 4+ " islemi lizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir yani

her a,b,c € R igin
a(b+c)=ab+acve(a+b)c=ac+ bc

dir (Tase¢1 2007).



Tamm 2.1.16: (R, +,7) bir halka olsun.
i. Her a,b € R igin

ab = ba
oluyorsa R ye degismeli halka denir.

ii. (R,) birimli ise (R, +,") halkasina birimli halka ve (R,”) nin birim elemanina R

halkasinin birim elemani denir. R halkasinin birimi "1;" veya sadece "1" ile gosterilir.

iii. (R, +,") halkasinin " + " islemine gére birim elemanina halkanin sifir elemani denir

ve (R,+,) halkasinin sifir eleman1 "0z" veya "0" ile gosterilir (Callialp 2001 ).

Bu ¢aligma boyunca birimli bir halkanin birim elemani 1 ile gdsterilecektir.

Tamm 2.1.17: (R, +,") bir halka olmak iizere her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde bir
n pozitif tamsayis1 varsa bu Ozelligi saglayan en kiigiik pozitif n tamsayma halkanin
karakteristigi denir. Eger boyle bir pozitif tamsayr yoksa R halkanin karakteristigi
stfirdir denir. Halkanin karakteristigi kisaca Kar(R) ile gosterilir (Tasg1 2007).

Tamim 2.1.18: (R, +,") bir halka ve x € R olsun. x in R de ¢arpma islemine gore tersi
varsa x e R de aritmetik birim denir. Aksi halde x e, R de aritmetik birim degildir denir
(Tase¢1 2007).

Tamm 2.1.19: (R, +,7) bir halka, H kiimesi R nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi
olsun. Eger (H,+,") cebirsel yapisi bir halka ise bu halkaya (R, +,) halkasinin bir alt
halkas1 denir (Tas¢1 2007).
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Tamm 2.1.20: (R, +,7) bir halka ve I, R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi

olsun. I, asagidaki sartlar1 saglarsa, I ya ideal denir.

i.Her x,yeliginx —y €l

ii.Her x e Iveherr e Rigin rx € |

lii. Herx e Iveherr € Rigin xr € |

Ozellikle i. ve ii. sartlar saglanirsa I ya sol ideal, i. ve iii. sartlar saglanirsa I ya sag

ideal denir (Tasc12007).

Tamm 2.1.21: (R, +,"), bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda R /I kiimesi,
asagidaki toplama ve ¢arpma islemleri altinda bir halkadir. Bu halkaya R nin [ ile boliim

halkasi denir.

(@a+D+ b+ =(+b)+1
(a+Db+1) = (ab) +1

(Tasc1 2007).

Tamm 2.1.22: (R,+,) bir halka olsun. Katsayilar1 R de olan tim f(x) = Y1, a;x*
polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir ve R[x] kiimesi sirasiyla asagidaki gibi
tanimlanan toplama ve c¢arpma islemleriyle birlikte bir halkadir. Bu halkaya R halkas1

tizerinde polinomlar halkas1 denir .

f(x) =3" a;xt, f(x) = XM, bixt olmak iizere f(x), g(x) € R[x] olsun.

i £C0) + 900 g ey + byt
i, f(0). g(0) = T2 ext, ¢ =Yoo ashi_;

(Tase¢1 2007).
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Tamm 2.1.23: Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemani aritmetik

birim ise 0 zaman bu halkaya cisim denir ve F ile gosterilir (Bayraktar 2006).

Tamm 2.1.24: (F,+,.) bir cisim olsun. F nin bos kiimeden farkli bir S alt kiimesi
(F,+,.) deki islemlere gore bir cisim olursa S ye F nin bir alt cismi denir (Tasg1 2007).

Tamm 2.1.25: 0 < x < n i¢in x? = g(mod n) olacak sekilde bir x tamsayis1 varsa g
sayisina n modiiliine gore kuadratik rezidii aksi takdirde g ya n modiiliine gore

kuadratik olmayan rezidii denir.

Ormegin 10 modiiliine gore

12 = 1(mod 10)
22 = 4(mod 10)
32 = 9(mod 10)
4?2 = 6(mod 10)
52 = 5(mod 10)
62 = 6(mod 10)
72 = 9(mod 10)
82 = 4(mod 10)
92 = 1(mod 10)

olup 10 modiiline gore kuadratik rezidii kiimesi{1,4,5,6,9} ve 10 modiiline gore

kuadratik olmayan rezidii kiimesi {2,3,7,8}dir.

Tanmm 2.1.26: (G,-) bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin her elemani
S nin elemanlarmin ve bu elemanlarin terslerinin sonlu bir c¢arpimi olarak
yazilabiliyorsa S kiimesi, G grubunun gerenlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir
(Dummit and Foote 2004).
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Tamm 2.1.27: Bir gruptaki gerenlerin sagladiklar1 denklemlere bu gruptaki bagintilar
denir (Dummit and Foote 2004).

Tamim 2.1.28: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. s;,Sy,...,S, S nin
elemanlar1 ve her bir « = +1 olmak tizere S deki bir kelime s;%,s,%2, ..., s, seklinde

ifade edilir. S deki her bir kelime, G nin bir elemanini temsil eder.

Tamim 2.1.29: G bir grup ve S de G nin bir alt kiimesi olsun. Eger G nin herhangi bir
elemant S nin sonlu sayidaki elemanlarinin ve bu elemanlarin terslerinin bir ¢arpimi

olarak tek tiirlii yazilabiliyorsa G grubuna S kiimesi tizerinde serbesttir denir.

Tamim 2.1.30: F bir grup ve S de F nin bir alt kiimesi olsun. Herhangi bir ¢:S = G

doniigiimii igin bir tek ¢': F — G homomorfizmi varsa F’ye X tizerinde serbesttir denir.

Burada ¢’, ¢’niin genislemesidir. Yani, her x € X i¢in ¢'(x) = ¢(x) bigimindedir.

Tamim 2.1.31: X bir kiime olsun. F = F(X) ile X iizerinde serbest grubu, R de F nin
bir alt kiimesini gdstersin. N = R ile de R nin F deki normal kapanisini gosterelim ve

G = F/N olsun. Bu taktirde G = (X|R) ye G nin bir temsili denir.

Bir (X|R) temsilinde X kiimesine gerenlerin kiimesi ve R kiimesine de bagmtilarin
kiimesi denir. Hem X hem de R sonlu kiimeler olmak iizere eger bir G grubu (X|R)

seklinde temsil edilirse bu gruba sonlu temsil edilmis grup denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Halkalarin Temsilleri

Soyut Cebirde yapilan birgok ¢alisma sonlu gruplarin yapisini incelemek ve bu gruplari
siiflandirmak yoniindedir. Ancak ¢ok azi sonlu halkalar ile ilgili yapilmistir. Bu
boliimde p asal say1 olmak iizere B. Fine tarafindan ¢alisilmis mertebesi p? olan biitiin

sonlu halkalarin siniflandirilmasi verilecektir.

Tanmm 3.1.1: (R, +,) sonlu bir halka olmak tizere (R, +) toplam grubu degismeli sonlu
bir gruptur. Dolayisiyla (R, +) grubu devirli gruplarin direk ¢arpimidir. Bu devirli
gruplar sirasiyla my,my,...,m; 1nct mertebeden gy, 9, ..., gk gerenlere sahip

oldugunda halkanin yapisi cl-tj € Z,, olmak tizere

k
9:9; = z Cijge

t=1

dir. Burada g;g; carpimlarimin sayis1 k* tane ve citj sabitlerinin sayis1 ise k3 tanedir

(Fine 1993).

Grup teorisini kullanarak sonlu bir halkanin yapisini veren bir gosterim sunacagiz.
Sonlu bir R halkasinin temsili, bagintilar ile R toplamsal grubunun g4, g5, ..., gk
gerenlerinden olusur. Bu bagntilar iki tiptir;
I.i=1,2,..,kicin

m;g; =0

dir.
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ii=12,..,k,j=12.,k t=12,..,kvec; € Z,  olmak iizere

k

gig; = Z cii9e
t=1
dir.

R halkas1 yukaridaki bagintilara sahipse temsili

k
R =(g91,92 - 9k I Mig; = 0,9:9; = Z clige,i =12,...k)

t=1

seklindedir (Fine 1993).
Ornegin 4. merteben sonlu (Z,,+,") halkasi igin
(91921291 = 292 = 0,9:* = 0,92% = 92,9192 = 9291 = 91)

yazilir (Fine 1993). Gergekten ( Z,,+) = Z, + Z, olup

0(g1) =my =2
0(gz) =m,; =2
dir. Dolayisiyla i = 1,2 i¢in
2g: =0
2g, =0

dir.
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k = 2 olmak iizere i = 1,2,j = 1,2, t = 1,2 igin ¢{; € Z, olup

1

9191 = Z Cflgt = C11191

t=1

1

9192 = Z ci29¢ = clah

t=1

2

9201 = Z 519t = €101 + 5192

t=1

2

9292 = Z 529t = 3291 + 5292

t=1

yazilir. (R, +,") bir halka oldugundan (R, +) bir degismeli gruptur. Grup olma sartlari
dikkate alinarak g, g, = g; i¢in

9291 = g1
9292 = 92
9191 = 01

elde edilir. Dolayisiyla (Z,,+,) halkasinin temsili

(91,92 1291 =29, =0,9:* = 0,92% = 92,9192 = 9291 = 91)

seklindedir.
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Teorem 3.1.2: izomorfizm farkiyla, C,, devirli toplamsal grubu ile (R, +,) halkalarmin
sayist m nin bdlenlerinin sayisi ile verilir. Ozellikle m nin her bir d bdleni i¢in g, Cp,

nin toplamsal bir gereni olmak iizere R; halkasi

Ry =(g|mg =0,g°=dg)
olur. Farkli d degerleri i¢in bu halkalar izomorf degildir (Fine 1993).
3.1.1. p? Mertebeden halkalar

Fibonacci dizisinin uygulamasinin yapilacagi p? mertebeden 11 tane halkanin temsili

asagidaki teoremde verildi.
Teorem 3.1.1.1: p asal say1 olmak {izere mertebesi p? olan izomorfizm farkiyla 11 tane
halka vardir. Bunlar asagidaki temsillerle verilir.

i. Birimli halkalar

A={(a|p*a=0,a’=a)= Z

B =(a,b|pa=pb=0,a>=ab*=bab=ba=0)=27Z,6+7Z

p
C ={a,b|pa=pb=0,a?=0,b>=b,ab=a,ba=a)
D, p? mertebeden sonlu cisim olmak iizere

(a,b | pa=pb=0,a? =a,b? =ja,ab = b,ba = b)
p# 2iginj, Z  dekaredegil

(a,b|2a =2b=0,a® =a,b?> =a+ b,ab = b,ba = b)
p=2

D = GF(p*) =

dir.



17

ii. Birimli olmayan halkalar

E ={a|p%a=0,a®? = pa)

F =(a|p*a=0,a*=0) = C,:(0)

G ={a,b|pa=pb=0,a°>=a,b?=b,ab=a,ba=>b)
H ={(a,b|pa=pb=0,a®>=a,b?>=b,ab=b,ba=a)

I=(a,b|pa=pb=0,a2=O,b2=b,ab=ba=0)zZp+Cp(0)

J={(a,b|pa=pb=0,a?=b,ab=0)

K =(a,b|pa=pb=0,a*>=b*=0)=C, x(,(0)

dir (Fine 1993).

G(0), degismeli G grubu i¢in toplamsal G gruplu ve asikar ¢arpimli halkay1 gosterir.

3.1.2. Matris halkalar

Bu boliimde Matn(Z) ile Mat,(Z/NZ) matris halkalarinin en kisa temsilleri

verilecektir.

Teorem 3.1.2.1: n > 2 olmak iizere Z iizerinde 2 gerenli ve 3 bagintili n X n tipindeki

matris halkalari

Matn(Z) =(x,ylx"=y*=0,xy +y" 1Ix"" 1 =1)

temsiline sahiptir (Kassabov 2009).
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Lemma 3.1.2.2: m > [ olacak sekilde negatif olmayan k, [, m tamsayilari igin

xkyle™ = {yi_kxk. ’ L=k
xk+m—1 ) l < k
ve
moik_ [ymxtk ) 1>k
yoxy = yk+m—i ) 1<k

dir (Kassabov 2009).

Lemma 3.1.2.3: 0 < i,j <n olmak iizere toplamsal bir R halkas1 y'x’/ elemanlari

tarafindan gerilir (Kassabov 2009).

Tamm 3.1.2.4: 0 < i,j < n olmak iizere a; ; elemani

— yiyd i+1,.j+1
a;j =y'x) —y"

ile gosterilir (Kassabov 2009).

Teorem 3.1.2.5: Herhangi N tamsayis1 i¢in Mat,,(Z/NZ) matris halkasi

Matn(Z/NZ) = <x‘y | x" = yTl = O,xy + (N + l)yn—lxn—l — 1)

ile temsil edilir (Kassabov 2009).
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3.2. Fibonacci Sayilan ve Dizileri

19. ylizy1l say1 teorisyenlerinden Edvard Lucas, Leonarda Pisa’nin Liber Abaci adli
eserinde gordiigii bir problemdeki 0,1,1,2,3,5,8, ... dizisine Fibonacci dizisi, bu

dizinin terimlerine ise Fibonacci sayilart ismini verdi.
Fibonacci dizisindeki her bir terim alisilmis olarak bir alt indisle gosterilir. E,, n.
Fibonacci sayisi, Fy = 0 ve F; = 1 olmak {izere Fibonacci sayilari, n > 2 ise
F=F 1+ F
ve n <0 ise
By = Fni2 = Foya

bagintisi ile tanimlanan (F, )%, dizisinin elemanlaridir. Yani Fibonacci dizisindeki her
terim kendinden Onceki iki terimin toplamidir. Bu sekilde olan dizilere i¢ ige dizi denir.

Fibonacci sayilari ile ilgili bilinen birgok sonug vardir (Vorobyov 1976; Vajda 1989).

Fibonacci dizisinin terimlerini yazabilmek i¢in yalnizca n > 0 igin

Fpoyg=Fpis +E, (3.2.1)

bagmtisint kullanmak yetmez. Ciinkii Fy ve F; nin keyfi se¢ilmesi ile (3.2.1) sartini

saglayan bircok farkl1 dizi olusturulabilir. Ornek olarak
7,2,9,11,20,31,51, ...
-3,-5,-8,—13,-21, ...

1,8,9,17,26,43, 69, ...

yazilabilir.
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Dolayisiyla (3.2.1) Fo, Fy, Fy, ..., Fy, ... dizisini bir tek sekilde belirlemek igin yeterli
degildir. Bu nedenle (3.2.1) bagintisina bagka sartlar ilave edilmesi gerekir. O halde

(3.2.1) bagmtist kullanilarak dizinin biitiin terimlerinin hesaplanabilmesi igin dizinin

ilk iki teriminin bilinmesi gerekir.

F,, F, ve F, sayilarinin toplam1 olarak yeniden temsil edilebilir. F, i¢in belirlenen
degere F; ilave ederek F; degeri, F; igin belirlenen degere F, ilave ederek F, degeri, F,
icin belirlenen degere F; ilave ederek Fg degeri ve bu sekilde devam edilerek keyfi

olarak biiyiik indisli terimler hesaplanabilir.

Yukarida bahsedilen Fibonacci sayilarina iki adimli Fibonacci sayilari denir. Simdi bu

sayilarin bazi 6zellikleri asagidaki teoremler ile verilecektir.

Teorem 3.2.1:

1. F,, = E? + 2F,_,E,

2. Fyny1 = Fy + B}

3. Fpp = F1$+1 - Fr%—l

4. Fpy2Fn-1 = Fr%+1 - Fn2

S. 2(F1$+1 + F1$+2) = F,%+3 + Fn2
6. Fog+1Fons1 = F(2n+k+1) + Fr%—k

1. Fpy1Froq — Fn2 = (—1)n

0]}

. (_1)n—rP;2 = Fn2 — Fppr By
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9. (—D™Ein = FyFmyr + BpFrgg
10. Fovm = Fay1Fms1 — Fao1Fm—s
11.F, = B Fpy1-m + Fne1Foem
12. Fpom = FnFpy1 + FpoiFy

13. ByFry1 = FpoiFyp + (=D

(Vajda 1989; Renault 1996).

Teorem 3.2.2: Fy, F,, F,, ..., E, Fibonacci dizisi i¢gin

i.F0+F1+F2+"'+Fn :Fn+2_1
“ Fl +F3 +F5 + "'+F2n_1 = FZTL
“l FO +F2 +F4 + "'+F2n = F2n+1 - 1

iV.F; —F, + F3 — Fy + -+ ()" E, = (-D)"'F,_; + 1

yazilir (Giiltekin 1997).

FO = 0,F1 = 1,F2 = 11(;111
F3 = FZ +F1 +F0,F4_ = F3 +F2 +F1,...,Fn = Fn—l +F1’l—2 +F1’l—3

seklindeki sayilara ise 3-adimli Fibonacci sayilari denir.

Simdi 3-adimli Fibonacci sayilarinin bazi 6zelliklerini igeren teorem verilecektir.
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Teorem 3.2.3. Fy, F}, F5, ..., F,, ... ic adiml1 Fibonacci dizisi i¢in

i-Fo+F1+F2+---+Fn=L’2’n+1‘1)

i F, + Fy + Fg + - + Fy,_, = zntz—Fonen)

2

. Ffp+F,+F,+ -+ F,, = (an+1;an—1)

iV. F¢+ FE + Ff + -+ E2 = E,Fy 44
yazilir (Giiltekin 1997).

3.2.1. k-nacci dizileri

Tanim 3.2.1.1: j < k olsun. Sonlu bir G grubundaki k-nacci dizisi, verilen bir baglangi¢

kiimesi xg, X1, ..., Xj_1 i¢in her bir eleman

{xoxl e Xn_q , j<n<k
X, =
Xn—kXn—-k+1 = Xn-1 n=k

ile tanimlanan xo, X1, X3, X3, .., Xp, ... grup elemanlarmin bir dizisidir. x, Xy, ..., Xj_; ile
gerilen bir G grubunun k-nacci dizisi Fi (G ; xo, Xy, ..., xj_1) ile gdsterilir (Campbell

2003).

Tanim 3.2.1.2: Sonlu bir G grubunun her eleman: dizide goriilecek sekilde bir k-nacci

dizisi varsa bu sonlu G grubuna k-nacci dizilendirilebilir denir (Knox 1990).
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Ornegin; 7, ={0,1,2,3} i¢in (Z4, +) grubunun 3-nacci dizisi
0,1,1,2,3,1,0,1,...
seklinde olup grubun her elemani dizide mevcuttur. Dolayisiyla ( 4,, +) grubu 3-nacci

dizilendirilebilirdir.

Tamim 3.2.1.3: Belli bir noktadan sonra grup elemanlarinin dizisi sabit bir alt dizinin

tekrarindan olusuyorsa grup elemanlarinin dizisine periyodik denir (Knox 1990).

Tamim 3.2.1.4: Periyodik dizide tekrarlanan alt dizideki elemanlarin sayisina dizinin

periyodu denir (Knox 1990).

Ornegin;
a,b,c,d,e b,c,d,e,..

dizisi baglangi¢ elemani olan a elemanindan sonra periyodiktir ve periyodu 4 tiir.

Tamim 3.2.1.5: Diziyi, ilk k elemani tekrarlanan bir alt dizi olusturuyorsa diziye k
periyotlu basit periyodik dizi denir.

Ornegin;
a,b,cde f,ab,cde,f,..

dizisi 5 periyodu ile basit periyodiktir (Knox 1990).
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3.3. Fibonacci Uzunlugu

A ={ay,a,, ..., a,} olmak lizere sonlu olarak gerilmis bir G = (A) grubu i¢in Fibonacci

orbiti ve Fibonacci uzunlugu asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanmm 3.3.1: G, A = {a,y,a,, ..., a,} geren kiimesi ile sonlu olarak gerilmis bir grup
olsun. 4, (a4, a,,...,a,) sirali n-li olarak yazildiginda A geren kiimesine bagl G nin

Fibonacci orbiti
Xg = Q1,X1 = Ay, ..., Xpn_1 = Ay,

ve

n
Xn+i = | | Xitj+1 120

j=1

dizisidir ve F4(G) ile gosterilir (Campbell et al. 2006).
{xo, xl, ...,xj_l,x]' = xoxl ...x]'_l,x]'+1 = xOxl ...xj_lxj, ...,xk_l = xoxl ...xk_lxk_z}

geren kiimesine bagli G nin Fibonacci orbiti Fk(G; xo,xl,...,xj_l) dir. Ornegin

F, (G ; xg,x1) igin dizi
X0, X1, X2 = X9X1,X3 = XoX1X3 = XoX1X0X1, Xg = XgX1X2X3, X5 = X1X2X3Xy, ...
olur. Bu ise {x,, x4, x5, x5} kiimesine bagli G nin Fibonacci orbitidir.

Fi(G ; x0, %y, ..., xj_1) k-nacci dizisinin periyodu Py (G ; xo, Xy, ..., Xj—1 ) ile gosterilir.
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Tamm 3.3.2: A geren kiimesi ve G bir grup olmak tizere F,(G) periyodik ise dizinin
periyodunun minimum uzunluguna A geren kiimesine bagli G nin Fibonacci uzunlugu

denir ve LEN,(G) olarak yazilir.

F,(G) periyodik degilse G, A geren kiimesine bagli sonsuz Fibonacci uzunluguna

sahiptir.

Ornek 3.3.3: (a,b; a? b™ (ab)?) temsili ile tanimlanmis 2n. mertebeden olan D,

dihedral gruplarin Fibonacci uzunlugu 6 dir. Ger¢ekten

ab,

bab = a,
aba = b1,
ab™1,

b~ lab™! = q,

ab la = b,

olup
{a,b,ab,bY,ab %, a,b,..}
elde edilir. Dolayistyla LEN(, p)(D,) = 6 dur.
Teorem 3.3.4: G, (X|R) temsili ile tanimlanmig bir grup olsun. LENyx(G) = n ve H ayni

geren kiimesi {izerinde G nin bir boliim grubu ise LENy (H)|LENy(G) dir (Campbell et
al. 2006).
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3.4. m Modiiliine Gore Fibonacci Dizileri

E,, Fibonacci dizisinin n. elemanin1 géstermek tizere F, = 0, F; = 1 i¢in
F‘I’l+1 = FTl + Fn—l ) n= 1

dizisinin her E, eleman1 m modiiliine gore indirgenebilir.

Tanim 3.4.1: (F, (mod m)),-_ dizisinin periyodunun minimum uzunlugu k = k(m)

ile gosterilir ve Wall sayis1 olarak adlandirilir.

Ornek 3.4.2: m = 5 ise 5 in Wall sayis1 20 dir ve k(5) = 20 olarak yazilir. Asagidaki

cizelge kullanilarak bu goriilebilir.

Cizelge 3.1. Wall sayilar

n 123456789101112131415161718192021222324
FEbmod5(11230331404432022410112...

Tamsayilarda her bir eleman m modiiliine gore indirgendiginde elde edilen klasik
Fibonacci dizisi F, (Zm ; 0,1) olarak yazilir. Sonlu bir grubun Fibonacci dizisi, grup

elemanlarinin 2-nacci dizisi olarak adlandirilir.
Tamm 3.4.3: k(,p ) (m), her bir terim m modiiliine indirgendiginde Fy = a,F; = b
ve F, = c olmak lizere

E,=F_1+F,_,+F,_;

bagintist ile tanimlanan F, dizisinin minimal periyodunu gosterir (Campbell et al.

2006).
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Ornek 3.4.4: F, = 0, F; = 1 i¢cin E, dizisi
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233,377,610,987, 1597, ...

olarak yazilir.

E, dizisinin her bir eleman1 7 modiiliine gore indirgenirse F,(mod 7) dizisi
0,1123,51,6,06,6,5,4,2,6,1,0,1, ...
olarak elde edilir. Dolayisiyla k(7) = 16 dur.
Teorem 3.4.5: F,(mod m) dizileri basit periyodiktir (Wall 1960).
Ispat: F,(mod m) dizileri sonlu sayida m? ¢iftlerinden olustugundan elemanlar: tekrar
eder. Fibonacci dizisinin tanimindan
Fooq = Fpy — Fy
dir. Bu bagint1 kullanilarak
Fri1 = Fsqq
F; = F,(mod m)
olup
Fepn—F=Fs1 — F
Fry =Fs4

elde edilir. Buradan ayni oranda indisleri arttirarak veya azaltarak elde edilen dizinin

elemanlarinin ayni oldugu goriliir.
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Dolayistyla
Fro1-s42 = Fs—1-542
Frst1=F
ve
Fe1-s41 = Fs_1-541
Fi_s = F,
dir. Yani

Fooy = F g, Fioss1 =R P = Fy

dir. Boylece diziler basit periyodiktir.

Teorem 3.4.6: Eger m, m = [[p;® asal ¢arpanlamaya sahipse ve k;, F,(modp;°)
periyod uzunlugunu gosteriyorsa k, k; nin en kiigiik ortak kati olan lemlk;] ye esittir.

Yani k = lem[k;] dir (Wall 1960).

Ispat: “k;, F,(modp;%) periyodunun uzunlugudur” ifadesi E,(modp;%) dizilerinin
sadece ck; uzunlugundaki bloklardan sonra tekrar ettigini vurgular. “k, F,(mod m)
periyodunun uzunlugudur” ifadesi ise F,(modp;®) nin tim i degerleri i¢in k
terimlerinden sonra tekrar ettigini vurgular. Dolayisiyla k, i nin tiim degerleri i¢in ck;
seklindedir. Boyle sayilar F,(mod m) nin bir periyodunu verdigi i¢in k = lcm[k;]

esitligi elde edilir.

Teorem 3.4.7: E, = 0(mod m) terimleri basit bir aritmetik sira seklindedir. Yani
x =0,1,2,..ve d = d(m)olan bazi pozitif tamsayilar i¢in n = xd tim F, = 0(mod m)

terimlerini saglar (Wall 1960).
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Ispat: i>j olmak iizere (E,Fn,41) =1 ve Fy . =F, 1 F+FE,F._; bilinen

bagntilarindan F; = 0(mod m) ve F; = 0(mod m)’den
Fiyj = 0(mod m) ve F;_; = 0(mod m)
elde edilir. goriilebilir. Ilk olarak n = i ve t = j diizeni icin
E, = 0(mod m)
F; = 0(mod m)

olur.

F; = 0(mod m) ve F; = 0(mod m) kullanilarak
Foye = Fpy1Fe + ByFegq
Fiyj = Fip1F + FFj
Fiyj = 0(modm)

elde edilir. Daha sonra n+t =i ve n = j diizeni i¢in F; = 0(mod m) kullanilarak

t =i —j alinirsa
Fi = Fpyt
= Fpp1Fy + ByFey
= Fpy1Fe + FiFe 4
= Fp1Fe
elde edilir. F; = 0(mod m) oldugundan
F,;1F; = 0(mod m)

dir.



30

(E,, F41) = 1 ve E, = 0(mod m) bagintilarindan
F, = F;_j = 0(mod m)

ikinci bagimtit elde edilir. Dolayisiyla n degeri n = xd seklindeki gibi bir modiiliin
negatif olmayan terimlerin icerigi ile ilgilidir. Teorem 3.4.5 e gore sonug F;, in sadece
E, = 0(mod m) olmadigmm1 ayrica d > 0 oldugunu gosterir ve teoremin ispati
tamamlanir. Yani n = xd, F, = 0(mod m)igin d > 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla

arada belli bir artis olacak ve x = 0,1,2, ... i¢in n ler dizide bulunacaktir.

Ayrica d|k oldugu belirtilmelidir. d < k ile birgcok m degeri bulunabilir (Wall 1960).

Simdi k(m) nin bilinen baz1 6zellikleri Teoremler ve 6rnekleri ile birlikte verilecektir.

Teorem 3.4.8: m > 2 ise k(m) ift sayidir (Wall 1960).

Ornegin m = 2 igin
0,1,1,0,1,..
olup k(2) = 3 tiir. m = 3 i¢in
0,11,20,2,2,10,1,..
olup k(3) = 8 dir. Benzer sekilde devam edilerek k(5) = 20, k(6) = 24, k(29) = 14,

k(307) = 88 oldugu goriiliir.

Teorem 3.4.9: Eger k(p?) # k(p) ise k(p®) = p®~1k(p) dir. Ayrica t, k(p?) = k(p)
esitligini saglayan en biiyiik tamsayi ise e > t olmak iizere k(p¢) = p¢tk(p) dir (Wall
1960).
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Omegin p = 2 icin k(22) = k(4) = 6 ve k(2) = 3 dir. Dolayisiyla

k(22) # k(2)

olup

k(2%) = 227k (2)

olur.

Teorem 3.4.10: m =p = 10x + 1 ise k(p)|(p — 1) dir (Wall 1960).

Ormnegin; x = 3 icin p = 29 ya da p = 31 olup icin k(29) = 14 ve k(31) = 30 dur.

Buradan

k(29)|28
14|28
ve
k(31)|30
30|30
olur.

Lemma 3.4.11: x2 = x + 1 (mod p) denkligi sadece p =5 oldugunda c¢ift koke
sahiptir (Wall 1960).

Teorem 3.4.12: m = p = 10x £+ 3 ise k(p)|(2p + 2) dir (Wall 1960).
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Simdi sonlu gruplarda k-nacci dizisinin periyoduna iliskin teoremler verilecektir.

Tamm 3.4.13: Bir G grubu i eleman: ile gerilmis ise bu gruba i-gerenli grup denir
(Knox 1990).

Teorem 3.4.14: G, a ve b gerenleri ile 2-gerenli bir grup olsun. G grubunun birim
elemanm F,(G ;a,b) veya F,(G ; b,a) dizilerinde goriiliirse bu durumda G abelyendir
(Knox 1990).

Ispat: Genelligi bozmadan F,(G ; a, b) dizisini goz 6niine alalim. n € N olmak iizere e
nin (G grubunu birim elemanin) bu Fibonacci dizisinin (n + 1). eleman1 oldugunu kabul

edelim. Dizinin n. eleman1 grubun herhangi bir elemani olabilir. Boylece bir

dizisi elde edilir. Burada s nin &niindeki eleman nedir? s~! yalnizca (n — 1). eleman
olarak taniml diziyi saglayabilirdi. Benzer sekilde s? , (n — 2). eleman ve s3 ise

(n — 3). eleman olarak dizi periyodunda olmak zorundadir. Buradan

dizisi olusur. Bu elemanlar u; = u;_; + u;_, bagmtisina denk olan u;_, = —u;_; + u;
bagintisi kullanilarak olusturulmus kuvvetlere sahip oldugundan degisik isaretleri olan s
nin kuvvetlerinde var olan tamsayilarin Fibonacci dizisi bulunur. Boylece grubun

Fibonacci dizisi asagidaki iki sekilden birine sahiptir.

I. n tek dogal say1 ise dizi
sin g7Un-1 gUn-2 o5 ¢

dir.
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Bu durumda
s¥n = q,s7Un-1 = p
elde edilir. Buradan
sin-1 = p~1
sin-2 = gp
dir.
shn-1gUn-2 — gUn-1*tUn-—2 — gln

oldugu i¢in b~tab = a veya ab = ba elde edilir. Bdylece grup abelyendir.

ii. n ¢ift dogal say1 ise dizi
sTUn gUn-1 g7Un-2 5 ¢73 g2 g1 ¢l o

dir. Bu durumda

sT¥n =q

s¥n-1 = p
elde edilir. Buradan
sTUn-1 = p~1
sTUn-2 = gp
dir.
s Un-1g~Un-2 — S—(un_1+un_2) = g Un

oldugu i¢in b~tab = a veya ab = ba elde edilir. Bdylece grup abelyendir.
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Teorem 3.4.14 {in tersi saglanmaz. Gergekten de

A={a,b|a’=b?=e,ba=ab)

abelyen grubu g6z 6niine alinirsa bu grubun Fibonacci dizileri;

a,b,ab,a,a’b,a®b,a® a®b,a*b,a® a’b,ab,ad, b,
a8h,a® a’b,ah,a* ab,a’h,a’, a*b,ab,a,b,ab, ...
ve
b,a,ab,a?b, a3, a’b,a®b,a* a®b,a’b,a,a®h, b, ad,

a8h,a’b,a®, a*b,ab, a®,ah,a?b,ad, ab,b,a,ab, ...

seklindedir. Burada grubun elemanlar1 olan e, a® ve a’ elemanlar1 her iki dizide de

gorunmez.

Teorem 3.4.15: 2-nacci dizilendirilebilen grup devirlidir (Knox 1990).

Ispat: G , 2-nacci dizilendirilebilen bir grup olsun. Bu durumda G, ya 1-gerenli ya da 2-
gerenlidir. Eger G, 2-gerenli ise bu durumda e, G nin 2-nacci dizisinde goriildiigii igin
Teorem 3.4.14 {in ispatindaki gibi bir s € G terimlerinden bir dizi olusur. Eger G nin her
eleman1 2-nacci dizisinde goriiliirse bu durumda G nin biitiin elemanlar1 s gibi tek bir

eleman ile temsil edilebilir. Boylece G, 1-gerenli ya da devirlidir.

Genelikle k > 3 i¢in k-nacci dizilendirilebilen gruplar abelyen degildir (Knox 1990).
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3.4.1. m Modiiliine gore k-adim Fibonacci dizileri

Tanmmm 3.4.1.1: n > k olmak {iizere k -adim Fibonacci dizisinin n. terimi n(k) ile

gosterilir ve

k k
£ =3k £ (3.4.1.1)
olarak tamimlanir. Burada 1 <i <k igin fi(k) =0 ve fk(k) =1 dir. fl.(k’m) =

fi(k) (mod m) olmak tizere bu diziyi m modiiliine indirgeyerek

k, k, k,
fk,m) = (£, fem, | pkm )y

seklinde tekrar eden bir dizi elde edilebilir. Buradan

f(k, m) — (fl(k,m), Z(R,m), " k(k,m)) — (0'0' ’1)
elde edilir. Bu ise (3.4.1.1) bagntisi ile aymdir (Lii and Wang 2007).
Teorem 3.4.1.2: f(k,m) periyodik bir dizidir (Lii and Wang 2007).

Ispat: S, = {(aj,az, ...,ax) : 0 < a; <m—1}olsun. |S,| = m* olup sonludur. Yani

(kkm) _ p(km) (k,m) (k,m)

u+1  — Jv+1 2 Ju+k v+k

olacak sekilde u > 0 i¢in v > u sayis1 vardir.
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Tanim 3.4.1.1 den,

(k) 2 (k)
n+k n+]

olup
k-1
(k) (k) (k)
f _fn+k Efn+]
j=1
dir. Buradan
k, k, k k k k, k k,
fu( m) =fv( m) f( m) _ f( ;m) f( m) _ 1](_Zm)'___ (ksm) _ fv( JrJlr)z
ve

f(k m) _ c(km)

v-—u+l
elde edilir. Bu ise f(k, m) dizisinin periyodik bir dizi oldugunu gosterir.

hi,(m) ile f(k,m) nin en kiigiik periodu gosterilir. f(k, m) nin periodu ya da m
modiiliine gore k-adim Fibonacci dizisinin Wall sayisi diye adlandirilir (Lii and Wang

2007).

Ornek 3.4.1.3: k = 4 adim igin
s(4,3) =(0,0,0,1,1,2,1,2,0,2,2,0,1,2,2,2,1,1,0,1,0,2,0,0,2,1,0,0,0,1, ...)

dizisi ele alinirsa her 26 terimde bir baslangic elemanlariyla tekrar eder. Dolayisiyla

h,(3) = 26 dir.
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p; farkli asal sayilar, e; pozitif tamsayilar olmak iizere, m = [[}_,p;% (t = 1) ise bu

durumda hy, (m), hy(p;%)’lerin en kiigiik ortak katidir (Lii and Wang 2007).

p = k bir asal say1 ise by (p) |p* — p’ olacak sekilde 0 < i < k — 1 saglayan bir i say1si
vardir (Li and Wang 2007).

Asagidaki tablolar ile bu sayilart dogrulayan bazi 6rnekler verilmistir.



Cizelge 3.2. 3-adim Fibonacci dizisinin Wall sayis1
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hs(p) Sonug

5 31 hs(p)Ip® — 1
13 168 hs(p)Ip® — p*
23 553 hs(p)|p® -1
67 1519 hs(p)Ip® -1
107 1272 hs(p)Ip® —p
179 32221 hs () Ip? — 1
241 29040 hs()Ip® —p
389 151711 hy (D) Ip? — 1
557 103416 by (0)Ip? — p
839 704761 ha(p)|p® — 1
881 777043 hs()|p3—1
971 943813 ha(p)lp® — 1
1033 1067088 hs(p)Ip® —p
1103 1217713 hs(p)|p® — 1
1301 1693903 hs(p)Ip® —p
1447 2093808 hs(@)|p3 —p
1759 3094080 hs(p)Ip® —p
2851 8128200 ha () p® — p
3347 11205757 hy (D) |p? — 1
13367 7444862 hs(0)|p® = p
15791 10389820 ha(0)Ip? — p
18047 169324

hs(p)Ip® —p




Cizelge 3.4. 4-adim Fibonacci dizisinin Wall sayist
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h4(p) Sonug

5 312 ha()Ip* — 1
11 120 hy(p)Ip* — p?
13 84 ha(p)Ip* — p?
19 6858 ha(@)Ip* —p
29 280 ha(0)Ip* — p?
37 1368 hy(p)|p* — p?
41 240 ha(p)Ip* — p?
67 100254 ha(p)lp* = p
83 1157520 ha () lp* — 1
151 533216 ha () lp* — 1
211 9393930 h @) lp* = p
433 23248760 ha()lp* — 1
907 822648 ha(p)|p* — p?
1277 1630728 ha () |p* = p?
1579 623310 ha(p)Ip* — p?
1973 1946364 ha(p)Ip* — p?
2593 1680912 hy(p)|p* — p?
2749 7557000 hs(p)Ip* — p?
3079 4740120 hs(p)|p* — p?
3331 396270 hy(p)|p* — p?
3581 3205830 ha()Ip* — p?
3733 2322548 hs(@)Ip* - p?
3823 3822 ha(0)[p* — p?
4019 8076180 ha(p)|p* — p°
4253 6029336

hy(p)Ip* — p*




Cizelge 3.5. 5-adim Fibonacci dizisinin Wall sayis1
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hs(p) Sonug

5 781 hs(p)Ip® -1
. 2301 hs(p)Ip® — 1
11 16105 hs()Ip® ~ 1
19 13032 hs (P)|P5 -p
31 190861 hs(p)Ip® -1
41 2896405 hs(p)Ip® — 1
53 8042221 hs(p)Ip® — 1
79 39449441 hs(p)Ip® — 1
89 3690720 hs(p)Ip® —p
163 176477940 hs(p)|p® —p
283 20022 hs(p)|p° — p°
419 35812 hs(p)Ip® — p*
503 127263526 hs (p)|p5 — p?
683 159305993 hs(p)Ip® — p?
823 677328 hs(p)Ip® — p*
1259 317016 hs(p)Ip® — p*
1709 1460340 hs(p)Ip® — p*
2287 50292 hs(p)Ip® — p°
2549 6497400 hs(p)Ip® — p*
2957 8743848 hs(p)|p® — p?
3163 3162 hs(p)Ip® — p*
3541 12538680 hs () |p® — p?
3929 15437040 hs(p)|p® — p3
4159 17297280

hs(p)Ip® — p?
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3.5. Halkalarda Fibonacci Dizileri

Tamim 3.5.1: R birim elemanl bir halka olmak tizere {M,}, R nin elemanlarinin dizisi
olsun. My, M;, A, ve A; ise R nin keyfi elemanlar1 olmak fiizere {M,} dizisinin

elemanlar sirasiyla

MTL+2 = Aan+1 + AOMTI. n 2 O (351)

bagintisi ile tanimlanir (Decarli 1970).

Tanmmm 3.5.2: {F,} dizisi (3.5.1) bagmtisinin 6zel hali olsun. Fy, = 0 halkanin sifiri,
F; = 1 halkanim birim elemani, A, ve A; ise R halkasinn keyfi elemanlar1 olmak iizere

{E,} dizisinin elemanlar1 sirasiyla

Foiz = A1Fnyq + Aok, n=0

bagintisi ile tanimlanir (Decarli 1970).

Teorem 3.5.3:

Foy2 = A1Fpiq + Aok
ise

Foy2 = Fup1dy + B4y

dir (Decarli 1970).
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Ispat: Ispat1 timevarim yontemini kullanarak yapalim. n > 0 igin
Friz = A1Fpyq + Aoy
ise

Fnyo = FriAy + B Ay

oldugunu gosterelim. ilk olarak n = 0 i¢in

F, = AyF, + AyF,
dir. Buradan
F, = AyF, + AyF,
=A;1+ 4,0
=14, + 04,
= F A, + FyA,

olup

Fz = F1A1 + FOAO

dir. n = k i¢in dogru yani,
Frva = A1Fsq + AoFy
ise

Fryo = Frp141 + FAg

oldugunu kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
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Buradan
Frr142 = A1Frq141 + AoFita

Frys = A1Fgyo + AgFiqq

olup

Fry3 = Fiy241 + Fri14o

oldugunu gostermeliyiz.

Kabuliimizden

Frvs = A1Fiq2 + AoFitq
= A1 (A1Fieq1 + AoFy) + Ag(A1Fy + AgFr—1)
= Ay (Fi4141 + FAo) + Ao(FiAy + Fie140)
= Ay (Fiey141) + A1 (FAo) + Ag(FrAy) + Ag(Fi_14)
= (A1Fi+1) A1 + (A1F)Ap + (AoFi)Ar + (AoFi-1)4Ag
= (A1Fi41)A1 + (AgFi) Ay + (A1 Fi)Ag + (ApFr_1) 4o
= (A1F1 + AoFi) AL + (A1 Fy + AoFr—1) Ao

= Fry241 + Fry14o

elde edilir.
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Dolaysiyla

Friz = AyFiqo + AgFin
ise

Fry3 = Fiy241 + Fri14o
dir.

Tanim 3.5.2 den F, 5, Fy 43, Frya V€ Fyys asagidaki gibi yazilabilir.
Friz = A1Fp4q + Aok,
Friz = A1Fnyp + AoFpia
= A1 (A1Fpi1 + AoF) + AoFnsa
= A{Fy41 + A1AoE, + AgFriq
Fova = A1Fny3 + AoFnys
= Ay (A Fpy1 + AtAgFy + AgFryq) + Ag(ArFryy + AoF)
= AJFpiq + ATAGE, + A1AgFniq + AgAiFryq + ARE,
Fovs = A1Fnia + AoFnys

= A1 (A3F 41 + A3AF, + A1AgFpi1 + AgA1Foyy + A3E) + Ag(AfFpiq +
A1 AgF, + AgFyiq)

= A‘1}Fn+1 + AiAan + A%AOFn+1 + A1AgA1Fpyq + A1A8Fn + AOA%Fn+1 +
AoA1AgFy + AfFnis

yazilabilir. Benzer sekilde k > 6 i¢in F, ., F,, Ve F, 1 e bagh olarak ifade edilebilir.
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Ornek 3.5.4: p asal say1r olmak iizere a ve b elemanlar ile gerilen 9. mertebeden

birimli halka

G={ab|3a=3b=0,a2=0,b>=b,ab=a,ba=a )

olsun (Fine 1993).

Simdi Tanim 3.5.2 i kullanarak Omek 3.5.4 de verilen 9. mertebeden halkanin
Fibonacci dizisini yazalim. Fy = 0, F; = 1 olmak iizere Ay = ave A; = b i¢in

Foyz = A1Fpq + AoF,

bagintis1 kullanilirsa halkanin Fibonacci dizisi

Fy =0,

F =1,

F, =bl+a0
= b,

F3; =bb + al
=b’+a
=b+a

F,=b(b+a)+ab
= b% + ba + ab
=b+a+a
=b+ 2a

Fe =b(b+2a)+alb+a)
=b(b+a+a)+ab+a?
=b?+ba+ba+a+0
=b+a+a+a
=b+ 3a
=b
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Fg¢ =bb+ a(b + 2a)
=b?+alb+a+a)
=b+ab + a® + a®
=b+a+0+0
=b+a

dir. Buradan
0,1,b,b+ab+2ab,b+a,..
seklindedir. Dolayisiyla
{F,}={0,1,b,b+a,b+ 2a,b,b+a,..

dir.

Sonug 3.5.5:
I Fpy1Fpoq — Bf = Fp_1AgFnoq — FyAoFps

i, Fp_1Fogq = BY = Foo1AoFp_1 — FapAoFy n=1

(Decarli 1970).

Ispat: i. Teorem 3.5.3 den
B, =A1Fp_ 1+ AoFn;
Foy = B AL + F_q4

dir.
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Buradan
Fpy1Fnoq — Fn2 = (FnAl + Fn—lAO)Fn—l - Fn(Aan—l + Aan—z)
= B A1 Fyq + Fp_1AoFr—1 — B A Fy — B AoFy

= Fp_1AoFp—1 — B AoF,—;

olup istenilen elde edilir.

ii. Teorem 3.5.3 den
Fpny1 = AR+ AgFy g

E, = Fp_141 + F_34,

dir. Buradan
Fp_1Fpi1 — B2 = Fy_1(A1Fy + AgFn_1) — (Foo144 + Fy_2A0)F,
= Fp 1A By + Fy_ Aok — Fp 1 A1E, — Fp_ 3 AgE,

= Fp_1AoFh—1 — Fu2AoE,

olup istenilen elde edilir.

{M,} dizisi ve bu dizinin 6zel hali olan {F,} dizisi arasindaki iliskileri asagidaki gibi
verebiliriz.
Teorem 3.5.6:

Mpyr = BEAMp—q + FrpaMy n=z1rz=0

(Decarli 1970).
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Sonug 3.5.7:

Mn = Fan + Fn—lAOMO n 2 1

(Decarli 1970).

Ispat: Teorem 3.5.6 dan n > 1,r > 0 olmak iizere

My r = EAMy_q + Frp 1My

dir. Burada n ile r yer degistirirse

Myin = FAoMy—1 + Fppa My

elde edilir. n yerine n — 1 alinip r = 1 olarak segilirse

Myipn_q = Fp_1AoMy_q + F_144 M,
Myin-1 = Fpo1AoMi1 + My
M, = F_14A¢M, + F, M,

M, = E,M; + F,_1AoM,

elde edilir. Teorem 3.5.6 dan {E, } dizisi

Foyr = BEAoF -1 + Fria By n=1

dir.

(3.5.2)
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(3.5.2) bagintisinda n yerine n 4+ 1 ve r yerine n alinirsa

Fov1er = BEAoFp11-1 + FrpaFpia
Foyion = B AoF, + Fpny1Faga

Fony1 = BAGE, + Fr%+1

elde edilir.

Teorem 3.5.8:

FoFnir — Fnorbn = BB AoFn—1 — F 1 AoB By nz1r=>1

(Decarli 1970).

Ispat: (3.5.2) bagintisindan n > 1 igin
Foyr = FAgFy 1 + FriaFy
oldugunu biliyoruz. Burada n yerine r + 1 ve r yerine n — 1 alinirsa
Forr = B AF 1 + Frin By
= Fp140Fri1-1 + Fro141Fria
= Fn140F + FyFrpa
olup
Forr = Fuo140F + FyFryq (3.5.3)

elde edilir.
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Halkanin ¢arpma isleminin birlesme 6zelligi, (3.5.2) ve (3.5.3) bagintilar1 kullanilirsa

Fn(Fr+1Fn) = (FnFr+1)Fn

Fn(Fr+1Fn + FAoFn-1 — E‘AOFn—l) = (FnFr+1 + Fh14oF — Fn—lAOP;”)Fn

Fn (FrAOFn—l - Fr+1Fn - E‘AOFn—1> = (FnFr+1 + Fn—lAOFr - Fn—1A0Fr> Fn

Fnir Fnyr

Fy(Fyr — BAGF_1) = (Fpyr — Fao1AoB)Fy
FoFnir — BuBAoFn—1 = Fpyr By — Fn 1 AgFB By
FaFnir — Fnorbn = BB AoFn—1 — F1AoB By
olup istenilen elde edilir.
3.6. Fibonacci Polinomlari

Polinomlar, Fibonacci dizileri gibi bagmtilar ile tanimlanabilir. 1883 yilinda F;(x) = 1

ve F,(x) = x olmak iizere
Fr(x) = xFp_q (%) + F(x), n=3

bagintisi ile taninlanan polinomlar Belgikali matematikg¢ilerden Eugene Charles Catalan
ve Alman matematik¢ilerden E. Jacobsthal tarafindan Fibonacci polinomlar1 olarak

adlandirild.



o1

Daha sonra Jacobsthal ¢alistig1 Fibonacci polinomlarini, J; (x) = J,(x) = 1 olmak lizere

]n(x) :]n—l(x) + x]n—Z(x)’ n=3

bagintisi ile tanimladi. P.F.Byrd ise ¢y(x) = 0, ¢,(x) = 1 olmak lizere

(Pn(X) = Zx(pn—l(x) + Pn—2 (x), nz=2

bagmtisi ile tanimladi. 1970 yilinda Bicknell ¢alistigi L, (x) Lucas polinomlarini,

Lo(x) = 2, L;(x) = x olmak iizere

Ly(x) = xLp_1(x) + Lp_»(x), n=2

bagintisi ile tanimladi (Nalli and Haukkanen 2009).

Tamm 3.6.1: Fibonacci polinomlari

0 , n=0
F(x) =1 1 , n=1
an—l(x) + Fn—Z(x) , nz2

ile tanimlanir (Hoggatt and Bicknell 1973).

[k 7 Fibonacci polinomu ve katsayilar1 asagida verilmistir.
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Fibonacci Polinomlar1 Katsayilar

Fo(x) =0 0

Fi(x)=1 1

F,(x) =x 1

F(x)=x%+1 1 1

F(x) =x3+ 2x 1 2

Fs(x) =x*+3x%+1 1 3 1

Fo(x) = x° + 4x3 + 3x 1 4 3

F(x) = x®+5x* + 6x%2 +1 1 5 6 1

E,(x)™, E,(x) polinomunun her bir teriminin derece ve katsayisinin m modiiliine gore

indirgenmis hali olmak tizere F,(x)™ polinomlari

{F, ()™} = {Fo()™, FL ()™, .., B ()™, ...}

seklinde tekrar eden bir dizi olusturur. Yani bu dizi Fibonacci polinomlarmin her bir

teriminin derecesi ve katsayis1 m modiiliine gore indirgenerek elde edilen dizidir.

{E,(x)™} dizisinin periyodu hE,(x)™ ile gosterilecektir.

Ornek 3.6.2: m = 2 icin {F,(x)™} dizisinin periyodunu bulalim. Tanim 3.6.1’den
Fy(x)? = 0, F;(x)? = 1 olmak iizere n > 2 i¢in

Fn(x)z = an—l(x)z + Fn—z(x)z

bagintisi kullanilirsa
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Fo(x)z =0,
F1(x)2 =1,
Fz(x)z =X,

F(x)?=x*+1=x"+1=2=0,
F,(x)? = 0x + x = x,
F-(x)?=x2+0=x"+0=1,
Feg(x)?’=x+x=2x=0,
F,(x)?=0x+1=1
olup
{E,(x)?} ={0,1,x,0,x,1,0,1}

dir. Dolayisiyla dizinin periyodu 6 dir. Yani hE,(x)? = 6 dur.
Fibonacci polinomlari i¢in

Fre1(x) = xE,(x) + Fy—1 (%)
seklindeki bagmtinin karakteristik denklemi
r2—xr—1=0
dir. Karakteristik denklemin kokleri

x+Vx2+4 x—Vx2+4
= ’r2:
2 2

4]

seklindedir (Falcon and Plaza 2009).
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E,(x) polinomunun derecesi n > 1 igin n — 1 dir. Fibonacci polinomlar1 ve Fibonacci
sayilar1 arasinda n > 1 olmak iizere E,(1) = E, iliskisi vardir. Ornegin; Fg(1) = Fy

seklindedir. Ayrica F;(2) = 1 ve F,(2) = 2 ve n = 3 olmak iizere
Fn(z) =2F,_,1(2) + Fn—Z(Z)

dir. Bu bagintidan elde edilen sayilar
P, = F,(2)

bigimindeki Pell sayilaridir. Pell sayilar 1,2, 5,12, 29, ... seklindedir (Falcon and Plaza
2009).

Tanmm 3.6.3: Fy(x) = 0 olmak tizere
Fp(x) = (=D)™'F(x)

ile tanimlanan polinomlara negatif indisli Fibonacci polinomlar1 denir (Falcon and Plaza

2009).
. _Ix 1 ..
Teorem3.6.4:n€Z ve Q(x) = [1 0] olmak iizere

Frya(x)  Fy(x)

PO Ew FG

dir (Falcon and Plaza 2009).
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Ispat: Ispat1 timevarim yontemini kullanarak yapalim Yani her n dogal sayisi igin

Fn+1(x) Fn(x)

CO=Ew  FaG

oldugunu gésterelim. iddianin n = 1 igin

_ [0 Fi(x) _[alc é]=Q(x)

=R Rl T

seklinde olup dogru oldugu goriiliir. Iddianin n i¢in dogru yani,

Frii(x)  Fy(x)

PO=Ew  FaG

oldugunu kabul edelim ve n + 1 igin dogru oldugunu gosterelim Buradan

Fop1(x)  F(x) ”Fz(x) Fy(x)

Q"()Q(x) = F,(x)  Fo1()IIF,(x) Fy(x)

_ Fn+1(x)x + Fn(x) Fn+1(x)
TR G)x + Fog () F(x)

_ Fra(x)  Fpp(x)

" E® |= 0w

bulunur ki bu da iddianin n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Benzer olarak n € N i¢in

F—n+1(x) F—n(x)

PO E 0 P

oldugu ispatlanabilir.
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Simdi Fibonacci polinomlarinin bazi 6zellikleri teoremlerle verilecektir.

Teorem 3.6.5: (Cassini veya Simon o6zelligi): V n € Z i¢in

Fre1(0)Fp 1 (0) = B (x) = (-1)"
dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Q(x) = [916 (1)] igin

Fop1(x)  F(x)

PO Ew Fa(

olmak tizere bu matrislerin determinantlar1 alinirsa

detQ(x) = —1 ve detQ™(x) = (=D

elde edilir. Buradan
Fr1 () Fp 1 (x) = B2 (x) = (="

oldugu gortiliir.
Teorem 3.6.6: (Catalan 6zelligi) V n,r € Zven > r igin

Fn—r(x)Fn+r(x) - Fnz(x) = (_1)n—r—1E2(x)

dir (Falcon and Plaza 2009).
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Sonug 3.6.7: Catalan 6zelliginden;

i.r = 1 alinirsa

Fr1 () Fp 1 (x) = B2 (x) = (-D)"

seklindeki Cassini (Simon) 6zelligi elde edilir.

Ii. nyerine 4n ve r yerine 2n alinirsa

Fon () [Fn (x) + Fen(0)] = Fyn” (%)
elde edilir.

iii. nyerine 2n + r alinirsa

FZn(x)F2n+2r(x) + E’Z(x) = F22n+r(x)

elde edilir. x = 1 ise F,(x) = E, olur ki buradan F; (1) = F,(1) = 1 olur ve

{FZn' F2n+2' F2n+4' 4'FZn+1F2n+2F2n+3}

kiimesi bir Diophantine dortliisiidiir (Falcon and Plaza 2009). Yani bu kiimeden alinan

herhangi iki elemanin garpiminin bir fazlasi tam karedir. Ornegin;

Fopboniy +1 = F22n+1

FopFonia+1= F22n+2

Fon4Foni1Foni2Fonss + 1 = 2Foni1Fonis — 1)?

Foni2Fonsa +1=Ff 3
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Fans24Foni1Foni2Fonss + 1= (Fini, + 12
Fonta4Foni1FoniaFongs + 1= 2Fpp40Fon3 + 1)7
dir.
Teorem 3.6.8: (Honsberger Formiilii)) V m,n € Z i¢in
Fnan (%) = Fn (X)) Fp1(%) + Fipog (0 F, (%)
dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Fibonacci polinomlarmin matris gosterimi dikkate almarak Q™™ (x) matrisi

m+n _ Frin+1(x)  Fppyn(x)
¢ e Fran()  Frin-1(x) 361

seklinde olur. Diger taraftan
QMM (x) = QM(x)Q™(x)

— Fm+1(x) Fm(x) ] [Fn+1(x) Fn(x)
Fm(x) Fm—l(x) Fn(x) Fn—l(x)

_ Fm+1(x)Fn+1(x) + Fm(x)Fn(x) Fm+1(x)Fn(x) + Fm(x)Fn—l(x)

= Fm(x)Fn+1(x) + Fm—l(x)Fn(x) Fm(x)Fn(x) + Fm—l(x)Fn_l(x) (362)

dir.
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(3.6.1) ve (3.6.2) esit oldugundan
Finn (%) = Fn () Fniq (X) + Fpoa (0) Fy ()
sonucu elde edilir.
Teorem 3.6.9: Vm,n € Z icin
(=D)"Fn—n(x) = Fpn () Fp1 (x) = Fipoq (0O F ()
dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Fibonacci polinomlarmin matris gosterimi dikkate almarak Q™ ™(x) matrisi

m-n _ Fm—n+ (X) Fm—n(x)
"W =BT Ry () (363)

seklinde olup

Q"M (x) = QM(x)Q T (x)

[ ) (o) )
Fn(x) Fr_1 1L Fop () F_p_1(x)

_ [Frar() Bp() J[D"Feq () (DR, (x)
Fn(®)  Fa CIL=D™ R () (=1 Foya ()

[Fn1 (@) Ep(x) 1[Fa-1(x) —FE(x) .
| Ea(x) Fm_l(x)][— ° (%) Fn+1(x)] -1
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Fm+1(x)Fn—1(x) - Fm(x)Fn(x) Fm(x)Fn+1(x) - Fm+1(x)Fn(x)

=07 Fn(0)Freq (%) = Fp o1 () Fy (%) Frpmq () Frp 1 () — Fp () B (%)

(3.6.4)

yazilir. (3.6.3) ile (3.6.4) esit oldugundan

(_1)nFm—n(x) = Fm(x)Fn—l(x) - Fm—l(x)Fn(x)

elde edilir.

Sonu¢ 3.6.10: V m € Z i¢in Honsberger formiiliinde;

i.n =m—1 alimirsa

Fym-1(x) = sz(x) + Fm—12(x)

ii.n = m alimrsa

FZm(x) = Fm(x) [Fm+1(x) + Fm—l(x)]

dir (Falcon and Plaza 2009).

Teorem 3.6.11: Vm € Zigin

Fm+12(x) - Fm—lz(x)
X

FZm(x) =

dir (Falcon and Plaza 2009).
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Teorem 3.6.12: Vn,m € Z igin

EBOB[E,(x), E,(x)] = Fgpopmmn] (x)

dir (Falcon and Plaza 2009).

Teorem 3.6.13: (Genel Bilineer Formiil) a,b,c,d,r € Zve a + b = ¢ + d olsun. Bu
takdirde

Fy () Fy (x) = Fe () Fa(x) = (=1)" (Faer () Fpy (%) = Foey () Fy— (x))

dir (Falcon and Plaza 2009).

Teorem 3.6.14: (d’Ocagne ozelligi) n < m tamsayilari i¢in

Fn+1(x)Fm(x) - Fn(x)Fm+1(x) = (_1)n_1Fm—n(x)

dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: Teorem 3.6.13 de verilen Genel Bilineer formiilii olan

Fa(0)Fy () = Fe () Fa(x) = (=1)" (Far () Fpr (%) = Feey () Fy 1 (x))

bagmtida a=n+1,b=m,c=n,d=m+ 1ver =n — 1 alinirsa

Fn+1(x)Fm(x) - Fn(x)Fm+1(x) = (_1)n_1Fm—n(x)

bagintis1 kolaylikla goriilebilir.
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3.6.1. Fibonacci Polinomlar: I¢in Binet Formiilii

Herhangi bir k -Fibonacci sayisi kendinden Onceki terimler bilinmeden de elde
edilebilirdi. Benzer sekilde herhangi bir Fibonacci polinomu da kendinden o6nceki

polinomlar bilinmeksizin elde edilebilmektedir. Bu durum asagidaki teoremde

verilmistir.
V2 —\/x2
Teorem 3.6.1.1: (Binet Formiilii) r; = s ;C i Ty = z ;C *% Ve n € Z olmak lizere,
n. Fibonacci polinomu
rit—r"
E(x) = ——— (3.6.1.1)
r{ — I

dir (Falcon and Plaza 2009).

Ispat: r; —r, = Vx2 + 4 oldugu kullanarak V n € N igin

n_rzn

I
AT

oldugunu tiimevarmm ile gosterelim. Iddia n = 1 igin

Iy —I;
F. = =1
1(x) —
olup dogrudur. Iddia n i¢in dogru, yani
rln - an
F(x) =——
I —nr

olsun.
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Iddianin n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Fibonacci polinomlarinin tanimindan

Fry1(x) = xEF, (%) + F_q1 ()

yazilir. Bu bagmtinda F,(x) ve F,_;(x) degerleri yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

Frp1(x) = xE(x) + Fmq(x)

ry—r," I.1n—1_r2n—1
=Xx +
r;—rp r;—rp

rln—rz

x( n) + (rln—l_r n—1)
~ e Nrzzw

— 1 n n n—-1 n—-1
——m(xrl —xr,"+1; —r," 1)

_1[
T VxZ+a

r;" 11+ xry) =, (1 + xry)]

1 l(x+\/x2+4>n_1 (1 n x2+x\/x2+4> _ (x— x2+4)n—1 (1 n x%—x x2+4>l

T VxZ+a 2 2 2 2

B 1 <x+\/x2+4>n 2 24+ x>+ xVx2+4
x? 4+ 4 2 x +VxZ+4 2
1 x—\/x2+4)n 2 2+x2—xVxZ+4
Vx2 + 4 2 x+VxZ +4 2
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1 <x+\/x2+4>n<2+x2+x\/x2+4>
Vx? + 4 2 x2 + 4+ xVx? + 4

(x—\/x2+4>n<2+x2—x\/x2+4>
2 x2 4+ 4+ xVx? + 4

2+x2+xVx2+4> <2+x2—x x2+4

bulunur. Ayrica (m e m) ifadeleri paydalarmin eslenikleri ile

carpilip diizenlenirse

<2+x2+x\/x2+4>_x+\/x2+4
x2+4+xVx?+4 2Vx% + 4

ve

<2+x2—x\/x2+4>_x—\/x2+4
x2+4+xVx?+4 2Vx% + 4

bulunur. Boylece

n n
F (x)__ 1 x+Vx2+4\ x+Vx2+4 1 x—Vx2+4\ x—-Vx2+4
nt+l Vx2+4 2 2Vx2+4 Vx2+4 2 2Vx2+4

elde edilir. Dolayisiyla

n+1 n+1

r;"'ry ry"'r, rq

F, x) = - =
n+1(0) rh—r, TI;—I; ry—r;

olur. O halde iddia n + 1 i¢in dogrudur.
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Diger yandan n = 0 i¢in

r,% —
Fo(X) == —r T = 0
1 2

olup iddia dogrudur. Simdi de n € N olmak iizere

ri t—r, "
Fn (x) =
rp—r;
oldugunu gosterelim.
1 1
R S T
F, (x) = =
rh —r; ry—r;
r," —r"
_ (="
rp—r;

=D )
rh—r

(D™ ")

rh—r;

= (D™ F (%)

elde edilir. O halde her n € Z i¢in iddia dogrudur.
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Teorem 3.6.1.2: Vn € Z igin

r;" =rF(x) + Foq(x)

dir.

Ispat: (3.6.1.1) bagintis1 dikkate alinarak

I'1n - rzn I‘ln_l - 1'2
1 B () + Fpoa(x) =14 ( . ) +

olur. Buradar;r, = —1ver; —r, = Vx? + 4 oldugu kullanilirsa

r;"(ry —ry)
i)+ Fpq(x) =———=r"

ry —r;
bagintis1 dogrulanir.

Teorem 3.6.1.3: Vn € Z i¢in

r,"t = ran(x) + Fn—1(x)

dir.
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Ispat: (3.6.1.1) bagintis1 dikkate alinarak

r.111 _ r2n rln—l _ I.Zn—l
EFa(0) + By () = 1y )+

olur. Buradar;r, = —1ver; —r, = Vx? + 4 oldugu kullanilirsa

—1,"(r; — 1)
R () + Fpy(x) = ————=n,"
ry —r;
bagintis1 dogrulanir.

Teorem 3.6.1.4: (ilk n Fibonacci Polinomunun Toplami)

n > 1 olacak sekilde bir tamsay1 olmak {izere ilk n Fibonacci polinomunun toplami

3 ey = @+ A -1

X

dir (Falcon and Plaza 2009).
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Ispat: Ispat1 timevarim yontemi ile yapalim. n = 1 i¢in

Fz(x)+F1(x)—1_x+1—1
X

=1=F(x)

olup baginti dogrudur. k < n i¢in esitligin dogru oldugunu kabul edelim. O halde n + 1

i¢in

n+1 n

D RGO = ) RO+ Fua ()
i=1 i=1

_ Fp(0) + Fy(x) — 1
- X

+ Fpp1 ()

Fn+1(x) + Fn(x) -1+ an+1(x)

X

— Fn+2(x) + Fn+1(x) -1
X

oldugundan baginti tiim pozitif tamsayilar i¢in dogrudur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. p* Mertebeden Birimli, Sonlu Halkalarin Fibonacci Dizileri ve Periyotlari

Bu béliimde B. Fine’in siniflandirmis oldugu 11 tane p? mertebeden halkalardan
birimli olan ve
A={a | p?a=0,a% =a)

B =(a,b | pa=pb=0,a*>=ab*=bab=ba=0)=7,6+17,

C={(ab | pa=pb=0,a>=0,b%=b,ab=a,ba=a )

temsillerine sahip halkalarin Fibonacci dizilerinin periyotlart hesaplandi. Bunun igin A,
A, birim elemanli bir halkanin keyfi elemanlar1 ve bu halkanin sifir elemani 0, birim
elemant 1 olmak iizere F, = 0, F; = 1 igin DeCarli’nin birimli halkalar {izerinden

tanimladigi
Friz = A1Fpyq + Aok,

bagintis1 kullanilarak A, B ve C halkalarimin Fibonacci dizileri olusturuldu. A
halkasimin periyodu h,(p?), B halkasmin periyodu 2 ve C halkasinin periyodu ise keyfi

elemanlarina bagl olarak p ya da 2p olarak hesaplandi.

Teorem 4.1.1: Herhangi p asal sayis1 i¢in a elemant ile gerilen p? mertebeden halka

A={a | p*a=0,a® =a)

olsun. Bu halkanmin Fibonacci dizisinin periyodu h,(p?) dir. Yani P(4;a,a) = h,(p?)
dir (Tasyurdu and Giiltekin 2013).
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Ispat: Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak iizere 4, = a, A; = a igin
Fry2 = A1Fpiq + Aoy

bagintis1 kullanilirsa A halkasinin temsilinden

Fy =0,

F, =1,

F, =al+ a0
=aq,

F; =aa+al
=a’+a
=a+a
= 2a,

F, = a(2a) + aa
=a(a+ a) + a?
=a?+ a? + a?
= 3a?
= 3a,

F: = a(3a) + a(2a)
=a(a+a+a)+ala+a)
=a?+a?+a*+a® +a?
= 5a?

= 5a,

F, =a n(z) ,
2
Fpyr = fn(+)1 )

Favz = a(f,3a) + a(£2)

=ala+a+-+a|+ala+a+t..+a
2) ()]
fata fn
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) (2)
= fuaa® + fr - a?

2 2
= n(+)1a + fn( 'a

= (5 A

— £
= Jn+2@

olup
0,1,a,2a,3a,5a,8a,13a,21a,34q, ..., [ Pa, 2 a, P, ..

dizisi elde edilir. n = 2 i¢in fn(z), 2-adim Fibonacci dizisinin n. Sayisi ve Fy = 0, F; = 1
olmak iizere olusan bu dizinin her bir F,, elemani fn(z)a seklindedir. Yani her bir F,
elemaninin katsayisi fn(z) dir. Dolayisiyla bu F, elemaninin katsayilar1 arasindan > 2

i¢in fo(z) =0, 1(2) = 1 olmak lizere

) (2) (2)
= +'f‘—2

n-1 n

bagintis1 vardir. Dizinin periyodu F, elemaniin katsayisi olan fn(z) sayist yani p asal

sayisina gore belirlenir. Simdi p asal sayisina gore dizinin periyodunu belirleyelim.

2
p>2icin £ = £D(modp?) olmak iizere n > 2 icin bu dizinin her bir F,
2
elemani fn(z'p )a seklindedir. Olusan bu dizinin elemanlarinin katsayilar1 arasinda n > 2

2 2
i¢cin fo(z'p ) =0, fl(z’p ) = 1 olmak tizere

O g

-1 n-2

bagintis1 vardir. Yani katsayilar f(2,p?) dizisinin elemanlaridir. Teorem 3.4.1.2 den
f(2,p?) dizisinin periyodu h,(p?) oldugundan bu dizinin periyodu h,(p?) dir. Yani
P(4; a,a) = h,(p?) dir.
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Teorem 4.1.2: Herhangi p asal sayis1 i¢in a Ve b elemanlar ile gerilen p? mertebeden
halka

B =(a,b | pa=pb=0,a*>=ab’*=bab=ba=0)=7,6+17,

olsun. Bu halkanin Fibonacci dizisinin periyodu 2 dir. Yani P(B;a,b) = P(B; b,a) = 2
dir (Tasyurdu and Giiltekin 2013).

Ispat: Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak iizere Ay = a, A; = b i¢in
Friz = A1Fpi1 + Aok,
bagintisi kullanilirsa B halkasinin temsilinden

F, =0,

F, =1,

F, = b1+ a0
= b,

F; =bb +al
=b%+a
=a+ b,

F,=b(a+b)+ab
= ba + b* + ab
=0+b+0
= b,

Fs = bb + a(a+ b)
=b%+a’+ab
=b+a+0
=a+b,
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Fs =b(a+b)+ab
= ba + b + ab
=0+b+0
= b,

F, =bb+ a(a+b)
=b%+a?+ab
=b+a+0
=a+b,

E, =b,

Foyi=a+b,

Fniy =b(a+b)+ab
= ba + b? + ab
=0+b+0
= b,

Fniz =bb+a(a+Db)
=b%+a%+ab
=b+a+0
=a+b,

olup
01,b,a+b,b,a+b,..,ba+b,...

dizisi elde edilir. Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin
tekrarindan olusuyor. Dolayisiyla B halkasinin Fibonacci dizisi periyodiktir. Tekrar
eden alt dizinin eleman sayisi 2 oldugundan bu halkanin periyodu 2 dir. Yani
P(B;a,b) = 2 dir.
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Benzer olarak Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak iizere Ay = b, A; = a i¢in
Foyo = A1Fni1 + Aok

bagintis1 kullanilirsa B halkasinin temsilinden

Fy, =0,

F, =1,

F, =al+ b0
=a,

F; =aa+ bl
=a’+b
=a+b,

F, =a(a+b) + ba
=a’+ab + ba
=a+0+0
=aq,

Fe =aa+b(a+b)
= a? + ba + b?
=a+0+b
=a+b,

Fg =a(a+b) + ba
=a?+ab+ ba
=a+0+0
=q,

F, =aa+ b(a+b)
= a’® + ba + b?
=a+0+b
=a+b,
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F, = a,

Foyp=a+b,

Fny, =ala+b)+ba
=a?+ab+ ba
=a+0+0
=q,

F,.3 =aa+ b(a+b)
= a? + ba + b?
=a+0+b
=a+b,

olup
01,a,a+b,aa+b,..,a,a+b,..

dizisi elde edilir. Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin
tekrarindan olusuyor. Dolayisiyla B halkasinin Fibonacci dizisi periyodiktir. Tekrar
eden alt dizinin eleman sayisi 2 oldugundan bu halkanin periyodu 2 dir. Yani

P(B; b,a) = 2 dir. Sonug olarak P(B; a,b) = P(B; b,a) = 2 dir.

Teorem 4.1.3: Herhangi p asal sayis1 igin a ve b elemanlar ile gerilen p? mertebeden
halka

C ={(a,b | pa=pb=0,a>=0,b>=b,ab=a,ba=a )

olsun. Bu halkanin Fibonacci dizisinin periyodu p ya da 2p dir. Yani P(C;a,b) = p ve
P(C; b, a) = 2p dir (Tasyurdu and Giiltekin 2013).
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Ispat: Tanim 3.5.2 den Fy, = 0, F; = 1 olmak iizere A, = a, A; = b igin
Fry2 = A1Fpiq + Aoy

bagintis1 kullanilirsa € halkasinin temsilinden

Fy, =0,

F =1,

F, =bl+al

F; =bb+al
=b%+a
=b+a,

F, =b(b+a)+ab
= ba + b* + ab
=a+b+a
=b+ 2a,

Fe =b(b+2a)+a(b+a)
= b% + 2ba + ab + a®
=b+2a+a+0
=b + 3a,

Fg = b(b+ 3a)+ a(b + 2a)
=b(b+a+a+a)t+alb+a+a)
= b%? + ba + ba + ba + ab + a*+a*
=b+a+a+a+a+0+0
=b + 4a,

Fn_2=b+(n_4‘)a,
Fp_i=b+ (n-3)a,
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E, =b(b+(n—-3)a)+alb+ (n—4)a)
=b?2+b((n—3)a)+ab+a((n—4a)

=b+b(a+a+---+a>+a+a<a+a+---+a>

n-3 n—4

=b+ba+ba+--+ba+a+a*+a*+-+a?

=b+a+a+---+a+0+0+--+0

n-2

=b+(n—-2)a,

olup
0,1,b,b+a,b+ 2a,b+3a,..,.b+(n—4)a,b+ (n—3)a,b+ (n— 2)a, ...

dizisi elde edilir. Olusan bu dizinin her bir (n + 2). elemani n € N i¢in b + na
seklindedir. Bu elemanin a teriminin katsayilar1 ardisik dogal sayilar ve b teriminin
katsayisi 1 dir. Dizinin periyodu a teriminin katsayis1 olan temsildeki p asal sayisina

gore belirlenir.

Simdi p asal sayisini ele alarak dizinin periyodunu belirleyelim. Halkanin temsilindeki

bagintilar kullanilirsa dizinin her bir elemani p > 2 i¢in

b+ na =:{b ! n=p
n=t

b+ta , (mod p)

olur. Olusan bu dizide p > 2 igin kalan sinifinda p tane eleman oldugundan dizinin
periyodu p dir. Dolayisiyla € halkasinin Fibonacci dizisinin periyodu p dir. Yani
P(C:a,b) = p dir.
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Benzer olarak Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak iizere A, = b, A; = a igin
Friz = A1Fpyq + Aoy

bagintis1 kullanilirsa € halkasinin temsilinden

=a+a
= 2a,

Fs =a(2a) + bb
=a(a+a) + b?
= 2a® + b?
=0+ b,
=b,

Fg =ab+ b(2a)
=a+b(a+a)
=a+ ba+ ba
=a+a+a

= 3a,

F2n+1=b’
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Fynio = ab+ b(na)

=a+b<a+a+---+a>

n

=a+ba+ba+--+ba
=a+a+-+a

n+1

=n+1a
olup

0,1,a,b,2a,b, ...,na,b,(n + Da, ...

dizisi elde edilir. F, = 0, F; = 1 olmak lizere m € 7Z" igin bu dizinin her bir n. elemani

seklindedir.
Halkanin dizisini

01,a,b,2a,b,3a,b,..,na,b,(n+a, b ,..
(W R W U W SN R W) —-— W e L T

An+s1 Bniya

olarak alalim. Yani A, ve B, gibi iki diziye ayiralim.p asal sayisina gore dizinin
periyodunu belirleyelim. A,, dizisinde p > 2 i¢in kalan sinifinda p tane eleman vardir.
B,, dizisinde ise b eleman1 p tane olup C halkasinin Fibonacci dizisinin periyodu 2p
dir. Yani P(C; b,a) = 2p dir. Sonug olarak P(C;a,b) =p ve P(C;b,a) = 2p dir.
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Sonuc¢ 4.1.4:

i. Teorem 4.1.1 den A halkasinin karakteristigi Kar(A) olmak iizere bu halkanin

Fibonacci dizisinin periyodu h,(Kar(4)) dir. Yani P(4; a, a) = hy(Kar(4)) dir.

ii. Teorem 4.1.3 den C halkasinin karakteristigi Kar(C) olmak iizere bu halkanin
Fibonacci dizisinin periyodu Kar(C) dir. Yani P(C;a,b) = Kar(C) dir.

4.2. p? Mertebeden Sonlu Cismin Fibonacci Dizisi ve Periyodu

Bu boliimde B. Fine’1n siniflandirmis oldugu 11 tane p? mertebeden halkalardan

( {a,b; pa=pb=0,a®=a,b?=ja,ab=b,ba = b)
p#2iginj, 7, dekare degil

|{a,b;2a =2b=0,a®> =a,b> =a+b,ab = b,ba = b)
p=2

GF(p?) =

temsiline sahip cismin Fibonacci periyodu hesaplanmistir. Bunun igin Ay, A; birim
elemanl bir halkanin keyfi elemanlar1 ve bu halkanin sifir eleman1 0, birim elemani 1

olmak tizere Fy = 0, F; = 1 i¢in DeCarli’nin birimli halkalar {izerinden tanimladigi

Friz = A1Fpyq + Aok,

e

bagintis1 kullanilarak periyodun temsilde verilen j sayisina gore degistigi goriildi.
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Konjiiktiir 4.2.1: Herhangi p asal sayis1 igin a ve b elemanlar1 ile gerilen p?

mertebeden cisim

( (a,b; pa=pb=0,a*>=a,b*=ja,ab =b,ba =b)

GF(p?) _{ p # 2iginj, Z,de kare degil
p k<a’b;2a:2b:0'az=a,b2=a+b,ab=b,ba:b)
p=2

olsun. Tanim 3.5.2 den F, = 0, F;, = 1 olmak tizere A, = a, A; = b i¢in
Foyz = A1Fnyq + AoFy

bagintis1 kullamlirsa GF (p?) cisminin Fibonacci dizisi;

i.j=p—1igin
0,1,0,0,b,ja,0,ja,jb,0,jb,a,0,a,b,O0,..

seklinde olup periyodiktir ve periyodu 12,

ii.j =p—2igin

01,b,(Gj+1)a,0,(jGj+1a,(+1)b,a0,ab,(+ 1a,..

seklinde olup periyodiktir ve periyodu 8,

lii. j = p — 3 igin

0,1,b,(j+ 1a,(j+2)b,a,0,a,b,(+ 1a, ..

seklinde olup periyodiktir ve periyodu 6,
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iv.j=p—4ise

0,1,b,j + a, (j + 2)b, (4k + Da, 2k + 1)b, (j — (4k — 1))a, (j — 2k — 2))b,
k=1

Ao

(4k + 1)a, 2k + b, (j — (4k — 1))a, (j — 2k — 2))b, ..., (4k + 1)a, (2k + 1)b,
k=2 k=r
Ao

(— ¢4k —1))a, (j — 2k — 2))b, (4k + 1)a, (2k + )b, (4k + Da, 2k + 1)b, ...,
k=r k=r+1
Aq

(4k + 1)a, 2k + b, (j — (4k — 1))a, (j — 2k — 2))b, (4k + Da, (2k + Db,
k=s k=s k=s+1
A Ay

(4k + Da, 2k + Db, ..., (4k + Da, 2k + 1)b, 0,1,b,(j + 1a,...
k=t

A

olup periyodiktir ve periyodu 4p dir.

Simdi Konjiiktiir 4.2.1 in her durumu i¢in sirasi ile birer 6rnek verelim.

Ornek 4.2.2:

i. p = 11 i¢in GF(112) cisminin temsili

GF(11%?) ={a,b; 11a =11b =0,a% = a,b? = ja,ab = b,ba = b)

seklindedir.
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kiimesinden

02=0,12=1, 22=4,32=9,4?=5,52=3,62=3,72=5,82=9,92 =4,
102 =1

bir elemanidir.

Konjiktiir 4.2.1 deki i. sikkin uygulamasi olarak j = 11 — 1 = 10 olup cismin temsili

GF(11?) ={a,b; 11la = 11b = 0,a® = a,b? = 10a,ab = b, ba = b)

seklinde olur. Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak iizere Ay = a, A; = b igin
Foyz = A1Fp + AgEy

bagintis1 kullanilirsa

Fy =0,

F, =1,

F, = bl + a0
=b,

F3 =bb + al
=b%>+a
=10a + a
=11la
=0,

F, = b0+ ab

= b,
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F5=bb+a0
= b2
= 10a,

F¢ = b(10a) + ab
=b<a+a+---+a>+b

10

=ba+ba+--+ba+b
10

=<b+b+---+b>+b

10
= 11b
=0,

F, = b0 + a(10a)

=a<a+a+---+a>
10

=aa+aa+ -+ aa,
10

:a2+a2+...+a2
10

=a+a+--+a
10

= 10aq,

=b<a+a+-~~+a>
10

=ba+ba+--+ba
10

=<b+b+---+b)
10

= 10b,
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Fy = b(10b) + a(10a)

=b<b+b+---+b>+a<a+a+---+a>

10 10
=b?>+b*+ - +b*+a*+a*+ - +a?

10 10
=10a+10a+---+10a+a+a+a..+a
10 10
=110a
=0

=a<b+b+m+b)

10

=ab+ab+--+ab
10

=b+b+-+b
10
= 10b

Fll = b(lOb) + aO

=b<b+b+m+b>

10

=b%+b*+ -+ b?
10

=10a + 10a + -+ 10a
10

= 100a

=a

F12=ba+a<b+b+'“+b>

10

=b+ab+ab+--+ab
10

—b+b+b+-+b
10

=11b
=0
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F13 = bO + aa
= az
=a

F14 = ba + aO
=p

Fis = bb+aa
= b% + a®
=10a +a
=11a
=0

olup

0,1,»,0,b,10a,0,10a,10b,0,10b,a,0,a, b, 0, ...
dir.
Jj =10 i¢in

0,1,b,0,b,ja,0,ja,jb,0,jb,a,0,a,b, ..

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 12 dir.

ii. p=13i¢in GF(132) cisminin temsili

GF(13%) =(a,b; 13a =13b =0,a? = a,b? = ja,ab = b,ba = b)

dir. Cismin temsilindeki j, Z,, kiimesinde kare olmayan bir elemandir.
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02=0,12=1,22=4,32=9,4*=3,52=12,6%=10,7% = 10, 8% = 12,92 = 3,
102=9,112=9,122 =1

yazilir. Buradan  Z,,  kiimesinde  kare  olan  elemanlarin  kiimesi

dir. Dolayisiyla j, B kiimesinin bir elemanidir.

Konjiiktiir 4.2.1 deki ii. sikkin uygulamasi olarak j = 13 — 2 = 11 olup cismin temsili

GF(13%) ={a,b; 13a =13b =0,a? = a,b?> = 11a,ab = b,ba = b)

seklinde olur. Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak lizere A, = a, A; = b igin
Foyz = A1Fnyq + AoFy

bagintis1 kullanilirsa

Fy =0,

F, =1,

F, = bl + a0
=b,

F; =bb +al
=b%+a
=1la+a
= 12a,

F, = b(12a) + ab
= 12ba + b
=12b+b

=0,



Fs = b0+ a(12a)
= 12a?
= 12a,

Fg = b(12a) + a0
= 12ba
= 12b,

F, = b(12b) + a(12a)
= 12b% + 12a?
=12(11a) + 12a
= 144a
=aq,

Fg = ba + a(12b)
=b + 12ab
=b+12b
= 13b
=0,

Fy =b0+ aa

= q?
=q,

Fip = ba + a0

=b,

Fi1 =bb+aa
= b? + a?
=1la+a
= 12aq,

olup

dir.
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0,1,b,12a,0,12a,12b,a,0,a, b, 12a, ...
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j=111i¢in
01,b,j+1)a,0,(j+ 1a,(j+1)b,a,0,a,b,..

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 8 dir.

iii. p=17icin GF(17?) cisminin temsili

GF(17%) ={a,b; 17a =17b = 0,a? = a,b? = ja,ab = b,ba = b)

olup j, Z,, kimesinde kare olmayan bir elemandir.

7., ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16} kiimesinden

02=0,12=1,22=4,32=9,42=16,52=8,6° = 2,72 = 15,82 = 13,92 = 13,
102 = 15,112 = 2,122 = 8,13% = 16, 14> = 9,152 = 4, 16% = 1

yazilir. Buradan  Z,,  kiimesinde @ kare  olan  elemanlarin  kiimesi

A= { 0,1,2,4,8,9,13, 1_} ve kare olmayan elemanlarin kiimesi

Konjiiktiir 4.2.1 deki iii. sikkin uygulamasi olarak j = 17 — 3 = 14 olup cismin temsili

GF(17%) ={(a,b; 17a = 17b = 0,a® = a,b? = 14a,ab = b,ba = b)

seklinde olur.
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Tanim 3.5.2 den Fy = 0, F; = 1 olmak tizere Ay = a, A; = b igin
Friz = A1Fpyq + Aoy
bagmntis1 kullanilirsa

Fy =0,

F =1,

F, =bl1+ a0
= b,

F; =bb +al
=b’+a
=14a+a
= 15a,

F, = b(15a) + ab
= 15ba + b
=15b+b
= 16b,

Fs = b(16b) + a(15a)
= 16b% + 15a?
= 16(14a) + 15a
= 239a
=a,

F¢ = ba + a(16b)
=b + 16ab
=b+ 16b
=17b
=0,

F, =b0+ aa
=0+ a®

= q,
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Fg = ba + a0
= b,

Fy =bb + aa
=b?+a?
=14a+a
= 15a,

olup
0,1,b,15a,16b,a,0,a,b,15aq, ...
dizisi elde edilir. j = 14 igin
0,1,b,(j+ 1a,(j+2)b,a,0,a,b,(+ 1a,..

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 6 dir.

iv. p = 19 i¢in GF(192) cisminin temsili

GF(19%) =(a,b; 19a =19b = 0,a? = a,b? = ja,ab = b,ba = b)

dir. Cismin temsilindeki j, Z,, kiimesinde kare olmayan bir elemandir.

02=0,12=1,22=4,32=9,42=16,52=6,62=17,72=11,82=792=5
102 = (-9)2=35,...

dir.
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Benzer sekilde devam edilirse Z,, kiimesinde kare olan elemanlarmn kiimesi A =

0,1,4,5,6,9,11,16, _7} ve kare olmayan elemanlarin kiimesi

B = { 2,3,7,8,10,12,13,14, 15, 18,} dir. Dolayisiyla j, B kiimesinin bir elemanidir.
Konjiiktiir 4.2.1 deki iv. sikkin uygulamasi olarak j = 19 — 4 = 15 olup cismin temsili
GF(p?) ={a,b; 19a = 19b = 0,a® = a,b? = 15a,ab = b,ba = b)

seklinde olur. Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak iizere Ay = a, A; = b igin
Friz = A1Fpi1 + Aok,

bagntis1 kullanilirsa

0,1,b,16a,17b,5a,3b,12a,15b,9a,5b,8a,13b,13a,7b,4a,11b,17a, 9b,

0,9b,2a,11b,15a,7b,6a,13b,11a,5b,10a, 15b,7a,3b,14a,17b,3a, b, 18a

0,18a, 18b, 3a, 2b, 14a,16b,7a,4b,10a,14b,11a, 6b, 6a,12b,15a, 8b, 2a, 10b

0,10b,17a,8b,4a,12b,13a, 6b,8a,14b,9a,4b,12a,16b, 5a, 2b, 16a, 18b, a,

0,1,b,16aq, ...

elde edilir. Dolayisiyla Fibonacci dizisi periyodiktir ve periyodu 4.19 = 76 dur.
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4.3. Keyfi Bir Halka Uzerinden Fibonacci Sayilarinin Bazi Ozellikleri

Bu boéliimde Teorem 3.2.1. de verilen Fibonacci sayilarinin 6zelliklerinden bazilarinin

birimli keyfi bir halka tizerinden elde edilen 6zellikleri verildi.
R birimli keyfi bir halka ve {F,} de bu halka iizerinde tanimli Fibonacci dizisi olmak
tizeren > 1, r = 0 igin

Fovr = BAoFy—q + Frii By

bagintist ilen > 0 i¢in F; = 0, F; = 1 ve Ay, 4; R halkasinin keyfi elemanlari olmak

uzere
Foiz = A1Fpq + AoFy

bagintis1 kullanilarak

I FoFny1 — Fpo1Fpe = FpgAoFpir — Fo14oky

. Py + Fg1 P = Frgo B + Fry1AoFino

ii. Fy_p, = EpFre1 — Fms1Fy = FpAoFn_1 — Fp_140F,
iv. E2 = E,A.F,

seklinde halkalar iizerinde tanimli Fibonacci sayilarinin bazi 6zellikleri elde edildi.

Ayrica elde edilen esitliklerin uygulamasi Konjiiktiir 4.2.1 kullanilarak gosterildi.

Teorem 431: n 2 3 Olmak ﬁzere FTlFTl+1 - F‘l’l—lF‘l’l‘l'Z = Fn_onFn+1 - Fn—lAOFn dII’
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Ispat: n > 1 icin F,,, = EAyFy_1 + F.s1F, ve Fy =0, F; =1 icin Tanim 3.5.2

kullanilirsa
EFpy1 — F1Fpip = (Fn—lAl + Fn—ZAO)Fn+1 - Fn—l(Aan+1 + AOFn)
= Fp_1A1Fp1 + Fa2AoFny1 — Froq1A1Frgq — FuqAoky

= Fp_2A0Fni1 — Fuo140Fy

elde edilir. Dolayistyla
EyFny1 — FnoaFnys = Fu2AogFnye — FroqAoF,

dir. Konjiiktiir 4.2.1 in 1 i. sikkinda p = 3 olarak alalim. Buradan j =3 —1 = 2 olup
temsil

GF(9) ={(a,b |3a =3b=0,a% = a,b? = 2a,ab = b,ba = b)

dir. Buradan halkanin Fibonacci dizisi

KKk 1 F, F3 F F Fo F, Fg Fy Fyo Fiiu Fip Fiz Fiy
0O a b 0 b 2a 0 2a 2b 0 2b a 0 a b

seklindedir. Teorem 4.3.1 in uygulamasi olarak n = 4 alalim:

F,F; — F3F, = b(2a) — 00

= b(2a)

= ba(2a)

= ba(2a) — 0

= ba(2a) — Oab

= F2AOF5 - F3AOF4

bagintinin saglandig goriiliir.
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Teorem4.3.2:n> 1, m = 1igin F,Fy, + Fpp1Fpaq1 = FuyoFn + Fry1AoFp_q dir.
Ispat: n > 1 icin F,,, = EAyF,_1 + Fs1F, ve Fp=0, F, =1 icin Tanim 3.5.2
kullanilirsa
EEp + FppaFpyr = BB, + Fn+1(Fm+Fm—1)

= Fpbp + Fpyp1 By + FryaFpg

= (A1F—1 + AgF_2)En +

(Aan + AOFn—l)Fm + (Fn+3 - Fn+2)Fm—1

= A1Fp_1Ep + AgFp_2Fy

AyFyFp + AoFp—1Fn + FrsF1 — FryoFma

= A1 (Fp1 + BB + Ag(Fp—z + Fr1) B +
F(n+1)+2Fm—1 - F(n+1)+1Fm—1

= A1 Fni1Pn + Ao By + (Fuy1AoFy + FryoFo)Fpog —
(Fn+140Fo + Fpi2F1)Fnq

= (A1Fp1 + Ao By + Frp1 Aol Fpq + Fri o FoFp g —

Fr41400Fn_1 — Fpy2F1Fp—q
= Foi2bn + Frp1doFm—1 + Fni2FoFe1 — FpyoFi By
= Fpi2Bn + Fup1AoFm-1 + Fuy2 (Fy = F)Fp g
= Fni2bn + Fry1AoFm-1 + Fri2FoFm—1
= Fo2bn + Frp1doFm—1 + Fny20F, 4
= Fny2Fn + Fre1doFim-1

elde edilir.
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Dolayistylan > 1, m > 1 igin
BB + Fny1Fmgr = Fnpobn + FppiAoFm—q

dir. Konjiiktiir 4.2.1 in ii. sikkinda p = 5 olarak alalim. Buradan j =5 — 2 = 3 olup

temsil

GF(25) ={(a,b |5a = 5b = 0,a® = a,b?> = 3a,ab = b,ba = b)

dir. Buradan halkanin Fibonacci dizisi

K KB F, F F, Fs Fg F, Fg Fy Fy
0 a b 4a 0 4a 4b a 0 a b

seklindedir. Teorem 4.3.2 nin uygulamasi olarak n = 2 ve m = 3 alalim:

F,F; + F3F, = b(4a) + (4a)0
= b(4a)
=bl(a+a+a+a)
= ba + ba + ba + ba
=ab+ab+ab +ab
=(a+a+a+a)b
= (4a)b
= (4a)ab
=0+ (4a)ab
= 0(4a) + (4a)ab
= F,F; + F3AF,

olup bagntinin saglandig goriliir.
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Teorem 433 Fm—n = Fan+1 - Fm+1Fn = FonFn_l - Fm—lAOFTl

Ispat: n > 1 icin F,,, = E-AyF,_1 + Fs1F, ve Fy=0, F; =1 icin Tamim 3.5.2

kullanilirsa

EnFny1 — Fp1 By = Bn(FiAoFy—1 + B2F) — (Fp_140F; + EyFo)E,
= EnF1AogFn-1 + En o By — F1 Ao F1 By — EnFo By
= F140F,_; + E FoF, — Fy_Ag1E, — Fy FyE,

= EnAoFn_1 — Fn1AoF,

elde edilir. Dolayistyla

EnFrni1 — Fpy1 By = EpdoFn_1 — Fn1AoE,

elde edilir.

Konjiiktiir 4.2.1 in i. sikkinda p = 5 olarak alalim. Buradan j = 5 — 1 = 4 olup temsil

GF(25) ={a,b |5a = 5b = 0,a? = a,b? = 4a,ab = b,ba = b)

dir. Buradan halkanin Fibonacci dizisi

KKk 1 F, F3 F F Fo F, Fg Fy Fyo Fiiu Fip Fiz Fiy
0O a b 0 b 4a 0 4a 4b 0 4b a 0 a b

seklindedir.
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Teorem 4.3.3 iin uygulamasi olarak n = 2 ve m = 6 alalim:

F,F; — F,F, =00 — (4a)b
=0— (4a)ab
= 0a? — (4a)ab
= 0(aa) — (4a)ab
= F,AF, — FsA,F,

olup bagmtinin saglandig1 goriliir.

Sonug¢ 4.3.4: n > 2 icin E? = E,A,FE, dir.

Ispat: (3.5.2) bagintisindan n > 1 i¢in F, ,, = F.AgFp,_; + Fy41F, dir. Bu bagmtida n,
n + 1 olarak ve r ise n olarak alinirsa

Foyr = Faiq4n
= FyAoFny1-1 + FapiFrga
= R A F, + F1%+1

olup
E Aok, + Fr%+1 = Fony1

elde edilir. Diger yandan Fibonacci sayilarinin 6zelliklerinden Teorem 3.2.1 den
Fi1 + El = Fonpa

oldugunu biliyoruz.



99

E,AyE, + F?,, = F,,.1 Ve F2., + E? = F,,,,, bagintilarindan

Ef + Fiq = B AoE, + Fi

F? = F,A,E,

elde edilir. Konjiiktiir 4.2.1 in ii. sikkinda p = 7 olarak alalim. Buradan j =7 -2 =5
olup temsil

GF(25) ={a,b |7a =7b = 0,a? = a,b?> = 5a,ab = b,ba = b)

dir. Buradan halkanin Fibonacci dizisi

K KB F, F F, Fs Fg F, Fg Fy Fy
0 a b 6a 0 6a 6b a 0 a b

seklindedir.

Sonug 4.3.4 {in uygulamasi olarak;

n = 2 i¢in

FZ = b?

= b(ab)
= F,ApF,
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n = 5 i¢in
FZ = (6a)*
= (6a)(6a)
=(6a)(at+a+a+a+a+a)
= (6a)(a®? + a? + a® + a® + a® + a?)
= (6a)(aa + aa + aa + aa + aa + aa)
=(6a)a(a+a+a+a+a+a)
= (6a)a(6a)
= F.AoFs

n = 9 i¢in

= a(ba)
= F5AoF;s

olup n = 2 i¢in bagintinin saglandigi goriliir.
4.4. Fibonacci Polinomlarinin m Modiiliine Gore Dizilerinin Periyodu

Bu boliimde ise Fibonacci polinomlarinin derece ve katsayisinin m modiiliine gore
dizileri elde edildi. Fibonacci polinomlarinin her bir teriminin derecesi ve katsayisi m

modiiliine gore indirgenerek elde edilen F,(x)™ polinomlarinin
{F ()™} = {Fo ()™, F, ()™, .., ()™, .. }

dizisinin periyodik oldugu gosterildi. Ardindan bu dizinin periyodunun Q = [91( é]

matrisi tarafindan gerilen devirli grubun mertebesine esit oldugunu veren teorem verildi.
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Yani

hE, ()™ = (@)

oldugu gosterildi. Ayrica p bir asal sayr olmak iizere p modiiliine gore Fibonacci
dizilerinin ~Wall sayilari ile Fibonacci polinomlarinin  dizisinin  periyodu

karsilastirildiginda

hE,(x)? = pk(p)

saglayan teorem elde edildi. Buradan p bir asal sayr olmak iizere Fibonacci
polinomlarinin her bir teriminin derecesi ve katsayist p modiiliine gore indirgenerek
elde edilen E,(x)P polinomlarinin dizisinin periyodunun yani hF,(x)P nin ¢ift say1

oldugunu gosteren teorem verildi.
Teorem 4.4.1. {F,(x)™} dizisi periyodik bir dizidir (Giiltekin and Tagyurdu 2013).

Ispat: E,(x)™, E,(x) polinomlarinin her bir teriminin derece ve katsayisinn m

modiiliine gore indirgenmis hali oldugunda

m—1 m-1

F(x)™ = z a;xt  ve F,(x)™ = z bix’

i=0 j=0

olmak tizere F;(x)™, 0 < a; < m — 1 igin m™ sekilde yazilir. Benzer olarak F,(x)™,
0<bh<m-—1 icin m™ sekilde yazilir. S kiimesi (F;(x)™ F,(x)™) eleman

ciftlerinden olusmak iizere |S| = (m™)? olup sonludur.
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S kiimesi sonlu oldugundan i > j i¢in

Fip ()™ = F}'+1(x)m
Fip ()™ = Fiyo ()™
Fipz ()™ = Fiy3 ()™

Fip ()™ = P}'+k(x)m

olmak tizere i ve j dogal sayilar1 vardir. Bu da {F,(x)™} dizisinin periyodik oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.4.2: hE,(x)™ = |{Q),,| dir (Giiltekin and Tasyurdu 2013).

Ispat: hE,(x)™ in [{Q),| ni boldiigii ve [{Q),,| nin de hE,(x)™ i boldiigii gosterilirse

ispat tamamlanir. Fibonacci polinomlari

Qn — Fn+1(x) Fn(x)
F(x)  Fpi(x)

olmak iizere Q(x) = [’1‘ 3] matrisi ile elde edilir. Buradan hE,(x)™ in [{Q),,] i

boldiigi asikardir.

[{Q),,| 'nin hE,(x)™ ’i boldiigini gosterelim. hFE,(x)™ =t olsun. Periyodu t olan

Fibonacci polinomlarinin  dizisinde F;(x) =0 ve F,,;(x) =1 dir. Fibonacci
polinomlarmin tanimindan F;_,(x) = 1 elde edilir. Teorem 3.6.4 den Q(x) = [91( (1)

olmak tzere
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_ Fiyr(x) Fe(x)

=R Fa®

olup

o=l 1

dir. Yani Qt = I(mod m) olur. Bu da bize |{Q),,| nin t yi boldiigiinii gdsterir.
hE,(x)™ =t oldugundan [{(Q),,| i, hFE,(x)™ yi boler. Dolayisiyla hF,(x)™ = |{Q )]

olup ispat tamamlanir.

Burada (Q),,, = ((Q{(mod m)) : i = 0) bir devirli grup olmak iizere Q'(mod m), Q!
matrisindeki her bir polinomun derece ve katsayisinin m modiiliine gore indirgenmesi

anlamina gelmektedir.

Teorem 4.4.3. p bir asal sayr olmak {iizere hE,(x)? = pk(p) dir (Giiltekin and
Tasyurdu 2013).

Ispat: Teorem 4.4.2 den hE,(x)™ = |{Q),,| dir. Buradan p asal say1 olmak iizere
hE,(x)P = |(Q),|

dir. Dolayisiyla |(Q)p| nin pk(p) yi ve pk(p) nin de |(Q)p| yi boldiigii gosterilirse ispat

tamamlanir. Teorem 3.6.4 den Q(x) = [916 (1)] icin

n _ Fn+1(x) Fn(x)
C=lE® Fa®

dir.
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Teorem 4.4.2 den Q"™ = [(mod p) dir. p modiliine gére periyodu s olan
Fibonacci dizisinde F, = 0 ve F,,; = 1 olup Fibonacci dizisinin tanimindan F,_,(x) =
1 elde edilir. Buradan k(p) = s yazlir. Periyodu s olan Fibonacci polinomlarinin
dizisinde Furp) =0 Ve Fyrpy+1 = 1 olup Fibonacci polinomlarinin - tanimindan

Fyrp)-1(x) = 1 elde edilir. Buradan

QPE® = le"(p)“(x) Fok(py (%)
Foky (X)) Fprp) -1(x)

ka(p) - [(1) 2]

olup QP¥®) = [(mod p) oldugu goriiliir. Dolayistyla hE,(x)P, pk(p) yi béler. Diger
taraftan pk(p), [(Q),| i béliip [(Q),| = hF,(x)? oldugundan pk(p) i hE,(x)P i
boler. Boylece hE,(x)P = pk(p) olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.4: p bir asal say1 olmak tizere hF, (x)P ¢ift sayidir (Giiltekin and Tagyurdu
2013).

Ispat: hE,(x)P? = pk(p) oldugundan pk(p)’nin ¢ift say1 oldugunu gosterirsek ispat
tamamlanir. p = 2 i¢in k(2) = 3 olup pk(p) cift sayidir. p = 3 olmak iizere Teorem
3.4.8°den k(p) ¢ift sayidir. Dolayisiyla pk(p) daima ¢ift sayidir. Yani hF,(x)P cift

sayidir.

p asal say1 olmak tizere k(p) degerini kullanarak Fibonacci polinomlarin derece ve

katsayilarinin p modiiliine gore dizisinin periyodu veren tablo asagidadir.
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Cizelge 4.1. Fibonacci polinomlarinin derece ve katsayilarin1 p modiiliine indirgeyerek
elde edilen dizisinin periyodu

k(p) hE,(x)P Sonug
2 3 6 hE,(x)% = 2k(2)
7 16 112 hE,(x)” = 7k(7)
13 28 364 hE,(x)® = 13k(13)
29 14 406 hE,(x)2° = 29k(29)
41 40 1640 hE,(x)*T = 41k(41)
79 78 6162 hE,(x)7° = 79k(79)
103 208 21424 hE,(x)1°% = 103k(103)
181 90 16290 hE,(x)™81 = 181k(181)
241 240 57840 hE,(x)%*1 = 241k(241)
283 568 160744 hE,(x)?8 = 283k(283)
317 636 201612 hE,(x)317 = 317k(317)
373 748 279004 hE,(x)*73 = 373k(373)
419 418 175142 hF,(x)*° = 419k (419)
433 868 375844 hE, (x)*3 = 433k (433)
503 1008 507024 hE,(x)°%3 = 503k (503)
557 124 69068 hE,(x)% = 557k(557)
653 1308 854124 hE,(x)%%% = 653k(653)
683 1368 934344 hE,(x)%® = 683k (683)
823 1648 1356304 hE,(x)®% = 823k(823)
853 1708 1456924 hE,(x)83 = 853k(853)
907 1816 1647112 hE,(x)°°7 = 907k(907)
971 970 941870 hE,(x)°7' = 971k(971)
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4.5. 2 x 2 Tipindeki Matris Halkasinin Fibonacci Dizisi ve Periyodu

Simdi Z tizerinde 2 gerenli ve 3 bagintili 2 X 2 tipindeki matris halkasinin temsilini ve

Fibonacci dizini verelim.

Teorem 4.5.1. n > 2 olmak iizere 7Z {izerinde 2 gerenli ve 3 bagmtili n X n tipindeki

matris halkalari

Mat,(Z) = (x,y | x" = y™ = 0,xy + y" a1 = 1)

temsiline sahiptir (Kassabov 2009).

Teorem 4.5.2. 7 {lizerinde 2 gerenli ve 3 bagmtili 2 X 2 tipindeki matris halkasinin

temsili

Mat,(Z) = (x,y | x> =y* = 0,xy + yx = 1)

olmak tizere bu halkanin Fibonacci dizisinin periyodu 3 tiir.

Ispat. Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak iizere 4, = x, A; = y icin
Friz = Fpy141 + By Ao

bagintis1 kullanilirsa halkanin temsilinden

F():O,
F1:1,
F, =y1+x0
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F; =yy+x1
=y?+x
= x,
F,=yx+xy
Fs =yl +xx
=y + x?
=y,
Fe=yy+x1
=y +x
= x,
olup

0,L,y,x,1,y, ...

dizisi elde edilir. Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin

tekrarindan olusuyor ve tekrar eden alt dizinin eleman sayist 3 tir. Yani
P(Matz(Z);x,y) = 3 tiir.
Benzer olarak Tanim 3.5.2 den F, = 0, F; = 1 olmak lizere Ay = y, A; = x igin

Friz = Fpy141 + By Ao

bagintisi kullanilirsa halkanin temsilinden

F():O,
F1:1,
F, =x1+y0
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F; =xx+yl
=x%+y
=y,

F,=xy+yx
=1,

Fs =x1+yy
=x + y?
=x,

Fo=xx+yl
=x2+y
=y,

olup

0,1,x,y,1,x, ..

dizisi elde edilir. Bu halkanin dizisi belli bir noktadan sonra sabit bir alt dizinin
tekrarindan olusuyor ve tekrar eden alt dizinin eleman sayist 3 tir. Yani
P(Matz(Z);y,x) = 3 dir. Sonug olarak P(Matz(Z);x,y) = P(Matz(Z);y,x) =3

tur.
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5. SONUC

Bu c¢alismada p? mertebeden bazi birimli halkalardaki Fibonacci dizilerinin
uygulamalar1 {izerinde duruldu. Bu halkalarin Fibonacci dizileri olusturuldu ve
periyotlari bulundu. Bu halkalarin Fibonacci dizilerinin periyotlar1 ile karakteristigi

arasindaki iligskinin varhig gorildii.

Fibonacci polinomlarinin derece ve katsayilarinin m modiiliine gore dizileri elde edildi.
Bu dizilerin periyodik oldugu ve Q = [)16 (1)] matrisi tarafindan gerilen devirli grubun

mertebesinin bu dizinin periyoduna esit oldugu goriildii. Ayrica p bir asal say1 olmak
tizere p modiiliine gore Fibonacci dizilerinin Wall sayilar1 ile Fibonacci polinomlarinin

dizisinin periyodu karsilastirild1 ve bu periyodun daima ¢ift say1 oldugu goriildii.
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