YARI TANJANT DEMET
Suna AY

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dal
Prof. Dr. Arif SALIMOV

2013
Her hakki sakhdir



ATATURK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

YARI TANJANT DEMET

Suna AY

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

ERZURUM
2013

Her hakki sakhdir



T.C. 5 e

E %,
ATATURK UNIVERSITESI 5% .
FEN BILIMLERI ENSTITUSU L oY
9\/ = \(,,
"’1932-(\"@'
TEZ ONAY FORMU
YARI TANJANT DEMET

Prof. Dr. Arif SALIMOV damigmanliginda, Suna AY tarafindan hazirlanan bu galisma
24/09/2013 tarihinde asagidaki jiri tarafindan Matematik Ana Bilim Dali’nda Yiiksek

Lisans tezi olarak oybirligi/oy coklugu (.../...) ile kabul edilmistir.
Baskan : Prof. Dr. Abdullah MAGDEN Imza : M‘QAA
Uye : Prof. Dr. Arif SALIMOV Imza

Uye : Dog. Dr. Abdullah KAPLAN Imza :‘7&’”43?‘

Yukaridaki sonucu onayliyorum

Prof. Dr. ihsan EFEOGLU
Enstitii Miidiirii

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaklardan yapilan bildirislerin, ¢izelge, sekil ve fotograflarin kaynak
olarak kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

YARI TANJANT DEMET

Suna AY

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Arif SALIMOV
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(complete) liftleri ve dikey (vertical) liftleri arastirilmis ve elde edilen bulgular

yardimiyla bazi 6zellikler ispatlanmistir.
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In this thesis, the first semi-tangent bundle of a differentiable manifold was created and
the relationship between the bundle and the tangent bundle on the manifold was
investigated. Then arbitrary types tensors on the semi-tangent bundle, complete and
vertical lifts were investigated and by the help of the findings was proven to some of the

features.
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SIMGELER DIiZIiNi

M,, Manifoldunun Tanjant Demeti

M,, Manifoldunun Yar1 Tanjant Demeti

M,, Manifoldu tizerinde (p, q) Tipli Tensor Demeti
X vektor Alanina Gore Lie Tiirevi

X vektor Alanina Gore Kovaryant Tiirevi

Tanjant Demette Dikey Lift

Tanjant Demette Tam Lift

Yar1 Tanjant Demette Dikey Lift

Yar1 Tanjant Demette Tam Lift



1. GIRIS

Diferensiyel Geometride 6nemli konulardan biri olan Reimanian manifoldta Tanjant
Demetlerin Diferensiyel Geometrisinin incelenmesi ilk olarak 1958 yilinda Sasaki
tarafindan yapilmistir. Daha sonra 1962 yilinda Dombrowski, Tanjant Demetteki
geometrilerin gelismesine katkida bulunmustur. 1965 yilinda Yano ve Legder, simetrik
uzayalarda tanjant demeti tanimlamiglar ve bu konuyla ilgili ¢aligmalarda
bulunmuglardir. 1966 yilinda da Kandatu, lineer olmayan konneksiyona sahip bir

manifoldta Tanjant Demeti tanimlamistir (Gezer 2004).

1965 yilinda Tanjant Demette liftler ¢alisilmaya baslanmustir. Tlk ¢alisma 1965 yilinda
Kobayashi ve Yano tarfindan Tanjant Demette tensor alanlarinin ve konneksiyonlarin
tam ve dikey liftleri olmustur. 1967 yilinda Morimoto Tanjant Demette tensor
alanlariin ve konneksiyonlarin liftleri hakkinda c¢alismalarda bulunmustur (Gezer

2004).

Tanjant Demetin genellenmis hali olan yar1 tanjant demetler ilk olarak Duc 1979 ve

Vishnevskii et al. 1985 tarafindan ¢aligilmistir.

Sunulan bu tezde Yari Tanjant Demette fonksiyonun, 1-formun, vekt6ér alaninin ve
tensOr alanlariin tam ve dikey lifti incelenmistir. Bu amagla tezin ikinci boliimiinde
ithtiya¢ duyulan tiim kavramlarin tanimlar1 ve Ozellikleri kuramsal temeller bashigi

altinda verilmistir.

Ugiincii béliimde ise Tanjant Demetle ilgili genel bilgiler verilmis ve Tanjant Demette
fonksiyonun, 1-formun, vektoér alanmin ve tensor alanlarinin tam ve dikey lifti

incelenmistir.

Doérdiincii boliimde ise Yart Tanjant Demetin tanimi Ozellikleri Tanjant Demetle

arasindaki gegcis ve fonksiyonun, 1-formun, vektor alaninin ve tensor alanlarinin tam ve



dikey liftleriyle alakali genel bilgi verildikten sonra bu konuyla alakali bazi teoremler

ispatlanmugtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Tamm 2.1: X Hausdorff topolojik uzay olmak iizere herhangi bir U c X agik kiimesinin

IV c R"™ bolgesine
p:U->V

homeomorfizmine X de n boyutlu koordinat sistemi, U ya ise ¢ haritasinin koordinat

komsulugu veya koordinat bolgesi denir. Bazen harita (U, ¢) seklinde de gosterilir.

Eger x € U ise,
o(x) = (x%x?, ..., x") € R"
olur. x1,x2, ..., x™ reel sayilarina ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlar1 denir.

Tamm 2.2: Eger X Hausdorff topolojik uzayinin n boyutlu ¢, haritalarmin U,

bolgeleri bu uzayi orterse, yani

X=UU°(

xX€eA

(A-indisler kiimesi ) ise X e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n boyutlu

manifold denir.

Tamm 2.3: X topolojik Hausdorff uzay ve k ise 0 < k < oo sartin1 saglayan tam say1
olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan {(Uy, ¢.): <€ A, U, < X} lokal koordinatlar ailesine

X iizerinde C¥ smifindan n boyutlu atlas adi verilir:

1. Lokal haritalarin U , bdlgesi X i érter, yani X, n boyutlu topolojik manifolddur.



2. Keyfioe, g € A igin U, N Up # @ ise

Pp ° (Po:1: Pu(Us N UB) - (pB(Uoc N Uﬁ)

doniisiimii C* smifindandir. Bu sarta bazen (Uy, ¢) Ve (Ug, @p) haritalarimin C*

uzlagmasi sart1 da denir.

Vg ° P 1 doniisiimiine ise koordinatlarin doniisiimii (u};) = ub (ui), L,j=1,..,n
denir. Burada ulig, (Ug, @p) haritasindaki x € U, N Up noktasinin koordinatlar, ug( ise

(U, 9) haritasindaki x noktasinin koordinatlaridir.

U« NUg # @ise bu durumda ¢go@g' doniisimi tayin edilemez. Bu durumda
Vg o@x! doniisiimiinin C* simifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sarti, @p °
@} doniisiimlerinin C* sinifindan diffeomorfizmler olmasna denktir. Bu ise, @p °

-1

P

olmasi1 demektir.

koordinat doniisiimiiniin Jakobiyen matrisinin determinantinin sifirdan farkl

Tamm 2.4: {(Uy, @ )}ve {(Ug, @p)}, C* smifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarn ~ keyfi (U, ) Ve (U, @p) haritalann  C*  uzlasmig ise yani,
{(Us, )} ve {(Ug, @)}, atlaslarmin birlesimi C* smifindan atlas ise verilen atlaslara

denk atlaslar denir.

Tamm 2.5: X Hausdorff uzay iizerinde C* atlaslarinin denklik smifina C*-yap1 denir.
C*-yapismin tiim C* atlaslarinin birlesimi yine C* atlas olusturur. Bu atlasa maksimal

CX atlas adi verilir.

X iizerindeki C* atlaslarinin her bir denklik sinifi, kendisinin bir elemant ile ifade edilir.

Yani, C*-yapisi, onun keyfi C* atlasi yardimiyla olusturulabilir. Buradan da, X



tizerindeki her bir C*-yapismim bu yapidan olan bir C* atlas ile verilebilecegi sonucu

cikar.

C°-yapiya topolojik yapi, C*, (1<k <o) yapiya ise diizgiin (smooth) yap1 denir.

Bundan sonra yalniz C* sinifindan olan yapilara bakilacaktir.

Tamm 2.6: M, Hausdorff ve sayilabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eger, M

tizerinde n- boyutlu C* atlaslarinin C* yapisi verilmigse M uzayina n-boyutlu C*~
sinifindan difernsiyellenebilir veya diizgiin manifold denir ve M, ile gosterilir

(Salimov ve Magden 1999).

Tamim 2.7 (Vektor Alani): M, , C* smifindan n- boyutlu diferensiyellenebilir bir

manifoldun p € M, noktasindaki tanjant uzay T,,(M,,) ve bu uzaylarin birlesimi de

M) = | 7,00

PEMp

olsun.

x: M, - U T,,(My,)

PEMp
dontisiimii igin
o x:Iy,: My, - My

0zdeslik doniisiimii olacak sekilde



e U T, (My) - M,

PEMpy

donilistimii varsa x’e M, lizerinde vektor alani denir. Vektor alami tanjant uzaylarin

birlesimi yardimiyla tanimlanir ( Hacisalihoglu 1993).

Tammm 2.8 (1-Form): M,, n- boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. p € M,,

noktasindaki kotanjant uzay T,y (M,,) ve bu uzaylarin birlesimi de

L o

PEMp

olsun.

w: M, - U Ty (M)

PEMp
dontisiimii igin
Tow:ly M, > My

0zdeslik doniisiimii olacak sekilde

T U T (My) - M,

PEMp

doniisiimii varsa w doniisiimiine M,, lizerinde 1-form denir( Hacisalihoglu 1993).



Tamm 2.9 (Dual (Kovektor) Uzay): B,, vektor uzayinda tayin edilmis z = (X) vektor
degiskenli reel degerli fonksiyonunu goz Oniine alalim. Eger VX,y € B,, ve VA, u € R

icin

< (AX +py) =A< (X) + p < ()

sartim1 saglarsa z =« (X) fonksiyonuna lineer fonksiyon denir. Bu durumda o: B,, - R
doniisiimiine lineer operatdr denir. z =« (X¥) degerine « operatdriiniin X vektoriiniin

uzerindeki izi denir.

B, vektor uzayinin biitiin lineer operatdrlerinin olusturdugu B, vektor uzayina B,

uzayinin dual uzay1 denir (Bishop and Goldberg 1968).

Tanim 2.10 (Tensér): B,, N boyutlu vektdr uzayi, B, ise onun dual uzayr olsun.

Xj €Bp,j=1,..,q ve Ei € B, ,i =1,..,p kovektor degiskenlerinin

w =t(%, %y, ..., %y, 1,82, ..., EP)

reel degerli fonksiyonunu gézoniine alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene gore

lineerlik sartin1 saglarsa, multilineer fonksiyon denir.

Mesela birinci vektor degiskenine gore lineerlik sart1 A, z € R olmak iizere

w = t(AX + py, Xy, .., Xg, €L, 62, ..., EP)

= (%, %y, o, X, €L, 82, EP) + ut (7, %, oov, B, €1, 2, .., EP)

biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen



P
t:B, X By, X ..X B, XB} X ..XB: >R

q

operatoriine B, uzayinda p dereceden kontravaryant, q dereceden kovaryant tensér adi

verilir (Bishop and Goldberg 1968).

Tammm 2.11 (Tensor Alam): E c M, olmak iizere T:E — T (M,) seklindeki
fonksiyona (r,s) tipli bir T tipli tensor alani denir. Burada her m € E igin T(m) €
T, (M,,) seklindedir (Bishop and Goldberg 1968).

r > 0,s = Oolmak iizere r + s sayisina ise tensoriin valentligi denir. (7, 0) tipli tensore

kontravaryant tensorler, (0, s) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler denir.

f, M, manifoldunda bir fonksiyon ise Xf de M, manifoldunda bir fonksiyon tanimlar.

Bu ise

X)) = Xpf

ile tanimlanir. U < M koordinat komsulugunu alalim. Bu komsuluktaki bir vektor

alami

X=fi6i

olarak yazilir. £ ler U daki lokal koordinatlara baglidir. Yani,

fl = El(xll ""xn) ,i = 1, W, n

olur.



M, C” smifindan bir manifold olmak {izere VM e M noktasindaki her bir (p,q) tipli

tensor igin uygun bir T " (m) tensor uzay1 vardir.

Tanim 2.12: M, C* smifindan bir manifold ve T (m),¥vm e M, noktasindaki (p,q)

tipli tensdr uzayr olsun. M, manifoldunun VYmeM, noktasma TS (m) tensér

uzayindan bir t? (m) tensorii karsilik getiren T fonksiyonuna (p,q) tipli tensor alam

denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p=1,q=0 ise vektor alani elde edilir. Yani, ( 1,0 ) tipli tensor alan1 bir vektor

alanidir.

Eger p=q=0 ise her me M, noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yilizden

(0,0) tipli tensor alan1 reel degerli bir fonksiyondur.

Eger U c M bélgesinde f fonksiyonu C* smifindan ise ¥xeU igin df|, eT,%(x)

olur. Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatorii ifadesi ( 0,1 ) tipli bir

tensOr alanmidir.

T, ( p.q ) tipli tensor alam olsun. 6y,..,8, ( 0,1 ) tipli tensor alanlar1 ve X1 .., X9

vektor alanlar1 olmak {izere
T(04, .., 0p, X1, ., Xg) (M) = T (61,(M), ..., 6,(M), X1 (M), ..., X, (M)

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozelikle x' koordinatlarma gére T tensdr

alaninin bilesenleri

TP = T(dx™, ..., dx'a, 9;

J1-Jgq J1’ ""afp)
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bi¢iminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

Tamm 2.13: M,, manifoldu iizerinde T§ (M,,) vektor alanlarmin modiilii olmak iizere

VyY = V(X' Y): Tol (Mn) X Tol (Mn) - Tol (Mn)

dontlistimii

1.VixigvZ = fVxZ + gVxZ, Vf,g € To (My,)

sartlarini sagliyorsa V ya afin konneksiyon denir. Bu halde

Vy: T()l(Mn) - T01 (M)

doniisiimiine kovaryant diferensiyellenme denir.

Tamm 2.14: M,, diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde X vektor alan1 olmak tizere X
vektor alani i¢in asagidaki sartlar1 saglayan Ly operatdriine Lie tiirevi denir (Kobayashi

and Nomizu 1963).

i Ly(K®L)=LyK®L+K® LyL, VK,L € T(M,)
ii. Lyf = Xf, f € Tg (M)

iii. Lydf = dLyf

iv. LyY = [X,Y]
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet

Tamm 3.1.1: M,, , C* smifindan n- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M,,

manifoldunun P noktasindaki tanjant uzay T,,(M,,) olmak iizere

GUSEY Y RACS (3.1)

PEMp
ile tanimlanan T (M,,) kiimesine tanjant demet denir.

T(M,)’nin herhangi bir P € T,(M,,) noktasi i¢in M,, manifoldu iizerindeki T'(M,,) tabii
demet yapisini tamamlayan m:T(M,) —» M,, demet izdiisiimii P — P karsilik getirir.
Yani 7'[(15) =P olur. n7Y(P)=P¢€ T,(M,) kiimesine M, temel uzaymmin P
noktasindaki fibre denir. Dogal olarak burada T'(M,,) kesiti bulunur. M,, manifoldunun
keyfi P noktasindaki f(P), T,(M,) nin sifir vektoriidiir. Bu f kesitine veya f(M,)’nin
goriintiisiine sifir kesit denir. f(M,) sifir kesiti M,, temel uzay: ile aynidir ve bu
nedenle M, manifoldunun kendisi f(M,)’de diferensiyellenebilir imbedding olmus

(i¢ine daldirilmis) altmanifolddur.

(x"), U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olmak iizere M,, baz uzay1 {U; x"}
koordinat komsuluk sistemiyle ortiilmiis olsun. 7~*(U) € T(M,,) a¢ik kiimesi igin
n U c M, > UXR"™ doniisimii diferensiyellenebilir bir homeomorfizm olur.

Burada R™, R iizerindeki n- boyutlu vektor uzayidir. P € T,,(M,) (P € U) noktas: (P, X)

sirali ¢ifti ile gdsterilir ve X € R™ vektoriiniin bilesenleri T,,(M,,) tanjant uzayinda

{0,} (ah = i) dogal bazma P nin (y") = (x"),h=n+1,..2n kartezyen

ox™

koordinatlar1 1ile verilir. U komsulugunda P = n(ﬁ)’nin koordinatlari (xh) h=1,..,n

ile gosterilirse P noktasi uygun (xh, x’_‘) — P € n~1(U) ile verilmis olur.
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Biz m~'(U)cT(M,) acik kiimesinde (x",x™) lokal koordinatlar sistemini elde
ederiz. Buradan (xh,xﬁ) ya, (x") dan indirgenmis (elde edilmis) m ~1(U)’da

koordinatlar denir.

M,, manifoldunun P = T[(f’) noktasini ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{u ’,xh'} ise 771(U") koordinat komsulugu P noktasini ihtiva eder. #=2(U’) gore P’

nin indirgenmis koordinatlari (xh’, yh’) ile verilecektir. Burada

X = (e,
h/
oxh”’

olarak verilir.

n

x" (x"),P noktasmdaki x%,x2 ..,x"™ degiskenlerinin C*® smifindan olan

diferensiyellenebilir  fonksiyonlardir. X = yh,x’_” = yh’ ile gosterirsek (3.2)

denklemi
xP' = xP' (xP) (3.3)

olarak yazilir. (3.2) denkleminin Jacobian matrisi

(22 )
dxP’ 0

oxJ
—_— = A4

dxhoxt oxh

ile verilir (3.2) denkleminin tersi ise
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x" = xh(x""

h
= 0x yh' (3.5)
dxh’
veya
xP = xP(x?") (3.6)
olarak yazilir. (3.5) denkleminin Jakobiyeni
/ axh 0 \
dxP axh
(axp") Tl 9%t g 0x" | 37
axh axt > 6xh'/

matrisi ile wverilir. (3.4) ve (3.7) denklemleri T(M,) tanjant demetin daima
yonlendirilebilir oldugunu gosterir. M,, manifoldu tizerindeki C® sinifindan (r,s) tipli
tim tensor alanlarinin kiimesinin J5(M,,) ve M, deki tiim tensor alanlarinin kiimesini

ise

o

S(M) = ) SE(My)

7,5=0

ile gosterecegiz. Benzer olarak T(M,) tanjant demetindeki tensor alanlarinin

kiimelerini ise sirasiyla J% (T(Mn)) ve S(T(Mn)) olarak gosterecegiz.
3.2. Fonksiyonun Vertical (dikey) Lifti

f, M, de bir fonksiyon olsun. T(M,) tanjant demette Vf fonksiyonuna bakalim.
f:M, - R ve m:T(M,) - M olmak iizere Vf = fom, Vf:T(M,) - R fonksiyonuna
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f fonksiyonunun dikey lifti denir.
Pen (U)P = (x',y") = (x%,xY)
koordinatlarina sahiptir.
Vf(P)="Yf(x,y)=fon(P)=f(P)=f(x)

oldugundan Vf(P) degeri fibre boyunca sabittir denir ve P =mn"1(P)€ M,
noktasindaki f(P) degerine esit olur. (Yano and Ishihara 1973).

3.3. Vektor Alammnin Dikey Lifti

X € 33(T(M,)) alalim. V£ € 3(M,,) igin XV f = 0 ise buradaki X e dikey vektor alani

denir. X nin lokal koordinatlarda bilesenleri (;Z) olsun.
X'f=X0,f+X0f=0

buradan da

bulunur.

X,M,’de bir vektésr alam olsun. T(M,)’de, 1w = w;dx’ olmak iizere
"X(w) =" (w(X)) ile VX bir vektor alanidir. Bu vektdr alanina M,,’den T(M,)’ye X

vektdr alaninin dikey lifti denir. Simdi VX dikey liftinin bilesenlerini bulalim.
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"X(w) =¥ (0(X))

)?7(»] = (L)l'Xi

buradan da

olur.

% =(g) (38)
seklindedir (Yano and Ishihara 1973).
3.4. 1-Formun Dikey Lifti

@ € TY(T(M,)) verilmis olsun. VX € Tt (M,), @(*X) = 0 esitligini saglayan & 1-

formuna T'(M,,) de dikey 1-form denir. @ lokal koordinatlar1 ( @;, @;) olsun.
@(*X) = 0 esitliginden

@;"X' + ;"X =0

1

S

ﬁi :0

0

(S

[

(al" 5?) = ((7)41,0)

olur. w € TY(M,,) 1-formunun Y dikey liftini tanimlayalim.
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Yo = Y(w;)¥(dx?) = w;dx

Yo =@ dxl + P &dx

yukaridaki esitliklerden

Vo Ydx' + 7 @;%dx' = w;dxt

buradan

C®; — w)Vdxt + U @;Ydxt =0

"6i=wi,"6i=0

Yw = (w;,0)

seklindedir. Sonug olarak

Yw(X) =0

olur (Yano and Ishihara 1973).

3.5. Tensor Alanlarimin Dikey Lifti

v: TO(M,) = TO(T(My)) Y(af + bg) = a’f + b’g ve “(fg) = "fYg islemleri ile

bir izomorfizmdir. Ayrica

v: T¢(M,,) = TE(T(My)) Y(aX + bY) = a’X + b¥Y ve U(fX) = YfX islemleri ile

v: T2 (M) - TX(T(My)) Y(aw + bB) = a’w + b6 ve *(fw) = Yfw islemleri bir

izomorfizmdir.
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T(M) = ) TP (M)

»,q=0

olmak lizere T(M,) bir cebir olusturur.

V: T(M,) - (T(T(M,)) izomorfizmine bakalim.
"PRQE)="PRQ, "(aP+bQ)= a’P+ b*Q

islemleriyle dikey lift tanimlar.

Simdi (1,1) tipli afinorun dikey liftine bakalim.

F ="(F0; ® dx/)
= (F{9) ® "(dx’) = "(F)"(3) ® "(dx’) = F/3; ® dx/,

171_:}1:0,17F}_l:0,v1;}_l: ,UF}l:F}l

=( o)

seklindedir.

Benzer sekilde G € TQ(M,) tensdr alamnm “G dikey liftinin lokal koordinatlarda

bilesenleri

o3 3
0 O

ve H € T¢(M,,) tensor alaninin YH dikey liftinin lokal koordinatlarda bilesenleri
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v (00
= (0 HU)
seklindedir. (Yano and Ishihara 1973).
3.6. Fonksiyonun Complete (Tam) Lifti

f €3I3(M,) olmak iizere T(M,) de 1(df)=ySd,f =0f =°f buradaki °f

fonksiyonuna f fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir (Yano and Ishihara 1973).
3.7. Vektor Alaninin Tam Lifti

X € 35(M,) olsun. X¢f =€ (Xf) ile tanimlanan “X’e, X vektdr alaninin tam lifti

e 1 Cyxi\ . . ..
denir. Simdi ‘X = ( CXT> bilesenlerini bulalim.

CXOFf+EXOLS = yo,(X'0,f)
CXiai(ysasf)‘I'CXTai(ySasf) = ys(ain)aif + ysxiasaif

Cxi — Xi, fo — ysasxi
buradan da
Xi
C = .
X= (ysasX ‘)
olur.
3.8. Kovektor Alaninin Tam Lifti

w € T olsun. ‘w € TY(T(M,,)) olmak iizere ‘w(X) = ‘(w (X)) sartin1 sagliyorsa ‘w

ye w nin tam lifti denir. Simdi ‘w € T(T(M,)) 1- formunun bilesenlerini bulalim.
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‘w(“X) = “(w(X))
C(l)iCXi + cwicXi — ysas(a)ixi)

‘Wi X'+ CwpySo Xt = ySo,w; X' + ySw;0.X"

C —_ S c —
w; =y°05w; , ‘wp = w;

olup
‘w = (y°0sw;, w;)
seklinde olur.(Yano and Ishihara 1973)

3.9. Tensor Alanlarimin Tam Lifti

P € Tf (M,,) keyfi tipli tensorleri inceleyelim.

: Tg (My) = T (T(My)) °(f +g) = °f + g ve °(fg) = °f’g + f¢g islemleri ile
bir izomorfizmdir. Ayrica

T (My) » To(T(My,)) (X +Y) = X+ Y ve °(fX) = °fVX + Vf°X islemleri ile

¢ TY(My) » TY(T(My)) “(w+8) = ‘w+ 0 ve “(fw) = fYw+ Yfw islemleri

bir izomorfizmdir.

(M) = Y TP (M)

p,q=0

olmak lizere T(M,) bir cebir olusturur.

¢:T(M,) - (T(T(M,)) izomorfizmine bakalim.
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(PRQ=PR®Q+"P®Q, “(P+Q) = P+°Q
islemleriyle dikey lift tanimlar.

Simdi (1,1) tipli afinorun tam liftine bakalim.

°F = “(F}0; ® dx”)
= (Fa) ® (dx) +"(Fidy) @ “(dx/)
. . v . . c .
= (°F"0; + "F{°0) ® (dx’)+¥(F}9;) @ (dx’)
= yS0,F/0; ® dx’ + F}0; ® dx/ + F}9; @ dx/

CF}i — P}i' CF}_i =0, CF"; = F}i , CF}-i = ySOSF-i

seklindedir.

Benzer sekilde G € TY(M,) tensdr alamnm ¢G tam liftinin lokal koordinatlarda

bilesenleri

G; 0

oo = y°0sGij  Gyj
ij

ve H € TZ(M,) tensor alaninin H tam liftinin lokal koordinatlarda bilesenleri

0 HY
‘H = (Hij ysaSHij)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Yan Tanjant Demet

M, , C* smifindan n boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve n:M, — B,, bir
submersion tarafindan tanimlanan diferensiyellenebilir bir demet olsun. Kabul edelim
Ki, x%x*),a,b,..=1,..,n—m; ,B,...,=n—m+1,..,n;i = 1,2,...,n olmak
tizere bu lokal koordinat sistemini m: M,, = B,, donlisiimii yardimiyla B,, deki lokal
koordinatlara dontisiim kuralin1 yazalim. x¢ lar B, nin koordinatlar1 oldugundan x¢
lar demetin fibre koordinatlari olur. Eger (xa’, x“’) demetteki baska yerel koordinatlar

ise asagidaki denklemler yazilabilir.

{x“' = x® (x%, x%), (4.1)

x* = x“'(x“).

Bu doniisiimiin Jacobian matrisi asagidaki gibidir.

y axt 29 pd
= (Fe)= (% )
o

Kabul edelim ki T,(By) (p =n(p), p = (x% x*) € M) By, nin bir p noktasindaki

tanjant uzay1 olsun. Bu durumda T,(B,,) uzaymdaki {d.} dogal tabanma gére X in
bilesenleri X* = dx*(X) olur. x* = y* € T,(B,,) olmak iizere (x4, x%, xa) tigliisiine
yar1 tanjant demet denir ve t(M,,) ile gosterilir. Bu durumda M,, manifoldu tizerinde
tanimlanan t(M,) yari tanjant demet iizerindeki tiim noktalar igin (x%,x%, xa), x* =

X%, X=0o¢ +m yazilir. O halde yar1 tanjant demetin boyutu n + m olur. n = m igin yari

tanjant demet t(M,,), manifold tizerindeki tanjant demete T (M,,) ye doniisiir.
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M,, deki lokal koordinatlarin (4.1) doniisiimii yardimiyla t(M,,) yari tanjant demetteki

dontisim kurali agagidaki gibidir.

(xa’ — xa’ (xa'xoc)
!

x< = x% (x%)

!
—! axOC —
| x% =~
0x%

Bu doniistimiin Jacobian matrisi ise asagidaki gibidir.

a’ a’
— axll Aa Azl
A=(5w)=| 0 a
0 AX x°
Burada
, 92x%

o
o —
7 0x%0x°

seklindedir (Salimov ve Kadioglu 2000).

4.2. Yarim Tanjant Demette iz Diisiim Fonksiyonlari

A

o: M,, = B, olmak iizere t(M,,) lizerinde tanimlanan iz diisiim fonksiyonlar1 asagidaki

gibidir.
{ m: M, - B,
T, (x4, x%) - x*

{ Ty Mpym = B
(xa,xoc’xoc) - x%

{ Ty Myym = My,
(xa’ xoc’ xoc) N (xa’ xoc)
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Bu iz diisiim fonksiyonlar1 arasinda
T, = 10T

esitligi yazilabilir.
4.3. Fonsiyonun Dikey L.ifti
Genel anlamda fonksiyonun dikey lifti

Uf = fom, € Tg (My)
olarak tanimlanir.

UG x%) = £
oldugundan ”f sadece x* bagl oldugundan t(M,,) de fonksiyon tanimlar. O halde

Wf = fomy omyy = Pfomy,
vf
vvf(xa,xoc’xo_c) — f(xoc)
ile tamimlanan YV f fonksiyonuna f fonksiyonunun t(M,,) tlizerindeki dikey lifti denir.
Yukaridaki tanim dikkate alindiginda g, f € I3(M,,) olmak iizere

9 ="g"f

oldugu goriiliir.
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4.4. Vektor Alammmin Dikey Lifti

0
V € 33(M,,) olmak iizere YV = ( 0 > olsun. **V nin t(M,,) de vektor alan1 oldugunu
VO(

0
gosterelim. Bunun igin PV’ = ( 0

) olsun. O halde
y<

vyl — A{’WVI

w1’ — Agvvva +Ang°‘+Ang&

I' = a’ alinirsa,

vwya’ — Ag’ voya +Ag’ vy +4%’ PAPES

0 0 0

=0
[' =’ alinirsa
! ! ! ! =
vaoc — Aczlc vaa +AC(JXC vao( +AZ_<< vao(
—— ——— —— —
0 0 0 0
=0
[' =’ alinirsa
=/ =1 =/ =/ =
vaoc — At:l( vaa +A&( vvvtx+A<olc< vao(
— —— ———
0 0 0
!
= AX'y™

!

=y*
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olup **V, t(M,) de vektor alan1 tanimlar. Bu sekilde tanimlanan”V ye t(M,) de V

vektor alaninin dikey lifti denir.
Teorem 4.4.1: f € 33(M,), X,Y € 3}(M,,) olmak iizere

|) UUXUUf — O
ii) (X +Y) = X + 7Y

“I) UU(fX) — UUf‘U‘UX
esitlikleri yazilir.
Ispat:

i) vavvf — vaIaIvvf

— vvya VU vwya VU WwyX 3_vv
= faaf+ faaf+X6«Of

=0

0 0 0
i) "X +Y) = 0 =(0|+| o0 |=vx+vy
X*+ Y% X* Y

i) " (fX) = "(fX)'0,

= (fX)%0g + " (FX) O+ " (FX) 05
0 0

= (fX)*

= fX*

= Vfx
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4.5. Kovektor Alanimin Dikey Lifti

w € J2(M,) olmak iizere "Yw = (0, wy, 0) olsun. Benzer sekilde “Yw nin t(M,) de

kovektor alani oldugunu gostermek icin "Ywy = (0, w,, 0) olarak alalim. O halde

!
vva)l =A% vva)ll

! ! =/
YWor = Al Yoy, + AY oy + AT oy

I = a alinirsa,

! ! =/
Ve = Af VPwy + A7 Twy + A7 oy
S—— Aot

) ——
0 0

0 0

[ = alinirsa,

! ! I~
Vwe = Ay wy +AY oy + Ay Vo
N—— ——
0

0

!
— A
_Aa W’

=w0(

I = alinirsa,

Rl

! =/
4% Wy + Ay w
0

olup "’ w, t(M,,) de kovektor alan1 tanimlar. Bu sekilde tanimlanan*w ye t(M,,) de w
kovektor alaninin dikey lifti denir.
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Teorem 4.5.1: f € I3(M,), X € Iy(M,,) ve w € J2(M,,) olmak iizere

) "(w+6)=""w+"0
“) UU(fw) — UUfUUa)

i) "Pw(*X) =0
esitlikleri yazilir.
Ispat:

) "(w+0) = (0, wg + 60x,0) = (0,wy,0) + (0, 6,,0) ="w + *0
i) "(fw) = "(fw),dx'

= "(fw)g dx® + " (fw)xdx™ + 7 (fw)g dx™
0 0

= (fw)oc
= fwoc

= VT,

iii) VYV Y = vvwlvaI

— ‘U‘Uwa ‘U‘UXCl + ‘U‘Uwa ‘U‘UXO( + vao_( ‘U‘UXO(
—_—— —— —— ——
0 0 0 0

4.6. Tensor Alanlarimin Dikey Lifti

i td(My) - (3(E(M,)) (af +bg) = af + b™g e (fg) = "f*g
islemleri ile bir izomorfizmdir. Ayrica
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Wt (My) > t3(¢(My)) P(aX +bY) = a”X + bY  ve  VU(fX) = VfUX

islemleri ile

i) (M) - ) (t(My)) "(aw + bO) = a”w + b0  ve  V'(fw) = "fo

islemleri bir izomorfizmdir.

(M) = D th(My)
P,q=0
olmak lizere t(M,,) bir cebir olusturur.

v t(My,) — (t(t(M,,)) izomorfizmine bakalim.
UU(P ® Q) — ‘U‘UP ® UUQ, UU(aP + bQ) - aU'UP + bUUQ
islemleriyle dikey lift tanimlar.

Teorem 4.6.1:

i) " (0s) = 0%

i) "Y(dx™) = dx*

Ispat:

0
0

i) V(0. = "(650p) =
3

= 0.0, +0.0p + 85.05 = 0%
i) "Y(dx*) = (65 dxP) = (0,65,0) = 0.dx? + 65 dxF + 0.dxP = dx*~

Simdi (1,1) tipli afinorun dikey liftine bakalim.
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VUF = Y (Fpdy ® dxF)

= "(FFo.) ® " (dxf) = (FE)™(0) ®  (dxF) = Fyox @ dxF,

00 0
vvF=<0 0 F,;:‘)

0 0 O

Benzer sekilde G € t3(M,,) tensdr alaninin "G dikey liftinin koordinatlarii bulalim.

we = vv(Gocﬁaoc ® aﬁ)

— vv(Gocp’ao() ® vv(aﬁ) — vv(Gocﬁ)vv(ao() ® vv(aﬁ) — Goc[i’ao_C ® 6,—;
0 0 O
G = <O 0 O )
0 0 G*F

Benzer sekilde H € t2(M,,) tensédr alaniin "H dikey liftinin koordinatlarmni bulalim

"H = "(Hyp dx* @ dxF)

= "(Hyp dx™) @ "(dxP) = ""(Hyp) " (dx*) ® "(dxF) = H,p dx* ® dxF

0 0 0
””H:<Hocﬁ 0 0)

0 0 0

S€E tg (M) olmak iizere genel anlamda tensor alanlarinin dikey lifti

wg — (g ji:f;?qail ® .0 ®del ® ..® dxh)
i1, 7 vv ; ;
=Sy (9,) 0 - ® (8,) ® " (dxh) © . @ T (dxh)

—sry @ . ® O ® dxlt @ .. ® dxa

Jirdg 4
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olarak tanimlanir.

4.7. Fonksiyonun Tam Lifti

Eger f = f(x% x*) M,, de bir fonksiyon ise t(M,,) de “¢f yazlabilir.
“f = u(df) = xPoyf = yPopf

olup “¢f, t(M,) de f fonksiyonunun tam lifti olarak adlandirilir.

4.8. Vektor Alanimin Tam Lifti

Va
V € 33(M,,) olmak iizere °V =< /4 ) olsun. "V nin t(M,) de vektor alani
yO'aO_VOC
ve'
oldugunu gosterelim. Bunun igin €V’ = 4l olsun. O halde
yaaavoc’
ceyl’ :A%’CCVI

ccVI =A£lCCVa +A{1CCV“+A(I)—<CCV&

I' = a’ alinirsa,

ceya’ — Ag’ccva +Ag’ccVa +4%, cepy&
0

= ATV + ALV

=y
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[' =’ alinirsa

ccVoc’ — A(olc’ ccya +A(&(’CCVOL +A%c<' cepy
3 T

= AXV™

!

=y«

[' =x' alinirsa

cepyl’ — Ag’ ccya +A§’CC[/'O( +A§(’CCV°_(
o

= (A%y IV + AF (¥°0,V)

= ¥ (3,45 )V + y A% (9,V)
= y70,(A% V%)

=y99,V¥ (o = ¢’ alinirsa)

— yO"anvo(’

olup ¢V, t(M,) de vektor alani tanimlar. Bu sekilde tanimlanan“‘V ye t(M,,) de V

vektor alaninin tam lifti denir.

Teorem 4.8.1: f € I3(M,,) ve X,Y € I5(M,,) olmak iizere

i) X = W(XF)
i) XV = w(xf)
i) X = c(xf)
iv) (X +Y) = X + Y

V) CC(fX) — CCfUUX + U‘UXCCf



32

esitlikleri yazilir.
ispat:

I) vacclc — valaICCf

= vya aaCCf 4 vy aacc‘f_l_vvx&a&cc]c
0 0

= X% 02(y? 0,f)

5g
= X%0.f
= ""(Xf)
“) chvvf — chIaIvvf

= ccya aavvf + chaaavvf+cho_c ao_cvvf
0 0

= X%0y f
= " (Xf)
iii) chcc]c — CCXIaICCf

— CCXCl aaCCf + CCXO(aaCCf_i_CCXO_(ao_(CCf
0

= Xocaoc(yaaof) + ysaSXoc a&(ya aaf)

5%

= Y X%0x(05f) + ¥50,X%0sf (s = o alinirsa)
= ¥7(X*0x(05f) + (0,X*)0uf)

= y?0,(X*0uf)

=y?09,(Xf)

= “(Xf)



33

Xa + Ya Xa Ya
iV)CC(X+Y)=( X*+Y* ):( X )+< Yy >:ch+ch
Y205 (X< +Y*) yo9,X%)  \y®d,Y™

V) X)) = “(fX)'o,
= “C(fX)*0a + “(fX)*0 + “(fX)*0x
= (fX)% + (fX)* 0« + y70, (fX)*0x
= X4 + fX% 0« + (¥?05f)X*0x + y? [ (0,X*) 0%
= (¥90, /)X 0z + f(X0q + X*0x + ¥70,X*0x)

— CCf‘U‘UX + ‘U‘UfCCX
4.9. Kovektor Alaninin Tam Lifti

w € I2(M,,) olmak iizere “w = (0,y°d,w. , ws) Olsun. “w nin t(M,,) de kovektdr

alan1 oldugunu gostermek i¢in ““w’ = (0, y° 0,0y, W) alalim. O halde

!
ccwI =A% ccwll

! ! P~
“wp = At “wy + AT Coy + AT Cwg
I = a alinirsa,

! ! I~
“wg=A7 “wy +A7 “wg+ A7 “Cox
—_—— - —

0 0 0

=0
[ =o alinirsa,

! ! =/
“Cwe =A% “wy +AY “Cwy + Ay Cox

= A5 g+ A (Y 0,0,0) + A%y 0
0
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= YIAL (Y o) + Y (0AY W

—_ g
=Yy 05 Wy
[ = alinirsa

! ! P~
“Cwg =A% “wy + A% “Cwy + Ax Cox
o
0

olup ““w, t(M,) de kovektor alani tanimlar. Bu sekilde tanimlanan““w ye t(M,,) de w

kovektor alaninin tam lifti denir.
Teorem 4.9.1: X € 35(M,,) ve w € I9(M,,) olmak iizere

|) UU(UCCX — UU(w(X))
ii) o™X = V(w(X))
i) “wX = “(w(X))

esitlikleri yazilir.
ispat:

I) VY, CCX = UUwICCXI

— vaa CCXG, _|_ U‘UwaCCXOL _|_ ‘U‘Uwo_( CCXO(

— ——
0 0
= W X™
= w(X)

= "w(X)
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“) ccwva — ccwlvaI

— CCa)a UUXG. + CCa)a UUXO( + CCw&'U'UXOC

v v
= We X*
= w(X)
=" w(X)

iii) CCyeCx = ccwlchI

— cha CCX(Z + CCwaCCX(X + CCwo_(CCXO(
———
0

= (¥70,wx )X* + 0o (Y705 X*)
= ya(aawoc )Xa +yowoc(aa Xa)
= yaaa(woc X%)

= “(w(X))

Teorem 4.9.2: f € I3(M,,) ve w, 0 € I?(M,,) olmak iizere

i) (w+0) = “Cw + 0
“) CC(fw) — CCfvvw + vv]cccw

esitlikleri yazilir.

Ispat:

i) ““(w+80) = (0, y90,(wy + By) , W + Oy)
= (0,y90,wy, wy) + (0,y704 O, 6)

= CCoy 4+ CCH
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i) “(fw) = “(fw)dx’

= C(fw)g dx® + C(F0)ud™ + “(f0)zlx™

0

= Y90, (f@)odx™ + (fw)ecdx™

= (¥90,f)wadx™ + y7 f (0, 0e)dx™ + feedx™

= (V90,f)wedx™ + f(y‘faaa)o(dxo< + wcxdx&)

— CCfUUa) + UUfCCa)
4.10. Tensor Alanlarmin Tam Lifti

P € tg (M,,) keyfi tipli tensorleri inceleyelim.

€ 1§(My) — B(E(Mo)) (f +9) = “f + “g  ve
islemleri ile bir izomorfizmdir. Ayrica

c: td(My) - td(t(My)) (X +Y) = X+ Y ve
islemleri ile

) (My) - 1 (t(My)) “(0 +6) = “w+ “0 ve
islemleri bir izomorfizmdir.

(0]

(M) = ) th(My)

p,q=0

olmak lizere t(M,,) bir
c: t(M,) = (t(t(M,,)) izomorfizmine bakalim.

CC(fg) — CCfVVg_l_‘U‘UfCCg

CC(]CX) — CCf‘U‘UX_l_ ‘U‘UfCCX

CC(fw) — CCfUUw_l_UUfCCw

cebir olusturur.

CC(P®Q) — CCP®VVQ+‘U‘UP®CCQ' CC(P_I_Q) — CCP+CCQ

islemleriyle dikey lift tanimlar.
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Teorem 4.10.1:

I) Cc(aoc) = O«

i) “(dx™) = dx*

Ispat:
0
i) (@) = <(60p) = | 0% | =0.0,+55.95 +y° 0,05 .05 = 6L.0; = 0.
¥ 0,68 0

i) cc(dx*) = “(65dxP) = (0,y°8,65, 8
i B

= 0.dx? +y° 9,85 .dxP + 8. dxP

Simdi (1,1) tipli afinorun tam liftine bakalim.

F = “(F§ 0. ® dxP)
= C(F§0x) @ " (dxP) + " (F§a.) ® (dxF)
= (CFEY™ (0 + " (FE)(0:)) ® "(dxP) + " (FEDe) ® ““(dxP)
= y70,F§ 0z @ dxf + F§ o, ® dx* + F§oz @ dxP
0 0 0

cp—[0 FE 0
0 y%d,F; Ff

Benzer sekilde G € t9(M,,) tensdr alaninin €“G tam liftinin koordinatlarmi bulalim.
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G = CC(G“de“ (0% dxﬁ)
= C(Grpdx™) @ "(dxF) + Y’ (Gypdx™) @ °“(dxP)
= (““(Gup )"(dx™) + "’ (Goep )“(dx™)) ® "P(dxP) + Y (Goepdx™) ® “(dxF)
= Y70, Gopdx™ @ dxf + Gogdx™ @ dx* + G, zdx™ ® dxP
0 0 0

G = 0 yaaoGocﬂ Gocﬁ
0 Gug 0

Benzer sekilde H € t3(M,,) tensor alaninin “°H dikey liftinin koordinatlarmni bulalim.

“H = “(H*F 05 @ dp)
= C(H*F0:) ® "™ (9p) + " (H*F 0:c) ® ““(9p)
= (CCHFI™(0:) + PP (HF)*(0:)) @ ™ (3p) + " (H*F9x) ® “(3p)
= y70,H*Fdg ® 05 + H*F 0, ® 05 + H*F 0, ® 0
0 0 0

cy=[0 H*¥  H*F
0 0 y°3,H*F

seklindedir.
Teorem 4.10.2: Keyfi X,Y € 33(M,,) olmak iizere

I) [va, va] =0
“) [CCX, VVY] — [UUX, Ccy] — UU[X, Y]

i) [€°X, c°Y] = °[X, Y]

esitlikleri yazilabilir.
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Ispat:

0 0
wy = < 0),””Y:(0>V61= (a, x, X) olmak iizere

XP YA

I) [va, vvy]b — vaIaI vvyb _ vvylaI vab
—— ——
0 0

=0

[va’ vvy]ﬂ — vaIaI vvyﬁ _ vvylal vvyﬁ
0 0

=0

[VX, vvy]ﬁ — vaIaIvvyﬁ _ vvylalvvyﬁ’

= VX% 9,YP + VWX* 9, VB + VW X® 05 YE — Y@ 9, YE — Y™ 9, Y —
T T o o o

Y 0zYP

0

olur. Buradan

0
[va, va] — <O>
0

oldugu goriiliir.

“) [CCX, m’Y]b = CCXIaI vvyb _ ‘U‘UylaICCXb
——
0
= — ‘U‘UYa aa Xb _ wy«x ao( Xb _ vvyac a& Xb
—— ———

~——
0 0 0
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[ch, vvy]ﬁ — CCXIaI va,B’ _ vaIaICCX/?
0

= _wyy xB _vwyxg xB _wwyXg_ xF
i 5

=0
[ccX, vvy][_i — chIaIva/_? _ vvylalchE’

= X909, YP + CX%0 YP + X% 0z YP =Y (, (y°0,XF) —
0 0 0

Y% 0x (y70,XP) — VY * 0x(y° 0,X")
0 52

= X%0, YP — Y*9, XP

olur. Buradan

0
[CCX, vvy] — ( O ) — UU[X, Y]
[X, Y]#

oldugu goriiliir. Benzer sekilde teoremin {iciincii kismi da ispat edilebilir.

III) [ch, ch]b — chIaIchb _ chIaIchb

— chaaaccyb + chocaocccyb + cho_cao_(ccyb _ ccyaaachb _

chocaocchb _ ch&a&chb
= X%9,YP + X*0, Y? +y70,X 05 Y? — Y% 9, X0 — Y*0, XV —
N—— N—— N—_——
0 0 0
yaa(,X“ 6& Xb
0

= X% 0, YP — Y0, XP
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=[X, Y]
[CCX, ch]ﬁ — chIaIchﬁ _ chlaIchﬁ

— chaaachﬁ + chocao(chﬂ + chcTcao_(chﬁ _ chaaachB _
chocaocchﬁ _ cho_ca&ch,B’

= X%0, YP + X*0, VP + y90,X 05 YP — Y3, XP — Y¥0, XP —
0 0

0
y°90,Y* 0g XP
0

= X%0, Y — Y%, XF
=[x, Y]#
[ccX, ch]ﬁ — chIaI CCYE _ chIaIchE’

— chaaachE + chocaocch[_? + ch&a&CCYE’ _ chaaachE _
chocaocchE _ ch&a&chE’

= X%,y° 0, VP + X%0,y°0, YP + y°0, X* 0gy® 0, YF —

0 &3
Y%9,y° 0, XP — Y¥0,y°d, XB —y°d, YF d5y°® 0, XF
0 853

= y7X%0x(0y YP) =y Y %05 (05 XP) + y° (8, X0 Y —
y"(aa Yﬁ)aOc XB

= y%0,( X%9, Y# — Y99, XF)

= y70,[X,Y]#
olur. Buradan
[X, Y]
[€°X, Y] = [X, Y]F = “[X,Y]
y°0,[ X, Y#

yazilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde yar1 tanjant demet ve yar1 tanjant demet {izerinde tanimlanan dikey lift ile tam

lift arastinnlmistir. Calismada ilk olarak yar1 tanjant demetin tanimi verilmis ve tanjant
demet ile arasindaki iliski incelenmistir. Yari tanjant demetin (xa,x“, x&) ticliisiinden

meydana geldigi, koordinat doniisiimiiniin

(@ = xa (x4, x%)

J xoc’ — xoc’(xoC)
O(,

t £% = x™ =

d0x%*

seklinde oldugu ve bu doniisiimiin Jacobian matrisinin

AY AY 0
A=| 0 A% 0

«' T o’
0 AxoX A

oldugu ifade edilmistir.

Ikinci olarak yar1 tanjant demet iizerinde tanimlanan izdiisiim fonksiyonlar1 verilmistir.

Uciincii  olarak verilen Jacobian matrisi yardimiyla f € I5(M,),V € I§(M,) ve
w € J2(M,) olmak iizere "’f, "V ve Yo dikey liftleri ile <f, ¢V ve “w tam

liftlerinin yar1 tanjant demet iizerinde tanimli oldugu ispat edilmistir.

Dérdiincii olarak elde edilen bulgular yardimiyla herhangi bir (p, q) tipli tensoriin dikey

lifti ile tam lifti hesaplanmistir.



43

Son olarak tanjant demette gegerli olan bazi 6nemli teoremlerin yari tanjant demet

tizerinde gecerliligi arastirilmistir.
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