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OZET

Doktora Tezi

QUASI OPTIGIN DURGUN DENKLEMI ICIN LIONS FONKSIYONELLI
OPTIMAL KONTROL PROBLEMI VE ONUN NUMERIK COZUMU

Yusuf KOCAK

Atatirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ercan CELIK

Bu tezde, Quasi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol problemi ele alinmistir.
Ik boliimde optimal kontrol teorisi hakkinda genel bir giris yapildiktan sonra, ikinci
boliimde tezde kullanilan teoremler, lemmalar ve bazi matematiksel kavramlara yer
verilmistir. Ugiincii béliimde, Quasi optigin durgun denklemi icin bir optimal kontrol
problemi ele alinmistir. Bu problem i¢in olasi kontroller kiimesi, ol¢iilebilir karesel
integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu problem igin, baglangig-sinir deger
probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligine ait teorem verilmis, optimal kontrol
probleminin iyi konulmus olmasi i¢in gerekli olan sorular incelenmis, fonksiyonelin
diferansiyellenebilir oldugu gosterilmis ve optimal kontrol probleminin ¢dézimii i¢in
varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart elde edilmistir. Daha sonra, bu bolimde ele
alinan optimal kontrol problemine sonlu farklar yontemi uygulanmis ve sonlu fark
yaklasimlariin fonksiyonele gore yakinsakligi ispatlanmistir. Dordiincii boliimde elde
edilen bulgular verilmis olup, besinci boliimde bu tezin 6nceki calismalardan farkliligi
vurgulanmustir.

2013, 80 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrddinger denklemi, Quasi optik, optimal kontrol, 6l¢ilebilir
karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayi, sonlu farklar metodu, kontrol.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

OPTIMAL CONTROL PROBLEM WITH LIONS FUCTIONAL FOR STATIONARY
EQUATION OF QUASI OPTIC AND ITS NUMERICAL SOLUTION

Yusuf KOCAK

Atatlrk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ercan CELIK

In this thesis, the optimal control problems for stationary equation of Quasi optic are
considered. In the first chapter, after giving a general introduction about the optimal
control theory, in the second chapter, theorems, lemmas and some mathematical
concepts used in this thesis are presented. In the third chapter, a optimal control
problem for stationary equation of Quasi optic equation is considered. For this problem,
set of probable controls is space of measurable squarel integrable functions. For this
problem, the existence and uniqueness of the solution of initial boundary value problem
Is given, the questions which are necessary for checking whether optimal control
problems are well posed are investigated, it is showed that functional is differentiable
and a necessary condition in the form of variation inequality for the solution of optimal
control problems is obtained. Then, respectively, the finite difference method is applied
to this optimal control problem considered in this chapter and the convergence of the
finite difference approximation according to the functional is proved. In the fourth
chapter, obtained findings are given and it is emphasized that this thesis different from
the former studying in the fifth chapter.

2013, 80 Pages

Keywords: Schrodinger equation, Quasi optic, optimal control, the space of measurable
squarel integrable functions, the finite differences method, control.
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1. GIRIS

Optimal kontrol teorisi tarihi ¢cok eskiye dayanan varyasyon hesabinin bir uzantisidir.
Bir efsaneye gore, Tyrian prensesi Dido, Kartaca sehrinin bulundugu alani maksimize
etmek i¢in ¢gember yay1 formunda sigir derisinden bir ip kullanir. Kartaca’nin bulunma
hikayesi hayali olsa da, yeni bir matematik kuralina esin kaynagi olmus, varyasyon
hesab1 ve uzantilari ile optimal kontrol teori olusmustur (Naidu 2002). Matematigin bir
dali olan varyasyon hesabi, bir fonksiyonun ekstremumu ile ilgilidir. Dogada varyasyon

hesabu ile ifade edilen bir¢cok problem bulunmaktadir.

Son yiizyilda teknolojinin hizla gelismesiyle ekonomide, uzay teknolojisinde,
miihendislikte vb. alanlarda karsilagilan yeni problemlerin ¢éziimiinde varyasyon hesabi
yontemleri yetersiz kalmistir. Bu da optimal kontrol teorisinin dogmasina neden

olmustur.

Matematikte optimal kelimesinin anlami en iyi, en uygun, ideal gibi kelimelerle ifade
edilir. Optimal kontrol verilen bir sistemin kontrol kanunun bulunmasiyla ilgilidir. Bir
kontrol problemi maliyet fonksiyoneli icerir. Ayni zamanda baz1 fiziksel sartlar altinda
maliyet fonksiyonelinin maksimize veya minimize edilmesidir. Uygulamalarda ortaya

¢ikan optimal kontrol problemlerine bazi 6rnekler sunlardir:

e Minimum yakit tiikketimi ile aya roket génderilmesi,

e Minimum miktarda katalizor kullanarak kisa siirede kimyasal iiretmek,

e Yeni bir iiriinlin satigin1 reklam kampanyalarina minimum para harcayarak istenilen
seviyeye getirmek,

e Belli kapasitede bir iletisim kanali iizerinden maksimum dogru bilgi iletmek
(Liberzon 2012).



Optimal kontrol problemini formiile etme sunlar1 gerektirir:

1. Kontrol edilen (genellikle durum degisken formunda) amacin bir matematiksel
modeli,

2. Maliyet fonksiyonelinin belirlenmesi ve

3. Durum ve/veya kontrollerdeki fiziksel siirlar ve sinir sartlarmin bir ifadesi (Naidu
2002).

Optimal kontrol teorisinin gelismesinde diinyaca {inlii matematik¢ilerden L. S.
Pontryagin, J. L. Lions, A. G. Butkovskiy, A. I. Yegorov, Yu. V. Egorov, K. A. Lurye,
V. I. Plotnikov, G. T. Ahmedov, A. D. Iskenderov, F. P. Vasilev, T. Zolezzi, C.
Sokolowski, M. G. Bidout, M. Goebel ve diger bilim adamlarinin 6nemli rolleri
olmustur. Optimal kontrol sistemlerine en 6nemli katki 1956°da L. S. Pontryagin ve
ortaklarinin maksimum prensibini Uretmeleri ile olmustur. R. Bellman 1957°de ayrik-
zamanli optimal kontrol sistemlerini ¢6zmek i¢in dinamik programlama teknigini

gelistirmistir.

Optimal kontrol problemleri incelenirken ¢esitli sorulara cevap aranir:

i.  Optimal kontrol problemlerinin iyi konulmasi,
ii. Gerek ve yeterli sartlarin elde edilmesi,
iii. Optimal kontrol problemlerinin ¢6zimud igin nidmerik ¢6zim yontemlerinin

olusturulmasidir.

Schradinger denklemi ile ifade edilen kuantum mekanik sistemleri icin optimal kontrol
teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan biridir. Bu teorinin
problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte
ve ¢agdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikar. (Landau and Lifschitz
1963; Butkovskiy and Samoilenko 1984; Vorontsov and Shamal'gauzen 1984). Bu
nedenle boyle problemlerin incelenmesi gerek teorik gerek pratik anlamda 6neme

sahiptir. Quasi optigin durgun denklemi aslinda kompleks potansiyelli Schrodinger



denkleminin bir bi¢imidir. Bilindigi iizere durgun olmayan Schrddinger denklemi igin
optimal kontrol problemleri ilk 6nce A. G. Butkovskiy, Yu. I. Samoilenko, A. D.
Iskenderov, F. P. Vasilev, M. A. Vorontsov, V. I. Shmalgauzen, G. Ya. Yagubov, M. M.
Potapov, A. V. Razgulin, Din Nio Hao, N. Silla, B. Yildiz, M. Subasi, M. A. Musayeva, N.
M. Mahmudov gibi bilim adamlarmin ¢aligmalarinda incelenmistir. Ancak denklemin
katsayilarinda yer alan kontrollerle baslangi¢c fonksiyonunda yer alan kontroller karesel

integrallenebilir fonksiyonlar oldugunda bu tiir problemler az incelenmistir.

Burada incelenen problem konulma agisindan 6nceki incelenenlerden farklidir. Ele
alinan problemde amag¢ fonksiyoneli olarak Lions fonksiyoneli tipli amag¢ fonksiyoneli
kullanilmistir. Lions tipli fonksiyoneller ilk kez Fransiz matematik¢i Lions tarafindan
sunulmustur. Bu tipli foksiyoneller matematiksel fizigin denklemlerinin katsayisi ile
kontrol edilen sistemler igin kontrol problemlerinde ilk kez Iskenderov’un
calismalarinda sunulmustur ve analiz edilmistir. Lions fonksyonelli optimal kontrol
problemleri Schrédinger denklemleri igin daha once farkli konulmada iskenderov,
Yagubov, Ibrahimov vb. bilim adamlarinin ¢alismalarinda incelenmis ve problemin iyi

konulmasina ve ¢6ziim i¢in gerek sartlara ait sonuglar elde edilmistir.

Bu tez calismasinda istte denildigi gibi Quasi optigin durgun denklemi igin Lions
fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele alinmistir. GOz 6niine alinan problem igin
once problemin iyi konulmasina ait olan sorular incelenmistir. Yani optimal kontrolin
varhg ve tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Sonra problemde kullanilan amacg
fonksiyonelinin diferensiyellenebilmesi incelenmis ve onun gradiyenti icin formil elde
edilmistir. Gradiyent icin olan formull kullanarak optimal kontrol probleminin ¢ozimi

i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart ispatlanmastir.

Optimal kontrol problemleri icin incelenen sorulardan biri onlarin nimerik ¢6zim
sorusudur. Optimal kontrol problemlerini ¢ozmek igin simdiye kadar farkli metotlar
kullanilmigtir. Bu metotlardan birisi sonlu farklar metodudur. Sonlu farklar metodunun
temelinde 0nli Rus matematik¢i Tikonov A.N. Samarski A.A. ve digerlerinin

olusturdugu ve gelistirdigi farklar semas1 teorisi bulunmaktadir. Optimal kontrol



problemlerinin ¢ozimine sonlu farklar metodu uygulanirken 6nce kontrol olunan
sistem ifade edilen diferansiyel denklem fark semasina doniistiiriiliir ve elde edilen fark
semast ic¢in kararlilik ve semanin hatas: sorular1 incelenir. Bu sorularin incelenmesinde
farklar semasi teorisiyle ilgili bilgiler énemli rol oynar. G6z 0nline alinan fark semasi
icin elde edilen sonuglar optimal kontrol probleminin sonlu farklar metoduyla

¢cozimiinde kullanihir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezde kullanilacak olan bazi tanimlar, teoremler ve lemmalar verilmistir:

Tammm 2.1: X bos olmayan bir kime ve X X X - R bir fonksiyon olsun. Eger

YV x,y,z € Xigin,

i. dx,y)=0eox=y

ii. d(x,y) =d(y,x)
lii. d(x,y) <d(x,z)+d(z,y)

sartlarim1 saglaniyorsa d fonksiyonuna metrik, d ile birlikte X kiimesine metrik uzay

denir ve (X, d)ile gosterilir.

Tamim 2.2: Bir k cismi iizerinde, bir vektor uzay (ya da lineer uzay), vektor adini
tagiyan, x,Yy, ... elemanlarindan olusan ve flizerinde iki cebirsel islem tanimli, bos
olmayan bir X kiimesidir. Bu islemler, vektor toplami1 ve vektorlerin skalerlerle (yani Kk’

nin elemanlariyla) carpimi olarak adlandirilir.

Tamm 2.3: X bir lineer uzay olsun. ||-||: X = R fonksiyonunun x noktasindaki degeri

[lx|| ile gbsterilsin. Bu fonksiyon icin,

. llx]l = 0
i lxl=0ex=0
ii.  [lax|l = |alllx|l

iv. e+ yll < llxll + llyll (Uggen Esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa ||-|| fonksiyonuna X (zerinde norm, (X, ||-||) ikilisine de normlu

uzay denir.



Tamim 2.4: Bir tam normlu uzaya (norm tarafindan tanimlanan metrige gore tam) ise,

bir Banach uzay1 denir.

Tammm 2.5: Bir i¢ carpim uzayl (ya da on-Hilbert uzayi), lizerinde bir i¢ carpim
tanimlanmis bir X vektor uzayidir. Burada sozii edilen i¢ ¢arpim, X X X’den X’ in bir k
skaler cismi igine yapilan bir doniisiimdiir; yani, X’ in her x ve y vektor c¢ifti, x ve y’ nin
vektorel ¢carpimi olarak adlandirilan ve (x, y) ile gosterilen ve her x, y, z vektorleri ve a

skaleri i¢in asagidaki 6zellikleri ger¢ekleyen bir skalerle eslenmektir:

. (x +y,2) = (x,2) + (y,2)
i A{ax,y) = alx, y)
ii. ¥y =(y,x)

iv. (x,x) = 0,{x,x) =0 x=0.

Tamm 2.6: Bir igcarpim uzayi iizerinde tanimlanmig bir metrige gore tam ise bu uzaya

Hilbert uzay1 denir.

Tanim 2.7: L,(0, 1) Hilbert uzay1 olup elemenlar1 (0, ) araliginda 6lgiilebilir ve mutlak
degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm

asagidaki gibidir:

l

(V)00 = j w(x)P()dx,
0

2l 00y = /(u:u>L2(O,l)-

Tanmim 2.8: L,(Q)) Hilbert uzayr olup elemanlarn Q = (0,1) x (0,L) bdlgesinde
oOl¢iilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Burada

i¢ carpim ve norm asagidaki gibidir:



W, D) = f Y(x,z)P(x, z)dxdt,
0

1Pl = /(I/J»I/J)Lz(n)-

Tanim 2.9: L, (0,l) Banach uzay1 olup (0, [) araliginda 6lgiilebilir, sinirli ve sonlu
lulli o = vraisuplu(x)| = esssup{lu(x)|:x € (0,1)}
x€(0,0)
0
= inf {c >0:Vy €(0,0)icin |u(x)| < c}
normuna sahip u = u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tamm 2.10: C°([0,T], B) Banach uzay: olup elemanlar1 [0, T] araliginda strekli olan
ve degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki

sekilde tanimlanir:
”u”co([o,T],B) = r{lEaTX”u(t)”B .

Tamm 2.11: W;}(0,1) Sobolev uzayr olup elemanlarimin kendisi ve x ‘e gore I.
mertebeden genellestirilmis tiirevi L, (0, [)’den olan fonksiyonlar uzayidir. Bu uzay ayni

zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

l
d dv
(u, U>W21(0,l) = f [u(x)ﬁ(x) + I;ix) I:chx) dx,
0

”ullwzl(o,l) = /(u' U)Wzl(o,l)'




Burada ©(x) fonksiyonu v(x) ‘in kompleks eslenigidir.

0
w,) (Q) uzaytr W, (Q) uzaymin alt uzay1 olup elemanlar1 Q dikddrtgeninin yan

taraflarinda sifira esittir

Tamm 2.12: W2(0,1) Sobolev uzayr olup, elemanlarmin kendisi ve x ‘e gére II.
mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(0,[) ‘den olan fonksiyonlar uzayidir. Ayni

zamanda Hilbert uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

l
d dv d? d2o
wugon = [ [roosor+ SREE GO
0

lullyzor = /(u,v)sz(o,D-

0
W, (O,I) uzayt W, (0,1) ,, uzaymimn alt uzay: olup elemanlar1 O ve | noktalarinda

stfira esittir

Tamm 2.13: sz’l(Q) Hilbert uzay1 olan Sobelev uzayidir, elemanlar1 Q bolgesinde
. : : du du 9*u T
tanimlanan Oyle u(x,t) fonksiyonlaridir ki, W59z € L,(Q2) ozelliklerini

saglar. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

— d , od : F) ’ 9o ,
(U, Py = j lu(X,Z)(]b(x,z) N u((;; z) ¢§J; z) N ug; 2) d)((; z) N

Q

N 0%u(x,z) 0% p(x, z)

0x2 0x2 dxdt




||u||W22,1(Q) = ‘(u,u)szJ(m.

0
W2 (Q) o uzayt W' (Q) . uzaymin alt uzay olup elemanlar1 Q dikdortgeninin yan

taraflarinda sifira esittir

Tanim 2.14: Eger B Banach uzayindan olan {u,} dizisi i¢in Vc € B*,
’lim (c,ug) = (c,u)

sartin1 sagliyorsa bu takdirde {u,} dizisi u € B noktasina zayif yakinsiyor denir.

Tamm 2.15: {u; } , H hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger Vy € H igin
,l(i_fg(uk'}’)H = (% Y)u

oluyorsa{u, } dizisi x € H elemanina zay1f yakinsiyordur denir.

Tamim 2.16: {u;}, (X,|| ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger
LimJluy —ull =0

oluyorsa {u, } dizisi u € X elemanina kuvvetli yakinsar denir.

Tanmm 2.17: {f,}, bir X kiimesi tizerinde taniml1 fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
Vx € X igin

lim () = f(x)
oluyorsa, {f,,} dizisi X Uzerinde bir f fonksiyonuna noktasal yakinsar denir. Yani,
verilenx € X ve e > 0 igcinn = N oldugunda  |f,,(x) — f(x)| < € olacak sekilde bir
N = N(x, &) > 0 sayist vardir.

Tanmm 2.18: {f,,} , bir X uzay1 lizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
lim £,(x) = £(x)
hemen hemen bitiin x € X igin oluyorsa {f,, (x)} dizisi bir f(x) fonksiyonuna hemen

hemen her yerde yakinsar denir. Yani
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lim £,,() = £(x)

saglamayan noktalar1 6l¢limii sifirdir.

Tamim 2.19: V, X lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. Eger u,v € V ve a € [0,1] i¢in

au + (1 — a)v € V oluyorsa, V kiimesine X de konveks(disbiikey) kiime denir.

Tamim 2.20: f konveks bir X kiimesi iizerinde tanimli, reel degerli bir fonksiyon olsun.

Eger her x,y € X ve a € [0,1] i¢gin
flax+ (1 -a)y) < af(x) + (1 -a)f(y)
oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir.

Tammm 2.21: (X, || |]) bir normlu uzay olsun. 0 < & < 2 sartin1 saglayan her € sayisi
igin eger x,y € X icin |lxll = Ilyll = 1 ve llx — yll = £ iken ||| < 1 - 8(e) olacak

sekilde bir §(g) > 0 sayisi varsa, (X, || [|) uzayna diizgiin konveks uzay denir.
1 <p < igin L, () uzay: diizgiin konveks uzaydir.

Tamim 2.22: (X, || ||) bir normlu uzay ve E < X olsun. E igindeki her dizinin E de bir

limit noktas1 varsa E kiimesine X de kompakt kiime denir.

Tamm 2.23: X normlu uzaymda bir E kiimesi verilsin. Eger E deki biitiin yakinsak

dizilerin limit noktalar1 E deyse E kiimesine X de kapali kiime denir.

Tamim 2.24: X, Banach uzay1 ve E c X olsun. Eger {x,} € E ve {x,} dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda x € E ise E kiimesine X de zayif kapalidir denir.
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Tamim 2.25: U, B Banach uzaymin bir kiimesi olsun. Eger V{u,} € U dizisinden zayif
yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu takdirde U kiimesine B de

zayif kompakt kiime denir.

Tanm 2.26 : X ve Y normlu uzaylar ve f: X — Y bir operator olsun. X’de smirli olan
her E alt kimesi i¢in f(E), Y’de 6n- kompakt ise f’'ye kompakt operatér denir. Yani,
biitiin stirli E < X icin f(E), Y’de kompakttir.

Tamm 2.27 : X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger

1) X,Y nin bir alt vektor uzayz,

i) Herx € X icin Ix = x olarak tanimlanan I: X — Y 6zdeslik operatorii siirekliyse,

X uzayr Y uzayma (stirekli) goémilir denir. Yani, X Y ve her x € X igin
[lIx|ly < M||Ix||x olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger | operatori kompakt ise X

uzay1 Y uzayina kompakt gomiiliir denir.

Tamm 2.28: X, bir normlu uzay ve E c X olsun. Eger X’ in her bir X elemani, E’nin

elemanlarinin bir dizisinin limiti ise E” ye X’ de yogundur denir.

Tamim 2.29: X bir vektdr uzayr olmak iizere, I: X — R (veya C) lineer operatoriine X
uzerinde bir lineer fonksiyonel denir. X iizerindeki sinirli lineer fonksiyonellerin

uzayina X' in duali denir ve X* ile gosterilir.

Tamim 2.30: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis olsun.

Eger u € U noktasina kuvvetli yakinsayan {u,} € U dizisi igin
lim J(ue) 2 J (1)

sart1 saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda alttan yari siirekli denir.
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Tamim 2.31: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis olsun.

Eger u € U noktasina zayif yakinsayan {u, } € U dizisi icin
lm J(we) 2 /(W)

sart1 saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda alttan zayif yari siirekli

denir.

Tamim 2.32: F , bir | aralif1 iizerinde tanimli f(t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.
Eger her € > 0 ve her f € F igin t;,t, € I olmak Uzere |t; — t;| < 6(€) oldugunda
|f(t1) — f(t2)| < € olacak sekilde bir §(¢) > 0 sayis1 varsa F’ye | ilizerinde ayni

dereceden stirekli (es siirekli) dir denir.

Tammm 2.33: F , bir | aralig1 iizerinde tanimli f(t) fonksiyonlarmin fonksiyonlarinin
bir ailesi olsun. Eger her t € I ve her f € F icin |f(t)| < M olacak sekilde negatif

olmayan bir M sayisi varsa F’ye | tizerinde sinirlidir denir.

Tamm 2.34: Sirekli fonksiyonlar uzayi iizerinde

If1l = suplf ()l
xeX

olarak tanimlanan norm diizgiin ya da sup olarak adlandirilir. {f;,;} , X metrik uzay1
tizerinde smirli, reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger lim,, .||, — fI| = 0
oluyorsa {f,} dizisi f € X fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir. Burada norm sup

normudur.

Tamim 2.35: B herhangi Banach uzay1, J(u) fonksiyoneli ise u noktasinin herhangi bir
w,y) ={viveB,|lv—u|l <y} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 i¢in
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lim 200
1m =
Inliz=o [|Rllg

0
olacak sekilde AJj(u) =J(u+h)—J(w) = {'(w),h)g +o(h,u) sartim1 saglayan
J'(u) € B* elemam1 varsa bu takdirde J(u)  fonksiyoneli Fréchet anlaminda

differansiyellenebilirdir denir.

Tanmm 2.36: Dc R™ bir bolge olsun. Eger Ve > 0 verildiginde |z| < o sartin1 saglayan
tim 2’ ler icin1 < p < oo iken [|f(x + z) — f (%), ) < € olacak sekilde biro > 0

sayisi varsa, f (x) fonksiyonuna L,, normu anlaminda siireklidir denir.

Teorem 2.1: 1 <p <o iken L,(D) den olan her fonksiyon L, normu anlaminda
streklidir denir (Mikhailov 1983).

Teorem 2.2:U, B Banach uzayinin konveks alt kiimesi J(u) fonksiyoneli bu kiimede 1.

mertebeden sirekli differansiyellenebilir fonksiyonel ve

U ={ue vy =/ = irll]f](u)}

kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar kiimesi olsun. Bu takdirde Vu, € U, ve

vu € U igin (J'(u,), u — u,) = 0 sart1 saglanir (Vasilev 1981).

Teorem 2.3 (Arzela- Ascoli): Smirli bir | araligi tizerinde F , f(t) fonksiyonlarinin bir
ailesi olsun. Eger F, sonsuz, sinirli ve ayn1 dereceden siirekli ise F, | Uzerinde diizgin

yakinsak olan bir dizi igerir (Hsieh and Sibuya 1999).

Teorem 2.4 (Weierstrass Teoremi): U, B Banach uzayinda zayif kompakt kiime olsun.
J(u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan yar siirekli
olsun. Bu takdirde

Ji = i7ll]f](u) >—o,U,={uel:Jw=.}#0
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zaylf kompakttir ve U “dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalari

kiimesine zayif yakinsar (Vasilev 1981).

Teorem 2.5 (Goebel): X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzayinmn kapali smirli
kiimesi I (v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan alttan yari siirekli fonksiyonel
ve @ > 0, B = 1 verilen sayilar olsun. Bu takdirde X uzayinda her yerde yogun olan

Oyle G alt kiimesi vardir ki, Vw € G igin
Jo@) = 1) + allv - 0l

fonksiyoneli U kiimesi {iizerinde en Kkiiciik degerini alir. Eger > 1 ise J,(v)

fonksiyoneli i¢in en kii¢iik degerini U kiimesi iizerinde bir tek noktada alir (Goebel
1979).

Teorem 2.6 (Fubini): Q,,, R™ nin sinirh bir bélgesi ve Q,,, R™’ in sinirli bir bolgesi
olmak (zere Q,, X Q,, bolgesinde f(x,y) fonksiyonunu tanimlayalim. Farz edelim ki
f (x,y) fonksiyonu Q,,..n» = Q,, X Q,,, bOlgesinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu takdirde f (x,y) fonksiyonu hemen hemen x € @, i¢in y € Q,,,” ye gore, hemen

hemen y € Q,, icin x € @, e gore integrallenebilirdir. Ayrica

f fGy)dx ve f G y)dy
Qn Qm

fonksiyonlar1 sirasiyla X ve y ye gore integrallenebilir olup

| feydray= [ ax [ fondy = [ dy | feuydx
Qm Qn

Qn+m Qn m

esitligi gecerlidir (Mikhailov 1983).
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Lemma 2.1: D c R™ herhangi bir bolge olsun. Eger {u;(x)} fonksiyonlar dizisi
Ly(D) (q = 1) uzaymda bir u(x) fonksiyonuna kuvvetli yakisiyor ise bu takdirde
{ur (x)} dizisinden u(x) fonksiyonuna D de hemen hemen yakinsayan bir alt dizi
segmek mimkiindiir. Ayrica {uy(x)} dizisinin D (zerinde u(x) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsamasi, D iizerinde hemen hemen yakinsamay1 gerektirir. (Ladyzhenskaja

et al. 1967)

Lemma 2.2: {u(x)} bir fonksiyonlar dizisi olmak Uzere, ¢ > 1 ve k = 1,2,.. i¢in
llugllL oy < c ise bu durumda {u, (x)} den Ly(D)’de zayif yakinsayan bir alt dizi
seemek miimkiindiir. Eger k = 1,2, ... icin {u,(x)}, D Uzerinde u(x) fonksiyonuna
hemen hemen yakimsiyorsa ve g > 1 i¢in |lugll. py < ¢ ise bu durumda {u,} dizisi
q* <q igin Ly+(D) de u ya kuvvetli yakimsar; L,(D) de ise u ya zayif yakinsar
(Ladyzhenskaja et al. 1967).

Lemma 2.3: f(x,t,u) fonksiyonu {(x,t) € Q, u € (—o, o)} kiimesinde tanimli
olcllebilir bir fonksiyon ve hemen hemen (x, t) € Q icin u’ya gore strekli bir fonksiyon
olsun. Eger L;(Q)’dan olan {u(x,t)} dizisi, L(Q)’dan olan u(x,t) fonksiyonuna
hemen hemen yakimsiyorsa ve g > 1 icin [If(.,., ux(.,. )1 @) < c ise bu durumda
q"<q icin  f(x,t,u,(x,t)) fonksiyonlar dizisi Ly (Q) normunda
f(x, t,ug(x, t)) fonksiyonuna yakmsar; L,(Q2) da zayif yakinsaktir. Eger {u;(x,t)}
dizisi L,(£2) da u fonksiyonuna kuvvetli yakinsiyorsa ve q > 1 igin [luyll., ) < c ise
bu takdirde {u,(x,t)} dizisi u ya q" <q igin Ly,(Q) da kuvvetli yakinsar
(Ladyzhenskaja et al. 1967).

Lemma2.4 (T. H. Gronwall): Eger g(t) fonksiyonu t, < t < t; Uzerinde surekli bir

fonksiyon ve

t

OSg(t)SK+Lfg(s)ds

to
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esitsizligi saglanirsa, t, < t < t; Uzerinde
0<g(t) <Kexp(L(t—ty))
dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir (Hsieh and Sibuya 1999).

Lemma2.5 (Gronwall Lemmasimin ayrik aymisi): Eger a > 0,b = 0 olmak (zere

®;,j = 0,N sayilari

J
OS(pOSa,OS(p]+1Sa+bZ(pm,]=0,N—1

m=0

sartin1 sagliyor ise bu takdirde

0<¢;<a(l+b),j=0N

esitsizligi gecerlidir. Eger

N-1
OSQDj_lSa+b2g0m,j=0,N—1,0S(pN_1Sa,

m=j
sartlar1 saglaniyorsa ise bu takdirde
0<¢;<a(l+b)N7J1,j=0N—-1

esitsizligi gecerlidir (Vasilev 1981).
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Lemma2.6 (Cauchy- Bunyakovsky Esitsizligi): u, v € L,(Q) elemanlari i¢in

2

2
f uvdxdr| < flulzdxdr flvlzdxdr
esitsizligi gecerlidir (Ladyzhenskaja et al. 1967).
Lemma2.7 (¢ —Cauchy Esitsizligi): Keyfi a, b sayilar1 ve herhangi € > 0 igin
€ 1
bl < — 2 . 2
jabl < lal? +1b]

esitsizligi gecerlidir (Ladyzhenskaja et al. 1967).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Quasi Optigin Durgun Denklemi icin Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol

Probleminin Iyi Konulmasi

Bu bdlimde Quasi optigin durgun denklemi igin optimal kontrol probleminin iyi
konulmas1 incelenmektedir. Bilindigi iizere Quasi optigin durgun denklemi lineer
olmayan optikte ortaya ¢ikan durgun 11k demetlerinin dagilmas: siirecini ifade eden bir
denklemdir (Vorontsov and Shamal'gauzen 1984). Bu denklemin Kkatsayilar1 olan
kirilma ve absorbe katsayilar1 Quasi optigin durgun denklemi i¢in optimal kontrol
problemlerinde kontrol roliinii oynayan fiziksel araglardir. Bunlarin yani sira 11k
demetlerinin baglangi¢ noktasindaki durumuda kontrol rolinii oynayabilen bir fiziksel

arag olabilir.
3.1.1. Problemin konulmasi
[ >0, L>0verilen sayilar; x € (0,1), z€e (0,L), 2 = 2,, 2, = (0,1) x (0,L) olmak

Uzere Quasi optigin durgun denklemi i¢in baglangic sinir deger problemleri ile ifade

edilen sistemi géz Oniine alalim:

0 0%
(2 4 0 T aGonp + vo @ + a2 = il )
(,2) €N, k=12, 1)
Y (x,0) = @i (x) = @ro(x) +igr1(x), xe(0,1), k=12, 2)
1,01(0, Z) = l)bl(ll Z) = 0! ZE€ (0, L) ’ (3)

0Y,(0,z)  0y,(Lz)
0x B 0x B

0,z€(0,L). (4)
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Burada vy, = Y, (x,z) dalga fonksiyonu, ay, >0 verilen sayi, i =+v—1 sanal

birim, a(x) olgilebilir sinirl fonksiyon olup

0
0<py<alx)<p,Vxe(0L), povep, sabit>0 (5)
sartin1 saglar. @, (x), fi(x,2),k = 1,2 kompleks degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlar olup
(pkELz(O,l),fkELz(Q),kZ].,Z (6)

sartlarim1 saglar. v kontrol fonksiyonlari olup b, >0, di;, >0, (m=0,1 k=12)

sabitler olmak uzere
V= {v=(v0,v10,0 011 P P51)» Vm € L2(0,L) Nvinlli,00) < b » @, € L2(0,1)
Nkl on < dim ,m =01k =12} (7
aday kontrolleri kiimesinden secilir.
Simdi
Jo) =l — lpz“%Z(n) 8
olmak uzere
Ja@) = 11 — P2llf, o) + allv — wllf (9)

fonksiyonelinin (1)-(4) sartlari altinda minimumunun bulunmasi problemini gz 6niine

alalim. Burada a > 0 verilen say1; w € H ve H = (L,(0, L))2 X (L (0, l))4 'dar.
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J.(v) amac fonksiyonelidir. J,(v) Lions fonksiyonelidir ve ilk kez (Lions 1971)

calismasinda sunulmustur.

(9) fonksiyonelinin (1)-(4) sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini optimal

kontrol problemi olarak adlandiracagiz.

Vv € V igin (1)-(3) sartlarindan 1, = ¥, (x,z) = Y, (x, z; v) fonksiyonunun bulunmasi
problemi Quasi optigin durgun denklemi igin I. ¢esit baslangi¢ sinir deger problemi, (1),
(2) ve (4) sartlarindan ¥, = Y, (x,z) = Y, (x, z; v) fonksiyonunun bulunmasi problemi

Quasi optigin durgun denklemi i¢in II. ¢esit baslangi¢ sinir deger problemidir.

Tammm 3.1: Vv € V igin (1)-(4) baslangi¢ sinir deger probleminin genellestirilmis

0
¢6zumu olarak €°([0, L], L,(0,1)) uzayina ait olan ve V¥, € W,** (Q),vn, € W2 (),

on,(0,1) _ on,(l, z) _
ax ox

0, vze (0,L)

icin

0%k
0x?

_on _ o _
j Y (x,T) l—l azk + a, —a()n, + vo (D7, + v, (D) | dxdt =
Qy

l

!
= ffkﬁkdxdr—ift/)k(x,z)ﬁk(x,z)dx+if(pk(x)ﬁk(x, 0)dx ,k=12 (9
Q, 0 0

integral Ozdesligini  saglayan Y, = Y, (x,z) = Y (x,z;v) , k=12 fonksiyonu

anlagilir.
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Quasi optigin durgun denklemi i¢in sinir deger problemlerinin zayif genellestirilmis
coziimleri (Ibrahimov 2010) calismasinda incelenmistir. Bu ¢alismada yer alan

sonuglar1 kullanarak asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.1: Vv € V igin (1)-(4) baslangi¢ sinir deger probleminin C°([0, L], L,(0, 1))
uzaymna ait olan ¥, = Y, (x,z) = Y (x,z;v) , k= 1,2 bir tek ¢éziimii vardir ve

¢OzUm icin asagidaki kestirim gegerlidir:

1k DI, o) < Co(ll@nllf, o + Ifillf, ) k=12 ,vze[0,L]. (10)

Burada c, sayis1 @ Ve f;.’dan bagimsizdir.
3.1.2. Optimal kontrol probleminin ¢ézimuandn varhg ve tekligi

Bu bolumde (1)-(4), (9) optimal kontrol probleminin ¢éziimiiniin varhi@ ve tekligi

incelenecektir.

Teorem 3.2: Teorem3.1’in sartlar1 saglansin ve w € H verilen fonksiyon olsun. Bu

takdirde H = (L, (0, L))2 X (L, (0, l))4 uzayinda her yerde yogun G alt kiimesi vardir ki,
Yw € G ve a > 0 igin (1)- (4), (9) optimal kontrol probleminin bir tek ¢éziimii vardir.

Ispat: Ilk 6nce V kiimesi tzerinde Jo(v) = [y — ¥, |If, o) fonksiyonelinin stirekli
oldugunu gosterelim. Vv € V alalim ve bu elemana v+ Av eV olacak bigcimde
Av € H artisini verelim. Bu takdirde (1)—(4) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢dziimii
olan Yr =Yr(x,z) =Yr(x,z,v) , k=12 fonksiyonlari Ay, = AY,(x,z) =
Yr(x,z,v+ Av) — Y(x,z;v) , k=12 artigma sahip olur. Burada Ayy(x,z) =
Yr(x,z;v+ Av) , k =1,2 fonksiyonu (1)-(4) baslangi¢ smir deger probleminin
v + Av € Velemanina uygun gelen ¢ozumudur. (1)-(4) sartlarindan Ay, = Ay, (x, z) ,

k = 1,2 fonksiyonlariin asagidaki sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugu agiktir:
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A d%A
i afk + a axfk — aQy + (vo(2) + Avo(2)) Mpy + i(v1(2) + Ay (2)) My =

= —Avy (DY) — iv (DY k=12 ,(x,2) €EQ, (11)
A (x,0) =Agy, , k=12 ,x € (0,0), (12)
AY,(0,2) = A, (Lz) =0 ,z € (0,L) (13)

AP, (0,2) AP, (L,z)

ox o 0,z€(0,L). (14)

(11)-(14) baslangig sinir deger probleminin (1)-(4) problemiyle ayni tipte olan problem
oldugunu goz oOnitinde bulundurarak (10) kestiriminin aynisin1 (11)-(14) probleminin

¢ozlimil i¢in agagidaki bicimde yazabiliriz:
||A1,Dk(',Z)||22(0’l) < C1(|IAU¢;<||f2(m+||A<Pk||fZ(o,l)), k=12 ,vze][0,L]. (15)

Burada c; > 0 sayis1 Av ve Ag,,’ dan bagimsizdir. (10) kestirimini kullanarak buradan

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

180, G DI, 0 < c2llAvllE vz € [0, L]. (16)
Burada c, > 0 sayist Av, A@y ve z’ den bagimsizdir.
Simdi J,(v) fonksiyonelinin artigin1 bulalim:

AJo(v) = Jo(v + Av) — Jo(v) =

= 2f Re [(¥1(x, 2) — P2 (x, 2) ) (A, (x, 2) — AD,(x, 2))]|dxdz +
0



23

HIAP I, oy + 1881 ) = 2 [ Re(@py G D0 D) vz, (17)
QO

Burada Cauchy- Bunyakovsky esitsizligini uygulayip (10) kestirimini kullanirsak

|AJo(v)| < C3(||A1/J1||L2(Q) + 1AL, @) + ||A1/J1||zz(g) + ||A¢2||1%2(Q)) (18)

esitsizligini elde ederiz. Burada c; > 0 sayis1 Av’den bagimsizdir. Bu esitsizligin sag
tarafinda (16) kestirimini kullanirsak fonksiyonelin v € V elemani iizerinde artis1 i¢in

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

18Jo() < cu(llAvly + IAVIIE). (19)

Bu esitsizlik J,(v) fonksiyonelinin Vv € V' {izerinde siirekli oldugunu goéstermektedir.
Yani ||Av]||z — 0 icin [AJy(v)| = 0 ’dir. v noktas1 V kiimesinin herhangi elemani
oldugundan J,(v) fonksiyonelinin V kiimesi flizerinde siirekli oldugu ispat edilir.
Buradan da Vv € V igin J,(v) fonksiyonelinin V kiimesi tizerinde alttan sinirli ve alttan
yari siirekli oldugu ispatlanmig olur. Tanima gore V' kiimesi H uzayinda kapali ve simirlt

kiimedir. H uzay1 ise Hilbert uzay1 oldugundan diizgiin konveks uzaydir (Yosida 1980).

I(v) =Jo,(v),X =H,U =V olarak alimrsa Teorem2.5’nin sartlar1 sagladig1 goriiliir.
Yani H uzayinda hemen hemen her yerde yogun olan G alt kiimesi bulunur ki
Yw € G igin  a > 0 oldugu takdirde (1)-(4), (9) optimal kontrol problemi bir tek

¢cozlme sahip olur. Teorem ispatlandi.
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3.2. Quasi Optigin Durgun Denklemi icin Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol
Probleminde C6ztim i¢in Gerek Sart

Bu boélimde Quasi optigin durgun denklemi i¢in Lions fonksiyonelli optimal kontrol
probleminin ¢6ziimiine ait olan gerek sart incelenecektir. Bu nedenle once amag
fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu ispatlayip gradiyenti i¢in formil elde

edecegiz.
3.2.1. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi

Bu alt boélimde (1)—(4), (9) optimal kontrol probleminde amag¢ fonksiyonelinin
differansiyellenebilir oldugunu gosterecek ve onun gradiyenti igin  formdal

ispatlayacagiz. Bu amacla asagidaki baglangic sinir deger problemini géz oniine alalim:

0¢r 0% P

i——tao5 5~ a(xX) Py + vo(2)Px — iv1 (D Py = 2(=D)* (WY1 (x, 2) — P, (x,2)),

k=12 ,(x,z) €Q (20)
¢r(x,L)=0,k=12 , x € (0,1), (21)
¢1(0, Z) = ¢1(l; Z) = O y Z € (0, L) (22)

00,(0,z) 0¢,(l,z)
0x B 0x B

0,z€(0,L). (23)

Burada ¢, = Yy (x,2) = Yy (x,z;v), k = 1,2 fonksiyonu (1)—(4) baslangi¢ sinir deger

probleminin v €V  olan ¢ozimudar. (20)—(23) eslenik problemin ¢oziimii olarak

0
c°([0,L], L,(0,L)) uzayma ait olan ve herhangi VN1 € W, (Q)



25

anZ(or l) _ anZ(lr Z) _ 0
ox  dox

sartin1 saglayan V1, € sz'l(Q) icin

071, 011k _ _ . _
[ (=12 + a0 5 — ATy + v — i1 (e ) dxdz =

2

l
= [ 214Gy = 9 )iecdrdz + i [ Bix, 0, 00 @4)

Q
integral 6zdesligini saglayan ¢, = ¢ (x, z) fonksiyonu anlagilir.

0 = L — z degisken doniisiimii yaparak eslenik problemi (1)-(4) baslangic sinir deger
probleminin kompleks eslenigine denk olan bir baglangic smir deger problemine
doniistiirebiliriz. Bu nedenle (1)-(4) baslangi¢c smir deger probleminin ¢oéziimiiniin
varligi ve tekligi hakkindaki diisiinceleri kullanarak (20)-(23) eslenik probleminin
C 0([O,L], LZ(O,L)) uzayina ait olan bir tek ¢oziimiiniin oldugunu ve bu ¢6ziim igin

asagidaki kestirimin gecerli oldugunu hilkkmedebiliriz:

||¢k(',Z)||z2(o,l) < cslly — l/’z“%z(g) k=12 (25)

Burada c¢5 >0 sayisi y; ve 1, ’den bagimsizdir. Simdi (9) fonksiyonelinin
diferansiyellenebilir oldugunu gostermek i¢in 6nce asagidaki gibi fonksiyonelin artisina

bakalim:

Ao() =J,(v+Av) — J,(v) =2 f Re[(y — ) (MY, — AY,)] dxdz +
QO

FIAYLIZ ) + I8P, 12, 0 — 2 f Re(Apy A,)dxdz +
QO
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L L

+2af(v0(z) —wo(2))Avy(2)dz + Zaf(vl(z) —w1(2)Av,(2)dz +
0 0

l l
+2aj(‘P1o(x) — w10(X))A @1o(x)dx + Zaf(¢11(x) — w11 (x))A @11 (x)dx +
0 0

l l
+2a f(‘ﬂzo(x) — W20 (x))A @0 (x)dx + Zaf((p21(x) — w21 (x))A @z1 (x)dx +
0 0
+allAv]l% . (26)
Simdi bu formiiliin sag tarafinda yer alan I. terimi doniistiirmeye ¢alisalim.

Lemma 3.1: Asagidaki bagint1 gecerlidir:

2 f Re(Wy — P,) (Ahy — Ay) dxdz = f Re(1 1 + 1, $)Avo(2)dxdz —
Q

Q

l

—] Im(¢1<51 + l/’zd;z)AW(Z)dXdZ + fReA(pl(x)Im((El(x, 0))dx —

Q 0

l l

—fImAwl(x)Re(qgl(x, 0))dx + jResz(x)Im(d;z(x, 0))dx —
0 0

l

—fImA(pz(x)Re(d_b(x, 0))dx + Ry (Av). (27)
0

Burada R, (Av) kalan terimi agagidaki gibi tanimlidur.
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Ro(@v) = | Re(tips by + Mopy )y (2)dxdz
QO

~ [ 1@, + o9, 1), (ddxdz. (28)

Q

Ispat: (1)-(4) baslangic smr deger probleminin genellestirilmis  ¢oziimii
€°([0,L],L5(0,1)) uzaymna ait oldugundan Ay, = Ay (x,2) = P (x,z;v + Av) —
Y(x, z; v) fonksiyonu ve V¢, € L,(Q) igin

—a(x)AyYy + (VO(Z) + AUO(Z))Awk

.0A¢k+ 02 Ay,
f oz T a2

Q

+i(vy(2) + AU1(Z))A1/JI<> Prdxdz = f (—Avo (2) Py — iv1 (2) i) Prdxdz,
0
k=12 29)

integral esitligi saglanir. Bu esitligi kompleks eslenigi ile toplarsak asagidaki esitlik elde
edilir:

oz | 0T gx2

_ -
j (—i 0%k 1 a0 2% _ o yad, + vo(2) A — vy (z)Azh) prdxdz =
Q

l
f 2(=DK @y — ;) APrdxdz + i f Pw (x, 0) APy (x,0)dx , k = 1,2.
Q 0

Bu esitliginde tekrar kompleks eslenigini alirsak

0z 0 9x2

2
[ (i P20+ ag T2V aoyup + vol2) o - ivl(z)mpk) Bdrdz =
Q
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l
2(-1" f (1 — ¥;) My dxdz — if b1 (x, 0) My (x, 0)dx ke = 1,2 (30)
Q 0

esitligini elde ederiz. Buradan da asagidaki esitligi kolaylikla yazabiliriz:

| @vo@s B+ ibvi@dpBIdxdz = ~2(-1)F [ @By - ) bz +
Q QO

l

+ [ e OO 00 + [ (~8wo(by — by i) Pedxdz
Q

0

veya

2(~1) ] (W1 — 5) Mpreddz = f (= Ave (D)Px — Avy (D)) Bedcdz +
Q QO
l

j (—Avy (2) Ay, — iAv, (2) APy rdxdz + i j APy (x,0) ¢y (x,0)dx , k = 1,2. (31)
Q 0

Elde ettigimiz son esitligi Ay, (x,0) = Apy(x) sartim  kullanarak k = 1,2 icin
asagidaki gibi yazabiliriz:

2 [ By — ) uprdxdz = [ (@vo(ps + () Fadxdz +
Q Q
l

] (Avo(2)Ay + iv; (2) M) Frdxdz — i f B8y ()1 (6, 0)dx ,  (32)

Q 0

=2 [ Gy = $2) Mpydxdz = [ Qo + v, o) odxdz +
QO Q
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l

f(AvO(Z)AIIJZ + iAv, (2) Mp,) Ppodxdz — i f Ap,(x)P,(x,0)dx. (33)
Q

0

(32) ve (33) taraf tarafa toplanirsa
2 [ Gy = 2) @y — )z = [y + 1282) (B0 (2) + ity () dxdz +
Q Q
+ j (A, by + Mpod,) (Avy(2) + iAv, (2))dxdz —

Q

—i f [Ap1 ()1 (x, 0) — A, (x) ¢, (x, 0)]dx (39)
0
esitlgini elde ederiz. (34) esitligini kompleks eslenigi ile toplayalim:
2 [ By = ) (s = tpy )z + 2 [ Gy = ) (0, — )7 =
o 0

= f (Y101 + Yo,) (Ave(2) + iAvy(2) )dxdz +
0

+ f (Y101 + P202) (Av(2) — iAvy(2) )dxdz +
0

+ j (AY; by + Mpod,) (Avy(2) + iAv, (2))dxdz —
o

~ [ @iy + 8520 (8v0(a) — ity ()l -
Q
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l
i ] (81 ()1 (x, 0) — Az (1) (x, 0)]dx +
0

l
ti f [ ()b (x, 0) — A ()b (x, 0)] L.
0

Buradan da

4f Re(¥y — ;) (A1ﬁ1 - Al/_’z)dxdz = Zf Re(l/’1q§1 + ¢2(I§2)AU0(Z) dxdz —
Q

Q

2 f Im(Pyby + Bapz) Avy (2)dxdz + f Re(Apy 61 + Mps ) Avo (2)dxdz —
Q

Q

1
—f Im(A¢14;1 + Alpz‘lgz)AW(z)dXdZ - ij(Afpm(x) + iA<P11(x))<E1(x: 0)dx —
Q 0

l l

- if(Afpzo(x) + iA<p21(x))q§2 (x,0)dx + if(Afpm(x) - iA<P11(x))¢1(x: 0)dx +
0 0

l

i ] (B30 () — i, (X))o (x, 0)dlx 35)

0

esitligini ve
l
—i [ (8010681 (50) + 810G (x, 0) i +
0

+ (A<P11(x)$1(x: 0) + iA@y (x) P4 (x, 0)) dx —

O'\N

l
—if (A¢20(x)$z(x: 0) — iA@,o(x) g, (x, 0)) dx +
0
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!
+f (A<,021(x)d;2(x, 0) — iAga; ()92 (x, 0)) dx =
0

!
=—l f Apqo(x) (51(95; 0) — ¢1(x, 0)) dx +
0

l

+ f Apqq(x) ((131(35: 0) — ¢4 (x, 0)) dx —

0

l

—i f A@ao(x) (¢_)2(x' 0) — ¢o(x, 0)) dx +

0

l

+ [ 802260 (360,00 = ,600)) dx 36)

0

esitligini yazabiliriz. (36)’y1 (35)’te dikkate alirsak lemmanin ispati tamamlanmis olur.

Bu lemmay1 kullanarak fonksiyonelin artigini asagidaki gibi yazabiliriz:

No@) = Jo(0 + Av) — Jo () = f Re(ps 1 + 1, $2)Avo (2)dxdz —
QO

!
_f Im@1¢1 + Y202)Av (2)dxdz + fReA(pl(x)Im(di(x, 0))dx —
) 0
1 !
—fImAgol(x)Re(gl_)l(x, 0))dx + fReA(pz(x)Im(J)z(x, 0))dx —
0 0
! L

- j ImA@,(x)Re(¢p,(x,0))dx + 2a f(vo(z) — wy(2)) Avy(z)dz +
0 0
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L l
+2a f 01(2) — 01(2)Avs (@)dz + 2 [ (P10(0) — w10(2))Aro(¥)dx +
0 0

! L
+2af((p11(x) — w11(2))Apq; (x)dx + Zaf((pzo(x) — w30(2))A@,o(x)dx +
0 0

L
+20 [ (02100 = 02, 2)B¢z2 (edx + R(8). 37)

Burada R(Av) asagidaki esitlikle tanimlanir:
R(Av) = Ro(Av) + 1A 1IF, 0y + 1892117, ) —

—2] Re(Ay,AY,) dxdz + a||Av||? . (38)
Q

R(Av) kalaninin formiiliinden yararlanarak (10), (16) ve (25) kestirimleri yardimiyla
R(Av)’ yi asagidaki gibi degerlendirebiliriz:

IR(AV)| < cellAvlF
Burada cg > 0 sayisi Av’ den bagimsizdir.
R(Av) = o(llAv]|5). (39)
Bu takdirde fonksiyonelin artisin1 asagidaki gibi yazabiliriz:

A]a(v) =]0((17 + Av) _]a(v) =
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I
o—0

l
J Re (lpl(xr 2)p1(x,2) + P, (x, 2) P (x, Z)) dx + 2a(vy(2) — ﬂ)o(z))] Avy(z)dz +
0

l
- f Im (¢1(x; 2)$1(x,2) + Py (x, 2) Py (x, Z)) dx +2a(v,(2) — wl(z))‘ Av,(z)dz +
0

+
O\N

l
+ f [Im(@, (x,0)) + 2a(p,,(x) — w10(x)] Ap1o(x)dx +
0

l
+ f [—Re(@,(x,0)) + 2a(p,,(x) — w11 (x)] Apy; (x)dx +
0

l

+ j[lm(az (x' 0)) + Z(X(QDZO(X) - wZO(x)] A(pzo(X)dx +
0

l
+ f [—Re(@,(x,0)) + 2a(p,, (x) — w1 (x)] A@y (X)dx +
0
+o([lAv]|p). (40)

Fonksiyonel uzaylarda Fréchet anlaminda fonksiyonelin diferansiyellenebilirliligin
tamimin1 kullanarak J,(v) fonksiyoneli V' kimesi Uzerinde diferansiyellenebilir ve

fonksiyonelin gradiyenti i¢in agagidaki formiiliin gegerli oldugunu soyleyebiliriz:

Jo' () = Uav,’ @), Jav," W), Jagse V) Jagy, W) Jag, (V) Jag,, @)  (41)
Burada ]avol(v) ’ ]avll(v) ’ ]a(plol(v) ;]a(pn’(v)r ]a¢20’(v) Ve ]a(p21’(v) a§agldaki
formiillerle tanimlanir:

!

Jaws @) = [ Re (1,60 8,2 + 1,00, 208, 0 2)) d + 200, = w0(), (42)

0
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l

Jaw, @) = = f 1m (1, (v, 2, (x,2) + ,(x, 2B, (x,2) ) dx + 2a(v, (2) — 0(2)),

0

]a(plol(v) = Im@l(x, O)) + Za(q)lo(x) - (Ul()(X)),
]a(pn,(v) = _Re(al(x' 0)) + 26!((,011(36) - (1)11(36')),
]a(pzol(v) = Im($2(x: 0)) + Za((on(x) — wa0(x)),

]0-’(,021,(v) = _Re(az(x' 0)) + 26!((,021(36) - (1)21(36')).

Asagidaki fonksiyonlart g6z 6niine alalim:
‘7{0 (xl lpl( ) Z)’ 1102 ( ) Z)r Vo (Z), U (Z)’ (51 ( ) Z), (51 ( ) Z)) =

l
=— f Re (1/;1(35, 2)¢,(x,2) + ¥, (x,2)p, (x, z)) dxvy(z) +
0

l

+ f Im (lpl(x, )¢, (x,2) + ¢, (x,2)p, (x, Z)) dxv,(z) —

0

—a(v,(2) — w(2))* — a(w,(2) — w1 (2))*,

T3 (2, 910 (), 91, (), 0,0 (), 0, (), 8. (%,0), 6, (x,0) =
= —Im ($:(x,0)) 9, () + Re ($1(x,0)) o, (x) -
—im ($2(x,0)) 9,0 (0) + —Im (B,(x,0)) 9, () -

~a(,y(0) = w10(x))” — @y, () = w1 (6)* —

— (9, (%) — wa0 (1)) — a(@,,(¥) — wyy (X))* .

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
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Bu fonksiyonlarin her birine (1)-(4), (9) optimal kontrol problemi icin Hamilton-
Pontryagin  fonksiyonu denir. Fonksiyonelin gradiyentini Hamilton-Pontryagin

fonksiyonlarini kullanarak yazarsak gradiyent i¢in asagidaki formiilii elde etmis oluruz:

0H, 0, O, 0K, O, 67{1) 50)

Jo) = = (52,52 ot -k L
* vy 0vy 0919 0911 0@y 0@,

Burada H,, ve H; fonksiyonlari sirastyla (40), (41) formiilleriyle tanimlanr.

Teorem 3.3: Teorem 3.2 nin sartlar1 saglansin. Bu takdirde J,(v) fonksiyoneli V
kiimesi Uzerinde Fréchet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun gradiyenti igin (50)

formali gegerlidir.

3.2.2. Optimal kontrol probleminin ¢oziimii icin varyasyon esitsizligi seklinde

gerek sart

(1)—(4), (9) optimal kontrol probleminin ¢éziimii i¢in varyasyon esitsizligi bigiminde

gerek sart elde edecegiz. Bu amacla asagidaki teoremi goz Oniine alalim.

Teorem 3.4:v* €V (1)-(4), (9) probleminin herhangi bir ¢cézima olsun. Bu takdirde

Vv € V i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:
L
of
L
|
0

l
f Re (i (x, 2)$i(x, 2) + 3 (x, D)3 (x, 2) ) dx + 2 (v (2) - wo(z))‘ (o (2) — v§(2)) dz
0

!
- J- Im (1{;{ (x, 2)P;(x, 2) + Y3 (x, 2)P; (x, z)) dx + 2a(vi(2) — w, (z))] (v1(2) —vi(2))dz +
0

l
+ f [Im(@ (x, 0)) + 2a(@30 () — w16 (O] X [P16(0) — @i0(0)] dx +
0
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l
+ J[—Re(cﬁi(x, 0)) + 2a(911(x) — w11 ()] X [@11(x) — @11 ()]dx +
0

+ | [Im(p5(x,0)) + 2a(@30(x) — wa0 ()] X [@20(x) — @30 (x)] dx +

Co—

l
+ j[—Re(GISE(X, 0)) + 2a(p21(x) — w21 ()] X [@21(x) — 31()]dx = 0. (51)
0

Burada  yi(x,2) = ¥i(x,z,v"),¢,(x,2) = ¢, (x,z;v*), k=12 swasiyla  (1)—(4)
baslangi¢ sinir deger probleminin ve eslenik problemin v* € V 'ye karsilik gelen

cozumleridir.

Ispat: Teorem3.3’ten  J,(v) fonksiyoneli V kimesinde Fréchet anlaminda
diferensiyellenebilirdir ve onun gradiyenti icin (41) formulii gegerlidir. Oncelikle J,'(v)
gradiyentinin V kiimesi lizerinde siirekli oldugunu ispatlayalim. Bu amagla J,'(v)
gradiyentinin Vv € V igin artisini hesaplayalim (40) formiiliinii kullanmig olursak
fonksiyonelin gradiyentinin v elemani {izerindeki artigi i¢in asagidaki formiilleri elde

ederiz:

]avol(v + Av) _]avol(v) =

Re (Alpl(x, 2)¢,(x, 2) + ¢, (x, 2)Ad, (x, 2) + Ay, (x,2)Ad, (x, 2) + AP, (x, 2) b, (x, z)

C—

+1,(x, 2)Ad, (x, 2) + M, (x, 2) A, (, Z)) dx + 2alv, (52)

]avll(v + Av) _]avll(v) =

l
= - j Im (Al/)l(x, 2)¢,(x,2) + ¢, (x,2)Ap, (x,2) + AP, (x, 2)Ad, (x, z)
0

+ M, (x, 2)§, (%, 2) + 1, (x, 2)Ad, (x, 2) + M, (x, 2) A, (, Z)) dx



37

+2alv,, (53)
Japro' @ + BY) = Jag,, @)= Im (,(x,0)), (54)
Jags,' @+ B) = Jag,, (W)= —Re ($,(x,0)), (55)
Jaga' @ + BY) = Jag,,' @)= Im (,(x,0)), (56)
Jags' @ + B) = Jag,, (W)= —Re ($,(x,0)). (57)

Burada Ay, = Ay (x,z), k = 1,2 fonksiyonlar1 (11)-(14) smir deger probleminin
cozumil, A¢y = Adr(x,2z) = ¢pr(x,z;v + Av) — ¢ (x,z;v),k = 1,2 fonksiyonlar

asagidaki siir deger probleminin ¢dziimiidiir:

0A¢y 0*Ady
l

P + Qo ~ a(x)Ady + (vo + Avy)Ady, + (v, + Avy) APy =
= Avydr(x,2) + iAv ¢ (x,2),(x,2) €EQ (58)
Ay (x, L) = 2(=1)F (&, (x, L) = Ap, (x, L)) & = 1,2 (59)
¢1(01 Z) = ¢1(l’Z) =0 y Z € (01 L) (60)

dAg,(0,1) B dAg, (L, 2) B
0x B 0x B

0, z€e(0,L). (61)

(49)-(52) simir deger probleminin (1)-(4) siir deger problemi ile ayni tipli oldugunu
kolaylikla sdyleyebiliriz. Buna gore (10) kestiriminin benzeri olarak (58)-(61) sinir

deger probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki kestirimi yazabiliriz:

14k G DI, 0,y < €7 (A1 (L DIE o0 + 1A% C, DT, o + 1AVNIZ, q))- (62)
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vz € [0,L], k = 1,2 burada c; > 0 sabiti Av ve Ay, , k = 1,2 den bagimsizdir. Bu
takdirde (10), (16) ve (25) kestirimlerini dikkate alirsak

1Ak G, DIz, 00 < csllAvlly (63)

elde ederiz. Burada cg > 0, Av'den bagimsizdir. Simdi AJ,'(v) artisi igin kestirim elde

edelim. Yani ||Av|ly = 0, |/, (v + Av) — ],/ (¥)|lg = 0 oldugunu gostermeliyiz.

Oncelikle (52) denklemi icin kestirim elde edelim. /., '(v + Av) — J4,'(v) farks igin

olan formilu kullanirsak

l l l
'+ 89) = Je @] < [0,y + [ ]|y x + [ o, Jagy e +
0 0 0

l l l
[ 1o 10l + [ 1, gyl + [ a0, + 2alaw
0 0 0

esitsizligini yazabiliriz. Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini kullanirsak asagidaki

esitsizligi elde ederiz:
”]avo,(v + Av) _]avol(v)” <
< 1Ayl copllP1ll, 00 + 11,001 AP L, 00 + 1AL, 00 1AD1 1L, 0,0

+||Al/)2||L2(0,l)||¢2||L2(0,l) + ”lpz||L2(O,l)||A¢2||L2(O,l) + ||Al/)2||L2(0'l)||A¢2||L2(O'l)

+2a|[Av]|y .

Son esitsizligin sag tarafindaki terimleri degerlendirmis olursak
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1A%l 00l P11l 00 = ELllAY1 L, 00 < C2IAV][4

||l/’1||L2(0,l)||A¢1||L2(0,1) < 53||A1/’1||L2(0,l) < &llAv|ly

esitsizlilerini yazabiliriz ve aymi sekilde diger kalan terimleride asagidaki gibi

degerlendirebiliriz:
A1, 00 1AL, 00 < CsllAV][4
||Al/’2||L2(0,l)||¢2||L2(0,l) < GllAv]|y
||l/’2||L2(0,l)||A¢2||L2(0,1) < &llAv|y
1A%, I, 00 1AD2N L, 00 < CsllAv |y -
Yani

av,' @ + 80) = Jaw,' @], < collAvlly
esitsizligi elde edilir. Ayni islemler (53) denklemi i¢in yapilirsa
Vav, @ + AV) = Ja,' @], < crollAvlly
esitsizligini elde edilir.
Simdi (54) denklemi icin kestirim elde edelim. Bu amacla (54) denklemin her iki

tarafinin mutlak degerinin karesini alip (0,l) araliginda integrallersek asagidaki

kestirimi elde ederiz:

l !
I I 2 —
f']aq)lo W+ Av) = Jap,, (17)| dx < f|A¢1(X, 0)[*dx = ||A¢1||%2(0,l) < ¢ llAv|ly.
0

0

Benzer sekilde (46)-(47) ve (48) denklemleri i¢inde asagidaki kestirimler elde edilir:
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l l
! ! 2 —_—
f | Jap, @+ DY) = Jop ') dx < f |Ad1 (x,0)12 dx = |Ad1 11}, 0y < ClIAVII,
0

0
l

l
! ! 2 i
] o @+ A0) = Jags, @) dx < f 1Ay Gx, )12 dx = 185 12, o) < GalIAVI1,
0 0

l

l
I I 2 —
f']a(p21 W+ Av) = Jae,, (U)| dx < f|A¢1(x' 0)[?dx = ||A¢1||%2(0,l) < GllAv]| .
0 0

(43)-(48) denklemleri icin olan kestirimleri kullanirsak gradiyentin artisi i¢in asagidaki

gibi kestririm elde ederiz:

o'+ Av) — Jo' W) ly < ca1llAV]| 4.

Burada c;; > 0 sayis1 Av den bagimsizdir. Bu esitsizlikten J,'(v) gradiyentinin V
kiimesi tizerinde siirekli oldugu elde edilir. Yani J,(v) fonksiyoneli V kimesinde
Fréchet anlaminda  siirekli  diferensiyellenebilirdir.  Teorem2.2’nin  sartlari
saglanmaktadir. Buna goére v* € V elemaninin J, (v) fonksiyonelinin minimum olmasi

icin gerek ve yeter sart Vv € V igin
JwH)v—vHy =0

sartim1 saglamasidir. Burada J,'(v) gradiyenti i¢in olan formiil kullanilirsa teorem

ispatlanmis olur.

3.3. Quasi Optigin Durgun Denklemi i¢in Lions Fonksiyonelli Optimal Kontrol

Probleminin Sonlu Fark Yaklasim

Bu bolumde, incelenen optimal kontrol probleminin 6zel hali icin sonlu fark yaklasimi
uygulanmistir. Once problemin sonlu fark aynisi yazilicak ve elde edilen fark semasinin

¢OzUmi igin kararhilik kestirimi elde edilecektir. Bu kestirimden faydalanarak fark
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semasinin hatasi i¢in kestiririm ispatlanacaktir. Kararlilik ve hata i¢in olan kestirimler

yardimiyla sonlu fark yaklasiminin fonksiyonele yakinsamasi ispatlanacaktir. Daha

onceki ¢alismalarda (Potapov et al. 1987; Silla 1991; Yagubov and Musayeva 1995;
Mahmudov 1997; Razgulin 1998; Yetiskin 2005; Yildirim 2009; Toyoglu 2012) sonlu

fark yaklagimi farkli tiirden optimal kontrol problemlerine uygulanmastir.

3.3.1. Optimal kontrol probleminin diskritlestirilmesi

Bu kesimde

JW) =y, — Ebz”zz(ﬂ)

fonksiyonelinin

(64)

0
V= {U = (vo, V1), Vm € L2 (0, L), [|[vmll 10,0y < by v1(2) 20,V z € (0,L), m = 0,1}

kiimesi Uizerinde

d 02
i al/;k T o a;pzk — a()Pi + Vo@D + i1 (DY = fi(x,2),

(x,z)eN, k=12,
Yr(x,0) = (%), x € (0,1), k=12,
Y:1(0,2) =¢,(Lz) =0,z € (0O,L),

0Y,(0,z)  0yY,(Lz)
S =—2==0,z € (0,L).

(65)

(66)

(67)

(68)
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sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini inceleyelim. Burada i = V-1,
sanal birim a; >0 ,1>0, L>0, b,, >0 (m=0,1) verilen sayillar a(x) sinirh

Olculebilir fonksiyon olup asagidaki sartlari saglar:

d?a(x)
dx?

< uz,vx € (0,0, u,, = sabit > 0.

da(x)
0<po=<alx)<p, | < Ha,

dx |~

@r(x) Ve fi. (x, z) fonksiyonlar ise

de,(0) _ de,(D _

dx dx 0

0
@1 € W (0,1) , 2 € W2(0,1),

af(0,2) B af (L, 2) _ 0
ax ox

fL EWF(Q), f, € W2(Q),

sartlarini saglar.

Quasi optigin durgun denklemi i¢in I. c¢esit baslangi¢c smir deger probleminin
¢cOziminln varhigr ve tekligi i¢in (Yetiskin 2006) ¢aligmasindaki sonuglari kullanarak

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.4: a(x), ¢,(x) ve f;(x, z) lizerine konulmus sartlar altinda Vv € V igin (65)-

(68) baslangi¢ sinir deger probleminin bir tek ¢éziimii vardir ve bu ¢dziim igin

el
sz1(

<cp(lledl s +IAN )
Q) WZ(0,1) 0

w,*(Q)
kestirimi gegerlidir. Burada c;, > 0 sayist ¢, ve f; den bagimsizdir.

Il. ¢esit baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ozliimiiniin varligi ve tekligi igin ise

(Ibrahimov 2010) ¢alismasindan asagidaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 3.5: a(x), ¢, (x) Ve f,(x, z) lizerine konulmus sartlar altinda Vv € V icin (65),

(66), (68) baslangig¢ sinir deger probleminin bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6zliim i¢in

1yl < c13(llp2ll + 12l )
W2 (Q) W2 (0, w2 (Q)

kestirimi gecerlidir. Burada c;5 > 0 sayis1 ¢, Ve f, den bagimsizdir.

(64)-(68) optimal kontrol problemi (1)-(4), (9) optimal kontrol probleminin a =0
haline karsilik gelen 6zel halidir. (64)-(68) optimal kontrol probleminin en azindan

¢ozlimiiniin oldugu kolaylikla gdsterebiliriz. Yani

v.={v eV =) = inf)w)} = 0
dir.

Simdi (64)-(68) probleminin sonlu fark aynisini yazalim yani optimal kontrol
problemini diskritlestirelim. Bu amagla €Q bolgesini asagidaki aglar dizisine

doniistiirelim.

{(xj,zk)n} n=12,.. ,x=jh— h/z J=1,M,_1,zy =kt,k=1N,

_ _ 1 _ _T _ _
h—hn—/(Mn_l),T—Tn—/Nn,M—Mn,N—Nn.
(65) denklemine karsilik gelen sonlu farklari ise

Bjk — Pjis
Sy = H——=

Pjx — Pjk-
Sy = %11’
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$j+1k — Pjk
5x¢jk = %,
Gjr1k — 205 — Pj_1k
5xf¢jk =2 hzj !
bigiminde gosterelim.
Her bir n > 1 dogal sayis1 i¢in
M-1
2
() = h ) |¢h — 82| (69)
j=1

fonksiyonunun

Vo = {[vln: W]n = (ol [v1]0), 1k 2 0,k =N,

N 1/2
[v] = (W1 vp2, e vpw), (h2|vpk|2> <b,p=0Lk=TN
k=1

kiimesi tzerinde

i870% + a8z — jdh + vor @ +ivyd = fr,j=1L,M—1,k=1N,(70)

=0, j=0,M,p=12, (71)
bor = dmk =0,k =1,N , (72)
592¢%k = 5f¢12v1k =0,k=1N. (73)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini gbéz Oniline alalim. Burada

a;, (p}’, j’,';, p = 1,2 fonksiyonlar1 ag fonksiyonlari olup asagidaki sekilde tanimlanir:
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xj+h/2
1 -
4= J- a(x)dx ,j=1,M—-1 (74)
xj="/,
xj+h/2
1 -
o= f o,()dx p=12 ,j=T,M—1 (75)
xi=h/
=2

0o =0 =0 ,08 = 0%, Oy = Q-1

2 xi+Y;

1 .
fﬁ:ﬁf f fr(x,2)dxdz ,p=12, j=1,M—-1,k=1,N. (76)

Zr-1x;-1/,

(69)-(73) problemi gordiigiimiiz gibi (64)-(68) probleminin diskrit aynisidir. Her bir
[v], €V, icin (70)-(73) sartlarindan d)}’k,p = 1,2 ag fonksiyonunun bulunmasi

problemi (1)-(4) smir deger problemine karsilik gelen fark semasidir. Once bu fark

semasinin ¢oziimii i¢in kararlilik kestirimi elde edelim.
3.3.2. Fark Semasinin Kararhhgi

Teorem 3.6: Her bir [v],, € V}, icin (70)-(73) fark semasinin kararlilig1 i¢in asagidaki

kestirim saglanir:

N M-1

M-1 M-1
hZ|<l>,’-’k|2 < c14 hZI<p§-’|2 +rhz 21 om=12..,N ,p=12. (77)
j=1 j=1 k=1 j=1

Burada cq, > 0 sayist 7 ve h ‘den bagimsizdir.
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Ispat: z = z, katlarinda asagidaki toplam 6zdesliklerin gecerli oldugu agiktir:

M-1 M-1 M-1
B (i8:0hTh) ~h Y (a0dedhbemi) =h Y (ahth) +
j=1 j=1 j=1

M-1 M-1 M-1
+h Z (v0j¢}kﬁ]1'k) + h Z (V1j¢}kﬁ11'k) =h Z (f}}(ﬁ}k) k=1N, (78)
j=1 j=1 j=1

M-1 M-1 M-1
B (i8:055) ~h Y (a0dedfibemi) —h Y (o) +
j=1 j=2 j=1

M-1 M-1 M-1
+h Z (v0j¢]2kﬁ]2'k) + h Z (V1j¢]2k7712'k) =h Z (fﬁcﬁ]zk) k=1,N. (79)
j=1 j=1 j=1

Burada 7%, p = 1,2 ag fonksiyonlari g, = Ny = 0 , 80y = SxMipye = 0 sartlarm
saglayan {(x]-,zk)n} ag1 lizerinde tanimli herhangi n;’k , p = 1,2 ag fonksiyonlarmin
kompleks eslenigidir. Bu toplam 6zdesliklerinde ﬁfk, p = 1,2 ag fonksiyonlar1 yerine
Td_)]pk, p = 1,2 ag fonksiyonlarim1 alalim. Buradan elde edilen esitliklerden onlarin

kompleks eslenigini ¢ikaralim. Sonugta asagidaki esitligi elde ediyoruz:

M-1 M-1 M-1
_ _ 2 _
h Z v(8,0%, B, + 6:8%.0%,) = 2h Z L Z Im(FLE)  (80)
=1 =1 =1

(80) esitliginden asagidaki esitlik elde edilir:

— — 2 2 2
T(az‘ﬁbfk ]pk + 5Z_¢]pk¢]pk = |¢]pk - |¢]pk—1| +|¢]Pk - d)]pk—l (81)
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(81) esitligini (80) de dikkate alirsak (vq, = 0,j =1,M — 1)

M-1 -
2 _

B (165 = (0heal” + 8% = #hal?) < 200 Y IRIIGR] (82)

j=1 =1

Bu esitsizligi k indisine gore 1 ‘den m < N ye kadar toplayalim. Elde edilen esitsizligin

sag tarafina € — cauchy esitsizligini uygularsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

M- m M-1 M-
Z|¢ | +hz | ]k 1 ShZ|<p]| +€ThZ|
Jj=1 k=1 j=1 j=1
M- m—-1M-1
—Th2|¢]m| + 2th I£2]| 8%, (83)
j=1 j=1 j=1
Burada ¢ = 2t segilirse
M- m M-1 M-1 M-1
2
Z|¢ +20 ) > [oh — dheaal” <20 ) 0P [F+ aech ) |1 [
j=1 k=1 j=1 j=1 j=1
m—-1M-1
+4th |Fel| D%l (84)
j=1 j=1

(84) esitsizliginin sol tarafinin ikinci teriminin negatif olmadigini dikkate alirsak

M-1 M-1 m-1M-1 m M-1
B |05l <20 ) |of[" + 2eh 6" + @+ 2yth Y AR,
j=1 j=1 k=0 j=1 k=1 j=1
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esitsizligi elde edilir.

Gronwall lemmasinin diskrit aynisini kullanirsak

S

-1

N
hzl¢1m| S G5 Zl‘ﬂpl +Thz | , m=1,....,N ,p=1,2

k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz. Teorem3.6 ispatlandi.

3.3.3. Fark semasinin hatasi icin kestirim

Bu kisimda (70)-(73) fark semasinin hatasi igin kestirim elde edelim. Bu amagla 6nce
Vv € V igin (65)-(68) smir deger probleminin ¢Oziimiiniin ortalamasini asagidaki

sekilde tanimlayalim:

[ (x, z; V)], = {YF,

z xitY;

]k oy f f Yp(x,2)dxdz ,j=1,M—-1,k=1,N (86)

Zr-1x,-1/,

Yor = Yk =0, Y& = Vik Vi = Y-k k=1,

Bu ortalamaya Steklov anlaminda ortalama denir.

Ayrica V klimesi lzerinde Q,, oparatorii tanimlayalim:

Qn:V =V, , Q@) = [wly = (Iwoln , [Wiln)
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Zk
1
Wpie =~ f v(2)dz , k=1,N ,p=1.2 (87)

Zk-1

[ZP], = { k} {qb } {1,0 ile fark semasinin hatasini gosterelim. {Zﬁc},p =1,2

ag fonksiyonlar1 asagidaki sistemin ¢ozlimii oldugu agiktir:

1672}, + aobxzZ}, — i Z} +vorZjy + vy Zy, = Fi ,j=1L,M—1,k=1,N, (88)

Zy=0,j=0M,p=12, (89)
Zok =Zie =0,k =1,N , (90)

8224 =62, =0,k =1,N . (91)
Burada F}’,’c, asagidaki esitlikle tanimlanir:
ze X1,
a¢p 821/)
f f +a, 922 —a(xX)Yy, + vo (2P, + iv ()Y, |dxdz —
Zk 1x;-1/,

—i8Y5, — aoSxzPly + qih — v — vyl =1L M—-1,k=1N,p=12.

Teorem 3.7: t ve h adimlarinin ¢;4 < / h S €17 sartlarini sagladigini ve

alpp( z)

<c
0z

— ~18
LZ (0,1)

vraimax
z€[o,L]

esitsizliginin gecerli oldugunu kabul edelim. Burada c,4 Ve c;; sayilari T ve h’dan
bagimsizdir. Bu takdirde (88)-(91) sisteminin ¢oziimii igin yani fark semasinin hatasi

icin asagidaki kestirim gecerlidir:
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M-1
2 S
B 1Z0]* < cBy(Bon + 10a() = W1al?) ,m =T W ,p =12 (92)
j=1
Burada ¢y > 0 sayis1 T ve h’ dan bagimsizdir.
Ben >0,T—> 0 veh — 0icin S, = 0. Ve (92) esitsizliginde
N
100(¥) = [W1all? =7 ) (Iwo = vol® + Wi = vril?)
k=1
‘dir.

Ispat: Her bir z = z,, icin (88)-(91) sistemi asagidaki toplam 6zdesligine denktir:

M-1 M-1 M-1
h Y (62507 5 ) —ach ) (62882, ) ~h ) (wZhir'y,) +
j=1 j=1 J=1
M-1 M-1 M-1
+h Z (vorZh' ) +h Y (wwzit, ) =h Y (Faiy,) k=TN (93)
j=1 j=1 Jj=1
M-1 M-1 M-1
h (LSZ—ZJanzjk) agh Z (5fZ]2k6xn2]k) —h (alezknzjk) +
j=1 j=2 j=1
M-1 M-1 M-1
+h ) (voZhiit ) +h ) (wnZiiy) =h ) (Faiy,) k=TH.  (98)
j=1 j=1 j=1

Burada 7%, ag fonksiyonlan n'(, = n',. =0, 8%, =80, =0 ,k=1N
sartlarint  saglayan {(xj,zk)n} aglar dizisinde tanimlanan herhangi 775.’,( ag
fonksiyonlarinin kompleks eslenigidir. Bu toplam 6zdesliklerinde ﬁfk ag fonksiyonunun

yerine TZ_};(, p = 1,2 ag fonksiyonlarin1 alirsak asagidaki esitligi elde ederiz:
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M-1 M-1 M-1
h Z (i16,28,2%,) — agh Z 8525~ z ra)| 22 +
j=1 j=1 j=1

M-1 M-1 M-1
Fh Y ol 0 Y oy |Zh]* = h Y (FRZR) k=T N,p=12. (95)
j=1 j=1 j=1

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarip Zﬁc ag fonksiyonu i¢in (81) formullni

dikkate alirsak (vy; = 0)

M-1

M-1 N
h Z|Z}i{|2 < ¢30 Thz IF2|* ) o m=TN (96)
j=1 k=1 j=1

esitsizligini kolaylikla elde ederiz. Burada c,q sayisi h ve 7°’dan bagimsizdir. Simdi

(96) esitsizliginin sag tarafin1 asagidaki gibi gosterelim:
PR = ER R E  FR AR p=12 o7)

Burada Fj’,’cl, F}.’,’cz, Fj’,’f, F}.’,’f, FJ?,’(S, p = 1,2 asagidaki formiillerle tanimlanir:

ze X1,
1 0 .
szljclza f f La—Zpdxdz—wZ— e (98)
Zi-1 x;-1/,
2z X+,
p2 1 azll)p P
ij == ao 922 dxdz—aOSxfl/ij, (99)
Zi-1 x;-1/,
ze X+,
1
F]?”c?’ =—— f f a(x),(x,z)dxdz + a; fk, (100)

Zk-1 x]'—h/z
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z xitY;
Fp4 1 dxd p 101
e = vo(2) P, (x, z)dxdz — kal,bjk, (101)
Zg—1 x]'—h/z
2 xi+Y;
F-p5 =— f f ivy(2) Y, (x, 2)dxdz — vlklpjk, (102)
Zk 1xj- /2

j=TLM—-1,k=L,N,p=12.

Simdi Fﬁ( fonksiyonlarinin her biri icin kestirim elde edelim. Oncelikle I*"j’,’c1 ag
fonksiyonunu degerlendirelim. (86) ve (98) formiillerinden asagidaki denklemi elde
ederiz:

zx Xjt /2 zg Xjt /2
p1 _ 9¥p jk ]k 1 “¥p _
F]k = j j i dxd ( - > —y j j i dxdz
Zr-1x,-1/, 21 21,
/ zp Xt /2 zp—1 Xt /2 \
—m f J 1/) (x,z)dxdz — f f 1/) (x,z)dxdz
\Zk 1x— h/z Zk-2 xj— h/z /
z, %t /2 Zp—q %t al/J (x 9
f f dxdz L f f f 0" d0dxdsz
~Th
Zj— 1.X] Zk—2 .X] /2 Z—T

Zk-1 x]+ /2

hTZ f f f lal,bp(x ,Z) a¢p(x t+ 9)] 16 | drdz

Zkzxj

j=TM—1,k=2N,p=12.

Bu esitsizligi Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulamis olursak buradan asagidaki

esitsizligi elde etmis oluruz:
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Zk1x+/

oY, (x,z) 61/) (x, t+6)
pl < 14 14
|F%, hrz ] ] ] ‘ = d6 dxdz (103)
Ze-2 x;-N/, =

j=T,M—-1,k=2N,p=12.

F}* iin olan formulii kullanirsak

z; Xjt /2 l/)p z; Xjt /2
P j1 _
11 _Thf f = dde < . > Thf f dxdz
Z0 xj- h/z Zo xj- h/z
zy Xt /2 Zp—1 Xj+h/2
hTz f f ¥, (x, 2)dxdz — f f Y, (x,2)dxdz
0 %", Zk-2 =1/,
z; Xjt /2 z; Xjt / p ( 0)
X,
i [t T [
Zo xj— Zo xj- h/2 z-T

esitligini yazabiliriz ve buradan

7 x+/2

|Fp1 f f ‘all)p(;cZ)

%0 xj- h/z

dxdz ,j=1,M—1,p=1,2 (104)

esitsizligini elde ederiz. F},’figin olan formull kullanirsak

2 xi+Y;

f f azwpdxdz—

Zk 1xj—

zi [ %1t/ xj+1/, xj-1+/,

-2 f o6, 2)dx — 2 j ¥ (e, 2)dx + f b (6, 2)dx | dz

Zk-1 | xj41-"/, ="/, xj-1="/;
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2k %3 xin

= ] ] [62%5’2) azw”("' )]d dédxdz =

Zk-1 xj— h/z

ze % Y2 xen o

=4 f f f lazz/gg'z)—azw”(a"; )| dndgdxdz =

Zk-1 xj—
e e 2Yp(x,2)  0*Pp(x +n+§,2)
Th3 f f f[ ¢pxz Uy xafg &,z dndededs. (105)
Zk—1 xj— h/z

esitligini yazabiliriz. (105) esitligine Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygularsak

asagidaki esitsizligi elde ederiz:

ze Xty p ,
*Pp(x,2)  P*Php(x +1+§,2)
p2|? p p
F Th3 j j’-l/ f _[ 9x2 9e? dndédxdz. (106)
Zk-1 X 2

j=2M=2,k=L,N,p=12.

Fi2 k=1,N,p =12 terimini kestirelim p = 1 i¢in olan formiiliinii kullanirsak

zE Xjt / X
0 ¢1(x z) ag
Fiic = f f gz xdz -3 [2k — 291k + Vo] =
Zk 1xj-
Zk h h
_d awl(”?'z)_az%(x_?z) dz —
Th 0x? 02
Zk—1
zic [ %2 x4n xj+h/, xphy,

- j f jalplfz)dfdx j [l alpl(g 9182 4| az

Zk-1 x]
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=T%f j fj_azlgl—g’z)dndfdxdz—
¢

Th3 f j j f 621/;1—77(277,2) dndédxdz

Zk-1xj— h/z xl_h/2x1_h/2

esitligini ve buradan Cauchy-Bunyakovsky esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizligi
elde ederiz:

x+/

= [

Zi-1 x;-1/,

621/)1 (x Z)

dxdz ,k =T,N. (107)

p = 2igin Ff;cz olan formiilden agagidaki esitligi elde ediyoruz:

Zg x1+/
621/) (x z)
rg=m [ R s - o ke - 20k + )
Zk 1x,-N/,
z h zp x1t /2
_ag kawz(x"_gz d f f 761/)2(5 )ddd
" Th d0x2 z §dxdz
Zg-1 Zk-1x1—

2k XM wpn 1+,

o T 2t e

Zr-1x;-N/, *

Buradan da

azlpz(x Z)

|FEE|? < dxdz ,k =1,N(108)

=3

Zj— 1x]
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esitsizligini elde ederiz. (107)-(108) esitsizliklerinden aymi sekilde FiZ 1, Ve Fiy? 1icin
asagidaki esitsizlikler elde edilir:

Zy XM- 1+/

9 92
P2 1l a” ] f lpl(x 2| dxdz | (109)
Zk lxM 1—
Zr XM-1t /2 5
P
223 < = j j lMx 2| N (110)

Zj— 1XpM—1—

Simdi F}’,j=TM—1,k=1N,p=12terimlerini kestirelim. (86) ve (100)

formillerini kullanirsak

2z X1,
p3 1 p
ij = -— a(x)tpp(x,z)dxdz +a; t/ij
Zi-1 x;-1/,
ze X1,
1
=— f f i (a; — a(x))dxdz
Zg—1 x]-—h/2
ze X1,
f f a(x)(t/) — Y, (x,2))dxdz (111)
Zk 1x-N/,

esitligini elde ederiz.

;’k icin olan formile gore asagidaki esitsizligi elde ediyoruz:

zx X+
1
. < vrai _
| h j j Yy (x, 2)dxdz _vr(ggggxwp(x,zﬂ
Zk—lXj—h/z

||lpp||Loo(9-) = ”wT’”Lw(O,T;Wzl(O,l)) » b= 1’2 (112)
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Teorem3.4 ve Teorem3.5°deki kestirimler kullamlirsa kolaylikla ¥, (x, z), p = 1,2

fonksiyonlar1 i¢in asagidaki esitsizlikleri yazabiliriz:

(.2l < € <||<P1|| o FIAl ) vze (1) (113)
W} (0,1 W2 (0,1)

W2 (Q)

I (., 2| < ¢y (”(Pz“ + £l ) vze o) (114
Wi (o,1) 2

W, (0,1) W% (Q)

Bu kestirimleri ve (112)’yi kullanirsak

|¢}k| < C23

|¢]2k|SC24 Jk=1,N,j=1,M -1, (115)

esitsizlikleri elde edilir.
(111)’den asagidaki esitsizligi elde ederiz:

7 %t /2

f f Wb~ (. 2)|dxdz, p=12.  (116)

Zk 1x] h/z

(116)’da 1/)}’,( — Y, (x, z) farkini bulalim. 1/)5-’,( icin olan formula kullanirsak bu farki

asagida gibi yazabiliriz:

2 XY,

1
b=t == || W60~y adga0

Zr-1 x;-1/,

Z} xj

] T [Pl

Zj— 1x— h/Z z
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Bu ifadeyi (116)'da kullanirsak:

z xjtY; 2 X+,

| 2 2!11 j’ j‘ ale 2,1111] j azpp|dxdz (118)

Zje— 1x] Zj— 1x5—

j=TM—-1,k=TL,N,p=12 .

esitsizligini elde ederiz. Fﬁf’ﬁ degerlendirmis olursak (101) formilinden

zx X+
]k = ’l'h j j [UO(Z)wp(x Z) W()klp]k] dxdz =
Zk-1 X~ h/z
ze X+
1
% f j [UO(Z) - WOk] wfkdXdZ +
Zg-1 Xj—h/z
2 X+,
v [ [ w@@,en-w) dxds =
Zj— lx] h/z
Zk 1 Z) x]‘+h/2
= (lp k)_ f UO(Z) - WOk]dZ+E f f UO(Z)(w (x Z) 1!’ k) dxdz
Zk—1 Zp—1 xj_h/z

esitligini kolaylikla yazabiliriz. Bu esitligin her iki tarafinin mutlak degerini alip elde
ettigimiz esitsizlige Cauchy-Bunyakovsky esitsizligini uygulayalim. Bu takdirde
asagidaki esitsizligi elde ederiz:

zi X+,

|Fp4|_|l/J ||vo(Z) W0k|+— f f |v0(z)||¢p(x zZ)— 1p |dxdz§

Zi-1 x;-1/,
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[ [1vo (2) — wiye| +

1,

Zk Y, 2 | %412 ]
( f |vo (z)|2dz> X |/ f f [l/)p (x, Z)—l/) ]dx dz) i
) |

Zk-1 Xj—h'/z

<[] vo(2) — worl +

_h
Zk—1 Zk-1 x;="/,

2 2
1
= [ llvo(2) — wol +%< f |v0(z>|2dz> x

Zk—1

zp Xjt /2 zp Xjt /2 alpp(n,e) Ualpp(x,o') ; 1/
(f f o f f f f 3 da‘dfde dx)?dz) /2
Zk-1 x] Zk— 1x] z

2, 2
< Iz/)}-’kllvo(z)—w()k|+%< f|v0<z)|2dz> x
Zk-1

zi | %t /2< ze %Yo [ X,

IR AR

Zk1x]

1,
|1/J ||170(Z) W0k|+_< flvo(Z)Ide> X

z [ %12

f f f J ‘alp,,(n 9)‘ awp )d do |dx| dz

Zk1x] Zk1 xXj— Zk1

Zy 1 7z X+,
1 1
ﬁ< | |vo(z)|2dz> [ C [ Wpnn-whlax®e =

2

awp(x Dy D dfd@)‘ dz |
Zk-1 xj— hy, xj— /

2

1/2

1/2

<
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1/2
= |92 Ive(2) - w0k|+— f|v0(z)| iz | x
Zk-1
2 2
T 6) o o)
f f f |¢p"’ ‘d o + f ”—w”a:a dodo|dx| | =
Zk 1| xj- h/2 Zk 1x] Zk—1Zk—1
1/2
[l [lvo(2) — w0k|+ j|v0(z)| dz | x
Zk—1
.
x+/2 ze X+, 2 \\ 2
0w, (1,0 3
f f f ‘lpp(" )’d o + Hw”(xa) dx| dz | <
Zkl Zk 1x1 /
Y,
< |92 Ive(2) - w0k|+— f|v0(z)| iz | x
Zk-1
YA
/Zk[m%h— ¢ ow - oy, (x, o)’ /ﬂ } \
I — ‘ p dde VT ’ p %7 dx| dz |
JIJ f(zf [ (J
k 1[96] /2[ k-12;-1
P Y,
< [97, |00 (2) — wor| + — f|v DPdz | x
Zk—1
1 2 1,
[ = \/_"Jr/z o %y ) f2 5y o , A\
x | 7 f <f f ‘a"’v(;g'g)‘ dnd0> dx + T f <”aw”;§‘a) da> dz | =
\ xj— Zk-1 %=1/, xj=1/y \Zk-1 J /
1/2

= |y?, IIvo(z)—w0k|+ f|v0(z)| iz | x

Zk—1
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1
z[ 7, X+ 2 1/2]2 2
a0 e) 0, (x, o) |
Zfl{—f(! f‘ ‘dd@ ++Th f ” do dx Jldz <
K Y,
< [W2 | 1v0@ —worl + = [ vo@12dz | x
Zk—1
1
i 0y T o) ;
J f f‘lp”"’ dd9+hf Hlp”xa dx do|dz -
Zk-1 Zk 1xj— Xj—
K Y,
= [07, |00 (2) — worl + — [m@ras |
k1Yo okl Ty 0
Zk—1
O I &
><h3f f ‘wpn, dd9+2hJ H]’b"xd x do <
Zk— 1xj— Xj—
1/2
1
< [hllvoe —wod + | [ m@Pdz | x
Zg-1
Zy / 1/2 Zy x+h/ 1/2
| n f f |a¢"("‘6)|dd9 + VR f f |a¢”(xa) xdo _
Zklx] Zk1x]

= |1/’]Pk||770k — Wok|

lE (T g " T o “
<f|vo(z)|2dz> IlT f f | L |dd9 +— f f ‘ P dxd o JI

Zk-1 xj— klxl
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Sonucta F}-’,’f ag fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizligi elde etmis oluyoruz:

Zk Y,
|Fp4| = |1/’ |v0k_W0k|% flvo(z)lzdz
Z-1
<f|v0(2)|2d2>1/2|[ﬁ<] ] |6¢"(” 9)| a d9>1/2+—<f f ‘M i da) Z]I
|\ |

Bu esitsizlikte j=1,M — 1,k =1,N icin toplama gecip Cauchy-Bunyakovsky

esitsizligini kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ediyoruz:

N M-1
42
|Fp <Thz 3]y ]kl |Wor—vor|* +

k=1 j=1 k=1 j=1
N M-1 2 %+
) dp,(n,0)|°
+3rhz Iv6(2)1?dz X — - dndé +
k=1 j=1 z;_, Zr-1 x;-1/,
-1 Zk ze X+,
ShN 1 o, (x, )|
+3rhz ' jlvo(z)l dz><h2 f f a5 dxdo <
k=1j=1 z}_, Zr-1x,-"/,
2 0P, (x|
< 3l|1/)5-’k| TZIWok — vor|? + 3bjh*vraimax ||—————
- on L,(0,0)
2 ]
oy, (x, o z
+ 3bih*vraimax % p=12.
g L,(0,0)

Y, € w2 (Q), p = 1,2 oldugundan

9y(.,2)

vraimax
T ox

z€[0,L]

< C20 ”l/Jp ”sz'l(g)
L,(0,D)
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oldugunu kolaylikla gosterebiliriz. Diger taraftan teoremin sartindan

0y(.,2)

<c
T ox

— t18
L2(0,)

vraimax
z€[0,L]

dir. Bu sartlar ve (115) kullanarak Fj’;f i¢in asagidaki kestirimi elde ederiz:

N M-1 o 5 M-1 al/) al/)p 2
‘L'hz |F]-k| < Cy6 ‘[Z|W0k—170k| +7 I +h||—5— (119)
k=1 j=1 j=1 Ly(0,0) Ly(0,1)
(119) u kullanarak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
N M-1
2
IR < 0 (104@) = [lull2 + % + )
k=1 j=1

Ayni islemler F}-’,’CS ag fonksiyonu i¢in uygulanirsa benzer sekilde asagidaki esitsizlikler
elde edilir:

N M-1 N v, ()|
2 )
Z |F}’,’(5| < 31|y | ‘L'Z|W1k — v1|* + 3b3h*vraimax %—n
k=1 j=1 k=1 n Ly(0D)
o, (x,0)||
+ 3bZh%vraimax L p=12.
do
L,(0,0)
ve
N M-1 M-1 alp aw
Thz | | < Cg| T |W1k — vlkl +7 aZ
=1 7=1 = L,(0,D) L2(0,0)

Buradan da asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

M-1

N
> S < canll0u) — [l + 12 + ),

k=1 j=1
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(118) esitsizligi asagidaki gibi yazilabilir:

o, 2

0z

a_|I°
2= > (120)
L(9)

Fubini teoremini kullanirsak (103) esitsizliginden asagidaki esitsizlik elde edilir:

N M-1
‘L'hz | ]k| <c30<r +h

k=1 ]:1

Lo()

M-1

wy St <t (]

k=2 j=1 -7 \Q

oY, (x,2z) 0YP,(x,z+0)
0z B 0z

dxdz |d6,p = 1,2. (121)

Herhangi bir &€ > 0 alalim. L,(Q) uzayinda tanmimlanmis fonksiyonun stirekliligi

teoremine gore 0 < 7 < § iken

<é&€
L2(Q)

oPy(x,2z) 0YPy(x,z+6)
H B 0z

olacak sekilde § > 0 sayis1 vardir. Buna gore (57)’den asagidaki esitsizligin gegerli

oldugunu elde ederiz:
N
2
th Y 3 |ER < wp. (122)
Burada w? > 0,7 - 0 icin w2 — 0. (104) esitsizligine gore

dz
L2(0,)

Thz“:m wap

esitsizligini elde ediyoruz. Integralin mutlak siirekliligine gore sonuncu esitsizlikten

asagidaki esitsizlikler elde edilir:



65

th z FP < wi,p=12. (123)

buradaw! > 0,7 - 0igin wl — 0. (122) ve (123) esitsizliklerinden

N M-1
2
Thz |1Djil| <wl+wl=w? ,p=12 (124)
k=2 j=

[y

esitsizligi saglanir.

(122) esitsizliginin elde edilmesiyle ayn1 olarak (106)’dan asagidaki esitsizligin gecerli

oldugunu elde ediyoruz:

M-1
h Z FP?" <wi,p=12. (125)
-

Burada w? > 0 ve h - 0 icin w# - 0. (107) ve (110) esitsizliklerinden asagidaki

esitsizlikleri elde ediyoruz:

M-
62
z 2 < 9a0f all;” dx, (126)
= o
62
ThZ|F;;21k| < 942 f Y dx. (127)
12h L,(0,L)

Integralin mutlak siirekliliginden bu esitsizliklerin sag taraflarinin h — 0 icin sifira

yaklastigini elde ediyoruz. Yani:

M-1 M-1
th ) |EZ o )[R < wip =12 (128)
=1

j=1
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Burada w; > 0 ve h - 0 igin w7 — 0’ dir. Bu takdirde (125)-(127)’den

N M-1
2
Thz 2" < w0 ,p =12 (129)
k=2 j=1

esitsizligini elde ediyoruz. Burada Wy = w? + w;. (118) esitsizliginden (106) ve (107)

kestirimlerinin yardimiyla bir sonraki esitsizligi elde ediyoruz:

N M-1
2
Thz |F].’,’f <c31(t?+h?),p=12. (130)
k=2 j=1

Burada c3; > 0 sayist T ve h ‘dan bagimsizdir. (98)-(102) ag fonksiyonlari icin olan

kestirimlerden faydalanilirsa Fjy igin

N
ThZ|FjI,9(|2 <cyp,(W)+wl+t+h+12+h%2+0,w) — [v].lI?) (131)
k=1

kestirimi elde edilir. Burada c5, > 0 sayisi T ve h ‘dan bagimsizdir. Bu kestirim (96)

esitsizliginde dikkate alinir ve
Ben = Wy +wl + T+ h+ 1% + h?

olarak tanimlanirsa teorem ispatlanmis olur.
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3.3.4. Fark Semasmin Fonksiyonele Gore Yakinsakhgi

Fark semasmin hatasi i¢in olan kestirimi kullanarak fark yaklagimlarmin fonksiyonele
yakimsadigin1 inceleyelim. Bu amagla oncelikle J(v) ile I,([v],) fonksiyonelinin

farkina bakalim.

Teorem 3.8: Teorem3.7’nin sartlar1 saglansin. Bu takdirde Vv € V ve V[v],, € I}, icin

V@) = L([vln)] < c33(yBen + [1Qu(v) — [V]al)
esitsizligi gecerlidir. Burada c33 > 0 sayis1 h ve t’dan bagimsizdir.

Ispat: J(v) — I,([v],,) farkin1 g6z éniine alalim. (64) ve (68) formiillerini kullanarak
asagidaki esitligi elde ediyoruz:

M-1

N
J(v)—l([vn)—jm(xz) Yoo 2)Pdxdz —h ) Y |gh — i) =

k=1 j=1

M-1 Z%k xj+ /2

Zf f (1102, 2) =, (x, 2| + @i — D7 |) x
=1 j=1

Zr-1x;-1/,

X (Ip1(x,2) — P, (x, 2)| + |¢}k - ¢]2k|))dxdz-

Sinir deger probleminin ¢6ziimiinii ait kestirimler yardimiyla ve Cauchy-Bunyakovsky

esitsizligini kullanirsak
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Jw) = L([vl)l <

-1 %k xj+ /2

M-1 %k xj+ /2

1=/,

M-1 Zk Xt /2 M-1 Zk x]'+h/2

zi f f [1(x, 2) — zp]k| +Zrhi f f |‘P}k—¢}k|2—

k=1J=1 zj_y x;-h/, k=1 Jj=1 z_y x;-1/,

=J11 + /12 (132)

seklinde degerlendirebiliriz. (117) formiiliinii kullanirsak

o ||° ]
hao<a |24l 4an oy ” (133)
Lo (Q) ox Ly (Q)
esitsizligini elde ederiz. (86) da p = 1 alirsak

Ji1 < 2¢34(Ben + 11Qn(v) — [V]4lI1?) (134)

esitsizligini elde ederiz. (133) ve (134) kestirimleri yardimiyla J;; i¢in asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

(J11)* < c35(Ben + 110, (v) = [V]L11%). (135)
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Burada c55 > 0 sayisi T ve h den bagimsizdir.
Benzer sekilde (J,)? i¢in asagidaki esitsizlik ispatlanabilir:

(2)? < c36(Ben + 1Qn(v) — W] II1%). (136)
(135) ve (136)’dan teorem ispatlanmis olur.

Lemma 3.2: Teorem3.8’in sartlar1 saglansin (87) seklinde Q,, operatorii tanimlansin. Bu

takdirde Q,,(v) € V, dir. Ve asagidaki kestirim gegerlidir:

lJ(v) — L,(Q,(W))| < C37\/m-

Ispat: v € V. mimkiin kontrol olsun. Q,, operatériinin tanimina gore asagidaki

formiillerle tanimlanir:

Qn(v) = ([WO]' [Wl])' [WM] = (WmlimeJ WmN) ym= 0'1
Zk
1
Wik = - f vp(2)dz, k=1,N, m=0,1.
Zg-1

Bu formilden

Zk
1
Wik :; f vl(Z)dZ = O, k= 1,N,

Zk—1

0
v1(2) 20, vz >0 vewy, =0

yazabiliriz. wy,, i¢in olan formiilde her iki tarafin mutlak degeri alinip Cauchy-

Bunyakovsky esitsizligini uygularsak
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1 1
Zk 2

Zk Zk
1 1
o (D)dz < = f v () |2dz | V7 =— j o ()| 2d
7 V=
1 Zk—1

| | <
w. = —
mk
V4 Zgk—1 -

k—

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte k = 1, N toplama gegilirse

N % N %k 2
(r2|wmk|2> <( > j lm(2)?dz | < b,
k=1 k=1zk_1

elde eldir. Bu esitsizlikten Q,,(v) € V,, oldugu goriiliir.. Bu takdirde [v],, € V,, diskrit

kontroliinii alip Teorem3.8°1 kullanirsak lemmanin gegerli oldugunu elde ederiz.
Simdi asagidaki gibi B, operatorii tanimlayalim:

F([v]n) = (Pulvol, Bulv1]) (137)

Pn([v]m) = 17m(Z) ’ 17m(Z) = VUmk, Zk-1 <z< Zg,m = 0'1 '

Lemma 3.3: Teorem3.8’in sartlar1 saglansin. (73) seklinde tanimli P, operatoru verilsin.

Bu takdirde B,([v],,) € V dir. Ve asagidaki kestirim gecerlidir:

I](Pn([v]n) - In([v]n)l < C38m-

Ispat: [v], €V, herhangi diskrit kontrolii olsun. P, operatori (137) ile

tanimlandigindan asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

Un(2) = Bu([v]n) = v 20, 2, <2 <z,

1
2

N

l

1
2 N Zk N Zk
jlﬁm(z)lzdz < Z jlﬁm(z)lzdz = TZ jlvmklzdz < b,y,.
K K

0 =lzp 4 =lzp 4
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Buradan ve V kiimesinin tanimindan P, ([v],,) € V oldugunu elde ediyoruz. Buna gére
v € V kontroliinin yerine #(z) = B,([v],) kontroliinii alip Teorem3.8’i kullanmis

olursak

(P ([W]n) = L ([v])] < c30(v/Ben + 1Qn(Bo([v]) — Li([v].ll)  (138)

esitsizligini elde ediyoruz.

19, (B,([v],)) — I,([v],, ]| normunu kestirelim.

2

N Zk
1
100 (B (1)) = (Wl = 7" |2 [ onddz = v | =
k=11 zp_4
N 1 Zk z M-1
TZ_ fvmkdz_vmk =TZ|Umk_vmk|2=0
k=1 Zk—1 j=1

Son esitlikten Lemma3.3’Un hiikmiiniin gecerli oldugunu elde ediyoruz. Simdi sonlu

fark yaklasimlarinin fonksiyonele yakinsakligi icin olan teoremi ispatlayalim.

Teorem 3.9: Lemma3.2 ve Lemma3.3’lin sartlar1 saglansin. v* € V, [v];, € V, sirasiyla

(64)-(68) ve (69)-(73) problemlerinin ¢6ziimu olsun. Yani,

J. = infJ () = J ()
Iy = [vi]ggv In([v]n) = I,(vy)

olsun. Bu takdirde (64)-(68) fark problemleri dizisi (69)-(73) probleminin yaklagimidir.

lim I+ = J, ve asagidaki kestirim gecerlidir:

n—-oo

[l = ]| < C4om- (139)
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Ispat: (Vasilev, 1981) calismasindaki metodolojiyi kullanalim. Teoremin sartima gore

v eV  (64)-(68) probleminin ¢ozimidir. Lemma3.2 in sartt saglandigindan

Q.(wH eV, ve |J(w")—L(Q.(v')| < c41y/Ben n = 1,2.... Buesitsizlikten
In* < In(Qn(v*) < ](U*) + C42\/ ,8‘[ = 1,2
esitsizligi elde edilir. Buradan da asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

In* _]* < C431/’8T y = 1,2 (140)

Teoremin sartindan [v];, € V,,, (69)-(73) probleminin ¢dzimudur. Lemma3.3’e gore

P,([v*],) € V olur ve asagidaki esitsizlik saglanir:

V(P.(v*1) — L([v)i] < cas/Ben =12 ... .

Buradan asagidaki esitsizligin gegerli oldugu elde edilir:

]* = ](Pn([v*]n)) < In([v]:l + C45\/,[a = In*C39\/,[a,Tl = 1,2 e

Sonuncu esitsizlikten
In* _]* = —Cyp ﬁThl n= 1,2 (141)

esitsizliginin gegerli oldugu elde edilir. (139) ve (140) dan (141)’in niin gegerli oldugu
elde edilir. T = 7, , h = h,, esitliklerine gore

lim 7,, = lim h,, =0

n—-oo n—-oo
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olur. B formill goz 6ntine alinarak (140)’da n — oo icin limite gecgersek teoremi

ispatlamis oluruz.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu ¢aligmada Quasi Optigin durgun denklemiyle ifade edilen 1. tip ve 2. tip baslangig
siir deger problemi i¢in Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemi ve onun nimerik

¢Oziimi ele alinmistir.

Tezin 3. boliimiinde ilk olarak, 3.1 boliimiinde, Quasi Optigin durgun denklemi i¢in
optimal kontrol problemi ele alinmaktadir. Kontrolln Olgilebilir, karesel
integrallenebilir fonksiyonlar uzayindan olmasi durumunda 1. ve 2. tip baslangi¢ sinir
deger probleminin ¢dzlimiine ait teoremler verilmis daha sonra da optimal kontrol
problemin  ¢oziimiiniin  varhigt  ve tekligi ispatlanmis ve  fonksiyonelin

diferansiyellenebilirligi gosterilmistir.

Tezin 3.2 b6liminde optimal kontrol probleminin ¢éziimii igin varyasyon esitsizligi

seklinde gerek sart ispatlanmustir.

Tezin 3.3 boliminde 3.1 boliminde goz oniine alinan optimal kontrol probleminin
niimerik ¢6zlimii incelenmistir. Problemin 6zel haline sonlu farklar metodu uygulanmis
olup ele alinan optimal kontrol problemi diskritlestirilmis ve elde edilen fark semasi igin
kararlilik kestirimi ispatlanmistir. Daha sonra, fark semasinin hatasi degerlendirilmis ve

fonksiyonele gore yakinsama kestirimi ispatlanmuistir.
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5. SONUC

Durgun ve durgun olmayan Schrddinger denklemi icin optimal kontrol problemleri ilk
once A. G. Butkovskiy, Yu. I. Samoilenko, A. D. Iskenderov, F. P. Vasilev, M. A.
Vorontsov, V. I. Shmalgauzen, G. Ya. Yagubov, M. M. Potapov, A. V. Razgulin,
DinNioHao, N. Silla, B. Yildiz, M. A. Musayeva, N. M. Mahmudov, M. Subasi, H.
Yetiskin, L. Baudouin, J. Solomon, O. Kilicoglu, N. Yildirim, N. S. Ibrahimov, F.
Toyoglu vb. bilim adamlarinin ¢aligmalarinda incelenmistir. Ayrica denkleminin
katsayisi olan kuantum mekanik potansiyelin Ol¢iilebilir, karesel inregrallenebilir
fonksiyonlar uzaymndan olmasi durumunda, optimal kontrol problemleri ilk olarak
Iskenderov (2001), Cances et al. (2000), Baudouin et al. (2005) ¢alismalarinda,
Yetiskin (2005)’in, Yildirnm (2009)’in ve Toyoglu (2012)’nun doktora tezlerinde
incelenmistir. Ancak Iskenderov (2001)’un c¢alismasinda lineer Schrddinger denklemi
icin baslangic smir deger problemleriyle ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol
problemi, Cances et al. (2000) ve Baudouin et al. (2005) g¢alismalarinda durumu
Schrédinger denklemi icin Cauchy problemleriyle ifade edilen sistemler icin optimal
kontrol problemleri, Yetiskin (2005)’in doktora tezinde kompleks potansiyelli
Schrodinger denklemi icin optimal kontrol problemleri, Yildirim (2009)’in doktora
tezinde lineer olmayan Schrdodinger denkleminin sinirsiz katsayiyla optimal kontrol
problemleri, Toyoglu (2012)’nun doktora tezinde iki boyutlu Schrédinger denklemi igin
optimal kontrol problemleri incelendiginden, bu tezde incelenen optimal kontrol
problemi konulma agisindan 6ncekilerden farklidir. Ciinkii bu ¢calismada Quasi Optigin
durgun denklemi i¢in optimal kontrol problemi ele alinmistir. Ayrica problemdeki
kontroller denklemin katsayisinda ve baslangi¢ durumunda yer almaktadir. Bu nedenle,
bu calismadan elde edilen sonuglar daha 6nceki ¢alismalarin sonuglarindan farkli olup,

onceki ¢aligmalara gore daha giinceldir ve hem teorik hem pratik agidan dneme sahiptir.
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