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T(t) = 0 fonksiyonu 0 < t < T araliginda siirekli fonksiyon olmak tizere

x" () +a@®x(t—t@®) =f@®), 0<t<T)
x(t)=@t) (A <t<0), x(T)=xr

sinir deger problemi goz Oniine alinarak bu probleme denk olan Fredholm-Volterra
integral denklemi yazildi. Bu problem igin ¢dziim “Varyasyonel iterasyon Metodu” ve
“Basit Ardisik Yaklasiklar Metodu™ ile yaklasik olarak elde edildi ve c¢oziimler

karsilagtirildi. Boylece verilen sinir deger probleminin bir yaklasik ¢éztimii bulundu.
2014, 52 sayfa

Anahtar Kelimeler: Geciken degiskenli diferansiyel denklemler, Fredholm ve Volterra

integral denklemleri, Basit Ardisik Yaklasiklar Metodu, Varyasyonel Iterasyon Metodu.
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In this thesis, by considering the boundary value problem
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such that =(t) = 0 is an arbitrary continous function on 0 < t < T, Fredholm-Volterra
integral equation which is equivalent to the boundary value problem is written. Solution
for this problem is obtained approximately by “Variational Iteration Method” and
“Successive Approximate Method”. And this solutions was compared with. Thus the

approximate solution of the boundary value problem is obtained.
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1. GIRIS

Fiziksel veya gercek hayatta karsilastigimiz problemlere matematiksel metotlar
uygulamak i¢in, bu problemler matematiksel ifadelerle formiile edilir, yani problem i¢in
bir matematiksel model olusturulur. Cogu fiziksel problemler degisen nicelikler
arasindaki iligkilerle baglantilidir. Matematiksel olarak degisimin orani tiirevle ifade
edildiginden dolay1, matematiksel modeller sik sik bilinmeyen fonksiyon ve onun bir
veya daha fazla tiirevini iceren denklemleri igerir (Trench 2013). Dolayisiyla
diferansiyel denklemler bir takim bagimsiz degiskenleri, bu degiskenlerin
fonksiyonlarn1 ve fonksiyonlarin sonlu basamaktan tiirevlerini igeren matematiksel

bagintilardir.

Birgok probleme adi diferansiyel denklem karsilik getirilerek ¢oziimler arandigi,
diferansiyel denklemler teorisinden bilinir. Bu problemlerdeki islemin degisme hizi
ancak degisme anindaki durumla baglantilidir. Bundan dolayr alinan diferansiyel
denklemde bilinmeyen fonksiyonun kendisi ve tiirevleri, bagimsiz degiskenin o andaki
degerine baglidir (Dag 1983; Memmedov ve Kagar 1994). Fakat dyle fiziki problemler
vardir ki iglemin degisme hizi, islemin o andaki durumuyla degil de onun ge¢mis ya da
gelecekteki durumuyla iliskilidir. Boyle islemlere karsilik gelen diferansiyel
denklemlere sapan degiskenli (ya da meyleden degiskenli) diferansiyel denklemler
denir. Ozel halde bilinmeyen fonksiyonun kendisi ve tiirevi t — 7(t), (z(t) = 0)
degiskenine bagli ise boyle diferansiyel denklemlere geciken degiskenli diferansiyel

denklem denir.

Varyasyonel Iterasyon Yontemi, varyasyonel tabanli analitik bir ¢oziim teknigidir. Bu
yontemle ¢esitli dogrusal ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemler, sinir-deger ve
baslangig-deger problemleri, diferansiyel denklem sistemleri c¢oziilebilmektedir.
Metodun yakinsakligini inceleyerek diferansiyel denkleme ¢oziim bulan ¢aligmalar da
vardir. Yontemin bu basarili uygulamalari, mevcut ¢alisma i¢in se¢ilmesinin baslica

nedenleridir.



Ikinci mertebeden geciken degiskenli lineer diferansiyel denklemler igin konulmus

x"(@®) +a@®x(t—t@®) =f@), (0<t< T)} )

x@®) =) (o=t<0) x(T)=xr)

sinir deger problemini g6z Oniine alalim. Burada a(t) =0, f(t) =0, 7(t) =0,
(0<t<T) ve (), (1o <t<0) fonksiyonlar1 oOnceden verilmis siirekli
fonksiyonlardir. A(t) = t — 7(t) olarak alinirsa bu halde t, € [0, T], T nin solunda Gyle
ilk noktadir ki A(ty) = 0 ve A(t) < 0,(0 <t < t,) sart1 korunur. g = ming<;<,, A(t)
dir. A(t) fonksiyonu [t,,T] araliginda azalmayan, A(t) = ¢ denkleminin keyfi o €
[0, A(T)] degeri i¢in t = y(0) ¢bziimii var ve bu ¢oziim siirekli diferansiyellenebilir

oldugu kabul edilsin.

(1) problemi literatiirde ¢esitli metodlarla ele alind1 (El’sgol’c 1960; Norkin 1972;
Ahmedov 1972; Memmedov 1994). Ayrica bu problem, tezde incelenen metodlarla
7(t) =0 (Memmedov ve Kagar 1993) ve 7(t) =sabit hali (Kagar ve Memmedov,
1994) incelendi. Bu tezde t(t) nin keyfi siirekli bir fonksiyon olmasi hali arastirildi.
Boylece daha once yapilan ¢aligsmalarin sonuclari ¢alismamizin bir 6zel durumu olarak
elde edildi (Memmedov ve Kacgar 1993; Kacar ve Memmedov 1994; Kagar ve
Memmedov 1994). Tezde kullanilan bu metotlar literatiirde, Y.C. Memmedov Metodu
olarak da bilinmektedir (Krasnosel’skij et al. 1989).

(1) problemi degisik metotlarla daha 6nce incelenmis, yaklasik ¢6ziim elde edilip gergek

¢ozlim ile karsilastirilmistir (Aykut 1995).

Bu metotta, incelenen problem denk bir Fredholm-Volterra integral denklemine
dontistiiriiliir, sonra bu integral denkleme ilgili metotlar uygulanir. Burada integral
denkleme ait olan Fredholm operatoriiniin ¢ekirdeginin bozulmus olmasi 6zelliginden

faydalanilir (Delves 1974).



Sunulan tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinci boliimde
kuramsal bilgiler verilmis olup, burada varyasyonel iterasyon yonteminden bahsedilip
degisken, geciken degiskenli diferansiyel denklem, integral denklem kavramlarina
deginildi. Ayrica geciken degiskenli diferansiyel denklemler i¢in modelleme izah edildi
ve bu denklemlerin uygulama alanlari ile ilgili 6rnekler verildi. Ugiincii boliimde (1)
problemine denk olan Fredholm — Volterra integral denklemi elde edildi. Ayrica bu
problemin ¢Oziimiiniin varligi ve tekligi icin gerekli sartlar belirtildi ve Ardisik
Yaklagiklar Metodunun bazi yorumlar1 problemin ¢éziimiine uygulandi. Ayni 6rnek igin
varyasyonel iterasyon yontemi kullanildi. flgili metot i¢in uygun drnek verildi ve bahsi
gecen iki metot i¢in yaklasik ¢6ziim bulundu. Dordiincii bolimde problemin
Varyasyonel iterasyon ve basit ardisik yaklagiklar metodu ile elde edilen yaklasik
¢6zlim hakkinda bilgi verildi. Besinci boliim sonug boliimii olup bu bdliimde problemin

yaklagik ¢oziimleri ile kesin ¢oziimii mukayese edildi.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde varyasyonel iterasyon teorisinden, geciken degiskenli diferansiyel
denklemlerden, geciken degiskenli diferansiyel denklemlerin modellemelerinden ve
uygulama alanlarindan ayrica integral denklemler, integral denklemlerin gesitleri ve

siiflandirilmalart ele alinmistir.
2.1. Varyasyonel iterasyon Teorisi
2.1.1. Varyasyon hesabinda birinci problem

Ug degiskenli bir fonksiyonumuz oldugunu ve (a,y,) dan (a,y;) e giden bir y(x)

fonksiyonunu

[7 flx y(0),y'(0)]dx (2.1)

bir maksimum ya da minimum olacak sekilde segcmek istedigimizi varsayalim. Denklem
(2.1)’1 maksimum yada minimum yapan y fonksiyonuna stasyoner fonksiyon denir. Bu
boliimde problemi, ilgili bir diferansiyel denklemi ¢dzmek igin stayoner fonksiyon

bulmaya indirgeyecek bir kosul tiiretecegiz.

y = u(x) denklem (2.1) igin stasyoner fonksiyon olsun. Yani u(x),

b
J flx,y,yldx

a

ifadesini maksimize ve minimize eder. u fonksiyonunu bulmak i¢in bir kosul elde

etmek isteyelim, bdyle bir kosulu gelistirmek i¢in



y =u(x) + eu(x) (2.2)

seklinde fonksiyonlar1 ele alacagiz. Burada & sabit ve u(x), [a, b] araliginda siirekli

olan ve asagidaki kosullari saglayan fonksiyondur.

p(a) =pub) =0

Boyle bir p fonksiyonuna kabul edilebilir fonksiyon denir. Denklem (2.2) de yer alan
fonksiyon (a, y,) ve (b, y;) noktalarindan gecer.

Denklem (2.2) denklem (2.1) de yerine koyulursa,

J2 Flx (), (), (), e’ () ldx (2.3)

elde edilir. Herhangi bir kabul edilebilir fonksiyon u(x) i¢in u(x) problemin sabit bir

¢Oziimii oldugundan bu integral € nun bir fonksiyonu olarak diisiiniilebilir.

1©) = J,, flxu() +eulo),w () + eu' () ldx (2.4)

u(x), problemin bir ¢6ziimii oldugundan, (2.4) integrali € = 0 iken maksimum veya
minimum degere sahiptir. [(€) tek degisken olan € nun fonksiyonu oldugundan € = 0

iken I'(¢) = 0 olmasin1 bekleriz.

dl
de

e=0 =0

% nu hesaplayalim ve ¢ = 0 degerini yerine koyalim



oldugundan

€ = 0 yerine koyarsak

dl f 6f6x+6f6y+6f ay’
de dxde OJdyde 0dy' O¢

dx _ 0
—=
dy @
6_38] = 5 U0 +en()] = nx)
ay d '
e —[u'(x) + ep' ()] = p'®)
dl ]
g=f T w0 + 5w )] ax
% |s=0 = ff [%M(x) +§—§M'(x)] dx (2.5)

esitligin saginda, ikinci terimin kismi integrali alinirsa

b of

S () dx = —u( ) - f (—)u(x)dx

u(a) = u(b) = 0 oldugundan

J2 oo @dx == [ = Ghu)dx (26)



Denklem (2.6) nin denklem (2.5) de yerine konulmasiyla
b d .o
2o = [} [Zuls - 2 Ghu(x)] dx=0

bu integral su sekilde yazilabilir.

[ -Gl =o

U, [a,b] araliginda tirevi siirekli olan ve a ile b de yok olan herhangi bir fonksiyon
oldugundan yukardaki denlemde a < x < b i¢in koseli parantez i¢cindeki ifade sifira esit

olmalidir.

2 (Z)=0 2.7)

dy ady

Bu denkleme Euler denklemi denir ve aranilan kosul bu denklemdir. Denklem (2.1) i¢in

stasyoner fonksiyon; denklem (2.7) yi saglamalidir.
Tanmim: (Fonksiyonel)

Denklem (2.1) de goriilmekte olan, bagil degiskenler (fonksiyonlar) ve tiirevlerine bagh
integral ifadelerine fonksiyonel denir. Bir fonksiyonel I, y vektor uzayindan R reel say1

alaninda bir operatordiir.
I:y—>R

Tamm: (Fonksiyonelin birinci bileseni)



Denklem (2.2) de goriilmekte olan eu(x) fonksiyonu u(x) konfigurasyonunda bir

degisimi ifade eder ve asagidaki sekilde gosterilebilir.
du(x) = eu(x) (2.8)

du ifadesine u(x) fonksiyonunun birinci degisimi denir. Bu durumda denklem (2.1) de
goriilmekte olan fonksiyonun degisimi denklem (2.8) in yardimiyla asagidaki sekilde

gosterilebilir.

51 = [ [ su +j—;,5u’] dx (2.9)
Bu denklemde yer alan du' ifadesi igin

55 = = (8u) (2.10)

bagintis1 kullanilabilir. Varyasyon (degisimi) gosteren § operatdrii i¢in bazi ozellikler

asagidaki gibidir.

6 (Fl i Fz) = 6F1 i 6F2
6(F1F2) = F16F2 i_ F26F1

5 (Fl) __ F,6F,—F,6F,
F, F?

S(FD™ = n(FI)""18F,



Fonksiyonelin birinci degisimini gosteren (2.9) daki ifade denklem (2.10) ve kismi
integral tekniginden yararlanilarak tekrar yazilir ve &8I = 0 bagintis1 uygulanirsa ve

é6(a) = §(b) = 0 smur kosulu ile

f g’}”‘ ]dx—f ou [@‘a 3y’

Ifadesi elde edilir ve Euler denklemi ayni1 sekilde buradan da elde edilebilir.

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde gerekli olan bazi kavram ve bilgiler verilecektir.

2.2. Geciken Degiskenli Diferansiyel Denklemler

x'(t) =f(tx(t-1(®)) (0<t<T) (2.2.1)

diferansiyel denklemine birinci mertebeden sapan degiskenli lineer olmayan
diferansiyel denklem denir. Burada t(t),(0 <t <T) degiskenin sapani olarak
adlandirilir. Eger 7(t) > 0 ise (2.2.1) denklemine geciken degiskenli diferansiyel

denklem; (t) = sabit oldugunda ise
X' =f(t,x(t—1)) (O<t<T) (2.2.2)

diferansiyel denklemine sabit geciken degiskenli diferansiyel denklem denir. T = 7(t)

oldugunda denklem geciken degiskenli diferansiyel denklem adini alir.
(2.2.2) diferansiyel denklemi [0, T] araliginda

x(t) =¢@t) (-1<t<0) (2.2.3)
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sarttyla beraber bir baslangi¢ deger problemi olusturur. Burada ¢(t), (-t <t < 0)
fonksiyonuna baslangi¢c fonksiyonu adi verilir. 7 =0 oldugunda (2.1.3) sartinin
x(0) = ¢(0) oldugu asikardir.

7(t) > 0 olmak iizere,

"(6) = f(tx(t—1()),0<t<T) (2.2.4)

diferansiyel denklemine ikinci mertebeden sapan degiskenli lineer olmayan diferansiyel
denklem denir. Bu denklem de birinci mertebeden diferansiyel denklemde oldugu gibi
7(t) nin durumuna gore sabit geciken degiskenli diferansiyel denklem, degisken

geciken degiskenli diferansiyel denklem gibi isimler alacaktir.
(2.2.4) diferansiyel denklemi [0, T] araliginda

x(t) =¢@(t) (—-1<t<0)

X@)=¢'(t) (—1<t<0)
sartlartyla beraber bir baslangi¢c deger problemi olusturur.
Diger yandan,

X' +a®)x(t—1)=f(t), 0<t<T,7=0) (2.2.5)

diferansiyel denklemine lineer diferansiyel denklem denir. Bu denklem [0, T] araliginda

x(t) =) (—1<t<0), x(T) =xr
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sinir sartlartyla beraber bir sinir deger problemi olusturur.
2.3. Geciken Degiskenli Diferansiyel Denklemlerle Modelleme

Giinliik hayatta her alanda karsilastigimiz problemlerin ¢6ziimii i¢in matematiksel

modelleme yapilirken, cogunlukla

{y’(t) =f(ty®), t=t, (2.3.1)
y(to) = Yo,

denklemi ile verilen baglangi¢ deger problemleri kullanilir.

Ornegin, bir topluluktaki niifus artis miktarm tahmin etmek istedigimizi varsayalim;
oncelikle bu grubu her tiirlii dis etkiden uzak, izole bir kapali kutu halinde diistinelim.
y(t), t zamanindaki niifus miktarii veriyor olsun. Ayni zamanda biiylime hizinin, o
andaki belirlenecek mevcut niifusa orantili oldugunu kabul edelim. Bu oran1 k gibi bir

sabit ile gosterelim. Bu durumda niifus degisimini y’'(t) ile gosterecek olursak, sistemi

{y’(t) =k.y®), t=t,,
y(to) = ¥o,

denklemi ile modelleyebiliriz.

Adi diferansiyel denklemler kullanilarak, modelleme yapilmasi istenen sistemlerde
mevcut gecikmeler daima goz ardi edilir, ancak sistemdeki cok kiiciik gecikme
miktarlar bile, sistemin mevcut durumda ¢ok biiyiik degisiklikler goriilmesine neden
olabilir. Bu nedenle karsilasilan problemlerin bircogunun modellemesi yapilirken,

gecikmeli diferansiyel denklemlerin kullanilmas1 daha gergekgidir.
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Niifus artisin1 belirlemek icin yaptigimiz 6nceki modellemede, grubun sadece o anki
mevcut niifusla orantili oldugunu kabul ettik. Ancak ¢ogu zaman sistemin daha 6nceki
bir zamandaki durumu, sistemin gelecekteki durumunu biiyiik Olciide etkiler.
Sistemlerin gegmisteki durumlarini belirtmek igin, gecikme miktarlarii kullaniriz ve
boylece modelleme yaparken sistemlerin gegmise olan bagimliliklarini da hesaba katmis
oluruz. Bu durumda topluluktaki niifus degisiminin o andaki niifus ile degil de, belirli

bir siire T dnceki niifus ile orantili oldugunu kabul ettigimizde

{y'(t) =ky(t—1), t=t,, T>0,
y(to) = @(b), to—T<t <t

gecikmeli diferansiyel denklemini elde ederiz (Giinel 2006).
2.4. Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Uygulama Alanlar:

Bu kisimda gecikmeli diferansiyel denklemlerin kullanildigi fiziksel ve biyolojik
sistemler iizerine Ornekler vererek, neden gecikmeli diferansiyel denklem teorisine

ithtiya¢ duyuldugunu agiklamaya calisacagiz.
2.4.1. Popiilasyon dinamigi

Izole edilmis bir ortamda, bir hayvan kolonisinin herhangi bir ¢ anindaki popiilasyonunu
y(t) ile gosterirsek, popiilasyonun biiyiimesini matematiksel olarak asagidaki gibi

belirleyebiliriz.

{y’(t) =ay(®), t=t, (2.4.1.1)

y(to) = Yo,

(2.4.1.1) ile verilen diferansiyel denklemin ¢oziimii y(t) = y,e®" seklindedir ve
popiilasyonun tistel sinirsiz artis sagladigr agik¢a goriilmektedir. Bundan dolayi, belli

bir zaman sonra asir1 artan popiilasyon sonucu kitlik olusacak ve kolonide ani dliimler



13

goriilecektir. Bu modelleme popiilasyondaki biiylime oraninin sadece dogumlarla ilgili
oldugu diisiiniilmektedir. Ancak kolonideki Oliimlerin de popiilasyon dinamigini

etkileyecegi diisiiniilmelidir. Bu nedenle sistemi,

y'(©) =a|1-22|y®, t=t,
y(to) = ¥o

(2.4.1.2)

diferansiyel denklemiyle modellemek daha dogru olacaktir.

(2.4.1.2) denkleminde 1 —% degeri, biyolojik anlamda sistem dengesini saglayan

faktor olarak verilir. Bu baslangic deger probleminde a ve p degerleri pozitif sabit

olarak kabul edilirse ¢ozlim asagidaki gibi olacaktir:

yo(t)e™
1+ %(e“f —1)

y(t) =

Simdi topluluktaki niifus degisiminin o andaki niifus ile degil de, belirli bir siire
onceki niifus ile orantili oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagida ile verilen

gecikmeli diferansiyel denklemi elde ederiz.

, _ (t-7)
{ y'() = ay(t) [1 - yT] t=to, (2.4.1.3)

)’(to) = (p(t)' tO_TStStO' Yo > 0'

(2.4.1.3) gecikmeli diferansiyel denklemi literatiirde ¢ok sik¢a gegmektedir. Wright,
T =1 ve p = 1 i¢in bu denklemin 6zel bir halini incelemistir (Wright 1946).

{y’(t) =ayO{l-y(t-1} t=0 (2.4.1.)

y(t) = o(t), t <0, ®o > 0,
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Kuang (2.4.1.4) denklemini popiilasyon dinamigini modellemek i¢in kullanmistir
(Kuang 1993). Bu model Verhulst-Pearl esitligi olarak bilinmektedir.

Ozel olarak, Lord Cherwell (1946) (2.4.1.4) denkleminde a = log, 2 alarak, belirli bir
aralik i¢indeki asal sayilarin dagilimini incelemistir (Wright 1946).

2.4.2. Kontrol sistemler

Geri beslemeli kontrol sistemlerinin hemen hemen tiimiinde gecikme zamani bulunur.
Gecikmeli diferansiyel denklem kullanilarak bir kontrol sisteminin modellenmesine ilk
orneklerden biri, Minorsky’nin II. Diinya Savasi sirasinda gemilerin dalgalardan dolayi
saga sola yalpalanmasini onleyebilmek icin yaptigir calismadir. Bu modele gore 6,
geminin denge durumunda bulundugu normal pozisyon ile yana yatma durumundaki

pozisyonu arasindaki a¢iy1 gostersin. Minorsky’ nin yaptigi modellemeye gore;

Gemi, denge durumunda kalabilmek icin agirlik saglamasi amaciyla i¢i suyla
doldurulup bosaltilabilen tanklar icermektedir. Bununla birlikte geminin yana yatmasin
engelleyebilmek i¢in, suyun bir tanktan digerine pompalanarak bosaltilmasini saglayan
bir mekanizma bulunmaktadir. Bdylece dalgalarin gemi iizerindeki etkisi ortadan
kaldirilmaya c¢alisilmaktadir. Dogal olarak, bu mekanizmanin c¢alismas: belli bir ¢
aninda aniden gerceklesen bir olay degildir, yani suyun bir tanktan digerine
bosaltilabilmesi i¢in belli bir siire ge¢gmesi gerekir. Bu siire 7 ile gosterilecek olursa,
geminin dengede kalabilmesi, geminin t —t anindaki durumuna baglidir. Minorsky,
tim bunlar1 goz Oniinde bulundurarak yapmis oldugu modelleme sonucu, asagidaki

denklemi elde etmistir (Driver 1977).

{m@"(t) +b0'(t) +q0'(t—1)+kO(t)=0, t=0
6(t) = ¢(0), t<0
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2.5. Integral Denklemler

Integral isareti altinda bilinmeyen fonksiyon ihtiva eden denkleme integral denklem

denir. Bizim ¢alisacagimiz integral denklemler

b
x(t) = f(t) +f K(t,s)x(s)ds

seklindedir. Burada f(t),(0 <t <T) ve K(t,s),(0 <t,s <T) bilinen fonksiyonlar,
x(t),(0 <t <T) ise bilinmeyen fonksiyondur. f(t) fonksiyonu integral denklemin
serbest terimi, K(t,s) fonksiyonu ise integral denklemin g¢ekirdegidir. Eger bilinmeyen

fonksiyon lineer olursa bu integral denklem lineer integral denklem adin1 alir.

Bu denklemi saglayan x(t) fonksiyonuna integral denklemin ¢oziimii denir. Bir bagka

deyisle integral denklemi ¢6zmek demek, x(t) fonksiyonunu bulmak demektir.

C[0,T] ile [0,T] araliginda tanimli siirekli x(t) fonksiyonlarinin uzayi gosterilecektir.

Bu uzayda norm,

X = max |x(t
lellctor) = maxx(o)]

ile tanimlanir. C[0,T] uzayr bu norma gore bir Banach uzayidir. (1) probleminin

¢Ozlimiiniin varlig1 ve tekligi bu uzayda incelenecektir.
2.6. Integral Denklemlere Genel Bakis ve Tarihce

Integral denklemlerle ilk ugraslar XIX. yiizyilin ilk yarisinda baslamistir. Bir mekanik
problemin incelendigi 1823 yilinda Abel’in ilk defa integral denkleme rastladigi
bilinmektedir.
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2.7. integral Denklemlerin Simiflandiriimasi

Bu boliimde integral denklemlerin temel kavramlar agisindan oncelikle lineer olan veya
lineer olmayan, tekil olan veya olmayan integral denklemler olarak siniflandirilmasi.
Ayrica yapilarina gore siniflandirilmasi, homojen olup olmadigina gore siniflandirilmasi

birde bazi yardimei formiiller verilmistir.
2.7.1. Lineer olan veya lineer olmayan integral denklemler

Integral denklemler cesitli sekillerde smiflandirilmiglardir. Temel kavramlar agisindan
oncelikle, lineer integral denklemler ve lineer olmayan integral denklemler olarak iki

biiyiik sinifa ayrilirlar.

u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,

ulx) =f(x)+ fo(x, tu(t)dt

yapisinda bir integral denklemde, u(x) fonksiyonunun lineer olmasi halinde, integral

denklem de lineer integral denklem adin1 almaktadir.

X

u(x) = f(x) +f K(x, t)u™(t)dt

a

integral denkleminde ise u(x) bilinmeyen fonksiyonunun n. kuvveti bulundugundan,

lineer olmayan bir integral denklem olmaktadir.

Bunun gibi, daha genel olarak,
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X

u(x) = f(x) +f d[x, t,u(t)]dt

integral denklemi de lineer olmayan integral denklem olmaktadir.
2.7.2. Tekil olan veya olmayan integral denklemler

Integral denklemlerin bir sniflandirilmasi da K (x, t) cekirdek fonksiyonunun siirekliligi
ile ilgilidir. K(x, t) fonksiyonu a < x < b; a <t < b araliginda siirekli ise integral
denklem tekil (singiiler) olmayan bir integral denklemdir. Eger K(x,t) fonksiyonu bu
aralikta stirekli degilse, integral denklem tekil (singiiler) integral denklem sinifina

girecektir.
Omegin; 0 < n < 1 olmak iizere,

F) = *u(t)dt

- o (x—=10)"
seklindeki bir integral denklem, bu sinifa girmektedir.

Ayrica, integral smirlarindan en az birinin sonsuz olmasi halinde de denklem, tekil

integral denklem sinifinda olacaktir.

o)

f(x) =f sin xt u(t)dt

0

ve

o

f(x) =f e *tu(t)dt
0
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denklemleri bu tiiriin birer 6rnegini olusturmaktadirlar. Bunlardan ilkinde, denklemin
ikinci yani ile tanimlanan f(x) fonksiyonu, u(x) in Fourier Siniis Transformasyonu,

ikincisinde ise u(x) in Laplace Transformasyonu olarak adlandirilir.
2.7.3. integral denklemlerin yapilarina gére simiflandirilmasi

Integral denklemler, simiflarma gore iige ayrilirlar. Bilinmeyen fonksiyonun x(t),

¢ekirdek fonksiyonun K (x, t) oldugu,
d(x) = [. K(x, Hu(t)dt (2.7.3.1)

seklinde bir integral denkleme I. Cins Integral Denklem denir. Bilinmeyen fonksiyon
sadece integral i¢inde mevcuttur. Burada ¢(x) fonksiyonu, verilmis fonksiyondur.

Benzer sekilde,

¢ = f(0) + [ K(x, thu(®)de (2.7.3.2)

seklindeki bir integral denklem de yine 1. cins integral denklemdir. Burada da ¢ (x) ve

f(x) 6nceden verilmis olan fonksiyonlardir.

Ancak bu denklemler,

$(x) — fF(x) =Pp(x)

olmak iizere,

b

Y(x) =f K(x, t)u(t)dt

a

seklinde ifade edilerek, (2.7.3.1) denklemi yapisinda yazilabilirler.
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x% = f (x — t)u(t)dt
0

1/2
e¥ =x —f x?tu(t)dt
0

gibi denklemler bu cins i¢in birer 6rnektir.

u(x) = [} K(x, tu(®)de (2.7.3.3)
ve

u(x) = ) + fo K(x, Hu(t)dt (2.7.3.4)

seklindeki integral denklemler ise II. Cins Integral Denklem’ler sinifin1 olusturmaktadir.
Goriildiigti gibi, bilinmeyen u(x) fonksiyonu, integralin hem iginde hem disinda

bulunmaktadir.

u(x) = fxe"”u(t)dt
0

ve

2
ulx)=1+x +f sinx + tu(t)dt
0

bu tiir denklemlere birer Ornektir.

Bu iki cins integral denklemlerden baska ¢(x),f(x) ve K(x,t) fonksiyonlari

bilindigine gore
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U = £(x) + [, K(x, Hut)dt (2.7.3.5)

seklinde integral denklemlere ise III. Cins Integral Denklem denilmektedir. Ornegin,

1
xu(x) =1—e* +f x2t?u(t)dt
0

denklemi, III. cins bir integral denklemdir.
2.7.4. Homojen olan veya olmayan integral denklemler

Integral denklemler bir de, bilinmeyen wu(x) fonksiyonuna goére homojen olup
olmadiklar1 agisindan siniflandirilmaktadirlar. II. cins integral denklemler i¢in s6z

konusu boyle bir siniflandirmada, (2.7.3.3) ile verilen,

b
u(x) =f K(x, t)u(t)dt

a

integral denklemi, Homojen Integral Denklem olarak adlandirilir. Homojenligi bozucu

bir f(x) fonksiyonu bulundugu, (2.7.3.4) ile verilen

b
u(x) = f(x) +J K(x, t)u(t)dt

gibi denklemlere ise Homojen Olmayan Integral Denklem denir.

b
u(x) =J K(x, t)u(t)dt

a
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Homojen integral denkleminin, kolayca goriilebilecegi gibi u(x) = 0 olan bir ¢6ziimii

vardir. Buna agikar ¢6ziim denir.

Homojen integral denklemler, daha genel bir yapiya sahip

b
u(x) = f(x) +J K(x, t)u(t)dt

a

seklindeki bir integral denklemin, f(x) = 0 olmasi haline uyan 6zel bir durum olarak

da goz Oniine alinabilirler.
2.8. Baz1 Ozel integral Denklemler

Bazi 6zel lineer integral denklemler asagida siniflandirilmistir:

x(t) = f(O) + [; K(t,)x(s)ds (2.8.1)

bicimindeki integral denkleme lineer Fredholm integral denklemi,
T
Fx = J K(t,s)x(s)ds
0

operatoriine ise Fredholm operatorii denir.

x(8) = f() + [} K(¢t,5)x(s)ds (2.8.2)

denklemi lineer Volterra integral denklemi ve
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t
Vx = f K(t,s)x(s)ds
0

operatorii ise Volterra operatorii olarak isimlendirilir.

. _(K(t,s) ,0<t<T, 0<s<t
K(t’s)_{o 0<t<T, t<s<T

olarak tanimlanirsa Volterra integral denklemi,

T

x(t) = f(t) +J K*(t,s)x(s)ds
0

Fredholm integral denklemine doniisiir..

x(t) = f(t) + fot K, (t,s)x(s)ds + fOT K,(t,s)x(s)ds (2.8.3)
denklemine lineer Fredholm-Volterra integral denklemi denir. Bu integral denklemi de
K*(t,s) = K{(t,s) + K5(t,s)

. Ki(t,s) 0<s<t
Kies) =f D D=9=1

tanimlamalar1 sonrasinda

T

x(t) = f(t) +f K*(t,s)x(s)ds
0
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Fredholm integral denklemi olarak yazilabilir. Burada yine Volterra operatdriiniin

ozelligi kaybolmustur.

Buna gore, eger Volterra operatoriiniin 6zelliginden istifade olunacaksa (2.8.2) ve

(2.8.3) integral denklemlerinden yararlanmak daha iyi olur.

Diferansiyel denklemlerde oldugu gibi burada da incelenen integral denklemin ¢oziimii
x(t) =y(t), (0 <t <T) fonksiyonudur. Bu fonksiyon incelenen integral denklemi

Ozdeslige cevirir.
Ozel olarak,
K(t,s) = a(t)b(s)

seklinde alinirsa, bu taktirde

T
Fx = a(t)f b(s)x(s)ds
0

integral operatoriine bozulmus ¢ekirdekli Fredholm integral operatorii denir. Aciktir ki
Fredholm operatorii (benzer sekilde Volterra operatdrii) fonksiyonlar uzayiin herhangi

bir elemanin1 bir fonksiyona gevirir.

Fredholm operatoriiniin 6zel hali olan

Fofo b(s)x(s)ds
0

seklindeki operator ise fonksiyonlar uzayimnin elemanimi reel sayiya doniistiiriir. Bu

ozellikte olan Fredholm operatdriine Fredholm fonksiyoneli denir.
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Tezde incelenecek olan Fredholm integral denklemi

x(t) = f(t) + a(t)Fyx

seklinde, yani bozulmus c¢ekirdekli integral denklem olacaktir. Boyle integral
denklemlerin Fya # 1 olmasi halinde ¢oziimiiniin (kesin ¢oziimiiniin) varligi asagidaki

Lemma ile ispatlanir.
Lemma 2.8.1: Fya # 1 olmasi halinde
x(t) = f(t) + a(t)Fyx (2.8.4)
Fredholm integral denkleminin bir ¢6ziimii vardir.
Ispat: c € R olmak iizere Fyx = ¢ oldugundan Fredholm integral denklemi
x(t) = f(t) +a(t)c

seklinde yazilir. Burada f(t) ve a(t) bilinen fonksiyonlar c sabittir. Ancak ¢ nin degeri

bilinmemektedir. O halde bu ¢ degerini tespit edelim.
Cc = Fof + CFOa
cebirsel denkleminden yararlanilir. Hipotezden Fya # 1 olup

__Rf
1 - Fya

Cc

olur. Buradan,
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a(t)
1 - Fya

x(t) = f() + Fof

elde edilir. Boylece x(t) fonksiyonu belirlenmistir. Yani (2.8.4) denkleminin kesin

¢Ozimiudiir.
2.9. Yardimci Formiiller

Burada, daha sonraki boliimlerde problemin ¢oziimiinde karsilagilan bazi integrallerin

hesaplanmasinda kolaylik saglayan formiil ve interpolasyon polinomlar: verilmistir.

1. [ [ F(s)dsdo = [(t —s)F(s)ds
2. Vt ~ 2.83824t — 3.85786t% + 2.01962t3

3. \/1 + 16t — 8t = 1 — 2.64704t + 12.56854t% — 7.92150¢t3

4, VEJ1+ 16t — 8Vt ~ 1.16176t + 3.85786t2 — 2.01962t3

Burada 2,3 ve 4 iin sag tarafindaki ifadeler sol taraftaki ifadelere denk olan

interpolasyon polinomlaridir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, tezde incelenen (1) sinir deger problemine denk olan Fredholm-Volterra

integral denklemi ve Fredholm integral denklemi bulunacaktir.
3.1. (1) Problemi i¢in Denk Integral Denklemin Olusturulmasi

3.1.1 (1) Probleminin Denk Fredholm-Volterra  Integral  Denklemine

Doniistiiriilmesi

x*(t) fonksiyonunun, (1) smir deger probleminin ¢6ziimii oldugunu kabul edelim. Bu

x*(t) fonksiyonun

t

T t
RO = 9() + (xr = @) 5= [ T=9)f@ds + | (€= f(s)ds
0 0

olmak tzere

x(t) = h(t) + %fOT(T —s)a(s)x(s — 7(s))ds — fot(t —s)a(s)x(s — t(s))ds
(3.1.1.1)

integral denklemin de ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bunun igin (1) simir deger

probleminde x(t) yerine x*(t) yazip [0, T] araliginda integral alindiginda

d d t t
Ex*(t) = Ex*(O) — -fo a(s)x*(s —1(s))ds + jo f(s)ds

olur. Tekrar bu ifadeyi [0, T] araliginda integre edersek
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x*(t) = ¢(0) + t%x*(O) - fot foa a(s)x*(s — t(s))dsdo + fot foaf(s)dsda
(3.1.1.2)

elde edilir. (3.1.2) ye (2.9) daki yardimci formiillerden 1. si uygulandiginda

x*(t) = ¢(0) + t%x*(O) - fot(t —s)a(s)x*(s — 7(s))ds + fot(t —s)f(s)ds
(3.1.1.3)

olur. x*(T) = x siir sart1 kullanildiginda

xr = @(0) + T%x*(O) — L (T —s)a(s)x*(s —1(s))ds + fo (T —s)f(s)ds

elde edilir. Buradan,

d . _xT_QD(O)
a* =77

1 TT * d ! TT d
v5 | -9 - 1@)ds -7 [ @96

yazilir. Bu deger (3.1.1.3) de yerine yazilarak

T
x*(t) = p(0) + (xT - (p(O)) % + %f (T - s)a(s)x*(s - r(s))ds
0
T t
- %jo (T —s)f(s)ds — Jo (t —s)a(s)x* (s — 1(s))ds

+ J:(t —s)f(s)ds

bulunur. Boylece,
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T t
x*(t) = h(t) + %f (T - s)a(s)x*(s — T(s))ds — f (t —s)a(s)x* (s —t(s))ds

oldugu goriiliir. O halde x*(t), (3.1.1.1) integral denkleminin ¢6ziimiidiir.

Diger yandan, x,(t) nin (3.1.1.1) integral denkleminin ¢6ziimii oldugu kabul edilsin.
Kolayca gosterilebilir ki x, (t), (1) sinir deger probleminin de ¢éziimiidiir. Boylece (1)

siir deger problemi ile (3.1.1.1) integral denkleminin denk (esdeger) oldugu goriiliir.

(3.1.1.1) integral denklemi yeniden diizenlenerek daha kullanigli bir integral denkleme

dondistiirtiliir. Bunun icin 0 = s — 7(s) yazilirsa

A(T)

KO =h@+3 [ T =yl @)x@)y (0)do

0

- v eNaly@)x(o)y (0)do
elde edilir. Burada,
- t (°
vO =RO + 5 [ (7= r@)aly @)l 0o
- L :(t —y(@)a(y(@))x(@)y (@)do
dir. Nihayet,
k() = [T = y(@)]a(y(@)y'(0)

K(t,0) = [t —y(®)]a(y(0))y' (o)

denirse
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x(t) = h(t) + %fOA(T) K,(0)x(o)do — fo/l(t) K(t,0)x(o)do

integral denklemi elde edilir.

Burada,
A(T)
Fx = f K,(o)x(o)do
0
Fredholm operatorii ve

(D)
Vix = —f K(t,0)x(o)do
0

Volterra tipli integral operatoriinden yararlanarak

x(t) = h(t) + = Fyx + Vyx

(3.1.1.4)

(3.1.1.5)

Fredholm-Volterra integral denklemi elde edilir. Bu denklem, (1) problemine denk olan

Fredholm-Volterra integral denklemidir.

3.1.2. (1) Probleminin Denk Fredholm Integral Denklemine Déniistiiriilmesi

(1) problemine denk olan (3.1.1.1) integral denkleminde ilk integrali pargalayarak

- t [t t (T
x(t) = h(t) + ?L (T - s)a(s)x(s — T(s))ds + TJ; (T - s)a(s)x(s — T(s))ds

— Jt(t —s)a(s)x(s —1(s))ds
0
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yazilir. Buradan,

t —
x(t) = h(t) + f [t(TT ) —(t—5) a(s)x(s — T(S))dS
0

+ %ft (T —s)a(s)x*(s — (s))ds
veya G (t, s) Green fonksiyonu olmak iizere
x(t) = h(t) + J G(t,s)a(s)x(s —t(s))ds
0

bulunur. Burada G(t, s) Green fonksiyonu

(T—-1t)s

G(t:s) =1 _Ts)t

T

seklindedir. G(t,s) (0 < s < t) Green fonksiyonu pozitif, simetrik, siirekli ve
T T T2
Ges)l<; . Ll <+

ozelliklerini saglar. Son integral denklemde o = s — t(s) degisken degistirmesi

yapilirsa

x(t) = h(®) + [ 6 (&, y (o)) a(y(@)y' (6)x(0)do (3.1.1.6)

olur. Bu ise bir Fredholm integral denklemidir.



31

Boylece (1) problemi (3.1.1.5) ve (3.1.1.6) integral denklemlerine denk oldugundan
(1) problemi yerine (3.1.1.5) veya (3.1.1.6) integral denklemleri incelenecektir.

3.2 Ornek

(1) probleminin 6zel hali olan

s .2
x"(6) +tx (t—3VE) =263 — 262 =2 — 23244, (0<t<1)

() =0 (-1/16<t<0), x(1)=1 (3.1.1.7)

5 2
sinir deger problemi goz Oniine alinsin. Burada a(t) =t, f(t) = 2t3 — 2tz —% —

3244, 1) = 2VE20 (0<t<1) ve @(t)=0, te[-=,0| sirekli
fonksiyonlardir. Ayrica t, = % noktasinda A(t) =t — %\/f fonksiyonu sifir degerini alir.

Yani A(to) = 0ve A(t) <0 (0 <t <-) veminA(t) = — = dur. Simdi,

1
A(t) =0, o€ [O'E]
denkleminde t = y (o) ¢6zliimiinii bulalm. Boylece,

1
t—5VE—o =

denkleminin [0,1] araligina ait olan bir kokii

t = 1—16(1 + V1 + 160)% = y(0)
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seklindedir. y'(c) fonksiyonunun [0,5| arahginda siirekli diferansiyellenebildigi

agikardir. Boylece (3.1.1.7) denklemine ait olan bilinen fonksiyonlarin (1) problemi
i¢in verilen sartlar1 sagladigi goriildii. Buna gore (3.1.1.7) problemi, (3.1.1.4) integral

denkleminin 6zel halidir.

Simdi (3.1.1.4) integral denkleminden yararlanarak (3.1.1.7) problemine denk olan
integral denklemi yazalim. Once (3.1.1.7) deki denklemi ard arda iki kez integre

edersek

1 5 s 1
x(t):t—tf(l—s) 253_252_E _553/2_'_4 ds
0

t
5 5?21
+f(t—s)<253—255—§ —553/2+4>ds
0
1/2

tf [1—%(1+\/1+160)2

0

—(1+\/1+16 ) Ny (0)do
e~ L (1 + VT T 160)°
~(1+V1+ 160 )2””“6" x(0)do

bulunur. Bunu diizenleyerek,

(t) = 2203t 8 9+2t2 2t2+t5 t*
x 2520 63 35710 24
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1/2
1+ 120

t
+= [1+40+—
4.f V1 + 160

0

x(o)do

1/2

t 1+ 200 + 8002
——f 14120 + 1602 +
16
0

Vv1+ 160

x(o)do

f [1+4 +1+120 (0)d
- 0+ ———=|x(0)do
v1+ 160

1+ 200 + 8002
v1+ 160

1
+ e j ll + 120 + 1602 + x(o)do

veya

(t) = 2203 t 8 t% + 2t? 2 t% + e_¢
= 75520 T 63 35" T 10 24
1/2

t 3 4+ 280 — 8002
+—f 34+ 40 — 1602 +
16
0

Vv1+ 160

x(o)do

t—/t/2
— 1—16 j [(4t — 1) + (16t — 12)0 — 1602
0
N (4t — 1) + (48t — 20)0 — 8002
V1+ 160

|x(0)do

elde edilir. Burada,

2203 8 2 2 2.2
h(t) == — ot — =tz +2t° ——t2 + :

1
K (o) = 1_6<3 + 40 — 1602 +

3+ 280 — 8002>
Vv1+ 160

(3.1.1.8)
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(4t — 1) + (48t — 20)0 — 8052
Vv1+ 160

1
K(t,0) = 16 (4t — 1) + (16t — 12)0 — 1602 +

ve

1/2 t—Vt/2
Fix = fo/ K (o)x(o)do ; Vix= —fo /

K(t,0)x(o)do
oldugu dikkate alinirsa (3.1.1.8) integral denklemi

x(t) = h(t) + tFhx + V3x (3.1.1.9)

seklinde yazilir. (3.1.1.8) veya (3.1.1.9) Fredholm-Volterra integral denklemi olup
(3.1.1.7) problemine denktir.

3.3. Ardisik Yaklasiklar Metodu

Ardisik Yaklasiklar Metodu Basit Ardisik Yaklagiklar ve Modified Ardisik Yaklasiklar
olmak iizere iki metottan olugsmaktadir. Ancak burada Basit Ardisik Yaklasiklar metodu
ile (1) probleminin bir tek ¢6ziimiiniin varligi ve yaklasik ¢6ziimiin bulunmas: ile ilgili

kural verilecektir.
3.3.1. Basit Ardisik Yaklasiklar Metodu

Burada (1) probleminin bir tek ¢éziimiiniin varhigimi gostermek i¢in (3.1.1.6) Fredholm
integral denkleminden yararlanilacaktir. Ayrica x,(t), (0 <t <T) keyfi siirekli

fonksiyon olmak tlizere n = 1,2, ... i¢in

() = h@® + [T 6(6,7(0))a(y @)y ()xn1(0)do  (33.1.1)
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basit ardisik yaklasiklarinin bu ¢6ziime yakinsadigi ispat edilecektir.

Once A(x) in sikan operatdr olmasi halinde

x = A(x) (3.3.1.2)

operatdr denkleminin ¢Oziimiiniin var ve tek oldugu asagidaki Lemma ile

ispatlanacaktir.

IA) =AW < allx =yll, (a<1)

sartin1 saglayan A operatdriine sikan operator denir.

Lemma 3.3.1.1: Kabul edelim ki E Banach uzay1 ve A: E — E bir sikan operator olsun.
Bu takdirde (3.3.1.2) denkleminin E de bir tek x* ¢6ziimii vardir ve x, € E elemani

stfirinct yaklasik olmak iizere

Xp=AMp_1), (m=1,2,..) (3.3.1.3)

esitlikleri ile tayin edilen {x,,} basit ardisik yaklasiklar1 bu ¢6ziime yakinsar.

Ispat: Once {x,} dizisinin iyi tanimli oldugunu ispat edelim. Yani, x,, € E oldugunu
gosterelim. Kabulden dolay1 x, € E dir. Farzedelim Ki x,,_, € E olsun. A(x) operatorii
E de tanimlandigindan ve x,,_; € E oldugundan A(x,,_;) € E olacaktir. (3.3.1.3) den

Xp = A(xXp_1) EE

yazilir. Tlimevarim metoduna gore n = 1,2, ... icin x,, € E oldugu goriilebilir.

Simdi x,, dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bu amacla,
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”xn+1 - xn” = ”A(xn) - A(xn—l)” < a”xn - xn—l”

IXn41 = xnll < allxn, — xp-4ll (3.3.1.4)

esitsizligini kuralim. Burada n = 1 alinirsa

I, — x4 || < allxg — xoll

olur. Bu sekilde devamla,

llxn = xn-all < @™ lxy = Xl

veya

%41 = xnll < a™llxg — xoll

elde edilir.

(3.3.1.4) den istifade edilirse

”xn+k - xn” < ”xn+k - xn+k—1” + ”xn+k—1 - xn+k—2” + ot “xn+1 - xn”

< @™ |y — xoll + @™ loeg — x|l + -+ @Ml — x|

= (a®* T+ ak % + -+ Da™||x; — x|

a“—1
-1

a||x; — xo”
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veya
e = Xall < (@ = 1) 25 Il = %ol (33.15)
bulunur. Buradan, a < 1 oldugu dikkate alinirsa
dm [l = x| = 0

elde edilir. Bu ise {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. E Banach uzayi

oldugundan

. Ak
lim x, = x

n-oo
yazilir. A(x) operatorii Lipschitz sartin1 sagladigindan
1ACen-1) = A < allxy-1 — x|
olur. Buradan
lim AGen-1) = AGx)
yazilir. (3.3.1.3) den n — oo igin limite gegilirse
x* = A(x)

elde edilir. Bu ise x* in (3.3.1.2) denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosterir.
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Bu ¢6ziimiin bir tek oldugunu ispat edelim. Farz edelim ki (3.3.1.2) denkleminin iki

¢ozimii x* ve y* olsun. Yani x* = A(x*) ve y* = A(y™) olsun. Buradan,

lx* = ¥l = I1A(x™) = AYOI < allx™ = v~

yazilir. @ < 1 oldugundan x* = y* olacaktir. Demek ki (3.3.1.2) denkleminin ¢Oziimii

bir tektir.

Teorem 3.3.1.2: a = a(t), (0 < t < T) siirekli fonksiyon olmak {izere

TZ
f=— <1
—llal

sartinin saglandigini kabul edelim. Bu takdirde (1) probleminin [0, T] araliginda bir tek

¢Oziimii var ve (3.3.1.1) yaklasiklarinin limiti bu ¢6ziime yakinsar.
Ayrica yakinsama hizi

2, — x|l < €"{]xo — x|
esitsizligi ile belirlenir.

Ispat:Teoremi ispatlamak i¢in Lemma 3.3.1.1°e gore

A(T)
Ax = f 6 6,y (0))a(y(@))y' ()x(0)do
0

operatoriiniin C [0, T uzayinda sikan operator oldugunu gosterelim.

x(t),y(t) € C[0,T] oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,
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AT

)
Ax(t) — Ay(D)] < f 6(t,1(0))|a(y(@)|1x(0) - y(o)ldy (o)

AT)
< llall U G(t,y(0))dy(@)|llx =yl
0

< fllx =yl

ve

lAx — Ayll < £llx =yl
elde edilir. Boylece ¢ozlimiin varlik ve tekligi ispatlanmis olur.

Simdi (3.3.1.1) yaklagiklarinin (1) probleminin ¢6ziimiine yakinsama hizini

belirleyelim.

A(T)

1%, (1) —x(O)] < f G(t,v(0)|a(y(@)|lxn-1(0) — x(0)dy (o)

0

A(T)
< llal [ j G(t,7(0))dy ()| l1xn_s — xlI
0

< fllxp_q — x|
ve buradan,

llxn — x|l < 2llxp—1 — x|l

esitsizligi elde edilir. Boylece,
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|, (&) —x(@®)| < Mlxo —xI] (n=12,...) (3.3.1.6)
olur. Boylece teorem ispatlanmustir.
(3.3.1.1) yaklasiklari igin yakinsama hizi,
2 (£) = 2(D)] < 12y — o (33.1.7)
esitsizliginden de belirlenir.
3.4. Varyasyonel Iterasyon Metodu (VIM)

Varyasyonel Iterasyon Metodunun temel kavramlarimi agiklamak icin asagidaki geciken

terimli denklemi diisiinelim:
Lu(t) + Nu(®), u(§ ()] = f(©) (3.4.1)

Burada L lineer operator, N linecer olmayan operator, £(t) gecikme terimi ve f(t)

homojen olmayan terimdir.

Genel Lagrange ¢arpani metodu (Inokuti et al. 1978) tarafindan ileri siiriildii. He, genel

Lagrange carpan1 metodunu

e (6) = we + Jy A(5) [Luge(s) + N ((0, 1 (5(0) ) - ()] ds (34.2)

seklindeki yazilabilen diizeltme fonksiyonelini kullanarak bir iterasyon metoduna
doniistiirdic (He 1997a, 1997b, 1998). Burada A varyasyonel teori sayesinde optimal
sekilde tanimlanabilen genel Lagrange ¢arpani, k indisi yaklagimin mertebesi ve i

kisitl varyasyonlar olarak diistiniiliir,
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yani ouy = 0 dir.

Lagrange carpanlari lineer problemler i¢in kolayca ve tam olarak elde edilebilir. Ancak
lineer olmayan problemler igin elde etmek kolay degildir. VIM de, i, nonlineer
terimler, Lagrange carpaninin kolayca belirlenmesine imkan saglayan varyasyonel

teoriden yararlanilan bir kavram olan kisitl1 varyasyonlar olarak diistiniiliir.

Bu calismada i, (f (t)) = 0 dir. Bu varsayimla Lagrange c¢arpani kolayca belirlenebilir.
Bu yiizden

u(t) = %im ug (t)
kullanarak yaklagik ¢6ziime basarili bir sekilde ulasilabilir.

3.5. Metodlarin Uygulanmasi

Bu boliimde onceki boliimlerde anlatilan ‘Basit Ardisik Yaklagimlar Metodu’ ve

“Varyasyonel Iterasyon Yontemi’ i¢in drnekler olusturulmustur.

(3.1.1.7) 6rnegini basit ardisik yaklasiklar metodu ile ¢6zelim. Burada,

=D e =t<n
—g =3

oldugu yani Teorem 3.3.1.2 nin sartlarinin saglandigi dikkate alinarak (3.1.1.8) integral

denklemi i¢in basit ardisik yaklasiklardan yararlanilirsa,

x,(t) = —0.8742063492t + 2t? — 0.05714285714t7/2 — 0.04166666667 t*
—0.1269841270t%2 + 0.1 t5
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1/2

t 3 4+ 280 — 8002
+§f 34+ 40— 1602 +
0

Vv1+ 160

Xp_1(0)do

1/2—2/4
t J‘ -4 16 2_|_1+40—8Oc72] ()d
—— — 40 — 160 x,_+(0)do
8 1+ 160 " °

0
t—Vt/2
1
[(4t — 1) + (16t — 12)0 — 1602

16
0

4 (4t — 1) + (48t — 20)0 — 8002
Vv1+ 160

|xn-1(0)do

olup burada,
xo(t) = —0.8742063492t

kabul edilmistir. Buna gore,

x,(t) = —0.8742063492t + 2t2 — 0.05714285714t7/2 — 0.04166666667 t*
—0.1269841270t%2% + 0.1 t°
1/2

t " 3 + 280 — 8002
+§ 3+40—160° +
0

v1+ 160

xo(0)do

1/2—2/4
—% f [1— 40— 160% +
0
t—Vt/2
[(4t — 1) + (16t — 12)0 — 1602

1+ 40 — 8002
v1+ 160

1xo(0)do

16
0

N (4t — 1) + (48t — 20)0 — 8002
V14 160

|xo(0)do

olup buradan,
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x;(t) = —0.0001219595911 — 0.8968188542t + 2.071549088¢>
—0.3110386324t3 — 0.621106071t* + 2.284591301¢t>
— 1.255886865t° — 0.2564596825t

sonucu elde edilir. Benzer sekilde x, (t) igin,

x,(t) = —0.8742063492t2t% — 0.05714285714t7/? — 0.04166666667 t*
—0.1269841270t%% + 0.1 t5

1/2

+tj [3+4 162_|_3+280—8002 ()d
— o— 160 x,(c)do
8 VI+ 160 !
1/2—2/4
t j ll A 162_|_1+40—8002 ()d
—— — 40 — 160 x,(0)do
8 ) Vit+ties | !
t—t/2
1
~Tg [(4t — 1) + (16t — 12)0 — 1602
0
4t — 1) + (48t — 20)0 — 8002
+( )+ ) 1x1(0)do

Vv1+ 160

olup buradan,

x,(t) = —0.0001357855408 — 0.8828785766t + 2.064145198t>
— 0.5404964609¢t3 + 0.8379707663t* + 1.225363725¢t>
—5.304808779t° + 7.508652336t” — 9.633578139¢8
+ 5.190803563t° + 4.056414854t1° — 3.028285240t!
— 0.4854364506t12

sonucu bulunur.
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" _1 — 9¢3 _ 92y _ L2 _ 1.3
x(t)+tx(t 2\/t—)—Zt 2672 —~t? ——t"/2 + 4, (OStSI)} (3.4.0)

x(t) =0, (-1/16<t<0), x(1)=1

sinir deger problemini VIM metoduyla yeniden ¢ézelim. (3.4.1) denklemini ¢6zmek i¢in

Oncelikle

X1 () = x, (1) + fotl(s) [x"c () + tZ(s — T(s)) — f(s)]ds (3.4.2)

seklinde ifade edilen diizeltme fonksiyonelini diisiinelim. Burada A genel Lagrange
carpani, X(s — 7(s)) kisith varyasyonlar olarak diisiiniiliir, yani 69?(5 — T(S)) = 0 dur.

Ayrica
F(s) =253 — 252 — %sz — %53/2 + 4 (3.4.3)
Sxi41 () = 8x, () + 6 [ A()[x"(s)]ds (3.4.4)
(3.4.2) den, asagidaki stasyoner kosullar elde edilir.
Sxe(8): 1—X(® ., =0,
Sxe®) s WD) [see=0,

bxi(s)s A0 e =0
dir. Buradan genel Lagrange ¢arpani,

A(s) =s—t (3.4.5)
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olarak ifade edilir. Bulunan Lagrange ¢arpani (3.4.2) de yerine yazilarak,
Xesq(t) = x,(8) + fot(s — O)[x"k(s) + ta (s —Vs/2) = f(s)]ds  (3.4.6)

iterasyon formiilii elde edilir. Uygun baslangi¢ yaklasimi segilip, (3.4.5) iterasyon

formiiliinde kullanilarak istenilen mertebeye kadar yaklasik ¢oziime ulasilabilir.

Burada x, = —0.2t? — 0.9t olarak alinip, iki metodun sonuglarinin karsilastirilabilmesi

icin iterasyon 2. mertebeye kadar ¢oziildii. Dolayisiyla

9
x,(t) = 2t? — 0.9t + 0.2998184382t* — 0.0215550132¢> — 0.1396825397t2

7
—0.2171428572t2 — 0.3076157001t° + 0.01613127795¢°

11 13

—0.005300539828t 2 — 0.008897370511¢t 2
17 15
+ 0.003134507231t'° — 0.004320066827t2 + 0.01938208824t 2

19
—0.01222748951t2 — 0.01274651145t8 + 0.2742694031¢’

olarak bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu calismada

x"(®)+a®x(t—t@))=f@) (0<t< T)} 4.1)

x()=¢) @A=st<0), x(T)=nxy
problemi

x(t) = h(t) + tFyx + V3x

denk Fredholm-Volterra integral denklemine doniistiiriilerek, bu integral denklem Basit
Ardisik Yaklasiklar Metodu ile ve (1) sinir deger problemi Varyasyonel Iterasyon
Metodu ile yaklasik olarak ¢6ziildii. Bu metotla elde edilen ¢oziim ayni zamanda (4.1)

sinir deger probleminin ¢dziimii olarak alindi.

Ilgili metodun sonunda,

s .2
x"(t) +tx(t—§\/f) = 2¢3 —2t5—§ —%t3/2 +4, (0<t<1)

() =0 (-1/16<t<0), x(1)=1 (4.2)

ornek problemi ¢oziildii ve bu drnek problem igin ikinci yaklasiklar kuruldu.
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5. TARTISMA ve SONUC

Ilgili metodun sonunda

5 2
x"'(t) +tx(t—%\/f) = 2t3 —2t5—§ —%t3/2 +4, (0<t<1)

x(t)=0 (-1/16<t<0), x(1)=1 (5.1)

ornek problemi ¢oziildii ve bu 6rnek problem i¢in ikinci yaklasiklar kurularak, ilgili

metot i¢in,

x,(t) = —0.0001357855408 — 0.8828785766t + 2.064145198¢t>
— 0.5404964609¢t3 + 0.8379707663t* + 1.225363725¢t>
— 5.304808779t° + 7.508652336t” — 9.633578139t®
+ 5.190803563t° + 4.056414854t'° — 3.028285240t!
— 0.4854364506t12

yaklasik ¢oziimii elde edildi. Ilgili formiiller n nin daha biiyiikk degerleri icin
calistirillarak elde edilebilir.

5t 1
VE) =26% — 202 - o —§t3/2+4, 0=<t<1)

x()=0 (-1/16<t<0), x(1)=1

sinir deger problemi Varyasyonel iterasyosyon metoduyla yeniden ¢o6ziildii ve
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x,(t) = 2t% — 0.9t + 0.2998184382t* — 0.0215550132¢> — 0.1396825397t2

yaklasik ¢oziimii elde edildi. Ilgili formiiller n nin daha biiyiik degerleri igin
calistirillarak elde edilebilir.

7
—0.2171428572t2 — 0.3076157001t° + 0.01613127795¢°

11

13

—0.005300539828t 2 — 0.008897370511¢t 2

17 15
+ 0.003134507231t'° — 0.004320066827t2 + 0.01938208824t2

19
—0.01222748951t2 — 0.01274651145t8 4+ 0.2742694031t’

Cizelge 5.1. (1) Problemi i¢in yaklasik ¢6ziimiin kesin ¢ozliimle mukayese tablosu

ti x(t;) x3t(t:) x3%(t;) et (t) e%(ty)
0.00 0.000000 -0.000135 0.000000 0.000135 0.000000
0.20 -0.120000 -0.097001 -0.120392 0.022998 0.000392
0.40 -0.080000 -0.037704 -0.084735 0.042295 0.004735
0.60 0.120000 0.166049 0.101490 0.046049 0.018509
1.00 1.000000 1.007731 0.885868 0.007731 | 0.114131

Cizelgede x(t;) ile kesin ¢oziim, x31(¢;) ile (1) probleminin Basit Ardisik Yaklasiklar
Metodunun ikinci yaklasiklar, x32(t;) ile (1) probleminin Varyasyonel iterasyon
Metodunun ikinci yaklagiklari, €'(t;) ile (1) probleminin Basit Ardisik Yaklagiklar
Metodu igin gergek ¢dziim ile yaklasik ¢oziim arasindaki hata degeri ve £2(t;) ile de

(1) probleminin Varyasyonel Iterasyon Metodu igin gercek ¢dziim ile yaklagik ¢oziim

arasindaki hata degeri isaret edilmistir. Cizelgede
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et(t) = |x(t) —xs* ()], i=1,2345

e2(t;) = |x(t) —x32(t)l, i=1,23,45

seklinde secilmistir.

Sonug olarak Cizelge 5.1 in hata degerlerine bakildiginda (1) problem igin Varyasyonel
Iterasyon Metodunun hata degerinin Basit Ardisik Yaklagiklar Metodunun hata
degerinden daha az oldugu acikca goriilmektedir. Bu da Varyasyonel Iterasyon

Metodunun islevinin 6nemini vurgular.

Ayrica iki ¢ozlimiin gergek ¢ozlimden farkini grafik ile gosterelim.
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Sekil 1.1. Iki metodun ¢dziimii ile gercek ¢dziimiin karsilastirilmasi
*(----:Ardigik yaklagiklar metodu ile elde edilen yaklagik ¢6ziimiin grafigi ; O O O: Varyasyonel metodu
ile elde edilen yaklasik ¢oziimiin grafigi ; coo : Gergek ¢cozlimiin grafigi
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Tablodaki degerlerden kolaylikla anlasilabilir ki, gergek ¢oziimiin grafigine daha yakin

olan ¢dziimiin grafigi, Varyasyonel Iterasyon Metodu sayesinde elde edilmistir.

Gerekli hesaplamalar Maple 15 programi kullanilarak yapilirken, hesaplamalarda 6

ondalik kisim kullanilmustir.
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