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OZET
Doktora Tezi
FUZZY KESIRLi DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI
Ekhtiar KHODADADIGHANDHAR

Atatiirk Universitiesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ercan CELIK

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak fuzzy kavrami iizerinde durulmus ve fuzzy sayilari,
fuzzy kiimeleri, aralik aritmetigi ve genisleme prensibi gibi temel kavramlar verilmistir.
Devaminda, fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ve sayisal ¢Oziimleri igin
yontemler incelenmistir. Bu yontemler fuzzy Laplace doniisiimii ve modifiye edilmis
kesirli Euler yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemidir. Ozellikle fuzzy kesirli

diferansiyel denklemlerin ¢esitli 6rnekleri ele alinmistir.

2014, 108 Sayfa

Anahtar Kelemeler: Fuzzy sayilar, Riemann-Liouville H-tiirevlenebilirligi, Caputo-tipi
H-tiirevlenebilirligi, fuzzy Laplace doniistimleri, kesirli Euler yontemi ve varyasyonel

iterasyon yontemi.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

NUMERICAL SOLUTIONS FOR FUZZY FRACTIONAL DIFFERENTIAL
EQUTIONS

Ekhtiar KHODADADIGHANDHAR

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ercan CELIK

In this thesis, firstly fuzzy concept is studied and then fuzzy numbers, fuzzy sets,
interval arithmetic and extension principle concepts are given. Next, methods for
analytical and numerical solutions of the fuzzy fractional differential equations are
investigated. These methods are fuzzy Laplace transforms method, modified fractional
Euler method and variational iteration method. Fuzzy fractional differential equations

are especially taken in different examples.
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1. GIRIS

Bu tez konusunun adi olan fuzzy kavrami hakkinda ilk bilgiler Azerbaycan asilli Liitfu
Askerzade (Zadeh 1965) tarafindan literatiire kazandirilmasina karsilik bu fikirler ancak
1970 yillarindan sonra dogu diinyasinda ve 6zellikle de Japonya’da teknolojik cihaz
yapim ve isleyisinde kullanilarak biitiin diinyada yaygin hale gelmistir. 1980’den sonra
fuzzy (bulanik) sisteminin elektrikli siipiirgeler, ¢amasir makineleri, asansorler, metro
ve sirket isletimi gibi konularda kullanilmasinda patlama olmustur. Son yillarda bir¢cok
mithendislik dallarinda, veri tabanlarmin ozellestirilmesinde, telelefon sekreterlerinin
cevaplanmasinda ve bir¢cok konularda fuzzy mantik biitiin diinyada kullanilir hale

gelmistir.

Fuzzy kKesirli diferansiyel denklemler, ozellikle fuzzy kesirli tiirev ve fuzzy kesirli
integraller, teorik ve pratik bakimdan biiylik Onem tasimakta ve biitiin fen ve

miihendislik bilim dallarinda ¢ok genis bir uygulama yeri bulunmaktadir.

Son yillarda, fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢éziimlerinde
Riemann-Liouville tiirev operatorii yerine, Caputo anlaminda tanimlanan tiirev
operatorili daha ¢ok tercih edilmektedir. Bunun sebebi, fuzzy baslangi¢ kosullarini i¢eren
fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in Caputo tiirev taniminin daha
kullanisli olmasidir. Calismamizda da fuzzy baslangi¢c kosullarini igeren fuzzy kesirli
diferansiyel denklemler tercih edildiginden, Caputo anlaminda tanimlanan tiirev

operatori kullanilmistir.

Bu tezde, fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimii incelenecektir.
Birinci boliim giris boliimii olup, basit anlamda ¢alismanin konusunu 6zetlemekte, amag
ve yonteme 151k tutmaktadir. Ikinci béliim, tezde kullamilan integral ve kesitli tiirev
tanimlarinin temel kavramlarini, teoremlerini ve c¢alismamizda kullanilan niimerik
yontemlerin altyapisini olusturan tanimlar1 ve on bilgileri ele almaktadir. Ugiincii boliim

ise fuzzy Laplace doniisiimiiniin, modifiye edilmis kesirli Euler yonteminin ve



varyasyonel iterasyon yontemin tekniginin temel kavramlarini ve teoremlerini ele alip
ve fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii elde etmektedir. Dordiinci
boliimde, fuzzy Laplace doniistimii, kesirli Euler yontemi ve varyasyonel iterasyon
yontemiyle fuzzy Kkesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziilebilirliginin
gosterilebilmesi i¢in bazi denklem modelleri iizerinde galisilmistir. Besinci boliimde de,

onceki verdigimiz yontemlerin sonucu verilmektedir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Simdi bu ¢alismada kullandigimiz bazi temel kavramlart verelim.

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. (Fuzzy iliskiler, Fuzzy mantik):

Fuzzy mantigin temeli fuzzy kiime ve alt kiimelere dayanir. Klasik yaklasimda bir
varlik, ya kiimenin elemanidir ya da degildir. Matematiksel olarak ifade edildiginde
varlik kiime ile olan iyelik iliskisi bakimindan kiimenin elemani oldugunda "1",
kiimenin elemani olmadigi zaman "0" degerini alir. Fuzzy mantik klasik kiime
gosteriminin genisletilmesidir. Fuzzy varlik kiimesinde her bir varligin iiyelik derecesi
vardir. Varliklarn iiyelik derecesi, (0, 1) araliginda herhangi bir deger olabilir ve tiyelik

fonksiyonu u(x) ile gosterilir (Zadeh 1961).

Tamim 2.1.2. (Fuzzy kiime ve Uyelik fonksiyonu):

x ile gosterilen nesnelerin bir araya getirilmesi X ise, A fuzzy kiimesi, sirali iKililerden

olusan bir kiime olarak

A= {(x, ua(x))x € X3, 2.1)

seklinde tanimlanir. p,(x) iiyelik fonksiyonudur. Uyelik fonksiyonu X‘in her

elemanini, 0 ve 1 arasinda bir iiyelik derecesine esler.

e X — [0,1], (2.2)

X, klasik anlamda evrensel kiime ve A, X'in bir alt kiimesi olsun. X'den [0,1] kiimesine


http://tr.wikipedia.org/wiki/K%C3%BCme
http://tr.wikipedia.org/wiki/Alt_k%C3%BCme

u, karakteristik fonksiyonu

pa(x) = {é . Z fl, (2.3)

olarak tanimlanir.
Tamim 2.1.3. (r-kesim ya da r-seviye, Giiclii r-kesim ya da Giiclii r-seviye):

Bir A fuzzy kiimesinin, r-kesim veya r -seviye kiimesi, baska bir esnek kiime
Ay = {x|pa(x) 2 13, (2.4)
seklinde tanimlanir. Gliglii r -seviye kiimeside,

Ay = {xlpa(x) > 1}, (2.5)

olarak tanimlanir.

Bir seviyeye bagli kiime gosterimi igin, A kiimesinin “destek”leri ve “cekirdek”leri

sOyle tanimlanir.

destek(A) = Ay, r = 0-giigli seviyesi
Cekirdek(A) = A;, r = 1-kesimi



Ha (x)
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Sekil 2.1. r-kesim kiimesi.

Tamim 2.1.4. (Konveks fuzzy kiimeler ya da Disbiikeylik):

Bir fuzzy kiimesinin digbiikey zarfi olmasi igin gerek ve yeter sart1 A evrenin elemani

olan herhangi verilen iki eleman i¢in ve 1 € [0,1] degeri igin,

pa(Axg + (1 = D)xz) = min{u, (xq1), na(x2)}, (2.6)

olmasidir.

-

Unvelik derecesi

r-kesim @

Sekil 2.2. Konveks fuzzy kiime.
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Sekil 2.3. Konveks olmayan fuzzy kiimeler

Bagka bir sekilde ifade edersek, “A” fuzzy kiimesinin konveks olmasi i¢in tiim r-

seviyelerine gore elde edilen A, kiimelerinin konveks olmasi gerekmektedir.
Tamm 2.1.5. (Fuzzy Sayilar):

Bir operator u: R — [0,1] bir fuzzy sayisinin tim asagidaki Ozelliklerini temsil

etmektedir (Salahshour et al. 2012):

a) u yukaridaki semi-siireklidir,

b) u fuzzy konveksidir, yani, tim x,y € R, 1 € [0,1] igin u(Ax + (1 — A)y) =
min{u(x), u(y)} dir,

€) u normaldir, yani, her hangt u(x,) = 1 igin x, € R dir,

d) w’yun destegi destek(u) = {x € R|u(x) > 0} dir, ve onun kapanis (closure)
cl(destek(u)) kompaktidir.

Tiim fuzzy sayilar R iizerinde E = E! kiimesi ile belirtilir. Bir fuzzy sayis1 u € E’yun,

r-seviye kiimesi, gosterilen [u]”, 0 < r < 1 ile asagidaki gibi tanimlanmustir

[u]" = {{x € Rlu(x) =7} eger0<r < lise,
 lcl(destek(w)) egerr = 0 ise.



Tamim 2.1.6. (Fuzzy fonksiyon sayisinin Parametrik formu): Bir u fuzzy fonksiyon
sayisinin parametrik formu [g(r),ﬂ(r)], bir ¢ift u(r) , u(r), 0 <r <1 ile asagidaki

sartlar1 saglamalidir
e u(r) Bir sinirl monoton soldan siirekli bir fonksiyon [0,1] tizerinde artandur,
e u(r) Bir sinirli monoton soldan siirekli bir fonksiyon [0,1] iizerinde azalandir,
e u(m)<u(r);0<sr<l.
Zadeh’in genisleme prensibine gore, E tizerinde ek olarak operator

(u @ v)(x) = supyegr minfu(y), v(x —y)},x € R,

ile tanimlanmustir, ve bir fuzzy sayisinin skaler carpimi

{u(x/k), k>0
0, k=0

(kOW)(x) =

ile verilmistir burada 0 € E.

Fuzzy sayilar arasindaki Hausdorff uzaklik d: E X E - R, U {0}
d(u, v) = suprejo 1y max{|u() — v()|, [u() = v@},

ile verilmistir, burada u = (g(r),ﬁ(r)),v = (g(r),?(r)) c R, 0 zaman d, E {izerinde

bir metriktir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. dlu+w,v+w)=d(u,v),Vu,v,w € E,
2. d(ku,kv) = |kld(u,v),Vk € R,u,v € E,
3. dlu+w,w+e)<duw)+d(,e)Vu,v,w€E,



4. (d,E) bir tam metrik uzaydir.

Tamm 2.1.7. (Ucgensel Fuzzy Sayisi): Bir iicgensel fuzzy sayis1 u ii¢ reel sayisi ile
tanimlanir a < b < ¢ olmak {izere iiggenin tabani [a,c] araligi ve kosesi x = b dir.
w’yu (a,b,c) ile belirtecegiz. Ucgensel fuzzy igin iiyelik fonksiyonunun sayist u =

(a, b, c) asagidaki gibi tanimlanir

(0, x<a

_Jg a<x<bh -

u(x)_f‘—:i, b<x<c @7
kO, X >c

Sekil 2.4. u(x) Uyelik fonksiyonu.

burada a # b ve b # c dir. Her liggensel fuzzy sayisti¢inu = a + (b — a)r ve

u = ¢ + (b — ¢)r dir. Biz bunlar1:

(Du>0isea >0,
(Qu=0isea =0,

Bu<Oisec<Oveu<0isec<0,

seklinde yazabiliriz. Iki keyfi fuzzy sayis1 i¢in u(r) = [u]” = [g(r),ﬂ(r)] ve v(r) =

[v]" = [g(r),?(r)] asagidaki aritmetik islemler tanimlanmustir,

o Ekleme: u(r) + v(r) = [u(r) + v(r),u(r) + v(r)],



e Bir gercek sayiy1 k ile carpma:

[kg(r), kﬂ(r)], k>0
[ku(r), ku(r)], k<0

ku(r) = {
e Eksilme: u(r) —v(r) =ulr) + (—Dv(r) = [g(r) —v(r),ulr) — g(r)].
Onerme 2.1.1.
i. A, iyelik fonksiyonu uz ve A, = {x|uz(x) = r} ile bir fuzzy kiime olsun. O zaman
ua(x) = supo<r<1{r|4; (x)},
ii. A bir kiime ve {A,|r € [0,1]} altkiime A’1n bir ailesi olsun, 0 zaman
a) Ay = A4,
b) r, <myise A,, €A,
¢) Hern, — rigin A, = Ny-414,, .

2.2. Hukuhara Tiirevi

Tammm 2.2.1. (Hukuhara tiirevi) (I): F:(a,b) — E™ ve t, € (a,b) olsun. Eger
asagidaki iki sart1 sagliyorsa F, t,‘da Hukuhara tiirevlenebilirdir:

(i) F'(ty) € E™ mevcut, tiim h > 0 i¢in 0’a yeterince yakindir, Burada F(t, + h) —
F(ty), F(ty) — F(t, — h) mevcuttur ve limitler

lim = EGoth=Fto) _ o Flto)=F(to—h)

h=0+ h h-0+ h = F't), (2:8)
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dir ((i)-tiirevlenebilir).
(if) F'(ty) € E™ mevcut, tim h < 0 i¢in 0‘a yeterince yakin ve limitler

lim = F(to+th)—-F(to) _ lim

F(to)—F(to—h)
h—0— h h—-0— h

= F'(to), (2.9)

dir ((ii)-tiirevlenebilir).

Tammm 2.2.2. (Hukuhara tiirevi) (II): Bir F:T — E", t, € T £ R operatoriinde

Hukuhara anlaminda tiirevlenebilirdir, eger bir F'(t,) € E™ varsa, dyle ki

F(to+h)—F(to)

hh_)%l+ P : (2.10)
ve
lim,, o+ F(to)=F(to—h) (2.11)

h H

limitler mevcut ve F'(ty)’a esittiler. F'(ty)’a fuzzy kiimesinde F’nin, t,’dakKi

Hukuhara tiirevi denir.

Not: Tanimin, dogrudan F tiirevlenebilirse 0 zaman FE,. operatorde tim r € [0,1] igin

Hukuhara tiirevlenebilir ve

DE.(t) = [F'(D]",

dir. Burada DE,., F.’nin Hukuhara tiirevini temsil eder.

Teorem 22.1. f:1 — R bir fuzzy fonksiyon olsun, burada her r € [0,1] icin
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[FOI = £ (&), (t;1)] dir.

i. f, ()-tirevlenebilir ise, 0 zaman f(t;r) ve f(t; r) tiirevlenebilir fonksiyonlardir ve

DI OF = [f' ). F @),

ii. f, (ii)-tirevlenebilir ise, 0 zaman f(t; r) ve f(t; r) tiirevlenebilir fonksiyonlardir ve

(DO = [F (&, £/,
2.3. Gamma Fonksiyonu
Tamim 2.3.1. I'(x) ile gosterecegimiz gamma fonksiyonu
I'(x) = [ t*le7tdt, x€R, (2.12)

genellestirilmis integrali ile tanimlanir.
Teorem 2.3.1. I'(1) = 1 dir.
Ispat: Gamma fonksiyonunun tanimindan,

r()=["ettitde = ["e tdt = —et|7 =1,
bulunur.
Teorem 2.3.2. x > 0 olmak tizere, I'(x + 1) = xI'(x) olur.

Ispat: Gamma fonksiyonun tanimindan,
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rx+1) = foooe‘ttx dt,
ifadesine kismi entegrasyon uygulanirsa,
r(x+1)=[(—e Ht*|y — fooo(—e_'f)xtx_1 dt =0+ xfooo e~ tt*"1dt = xI'(x),
seklinde elde edilir.
Teorem 2.3.3. x > 0 tam say1 olmak tizere, I'(x + 1) = x! dir, (n! = fooo t"e~t dt).

Ispat: I'(x + 1) = xI"(x) oldugunu biliyoruz. I'(x)‘in yerine tekrar I (x + 1) = xI'(x)

yazarsak

I'x+1) =x(x—1Drx-1),
bulunur. Ve devam edersek

I'x+1D)=x(x—1Dx-2)I'x-2)=x(x—1)(x-2)(x—-3)..3.21.T(1) =
x!T'(1) = x!,

elde edilir. Gamma fonksiyonunun diger 6zellikleri asagidaki gibidir:

A 15)=vm

b) r'(pr—-p)=

T

sinpn’

c) I'(n) =$, (n <0).

Gamma fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 2.5. Gama fonksiyonu egrisi

Calismanin ileri asamalarinda kullanilacak Gamma fonksiyonuna iliskin rakamsal

degerler Cizelge 2.1'de verilmistir.

Cizelge 2.1. Gamma fonksiyonunun bazi rakamsal degerleri

rq Tanimsiz
() ﬁ
rq) 1
I >
re) 1
r) ol
re) 2
I'() o)

2.4. Mittag-Leffler Fonksiyonlar:

Mittag-Leffler fonksiyonlar: (Mittag-Leffler 1902) kesirli diferansiyel yonteminde ¢ok

yaygin kullanim alanlar1 bulan olduk¢a 6énemli bir fonksiyondur. e? tstel fonksiyonu,
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tamsay1 dereceden diferansiyel denklemler teorisinde ¢ok 6nemli bir rol oynar. Onun bir

parametreli genellestirilmis sekli

k
Ea(2) = X0 rimasy (2.13)
ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir. @ = 1 igin,

. z
El(z) = Zk:om = eZ’

Eqlx)
4 E5(x)
3 E}.(—’f)
E\(x) 2 E,(x)
[ — E:(x)
—/1} _._-—-—-"”')/I 5_
50 -40 -20 -10 o~
-1
-2
ox)

Sekil 2.6. Mittag-Leffler Fonksiyonlari
Mittag-Leffler tipi iki parametreli fonksiyona genellestirme ise ilk olarak Agrawal ve

Humbert tarafindan Laplace doniisiimii teknigi kullanilarak yapilmis olup ve kesirli

mertebeli diferansiyel denklemlerin hesaplamasinda 6nemli bir yere sahiptir.

Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

k

Ea,B(Z) = Zl?:o F(Cj{‘l‘ﬂ)’ (214)

seri agilimiyla verilir. (2.14) denkleminden
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_ o zk oo 7k o
E11(2) = Ekmo 1y = Zk=o g = €7,

k k k+1 z
R TS z Yoo z _ 1 0 z _e™—1
El,Z(Z) - Zk:O F(k+2) - 2]{:0 (k+1)! - ZZk=0 (k+1)! - 7z !

_ k+2 eZ_1—z

o _Z _yo _Z —
E1,3(Z) = Ykeo T(k+3) Yke0 (k+2)!

izoo z
72 k=0 (k42)1 T

z2

ve en genel formiil

1

Eym(2) = s {e” - Z,‘:;o%}, (2.15)

elde edilir (Oldham and Spenier 1974; Podlubny 1999).

(-=2)"

r(2k+1)

E,1(2) = Xi-o = CO0S Z,

Hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis,

72k

2k
E,1(z%) = Yo I Zfzoﬁ = cosh(z2),

2k+1)

z2k z2k+1 sinh(z)

2y — o —— © =
E2(27) = =0 r(2k+2) Lic=0 (2k+1)! z '

Mittag-Leffler fonksiyonunun 6zel bir durumlaridir.

2.5. Kesirli integraller ve Kesirli Tiirevler

Kesirli mertebeden tiirevlerin birbirinden farkli ve birbiriyle uyusmayan bir ¢ok tanimi
literatiirde mevcuttur. Fakat literatiir incelediginde, bu tanimlarin aslinda Riemann-
Liouville tiirev taniminin genellestirilmis sekli ve varyantlar1 yada belirli sartlar altinda
Riemann-Liouville tirev tanimi ile baglantili oldugu goriiliir. Bu tanimlar arasindaki
temel fark elde alinan fonksiyonlarin tanim kiimesi ve segilen yardimci parametrelerdir

(Guo et al. 2003). Kesirli tiirev tanimlar1 arasinda en ¢ok kullanilan Riemann-Liouville
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tirev tanmmdir. Calismamizda baslangic kosullarimi igeren kesirli diferansiyel
denklemlerin ¢éziimii esas alindigindan, bu tip problemler i¢in daha kullanigh olan
Caputo tiirev tanimu kullanilmistir. Caputo tlirev taniminda, Riemann-Liouville tiirev
tanimindan yararlanildig1 i¢in once Riemann-Liouville integral ve tiirev tanimlari

verilip, daha sonra Caputo tiirev tanim1 verilecektir.

2.5.1. Riemann-Liouville Kesirli Integralleri ve Kesirli Tiirevleri

Bazi kaynaklarda, Riemann-Liouville integral ve tiirev tanimlar1 ve teoremleri detayli
bir sekilde verilmistir (Oldham and Spenier 1974; Miller and Ross 1993; Kilbas et al.

2006). Biz sadece ¢aligmamizda kullanacagimiz tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanmm 2.5.1.1. x > 0 ve f(x) fonksiyonu i¢in f;(x) € C[0, ] olmak tizere f(x) =
xPf;(x) olacak sekilde bir p > a, (a € R) reel sayisi varsa, f(x) reel fonksiyonuna
C,’dadir denir. Eger m € N ve f™ € C, ise, bu takdirde f(x) reel fonksiyonuna
C*’dadir denir (Odibat and Shawagfeh 2007).

Tanmim 2.5.1.2. (Riemann-Liouville Kesirli Integralleri):

Literatiirde, Kesirli mertebeli integralinin en sik karsilagilan aciklamasi, kesirli

mertebeli integralinin asagida verilen Riemann-Liouville integralidir.

B _ 1 x f(Ddt
()00 = 25 e29

(1% £)00 = (), 2.17)

burada 0 <a<x, 0<p<1dir. feC, a=0, a,f>0 ve y>—1 olmak iizere,

Riemann-Liouville integral operatoriiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:
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L ()60 = (1), (2.18)
i, (Iglf f)(x) = (Iflg f)(x), (2.19)
i, 19xY = Ffofz—;i)l)x“w (2.20)

Tamim 2.5.1.3. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevleri):

Riemann-Liouville Kesirli tiirevleri

RLpB _ 1 a™ x f(odt
( Da+f)(x) - I'(m-pB) dxm fa (x—t)l—m+ﬁ’ (221)

seklinde tanimlanmigtir. Burada (a > Ovea € R), x >avem—-1<f<mmeN
dir.

Tanm 2.5.1.4. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevin Laplace Doniisiimii): Riemann-

Liouville Kesirli tiirevlerin Laplace dontisiimii, > 0 olmak iizere
£{FDf f (0} = sPLf (0} - Tt sKRDE T (0), m—1<p <m, (222)

ile verilir. Bununla birlikte x = 0 alt limitinde kesirli tiirevlerin limit degerlerinin
fiziksel gosteriminin bulunmamasi nedeniyle pratik olarak uygulanabilirligi smnirlidir.
(Podlubny 1999; Miller and Ross 1993)

2.5.2. Caputo Kesirli Tiirevleri

Caputo tiirev tanimi detayli bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi kaynaklarda
verilmisgtir (Caputo 1967; Kilbas et al. 2006). Bu ylizden, sadece c¢alismamizda

kullanacagimiz 6zellikler verilecektir.
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Tanim 2521 m-1<fB<m meN, x>0, feC™ olmak dizere, f(x)

fonksiyonunun g mertebeden (8 > 0) Caputo tiirev tanimu,

(D2r)e0 = (177 £)0) = s Lo e (2.23)

bigiminde tanimlanir. Ayrica m—1< g <m,me€N, x>0, f € C"; olmak iizere,

Caputo tlirev tanimina ait,

i (°DEIEf) @) = F), (2.24)

i ECDENE = F0) - TG H@ 5T, az0, 229
ozelliklerde verilebilir.

Tamm 2.5.2.2. t degiskeni zaman1 gostermek {iizere, Caputo zaman-kesirli tiirevi

mertebeden (8 > 0),

B
pPu(x,t) = 9 ;‘t(;'t) =
oo ﬁ)f(t— pym-p-1 7w u(xr)d herm—1< B <migin
m , (2.26)
%Sft), her f = m € N igin

ve benzer sekilde x degiskeni uzayr gostermek lizere, Caputo uzay-kesirli tiirevi

mertebeden (8 > 0),

cnpB _ aPu(x,t) _

Dyu(x,t) = =

. B)f (x — g)ymF1 L uwt)d@ herm—1< B <migin

0™u(x,t) o (2.27)

her f =m € Nicin

axm ’
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seklinde tanimlanir.

Tanmmm 2.5.2.3. (Caputo Kesirli Tiirevin Laplace Doniisiimii): Caputo kesirli

tiirevlerin Laplace dontistimii
L{DIf(©)]) = sPLFO)) - T sPR1f0(0), m— 1< f<m, (2.28)

ile verilir. Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimiiniin bu ifadesi f(t) ve onun
tirevlerini icermektedir. Bu haliyle bazi fiziksel siireclere uygulamasi ¢ok daha
kolaydir. Omegin, f(0) baslangic durumu, f’(t) baslangic hiz1 ve f''(t) baslangig
egrisi olabilir. Bununla birlikte lineer kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde de

kullanish bir ifadedir (Podlubny 1999; Miller and Ross 1993).
2.6. Kesirli Diferansiyel Denklemler

Tammm 2.6.1. Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini iceren denklemlere
kesirli diferansiyel denklem denir. Yani, kesirli diferansiyel denklemler, tam say1
tirevleri yerine, kesirli tiirevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir (Benghorbal

2004).
Kesirli diferansiyel denklemler asagidaki gibi siniflandirilabilir:

a) Kesirli adi diferansiyel denklemler. Ornegin,

D3y(x) + 5y2(x) = 3,

D%y(x) + D%y(x) —2y(x) =0.

b) Kesirli kismi diferansiyel denklemler. Ornegin,
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1

> a2 0%u(xt)
Diu(x,t) = A* ——.

dx2

Bagka bir siniflandirma ise, lineerlige ya da non-lineerlige gore yapilan siniflandirma

tirtidiir.
Bir kesirli diferansiyel denklem eger;

an () DPry(x) + ap_q (X)DFr-1y(x) + -+ + a, (X)DPry(x) + a,(x)y(x) = f(x),
(2.29)

bigiminde ise lineer kesirli diferansiyel denklem olarak adlandirilir. D5i, (i =

1,2, ..., n) kesirli diferansiyel operatoridiir ve lineerdir.

Tanim 2.6.2. Kesirli diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebedeki tiireve denklemin

mertebesi denir. Ornegin,
4 1
y(x)D3y(x) + D2y(t) = x* + 1,
denklemi g . mertebeden non-lineer adi diferansiyel denklemdir.

Tanim 2.6.3. (Varhk ve Teklik):
Kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii bulmak i¢in
DFry(x) + X an-iDPr-iy(x) + ap(x)y(x) = f (%), (2.30)

yE@) =y, k=12,..,0,—1, 0< By <y <+ < B, (2.31)
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seklinde tanimlanan baslangi¢ deger problemini elde alalim. Oncelikle baslangig sartl
kesirli tlirevli diferansiyel denklemlerin ¢Oziimiinii arastiracagiz. Eger denklemin
¢Oziimii varsa tek midir? Bu sorularin cevabini vermek i¢in asagidaki iki teoreme
ihtiyag vardir. 11k teorem lineer kesirli tiirevli denklemlerin (2.30) ¢dziimiiniin varlig1 ve

tekligini gosterir. Diger teorem ise (2.31) denkleminin daha genellestirilmis hali olan

DPny(x) = f(x,y),
{y(k)(a) =y k=12,..,68,—1. (2.32)

denklemi ile ilgilidir.

Teorem 2.6.1. Eger f(x) € Ly(a,b), a,—j,(j = 1,2,..n), [a,b] kapali araliginda
stirekli fonksiyonlar ise, (2.30)-(2-31) baslangig-deger problemi y(x) € L;(a, b) tek bir
¢oziime sahiptir. Burada f(x) € Ly(a,b) ifadesi [ |f(x)ldx <o, a <x<b <o

anlamina gelir.

Teorem 2.6.2. D c R? ve f(x,y) reel degerli Lipschitz sartlarini saglayan siirekli

fonksiyon olsun. Yani,

|f(XJJ’) _f(x,Z)l < Lly_le Oyle kla |f(x:J’)| <M < oo, v(ny) €D.

(2.30) probleminin ¢oziimii siirekli olup M < D bdlgesinde vardir ve tekdir.

Teoremlerin detayl1 ispatlar1 Podlubny’nin kitabinda vardir (Podlubny 1999).
Tamim 2.6.4. (Fuzzy Integral): Fuzzy integral

f; y(t)dt, a, b € R,

her r € [0,1] i¢in
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(1P y@at| = [y, [ 5 rde] (2.33)

olarak tanimlanir, ve sagdaki Lebesgue integrali mevcuttur. Burada y(¢t;r),y(t;r) €

¢ (((0,al, R)NLY((0, @), R)) dir.

Tammm 2.6.5. (Fuzzy Siire¢): Biry:I — [E donilisimii bir  fuzzy siireg¢  olarak

adlandirilir.
YO = yEnyEn], ter, 0<r=<1, (2:34)

g6z oniine alalim. Fuzzy bir siire¢ y’in Seikkala tirevi y'(t) ile tanimlanir

[y' (O] = [X’(t; .Y (t; r)], tel, 0<r<1, (2.35)
saglanan denklemin bir fuzzy sayis1 bir y'(t) € E tanimlar.

Tamim 2.6.7. (Fuzzy Cauchy Problemi):

0 < < 1 mertebeden fuzzy kesirli diferansiyel denklem (Df+y)(t) = f(t,y(@®)yi
g0z Oniine alalim, burada y, t’nin fuzzy fonksiyonu, f(t, y(t)) net degisken t ve fuzzy
degisken y’nin bir fuzzy fonksiyonudur ve Df+y, y’nin fuzzy fonksiyonudur. Bir
baslangi¢ degeri (Df: 1y>(t0) = RLyB~=D ¢ gn verilirse, B mertebeden bir fuzzy

Cauchy problemi elde edilir ve

(pE.y)® = F(t.y(®), telt,T]

) ) , (2.36)
(0579) ) =y e 0
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seklindedir. Denklem (2.36) i¢in tek ¢6ziim bulunmasinin yeterli sartlart sunlardir:

1. f’in stirekliligi,

2. Lipschitz sartin1 saglamasi,
D (f(t,x(t)),f(t,y(t))) < LD(x(t),y(t)), her L > 0 icin.

Simdi, y(t), fuzzy Cauchy probleminin bir ¢éziimi olarak, DP .Y mevcut ama ayrica
y y yp Y y

denklem (2.36) saglanmasi gerekir. Oncelikle f(t,y(t))’nin hesaplanmasi1 gerekir.
f(t, y(t))’ nin r-seviyeleri asagidaki gibi bulunabilir:

[F(£y@)] = [f&y@im), Fley@in)],
burada hert € I, r € [0,1] i¢in

ft,y@®);r) = min{f(t,y)|y € [y(©)]"},
f@t,y(®);r) = max {f(t,y)|y € [y(®OI'}.

B

at

y’yi denklem (2.36) ’nin her ¢6ziimii oldugunu kabul edelim, D",y mevcut ise ve

(ply) &m = Fey@sm
(087y) o) = 3" e B

(DE7) ) =F e y(i)
(D573) i) =780 e BV

burada
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(027 y) o] = [(057y) s (D575 tos ],

dir.
Tamim 2.6.8. (Fuzzy Baslangi¢ Deger Problemi):

0 < B < 1 mertebeden fuzzy baslangi¢ degeri ile birlikte verilen

(DE.y)®) = f(t,y(®), t€[to,T]

, 2.37
(DB+ 1y)(t ) (.3 1) € ]ETl ( )

diferansiyel denklemini goz oOnitine alalim, burada y, t’de bir fuzzy fonksiyondur,

f(t,y(t)) netdegisken t’nin ve fuzzy degisken y’nin bir fuzzy fonksiyonudur, Df+y,
y’in fuzzy tirevidir ve (Df; 1y)(to) =y pir paralel ya da bir paralelkenar
seklinde fuzzy sayisidir [y(t)]” ile y’nin fuzzy fonksiyonunu gésteriyoruz. Oyle
Ki, t € [ty, T] igin y(t) ve r-seviyesi kiimesi igin

@I = [y 5ED] Wl = [y, 3| re (01, (238)
dir. Burada

[F eI = [f &y, F ey (1),

yazabiliriz. Clinki (Df+y)(t) = f(¢t,y(t)) dir. Bu durumda,

f@y)r)=F [t, y (&), y(¢; r))], (2.39)
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fty@©;r) =6 [t,z(t; ), y(& r)], (2.40)
esitlikleri yazilabilir. Zadeh’in Genisleme Prensibini kullanarak, iiyelik fonksiyonumuz
f(ty®)(s) = supser{y (@ (@s = f(t, 1)}, (2.41)

vardir dyleki f(t, y(t)) fuzzy sayisidir

[F(Ey®O)] = [f&.y@:n, FEyw;n], reod], (2.42)
burada
f (& y(®);r) = min{f (¢, y)|y € [y(©]"}, (2.43)
f(&,y(®);r) = max{f(t, My € [y(®)]"}, (2.44)
dir.

Tamim 2.6.9. Bir f: R — Ry fonksiyonu fuzzy siirekli bir fonksiyondur. Eger keyfi bir
sabitt, € Rvee > 0,8 > 0igin [t — ty| < 6§ = D|f(t), f(ty,)| < € mevcuttur.

2.7. Tip-1 Diizgiin Olmayan Fuzzy Riemann Integrali

Bu alt boliimde, tip-1 diizgiin olmayan fuzzy Riemann integrali tanimlayalim (Hsien-
Chung 1998).

Tamm 2.7.1. A tim fuzzy sayilarin bir kiimesi, A, tiim kapali fuzzy sayilarin bir

kiimesi, A, de tim sinirli fuzzy sayilarin bir kiimesi olsun,
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I.  f:X — Al ise f(x) bir fuzzy-degerli fonksiyondur,
Il.  f:X — A ise f(x) bir kapali-fuzzy-degerli fonksiyondur,

. f:X — A ise f(x) bir simirhi-fuzzy-degerli fonksiyondur.
Tanmm 2.7.2. [f(x)]" = [z(x; r),]_f(x; r)] g0z Oniine alalim,

(i) f(x), [a, +) lizerinde kapali- ve sinirli-fuzzy-degerli fonksiyon olsun. Her r i¢in
[a,+0) iizerinde f(x;7) ve f(x;r) diizgiin olmayan Riemann-integrallenebilen

olsunlar.

%) r 0 00—
A= [[77f@dx] =77 fGomdx, [ F oo r)dx], (2.45)
dir. O zaman f(x), [a,+o) ilizerinde tip-l ile diizgiin olmayan fuzzy Riemann-

integrallenebilendir, [a,+0) iizerinde f(x) € JFR; olarak belirtilir ve her r € A, igin

I a+oo f (x)dx iiyelik fonksiyonu
i+ pooax (V) = Suposraa rlAd- (1)},

olarak tanimlanir.

(i) f(x), (—oo,a] tzerinde kapali- ve sinirli-fuzzy-degerli fonksiyon olsun. Her r igin
(—o0,a] iizerinde f(x;r) ve f(x;r) diizgiin olmayan Riemann-integrallenebilen

olsunlar.
A, = [f_aoof(x)dx]r = [f_aooz(x; r)dx,ffloo/?(x; r)dx], (2.46)

dir. O zaman f(x), (—o,a] tizerinde tip-l ile diizgiin olmayan fuzzy Riemann-
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integrallenebilendir, (—oo, a] tizerinde f(x) € IFR; olarak belirtilir ve her r € A, igin

J2  fQ)dx iiyelik fonksiyonu
Mo eoax () = SuPosr=a{rldr ()},

olarak tanimlanir.

(iif) f(x), (—oo, 4+ ) iizerinde kapali- ve smirli-fuzzy-degerli fonksiyon olsun. Her r
igin (—oo, +00) iizerinde f(x; 1) ve f(x;r) diizgiin olmayan Riemann-integrallenebilen

olsunlar.

Ar = Uj;of(x)dx]r = [f::f(% r)dx, [ F(x; r)dx], (2.47)

dir. O zaman f(x), (—oo,+) iizerinde tip-l ile diizgiin olmayan fuzzy Riemann-

integrallenebilendir, (—oo,+00) iizerinde f(x) € IFR; olarak belirtilir ve her r € A,

icin fj:)o f (x)dx iiyelik fonksiyonu

K pax (V) = SuPosr<a {r1A- ()},

olarak tanimlanir.

Teorem 2.7.1. f(x), [a,+) (ya da (—oo, a]) tizerinde kapali- ve sinirli-fuzzy-degerli
fonksiyon olsun. Her sabit r ve her a < b igin [a, b] iizerinde i(x; r) Ve ]_‘(x; )
Riemann-integrallenebilir oldugunu farz edelim ve iki pozitif sabit M(r) ve M(r)
mevcuttur dyle ki her a < b igin f: |£(x; r)| dx < M(r) ve f:|7(x; r)|dx < M(r) dir.
O zaman [a,+) (ya da (—oo,a]) iizerinde f(x) € IFR; ve diizgiin olmayan fuzzy

Riemann-integral [ f(x)dx (yada [ f(x)dx) bir kapali fuzzy kiimedir.
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[ faoda] = [ fesmydx, [ F o rydx], (2.48)

yada
[, fedx]” = |[° fGorydx, [° Fr)dx| (2.49)

Teorem 2.7.2. f(x), (—oo,4+00) iizerinde kapali- ve simirli-fuzzy-degerli fonksiyon
olsun. Farz edelim ki her r igin (—oo,+o0) iizerinde f(x;r) ve 7(x; r) Riemann-
integrallenebilen olsun, O zaman (—oo, +) iizerinde f(x) € IFR, ve diizgiin olmayan

fuzzy Riemann-integral fj;o f (x)dx bir kapali fuzzy kiimedir.

(o] r foe) o —
2 feodx] = {177 fGordx, [77 F () dx|, (2.50)
2.8. Riemann-Liouvillenin H-tiirevlenebilirligi

Bu boliimde, Hukuhara farki altinda fuzzy Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin ve
integrallerinin tanimini verecegiz (Kilbas et al. 2006; Pudlubny 1999; Bede and Gal
2005).

> L5(a,b),1<p<oo tim fuzzy degerli dlgiilebilen f fonksiyonlarin [a,b] € R

1
lizerinde kiimesidir burada ||f|, = (fol(d (f (), 0))19 dt)g.

> L¥(a,b) tim fuzzy degerli olgiilebilen f fonksiyonlarin [a,b] € R iizerinde
kiimesidir.

> C"[a, b] fuzzy degerli fonksiyonlarin bir alanidir ki [a, b] © R iizerinde siireklidir.
> CEla,b] biitiin fuzzy-degerli fonksiyonlarin kiimesini gosterir, ki n mertebeye
kadar stireklidir.

> ACY[a,b] tim fuzzy-degerli fonksiyonlarin kiimesini gosterir, ki kesinlikle

sureklidir.
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Farz edelim ki E = C¥[a, b]NLF (a, b) olsun.

Simdi, asagidaki gibi fuzzy degerli fonksiyonun, fuzzy Riemann-Liouville integralini

tanimliyoruz:

Tamm 2.8.1. (Fuzzy Riemann-Liouville Kesirli integrali): Farz edelim ki

f:la, b] — E olsun. Fuzzy degerli f fonksiyonun fuzzy Riemann-Liouville integrali

B _ 1 x f(t)dt
(za+ f)(x) = e o x> 0<p<1, (2.51)

sekilinde tanimlanir. Her 0<r<1 i¢in [f(x)]" = [f(x; r),}_f(x; r)] seklide

f fuzzy degerli fonksiyonu r-kesim temsilini diisiinelim, o zaman esash f fuzzy
degerli ~ fonksiyonunun  Riemann-Liouville integralin alt ve iist fonksiyonlari

ile asagidaki gibi gosteriyoruz:

Teorem 2.8.1. Farz edelim ki f: [a, b] — E bir fuzzy degerli fonksiyon olsun. f fuzzy

degerli fonksiyonun fuzzy Riemann-Liouville integrali asagidaki gibi ifade edilebilir:

|12, f(x)]r = [(1.f) G, (BF) )], 0sr<1, (2.52)
burada
(18.f) o) = 2 j% 0<r<i, (2.53)
ve

B = N 1 x f(gradt
(18 f)(x, =l by 0<T<1 (2.54)

Ispat. Ispat (Arshad and Lupulescu 2011)’de verilmistir.
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B =1 ve fuzzy degerli dlgiilebilir fonksiyonu i¢in, her zamanki gibi fuzzy integrali

kapsamaktadir.

Simdi, 0 < 8 < 1 mertebeden fuzzy degerli fonksiyon f’nin fuzzy Riemann-Liouville

kesirli tiirevlerini tanimliyoruz.

Tamm 2.8.2. (Fuzzy Riemann-Liouville Kesirli Tiirevleri):

Farz edelim ki f:(a,b) — E bir fuzzy degerli fonksiyon olsun. Ve x, € (a,b) ve

__1 x f(t)de - ) ,
P(x) = r@a-p) fa (x—0)B olsun. Diyelim Ki f(x), xodad<p <1

mertebeden Riemann-Liouville H-tiirevlenebilirdir, burada bir (RLDf+f)(x0) €

C¥[a, b] dyesi varsa, 6yle ki her h > 0 yeterince kiigiikse

i (FDEf)(xo) = limy,_ g ZEHOVED) oy, PHIOSEZW) () 5
ya da
i (FLDLf) (o) = limy_ g ZECREO iy, 2HZWEOED) (5 56)
ya da
i, (*DLf) (o) = limy,_ o ZEHIOXED) — iy 2E0ZDOPID) (2.57)
ya da
iv.  (REDLf) (o) = limyqe ZEIERI = iy 2O (2.58)

dir. Basitlik i¢in, eger bu tanim 2.8.2°de durum (i) gibi tiirevlenebilirse biz fuzzy-degerli

fonksiyon f’nin, RL[(i) — B]-tiirevlenebilir oldugunu sdyleyebiliriz, eger bu tanim
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2.8.2°de durum (ii) gibi tiirevlenebilirse fuzzy-degerli fonksiyon f’nin, RE[(ii) — B]-

tirevlenebilir oldugunu sdyleyebiliriz (Allahviranloo et al. 2012).

Teorem 2.8.2. Farz edelim ki f:(a,b) — E bir fuzzy degerli fonksiyon olsun. x, €
(a,b) ve 0 < B < 1 olsun. Oyle ki her 0 < r < 1 igin:

i. Eger f, ®E[(i) — B]-tiirevlenebilir fuzzy degerli fonksiyon ise, 0 zaman

[FDE.f ()| = [(FEDE.f) i), (RDEF ) Gxoi )], (2559)
dir. ve

ii. Eger f, RL[(ii) — B]-tiirevlenebilir fuzzy degerli fonksiyon ise, o zaman

[oforcso] = (08P, (0L xom). e
dir. burada
(m081) ) = e e (261)
ve
(eeT)eeon = fmia L G55).o,, s
dir.

Ispat: Sadece durum RL[(i) — B]-tiirevlenebilir igin ispatliyoruz ve durum RL[(ii) — B]-

tiirevlenebilir i¢in bir Onceki ile tamamen aynidir ve dolayisiyla goz ardi edilir. f’nin
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RL[(i) — B]-tiirevlenebilirini ve x, € (a, b) gdz dniine alalim, o zaman asagidaki

[@(xo + 1) © P(x)]" = [@(x0 + h;7) © P(x0;7), @ (x0 + h;7) © D (x5 7)),

[@(x0) © @(xo — W)]" = [2(950; r) O g(xo —h; r)ra(xoi r)© 5(xo —h; 7")],

elde edilir, % ile garpilirsa asagidaki

[2Cro+M)OP(xo)]" _ [2(xo+hiT)OP(x0;T) 5(x0+h;r)65(xo;r)]
h h ’ h '

[2()OP(xo-M]" _ [2(xo;1)OL(xo—hiT) E(xo;r)ea(xo—h;r)]
h h ’ h '

elde edilir, Limit alarak
T
[(F-D2.£)xod| = [(F4DE. ) f Ceos ), (FEDE. ) f (s ),
elde edilir, ve durum (i) i¢in teorem ispatlanir.

Lemma 2.83. 0<pB <1 ve f(x) €Ly(ab), 1<p<o ise, o zaman asagidaki

esitlik RL[(i) — B]- tiirevlenebilir durum igin [a, b]'nin her noktasinda saglantyor:

[F0f if )| = [ F@n)], osr<1, (2:63)

ve asagidaki esitlik RL[(ii) — B]-tiirevlenebilir durum igin [a, b] nin her degerine gore

saglaniyor:

[0l r | = [Feemfn)], 0sr<t. (2.64)
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Lemma 2.8.4. Farz edelim ki f(x) € L;(a,b), fi_g(x) € AC¥[a,b] ve 0 <B <1

olsun, o zaman

(12700, )60 = () © BEE2 (x — )P, (265)

her RL[(i) — B]-tiirevlenebilir durum igin vardir ve

(1menfef)e0 = - (BE2 - @f ) © (-F () (2:66)

her RL[(ii) — B]-tiirevlenebilir durum igin vardir, burada f;_pg(a) = (I;:B f)(a)

ve bahsedilen Hukuhara farklar mevcuttur. Ayrica, —[f (x)]" = [—f(x; r), —f(x; r)].

Ispat: RL[(i) — B]-tiirevlenebilir durum igin

(180 p)eo = [(1870L ) Gy, (1 RDEF )] = [ fesm ©

il—B(a)
r)

(x —a)f 1, f(x;1) © = (x — a)ﬁ‘l],

vardir ve RL[(ii) — B]-tiirevlenebilir durum igin

(£ 0k p)eo] = (18 0L F) e, (D) )] = [Fesm ©

Ll—ﬁ(a)
r)

Fl—B(a)

GO ACANS

(-1

vardir. Her 0 < r < 1 i¢in ispat tamamlanir.
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2.8.1. Riemann-Liouville H-tiirevlenebilirligi Altinda Fuzzy Kesirli Diferansiyel

Denklemler

Burada, Riemann-Liouville H-tiirevlenebilirligin her tip altinda orijinal belirsiz fuzzy

kesirli diferansiyel denklemin integral formunu arastiracagiz. Oncelikle asagidaki

belirsiz fuzzy kesirli diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim:

(RLDﬁ )(x) = f(xy(x)
(*Df7'y)(xo) = *yy* ™ € E, xo € [a,b]

burada f: (a, b) X E — E siirekli fuzzy-degerli fonksiyondur ve x, € [a, b] dir.

(2.67)

Lemma 2.8.1.1. 0 < B < 1 ve her x, € R i¢in fuzzy kesirli diferansiyel denklem (2.67)

asagidaki integral denklemlerin birine esdegerdir:

Eger y(t), B[ (i) — B]-tiirevlenebilirse,

Y =g [RL p = x0)" T fif((:yt()t;_)(ft]'x € [xo, b],
dir, ve eger y(t), RE[(ii) — B]-tiirevlenebilirse,

y() = 2 [Py - x)P 1 © (- [ E2O ke [y, b,
dir.

Ispat. Lemma 2.8.4’i kullanarak ispat aciktir.

(2.68)

(2.69)
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2.8.2. Coziimlerin Belirlenmesi

Simdi, fuzzy lineer kesirli diferansiyel denklemleri igin a¢ik ¢oziimleri Riemann-
Liouville altinda H-tiirevleri ile ilgili Volterra integral denklemine gére 6nerilen Lemma
2.8.1.1 ile elde ederiz. Bu amagla asagidaki belirsiz fuzzy kesirli diferansiyel denklemi

g0z Oniine alalim.

(%4DL,y) () = wy(o) + £ (o),

) o (2.70)
(RLD5+ 1y)(a) _ RLyéﬁ 1

burada u >0 ve RL[(i)— B]-tirevlenebiliri kullaniriz. Dolasiyla, Lemma
2.8.1.1’in uygulanmasiyla denklem (2.70) asagidaki Volterra integral denkleme
denkdir:

RL,,(B-D . _ _\B-1
Yo = (x—a) u rx o y() dt + 1 fx () dt 2.71)

y(x) = e aof 1 4 T rg Ja Goppr 46

Bahsedilen fuzzy Volterra integral denklemini  ¢6zmek igin, ardisik yaklagim

yontemini kabul ediyoruz. Bu yiizden, bu yaklagima gore ayarliyalim:

RLy(()B—l) (x_a)ﬁ—l
I '

Yo(x) = (2.72)

— bx yn(®) 1 rx  f@®
yn+1(x) - yO(x) + F(ﬁ) a (x_t)ﬁ_l dt + F(ﬁ) fa (x—t)B_l dtl (2'73)
tanim 2.8.1’i kullanarak y; (x)’i buluruz

Y1) = yo() + (1230 00) + (1, £) ), (274)
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yani

_ RL,(B-1) g2 HTI-a)fE? 1 x  f@©
y1(x) = y" T Xeas T +F(ﬁ)fa st

olur. Bu sekilde devam edersek, y,, (x)’i asagidaki gibi bulabiliriz

_ RL.(B-1) wn+1 #F 1 x-a)Pr1 X [wn uE1(x-t)Bk-1
yn(x) - yo 2k=1 r'(Bk) + fa [Zk=1 r(gk) ]f(t)dt!

Sonra, limiti n — oo alip ve toplamda indeks k’nin yerine k — 1°i yazarsak

_RL,(B-D g0 #RG—a)fRHB T ukx—p)Bkth1
y(x) - yO Zk:O F(ﬁk‘l’ﬁ) fa [ k=0 F(Bk+ﬁ) ]f(t)dt,

(2.75)

(2.76)

.77

elde edilir. Son olarak, Egg(z) Mittag-Leffler fonksiyon taniminin uygulanmasiyla,

asagidaki:

y(0) = RoyF D (x — )P 1B plu(x — a)f] + [ (x — )P E p[u(x — ©F]f(D)dt,

(2.78)

elde edilir. Kolaylikla agik ¢dziimii RL[(ii) — B]-tiirevlenebilir altinda ve u <

0 varsayimu ile asagidaki gibi

y(x) = Ry (x — a)P 1B g[u(x — )P] © [ (=1)(x — )P B g[ux —

OF]f ()t
genisletebiliriz (Allahviranloo et al. 2012).

Ornek 2.8.2.1. Asagidaki kesirli diferansiyel denklemi diisiinelim

(2.79)
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(RLDfﬂ’)(x) =puy(x), 0<p <1
(RLDf 1 )(a) _ RLy$D ¢

y(x) ve f(x) fuzzy deger fonksiyonudur. O zaman, y € R i¢in iki durumu goéz 6niine

aliyoruz.

Durum 1. u € R* = (0,+c0) olsun, 0 zaman RL[(i) — B]-tiirevlenebilir ve denklem

(2.78)’1 kullanarak, asagidaki gibi ¢6ziim

y(r) = Rbyg BV yb-1Eg g[uxf], 0<r<1

RL—(B 1 , (2.80)

y(x;r) = Y, xP1Eg guxf], 0<r<1

elde edilir.

Durum Il. u € R~ = (—o0,0) olsun, o zaman RL[(ii) — f]-tiirevlenebiliri ve denklem

(2.79)’u uygulayarak, (2.80) ¢oziimiine benzer bir ¢6ziim elde edilecektir.

Ornek 2.8.2.2. Asagidaki alt kesirli diferansiyel denklemi diisiinelim

(*Dfey) 0 = my(o) + f), 0<p<1
(RLDﬁ 1y)(a) — RLy(ﬁ D eE

y(x) ve f(x) fuzzy deger fonksiyonudurlar. O zaman 6rnek 2.8.2.1 gibi, u € R i¢in iki

durumu g6z 6niine aliyoruz.

Durum 1. u € R* = (0,4c0) olsun, 0 zaman RL[(i) — B]-tiirevlenebilir ve denklem

(2.78)’1 kullanarak, ¢ozliim asagidaki gibidir
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y ;1) = Ry PV )b Ep g [u()P] + [ (x — )P B g[nx — ©)F]f (&7 dt

y(;r) = RLyéﬁ_l)(T)xﬁ_lEﬁ,ﬁ[M(x)ﬁ] + fox(x - t)B_IEﬁ,ﬁ [M(x - t)ﬁ]]_r(t; T)dt’

(2.81)

Durum Il. u € R™ = (—o0,0) olsun, o zaman RE[(ii) — B]-tiirevlenebilir ve denklem

(2.79)’u uygulayarak, (2.81) ¢6ziimiine benzer bir ¢6ziim elde edilecektir.
2.9. Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligi

Fuzzy Caputo-tipi tiirev tanimi detayli bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi
kaynaklarda verilmistir (Caputo 1967; Kilbast et al. 2006). Bu yiizden, sadece
calismamizda kullanacagimiz 6zellikler verilecektir. Bu bolimde, Hukuhara fark:
altinda fuzzy Caputo-tipi kesirli tiirevi tanimliyoruz. Fuzzy cergevesinde kesirli

olmayan benzer tanimlar1 ve ifadeleri tiretmek i¢in ¢alisiyoruz (Pudlubny 1999).

Tamim 2.9.1 (Fuzzy Caputo-tipi Kesirli Tiirev). f € LF(a,b) n C¥[a, b] bir fuzzy
kiime-deger fonksiyonu olsun. Ardindan f'in x'de fuzzy Caputo-tipi kesirli

tiirevlenebilir oldugu sdylenir o zaman

cnh __ 1 x f'®
(D5 )0 = i I izt (2:82)

burada 0 < 8 < 1, (Ahmadian et al. 2013).

a > 0ile f > 0 mertebeli f(x)’in Caputo-tipi anlamda kesirli tireviherm — 1 < 8 <

m, meN,x >a, f € C i¢in

Diuf () = Ly PDRf () = (s [T = O™ P W (Odr,  (283)
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seklinde tanimlanur. Yani genel olarak I”:#€D™ = DM dir.

Asagidaki Caputo-tipi kesirli tiirevinin iki temel 6zellikleri sunlardir:

1. fec™, meN olsun, O zaman CDerf, 0<pf <m, iyi tanimlanmistir ve
‘Df.fec.,.

2. m—1<p<m meNvefeC u=-—1olsun. Ozaman

_ Nk
(156D, 1) () = F(0) - S0 F @ =2, a0, (2.84)
3. (DLIL)(FG)) = f@),
4, CDf+b = 0, b sabittir,
5. CDFx =
0, her § € NU{0} ve B < m i¢in
I'a+1)

e ya-B 4 i
rarip ™ her $ e NU{0}ve B >m yaf ¢ Nve >m — 1icin

Lemma 2.9.1. f(x) siirekli bir fonksiyon ve [0, b] farklilasma araligi (entegrasyon)
tizerinde bagimsiz degisken x’e gore n.defa tiirevlenebilir olsun. O zaman asagidaki

iligki saglaniyor:
k
Dl f(x) = *Df, (F0) - Bpb = /@), mn—1<p<n neN, (285

k
burada, f,% = %("x)x:o ve CDf + Caputo tiirev operatoriidiir, RLDf + daha yaygm

Riemann-Liouville kesirli tiirev operatdriidiir asagidaki gibi tanimlanir:

P ) = s i e (2.86)

dxm (x—t)1-n+B 77"
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Ispat. If + Riemann-Liouville integral operatorii ve CDf + Caputo-tipi tiirev operatorii
asagidaki iliski icindedir

k
Feplf =fe -2t o™, n—1<p<n neN,

ve [ 5 +, ELD f + operatorleri birbirine tersi ve bu nedenle, ispat tamamlanir.

Simdi, fuzzy degerli fonksiyon f(x) i¢in 0 < § < 2,8 # 1 mertebeli Caputo-tipi fuzzy

kesirli tiirevleri tanimliyoruz.

Tamim 2.9.2. Farz edelim ki £ € L¥(a, b) n CF[a, b] bir fuzzy degerli fonksiyon olsun.

X0 € (@,b) ve B(x) = =17 {}f?g; olsun. Diyelim ki f(x), x,’da0 < g <1

mertebeden Caputo-tipi  H-tiirevlenebilirdir,  eger  bir (CDf f ) (x) € CFla, b]

oyesi varsa, Oyle ki her h > 0, yeterince kiiciikse

i CDELf(xg) = limy,qe ZEORED) iy, PEIODCZH) (2.87)
ya da

i CDELf(xg) = limy,_qp ZEONEI) iy, PEZWOPHD) (2.88)
ya da

i, CDELf(xp) = limy,_qp TR0 _ iy, PEZWODLHD) (2.89)

ya da
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iv. D’ fxo) = limp_ o+ OO _ iy,

P(x9)OP(x9—h)
0 PO P(xo=h) (2.90)

h 1
dir (Ahmadian et al. 2013).

Dikkat: Basitlik i¢in, eger bu tanim 2.9.2’de durum (i) gibi tiirevlenebilirse biz fuzzy-
degerli fonksiyon f’nin, ¢[(i) — B]-tiirevlenebilir oldugunu sdyleyebiliriz, eger bu
tanim 2.9.2°de durum (ii) gibi tiirevlenebilirse fuzzy-degerli fonksiyon f’nin,

€[(ii) — B]-tiirevlenebilir oldugunu sdyleyebiliriz.

Teorem 2.9.2. (Salahshour et al. 2012) Farz edelim ki 0 < 8 <1 ve f € ACF[a, b]
olsun, o zaman fuzzy Caputo tiirevi asagidaki gibi fuzzy kesirli Riemann-Liouville

integrali operatoriinii kullanarak ifade edilebilir ve tiim 0 < r < 1 i¢in:
i. Eger f,¢[(i) — B]-tiirevlenebilir fuzzy degerli fonksiyon ise, 0 zaman

cnB " [,1-Bc ro 1 d xftmdt 1 d cxf(gr)de
[ Da+f(x)] o [la+ Df(x)] o [F(l—[:’)dx a (x-t)f 'r(1-p)dx’a (x—c)ﬂ]’ (2.92)

dir. ve

ii. Eger f,¢[(ii) — B]-tiirevlenebilir fuzzy degerli fonksiyon ise, 0 zaman

d fx ftr)dt 1 d fx ]_c(f;r)df]’ (2.92)

cnB " _[,1-Bc " 1 a &
[ Da+f(x)] - [Ia+ Df] - [r(1—ﬁ) dx’a (x-t)B ’'r(1-p)dx’a (x—t)8
dir.

Ispat. C[(i) — B]-tiirevlenebilir fuzzy degerli fonksiyon f(x)’i diisiinelim ve x, €
(0, b) igin,

[@(xo + h) © ®(xo)]" = [D(xg + h;7) — P(x0; 1), D (xo + h; 1) — D (%05 7)),

[®(x0) © D(xg + M)]” = [@(x0;7) — D (x0 — h; ), ®(x0; 1) — P(x0 — h; )],
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elde edilir, % ile her iki tarafi carparak

[d)(x0+h)@¢(xo)]r _ [g(x0+h;r)—g(x0;r) 5(x0+h;r)—$(x0,-r)]
h h ’ h !

[d)(xo)@¢>(xo+h)]r _ [g(xo;r)—g(xo—h;r) E(xo;r)—a(xo—h;r)]
h h ! h !

elde edilir, Limit alinarak
T J—
#4056 Gro)| = [*Dfu (roi ), REDLL B (i ) |
ve Lemma 2.8.1.1¢1 kullanarak
T —
(D8, f ()| = [DE.f(xo ), SDEF (207,

elde edilir. Durum (i) i¢in teoremi ispatlamis olmus. Diger durumlarda, ispat dncekine

benzer ve benzer sekilde yapilir.
Teorem 2.9.3. f € C%[a, b] gdz oniine alalim, o zaman asagidakiler saglanir:

Eger f, ¢[(i) — B]-tiirevlenebilir ise 0 zaman
B cpB —
(ienlif)@=fFw o f@, 0<p<1, (2.93)
dir, ve eger f, ¢[(ii) — B]-tiirevlenebilir ise 0 zaman

(5D5f )@ = ~f@ O (-f(), 0<p <1, (294)

dir.



43

Ispat: Reel-degerli fonksiyonlar Z ve ]_C icin,
(If+ CDf{) (1) =flgr) = fla;m),
(If+ Cij) (1) = flr) — fla;r),

ve ¢[(i) — B]-tiirevlenebilir durum igin

[(If+ CDf+f)(x)]r = [(If+ CD5+£) (x;1), (If+ CD5+7)(x; T)] = [Z(x; r) ©
f@n),Fer) © flain)

vardir ve C[(ii) — B]-tiirevlenebilir durum i¢in

[(If+ CDf+f)(x)]r = [(If+ CD5+]_C)(XJ ), (I£+ CD£+£) (x; T)] = [f(x; r) ©
Flam, fsm © fan),

vardir. Her 0 < r < 1 i¢in ispat tamamlanir.

2.9.1. Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligi Altinda Fuzzy Kesirli Diferansiyel
Denklemler

Simdi, Orijinal fuzzy Kesirli diferansiyel denklemlerine karsilik gelen esdeger Volterra
integral formunu kullanarak Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligi altinda fuzzy kesirli

diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini arastiralim.

Oncelikle, asagidaki 0 < 8 < 1 mertebeli fuzzy kesirli diferansiyel denklemi
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{(Cugiy)(x) = f(xy(®) (2.65)
y(a) € E ’

fuzzy baslangig kosulu ile verebiliriz.

Lemma 2.9.1.1. (Lakshmikantham and Vasundhara Devi 2008) Farz edelim ki g €
[, R] olsun. Burada Q acik bir kiimedir, R?’ye ait (x,u) sirali ciftleri vardir ve

(x0,Up) € Q. Bu (CDf+u)(x) = g(x,u), uy(x) = uy’mn maksimal ¢dziimii 7(x)’in

varligini en biiyiik [x,, x, + 1] aralginda oldugunu farz edelim. [x,, x11, [xo, xo + n]’da

kompakt bir aralik olsun. O zaman, bir €, > 0 vardir 6yle ki her 0 < € < €, igin,
(CDf+u)(x) =g(x,u) + €, uy(x) =uy + €’nin maksimal ¢éziimi r(x,€), [xg,x]

lizerinde mevcut ve lim._, o, 7(x, €) = r(x), [x,, x1] lizerinde uniformdur.

Lemma 2.9.1.2. (Lakshmikantham and Vasundhara Devi 2008) Farz edelim ki
m: [xg, Xo + 1] — [0,00] yerel olarak siirekli Hélder olsun, g € C[[xo, %o + 1] X

[O, Oo]l [Op OO]] ve her Xo S X S XO + 77 ig:in,
DPfm(x) < g(x,m(x)).

r(x), [0, Xo + 1] tizerinde DPu = g(x,u), uy = 0''n maksimum ¢oziimii olsun. O

Zaman

m(x) <r(x),xo <x <x,+n,

olur. Asagidaki lemma fuzzy kesirli diferansiyel denklemleri, fuzzy Volterra integral

denklemlerine dontistiiriir.

Lemma 2.9.1.3. 0 < § < 1 ve her x, € R i¢in fuzzy kesirli diferansiyel denklem (2.95)

asagidaki integral denklemlerin birine esdegerdir:
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y(t), [(i) — B]-tiirevlenebilirse,

y(0) = y(@) + s [TE2OE € [a,b], (2.96)

dir, ve y(t), ¢[(ii) — B]-tiirevlenebilirse,

y() =y(a) © 7= [T LZOKL e [q,p) (2.97)

dir.
Ispat: ispat, Teorem 2.9.3ii kullanarak hemen elde edilir.

Teorem 2.9.1.4. (Bede and Gal 2005; Wu, et al.1996) farz edelim ki asagidaki kosullar

saglanir:

8) Ro = [xo, %0 + Pl X B(0,),p,q > 0, ¥, € E, burada

B(yo,q) = {y € Eld(y,v,) < q}, E kapali bir topu ifade eder ve f: R, — E siirekli bir
fonksiyon olsun 6yle ki her (x,y) € R, i¢in d (ﬁ,f(x, y)) = |If (x, Y| < M dir (0
fuzzy sifirdir 6yle ki bir tekildir).

b) g:[x0,x0 +p] X[0,q] — E, dyle ki g(x,0) =0 ve Vx € [xg,xo +p],0 <u<gq
icin 0 < g(x,u) < M,, dyle ki g(x,u), u’da azalmayan ve g baslangig-deger problem
(CDf+u)(x) = f(x,u(x)), u(x,) = 0’da sadece ¢Oziimi [xg,x, + p] tzerinde
u(x) = 0 dir.

c) V(x,y),(x,z) ERy, xq,X3,5 € [x9, X9 +p] icin d( fxy) fxz) ) <

(x1=8)17F" (x-5)1-F
|Gey = )P — (3, — )P 1. g(x,d(y,2)) ve d(y,2) < q.
d) d > 0 mevcuttur dyle ki x € [xq, xo + d], P: [x0, X0 + d] — E dizisi yo(x) = yo,

35 — 5 -1 X f(tJA’n) .« . . ..
Vne1(x) =90 O 0 fxo 17 dt tarafindan her n € N i¢in verilmistir.
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O zaman, asagidaki fuzzy kesirli diferansiyel denkleminin

{(CDf+y)(x) = f(xy()) (2.08)
y(xo) =yo €EE

iki ¢oziimii elde edilir. ve ¢[(i) — B]-tiirevlenebilir ise (2.98) denklem asagidaki

Y. [xO'xO +T'] — B(}’O,Q)’

1 x f(Lyn(®)
yO(x) = y01 yTl+1(x) = yO + F(B) fxO (Q(C—t)l_ﬁ) dt, O < ﬁ S 11

ardisik iterasyon Volterra integral denklemine yakinsar ve ¢[(ii) — f]-tiirevlenebilir ise

(2.98) denklem agagidaki

y:[x0,x0 + 71 = B(¥0,q),

~ ~ -1 f(&9n ()
900) = Yo, Fun(0) =30 O 15 [T A4 0 <p <1,

qf(ﬁﬂ))% ’ (quffl))% ' q}.

Volterra integral denklemine yakinsar, burada r = min {p, (

Ispat: ispat (Salahshour et al. 2012)’de verilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Fuzzy Laplace Déniisiimii ile Fuzzy Kesirli Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii

Bu boliimde, fuzzy degerli fonksiyonu i¢in fuzzy Laplace doniistimiinii tanimlayalim.
Ayrica, fuzzy Laplace donilisimiiniin 6zelliklerini dikkate alacagiz, sonra bir tiirev
teoremi ile, kesirli tiirevi ve ilgili fuzzy-degerli bir fonksiyonun Laplace doniisiimii

arasindaki baglant1 verilmistir (Salahshour et al. 2012).

Ik olarak, Allahviranloo ve Barkhordari (Allahviranloo et al. 2010) tarafindan fuzzy
degerli fonksiyonlar i¢in Laplace donilisiimii Onerilmistir ve bazi taninmig 6zellikleri

incelenmistir.

Tammm 3.1.1. (Allahviranloo et al. 2010) f siirekli fuzzy degerli fonksiyonu olsun. Bu
diizgiin olmayan bir fuzzy Riemann-integrallenebilen f(x)®e™*’ni [0, c0) iizerinde

oldugunu farz edelim, o zaman | OOO f(x)©e™* dx’e fuzzy Laplace doniisiimii denir ve

L{f(x)}(s) = fooof(x)(De‘Sx dx, (p > 0 ve tamsay1), (3.1)

ile gosterilir. Tkinci boliimdeki teoremlerden dolay1, 0 < r < 1 igin:

[y f@ee=] =) fCan@e, [ F(;r)@e |

olur. Ayrica klasik Laplace doniisiimiiniin tanimimi kullanarak

L {i(x; r)} () = [, fsm)@e % dx ve L{f (x; 1)} = [7 f(x; 1) @e~* dx,
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ve

Lo = [£{f e}, L{f e},
elde edilir.

Tamm 3.1.2. Ters fuzzy Laplace doniistimii

LTUFGOY = LIHF()I0) = = [T F(s) @ eds (s €R, Re(s) =), (32)

2w Yy —io

sekilde tanimlanir. ikinci boliimdeki teoremlerden dolay1, 0 < r < 1 igin:

[fy””p(s) o) esxds]r = [fy”w F(s) © e*ds, [T °F(s) © es"ds],

y—io y—ioo y—ico

olur. Ayrica klasik ters Laplace doniisiimiiniin tanimini kullanarak

LHEG D) = 52 ) E(6) © e*ds ve £71{F(sin)} = 3 [/ F(s) O eds,

y—ioo y—io

ve

[LsHF (I = [LHE(s; M} L HF (s 1)),
elde edilir.

Teorem 3.1.1. (Allahviranloo et al. 2010) f ve g siirekli fuzzy-degerli fonksiyonlar

olsun. c; ve c, keyfi sabitler olmak iizere

LI O fF) B (2 O g(x)} =¢1 O LIF ()} D 2 O L{g ()},
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olur.

Lemma 3.1.2. f, [0, o) da siirekli fuzzy-degerli fonksiyon ve 4 € R olsun. O zaman

[0 L{f ()} =20 [L{f(x)}]" dir.
Lemma 3.1.3. f siirekli bir fuzzy-degerli fonksiyon ve g(x) = 0 reel degerli bir

fonksiyon olsun. Burada (f(x) © g(x)) © e™%, [0, ) iizerinde diizgiin olmayan bir

fuzzy Riemann-integrallenebilen oldugunu diisiinelim, o zaman

(@) © g() © e™Fdx =
[y (FGg(x)) e dx, [ (f (i ) g(x)) e~ dx],

olur.

Teorem 3.1.4. (ilk Déniisiim Teoremi): f siirekli bir fuzzy-degerli fonksiyon olsun ve
L{f (x)} = F(s), O zaman:

L{e™* O f()}=F(s—a),
olur. Burada e®* reel degerli bir fonksiyondur.

1, xX=a
Ua(x) = {0 x<a

elektrik sisteminde meydana gelen 6nemli bir fonksiyon (gecikmeli) birim basamak

fonksiyonudur.

Teorem 3.1.5. (ikinci Déniisiim Teoremi): F(s) = L{f(x)} oldugunu diisiinelim. O

Zzaman
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Liu,(x) O f(x—a)} =e O F(s), a=0,
olur.
Ispat: Fuzzy Laplace doniisiimiiniin tanimindan dolay1
[ a() O f(x — @)@e™F dx = [ f(x — )@e™* dx,
olur ve T = t — a yazarsak, sag taraftaki integral
fooof(T)G)e_s(”“) dr = e 5@ fomf(T)G)e_ST dt = e SAQ@F (s),

olur.

3.1.1. Riemann-Liouville H- tiirevlenebilirligi Altinda Fuzzy Kesirli Diferansiyel
Denklemler

Asagidaki m — 1 < f < m mertebeden fuzzy kesirli diferansiyel denklemi, baslangig

kosulu ile

("e0L.y) @) = f(x,y(x)

_ o (33)
(Dl y) (o) = Py e B

problemi oldugunu diisiinelim, burada y € C¥(a, b)NLF(a, b) ve x, € (a, b) dir.
Fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerini ¢ézmek igin, (RLDf+y)(x), yani y'nin

Riemann-Liouville H-tiirevinin fuzzy Laplace donisiimiinin bilinmesi gerekir.

L {(RLDf . y) (x)}’den dolayr L{y(x)} tarafindan terimleri yazilabilir:



o1

Teorem 3.1.1.1. (Tiirev Teoremi): y € CE [0, 0] NLF[0, o] diisiinelim. O zaman:

i) — [ |-turevlenebilir Ise
RL[() — B lenebilir i

L{®DLy@} = sP Ly} = Tty s* (DL Y)(0), m— 1< p <m, (34)

dir ve y, RL[(ii) — B]-tiirevlenebilir ise

L{®DLy@)} = ~ St s (MDD y)(0) © (~sFLi()), m—1<p <m,
(3.5)
dir.
Ispat: Keyfi sabit r € [0,1] igin
[# £y 00} - Sy s (2057 ) )] =

[sﬁ/: {yCam} =S, st (Dl y ) (i), sP L ()} -

sk (RLDB ey )(o r)]

olsun. Mademki y,RL[(i) — B]-tiirevlenebilirdir, o halde

(2] =[(“0fer) o (5) )] -
(%%, y) G, (ReDE ) i), (3:6)

elde edilir. Buradan
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L {(RLDf+y) (x; r)} =L {(RLDf+X) (x; r)} =

sPL {y(x' r)} —ym skl (RLDﬁ:k ) (0; 1),

L{(RLDﬁ y) (x; r)} c{(®0f3)xm) =

sPLE (1} = Tiky s (DY) (0,

elde vardir. O zaman,

[# £y G0} - Sy s (BD57 7y ) 0)] =
(7L {yCer)} = Zity s (DL ") (0, sP LG 1)) =
s (0) 0] = £ [0 ). £ () )

olur. £’nin lineerlik 6zelliginden
(s £y} - Siy s (RDEy) 0] = £{(*DEy) i), (RDET) )],
diisiinelim, (3.6) denklemini kullanarak,
[s7£ty(0) - Sy s (D5 ) 0] = [£{(FEy)@)] i

elde edilir. Simdi y’nin RE[(ii) — B]-tiirevlenebilir oldugunu kabul edelim, o zaman

keyfi sabit r € [0,1] i¢in

[~ i s* 1(RLDﬁ+k}’)(0)e(—SBL{y(x)})]T:
[ T, s (Mol ) e

(=5 £y )~ T s 1 (WD) 0m) © (~sPLCa )|
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elde edilir, Ciinkii f, RL[(ii) — B]-tiirevlenebilirdir. Buradan

(02 )eo] = |(F4DEy) G, (R2DEy ) G| =
[(RLDf+y) (x; 1), (RLDB )(x r)]

elde edilir. Boylece,

[ Yo sk 1(RLDf+"‘y)(O) S) (—sﬁf,[y(x)])]r =
[— Yy skt (RLDf:kX) 0;7) 6
(_SBL [y(x'r)]),— ket 1(RLDB v )(0 r) O (—sPLy(x; r)])]

[e{(*05y) o) £{("027) i}

olur, Yani,

[ Y, s* 1(RLD'8+_k )(O) () (_Sﬁﬁ[y(x)])]r _

[e{(*05y) G} £{(*027) i}

dir. O zaman

[~ S s41 (R84 )©0) © (=sP Ly )| = [£{(Fphy) )]

olur.
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3.1.1.1. Coziimlerin Belirlenmesi

Bu alt boliimde, fuzzy kesirli diferansiyel denklem (3.3)’li ¢6zmek i¢in fuzzy Laplace
doniistimii ve tersini verecegiz. Denklem (3.3)’{in her iki tarafinin Laplace dontistimiinii

almarak

c{(*pfy) @} = £{f (. y(0)}, (37)

elde edilir. Ardindan, Riemann-Liouville H-tiirevlenebilirliginin tiirlerine gore asagidaki

durumlar vardir:

Durum I: y(x)’nin bir RL[(i) — B]-tiirevlenebilir oldugunu ele alalim, o zaman
denklem (3.7) asagidaki gibi alt ve iist fonksiyonlara dayali her 0 <r <1 igin

genisletilir:

L{]_f(x,y(x); r)} =sPL {X(x; r)} —ymoLsk (RLDf:k_lz) (0;r),m—1<B<m
L{f G, y(x); )} = sPLF (1)} — Tyt Sk<RLDf:k_17)(O; r,m—-1<g<m
(3.8)

burada

£y @) = min {f (x,y(0))|y @) € [y ), 51|}
F ey (i) = max {f (x,y(0)|y(x) € [y 1), 56 0|}

dir. (3.8) Lineer sistemini ¢6zmek ve basitlestirmek igin

{L {X(x; r)} = Hy(s;71)
L)} =Ki(s;7)
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alalim, burada H,(s;r) ve K,(s;r) (3.8) sisteminin ¢oziimleridir. Ters fuzzy Laplace

dontistimiinii kullanarak y (x; r) ve y (x; )

{X<x; r) = L7YH; (s 7))
y(i7) = LKy (5 7)Y

seklinde hesaplanmustir.

Durum II: y(x)’nin bir RL[(ii) — B]-tiirevlenebilir oldugunu ele alalim, o zaman

denklem (3.3) asagidaki gibi yazilir:

c{fGy)n} =sLiyGom} - Zigts* ("ol y) ;1)

— , 3.9
L{f Gy (s 1)} = sEF (6 1)} — g sK(RLDET ) (0 7) &9

burada

£y @) = min {f (x,y(0))|y @) € [y, 31|}
F ey (o) = max {f (x,y(0)|y(x) € [y ), 56 0|}

dir. (3.9) lineer sistemini ¢ozmek ve basitlestirmek igin

{L y@n} = Hy(sim)
L (x1)} = Ky(s;7)

alalim, burada H,(s;r) ve K,(s;r), (3.9) sisteminin ¢oztimleridir. Ters fuzzy Laplace

dontisiimiini kullanarak y(x; r) ve y(x; r)
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{}_’(X; r) = L7H{H,(s;7)}
Y1) = L7HK, (s;1))

seklinde hesaplanmustir.

3.1.2. Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligi Altinda Fuzzy Kesirli Diferansiyel

Denklemler

Asagidaki m — 1 < f < m mertebeden fuzzy kesirli diferansiyel denklemi baslangig

kosulu ile

(CDfJ)(x) =f(xy(x), m—1<B<m .10
y® ) =y® eE k=0,..,m—-1
problemi diisiinelim. Burada y € C¥(a, b)NLF(a, b) ve x, € (a, b) dur.

Fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerini ¢ozmek igin, (CDf+y)(x), yani y'nin Caputo-

tipi H-tiirevinin fuzzy Laplace doniisiimiiniin bilinmesi gerekir. £ cph +v )(x) ’den
g a

dolay1 L{y(x)} tarafindan terimleri yazilabilir:

Teorem 3.1.2.1. (Tiirev Teoremi): Farz edelim kiy € CE[0,0]NLF[0, ] olsun, o

Zzaman:

y™M=D(x), €[(i) — B]-tiirevlenebilir ise
t{ply(o} = sPLiy} © Tt sPy®(0), m—1<p<m,  (3.11)

dir. Ve y™=D(x), €[(ii) — B]-tiirevlenebilir ise
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L{CDf+y(x)} = —ymlsh-k-1,00(0) © (—sﬁLy(x)), m—-1<pB<m, (3.12)
dir.
Ispat. Keyfi sabit r € [0,1] igin

[sPL{y(0)} - Zpsgt sy @ (0)]" =
[sﬂﬁ {X(x; r)} -yt shk= 1X(")(O; r),sPL {X(x; r)} —

Yo sP1y (0 r)], (3.13)

elde edilir. Madem ki y™~V(x), ¢[(ii) — B]-tiirevlenebilirdir,

(co2)oo] =0kl s = () (9]

olsun. Bu nedenle,

~

E.y);r) = (°Dl.y) () = sPL{y(o )} - Zing sP*1y®@(0; 1),

A

°Df,y)(ir) = (D) Gar) = sPL{yGan)} - TR A1y W0 ),
olur. O zaman,

[sP Ly} © Tizgt sP 1y @ )] = [£{(°Dly) Gim} £{(°DLF) 1},
olur. Boylece

[s*Liy(0} © T sy @ ()] = £{[(°PLy) G, (DEF )]
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elde edilir. Buradan
SPLiy(0)} © Xt sty (0) = £{(ply) )},

elde edilir. Simdi, farz edelim ki y™~V(x), €[(ii) — f]-tiirevlenebilirdir, 0 zaman
keyfi sabit r € [0,1] igin

[- 2t s~y ®(0) © (=sPLly@)]” = [-(°DL.F) @), - (°DL.y) ()],
olsun,

—(°DE.7) 1) = - 2 P59 (0) © (=5 L)),
—(°DE.7) () = — it 1y (0) © (—sPL{y()}).

Mademki y™=1(x), €[(ii) — B]-tiirevlenebilirdir,
[(cDfy)@] = |(DLy)eam, (Dhy)im| = [(“Dh7) i), (DLF)xir)]
ve bu nedenle,

[~ S A1y 8 (0) © (—sPLly})] =

[s[”L{?(x;r)} m-Lgh-k-1y 7 0;1), sBL{y(x r)} Z?z_olsﬁ‘k‘lz(k)(o;r)],

olur, bu ylizden

[- 2t sP1y®00) © (=sPLiy))] = [£{plyn} c{pliy(sn}),
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elde edilir. Boylece,
ok sPko1y 0y © (—sPLiy(0)}) = £{DLy ()},
Olur. Boylece ispat tamamlanr.

3.1.2.1. Coziimlerin Belirlenmesi

Bu alt boliimde, fuzzy kesirli diferansiyel denklem (3.10)’u ¢6zmek i¢in fuzzy Laplace
donligimiinii ve tersini verecegiz. Denklem (3.10)’un her iki tarafindan Laplace

dontisimiinii alarak, asagidaki

c{(“fy) o} = Ll (xy@)}, (3.14)

elde edilir. Ardindan, Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligin tiirlerine gore asagidaki

durumlarda vardir:

Durum I: y(x)’in bir ¢[(i) — B]-tiirevlenebilir oldugunu gdz oniine alalim, 0 zaman
denklem (3.14) asagidaki gibi alt ve ist fonksiyonlara dayali her 0 <r <1 igin

genisletilir:

L {]_‘(x,y(x))} =shr {X(x; r)} —ymod sﬁ‘k‘lz(k)(o; r), m—1<B<m

— , (3.15)
L{F(xy(0))} = sPLF( 7)) - Tt sB 1550, 1), m—1<B<m

burada

f(x,y(x); 1) = min {f(x,y(x))|y(x) € [X(x; ),y (x; r)]}
j_’(x,y(x);r) = max {f(x,y(x))|y(x) € [X(x; ), y(x; r)]}’
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dir. (3.15) Lineer sistemini ¢ozmek ve basitlestirmek igin

{L {X(x; r)} = H,(s;r)
L)} = Ki(s;7)

alalim. Burada H,(s;r) ve K;(s; ), (3.15) sisteminin ¢oziimleridir. Fuzzy ters Laplace

dontsimini kullanarak y (;r)vey(x;r)

{X("; r) = L7H{H,(p;1)}
y(xr) = LYK (p; 7)Y

seklinde hesaplanmustir.

Durum IlI: y(x)’nin bir €[(ii) — B]-tiirevlenebilir oldugunu ele alalim, 0 zaman

denklem (3.14) asagidaki gibi yazilir:

{L {fly)} = se{yGon} - ZptsP1y®(0;r), m—1<p < ™ 316)

L{F(x,y(0))} = st} - it sF-15%0,7), m—1<p<m

burada

£ Gy (o) =min {f(x,y(0)|y() € [yCer), 7061}
F G y(o;m) = max {f(x,y(0)|y@) € [yCor), 50 1]}

dir. (3.16) lineer sistemini ¢6zmek ve basitlestirmek i¢in

{L (yen} = Ha(sim)
L (x1)} = Ky(s;7)
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alalim. Burada H,(s;r) ve K,(s;r) (3.16) sisteminin ¢oziimleridir. Fuzzy ters Laplace

dontsimiini kullanarak y ;) vey(x;r)

{X("; r) = L7{H,(s; 1)}
Y1) = LYK (s 7)Y

seklinde hesaplanmustir.

3.2. Kesirli Euler Yéntemi Ile Fuzzy Kesirli Baslangic Deger Probleminin

Coziimleri

Bu boliimde, fuzzy kesirli baslangig deger problemini ¢ézmek i¢in Caputo-tipi fuzzy
kesirli tiirevi altinda bir modifiye edilmis kesirli Euler yontemini sunuyoruz. Modifiye
edilmis kesirli Euler yontemi bir genellestirilmis Taylor formiiliiniin basitlestirilmisidir
ve bir modifiye edilmis yamuk kurali baslangi¢ deger problemini ¢6zmek i¢in 8 € (0,1)

mertebeli fuzzy kesirli diferansiyel denklem altinda uygulanir.
3.2.1. Modifiye Edilmis Yamuk Kurah

Bu alt bolimde de, modifiye edilmis yamuk kuralini sunuyoruz, Bu kural kesirli

integral 12 f(x)’i tahmin etmek icin belirli noktalarda deger fonksiyon toplam agirlig:
ile uygulanilir. [0,b] araligit adim boyutu h = %, her j=0,1,..,N igin x; = jh

diigtimlerin kullanmasiyla N kadar alt [xj, xj+1] araliklarinina bolelim. Modifiye edilmis

yamuk kurah

_ _ 1\B+1 _ o B hBr(0) | nPr(b) N-1 .
T(f,h,B) = ((N - 1) (N =B = DNP) e+ rgy + 2=t (N —j +
hPr(x))
r(g+2)’

DAL —2(N — HFH + (N —j — 1)F*1) (3.17)
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kesirli integrali

(18£()) (b) = T(F, h,b) = Er(f,h,b), b>0, >0, (3.18)

elde eder. Ayrica, f(x) € C?[0, b] ise, sabit Cg yalmzca ’ya baghidir dolaysiyla hata
terimi E+(f, h, b)

|Er(f, b, b)| < CalIf"llowbP h? = O (h?), (3.19)

olur. B = 1 ise bu agiktir, 0 zaman modifiye edilmis yamuk kurali (3.17) klasik yamuk
kuralina dontisiir. Bu kural her B ve h degerleri i¢in hesaplanmasina benzerdir (Odibat
2006).

3.2.2. Genellestirilmis Taylor Formiilii

Genellestirilmis Taylor formiilii, Caputo-tipi kesirli tlirevi altinda asagidaki gibi
tanitilmistir (Odibat and Shawagfeh 2007).

Teorem 3.2.2.1 (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi). f(x) € CF[0,b] ve her
0<pB <1igin CDf+f(x) € C(0, b] olsun. O zaman

f(x), €[(i) — B]-tiirevlenebilirse,

FG) = £ + 555 (Dgs f) (o). %, (3.20)

dir. Ve f(x), ¢[(ii) — B]-tiirevlenebilirse,

@) = £(09) © (~1) 1755 (“DEf ) o). %, (321)
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dir. Burada x, € [0, x], Vx € (0, b] dur.

Ispat. Riemann-Liouville kesirli integral operatoriin ve Caputo kesirli tiirev operatdriin

tanimlarindan

(zﬁCDgi f)(x) = %ﬁ) INER L (Cngi f)(t)dt,

elde edilir, integraller igin ortalama deger teoreminin uygulamasiyla her 0 < x, < x

i¢in

(17<Dgef ) @) = 555 (“Dge f ) o) f e = 002 dt = 5 (“DGef ) o).+,

elde edilir. Diger taraftan

(1FDE.f) @) = F() — TP FROM)E, x>0,
denkleminden
(1PDL.F) @) = F(x) = £(0*),
elde edilir. Sonug olarak

@) = £(0%) + 155 (Dg. f ) Gro). 2,

olur. # =1 igin bu durumda, genellestirilmis ortalama deger teoremi klasik ortalama
deger teoremine diisniisiir. Onceden genellestirilmis Taylor formiiliinii Caputo

anlaminda sunduk.
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Teorem 3.2.2.2. Her 0 < 8 < 1 igin (°Dyf £) (), (DI ) (x) € C€F(0, a] olsun.

O zaman
ng
(In'BCD(r)lff)(x) _ (1(n+1)BCDé1l+1)ﬁf) (x) = ﬁ (CD:ff)(O-"), (3.22)
dir. Burada
cpif = cpfepb, .. cph,
n defa
olur.

Ispat. Ispat etmek i¢in Riemann-Liouville fuzzy kesirli integral operatérii ve Caputo

fuzzy kesirli tiirev operatorii uygulanabilinir ve
(m#eD7f £) ) = (17 DEDT VP £) () =
o ((e0it )0 - (w0 ) (<032 r)) = 1 (o) - (o) o -

(Cngff)(w))) = 10 (DJEF) ") = s (DL ) (o),

elde edilir.

Teorem 3.2.2.3. (Genellestirilmis Taylor Formiilii). f(x) € C¥[0, b] n LF[0, b] olsun
ve farz edelim ki her k = 0,1,...,n + 1 icin °D% f(x) € CF[0, b] dir. Burada 0 < § <

1, x, € [0,x] ve x € (0,b]. O zaman

[F =[£G, Fosm),

ip ; CD(nH)‘Bf(x ir)
Y=y _*" cpifrrp. of 270 (n+DB
]_C(x'r)_ =0 r@ig+1) D0+£(0' )+ r(m+1)p+1) x ' (3.23)
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(n+1)ﬂ
Dyt TGom) (4D
r((n+1)p+1)

f(x r) =2 0T ﬁiﬂ) f(O r) + (3.24)

olur. Burada her i = 0,1, ..., n icin CD(ifif(O; r) = CDé‘if(x; r)| ve CDéfj_f(O; r) =
- - x=0

“DEF (x; r)|x=oolur.

ispat.
ngcpnB _ ([(+vpcpmDp " (cpmB )0t
(I D0+f)(x) ( Do+ f)( )= I"(nﬁ+1)( f)(O ),
kullanilarak
1o (1D £ i) = 1CDBEDIP F(aym) ) = Sty =2 DY f (i),
elde edilir, yani
fOGr) — [HDBEpI DB £ (1) = 31 0r(fﬁ+1)c DA f (xoi 1), (3.25)

integraller i¢in ortalama deger teoreminni uygulanmasiyla

C (n+1)Bf(x0 )

CD(n+1)Bf(xoT) (n+1)ﬁ
F((n+1),8+1) f(x

(n+1)Bcpnn+1)p _
I D f(x )= F((n+1)B+1)

— )+ DBt =

(3.26)

elde edilir. Simdi (3.25)’de (3.26)’1 yerine yazarsak ispat tamamlanir.
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3.2.3. Kesirli Mertebeli Fuzzy Baslangi¢ Deger Probleminin Coziimii

Bu boéliimde, Caputo-tipi fuzzy kesirli tiirev altinda kesirli mertebeli fuzzy baslangic
deger problemini ¢6zmek i¢in modifiye edilmis kesirli Euler yontemi ifade edilecektir.
Bu yontem, kesirli Euler metodu kullanilan her adiminda bir tahmin esas alinmaktadir
ve bir sonlu degeri elde etmek icin diizeltme yaparak i¢in modifiye yamuk kurali
kullanilan her adimda Odibat ve Momani tarafindan fuzzy olmayan anlaminda
Onerilmistir. Bu amaca yonelik olarak, asagidaki fuzzy kesirli baslangic deger
problemini dikkate alalim (Mazandarani and Vahidian Kamyad 2013; Odibat and
Momani 2008 ).

{b@ﬂm=fwyxxeuumﬁemﬂl (3.27)
7(0) =3, € E |

Fuzzy kesirli baslangi¢ deger problem (3.27) asagidaki baslangi¢ deger problemleri ile
esdegerligi kabul edilebilir

(CD(/;’+X(x; r) = i(x, §) = i(x,z(x; ), y(x; T))

CD5+7(X; r)=f(xy) = 7(?6, y (1), y(x; r)), x €[0,b],8 € (0,1] (3.28)
y(0:) = yo, (07 = F,

(3.27)’deki baglangi¢ deger problemleri asagidaki integral denklemlere esdeger olabilir

Z(x; r) = Iﬁi (x, 3_/(x; ), y(x; r)) + X(O; )

B , x €[0,b],B8 € (0,1]. (3.29)
yo;r) =1Pf (x, X(x; r),y(x; r)) +y(0;7)

Farz edelim ki problem (3.27)’in ¢6ziimiinii bulmak i¢in [0, b] istedigimiz aralik olsun.

Ashinda, fuzzy baslangic deger problem (3.27)’i saglayan bir J(x) fonksiyonu
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bulamayacagiz. Bunun yerine, {(xj,y(xj))} noktalar kiimesi olusturulur ve noktalar

yakinlagtirmamiz i¢in kullanilir. Kolaylik olmasi igin, [0, b] araligi adim boyutu h = %
her j=0,1,..,N igin x; = jh diigiimleri kullanmasiyla N kadar alt [xj,xj+1]

araliklarina bolelim, farz edelim ki 7, °D%, 7, °D2¢ 5 € CF[0, b] olsun ve x, = 0 ile ilgili

¥ (x) genisletmek igin genellestirilmis Taylor formiiliinii kullaniyoruz. Her x degeri igin

bir ¢; deger vardir, dolaysiyla

cp?Py(cyir)
CY ) # ¢ ot 27 2B
X(x, r) = X(xo, r)+ TG D0+3’(xo; r)+ r2B+1) (3.30)
Yx: 1) = Vixa: 1) + xP CD —CDZBy(Cl i 23’ |

olur. O zaman CDﬁ +7(xo; 1) = f(x0,7(x0)) Ve x; = h, denklem (3.30)’de yerine

yazilirsa, Sonug¢ ¥(x;) igin

2
y (i) = y (i) + s £ (%0, (00D, 700) ) + e D2 y (e m)

g B 5 g . (331)
5 i) = F(0i ) + s T (%0, ¥ (80D, T0x0) ) + e D23 (e )

elde edilir. h adim yeteri kadar kiigiik segilirse, o zaman ikinci dereceden terimi (igeren

h?P) ihmal edilebilir ve

y(eim) = yCair) + F(ﬁil)f( 0 ¥(0),5x0))
7 (%0, G0, 76 )

B

elde edilir. Islem bu sekilde devam edilir ve ¢dziim §(x) yaklasik noktalar1 igin bir dizi

olusturur. Kesirli Euler yontemi i¢in genel formiil her j = 0,1, ..., N icin

Xjt1 = Xj + h,
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hB£ x~,X(x sr)y(xir)
X(xjﬂ;r) = ( : r(/31+1) - ) _(xj;r)
_ , B€(01], (3.32)
_ . _ hﬁf(xj,z(xj;r),y(xj;r)) _ ]
30007 = D) 5y

dir.
3.2.4. Algoritma

Bu boéliimde, fuzzy baslangic deger problem (3.27)’in sayisal ¢oziimil i¢in temel
algoritma elde edilecektir. Yeni algoritma modifiye edilmis yamuk kuralina ve fuzzy

kesirli Euler yontemine dayanmaktadir.

g(x) net siirekli bir fonksiyon ve [0, b] farklilasma araligi (entegrasyon) iizerinde

bagimsiz degisken x’in n.defa tiirevlenebileni olsun. [0, b] araliginda adim boyutu
h =% her j = 0,1, ...,N i¢in x; = jh diiglimlerin kullanmasiyla N kadar alt [xj,xj+1]

araliklarina bolelim. Asagidaki Riemann-Liouville integrali diisiinelim

_ x  g() +
Bg(x) = r(g)fo oo dt, x,B € RY,

modifiye edilmis yamuk kuralinin kullanilmasiyla
1Pg(b) = T(g,h,B) — O(h?),
olur. Burada

hﬁg(O) hPg(b)
r(p+2) F(ﬁ+2)

T(g,h,B) = ((N— 1)+t — (N - g — 1)NF) NN —j+

B+1 _ _ \B+1 — g1\ "Pa(x))
DAL —2(N = P+ (N —j - DFFY) 28,
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dir. (3.29)’la x = x, yerine yazilarak ve h = x; — x, ile modifiye edilmis yamuk kurali

tarafindan I# ]_r (x, X(x; r),y(x; r)) ve [P 7 (x, y (x; 1), y(x; r))’nin yaklasimlarini

( 1B f(x0,y (eomFeom))  ABF(xnyGeum) FCeim)
iz(xl;r) =k _( ;(B+2) )+ _< 7‘(ﬁ+2) )+X(O;r) B e (01] (3.33)
B €(01], (3.
_ hﬁf(xo,z(xo;r)i(xo;r)) hBT(?Cpg(xl;r)i(xl;r)) _
Ly (rir) = B rG+2) * r(g+2 +y(0ir)

elde ederiz. (3.32)’de y(x1; ) ve y(xx1;7)’in tahminiyle ve (3.33)’de i¢inde yerine

yazilmasiyla,

Yy (xy;7) =
nBf| x hBZ(xO'X(onT)i(Xo:T))Iy(x 9 hﬁf(xojz(xo;r)i(xo;r)) S (xoir)
1 t 0T) t 0’
hﬁ]_c(xOrX(xoir).?(xo:T)> B g+ - reg+1)
r{g+2) + r{p+2) +
y(0;7), B E(01],
(3.34)
y(xg;r) =
nEF hﬁ[(xo.g(xo;r).i(xo:r)) ) )hﬁf(xo.a_/(xO;r).i(xo;r)) _ )
—_ X1, +y(Xo;7), +y (xo;T
REF 0,y Croim) FCxor) ) re - rp+D)
r(g+2) + r(g+2) +
y(0;r), B € (0,1],
elde edilir. Son olarak, {x]- =jh:j =23, ..,Nveh= %} ile B € (0,1), x; € [0, b] icin

modifiye edilmis kesirli Euler yontemi asagidaki gibi ifade edilebilir (Odibat et al.
2008):
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hP f( x0,y (x0;1) ¥ (x0;7) B i
X(xf;r) = (G — 1P — (- B - 1)jF) _( 0_p(ﬁo+2) 0 ) n F(Z+2) Z{=11 <((] —i+

DAL —2( —D)F 4 (j—i - DFYf (xi.z(xi; ),y (xi; r)>> +

mBE(x i y(xi_ym)F(xi_qor mBF(x i1 y(xi )T (xi_qor
i P ) g I ) 5,

r(g+2) + Z(xoi ),

(3.35)

hPF (x0,y (x0;7), ¥ (x0;7)) hB

y(xj; r) - ((] N 1)ﬁ+1 —U-8- Djﬁ) r(g+2) + r(g+2) Z{;ll <((] Tt

DAL —2( - DL + (—i — DFY)f (xi'Z(xi; T),y(xiir)» +

_ hﬁfx-_ Yxi_r)ylxi_4r hﬁfx-_ Y xi_r)ylxi_r
W(,CP AOREC EULUE DL CRE EULUE ))Wj_l;r)>

r(g+2)

+ y(xo; 7).

3.3. Varyasyonel iterasyon Yontemi Ile Fuzzy Kesirli Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii
He'yin varyasyonel iterasyon yonteminin temel kavramlarini1 gostermek igin
Tly()]" =[gx)]", x€l,r€[0,1], (3.36)
fuzzy sistemi diisiinelim, burada T keyfi I € R iizerinde tanimli, yeterince diizgiin fuzzy
fonksiyonlar y tizerinde ¢alisan bir diferansiyel operatordiir. Fuzzy fonksiyon g

verilmistir ve tim x € [ i¢in tanimlidir. T operatorii asagidaki lineer ve non-lineer

operatdrlerine ayrilmak iizere varyasyonel iterasyon yontemini basitlestirir,

L [X(x; r)] + N [X(x; r)] = Q(x; r)’ (3.37)
Lly(x; )]+ Ny(;r)] =g(x;r)
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burada L bir lineer operator, N bir non-lineer operator ve g(x)’de fuzzy siirekli bir

fonksiyondur.

Varyasyonel iterasyon yonteminin iterasyoneli tarifi ile (3.37)’in bir diizeltme

fonksiyoneli

{ym(x i) = yCi) + 15 A (L g0 + N & )| - 9] %)

V., =5, (r) + AL, &P+ N[F,ED] - FED)]

dir. Fuzzy Riemann-Liouville’nin entegral tanimu ile denklem (3.38),

Va1 (1) = () + s [ = OF A (L&) | + N [7E )] - 9 (E)) a8
Vi C67) =¥, (67 + 72 [ = P A (L [y &) + N [3nE)| - g(657)) d€
(3.39)

seklide elde edilir. Ve (Jumarie 2009)’daki Lemma 2.1 ile denklem (3.38),

Va1 (6) = () + 1 [ A (L&D + N7 &) - g(6m)) (@)
Vi (67) = 3,57 + 1 o AL [ & 0| + M [3:(60)] - g6 m) (@)F
(3.40)

seklide elde edilir. Burada A varyasyonel teorisiyle belirlenen Lagrange ¢arpanidir, j,,
;n fonksiyonlar ki 83, =0 ve 6§n = 0 varyasyonu gostermektediler (He 2007).
Lagrange carpani belirlendikten sonra, ardigik y,,, ve y, ., yaklasimlari bir baslangic

fonksiyonlar y, ve ¥, 1 kullanilarak hesaplanacaktir. Sonug olarak,

¢Oziimlerden limiti alinarak,
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{X(x; r) = lim,_ Xn(x; ) (3.41)

y;r) =limy ey, (x;7)

fuzzy ¢oztimler elde edilecektir (Khodadadi and Celik 2013).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, fuzzy Laplace doniisiimii, kesirli Euler yontemi ve varyasyon iterasyon
yontemiyle fuzzy Kkesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziilebilirliginin
gosterilebilmesi i¢in bazi denklem modelleri {izerinde ¢alisilmistir. Secilen denklemler

ornek modeller olup literatiirde bilinir denklemlerdir.

Ornek 4.1. (Fuzzy Kesirli niikleer bozunma denklemi): Asagidaki fuzzy kesirli

diferansiyel denklemi diistinelim

(RLDery)(x) =—-10y), B>00<x

4.1
(RLDf 1 )(O) RLy, (ﬁ Vel (4.1)

Burada y(x) bir radyoaktif i¢inde mevcut radyo niikleotidlerin sayisidir (Salahshour et
al. 2012). Denklemin tam goziimii y(x) = NI 2P %1 Eg 51 (—x#) (DL )(0)
dir.

Durum Il. A € R™ = (—,0) alalim, sonra yukaridaki denklemin her iki tarafina

Laplace doniistimiinii uygulayarak,

L {(RLD0+y)(x)} L{-1 0 y(x)},

ve RL[(ii) — B]-tiirevlenebiliri kullanilarak, her 0 < r < 1 i¢in

—L {X(x; r)} = SBL{X(x; r)} — ko sk (RLDﬁ_k_l )(0; r), m-—1<g<m
—LF(x 1} = SPL T} - Bt (DL ) (057), m— 1< f<m

elde ederiz. Sonra
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(sP + 1)L{3_/(x;r)} =ym- sk (RLDﬂ k-1 )(O;r), 0<r<1 1o
(s# + )LEsm} = Bt s (05T 7)), 0<r<1’ 2

elde edilir. Sonu¢ olarak, (4.2)’in her iki tarafina fuzzy ters Laplace donisiimiinii

uygulayalim

yOor) =Xk L7 {Ssk 1} (RLDﬁ A )(0; r), 0<r<1
y0ir) = S L7 g} (405 ) @m), 0<r <1

S

+

ve Oncelikle fuzzy Laplace doniisiimiin tersine goére, fuzzy Laplace doniistimi igin

asagidaki formiilii kullaniriz

L{x”_lEvlﬂ((YxV)} =

burada

E,.(z2)=XYn-07——, (z€Cv>0,u€R),

F(vn+u)

Mittag-Leffler fonksiyonunun tanimidir. (4.3)’e Uygun olarak, her y = g —k, v = 8 ve
§ = Adigin

L{xP* By gy (—xF)} =

sB+1'

elde edilir. Son olarak, fuzzy kesirli diferansiyel denkleminin ¢oziimii asagidaki gibidir:

y(er) = xPK1Ep 5 4 (— xﬁ)(RLDB k-1 )(O'r) 0<r<i1
y(x; 1) = xﬁ K 1Eg 5 i (— xﬁ)(RLDB Y )(0 r, 0<r<1
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Ozel durum igin, § = 0.5 ve (RED;"°y)(0;7) = [1]" = [0.5 + 0.5r,1.5 — 0.57] ele

alalim. O zaman Durum II’in asagidaki gibi ¢6ztiimii elde edilir:
[y(x)]" = [0.5 + 0.57, 1.5 — 0.57] © x7**Ey595(—x°>).

Ve ozellikle tam ¢oziim y(x) = x %°Ey 5 o5 (—x%°) dir.

10

Sekil 4.1. Tam ¢oziim

Sekil 4.2. Fuzzy sayisal ¢oziimler [y(x)]", 0<r <1
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Cizelge 4.1. Fuzzy sayisal ¢oziimler y(x;r), 0<r <1

y(xr)
r YTam
h 0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 o0 o) oo e e oo oo oo oo oo oo o)

0.1 | 0.5303 | 0.5833 | 0.6363 | 0.6894 | 0.7424 | 0.7954 | 0.8484 | 0.9015 | 0.9545 | 1.0075 | 1.0605 | 1.0605

0.2 | 0.3089 | 0.3398 | 0.3707 | 0.4016 | 0.4324 | 0.4633 | 0.4942 | 0.5251 | 0.556 | 0.5869 | 0.6178 | 0.6178

0.3 | 0.2190 | 0.2409 | 0.2628 | 0.2847 | 0.3066 | 0.3285 | 0.3504 | 0.3723 | 0.3942 | 0.4161 | 0.4380 | 0.4380

0.4 | 0.1692 | 0.1862 | 0.2031 | 0.2200 | 0.2369 | 0.2538 | 0.2708 | 0.2877 | 0.3046 | 0.3215 | 0.3385 | 0.3385

0.5 | 0.1374 | 0.1511 | 0.1648 | 0.1786 | 0.1923 | 0.2060 | 0.2198 | 0.2335 | 0.2473 | 0.2610 | 0.2747 | 0.2747

0.6 | 0.1152 | 0.1267 | 0.1382 | 0.1497 | 0.1612 | 0.1728 | 0.1843 | 0.1958 | 0.2073 | 0.2188 | 0.2303 | 0.2303

0.7 | 0.0988 | 0.1087 | 0.1186 | 0.1285 | 0.1383 | 0.1482 | 0.1581 | 0.1680 | 0.1779 | 0.1878 | 0.1976 | 0.1976

0.8 | 0.0863 | 0.0949 | 0.1035 | 0.1121 | 0.1208 | 0.1294 | 0.1380 | 0.1467 | 0.1553 | 0.1639 | 0.1725 | 0.1725

0.9 | 0.0763 | 0.084 | 0.0916 | 0.0992 | 0.1069 | 0.1145 | 0.1221 | 0.1298 | 0.1374 | 0.1451 | 0.1527 | 0.1527

1.0 | 0.0683 | 0.0751 | 0.0820 | 0.0888 | 0.0956 | 0.1025 | 0.1093 | 0.1161 | 0.1229 | 0.1298 | 0.1366 | 0.1366

Cizelge 4.2. Fuzzy sayisal ¢oziimler y(x;7r), 0<r <1
y(o 1)
r Yram
| 00 01 0.2 03 04 05 06 0.7 08 0.9 1.0
0.0 [oe] [oe] [oe] [oe] [oe] [oe] [oe] [oe] [oe] fee] fee] [ee]

0.1 | 1.5908 | 1.5378 | 1.4848 | 1.4317 | 1.3787 | 1.3257 | 1.2727 | 1.2196 | 1.1666 | 1.1136 | 1.0605 | 1.0605

0.2 | 0.9267 | 0.8958 | 0.8649 | 0.8340 | 0.8031 | 0.7722 | 0.7413 | 0.7104 | 0.6796 | 0.6487 | 0.6178 | 0.6178

0.3 | 0.6571 | 0.6352 | 0.6133 | 0.5914 | 0.5695 | 0.5476 | 0.5257 | 0.5038 | 0.4819 | 0.4599 | 0.4380 | 0.4380

0.4 | 05077 | 0.4908 | 0.4738 | 0.4569 | 0.4400 | 0.4231 | 0.4061 | 0.3892 | 0.3723 | 0.3554 | 0.3385 | 0.3385

0.5 | 0.4121 | 0.3984 | 0.3846 | 0.3709 | 0.3571 | 0.3434 | 0.3297 | 0.3159 | 0.3022 | 0.2885 | 0.2747 | 0.2747

0.6 | 0.3455 | 0.3340 | 0.3225 | 0.3110 | 0.2994 | 0.2879 | 0.2764 | 0.2649 | 0.2534 | 0.2419 | 0.2303 | 0.2303

0.7 | 0.2964 | 0.2866 | 0.2767 | 0.2668 | 0.2569 | 0.2470 | 0.2372 | 0.2273 | 0.2174 | 0.2075 | 0.1976 | 0.1976

0.8 | 0.2588 | 0.2502 | 0.2416 | 0.2329 | 0.2243 | 0.2157 | 0.2070 | 0.1984 | 0.1898 | 0.1812 | 0.1725 | 0.1725

0.9 | 0.2290 | 0.2214 | 0.2138 | 0.2061 | 0.1985 | 0.1909 | 0.1832 | 0.1756 | 0.1680 | 0.1603 | 0.1527 | 0.1527

1.0 | 0.2049 | 0.1981 | 0.1912 | 0.1844 | 0.1776 | 0.1708 | 0.1639 | 0.1571 | 0.1503 | 0.1434 | 0.1366 | 0.1366

Ornek 4.2. (Fuzzy kesirli niikleer bozunma denklemi): Asagidaki fuzzy kesirli

diferansiyel denklemi diistinelim

(FDly) @) = (D Oy B (x+1), f>0,0<x

, 4.4
(RLDO+ y)(O) = RLy, (B UeE (4.4)
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(Salahshour et al. 2012). Tam ¢6ziim

y(x) = f;c(x — )" Egs505(=(x = )*°)(t + 1) dt + x7*°Eg505(—x),
ile verilmistir.

Yukaridaki denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimiinii uygulayarak,

L{(*0gsy) @)} = LU-D O y@) @ (x + 1)}

elde edilir. RL[(ii) — B]-tiirevlenebilirligi ve Teorem 3.1.1.1°i uygulayarak, her 0 < r <

lvem—1<f <migin

—L{y(sr)} + £} + £01} = sPL{y( )} - Bt s* (RDST Ky ) (05m)
—LFC6 T} + L} + L{1) = sPLFO MY - s s (Fpg Ty ) (0m)

elde edilir.

(s# + DL{yCon} = £ + £01) + Tt sk (0l y) (05m), 0<r <1
(sP +1)L{y(x; )} = L{x} + L{1} + X7y sk (RLDf+"“1y)(o; r, 0<r<1’

Laplace doniisiimlerin yerine esitligini yazarak

(sF+1)c {X(x; r)} = Siz + i + ymo sk (RLfok_lX) 0;7r), 0<r<1

1

o , (4.5)
(sP+1)L{y(x;m)} = siz +o+ ym-l s"(RLDf+ k 1i)(O; r), 0<r<1

elde edilir, (4.5)’in her iki tarafinda fuzzy ters Laplace doniisiimiiniin uygulayarak,
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yCor) = L_l{sz(s;+1)} +L_1{s(s;+1)} +22n=_01£_1{(s;—i1)} (RLDB - )(0; r)

Vi) = £ )+ £ ) + B () () @)
(4.6)

elde edilir ve fuzzy kesirli diferansiyel denkleminin ¢éziimii

y(;r) =
e = OBy (~(x — 0F) (e + D e +
oo xBk1Eg 5 g (—xP) (RLDﬁ k-1 )(O;r)’
y(or) =
Jo e = OF 1B g (—(x — )F)(t + 1) dt +

m-1 xﬁ—k—lEﬁ’ﬁ_k(_xﬁ)(RLDéi—k—ly)(O; .

olur. Ozel durum igin, § = 0.5 ve (RLDO_+0’5y)(O; r) = [1]" = [0.5 + 0.57, 1.5 — 0.57]

ele alalim, o zaman asagidaki gibi ¢oziim elde edilir:

[y(x)]" = fox(x —t) %5 Ey505(—(x = )**) (¢t + 1) dt + [0.5+ 0.57,1.5 - 0.57] ©
x"%%Eg505(—x%) =

#\/}hypergeom([l]; [2.5];x) — %xzhypergeom([l]; [3]; %) +
== Vxhypergeom([1]; [1.5]; x) — xhypergeom([1]; [2]; x) + [0.5 + 0.57, 1.5 -

0.57] (\/% - exerfc(\/E)).
Burada hypergeom asagidaki gibi tanimlanmistir:

hypergeom([ay, ay, ... |; [by, b, ... 1; z) hipergeometrik fonksiyonunu temsil eder.

Hipergeometrik fonksiyonu karmasik argiimanlar a;, b; ve z igin tanimlanmustir.
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a =lay,a,, ..,a,] ve b=|[by,b, ..,by] i¢in p, q mertebeli Hipergeometrik

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir

(a)n(az)n ---(ap)n zn

(b)n(b2)n - (bg), n’

oFa(a;b;z) = ¥7

burada |z| < 1 ve (¢),,, n € N Pochhammer semboliidiir,

1 n=20
(C)Tl={C(C+1)...(C+Tl_1) n>0’

ile tanimlanir (Kilbas et al. 2006).

Ve ozellikle tam ¢oziim y(x) = f(jc(x — 1) %5 Ey505(—(x — ))(t + 1) dt +

x"%5Eq505(—x%>) dir.

n

Sekil 4.3. Tam ¢6ziim



Sekil 4.4. Fuzzy sayisal ¢oziimler [y(x)]",0 <r <1
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Cizelge 4.3. Fuzzy sayisal ¢oziimler y(x;7r), 0<r <1

yGxir)

- Yram
» 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 © © © © © © © © © © © ©
0.1 | 0.8263 | 0.8793 | 0.9323 | 0.9854 | 1.0384 | 1.0914 | 1.1445 | 1.1975 | 1.2505 | 1.3035 | 1.3566 | 1.3566
0.2 | 0.7167 | 0.7476 | 0.7785 | 0.8094 | 0.8402 | 0.8711 | 0.902 | 0.9329 | 0.9638 | 0.9947 | 1.0256 | 1.0256
0.3 | 0.7169 | 0.7388 | 0.7608 | 0.7827 | 0.8046 | 0.8265 | 0.8484 | 0.8703 | 0.8922 | 0.9141 | 0.9360 | 0.9360
0.4 | 0.7484 | 0.7653 | 0.7822 | 0.7991 | 0.8161 | 0.8330 | 0.8499 | 0.8668 | 0.8837 | 0.9007 | 0.9176 | 0.9176
0.5 | 0.7932 | 0.8069 | 0.8206 | 0.8344 | 0.8481 | 0.8618 | 0.8756 | 0.8893 | 0.9031 | 0.9168 | 0.9305 | 0.9305
0.6 | 0.8451 | 0.8566 | 0.8681 | 0.8796 | 0.8912 | 0.9027 | 0.9142 | 0.9257 | 0.9372 | 0.9487 | 0.9603 | 0.9603
0.7 | 0.9013 | 0.9112 | 0.9211 | 0.9310 | 0.9409 | 0.9507 | 0.9606 | 0.9705 | 0.9804 | 0.9903 | 1.0002 | 1.0002
0.8 | 0.9605 | 0.9692 | 0.9778 | 0.9864 | 0.995 | 1.0037 | 1.0123 | 1.0209 | 1.0295 | 1.0382 | 1.0468 | 1.0468
0.9 | 1.0218 | 1.0295 | 1.0371 | 1.0447 | 1.0524 | 1.0600 | 1.0676 | 1.0753 | 1.0829 | 1.0905 | 1.0982 | 1.0982
1.0 | 1.0848 | 1.0916 | 1.0984 | 1.1052 | 1.1121 | 1.1189 | 1.1257 | 1.1326 | 1.1394 | 1.1462 | 1.1531 | 1.1531
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Cizelge 4.4. Fuzzy sayisal ¢ozimler y(x;7r), 0<r <1

y(x;7)
r Yram
X 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 o) [ee) o0 o0 0 e 0 0 0 0 o) o)

0.1 | 1.8868 | 1.8338 | 1.7808 | 1.7278 | 1.6747 | 1.6217 | 1.5687 | 1.5156 | 1.4626 | 1.4096 | 1.3566 | 1.3566
0.2 | 1.3345 | 1.3036 | 1.2727 | 1.2418 | 1.2109 | 1.1800 | 1.1491 | 1.1182 | 1.0874 | 1.0565 | 1.0256 | 1.0256
0.3 | 1.1550 | 1.1331 | 1.1112 | 1.0893 | 1.0674 | 1.0455 | 1.0236 | 1.0017 | 0.9798 | 0.9579 | 0.9360 | 0.9360
0.4 | 1.0868 | 1.0699 | 1.0530 | 1.0361 | 1.0191 | 1.0022 | 0.9853 | 0.9684 | 0.9514 | 0.9345 | 0.9176 | 0.9176
0.5 | 1.0679 | 1.0542 | 1.0404 | 1.0267 | 1.0129 | 0.9992 | 0.9855 | 0.9717 | 0.958 | 0.9443 | 0.9305 | 0.9305
0.6 | 1.0754 | 1.0639 | 1.0524 | 1.0409 | 1.0294 | 1.0178 | 1.0063 | 0.9948 | 0.9833 | 0.9718 | 0.9603 | 0.9603
0.7 | 1.0990 | 1.0891 | 1.0792 | 1.0693 | 1.0594 | 1.0496 | 1.0397 | 1.0298 | 1.0199 | 1.0100 | 1.0002 | 1.0002
0.8 | 1.1331 | 1.1244 | 1.1158 | 1.1072 | 1.0986 | 1.0899 | 1.0813 | 1.0727 | 1.0640 | 1.0554 | 1.0468 | 1.0468
0.9 | 1.1745 | 1.1669 | 1.1592 | 1.1516 | 1.1440 | 1.1363 | 1.1287 | 1.1211 | 1.1134 | 1.1058 | 1.0982 | 1.0982
1.0 | 1.2214 | 1.2145 | 1.2077 | 1.2009 | 1.1940 | 1.1872 | 1.1804 | 1.1736 | 1.1667 | 1.1599 | 1.1531 | 1.1531

Ornek 4.3. (Fuzzy Kesirli niikleer bozunma denklemi): Asagidaki fuzzy Kesirli

diferansiyel denklemi diislinelim

(Dfy)0) =-10y@, 0<x

y®(0)=y," €E k=0,..m—1

burada, y(x) bir radyoaktif i¢inde mevcut radyon niiklidlerin sayisidir (Ahmadian et al.

2013). Ve denklemin tam ¢dziimii y(x) = Yo x¥Ep 41 (—xF)y®(0) dir.

Durum Il. —1 € R™ = (—0,0) alalim, sonra yukaridaki denklemin her iki tarafina

Laplace doniistimiinii uygulayarak,

£{(°pb.y) 0} = £Li-10 y()}, (48)

ve ¢[(ii) — B]-tiirevlenebilirligi kullanilarak,
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{—L {X(x; r)} =sPr {X(x; r)} —ymnt sﬂ‘k‘lz(k)(o; r), m—1<B<m
~LF ) = SPLFeG N} - St PR 0r), m-1<g<m

elde ederiz. Sonra manipiilasyonlar1 asagidaki gibi elde edilir:

{(sﬁ N 1)12 {X(x; r)} = ymol Sﬁ—k—lz(k)((); r), 0<r< 1. (4.9)

(sP + 1)L} = Yrd sF 159 0;r), 0<sr<1

Sonug olarak, (4.9)’un her iki tarafina fuzzy ters Laplace doniisiimiinii uygulayalim

B—k—1
. —_ym-1,p-1]JS
X(x'r) k=0 £ {sﬁ+1
Sﬁ—k—l

Yy =S L

sP+1

}y(k)(O;r), 0<r<i

1390, 0sr<1
Son olarak, fuzzy kesirli diferansiyel denklemin ¢oziimii asagidaki gibidir:

Y1) = sy xFEg e (—xF)y®(0;7), 0<sr<1

T o . (4.10)
y(x'r) _2k=0 X Eﬁ,k+1( X )y (O,T), OSTS 1

Ozel durum icin, 8 = 0.5 ve [y(0)]" = [0.5 + 0.57,1.5 — 0.57] ede alalim. O zaman

Durum II’nin asagidaki gibi ¢oziimii elde edilir:

[y(O]" = [0.5 + 0.57,1.5 — 0.57] © Egs1(~x%%) = [0.5 + 0.57,1.5 — 0.5r] ©

(ex + e* (—1 + erfc(\/E))).

Ve ozellikle tam ¢oziim y(x) = Eq 5, (—x%°) dir.
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o7

LS

Sekil 4.5. Tam ¢oziim

Sekil 4.6. Fuzzy yaklasik ¢oziimler [y(x)]",0 <r <1
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Cizelge 4.5. Fuzzy sayisal ¢oziimler y(x;r), 0<r <1

y(x1)
| oo 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 0.8 0.9 o | T
0.0 | 05000 | 0.5500 | 0.6000 | 0.6500 | 0.7000 | 0.7500 | 0.8000 | 0.8500 | 0.9000 | 0.9500 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 0.3618 | 0.3980 | 0.4341 | 0.4703 | 0.5065 | 0.5427 | 05789 | 0.6150 | 0.6512 | 0.6874 | 0.7236 | 0.7236
0.2 | 0.3219 | 0.3541 | 0.3863 | 0.4185 | 0.4507 | 0.4828 | 05150 | 0.5472 | 0.5794 | 0.6116 | 0.6438 | 0.6438
0.3 | 0.2960 | 0.3256 | 0.3552 | 0.3848 | 0.4144 | 0.4440 | 0.4736 | 0.5032 | 0.5328 | 05624 | 05920 | 0.5920
0.4 | 02768 | 0.3045 | 0.3322 | 0.3598 | 0.3875 | 0.4152 | 0.4429 | 0.4706 | 0.4982 | 05259 | 05536 | 0.5536
0.5 | 0.2616 | 0.2877 | 0.3139 | 0.3401 | 0.3662 | 0.3924 | 0.4185 | 0.4447 | 0.4708 | 0.4970 | 05232 | 0.5232
0.6 | 0.2490 | 0.2739 | 0.2988 | 0.3237 | 0.3486 | 0.3735 | 0.3984 | 0.4233 | 0.4482 | 0.4731 | 0.4980 | 0.4980
0.7 | 0.2384 | 0.2622 | 0.2860 | 0.3099 | 0.3337 | 0.3575 | 0.3814 | 0.4052 | 0.429 | 0.4529 | 0.4767 | 0.4767
0.8 | 0.2291 | 0.2520 | 0.2749 | 0.2979 | 0.3208 | 0.3437 | 0.3666 | 0.3895 | 0.4124 | 0.4353 | 0.4582 | 0.4582
0.9 | 0.2210 | 0.2431 | 0.2652 | 0.2873 | 0.3094 | 0.3315 | 0.3536 | 0.3757 | 0.3978 | 0.4199 | 0.4420 | 0.4420
1.0 | 02138 | 0.2352 | 0.2566 | 0.2779 | 0.2993 | 0.3207 | 0.3421 | 0.3634 | 0.3848 | 0.4062 | 0.4276 | 0.4276
Cizelge 4.6. Fuzzy sayisal ¢oziimler y(x;r), 0<r <1
vy 1)
- Yram
> 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 | 1.5000 | 1.4500 | 1.400 | 1.3500 | 1.3000 | 1.2500 | 1.2000 | 1.1500 | 1.1000 | 1.0500 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 1.0854 | 1.0492 | 1.0130 | 0.9768 | 0.9407 | 0.9045 | 0.8683 | 0.8321 | 0.7959 | 0.7598 | 0.7236 | 0.7236
0.2 | 0.9657 | 0.9335 | 0.9013 | 0.8691 | 0.8369 | 0.8047 | 0.7725 | 0.7404 | 0.7082 | 0.6760 | 0.6438 | 0.6438
0.3 | 0.8880 | 0.8584 | 0.8288 | 0.7992 | 0.7696 | 0.7400 | 0.7104 | 0.6808 | 0.6512 | 0.6216 | 05920 | 0.5920
0.4 | 0.8304 | 0.8027 | 0.7750 | 0.7474 | 0.7197 | 0.6920 | 0.6643 | 0.6366 | 0.6090 | 0.5813 | 05536 | 0.5536
0.5 | 0.7847 | 0.7586 | 0.7324 | 0.7063 | 0.6801 | 0.6539 | 0.6278 | 0.6016 | 05755 | 05493 | 05232 | 05232
0.6 | 0.7470 | 0.7221 | 06972 | 0.6723 | 0.6474 | 0.6225 | 0.5976 | 05727 | 0.5478 | 0.5229 | 0.498 | 0.4980
0.7 | 0.7151 | 0.6912 | 0.6674 | 0.6435 | 0.6197 | 0.5959 | 0.5720 | 05482 | 05244 | 05005 | 0.4767 | 0.4767
0.8 | 0.6874 | 0.6645 | 0.6415 | 0.6186 | 0.5957 | 0.5728 | 0.5499 | 05270 | 0.5041 | 0.4812 | 0.4582 | 0.4582
0.9 | 0.6630 | 0.6409 | 0.6188 | 0.5967 | 0.5746 | 0.5525 | 0.5304 | 05083 | 0.4862 | 0.4641 | 0.4420 | 0.4420
1.0 | 0.6414 | 0.6200 | 05986 | 0.5772 | 05559 | 05345 | 05131 | 0.4917 | 0.4703 | 0.4490 | 0.4276 | 0.4276
Ornek 4.4. (Fuzzy kesirli niikleer bozunma denklemi): Asagidaki fuzzy kesirli
diferansiyel denklemi diistinelim
(“Dfy) () = (~DOY() ® (x+1),0< 4,0 <x @i

YO () =yP €E k=0,..,m-1
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(Ahmadian et al. 2013). Tam ¢6ziim
y(x) = [T (x = )F2Ep p(—(x — D)F)(t + 1) dt + Ty 2 Eg ey (—xF )y ®(0),
ile verilmistir.

Yukaridaki denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimiinii uygulayarak,

c{(°ply)@} = L-1) O y(x) & (x + 1)}, (412)

elde edilir. ¢[(ii) — B]-tiirevlenebilirligi ve Teorem 3.1.2.1°i uygulayarak, asagidaki her

0<r<ilvem-—1<pf <migin

{—L {X(x; r)} + L{x}+ £{1} = sPL {X(x; r)} —ymod sﬁ_k_lz(k)(o; T)
—LE T} + L) + L{1) = sPLF 06T} - Ips P50 0m)

elde edilir.

P+ 1)Lyt = L{x} + L{1} + X0t sFR1y®(0;1), 0<r<1
(s + 1)L {yenn} y
(s + DL} = £} + £} + ¥t sf71500,r), 0<r<1

Laplace doniisiimlerin yerine esitligini yazarak

(sF+1)c {X(x; r)} = Siz Fo4+yma Sﬁ"‘_lz(")(o; r), 0<r<i1

N

. (413)

(sP+1)L{y(x;r)} = slz +ipyma sB*-1380:r), 0<r<1

N

elde edilir, (4.13)’tn her iki tarafinda Laplace doniisiimiin tersini uygulayarak,
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yir) = £ o} + £ ) + 2 £ gy O ),

yo;r)=L"1 {52(512%“)} + L1 {s(sﬁl+1)} +ym -t {iz;:;} y(’()(0; ) ” (4.14)

elde edilir ve fuzzy kesirli diferansiyel denkleminin ¢oziimii

{zm r) = [, (= ) Eg p(—(x — )F) (¢ + 1) dt + X x*Ep s (—xF)y®(0;7)
¥ 1) = [0 = F B p(—(x — 0F) (¢ + 1) dt + T 5 Eg jess (—xP)5 ™ (0;7)

olur. Ozel durum igin, B = 0.5 ve [y(0)]” = [0.5 + 0.57,1.5 — 0.57] ele alalim. O

zaman asagidaki gibi ¢6ziim elde edilir:

YCOI™ = [ (x = )75 Ey505(—(x — )°%)(t + 1) dt + [0.5 + 0.57, 1.5 — 0.57] O

E0_5,1(—x°'5).

Ve ozellikle tam ¢6ziim y(x) = fox(x —t) " Eys05(—(x — D)) (t + 1) dt +
E0.5,1(—x0'5) dll’

14
13
12

11

Sekil 4.7. Tam ¢oziim
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Sekil 4.8. Fuzzy yaklasik ¢oziimler [y(x)]", 0 <r <1

Cizelge 4.7. Fuzzy sayisal ¢oziimler y(x;7r), 0<r <1

y(7)

xr 0.0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.9 o | 0T

0.0 | 0.5000 | 0.5500 | 0.6000 | 0.6500 | 0.7000 | 0.7500 | 0.8000 | 0.8500 | 0.9000 | 0.9500 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 0.6578 | 0.6940 | 0.7302 | 0.7663 | 0.8025 | 0.8387 | 0.8749 | 0.9111 | 0.9472 | 0.9834 | 1.0196 | 1.0196
0.2 | 0.7297 | 0.7619 | 0.7941 | 0.8263 | 0.8584 | 0.8906 | 0.9228 | 0.9550 | 0.9872 | 1.0194 | 1.0516 | 1.0516
0.3 | 0.7939 | 0.8235 | 0.8531 | 0.8827 | 0.9123 | 0.9419 | 0.9715 | 1.0011 | 1.0307 | 1.0603 | 1.0899 | 1.0899
0.4 | 0.8559 | 0.8836 | 0.9113 | 0.9390 | 0.9667 | 0.9943 | 1.0220 | 1.0497 | 1.0774 | 1.1051 | 1.1327 | 1.1327
05 | 0.9174 | 0.9435 | 0.9697 | 0.9959 | 1.0220 | 1.0482 | 1.0743 | 1.1005 | 1.1266 | 1.1528 | 1.1790 | 1.1790
06 | 0.9789 | 1.0038 | 1.0287 | 1.0536 | 1.0785 | 1.1034 | 1.1283 | 1.1532 | 1.1781 | 1.2030 | 1.2279 | 1.2279
0.7 | 1.0409 | 1.0647 | 1.0885 | 1.1124 | 1.1362 | 1.1601 | 1.1839 | 1.2077 | 1.2316 | 1.2554 | 1.2792 | 1.2792
0.8 | 1.1034 | 1.1263 | 1.1492 | 1.1721 | 1.195 | 1.2179 | 1.2409 | 1.2638 | 1.2867 | 1.3096 | 1.3325 | 1.3325
09 | 1.1665 | 1.1886 | 1.2107 | 1.2328 | 1.2549 | 1.2770 | 1.2991 | 1.3212 | 1.3433 | 1.3654 | 1.3875 | 1.3875
10 | 1.2302 | 1.2516 | 1.2730 | 1.2944 | 1.3158 | 1.3371 | 1.3585 | 1.3799 | 1.4013 | 1.4227 | 1.4440 | 1.4440
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Cizelge 4.8. Fuzzy sayisal ¢oziimler y(x;r), 0<r <1

y(x;r)
I 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Yram

0.0 | 1.5000 | 1.4500 | 1.4000 | 1.3500 | 1.3000 | 1.2500 | 1.2000 | 1.1500 | 1.1000 | 1.0500 | 1.0000 | 1.0000

0.1 | 1.3814 | 1.3452 | 1.3090 | 1.2728 | 1.2367 | 1.2005 | 1.1643 | 1.1281 | 1.0920 | 1.0558 | 1.0196 | 1.0196

0.2 | 1.3735 | 1.3413 | 1.3091 | 1.2769 | 1.2447 | 1.2125 | 1.1803 | 1.1482 | 1.1160 | 1.0838 | 1.0516 | 1.0516

0.3 | 1.3860 | 1.3564 | 1.3268 | 1.2971 | 1.2675 | 1.2379 | 1.2083 | 1.1787 | 1.1491 | 1.1195 | 1.0899 | 1.0899

0.4 | 1.4095 | 1.3819 | 1.3542 | 1.3265 | 1.2988 | 1.2711 | 1.2435 | 1.2158 | 1.1881 | 1.1604 | 1.1327 | 1.1327

0.5 | 1.4405 | 1.4144 | 1.3882 | 1.3621 | 1.3359 | 1.3097 | 1.2836 | 1.2574 | 1.2313 | 1.2051 | 1.1790 | 1.1790

0.6 | 1.4769 | 1.4520 | 1.4271 | 1.4022 | 1.3773 | 1.3524 | 1.3275 | 1.3026 | 1.2777 | 1.2528 | 1.2279 | 1.2279

0.7 | 1.5176 | 1.4937 | 1.4699 | 1.4461 | 1.4222 | 1.3984 | 1.3746 | 1.3507 | 1.3269 | 1.3031 | 1.2792 | 1.2792

0.8 | 1.5616 | 1.5387 | 1.5158 | 1.4929 | 1.4700 | 1.4471 | 1.4242 | 1.4012 | 1.3783 | 1.3554 | 1.3325 | 1.3325

09 | 1.6085 | 1.5864 | 1.5643 | 1.5422 | 1.5201 | 1.4980 | 1.4759 | 1.4538 | 1.4317 | 1.4096 | 1.3875 | 1.3875

1.0 | 1.6578 | 1.6364 | 1.6151 | 1.5937 | 1.5723 | 1.5509 | 1.5296 | 1.5082 | 1.4868 | 1.4654 | 1.4440 | 1.4440

Ornek 4.5. Asagidaki fuzzy kesirli baslangig deger problemi diisiinelim

‘Dfy(x) = (1)), x€[01]

: 4.15
y(0) =y, @19

burada [y(x,)]" = yo = (0.5,1,1.5) = [0.5+ 0.57,1.5—-0.5r]ve 0 < B < 1
(Mazandarani and Vahidian Kamyad 2013).

Denklemin tam ¢ozimii y(x) = Eﬁ,l(—xﬁ) dir. Ve €[(ii) — B]-tiirevlenebilire gore ve
modifiye edilmis kesirli Euler yontemini kullanilarak, fuzzy kesirli baglangi¢ deger

problem (4.15) i¢in yaklasik ¢oziimii h = 0.1 ve § = % ile elde edelim:

Her x; = jh: j =0,1,...,10, igin

7 (%9 (o), ¥ (i) ) = =5(i)

£ (3,7 Cim) 3 im) ) = =y ()
( )



dir.

{X(xo;r) = 0.5+ 0.5r
y(xo;7) = 1.5 — 0.5

(

hﬁ<_hﬁ(o.5+o.5r)

89

+(0.5+0.5r)>

_ hﬁ(o.5+o.5r) rg+1

i y(xy;r) = rGe2) TG + (0.5+0.5r), B € (0,1]
B(1.5-0.57) ’

| hB hB<—hr(7+(1.5—0.5r)>

_ (1.5-0.57) B+1)
\Ylx;r) = BT R + (1.5 -0.5r), B € (0,1]
ve her j = 2,3, ...,10 i¢in:

hﬁ(—y(xo;r)) hB
)= ((j= 1Pt = (i = B —1)jP = —

y(x;r) = (G- D G-B-V) =Gt a2 <((J i+

DAL -2 —DF + (j—
X(xoi T),

5i7) = (G - 0P -

A
2( = )P+ (=i — DF) (5 1)) +

G-B-1

r(f+1)

_M+y(xj—1ir)>

hﬁ<
1)B+1) ( X(xi; r))) + +

r(g+2)

.3\ "B (=5 (xo;m)) nb -1 .,
)]ﬁ) r(ﬂ+20) + r(p+2) Zi:l (((] LA 1)ﬁ+1 N

nB —y(x -_1;r) _
”Jﬁﬁﬁjwww”

r(g+2)

+ y(xo; 7).
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Sekil 4.9. Tam ¢6ziim

:
| ;(;

P 02 x

Sekil 4.10. Fuzzy kesirli baslangi¢ deger problemi i¢in fuzzy yaklasik ¢6ziim
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Cizelge 4.9. Fuzzy kesirli baslangi¢ deger problemi i¢in fuzzy yaklasik ¢oziim X(xf ; r).

y(%7)

r YTam
x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.0 | 0.500 | 0.550 | 0.600 | 0.650 | 0.700 | 0.750 | 0.800 | 0.850 | 0.900 | 0.950 | 1.000 | 1.000
0.1 | 0414 | 0.455 | 0.496 | 0.538 | 0.579 | 0.620 | 0.662 | 0.703 | 0.745 | 0.786 | 0.827 | 0.828
0.2 | 0.355 | 0.391 | 0426 | 0.462 | 0.497 | 0.533 | 0.569 | 0.604 | 0.640 | 0.675 | 0.711 | 0.733
0.3 | 0316 | 0.347 | 0.379 | 0.410 | 0.442 | 0474 | 0505 | 0.537 | 0.568 | 0.600 | 0.632 | 0.660
0.4 | 0285 | 0.314 | 0.343 | 0.371 | 0.400 | 0.428 | 0.457 | 0.485 | 0.514 | 0.543 | 0.571 | 0.602

05 | 0261 | 0.287 | 0.313 | 0.339 | 0.365 | 0.392 | 0.418 | 0.444 | 0.470 | 0.496 | 0.522 | 0.554
0.6 | 0240 | 0.264 | 0.289 | 0.313 | 0.337 | 0.361 | 0.385 | 0.409 | 0.433 | 0.457 | 0.481 | 0.512
0.7 | 0223 | 0.245 | 0.268 | 0.290 | 0.312 | 0.335 | 0.357 | 0.379 | 0.402 | 0.424 | 0.446 | 0.476
0.8 | 0208 | 0229 | 0.249 | 0.270 | 0.291 | 0.312 | 0.333 | 0.353 | 0.374 | 0.395 | 0.416 | 0.445
09 ] 0194 | 0214 | 0.233 | 0.253 | 0.272 | 0.292 | 0.311 | 0.331 | 0.350 | 0.370 | 0.389 | 0.418
10 | 0183 | 0.201 | 0.219 | 0.238 | 0.256 | 0.274 | 0.293 | 0.311 | 0.329 | 0.348 | 0.366 | 0.393

Cizelge 4.10. Fuzzy kesirli baslangic deger problemi igin fuzzy yaklasik ¢oziim
?(xj;r).

y(x;i7)
r YTam
X 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.0 | 1.500 | 1.450 | 1.400 | 1.350 | 1.300 | 1.250 | 1.200 | 1.150 | 1.100 | 1.050 | 1.000 | 1.000
0.1 | 1.241 | 1.200 | 1.159 | 1.117 | 1.076 | 1.035 | 0.993 | 0952 | 0.910 | 0.869 | 0.827 | 0.828
0.2 | 1.067 | 1.031 | 0995 | 0.960 | 0.924 | 0.889 | 0.857 | 0.818 | 0.782 | 0.746 | 0.711 | 0.602
0.3 | 0948 | 0916 | 0.884 | 0.853 | 0.821 | 0.790 | 0.758 | 0.727 | 0.695 | 0.663 | 0.632 | 0.660
0.4 | 0.857 | 0.828 | 0.800 | 0.771 | 0.743 | 0.714 | 0.686 | 0.657 | 0.628 | 0.600 | 0.571 | 0.602
05 | 0.783 | 0.757 | 0.731 | 0.705 | 0.679 | 0.653 | 0.627 | 0.601 | 0.575 | 0.548 | 0.522 | 0.554
06 | 0.722 | 0.698 | 0.674 | 0.650 | 0.626 | 0.602 | 0.578 | 0.554 | 0.529 | 0.505 | 0.481 | 0.512
0.7 | 0.670 | 0.647 | 0.625 | 0.603 | 0.580 | 0.558 | 0.536 | 0.514 | 0.491 | 0.469 | 0.446 | 0.476
0.8 | 0.624 | 0.603 | 0582 | 0562 | 0.541 | 0.521 | 0.499 | 0.479 | 0.458 | 0.437 | 0.416 | 0.445
09 | 0584 | 0565 | 0545 | 0.526 | 0.506 | 0.487 | 0.468 | 0.448 | 0.429 | 0.409 | 0.389 | 0.418
1.0 | 0549 | 0534 | 0.513 | 0.494 | 0.476 | 0.458 | 0.439 | 0.421 | 0.403 | 0.384 | 0.366 | 0.393

Ornek 4.6. Asagidaki fuzzy kesirli baslangig deger problemi diisiinelim

Dly(x) = 2\/y() + y(x), x€[01] (4.16)
y(0) =y, |
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burada [y(xy)]" = yo = (0.5,1,1.5) = [0.5+ 0.5, 1.5 - 0.5r] ve 0 < S < 1
(Mazandarani and Vahidian Kamyad 2013).

€[(i) — B]-tiirevlenebilire gore ve modifiye edilmis kesirli Euler yontemini kullanilarak,
fuzzy kesirli baslangig deger problem (4.16) i¢in yaklasik ¢6ziimii h = 0.1 ve § = % ile

elde edelim:

Her X; =jh: j=0,1,..,10, i¢cin

{{_ (x,-, y (7). ¥ (x5 ")) = %/ y(xi;m) + y (1)
U (2 Cosm) 7 5m)) = 2 (3 m) + 37

dir.

X(xo;r) = 0.5+ 0.5r
y(xo;7) = 1.5 — 0.5r

, hB(%/mHo.sw.Sr)
h

TBTD +(0.5+0.57)

hr’3<%\/0.5+0.5r+(0.5+0.5r)>
r(g+2) + r(g+2) +

0.5+ 0.5r), B € (01],

y(ir) = B

, hB(%mm.s—O.Sr))
h

TG0 +(1.5-0.51)
_ hBG\/l.S—0.5r+(1.5—0.5r)>
yGr) =p r(g+2) + r(g+2) +

(1.5—0.57), B € (01],

ve her j = 2,3,...,10 i¢in:
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8(2 [ .
h <4 /z<xo,r)+z(xo,r)> W

r(f+2) + r(/5’+2)2i=1 ((] -t

DAL —2(j — D)1 4 (j — i — 1)FHD) (%,/X("i? ) +y G ”) +
) ( Nevar lhﬁ <% X(xj—l;r)"'z(x]'—l:r))I \
n \er(ﬁm(;/X(xj—l:r)+X(x1'—1:r)>+2(xi—1”)' TG+ y(ej-uim)

r(g+2)

y(xi7) = (G = DF = (= B - 1)jF)

+ X(xo; r))

_ _ o W (2o +7 (xoir) B i o
¥(x;;7) = (G — D = (G — B — 1)jF) (4 r((;3+2) 0 ) + r(Z+2) Yo (((1 —i+

1),8+1 —2( - i)ﬁ"‘l +(G—i— 1)B+1) (%\/ y(xi;r) + y(xg; r))) +

/ o mB (o [C _ _ nP (% 7("j—1ir)+7(xj-1:r)> B \
nB| 2 m(; /)/(xj_l;r)+y(xj_1;r)>+y(xj_1;r): D (o) |

\

+ y(xg; 7).
F(,B+2) Y( 0 )
T os ’ (
j\) o iy
35 \\)\
"<
S
y()’ i
10 \\

Sekil 4.11. Fuzzy kesirli baslangi¢ deger problemi icin fuzzy yaklasik ¢6ziim
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Cizelge 4.11. Fuzzy kesirli baslangi¢ deger problemi igin fuzzy yaklasik ¢6ziim y(xj; r)

y(xi7)

X 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 | 1500 1.450 1.400 1.350 1.300 1.250 1.200 1.150 1.100 1.050 1.000

0.1 | 3.654 3.559 3.464 | 3.369 3.273 3.176 3.080 2.982 2.884 2.786 2.686
0.2 | 5543 5.416 5.289 5.161 5.032 4902 | 4772 | 4640 | 4.507 4374 4.239
03 | 7.727 7.567 7.406 7.243 7.080 6.915 6.749 6.581 6.412 6.241 6.069
0.4 | 10.231 | 10.034 | 9.837 9.638 9.437 9.235 9.031 8.825 8.617 8.407 8.195
05 | 13.112 | 12.877 | 12.640 | 12.401 | 12.160 | 11.917 | 11.672 | 11.424 | 11.174 | 10.921 | 10.665
0.6 | 16.424 | 16.146 | 15.866 | 15.583 | 15.298 | 15.010 | 14.720 | 14.426 | 14.130 | 13.830 | 13.526
0.7 | 20.221 | 19.895 | 19.567 | 19.236 | 18.903 | 18.565 | 18.225 | 17.881 | 17.533 | 17.181 | 16.825
0.8 | 24561 | 24.183 | 23.803 | 23.418 | 23.030 | 22.639 | 22.243 | 21.843 | 21.438 | 21.029 | 20.614
0.9 | 29.509 | 29.074 | 28.634 | 28.191 | 27.743 | 27.291 | 26.834 | 26.372 | 25.904 | 25.431 | 24.952
1.0 | 35.136 | 34.637 | 34.132 | 33.623 | 33.109 | 32.589 | 32.064 | 31.533 | 30.996 | 30.452 | 29.901

Cizelge 4.12. Fuzzy kesirli baglangi¢ deger problemi i¢in fuzzy yaklasik ¢6ziim ?(x] ; r)

y(x;r)

X 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 | 0500 | 0550 | 0.600 | 0.650 | 0.700 | 0.750 | 0.800 | 0.850 | 0.900 | 0.950 1.000

0.1 | 1.642 1.753 1.861 1.968 2.074 2.179 2.282 2.384 2.486 2.587 2.686
02 | 2.798 2.953 3.104 | 3.253 3.400 3.544 3.686 3.827 3.965 | 4.103 4.239
03 | 4211 | 4412 4609 | 4801 | 4991 5.177 5.360 5.540 5.719 5.895 6.069
0.4 | 5891 6.142 6.387 6.627 6.862 7.092 7.319 7.542 7.763 7.980 8.195
05 | 7.878 8.183 8.480 | 8.771 9.055 9.334 9.609 9.878 | 10.144 | 10.407 | 10.665
0.6 | 10.206 | 10.570 | 10.925 | 11.272 | 11.611 | 11.944 | 12.270 | 12.591 | 12.907 | 13.219 | 13.526
0.7 | 12917 | 13.347 | 13.765 | 14.174 | 14573 | 14.965 | 15.349 | 15.726 | 16.098 | 16.464 | 16.825
0.8 | 16.054 | 16.557 | 17.047 | 17.524 | 17.990 | 18.447 | 18.895 | 19.335 | 19.768 | 20.194 | 20.614
0.9 | 19.669 | 20.253 | 20.820 | 21.373 | 21.914 | 22.443 | 22.962 | 23.471 | 23.972 | 24.466 | 24.952
1.0 | 23.816 | 24.489 | 25.144 | 25.781 | 26.404 | 27.013 | 27.611 | 28.197 | 28.774 | 29.342 | 29.901

Ornek 4.7. (Fuzzy kesirli niikleer bozunma denklemi): Asagidaki fuzzy kesirli lineer

diferansiyel denklemi diistinelim

(CDf+y)(x) (-D)Oy(x), 0<x,0<f <1

: (4.17)
y(0) = [1]" = [0.5 + 0.57,1.5 — 0.57]

burada y(x) bir radyoaktif i¢inde mevcut radyon niiklidlerin sayisidir (Ahmadian et al.

2013). Ve denklemin tam ¢dziimii y(x) = Yptq xkEE,kH(—xﬁ)y(k)(O) dir.
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Varyasyon iterasyon yontemi ile (4.17)’in diizeltme fonksiyonunu ortaya ¢ikarabiliriz

Yn+1(6GT) =y (6 7) + [163) <d ZT;(; i + (S r)) (d§)F

r(ﬁ+1)

fy 4@ <d 20D 1+ 25,6 r)> @®

kynﬂ(x ;1) =y, (6T) + r(ﬁﬂ)

B r
burada % 0+[yn(f)] dir ve A(§) Dbelirsiz Lagrange ¢arpan1 Ve

belirlenecektir. kesirli iterasyon teoremi ile,

8Ynt1(6;7) = Sy (1) + 16 <d J;T;f i + yu(§; r)) (d&)F =

r(ﬁ+1)

(1 + Ag=e)0yn () = o [ (A +2) Sy (E7) ()P,

r(ﬁ+1)

87,4, (67) = 87,(7) +—— [¥2(€) (d 2 5, r)) ()P =

r(ﬁ+1)

_ (5] B
(14 Ae=)87,067) = s fo (28 +2) 67, &) @),
bulabiliriz. Dikkat edelim ki §y_ (0;7) = 0 ve 6y, (0;7) = 0 dir. A(£)’in,
(3] _
1+ ey veldy —A1=0,
tatmin edilmesi gerekir. Benzer bir sonugta, 1(¢) kolaylikla

A(€) = —Ep1((€ —x)F), (4.18)

belirlenebilir. Dolaysiyla, (4.17) denklemi i¢in asagidaki iterasyon formiilleri
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X Byn(&:r
%ﬁﬁmﬂ=zﬂmﬂ—ﬁﬁ5gﬁmﬂf—@ﬂ(dif)+m@mﬁaﬁw

Pnra57) = Yn(x5) = v Jo B (€ = 0)F) (d f{}(; A T)) (@)

elde edebiliriz. Diger tarafta, eger (4.18) denkleminde Yn (x;7) vey, (x;7) bir siirh

varyasyon gibi kontorol edilirse, benzer bir sekildede,
1+ Alg—x ve Agﬁ) =0,

Lagrange carpanini elde edebiliriz. Benzer bir sonugta, genel ¢arpani

@) = -

elde edilir. Bu degeri Lagrange carpaninin yerine koyarak

dPyn(&m)

Ynr1(67) = yu(x;7) — r(ﬁﬂ)fx( 2P +yn(€:r)>(d€)”’

ary,(&r)

wm@ﬂ—y@ﬂ,mmﬁ<@ﬁ+y@ﬂyﬁw

elde edilir. Ve

Yo(x;7) = (0.5 + 0.57),

Y, (x;7) = (1.5 - 0.57),

ile baglayarak
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y1 (1) = (0.5 +0.57) [1 - —— [~ (dfﬁ(1)+1)(df)/3] (0.5 +0.57) (1 -

r(g+1)-o

r(;il))’

y,(67) = (15 =057 [1 - s [ (355 3(1)+1)(d€)ﬁ]—(15 05r) (1-

r(;in)’

Xz(x; r) =

(0.5+0.57) [1 B r(;in B r(ﬁ1+1) s (% (1 a r(f:rn) 1 F(ﬁ+1)) (d f)ﬁ]

xP xP

(0.5+0.57) [1 - r(;+1) + r(g+1) rB+1) + reg+nl ~ = (05 +0.57) (1 B r(B+1) T
r(z[zflin)'

y,(6r) =

(1.5 -05r)[1- r(;’il) — (% (1- F(giﬂ) +1- mm)) (d§)P| =

(1.5 - 0.57) [1 - r(;il) + r(;il) - F(;il) + F(;‘;il) = (1.5-0.57) (1 - eV
r(zZ’iD)'

elde edilir. n. yaklasik ¢oziimler tam seri ¢éziimiine yakinsar. Dolaysila, fuzzy yaklagik

¢Oziimler Z(x; r) = lim,_ Xn(x; r)vey(x;r) = lim,_, Y, (x;7) elde edilir.
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0z

05

Sekil 4.5. Tam ¢oziim

Sekil 4.6. § = 0.5 ve n = 10 i¢in fuzzy yaklasik ¢oziimler



Cizelge 4.13. Fuzzy yaklasik ¢oziim y(x;1) = y;0(x;7),0 <r <1

99

yGem)

r YTram
> 0.0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0 | 0.5000 | 0.5500 | 0.6000 | 0.6500 | 0.7000 | 0.7500 | 0.8000 | 0.8500 | 0.9000 | 0.9500 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 03618 | 0398 | 0.4341 | 0.4703 | 0.5065 | 0.5427 | 0.5789 | 0.615 | 0.6512 | 0.6874 | 0.7236 | 0.7236
0.2 | 0.3219 | 0.3541 | 0.3863 | 0.4185 | 0.4507 | 0.4828 | 0.5150 | 0.5472 | 0.5794 | 0.6116 | 0.6438 | 0.6438
03 | 0.296 | 03256 | 0.3552 | 0.3848 | 0.4144 | 0.4440 | 0.4736 | 0.5032 | 0.5328 | 0.5624 | 0.5920 | 0.5920
0.4 | 0.2768 | 0.3045 | 0.3322 | 0.3599 | 0.3875 | 0.4152 | 0.4429 | 0.4706 | 0.4983 | 0.5259 | 0.5536 | 0.5536
0.5 | 0.2616 | 0.2878 | 0.3139 | 0.3401 | 0.3663 | 0.3924 | 0.4186 | 0.4447 | 0.4709 | 0.4971 | 0.5232 | 0.5232
0.6 | 0.2491 | 0.2740 | 0.2989 | 0.3238 | 0.3487 | 0.3736 | 0.3985 | 0.4235 | 0.4484 | 0.4733 | 0.4982 | 0.4980
0.7 | 0.2385 | 0.2624 | 0.2862 | 0.3101 | 0.3339 | 0.3578 | 0.3817 | 0.4055 | 0.4294 | 0.4532 | 0.4771 | 0.4767
0.8 | 0.2295 | 0.2524 | 0.2754 | 0.2983 | 0.3213 | 0.3442 | 0.3672 | 0.3901 | 0.4131 | 0.436 | 0.4590 | 0.4582
0.9 | 02217 | 0.2439 | 0.2661 | 0.2882 | 0.3104 | 0.3326 | 0.3547 | 0.3769 | 0.3991 | 0.4213 | 0.4434 | 0.4420
1.0 | 0.2150 | 0.2365 | 0.2580 | 0.2795 | 0.3010 | 0.3225 | 0.3440 | 0.3655 | 0.3870 | 0.4086 | 0.4301 | 0.4276

Cizelge 4.14. Fuzzy yaklagik ¢oziim y(x;7) =y, (x;7),0<r <1
y(G; )

r Yram
> 0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0.9 1.0
0.0 | 1.5000 | 1.4500 | 1.4000 | 1.3500 | 1.3000 | 1.2500 | 1.2000 | 1.1500 | 1.1000 | 1.0500 | 1.0000 | 1.0000
0.1 | 1.0854 | 1.0492 | 1.0130 | 0.9768 | 0.9407 | 0.9045 | 0.8683 | 0.8321 | 0.7959 | 0.7598 | 0.7236 | 0.7236
02 | 0.9657 | 0.9335 | 0.9013 | 0.8691 | 0.8369 | 0.8047 | 0.7725 | 0.7404 | 0.7082 | 0.676 | 0.6438 | 0.6438
03 | 0.8880 | 0.8584 | 0.8288 | 0.7992 | 0.7696 | 0.7400 | 0.7104 | 0.6808 | 0.6512 | 0.6216 | 0.5920 | 0.5920
0.4 | 0.8304 | 0.8028 | 0.7751 | 0.7474 | 0.7197 | 0.6920 | 0.6643 | 0.6367 | 0.6090 | 0.5813 | 0.5536 | 0.5536
0.5 | 0.7848 | 0.7587 | 0.7325 | 0.7063 | 0.6802 | 0.6540 | 0.6279 | 0.6017 | 0.5755 | 0.5494 | 0.5232 | 0.5232
0.6 | 0.7473 | 0.7224 | 0.6975 | 0.6725 | 0.6476 | 0.6227 | 0.5978 | 0.5729 | 0.5480 | 0.5231 | 0.4982 | 0.4980
0.7 | 0.7156 | 0.6917 | 0.6679 | 0.644 | 0.6202 | 0.5963 | 0.5725 | 0.5486 | 0.5248 | 0.5009 | 0.4771 | 0.4767
0.8 | 0.6885 | 0.6655 | 0.6426 | 0.6196 | 0.5967 | 0.5737 | 0.5508 | 0.5278 | 0.5049 | 0.4819 | 0.4590 | 0.4582
0.9 | 0.6651 | 0.6430 | 0.6208 | 0.5986 | 0.5765 | 0.5543 | 0.5321 | 0.5099 | 0.4878 | 0.4656 | 0.4434 | 0.4420
1.0 | 0.6451 | 0.6236 | 0.6021 | 0.5806 | 0.5591 | 0.5376 | 0.5161 | 0.4946 | 0.4731 | 0.4516 | 0.4301 | 0.4276

Ornek 4.8. Asagidaki fuzzy kesirli Riccati diferansiyel denklemi
CDery(x) =2y(x) —y?(x)+1, 0<x,0< B < 1’ (4.19)

y(0) =[0]" =[r-11-r]

g0z Oniine alalim.
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: .. e _ 1
B = 1ise (4.18)’in tam ¢oziimii y(x) = 1 + V2 tanh (\/Ex +-log (\/’+1)) dir.

y(x)’in genisletilmesi Taylor agilimini kullanarak x = 0 hakkinda

_ 2 _x%_xt 7x%  7x® | ossxT  7ax®
y(x)=x+x T3 = 45+315+315+ . (4.20)

verilmistir. Varyasyon iterasyon yontemi ile (4.19)’un diizeltme fonksiyonunu ortaya
cikarabiliriz

Y1 (7)) = yu (7)) + r(,B+1)f A(§) (d Z’;(; i =2y (&) + y2 (6 7) — 1) (d§)P

2 (S22 - 257,60 + 7,060 - 1) @o)F

yn+1(X; r) = yn(x; )+ r(ﬁ+1)

burada % CDE [y,,(&)]" dir. Bu sabit kosullar '(§) =0, 1+ A(&) = 0 elde
edilir,

AG) = -1
Bu degeri Lagrange carpanin yerine koyarak

B r
Yna(67) = Y1) = i [ (SR = 23 (61 + 726 — 1) (@)

a7 = 7, G6m) = s [ (L2 55 (6 47,260 — 1) @)

elde edilir. Ve

Yolx;7) = (r = 1) —r(;m,

ile baglayarak

) _ xﬁ 1 X dﬁ fﬁ _
) =0 -~ e Js (@ <(T - F(ﬁ+1>> <( )F(3+1)>

2
((r— )mm)) )(df)ﬁ (=1 - mjﬂ)f ((r—l)—Z(r—

Dt =1 = 1) ([dE)F = (r — D) — (r — 1)
r(g+1 @+’ F(ﬁ’+1) F(l?+1)
_ 2B _ (r — 1)2 rp+1) 3B xB _ xB
2(r )F(2B+1) r=1 (r(g+1)°rGEp+1 XA r(g+1 rp+1) +
2(r — 1) x2B _ (r —1)2—TCB*D  ,3p

F(2ﬁ+1) (r(ﬁ+1))2r(3ﬁ+1)
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y(r)=Q0-7) F(/?+1) r(/31+1)f (dd:ﬁ <( -7 F(B+1)> <(1 - F(/5’+1)>

<(1 —7) r(ﬁ+1)> - 1) doFf =1 —-1) r(ﬁﬂ) r(ﬁlﬂ)f <(1 —r) —2(1-

B
X
—(1-7r) TGD +

)i +U—ﬂL—ﬁLrﬂ>maﬁ 1-r

r(g+1) (r(g+1) F(ﬁ+1)

2(1-71) r(zﬁ+1) (F(ﬁ+1))21~(3/§+1)x + r(g+1) r(B+1) +

2(A=7) r(z;%+1) (r(g+1))°r@3p+1)

X — (r — 1)? r(2[5;+1) 3B _
F(2B+1) (r(g+1)) r@3p+1)

+2(r—1)

Y2 (1) = r([f ey

1 x(af (¢ _ 26 _ r@p+1) 3;;)_
F(ﬁ+1)f° <ds‘ﬁ (F(ﬁ+1)+ (r )F(2ﬁ+1)€ (r—1)° (r(B+1))2r(3B+1)€

28 r(2p+1) 3;;) < ¢k
r(2ﬁ+1)5 (r—1)* (I"(B+1))21"(3B+1)€ et

52[3 —(r- ) 1"(2[5;+1) 53[2)2 _ )(df)ﬁ —

gﬁ
2 (mm) +2(r—1)

20 =D +

F(2B+1) (r(g+1)r@p+1) F(B+1)

1 r(2p+1) 1
2(r—1 26 — (r — 1)? 3B — —— (1 2(r —
(r )F(2ﬁ+1)x (r ) (F(B+1))21‘(3,8+1)x F(B+1)f +2(r

D

-1 — g 24— 1) 4

F(ﬁ+1) (I"(B 1)° r(g+1) F(2ﬁ+1)

_1)2 rp+1) 3B £ _1\2 4B 4
2(r—1) (r(ﬁ+1))2r(3ﬁ+1)5 +(r(ﬁ+1))2+4(r 1) (r(23+1))5 + (-

1)4 (F(2ﬁ+1))2 56B+4(T’— )

4 . 533 _
(r(g+1) (ra@p+v)

F(ﬁ+1)1‘(2ﬁ+1)

2(r — 1)2 r@p+1) 4B _ 3 Sﬁ_ ) B —
(r ) (r(ﬁ+1))3r(3ﬁ+1)f 4r—-1) (r(g+1) r(3,8+1)f () F(B+1)+
40 = Vi~ Gamyerars

Z(T 1) (r(B+1))2r(4p+1) x 4(T 1) r(B+rp+1)r4p+1) X + 2(7"

FQﬁ+n
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)* (r(gfi:)€;Z;;$ﬁ;z;g+1) f-atr -1 (r(ﬁfg)/i;g;ﬂﬂ) X+ 4(r —

y (r(,mfﬁ?f;fimmx“ D
yz(x; r) = r(ﬁ+1) +2(1- )F(2ﬁ+1) x?F - (1- (F(ﬁ:f)z)1§;23ﬁ+1) x3F —
ﬁf(f <% (r(éin +2(1 - )F(2ﬁ+1) ¢F -~ (F(/?fl()z)/iiglﬂl) 533) B
2 (r(;in +21-1) r(2ﬁ+1) EZB -@- (F(Bfl()z)/i;Z;ﬁ+1) ";3[3) + (r(zljrﬂ +

2
2 1_ ZB_ 1_ 2 F(Zﬁ‘l‘l) 3'8) _ 'B _
( )F(2B+1)f ( r) (F(B+1))2F(3ﬁ+1)f () F(B+1) +
2(1 - x2P — (1 — )2 —L2B+D) T (1 2(1 -
( )F(ZB 1) ( r) (r(ﬁ+1))2r(3ﬁ+1)x F(B+1)f +2(
B _ N SR~ P L S 26 4
)F(ﬁ+1)€ (1-7) (F(ﬁ n)* 2¢ F(B+1) 4(1 )F(2ﬁ+1)€
2B
2(1—71)2—LCBD  e3py f L a(1—r)—L ety
( ) (r(/}+1))2r(3[3+1)5 (1"(ﬁ’+1))2 ( ) (rez [5’+1))2€Z +(-
4 (1"(2,/3+1))2 6B _ 38 _
N ey rasys | A0 )F(ﬁ+1)F(2ﬁ+1)€
2(1 — )2 r2p+1) 4B _ 4(1 — 1)3 1 56 _ 1 ) B _
( r) (r(ﬁ+1))3r(3ﬁ+1)f ( r) (1"([>’+1))21"(3ﬁ+1)f () F(B+1) +
F(2B+1) T 4(1 T) 1"(3[>’+1)x (r(ﬁ+1))2r(3ﬁ+1)x
2(1-1) (TB+)2r@ap+1) ™ 41-1) rgrOragroragin T 21

2 rp+1rp+1) 58 _ 4(1 — 1)2 r{p+1) 5B 4 A4(1 —
" (r<ﬁ+1))3r<sﬁ+1>r(5ﬁ+1)x -7 (r(B+1)2r(58+1) + 4(

3 r(sg+1) 68 _ (1 _ 4 (r2p+1)°r(6p+1) 7B
Y r@rrasorent . AT Ga resyrogn Y

elde edilir. n. yaklagik ¢oziimler tam seri ¢dzliimiine yakinsar. Dolaysila, fuzzy yaklasik

¢oziimler y(x; 1) = limyLe ¥ (x;7) Ve y(x; 1) = limy,L ¥, (x; 1) elde edilir.
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0.8+

0.6+

Sekil 4.14. Tam ¢6ziim

eSS ans
g
e

Sekil 4.15. f = 0.5 ve n = 3 i¢in fuzzy yaklasik ¢oziimler
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Cizelge 4.13. Fuzzy yaklasik ¢6ziim y(x;1) = y;(x;7),0<r <1

y(G; 1)

Yram
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.0 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.4836

0.1 | 0.4408 0.4514 | 0.4615 | 0.4712 | 0.4804 | 0.4891 | 0.4974 | 0.5053 | 0.5128 | 0.5198 | 0.5265 | 0.6652

0.2 | 0.5687 0.6044 | 0.6375 | 0.6679 | 0.6959 | 0.7215 | 0.745 | 0.7663 | 0.7857 | 0.8032 | 0.8190 | 0.8591

0.3 | 0.5704 0.6490 | 0.7199 | 0.7835 | 0.8402 | 0.8905 | 0.9348 | 0.9736 | 1.0072 | 1.0361 | 1.0607 | 1.0586

0.4 | 0.4529 0.5971 | 0.7243 | 0.836 0.9332 | 1.017 1.0885 | 1.1488 | 1.1987 | 1.2393 | 1.2713 | 1.2558

0.5 | 0.2082 0.4455 | 0.6519 | 0.8298 | 0.9814 | 1.109 | 1.2148 | 1.3009 | 1.3691 | 1.4213 | 1.4593 | 14432

0.6 | -0.1770 | 0.1864 | 0.4988 | 0.7641 | 0.9864 | 1.1698 | 1.3181 | 1.4348 | 1.5234 | 1.5871 | 1.6289 | 1.6148

07 | -0.7200 | -0.191 | 0.2589 | 0.6362 | 0.9480 | 1.2007 | 1.4006 | 1.5535 | 1.6647 | 1.7397 | 1.7831 | 17667

0.8 | -1.4370 | -0.698 | -0.075 | 0.4419 | 0.8644 | 1.2018 | 1.4636 | 1.6587 | 1.7953 | 1.8812 | 1.9239 | 1.8970

0.9 | -2.3480 | -1.348 | -0.512 | 0.1765 | 0.7333 | 1.1726 | 1.5077 | 1.7517 | 1.9165 | 2.0133 | 2.0527 | 2.0061

10 | -3.4710 | -2.155 | -1.061 | -0.166 | 0.5520 | 1.1119 | 15331 | 1.8334 | 2.0295 | 2.1371 | 2.1706 | 2.0953

Cizelge 4.14. Fuzzy yaklagik ¢ozim y(x;7) = y,(x;7),0<r <1

y(x;r)

0.0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 10 | Yrem

0.0 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.4836

0.1 | 05754 | 05718 | 0.5680 | 0.5639 | 0.5595 | 0.5548 | 0.5498 | 0.5445 | 0.5389 | 0.5329 | 0.5265 | (.6652

0.2 | 0.9009 | 0.8976 | 0.8935 | 0.8883 | 0.8822 | 0.8749 | 0.8665 | 0.8567 | 0.8456 | 0.8331 | 0.8190 | 0.8591

03 | 1.1338 | 1.1366 | 1.1377 | 1.1370 | 1.1342 | 1.1292 | 1.1217 | 1.1113 | 1.0979 | 1.0811 | 1.0607 | 10586

0.4 | 1.2870 | 1.3013 | 1.3134 | 1.3229 | 1.3293 | 1.3322 | 1.3309 | 1.3248 | 1.3134 | 1.2958 | 1.2713 | 12558

0.5 | 1.3664 | 1.3972 | 1.4257 | 1.4511 | 1.4726 | 1.4892 | 1.4999 | 1.5035 | 1.4989 | 1.4846 | 1.4593 | 1.4432

0.6 | 1.3762 | 1.4280 | 1.4777 | 1.5244 | 1.5666 | 1.6029 | 1.6315 | 1.6506 | 1.6581 | 1.6517 | 1.6289 | 16148

0.7 | 1.3203 | 1.3965 | 1.4718 | 1.5447 | 1.6131 | 1.6750 | 1.7276 | 1.7681 | 1.7933 | 1.7996 | 1.7831 | 1.7667

0.8 | 1.2020 | 1.3055 | 1.4101 | 1.5136 | 1.6134 | 1.7065 | 1.7892 | 1.8572 | 1.9059 | 1.9300 | 1.9239 | 18970

0.9 | 1.0246 | 1.1575 | 1.2944 | 1.4325 | 1.5686 | 1.6984 | 1.8171 | 1.9187 | 1.9969 | 2.0443 | 2.0527 | 2.0061

1.0 | 07911 | 0.9549 | 1.1265 | 1.3028 | 1.4796 | 1.6514 | 1.8119 | 1.9534 | 2.0671 | 2.1432 | 2.1706 | 20953
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5. TARTISMA ve SONUC

Uygulamali bilimlerde karsilagilan bircok matematik modelin analitik ¢6ziimii ¢ok zor
veya imkansiz olabilir. Bu durumda yaklasik ¢oziimler kullanilir. Son zamanlarda
yapilan calismalarin ¢ofunda yaklagik ¢oziime sahip sayisal yontemler 6n plana
cikmaktadir. Ozellikle hizli sonug veren, algoritmasi kolay hazirlanabilen ve hassasiyeti
yiiksek olan yontemler son derece ilgi ¢ekici olup hem zamandan hem de maliyetten
tasarruf saglamaktadir. Bu durum o6zellikle nonlineer modellerde daha ¢ok Onem

tasimaktadir.

Bu tezde, fuzzy kesirli diferansiyel denklemleri fuzzy Laplace doniisimii, modifiye
edilmis kesirli Euler yontemi ve varyasyonel iterasyon yontemleri ile yaklasik olarak
cozdiik. Fuzzy Laplace doniisiimii boliimiinde, Riemann-Liouville ve Caputo-tipi H-
tiirevlenebilirligi altinda 0 < 8 < 1 mertebeli fuzzy kesirli diferansiyel denklemleri
¢ozmek i¢in fuzzy Laplace doniisiimler incelenmistir. Bu amagla, Riemann-Liouville ve
Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligin Hukuhara farkliligina dayali tanitildi ve Kesirli tiirev
Laplace doniisiimiin tiirev teoremleri (Teorem 3.1.1.1 ve Teorem 3.1.2.1) seklinde
tartigildi. Sonra, Riemann-Liouville ve Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligin altinda fuzzy
kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6zlimiinii arastirmak i¢in kesirli bir tarzda bilinen bazi
ornekler ¢oziildii. fuzzy Laplace doniisiimii linear diferensiyel denklemin ¢ozlimiinde,
diger yontemlere gore hem daha 1yi sonuglar vermis hem de ¢dziime daha kolay
ulastirmigtir. Cizelge ve sekillerden anlagilacag: lizere, fuzzy Laplace doniisiimii linear
diferensiyel denklemin ¢oziimiinde diger yontemlere gore daha etkili bir yontemdir.
Modifiye edilmis kesirli Euler yontemi boliimiinde de, modifiye edilmis kesirli Euler
yontemi € (0,1) mertebeli fuzzy kesirli baslangi¢c deger problemini ¢dzmek i¢in goz
Ontine alinmistir. Modifiye edilmis kesirli Euler yonteminde caputo-tipi fuzzy kesirli
tirevleri uygulanmistir. Taniminda € (n — 1,n),n € N’ye genisletilebilir. Buna ek
olarak, bilinen ve daha basit bir yontem olarak modifiye edilmis kesirli Euler metodu ile
lineer olmayan fuzzy kesirli baglangic deger problemini ¢ozmek igin fuzzy kesirli

diferansiyel denklemi ¢6zmek tercih edilmistir. Varyasyonel iterasyon yontemide
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Caputo-tipi kesirli tiirevleri ile verimli, dogru ve fuzzy kesirli diferansiyel denklemlerin

¢ozimi i¢in uygun oldugunu ortaya koymaktadir.

Sonug olarak benzerlerinden daha etkili olan fuzzy Laplace donilisimii yontemi
giniimiizde ¢okga karsilasilan bir¢ok Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligin altinda fuzzy
kesirli linear diferansiyel denklemlerin ¢éziimiine ve modifiye edilmis kesirli Euler
yontemi giinlimiizde ¢okga karsilasilan bir¢ok Caputo-tipi H-tiirevlenebilirligin altinda
fuzzy kesirli nonlinear diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine yardimei olmaya aday yeni

ve oldukga etkili bir yontemlerdir.
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