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1. GİRİŞ 

19. yüzyılın sonlarında özellikle diferansiyel denklemlerin çözümlerine yaklaşmak için 

kullanılan sabit nokta teorisi ile ilgili çalışmalar üç ayrı başlık altında toplanabilir. 

Bunlar 1912 yılında Brouwer sabit nokta teoremi ile gelişmeye başlayan topolojik sabit 

nokta teorisi, Tarski sabit nokta teoremi ile başlayan ayrık sabit nokta teorisi ve 1922’de 

Banach sabit nokta teoremi ile gelişen metrik sabit nokta teorisidir. 

Banach’ın literatürde ‘Daraltan Dönüşüm Prensibi’ olarak bilinen yöntemi matematikte 

bazı problemlerin çözümlerinin varlık ve tekliğini garanti etmek için sıkça kullanılan bir 

araç olmuştur. Bu yöntem birçok araştırmacı tarafından genelleştirilmiştir. 1969 da 

Nadler, Hausdorff metriğini kullanarak küme değerli dönüşümler için daraltan 

dönüşümü tanımlayıp buna bağlı olarak Banach’ın daraltan dönüşüm prensibinin küme 

değerli versiyonunu ispatlamıştır. Küme değerli dönüşümler için sabit nokta teorisi, 

Nadler’in bu teoreminden sonra gelişmeye başlamıştır. Tek değerli dönüşümler için 

mevcut sabit nokta teorisine paralel olarak küme değerli dönüşümler için sabit nokta 

teorisinin de diferensiyel ve integral denklemler, kontrol teorisi, konveks optimizasyon 

ve ekonomi alanlarında çeşit uygulamaları ortaya çıkmıştır. 

Küme değerli sabit nokta teorisindeki öne çıkan çalışmalar, Markin’in 1973 yılında 

Hilbert uzayında yaptığı ve Browder’ın 1976 yılında zayıf sürekli duality dönüşümlere 

sahip uzaylarda yaptığı çalışmalardır. 1978 yılında Lami Dozo, bu sonuçları Opial 

şartını sağlayan bir Banach uzaylarına genelleştirmiştir. Diğer taraftan 1974’te Lim, 

düzgün konvesk Banach uzayında tanımlı küme değerli genişlemeyen dönüşümler için 

bir sabit nokta teoremi vermiştir.1990 da Kirk ve Massa, herhangi bir Banach uzayında 

sabit noktanın varlığını ispatlayarak Lim’in verdiği teoremi genelleştirmişlerdir. 1998 

yılında ise Mizoguchi ve Takahashi bazı daraltan şartlar altında küme değerli 

dönüşümler için sabit noktanın varlığını göstermişlerdir.  
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Sastry and Babu (2005), Mann ve Ishikawa iterasyonlarının küme değerli  dönüşümler 

için iterasyon şemasını ve Jung (2007) de,  Halpern iterasyonunu küme değerli  

dönüşümler için iterasyon şemasını teşkil etmişlerdir. Panyanak (2007) de, Sastry and 

Babu (2005)’nun sonuçlarını düzgün konveks Banach uzaylarına, Song and Cho (2011), 

Jung’ın sonuçlarını Reflexive bir Banach uzayına genelleştirmişlerdir. 

Sahahzad and Zegeye (2009) da, küme değerli quasi genişlemeyen dönüşümler için 

Sastry and Babu (2005), Song and Wang (2008) ve Panyanak (2007)’ın sonuçlarını 

genelleştirmişlerdir. Cholamjiak ve Suantai (2010) da, Suantai (2012) de küme değerli 

quasi genişlemeyen dönüşümler için yeni iterasyon şemaları teşkil etmişlerdir. 

Biz bu tezde önce küme değerli dönüşümler için yeni üç adım iterasyon şeması teşkil 

ettik. Düzgün konveks Banach uzaylarında tanımlı küme değerli genişlemeyen 

dönüşümler için güçlü ve zayıf yakınsama teoremleri verdik. Ayrıca yukarda 

bahsettiğimiz üç adım iterasyon şemasının hata terimli versiyonunu quasi genişlemeyen 

küme değerli dönüşümler için de teşkil ederek bu tip dönüşümler için yine güçlü ve 

zayıf yakınsama teoremleri ispatladık. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Tezimizin ilk bölümünde, ileride kullanacağımız temel tanım ve kavramları vereceğiz. 

Tanım 2.1.1:    boş olmayan bir küme olsun.         fonksiyonu her         

için 

(M1)   (   )        , 

(M2)   (   )   (   ),                                

(M3)  (   )   (   )   (   ) 

şartları sağlanıyorsa   ye   üzerinde bir metrik ve   ile birlikte   e metrik uzay denir 

ve    (   ) ile gösterilir.  

Tanım 2.1.2: (   ) bir metrik uzay,      ve     bir reel sayı olsun. 

a)  (    )  {     (    )   } kümesine    merkezli ve   yarıçaplı açık yuvar, 

b)   ̅(    )  {     (    )   } kümesine    merkezli ve   yarıçaplı kapalı 

yuvar, 

c)   (    )  {       (    )   } kümesine    merkezli ve   yarıçaplı delik 

yuvar ve 

d)  (    )  {     (    )   } kümesine    merkezli ve   yarıçaplı yuvar yüzeyi 

denir. 

 (    )  {     (    )   } açık yuvarına bazen    ın   civarı veya komşuluğu 

da denir. 
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Tanım 2.1.3: (   ) bir metrik uzay ve     olsun. Her     için  (   )    

olacak şekilde bir   pozitif sayısı varsa   ya   in açık alt kümesi denir.   in   alt 

kümesinin   deki tümleyeni yani       ,   de açıksa   ye kapalı küme denir. 

Tanım 2.1.4: (   ) bir metrik uzay ve (  ),   de bir dizi olsun. 

   
   

 (    )    

olacak şekilde bir     varsa, (  ) dizisine   de yakınsak denir ve   e de, (  ) 

dizisinin limiti adı verilir. lim         veya      simgelerinden biri ile gösterilir. 

Tanım 2.1.5: (   ) bir metrik uzay ve (  ) bu uzayda bir dizi olsun. Herhangi bir 

    için        olduğunda  

 (      )    

olacak şekilde bir        ( ) sayısı varsa, (  ) dizisine Cauchy dizisi denir.   deki 

her Cauchy dizisi yakınsak ise yani        ise (   ) metrik uzayına tam metrik 

uzay denir. 

Tanım 2.1.6: (   ) bir metrik uzay olsun.   deki her dizi yakınsak bir alt diziye 

sahipse,   uzayına kompakt metrik uzay denir. 

Tanım 2.1.7: (   ) ve (   ) iki metrik uzay,       bir dönüşüm ve      olsun. 

Her bir     sayısı için, 

 (    )    olduğunda   ( ( )  (  ))    

veya denk bir ifade ile 
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 ( (    ))   ( (  )  ) 

olacak şekilde bir     sayısı varsa   ye    noktasında süreklidir denir.  ,   in her 

noktasında sürekli ise   ye   de süreklidir denir. 

Tanım 2.1.8:   boş olmayan bir küme ve τ,   in alt kümelerinin bir ailesi olsun.  

T1)       dur. 

T2) τ ya ait keyfi sayıdaki kümenin birleşimi τ ya aittir. 

T3) τ ya ait sonlu sayıda kümenin kesişimi  τ ya aittir. 

şartları sağlanıyorsa, τ ya   üzerinde bir topoloji denir. Bu τ topolojisi ile beraber   e de 

topolojik uzay adı verilir ve (   ) ile gösterilir. 

(   ) metrik uzayının tüm açık alt kümelerinin ailesi τ olsun. Bu durumda τ ailesi   de 

bir topolojidir. Bu topolojiye metrik topoloji denir. O halde, her metrik uzay bir 

topolojik uzaydır. 

Tanım 2.1.9: (   ) topolojik bir uzay ve     olsun.   in   alt kümesi aşağıdaki 

şartları sağlıyorsa   ye   in bir civarı (komşuluğu) denir. 

a)     dir. 

b)       olacak şekilde     vardır. 

Bu tanıma göre   i ihtiva eden ve   de ihtiva edilen açık bir küme varsa   ye   in civarı 

denir.       de özel olarak     alınırsa   i ihtiva eden her açık küme   in bir 

civarı olur. 

Tanım 2.1.10:  ,   (  veya ℂ ) cismi üzerinde bir lineer uzay ve     olsun. Her 

      için 
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  {         (   )       }    

ise,   kümesine konvekstir denir. 

Tanım 2.1.11:   bir lineer uzay olsun. ‖ ‖     fonksiyonunun   deki değerini 

‖ ‖  le gösterelim. Bu fonksiyon için 

N1)  ‖ ‖       , 

N2)  ‖  ‖  | |‖ ‖ (   ) 

N3)  ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  

şartları sağlanıyorsa, ‖ ‖ fonksiyonuna   de norm ve   ye de bu normla birlikte normlu 

uzay adı verilir ve (  ‖ ‖) ile gösterilir. 

(  ‖ ‖) normlu uzay olsun.  (   )  ‖   ‖ olarak tanımlanan   metriğine, norm 

metriği denir. Her normlu uzay bir metrik uzaydır. Norm metriğine göre açıkların   

ailesi   için bir topolojidir. Bu topolojiye norm topolojisi denir. Normlu uzaylar aynı 

zamanda topolojik uzaylardır. 

Tanım       :   bir normlu lineer uzay olsun.   de tanımlı tüm sürekli ve reel değerli 

lineer fonksiyonellerin kümesini  (   ) ile gösterelim. Yani  (   )  {        

    ineer ve  üre li} olsun.      ve        (   ) için  

(     )( )    ( )    ( ), (   )( )      ( ) 

ve   

‖ ‖     {| ( )| ‖ ‖   } 

olarak tanımlanırsa  (   ) bir normlu lineer uzay oluşturur. Bu  (   ) uzayına   in 

topolojik duali denir ve    ile gösterilir. 
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Tanım     13:  (  ‖ ‖) bir normlu uzay ve (  ),    de bir dizi olsun. Eğer 

lim
   

‖    ‖    

olacak şekilde bir     varsa, (  ) dizisi   e kuvvetli yakınsar (veya norma göre 

yakınsaktır) denir ve bu durum  

lim
   

     

ya da kısaca      ile gösterilir. Burada   noktasına (  )  dizisinin kuvvetli limiti adı 

verilir. 

Tanım     14:    normlu uzay ve (  ),    de bir dizi olsun. Eğer her      için,  

lim
   

 (  )   ( ) 

olacak şekilde bir     varsa, (  ) dizisi   e zayıf yakınsar denir ve       şeklinde 

yazılır. Burada   e,  (  ) dizisinin zayıf limiti adı verilir. 

Kuvvetli yakınsaklık ile zayıf yakınsaklık arasındaki ilişkiyi gösteren teoremi verelim. 

Teorem 2.1.15:    normlu uzay ve (  ),   de bir dizi olsun. Bu durumda, 

(a)  (  )  kuvvetli yakınsak ise aynı zamanda zayıf yakınsaktır. 

(b)  im( )    ise, (  ) nın zayıf yakınsaklığı kuvvetli yakınsaklığını gerektirir 

(Kreyszig 1989). 

Tanım 2.1.16:   normlu uzay olsun.  , norm metriğine göre tam ise   ye Banach 

uzayı denir. 
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  nin normlu reel veya kompleks lineer uzay oluşuna göre Banach uzayına, reel veya 

kompleks Banach uzay adı verilir. Matematiksel açıdan en önemli metrik uzaylar tam 

olan metrik uzaylardır. Böylece en önemli normlu uzaylar, Banach uzaylardır. 

Tanım 2.1.17:  ,   cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 〈  〉       fonksiyonu her 

         ve     için 

İ1) 〈   〉    ve 〈   〉        

İ2) 〈   〉  〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

İ3) 〈    〉   〈   〉 

İ4) 〈     〉  〈   〉  〈   〉 

şartlarını sağlıyorsa 〈  〉 fonksiyonuna iç çarpım fonksiyonu (veya iç çarpım) denir. 

Üzerinde iç çarpım fonksiyonunun tanımlandığı vektör uzayına iç çarpım uzayı (veya 

ön Hilbert uzayı) denir ve (  〈  〉) ile gösterilir. 

Tanım 2.1.18:   bir iç çarpım uzayı ve ‖ ‖, iç çarpım normu olsun.  (   )  

‖   ‖  √〈       〉 olarak tanımlanırsa, (   ) bir metrik uzay olur. İç çarpım 

normuyla tanımlanan bu   metriğine göre   iç çarpım uzayı tam ise,   ye Hilbert uzayı 

denir. 

Hilbert uzayları, özel bir normdan elde edilmiş Banach uzaylarıdır. Tezimizin bundan 

sonraki bölümlerinde Hilbert uzaylarını   ve Banach uzaylarını   ile göstereceğiz. 

Tanım 2.1.19:   bir Banach uzayı olsun. Eğer     olmak üzere her        

{    ‖ ‖   }  ve her   (   ) için  

‖(   )    ‖    
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şartı sağlanıyorsa,   Banach uzayına kesin konveks (strict convex) uzay denir (O’Regan 

et al. 2009). 

Bu tanım   deki    birim yuvarı yüzeyine ait birbirinden farklı   ve   noktalarının orta 

noktasının    de olmadığını gösterir. Bir başka deyişle, eğer        ve ‖ ‖  ‖ ‖  

‖(   )  ⁄ ‖ ise     dir. 

Örnek 2.1.20:      (   ),   (          )     olmak üzere ‖ ‖  

(∑   
  

   )  ⁄  normu verilsin. Bu durumda   kesin konvekstir. Bunu görmek için,  

  (         ) ve   (          ) 

olarak seçilirse    , ‖ ‖    ‖ ‖  iken ‖   ‖    dir. 

Örnek 2.1.21:      (   ),   (          )     olmak üzere ‖ ‖  |  |  

|  |    |  | normu verilsin. Bu durumda   kesin konveks değildir. Gerçekten 

  (          ) ve   (           ) olarak seçilirse    , ‖ ‖    ‖ ‖  

olduğu halde ‖   ‖    dir. 

  Banach uzayının normunun temel özelliği konveks olmasıdır. Yani her        ve 

  [   ] için  

‖(   )    ‖  (   )‖ ‖   ‖ ‖ 

şartını sağlamasıdır. Eğer     alınırsa   (   ) için bu ifade  

                     ‖(   )    ‖  (   )‖ ‖   ‖ ‖                           (2.1) 

şeklinde olur.   Banach uzayında    birim yuvar yüzeyini göz önüne alalım. Eğer 

       ve     ise, her   (   ) için (2.1) eşitsizliği  
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‖(   )    ‖    

eşitsizliğine dönüşür. Bu son ifade bize    birim yuvar yüzeyinin doğru parçası 

içermediğini ve dolayısıyla normun kesin konveks olduğunu gösterir.  

  normlu uzayının kesin konveksliği, ‖   ‖      olmak üzere        

noktalarını birleştiren doğru parçasının orta noktasının,    birim yuvar yüzeyinde 

olmadığını ifade eder, yani 

‖
   

 
‖    

dir. Böyle uzaylarda    birim yuvar yüzeyi ile (   )  ⁄  orta noktası arasındaki 

uzaklık, yani   ‖(   )  ⁄ ‖ hakkındaki bilgiye sahip değiliz.   ‖(   )  ⁄ ‖ 

uzunluğu hakkında daha fazla fikir sahibi olmak için, kesin konvekslikten daha güçlü 

bir özellik olan düzgün konveksliğe ihtiyaç vardır. 

Tanım 2.1.22:   bir Banach uzayı olsun. Her     ve ‖ ‖   , ‖ ‖    ve ‖  

 ‖    şartlarını sağlayan her       için 

 

 
‖   ‖     ( ) 

olacak şekilde bir  ( )    varsa,   ye düzgün konveks uzay adı verilir (Aksoy and 

Khamsi 1990). 

Bu tanım,        {    ‖ ‖   } ve ‖   ‖      için (   )  ⁄  orta 

noktasının    den bir   uzaklığında ve    kapalı birim yuvarının içinde olduğunu ifade 

eder. 
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Örnek 2.1.23: Her   Hilbert uzayı düzgün konvekstir. Gerçekten her       için 

paralel kenar kuralı 

‖   ‖   (‖ ‖  ‖ ‖ )  ‖   ‖  

eşitliğini verir.     olmak üzere        ve ‖   ‖    olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda 

‖   ‖       

eşitsizliği elde edilir ve eğer,  ( )    √  
  

 ⁄  olarak seçilirse 

‖
(   )

 
‖     ( ) 

olarak bulunur. O halde,   düzgün konveks uzaydır. 

Tezimizin bundan sonraki bölümlerinde düzgün konveks Banach uzaylarını   ile 

göstereceğiz. 

Örnek 2.1.24:    {    (            ) ve ∑ |  |    
   } ve    {    

(            ) ve {  }   
   ınırlı ır} uzayları sırasıyla ‖ ‖  ∑ |  |

 
    ve ‖ ‖  

   {|  |    } normlarına göre düzgün konveks uzaylar değildir. Bunu göstermek 

için,   (        ),   (          )     ve     olarak alalım. Bu durumda 

‖ ‖   , ‖ ‖   , ‖   ‖        
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dir. Ancak ‖
(   )

 
‖
 
   dir ve ‖

(   )

 
‖
 
     olacak şekilde bir     sayısı 

yoktur. Bu nedenle    düzgün konveks uzay değildir. Benzer şekilde,      ve    

(            ),   (            )     olarak alınırsa, 

‖ ‖   , ‖ ‖   , ‖   ‖        

olur. ‖
(   )

 
‖
 
   olduğundan,    uzayı düzgün konveks değildir. 

Aşağıdaki teorem kesin konveks ve düzgün konveks uzaylar arasındaki bağıntıyı 

göstermektedir. 

Teorem 2.1.25: Her düzgün konveks Banach uzayı, kesin konveks uzaydır (O’Regan et 

al. 2009). 

Örnek 2.1.26:      {    (            )  {  }   
   ı ıra ya ın a  ır} uzayı 

ve     olsun. Her   {  }     için ‖ ‖  normu   

                                                 ‖ ‖  ‖ ‖    (∑(
  
 
)
 

 

   

)

 
 ⁄

 

şeklinde tanımlansın. (   ‖ ‖ ) uzayı     için kesin konveks fakat düzgün konveks 

değildir. Eğer    uzayı alışılmış norm ile verilirse, kesin konveks uzay olmaz.  

Tanım 2.1.27:   bir lineer uzay olsun. Bir     için  

    
   ,    ( )   ( ) 
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şeklinde bir    fonksiyoneli tanımlayalım.   lineer olduğundan bu    fonksiyonelinin 

de lineer olduğu ya da diğer bir deyişle        olduğu kolayca görülebilir. Böylece 

bir     için bir        öğesinin var olduğu anlaşılır. Bu durumda 

       ,  ( )     

dönüşümü tanımlanabilir. Bu   dönüşümüne   uzayından     uzayı içine doğal 

dönüşüm adı verilir. 

Tanım 2.1.28:   normlu bir uzay olsun Bu durumda    doğal dönüşümü örten yani  

 ( )      

ise,   uzayına yansımalı (reflexive ) uzay denir.  

Tanım 2.1.29: (   ) metrik uzay olsun. Eğer     olmak üzere herhangi       için  

 (   )   (   )   (   ) 

olacak şekilde      var ve       ise, (   ) metrik uzayına metriksel konvekstir 

denir (Assad and Kirk 1972). 

Metrik konveks kavramı ilk olarak 1953’te K. Menger tarafından verilmiştir. 

Lemma 2.1.30: Eğer  , (   ) tam ve metriksel konveks metrik uzayınn boş olmayan 

kapalı bir alt kümesi ise, bu durumda herhangi     ve     için 

 (   )   (   )   (   ) 

olacak şekilde bir      noktası vardır (Assad and Kirk 1972). 
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Tanım 2.1.31:   konveks bir metrik uzay olsun. Eğer     ( )    olmak üzere   in 

kapalı konveks sınırlı alt kümesi için 

   {|   |    }      ( ) 

olacak şekilde bir     noktası varsa   konveks metrik uzayı normal yapılıdır denir 

(O’Regan et al. 2009). 

2.2. Metrik Projeksiyon ve Opial Şartı 

    normlu uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve     olsun. Eğer 

‖    ‖   (   ) 

olacak şekilde bir      elemanı varsa,    a x için en iyi yaklaşım denir. Burada 

 (   )        ‖   ‖ dir.   (   ) sayısına,   den   ye uzaklık denir.       

olmak üzere en iyi yaklaşımların kümesi  

  ( )  {    ‖   ‖   (   )} 

ile gösterilir. Bu durumda      K nin kuvvet kümesi olmak üzere N den    ye bir    

dönüşümü tanımlayabiliriz. Bu    dönüşümüne   üzerine metrik projeksiyon denir. 

Metrik projeksiyon, en yakın nokta dönüşümü veya proximity dönüşümü olarakta 

bilinir. 

Tanım 2.2.1:  ,   Banach uzayının boş olmayan konveks bir alt kümesi olsun. Eğer 

her      için en az bir     en iyi yaklaşım varsa   kümesine proximinal küme 

denir (Agarwal et al. 2009). 
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Teorem 2.2.2:   bir iç çarpım uzayı ve  ,   in tam ve konveks alt kümesi olsun. Bu 

durumda      keyfi fakat sabit olmak üzere 

  ‖    ‖     {‖   ‖    } 

olacak şekilde bir tek      vardır (Bayraktar 2000). 

İspat: Önce böyle bir       ın varlığını gösterelim. Bunun için 

‖    ‖    

olacak şekilde   da bir (  ) dizisinin olduğunu kabul edelim. İddia ediyoruz ki bu (  ) 

dizisi Cauchy dizisidir. Gerçekten, 

‖     ‖  ‖         ‖ 

olduğuna dikkat edilir ve paralel kenar kanunundan dolayı, 

‖(    )  (    )‖
  ‖(    )  (    )‖

   ‖    ‖   ‖    ‖
  

yazılırsa buradan  

‖     ‖
   ‖    ‖   ‖    ‖

  ‖(     )    ‖  

  ‖    ‖   ‖    ‖
   ‖

 

 
(     )   ‖

 

 

bulunur.   konveks olduğundan 

 

 
(     )  
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dır.   nın tanımından dolayı 

‖
 

 
(     )   ‖    

dır. Buradan 

‖     ‖
   ‖    ‖   ‖    ‖

      

elde edilir.       iken eşitsizliğin sağ tarafı                olur. O halde 

(  ),   da bir Cauchy dizisidir.   tam olduğundan uygun bir      için       dır. 

Bu taktirde           ve dolayısıyla ‖    ‖  ‖    ‖ dir. Limitin 

tekliğinden dolayı ‖    ‖    dır. 

Şimdi    ın tekliğini gösterelim. Farzedelim ki      ve ‖    ‖    dır. 

Göstermeliyiz ki       dır.  

‖      ‖
  ‖(    )  (    ) ‖  

                                                            ‖    ‖   ‖    ‖  ‖(     )     ‖  

                                                                    ‖ 

 
(     )  ‖

 
 

                                                                         

elde edilir. 

Önerme 2.2.3: X normlu bir uzay ve K, X in boştan farklı bir alt kümesi olsun. Bu 

durumda 

(a) Her     için   ( )    ise   proximinaldır. 

(b) Eğer   konveks bir küme ise en iyi yaklaşımlar kümesi de konvekstir (Takahashi 

1970).  



17 
 

 

Şimdi proximinal kümeler üzerine bazı temel sonuçlar verelim.  

Önerme 2.2.4:  ,   Banach uzayının proximinal bir alt kümesi olsun. Bu durumda   

kapalıdır (Takahashi 1970). 

İspat:   nın kapalı olmadığını farzedelim. O halde    ,     ve      olacak 

şekilde   da bir (  ) dizisi vardır. 

 (   )  ‖    ‖    

olduğundan,  (   )    olur.     olduğundan, her      için 

‖   ‖    

dır. Bundan dolayı   ( )    olur. Bu da   ( )    olmasıyla çelişir. 

Teorem 2.2.5:  ,   kesin konveks bir Banach uzayının boş olmayan konveks bir alt 

kümesi olsun. Bu durumda her     için,   en fazla bir en iyi yaklaşıma sahiptir 

(Reich 1984).  

İspat: Bir      için,         şeklinde en iyi yaklaşım olduğunu farz edelim. En iyi 

yaklaşımların kümesi konveks olduğundan, 
(     )

 
 de   için en iyi yaklaşımdır. 

   (   ) olsun. Bu durumda, 

    ‖    ‖  ‖    ‖  ‖  
(     )

 
‖ 

olur ve buradan  
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‖(    )  (    )‖     ‖    ‖  ‖    ‖ 

elde edilir.   nin kesin konveksliğinden,  

      (    ),         

yazılır. Bu bağıntıda norm alınırsa,      elde edilir. Örneğin,     alınırsa       

bulunur. 

Önerme 2.2.6:  ,   Hilbert uzayının boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi ve   , 

  den   üzerine bir metrik projeksiyon olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler sağlanır: 

(a)    idempotenttir. Yani her     için   (  ( ))    ( ) dir. 

(b)    firmly genişlemeyendir. Yani her       için 

〈      ( )    ( )〉  ‖  ( )    ( )‖
  

       dir. 

(c)    genişlemeyendir. Yani her       için  ‖  ( )    ( )‖  ‖   ‖ dir. 

(d)    monotondur. Yani her        için  〈  ( )    ( )    〉    dir. 

(e)    demicloseddur. Yani       ve   (  )     i e   (  )     dir (Takahashi 

1970).  

Şimdi teoremlerimizde kullanacağımız Opial şartını verelim. 

Tanım 2.2.7: (  ‖ ‖) bir Banach uzayı ve (  ),   de bir dizi olsun. (  ) e zayıf 

yakınsak olması (    )  her      için 

lim up
   

‖    ‖  lim up
   

‖    ‖ 
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olmasını gerektiriyorsa, bu durumda    Opial şartını sağlıyor denir (Opial 1967). 

Bu eşitsizlikteki ‘limsup’ ifadeleri ‘liminf’ ile yer değiştirirse, benzer bir şart elde edilir. 

Yine aynı eşitsizlikte ‘<’ kesin eşitsizliği yerine ‘ ’ alınırsa, zayıf Opial şartı olarak 

adlandırılan şart elde edilir. 

Hilbert uzayları ve    (     ) uzayları Opial şartını sağlayan Banach uzaylarıdır.  

Örnek 2.2.8: Her Hilbert uzayı Opial Şartını sağlar. Yani   hilbert uzayında 

(  )  dizisi     a zayıf yakınsarsa, her        ve     için 

lim up
   

‖    ‖        
   

‖    ‖ 

elde edilir. Aslında, her zayıf yakınsak dizinin sınırlı olması gerektiğinden, 

lim up   ‖    ‖ ve lim up   ‖    ‖ sonludur. Buradan  

‖    ‖  ‖        ‖  ‖    ‖  ‖   ‖   〈        〉 

 olup bu ifade düzenlenirse,  

lim up
   

‖    ‖        
   

‖    ‖  

elde edilir. 

2.3. Tek Değerli Dönüşümler ve Sabit Nokta Teorisi  

Bu başlık altında bazı temel tanımlar ve sabit nokta teorisinin temel teoremlerini 

vereceğiz.  
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Tanım 2.3.1:   boş olmayan bir küme ve        herhangi bir dönüşüm olsun. Eğer 

     olacak şekilde bir     varsa, bu   noktasına   nin sabit noktası denir. Yani 

     (   ) denkleminin çözümü,   nin bir sabit noktasıdır.   nin tüm sabit 

noktalarının kümesi  ( ) veya (    ( ) ve   ) ile gösterilir.  

Örnek 2.3.2:   [   ] olmak üzere       ,         biçiminde tanımlanan 

dönüşümün sabit noktası      dir. 

Örnek 2.3.3:     olmak üzere       şeklindeki özdeş dönüşümü için   in her bir 

noktası bir sabit noktadır. 

Örnek 2.3.4:   (   )  (   ),     
  

 
  dönüşümünün sabit noktası yoktur. 

Yukarıdaki örneklerden de görüldüğü gibi her dönüşümün sabit noktası olmak zorunda 

değildir. Dönüşümlerin sabit noktalarını garantilemek için çalışılan uzay veya dönüşüm 

üzerine ek şartlar konulmalıdır.  

Tanım 2.3.5: (   ) bir metrik uzay ve        bir dönüşüm olsun. Her       için, 

                                 (     )    (   )                                            (2.2) 

olacak şekilde bir     sabiti varsa,   ye Lipschitzian dönüşüm denir. (2.2) 

eşitsizliğine Lipschitz şartı ve bu şartı sağlayan en küçük   değerine de Lipschitz sabiti 

denir. Eğer (2.2) eşitsizliği       olması halinde sağlanıyorsa   ye daraltan 

dönüşüm veya büzülme dönüşümü denir. Eğer (2.2) eşitsizliği     olması halinde 

sağlanıyorsa   ye genişlemeyen dönüşüm denir. 

Örnek 2.3.6:    ,  (   )  |   | ve      ,       olsun. Bu durumda, 

 (     )  |     |   |   |    (   ) 
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dır. Burada      için   lipschitz şartını sağlar. 

Tam olmayan metrik uzaylarda tanımlanan daraltan dönüşümlerin sabit noktaya sahip 

olması gerekmez. 

Örnek 2.3.7:   (   ] olmak üzere       ve    
  

 
 dönüşümünü alalım. Bu 

durumda, 

 (     )  |
  

 
 
  

 
 |  

 

 
|   |  

 

 
 (   ) 

olduğundan   
 

 
  için   dönüşümü daraltandır. Fakat   nin,   de bir sabit noktası 

yoktur. Çünkü sabit noktanın tanımı gereği      den,     olur. Burada     

(   ]    olduğundan dolayı,   nin   de bir sabit noktası yoktur. 

Herhangi bir Banach uzayında tanımlanan genişlemeyen dönüşümlerin sabit 

noktalarının olması gerekmez. Bu nedenle ya uzay üzerine ya da dönüşüm üzerine bazı 

ek şartlar konulmalıdır. 1965 yılında Browder, Göhde ve Kirk düzgün konveks bir 

Banach uzayının kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi üzerinde tanımlı genişlemeyen bir 

dönüşümün sabit noktaya sahip olduğunu ispatlamıştır. 

Örnek 2.3.8:    ,  (   )  |   | ve      ,        olsun. O halde 

 (     )  |       |  |   |   (   ) 

olduğundan her       için  (     )   (   ) şartı sağlanır. Dolayısıyla   

genişlemeyen bir dönüşümdür. Fakat bu dönüşümün bir sabit noktası yoktur. 

Tanım 2.3.9:   bir normlu uzay,   da   nin boş olmayan bir alt kümesi ve        

bir dönüşüm olsun. Eğer her    ( )    ve her     için 
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‖    ‖  ‖   ‖ 

ise   ye quasi genişlemeyen dönüşüm denir (Petryshyn and Williamson 1973). 

 ( )    olması durumunda, genişlemeyen dönüşümler de quasi genişlemeyen 

dönüşümlerdir. Fakat tersi doğru değildir. 

Örnek 2.3.10:      ve      olsun. Her   (          )    için       

dönüşümünü 

   (    
    

    
   ) 

şeklinde tanımlayalım. Bu dönüşüm lineer olmayan sürekli bir dönüşümdür ve  ( )  

{ } dır. Ayrıca her     için  

‖    ‖  ‖(    
    

    
   )‖  ‖(          )‖  ‖   ‖  

dır. Yani   bir quasi genişlemeyen dönüşümdür. Ancak   genişlemeyen değildir. 

Gerçekten de   (  ⁄    ⁄   ) ve   (  ⁄    ⁄   ) alınırsa, 

‖     ‖  ‖  
 

  
 
 

  
  ‖

 
 

 

  
 
 

 
 ‖   ‖  

elde edilir. Bu ise   dönüşümünün genişlemeyen olmadığını gösterir. 

Tanım 2.3.11:   bir Banach uzay,   da   nin boş olmayan sınırlı bir alt kümesi olsun. 

    için,   ( )     {‖   ‖    }  olmak üzere, K nin Chebyshev yarıçapı ve 

Chebyshev merkezi sırasıyla   ( ) ve  ( ) ile gösterilir ve  

 ( )     {  ( )    } ve  ( )  {      ( )   ( ) } 
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olarak tanımlanır (Sahu et al. 2009). 

 Önerme 2.3.12:   bir Banach uzay,   da   nin zayıf kompakt konveks bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda  ( ),   nın boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesidir (Prus 

2001). 

Önerme 2.3.13:   bir Banach uzay,   da   nin zayıf kompakt konveks bir alt kümesi 

ve     ( )    olsun. Farzedelim ki   normal yapıya sahiptir. Bu durumda  

    ( ( ))      ( ) 

dir (Prus 2001). 

Tanım 2.3.14:   bir Banach uzay ve   da   nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. 

    olmak üzere   in   ya göre inward kümesi 

  ( )  {   (   )     ve    } 

şeklinde tanımlanır.   ( ) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ile   ( ) in kapanışı gösterilir (Sahu et al. 2009). 

      bir dönüşüm olsun. Eğer her     için      ( ) ise   ye inward dönüşüm,  

     ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ise   ye zayıf inward dönüşüm denir. 

Teorem 2.3.15:   bir Banach uzay,   da   nin boş olmayan kapalı konveks bir alt 

kümesi ve       daraltan dönüşümü zayıf inward olsun. Bu durumda   nin   da tek 

bir sabit noktası vardır (Caristi 1976). 

Önerme 2.3.16:  ,   Banach uzayının boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi ve 

      genişlemeyen dönüşümü zayıf inward olsun. Bu durumda     ve   (   ) 

için 
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   (   )      

olacak şekilde bir      noktası vardır. Eğer   sınırlı ise, bu durumda     iken 

         dır (Caristi 1976). 

İspat:   bir sabiti olmak üzere        daraltan dönüşümünü  

                                (   )                                                      (2.3) 

şeklinde tanımlayalım. Teorem 2.3.15 den,  

        (   )       

olacak şekilde bir      noktası vardır. Eğer   sınırlı ise, bu durumda     iken 

‖        ‖  (   )‖      ‖  (   )    ( )    

elde edilir. 

Sonuç 2.3.17:  ,   Banach uzayının boş olmayan kapalı konveks sınırlı bir alt kümesi 

ve       genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda lim   ‖      ‖    

olacak şekilde   da bir (  )  dizisi vardır (Caristi 1976). 

İspat:   (   ) olmak üzere, (2.3) de tanımlanan        dönüşümü daraltan 

olduğundan bu dönüşümün    da bir tek sabit noktası vardır. Dolayısıyla önerme 2.3.16 

dan sonuç açıktır. 

Tanım 2.3.18:  ,   Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve       bir 

dönüşüm olsun. Eğer   daki bir (  ) dizisi   ya zayıf,     de   ye güçlü 

yakınsadığında       oluyorsa bu durumda  ,       de demicloseddır denir. 
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Teorem 2.3.19:  , Opial şartını sağlayan bir Banach uzay ve   da   nin boş olmayan 

zayıf kompakt bir alt kümesi ve       genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda     dönüşümü   de demicloseddir (Bruck 1981). 

İspat: (  ),   da bir dizi,        ve     için lim   ‖(   )    ‖    

olsun. (   )    olduğunu gösterelim. Bunun için 

‖       ‖  ‖        ‖  ‖      ‖  

olur. Buradan 

limin 
   

‖       ‖  limin 
   

‖    ‖ 

elde edilir. Opial şartından, 

limin 
   

‖    ‖  limin 
   

‖   (    )‖ 

olur. Bu da bir çelişkidir. Bundan dolayı  (   )    dir. 

Sonuç 2.3.20:   Opial şartını sağlayan bir Banach uzay ve   da   nin boş olmayan 

kapalı konveks bir alt kümesi ve       genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda      dönüşümü demicloseddir (Bruck 1981). 

Önerme 2.3.21:  ,   düzgün konveks Banach uzayının boş olmayan konveks sınırlı bir 

alt kümesi ve       genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda bir     olmak 

üzere   ,      için ‖      ‖   ( ) ve ‖      ‖   ( ) olduğunda her 

    ({     })  {                    ve ∑      
   } için ‖    ‖    

olacak şekilde  ( )    pozitif sayısı vardır (Bruck 1981). 
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Önerme 2.3.22:    Opial şartını sağlayan bir Banach uzayı, K da   nin boş olmayan 

zayıf kompakt bir alt kümesi olsun.       dönüşümü için   ( )    olmak üzere 

    sıfırda demiclosed ve (  ), K da bir dizi olsun. Eğer   

( ) Her    ( ) için lim   ‖    ‖ vardır 

( ) (  ) yaklaşık sabit nokta dizisidir, yani lim   ‖      ‖    dir. 

şartları sağlanıyorsa (  ) dizisi   nin bir sabit noktasına zayıf yakınsar (Goebel and 

Kirk 1990).  

İspat:   zayıf kompakt olduğundan, (  ) nin zayıf yakınsak bir (   ) alt dizisi vardır. 

(   ) nin   ye zayıf yakınsadığını farz edelim. (   )    ve   zayıf kapalı 

olduğundan     olur. ( ) den, lim   ‖      ‖    ve     sıfırda demiclosed 

olduğundan    ( ) olacak şekilde (   )    vardır. İspatı tamamlamak için (  ) 

dizisinin   nin bir sabit noktasına zayıf yakınsadığını gösterelim. Bunun için   ((  )) 

nin sadece   noktasından oluştuğunu göstermek yeterlidir. (  ) nin   den farklı bir   

noktasına zayıf yakınsayan başka bir (   ) alt dizisi olduğunu kabul edelim.   olması 

durumunda,     ve    ( ) olmalıdır. (a) dan, lim   ‖    ‖ ve lim   ‖   

 ‖ limitleri vardır.   Opial şartını sağladığından, 

lim   ‖    ‖        ‖     ‖        ‖     ‖        ‖    ‖, 

lim   ‖    ‖        ‖     ‖        ‖     ‖        ‖    ‖, 

elde edilir. Bu da bir çelişkidir. Bu nedenle      ve (  ) dizisi   ye zayıf yakınsar. 

Şimdi düzgün konveks Banach uzaylarında genişlemeyen dönüşümler için 

demiclosedness prensibini genelleştiren teoremi verelim. 
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Teorem 2.3.23:  ,   düzgün konveks Banach uzayının boş olmayan kapalı konveks 

sınırlı bir alt kümesi ve       genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda    , 

  üzerinde demicloseddir (Browder et al. 1965). 

Teorem 2.3.24:  ,   düzgün konveks Banach uzayının boş olmayan kapalı konveks 

sınırlı bir alt kümesi ve       genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda 

(   )( ) kapalıdır (Browder 1965). 

Genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı ile ilgili aşağıdaki teoremleri 

verelim. 

Teorem 2.3.25:   Opial şartlı bir Reflexive Banach uzay olsun.   da   nin boş 

olmayan kapalı konveks sınırlı bir alt kümesi ve       bir genişlemeyen dönüşüm 

olsun. Bu durumda  ,   da bir sabit noktaya sahiptir (Browder 1965). 

Şimdi de genişlemeyen dönüşümler için bazı temel varlık teoremlerini ve ispatlarını 

verelim. 

Teorem 2.3.26:   bir Banach uzay,   da   nin boş olmayan kapalı konveks sınırlı bir 

alt kümesi ve        genişlemeyen dönüşümü zayıf inward olsun. Eğer      kapalı 

ise bu durumda  ,   da bir sabit noktaya sahiptir (Agarwal et al.2009). 

İspat: Önerme 2.3.16 dan,     iken          dir. Dolayısıyla  , (   )( ) nin 

kapanışında bulunur.     kapalı olduğundan, (   )    olacak şekilde bir     

vardır. 

Teorem 2.3.27:   Opial şartlı bir reflexive Banach uzay olsun.   da   nin boş olmayan 

kapalı konveks sınırlı bir alt kümesi ve       genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda  ,   da bir sabit noktaya sahiptir (O’Regan et al. 2009). 
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İspat: Sonuç 2.3.17 den lim   ‖      ‖    olacak şekilde   da bir (  )  dizisi 

vardır.   reflexive olduğundan,         olacak şekilde (  )  nin bir (   )  alt 

dizisi vardır. Sonuç 2.3.20 den,     sıfırda demicloseddur. Yani,         ve 

           olduğunda        olur. Dolayısıyla  ,   nin bir sabit noktasıdır. 

Teorem 2.3.28:   düzgün konveks Banach uzay ve   da   nin boş olmayan kapalı 

konveks sınırlı bir alt kümesi olsun. Bu durumda her       genişlemeyen dönüşümü 

  da bir sabit noktaya sahiptir (Browder and Göhde 1965). 

İspat: Teorem 2.3.24’den (   )( ) kapalıdır. Teorem 2.3.26’dan   nin   da sabit 

noktası vardır. 

Sonuç 2.3.29:   bir Hilbert uzay ve   da   nın boş olmayan kapalı konveks sınırlı bir 

alt kümesi olsun. Bu durumda her       genişlemeyen dönüşümü    da bir sabit 

noktaya sahiptir (Browder 1965). 

Teorem 2.3.30:   bir Banach uzay ve  , normal yapılı   nin boş olmayan zayıf 

kompakt konveks bir alt kümesi olsun. Bu durumda her       genişlemeyen 

dönüşümü   da bir sabit noktaya sahiptir (Kirk 1965). 

İspat:   {          (  )     olacak şekilde boş olmayan kapalı konveks bir 

küme } olsun.     olduğundan,   boştan farklı ve içerme bağıntısına göre kısmi 

sıralıdır. Zorn lemmasından,   nin    gibi bir minimal elemanı vardır.    ın sadece bir 

elemanı olduğunu gösterelim. Aksine    ın iki elemanı olduğunu kabul edelim. 

Dolayısıyla     (  )    dır.    zayıf kompakt konveks olduğundan,  (  ) boştan 

farklıdır.     (  ) olsun. Bu durumda      için  

‖      ‖  ‖    ‖     (  )   (  ) 
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vardır. Yani   ,     (  )
[   ] de bulunur. Böylece  (  )    ve dolayısıyla 

 (    )       olur.    ın minimalliği      olması anlamına gelir.  Dolayısıyla 

    (  )   (  ) dır.  (  )      (  ) olduğundan,  (  )      (  ) elde edilir. 

Bundan dolayı      (  ) dır. Yani  (  ), T tarafından kendi içine dönüşür. Önerme 

2.3.11 den,  ( (  ))   (  ) olacak şekilde  (  ),    ın boş olmayan kapalı konveks 

bir alt kümesidir.  (  )    dır. Ayrıca Önerme 2.3.13 den   (  ),    da bulunur. Bu 

ise    ın minimal olması ile çelişir. Bu nedenle    tek bir noktadan oluşur ve 

dolayısıyla   nin K da bir sabit noktası vardır. 

Kendi üzerine olmayan genişlemeyen dönüşümlerin bir sabit noktası olduğunu gösteren 

bir örnek verelim. 

Örnek 2.3.31:    ,   [    ] ve     olmak üzere       dönüşümü 

       şeklinde tanımlansın. Bu durumda  (  )      dir, yani   kendi 

üzerine bir dönüşüm değildir. Fakat   nin    da bir sabit noktası vardır. 

Browder’in varlık teoremindeki   nın sınırlı olma şartının (kendi üzerine olmayan 

genişlemeyen dönüşümlerde)  gerekli olmadığını gösteren bir örnek verelim. 

Örnek 2.3.32:    ,      ve     olmak üzere       dönüşümü    

 (   )⁄  şeklinde tanımlansın. Bu durumda   genişlemeyendir ve sınırlıdır.  ( )  

(   ] ve      (√   )  ⁄  dir. Ancak   sınırsızdır. 

Teorem 2.3.33:   düzgün konveks Banach uzayı,   da   nin boş olmayan kapalı 

konveks alt kümesi ve       bir genişlemeyen dönüşüm olsun. Bu durumda   nin   

da en az bir sabit noktası vardır (Berinde 2006).  
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2.4. Küme Değerli Dönüşümler ve Sabit Nokta Teorisi 

Tezimizin bu bölümünde küme değerli sabit nokta teorisi ile ilgili tanım ve önemli 

teoremleri vereceğiz. 

  bir metrik uzay olmak üzere    ile   in tüm alt kümelerinin ailesini;   ( ) ile   in 

boş olmayan tüm kapalı ve sınırlı alt kümelerinin ailesini;  ( ) ile   in boş olmayan 

kapalı alt kümelerinin ailesini;  ( ) ile   in boş olmayan kompakt alt kümelerinin 

ailesi ve  ( ) ile de   in boş olmayan proximinal alt kümelerinin ailesini göstereceğiz.  

Tanım 2.4.1:   ve   boştan farklı iki küme olsun.        fonksiyonuna küme 

değerli dönüşüm denir. Bu fonksiyon       şeklinde gösterilir (Ansari 2010). 

       küme değerli dönüşümü,   kümesinden alınan her bir   elemanına   nin bir 

 ( ) alt kümesini karşılık getirir. Eğer her bir     e karşılık gelen  ( ) tek noktadan 

oluşuyorsa,   tek değerli dönüşüm olur.  

Verilen bir       tek değerli dönüşümü yardımıyla her     için  ( )  { ( )} 

şeklinde küme değerli bir dönüşüm tanımlanabilir.  ( )    olacak şekilde en az bir 

    varsa   ye has (proper) denir. Bu durumda    nin tanım kümesi 

   ( )  {     ( )   } 

ile ve grafiği de  

     ( )  {(   )         ( )} 

şeklinde tanımlanır. Küme değerli dönüşümlerle ile ilgili birkaç örnek verelim. 

Örnek 2.4.2 a)   [   ]  ve       dönüşümü 
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 ( )  

{
 
 

 
                     

 

 

{   }             
 

 

                     
 

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda   küme değerli bir dönüşümdür ve aşağıdaki grafiğe 

sahiptir. 

 

b)    [   ]  ve       dönüşümü 

 ( )  {
[  

 

 
]            

 

 

[   ]              
 

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda   küme değerli bir dönüşümdür ve aşağıdaki grafiğe 

sahiptir. 
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c)     ,     ve       dönüşümü 

 ( )  [     ]           

şeklinde tanımlansın. Bu durumda T nin garfiği aşağıdadır. 

 

Tanım 2.4.3:        küme değerli bir dönüşüm olsun. Eğer bir     için    ( ) 

oluyorsa   e   nin bir sabit noktası denir (Nadler 1969). 

Küme değerli dönüşümlerin sabit noktaları ile ilgili birkaç örnek verelim.  

Örnek 2.4.4:   [   ) olmak üzere        ( ) dönüşümü 



33 
 

 

 ( )  {

{ }                                   

[  
 

 
   

 

 
]              

 

şeklinde tanımlansın.     bu dönüşümün tek sabit noktasıdır. 

Örnek 2.4.5:   [   ]   [   ] dönüşümü 

 ( )  

{
 
 

 
 { }          

 

 

{   }       
 

 

{ }          
 

 

 

 şeklinde tanımlansın. Bu dönüşümün sabit noktası yoktur. 

Örnek 2.4.6:   [   )   [   ) olmak üzere  ( )  [   ] fonksiyonu için her bir 

  [   ) noktası aynı zamanda bir sabit noktadır. 

Örnek 2.4.7:        olmak üzere  ( )  {
[    ]           
{ }                 

  dönüşümü için     

ve her bir   [    ], bir sabit noktadır. 

   in boş olmayan    ve    alt kümeleri verilsin.     için 

 (   )         (   ) 

sayısına   in   kümesine olan uzaklığı denir. Diğer taraftan eğer 

 (   )         (   )               (   ) 
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 tanımlanırsa,  (   ) aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

Önerme 2.4.8: (   ) bir metrik uzay ve         ( ) olsun. Bu durumda  

(a)  (   )       dir 

(b)      (   )   (   ) dir 

(c)  (     )     { (   )  (   )} dir 

(d)  (   )   (   )   (   ) dir (Ansari 2010). 

İspat:  (a)   nın tanımından,  

 (   )           up  (   )            (   )       

dır.  ,   de kapalı olduğundan 

 (   )         

 dir. Böylece 

 (   )        

elde edilir. 

(b)     olsun. Her     için  (   )   (   ) dir. Bu durumda her     

için   (   )   (   ) eşitsizliği sağlandığından  (   )   (   ) dir. 

(c)  (     )   up      (   )     {       (   )        (   )} dir. 

(d)    ,     ve     olsun. Bu durumda  

 (   )   (   )   (   ) 

yazılır. Burada     üzerinden infimum alınırsa 
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 (   )   (   )   (   ) 

elde edilir.  (   )   (   ) olduğundan 

 (   )   (   )   (   ) 

olur. Son eşitsizlikte      üzerinden infimum alınırsa,  

 (   )   (   )   (   ) 

elde edilir. Yine  (   )   (   ) olduğundan 

 (   )   (   )   (   ) 

olur. Son eşitsizlikte      üzerinden supremum alınırsa, 

 (   )   (   )   (   ) 

elde edilir. 

Yukarıda tanımlanan   bir metrik değildir. Örneğin   de ‘{ } ile [   ) arasındaki 

uzaklık nedir?’ sorusuna verilecek cevap sonsuzdur. Bu nedenle   nin kullanımını 

sınırlı kümelere kısıtlayacağız. Ayrıca yine ‘ (  { }) uzaklığı nedir?’ ve 

‘ ((   ) [   ]) uzaklığı nedir?’ sorularına verilecek cevaplar sırasıyla sonsuz ve 

sıfırdır. Bu nedenle   nın kullanımını boştan farklı ve kapalı kümelere kısıtlayacağız. 

Şunu da belirtelim ki   simetrik değildir. 

(   ) bir metrik uzay, A ve B de   in kapalı ve sınırlı iki alt kümesi olsun.      ( )  

  ( )     fonksiyonu  (   )     { (   )  (   )} olarak tanımlanırsa H ın 

CB(X) üzerinde bir metrik olduğu aşağıdaki teoremde gösterilmiştir. Bu metriğe 

Hausdorff metriği denir. Eğer (   ) tam metrik uzay ise (  ( )  ) ve ( ( )  ) 

metrik uzayları da tamdır. 
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Şekil 2.1. Hausdorff metriğinde iki kümenin birbirine olan uzaklığı 

Teorem 2.4.9: (   ) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde  ,   ( ) üzerinde bir 

metriktir (Ansari 2010). 

İspat:         ( ) olsun. 

(i)    nın tanımından  (   )    olduğu açıktır. 

(ii)  (   )       { (   )  (   )}    

                              (   )    ve  (   )     

                                 ve        

                                 

(iii)   nın tanımından,  

 (   )     { (   )  (   )} 

    { (   )  (   )} 

  (   ) 

olduğu görülür. 
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 (iv) Önerme 2.4.8 in (d) şıkkından, 

 (   )     { (   )  (   )} 

    { (   )   (   )  (   )   (   )} 

    { (   )  (   )}     { (   )  (   )} 

  (   )   (   ) 

elde edilir.  

Örnek 2.4.10 a)    ,   [   ] ve   [   ] olsun. Bu durumda   

 (   )   up
   

 (   )       ve   (   )     
   

 (   )     

dır.  Bundan dolayı  (   )     { (   )  (   )}    olur. 

b)    de   {(   )     √       } ve   {(   )     √       } 

 

 

 

 

 

kümeleri göz önüne alalım.     olduğundan,  (   )    dır. Buradan  (   )    

bulunur. Her bir       için  (   )  √  
    

    olacağından  (   )  

       (   )    bulunur. Buna göre 

 (   )     { (   )  (   )}    

α = ( α1, α2 ) 

2 

2 

1 

1 
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bulunur. 

Tanım 2.4.11:       küme değerli bir dönüşüm ve A,    in boş olmayan bir alt 

kümesi olsun. A nın T altındaki görüntüsü 

 ( )  ⋃ ( )

   

 

olarak tanımlanır. Eğer     ise  ( )    dır (Ansari 2010). 

Tanım 2.4.12:       küme değerli bir dönüşüm olsun. Bu durumda her     için 

     ters dönüşümü 

   ( )  {       ( )} 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca  ,   nin bir alt kümesi olsun. Sırasıyla   nin   altındaki 

   ( ) üst ters görüntüsü ve   
  ( ) alt ters görüntüsü sırasıyla 

   ( )  {     ( )    } ve   
  ( )  {     ( )   } 

şeklinde tanımlanır.    ( )    ve   
  ( )    dır.     in tersinin tanımından, 

(   )     ve    ( )       ( ) dir. 

Örnek 2.4.13:        ve       küme değerli dönüşümü her     için  

 ( )  [   ] 

olarak tanımlansın.  (  )     olduğundan,     dönüşümü yarım eksen üzerinde 

tanımlanır. Herhangi      için 
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   ( )  {      [   ]}  [    ) 

olur. 

Tek değerli dönüşümler için tanımlanan süreklilik tanımı küme değerli dönüşümler için 

yeterli değildir. 

Tanım 2.4.14:   ve   iki metrik uzay ve       küme değerli dönüşüm olsun. Eğer 

   a yakınsayan       ( ) elemanlarının bir dizisi ve bir    (  ) için   ye 

yakınsayan     (  ) elemanlarının bir dizisi varsa,       ( ) noktasında alttan 

yarı süreklidir denir (Ansari 2010). 

Eğer T,    ( ) nın her noktasında alttan yarı sürekli ise   üzerinde alttan yarı 

süreklidir denir. Alttan yarı sürekliliğin yukarıdaki tanımından aşağıdakiler çıkarılabilir: 

    (  ) ve   (  ),   ın herhangi bir komşuluğu olsun. Eğer her    (    ) için 

 ( )   (  )    olacak şekilde bir     varsa  ,    noktasında alttan yarı süreklidir. 

Aşağıdaki örnekler üstten ve altan yarı süreklilik kavramlarının denk olmadığını 

gösterir. 

Örnek 2.4.15 a)   [   ] alışılmış metriğe göre bir metrik uzay ve       

dönüşümü 

 ( )  

{
 
 

 
   

 

 
                          

 

 

[
 

 
 
 

 
]                              

 

 
 

 
(   )               

 

 
    

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda   üstten yarı süreklidir fakat alttan yarı sürekli 

değildir. 
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b)   [   ] alışılmış metriğe göre bir metrik uzay ve       dönüşümü 

 ( )  {
[   ]                
{ }                         

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda alttan yarı süreklidir fakat üstten yarı sürekli değildir. 

Eğer   dönüşümü her     noktasında sürekli ise   üzerinde süreklidir denir. Bu 

süreklilik tanımlarını kullanarak küme değerli dönüşümlerin üstten ve alttan yarı sürekli 

olduğunu göstermek kolay değildir. Bu nedenle aşağıdaki teoremleri verelim. 

Teorem 2.4.16:   ve   iki metrik uzay olsun.       dönüşümün altan yarı sürekli 

olması için gerek ve yeter şart   nin her açık   alt kümesinin,    ( ) ters 

görüntüsünün   de açık olmasıdır (Ansari 2010). 

Sonuç 2.4.17:   ve   iki metrik uzay olsun.       dönüşümün altan yarı sürekli 

olması için gerek ve yeter şart   nin her kapalı   alt kümesi için T 
  ( ) kapalı 

olmasıdır. 

Tanım 2.4.18:   ve   iki metrik uzay ve        küme değerli dönüşüm olsun. Eğer 

T dönüşümü      noktasında hem üstten yarı sürekli hem de alttan yarı sürekli ise bu 

noktada süreklidir denir (Ansari 2010). 

Tanım 2.4.19:   ve   iki metrik uzay ve       küme değerli olsun.  ,  (  ) ın 

herhangi bir komşuluğu olmak üzere eğer her    (    ) için  ( )    olacak 

şekilde bir     sayısı varsa       ( ) noktasında üstten yarı süreklidir denir 

(Ansari 2010). 

Eğer  ,    ( ) nın her noktasında üstten yarı sürekli ise   üzerinde üstten yarı 

süreklidir. 
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Her     için  ( ) kompakt olduğunda,   nin    noktasında üstten yarı sürekli olması 

için gerek ve yeter şart her     ve her    (    ) için  ( )   ( ( )  ) olacak 

şekilde     sayısının bulunmasıdır. 

Tanım 2.4.20: (    ) ve (    ) iki metrik uzay ve      ( ) küme değerli bir 

dönüşüm olsun. Eğer her     ve her       için  (   )    olduğunda 

 ( ( )  ( ))    olacak şekilde bir     sayısı varsa   dönüşümü Hausdorff 

süreklidir denir (Ansari 2010). 

Teorem 2.4.21:   ve   iki metrik uzay olsun.      ( ) dönüşümünün Hausdorff 

sürekli olması için gerek ve yeter şart       küme değerli dönüşümü kompakt 

değerli ve   üzerinde hem üstten yarı sürekli hem de alttan yarı sürekli olmalıdır 

(Ansari 2010). 

Teorem 2.4.22: Bir      ( ) dönüşümünün Hausdorff sürekli olması için gerek ve 

yeter şart hem üstten yarı sürekli hem de alttan yarı sürekli olmalıdır (Gorniewicz 

1999). 

İspat:   nin Hausdorff sürekli olduğunu ve   nun,   de açık bir alt küme olduğunu 

kabul edelim. İlk olarak 

   ( )  {   |  ( )   } 

kümesinin açık olduğunu ispatlayalım.       ( ) olsun. Bu durumda  (  )    dır. 

 (  ) kompakt olduğundan,  ( (  )  )    olacak şekilde     sayısı vardır.  ,  

Hausdorff sürekli olduğundan, her    (    ) için  ( (   )  ( ))    olacak 

şekilde bir     sayısı bulabiliriz. Bu da  ( )   ( (  )  )    anlamına gelir. 

Böylece  (    )     ( ) ve    ( ) açıktır. Şimdi de 

  
  ( )  {   |  ( )    } kümesinin de açık olduğunu gösterelim.    

  
  ( ) olsun. Dolayısıyla  (  )     olur.     (  )   olsun.  (y   )    

olacak şekilde     alalım. O halde her    (    ) için 
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 ( (  )  ( ))  
 

 
 

 olacak şekilde     bulabiliriz.  ( )   (    )    olduğunu iddia ediyoruz. Aksine  

 ( )   (y   )    olduğunu kabul edelim. Diğer yandan, 

 (  )   ( ( ) 
 

 
) 

dir. Bu nedenle,     ( (  ) 
 

 
) ve  (     )  

 

 
 olacak şekilde z   ( ) vardır. Bu 

da     (    ) olduğunu gösterir. Bu bir çelişkidir.  

Şimdi   nin hem üstten yarı sürekli hem de alttan yarı sürekli olduğunu kabul edelim. 

   ,      ve    ( (  )  ) olsun.    ( ) ve   
  ( ) kümeleri açıktır ve 

      ( )     
  ( ) dır.      ( )     

  ( ) olsun. Bu durumda, her     için 

 ( )    ( (  )  ) 

olacak şekilde    ın bir açık komşuluğudur. Her    (    ) için  (    )    ve 

 (  )   ( ( )  ) olacak şekilde bir     sayısına bakalım.            olmak 

üzere  (    ) n açık yuvarı ile kompakt kümeyi örtebileceğimizi bulalım.  (    )  

  ve   alttan yarı sürekli olduğundan,  (  )  ⋃  (    )
 
     ( (  ) 

 

 
) dir. Her 

   (     ) için 

 ( )   (   
 

 
)    

olacak şekilde  (     )    açık yuvarları vardır.   min{       } olsun. O halde 

 (    )    dir ve her bir y    (  ) bir i için  (   
 

 
) yuvarına aittir. Üstelik, 

herhangi bir    (    ) için  ( )   (   
 

 
)    dır. Bu nedenle her bir    (    )  

ve     (  ) için 
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 (   ( ))   (     )   (    (   ))  
 

 
 
 

 
   

olacak şekilde            vardır. Bu nedenle her     (    ) için  (  )  

 ( ( )  ) dır. Bu da ispatı tamamlar. 

  sadece ya üstten yarı sürekli ya da sadece alttan yarı sürekli ise, genelde   Hausdorff 

sürekli değildir. 

Örnek 2.4.23:     [   ] olsun.    [   ]   ([   ]) dönüşümü 

 ( )  {
[   ]        
{ }           

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda   kompakt değerli ve alttan yarı süreklidir. Fakat her 

    için 

 ( ( )  ( ))    

dir. Bu nedenle  , Hausdorff sürekli değildir. 

Teorem 2.4.24:      ( ) dönüşümü Hausdorff sürekli olsun. Bu durumda  , alttan 

yarı süreklidir (Gorniewicz 1999). 

Örnek 2.4.25:     Öklid uzayı ve      de  (   )  
‖   ‖

  ‖   ‖
 sınırlı metriği ile 

verilsin.      (  )    
  { } dönüşümü her     için 

 ( )  {(   )|   } 

olarak tanımlansın. Bu durumda  
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 ( ( )  (  ))   |    | 

dır ve dolayısıyla   Hausdorff süreklidir. 

  {(   )    |‖ ‖     ya  a    ⁄ } olsun. Bu durumda       nin açık bir alt 

kümesidir fakat    ( )  { } kümesi   de açık değildir. Dolayısıyla  , üstten yarı 

sürekli değildir. 

Örnek 2.4.26:   [   ] alışılmış metriğe göre bir metrik uzay olsun.        

dönüşümü 

 ( )  

{
 
 

 
 { }                 

 

 

[   ]             
 

 

{ }                
 

 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda   üstten yarı süreklidir fakat Hausdorff sürekli 

değildir. 

Şimdi Hausdorff  metriği kullanılarak oluşturulan bazı özel dönüşüm sınıflarını verelim.  

Tanım 2.4.27: (    ) ve (    ) iki metrik uzay ve       ( )  bir dönüşüm olsun. 

Her       için  

 ( ( )  ( ))     (   ) 

olacak şekilde bir     sabiti varsa,   dönüşümüne küme değerli Lipschitzian 

dönüşüm denir. Ayrıca   sabitine de Lipschitz sabiti denir (Ansari 2010). 

Tanım 2.4.28: (    ) ve (    ) iki metrik uzay ve       ( )  bir dönüşüm olsun. 

Her       için 
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 ( ( )  ( ))     (   ) 

olacak şekilde bir       sabiti varsa,   ye küme değerli daraltan dönüşüm denir 

(Ansari 2010). 

Örnek 2.4.29:   [   ] kümesi alışılmış metrikle bir metrik uzay ve       

dönüşümü 

 ( )  {

 

 
  

 

 
                       

 

 

 
 

 
                       

 

 
     

 

şeklinde tanımlansın. Her     için       dönüşümü  ( )  { }  { ( )} olarak 

tanımlayalım. Bu durumda   küme değerli daraltan bir dönüşümdür.   nin sabit 

noktaları   ve 
 

 
 dür. 

Tanım 2.4.30: (    ) ve (    ) iki metrik uzay ve       ( )  bir dönüşüm olsun. 

Her        için  

 ( ( )  ( ))    (   ) 

ise,   ye küme değerli genişlemeyen dönüşüm denir (Ansari 2010). 

Tanım 2.4.31: (    ) ve (    ) iki metrik uzay ve       ( )  bir dönüşüm olsun. 

 ( )     olmak üzere, eğer her     ve her    ( ) için  

 ( ( )  ( ))   (   ) 

ise   ye küme değerli quasi genişlemeyen dönüşüm denir (Shiau et al.1975). 
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 ( )    olmak üzere her genişlemeyen küme değerli   dönüşümü quasi 

genişlemeyendir. Fakat her quasi genişlemeyen dönüşüm genişlemeyen olmayabilir. 

Örnek 2.4.32:   [   ) olmak üzere        ( ) dönüşümü 

 ( )  {

{ }                                     

[  
 

 
   

 

 
]                

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda  ( )  { } ve her   için  ( ( )  ( ))  |   | 

dır. Böylece   quasi genişlemeyendir. Şayet         alınırsa  ( ( )  ( ))  

|   |    olur. Bu nedenle   genişlemeyen değildir. 

Küme değerli sabit nokta teorisinde bazı teoremleri ve ispatlarını aşağıda vereceğiz. 

Küme değerli fonksiyonlar ile ilgili ilk sabit nokta teoremi 1969’da Nadler tarafından 

verilmiştir. Nadler’in teoremi, Banach’ın teoreminin küme değerli fonksiyonlara bir 

genişlemesidir.  

Teorem 2.4.33: (   ) tam metrik uzay olsun. Eğer       ( ) küme değerli 

daraltan ise  , bir sabit noktaya sahiptir (Nadler 1969). 

İspat:  ,   için Lipschitz sabiti ve      olsun.     (  ) olarak seçelim. 

 (  )  (  )    ( ) ve     (  ) olduğundan, 

 (     )   ( (  )  (  ))    

olacak şekilde bir     (  ) noktası vardır.  (  )  (  )    ( ) ve     (  ) 

olduğundan 

 (     )   ( (  )  (  ))     
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olacak şekilde bir      (  ) noktası vardır. Bu şekilde devam ettirilirse, her     

için  

 (       )   ( (    )  (  ))     

olacak şekilde   in noktalarının (  ) dizisi oluşturulur. Her     için 

 (       )   ( (    )  (  ))     

                                                              (       )     

                                                             [ ( (    )  (    ))      ]     

                                                                (         )      

  

                                                                 (     )      

elde edilir. Bu ise herhangi   ve   için 

 (       )    (       )   (         )     (           ) 

                                        (     )            (     )  (   )       

         (     )  (   )       

                                    ∑    (     )  
     
   ∑         

    

olduğunu gösterir. Yani (  ) dizisi bir Cauchy dizisidir. (   ) tam olduğundan, (  ) 

dizisi bir     noktasına yakınsar.  ,  -sürekli olduğundan,  

lim
   

 ( (   )  ( ))    

şeklindedir. Ayrıca     (    ) olduğundan, 
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lim
   

 (     ( ))  lim
   

   { (    )    ( )}    

olur. Bu ise 

 (   ( ))     { (   )    ( )}    

anlamına gelir.  ( ) kapalı olduğundan,     ( ) dir. 

Dans, Hegedüs ve Medvegyev (1983) tarafından verilen küme değerli sabit nokta 

teoremini aşağıda verelim. 

Teorem 2.4.34: (   ) tam bir metrik uzay ve       küme değerli dönüşümü her   

    için  ( ) kapalı, her     için    ( ) ve her       için    ( ) ise 

 ( )   ( ) şartlarını sağlasın. (  ) dizisi  

                        (  ),     (  )  ,    (    )               (2.4) 

şeklinde oluşturulmuş ve   (       )    olsun. Bu durumda   küme değerli 

dönüşümün,  ( ̅)  { ̅} anlamında bir   ̅    sabit noktası vardır (Dans et al.1983). 

(2.4)’de kullanılan iterasyon metodu genelleştirilmiş Picard İterasyonu olarak 

adlandırılır. 

Şimdi Nadler teoreminin bir genellemesini vereceğiz.  

Teorem 2.4.35: (   ) tam ve metriksel konveks metrik uzay, K da   in boş olmayan 

kapalı bir alt kümesi ve       ( ) daraltan bir dönüşüm olsun. Her       için 
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 (     )    (   ) 

dir. Burada   (   ) dir. Eğer her       için       ise, bu durumda   nin   da bir 

sabit noktası vardır (Assad and Kirk 1972). 

İspat: Aşağıdaki şekilde   da bir (  ) dizisi teşkil edelim: 

     ve   
      olsun. Eğer   

    ise,   
     olsun. Aksi taktirde  

 (     )   (     
 )   (     

 ) 

olacak şekilde bir        noktası seçelim. Böylece,       dir. Lemma 3.2.4 den, 

 (  
    

 )   (       )    

olacak şekilde   
      seçebiliriz. Bu durumda, eğer   

    ise,   
     olsun. Aksi 

taktirde  

 (     )   (     
 )   (     

 ) 

olacak şekilde       olsun. Bu şekilde devam ettirilirse, (  )ve (  
 ) dizileri elde 

edilir. Öyle ki     için  

(i)     
     ; 

(ii)  (    
    

 )   (         )    , 

 dir. Burada eğer     
    ise     

       dır veya eğer  

    
    ve         ise  (       )   (         

 )   (       
 )                 (2.5) 
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dir. Şimdi 

      {   (  )      
 } 

      {   (  )      
 } 

olarak şeçelim. Eğer bazı i ler için      ise, bu durumda        nin sınır şartı olsun. 

    için  (       ) uzaklığını kuralım. Bunun için aşağıdaki üç durumu gözününe 

alalım: 

1. Durum       ve        olsun. Bu durumda, 

 (       )   (  
      

 )   (         )     

                                           (       )     

yazılır. 

2. Durum       ve        olsun. (2.5) den, 

 (       )   (       
 )   (  

      
 ) 

  (         )     

   (       )     

yazılır. 

3. Durum       ve        olsun. Yukarıdaki işlemlerden, (  ) nin iki ardışık 

terimi   da olamaz. Bundan dolayı        ve     
       dir. Bunu kullanarak, 

 (       )   (     
 )   (  

      ) 

  (     
 )   (  

      
 ) 

  (     
 )   (         )     

  (     
 )    (       )     
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  (       
 )     

  (    
    

 )     

  (           )          

   (         )          

elde edilir. Yalnız diğer ihtimal,      ve        oluşamaz. Bu yüzden,     için 

 (       )  {
  (       )             veya

  (         )         
               (2.6) 

vardır.       ⁄    { (     )  (     )} olarak belirleyelim. Şimdi  

 (       )     ⁄ (   ),                                    (2.7) 

olduğunu ispatlayalım.     için 

 (     )     ⁄ (   ) 

olur.     için, her bir durumu ayrı ayrı ele alıp ve (2.6)  kullanırsak, 

 (     )    (     )     

                                                                     ⁄ (   )     

                                                                  (   )  ; 

 (     )    (     )       

                                                               (   ⁄      ) 

  (   ) 

elde edilir. Şimdi de       için  (2.7) nin sağlandığını farzedelim.     için  
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 (       )    (       )       

  [   ⁄ (   )]       

  (   )  ⁄ (   )   (   )  ⁄  (   )  ⁄  

  (   )  ⁄ [  (   )] 

veya 

 (         )    (       )          

  [ (   )  ⁄ (     )]          

  (   )  ⁄ (     )   (   )  ⁄  (   )  ⁄   (   )  ⁄  (   )  ⁄  

  (   )  ⁄ (     )   (   )  ⁄   (   )  ⁄  

  (   )  ⁄ (     ) 

olduğu görülür. Bu da her     için (   ) nin sağlandığını gösterir. (   ) kullanılarak, 

 (     )   ∑ (   ⁄ )
 
 ∑  (   ⁄ )

  
   

 
   ,              

elde edilir. Bu ise (  ) nin bir Cauchy dizisi olduğu anlamına gelir.   kapalı 

olduğundan, (  ) dizisi bir     noktasına yakınsar. (  ) seçimimizden,        

olacak şekilde (  ) nin bir (   ) alt dizisi vardır. Yani         için,        
  dir. 

        ve ( ) den     için    
         olur, bu da   Hausdorff metrikte     

iken           anlamına gelir. 

 (      )   (         )   ,          

olduğundan,  (    )    olur.    kapalı olduğundan,      dir. 

(   ) tam olmayan metrik uzay ise       küme değerli dönüşümü, Teorem 2.4.34 

ün şartlarını sağlamasına rağmen sabit noktası yoktur (Ansari 2010). 
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Teorem 2.4.36: (   ) tam metrik uzay ve   üzerinde     (     ] has, alttan 

sınırlı ve alttan yarı sürekli fonksiyonel olsun.       küme değerli dönüşümü olmak 

üzere her     için  

 ( )   (   )   ( ) 

şartını sağlayacak şekilde    ( ) vardır. Öyleyse,   nin bir  ̅    sabit noktası vardır 

yani,   ̅   ( ̅) ve   ( ̅)     dir (Caristi and Kirk 1975). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. İterasyon Metodları 

Bir dönüşümün sabit noktasını veya noktalarını bulurken çeşitli iterasyon metodları 

kullanılır. Yaygın olarak bilinen birkaç sabit nokta iterasyon yönteminden bahsedelim.  

Picard iterasyonu: (   ) bir metrik uzay,     kapalı bir küme ve       bir 

dönüşüm olsun.      olmak üzere Picard iterasyonu 

                         

şeklinde tanımlanır (Picard 1890). Picard iterasyonu bazen ardışık yaklaşıklar dizisi 

(sequence of successive approximations) olarak da adlandırılır. 

Tam metrik uzayda tanımlı daraltan dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşımı için 

kullanılan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daraltan dönüşüm yerine farklı 

sınıftan bir dönüşüm alınırsa, Picard iterasyonu dönüşümün sabit noktasına 

yakınsamayabilir. 

Krasnoselskij iterasyonu: (  ‖ ‖) bir normlu uzay ve       bir dönüşüm olsun. 

     ve   [   ] için Krasnoselskij iterasyonu, 

     (   )                     

şeklinde tanımlanır. Bu iterasyon     için Picard iterasyonuna indirgenir 

(Krasnoselskij 1955). 
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Mann iterasyonu: W. R. Mann tarafından 1953 yılında kurulmuş ve Banach daralma 

ilkesini sağlamayan dönüşümlerin sabit noktalarını elde etmek için kullanılmıştır.   bir 

normlu uzay,     boş olmayan konveks bir küme,       bir dönüşüm ve      

keyfi bir nokta olmak üzere Mann iterasyonu, 

     (    )                       

şeklinde tanımlanır (Mann 1953). 

W. R. Mann’ın sonuçları, 1971 yılında Franks ve Marzec tarafından ve Franks ve 

Marzec’in sonuçları da 1974 yılında B. E. Rhoades tarafından genişletilmiştir. 1974 

yılında B. E. Rhoades, kapalı ve sınırlı bir aralıktan yine bu aralığa tanımlı bir dönüşüm 

(self-map) için Mann iterasyonunun bu dönüşümün sabit noktasına yakınsadığını 

göstermiştir. 

Sastry and Babu (2005)’de, Mann iterasyonunu küme değerli dönüşümler için aşağıdaki 

gibi tanımlamış ve aşağıdaki teoremi vermişlerdir.  

( )      ( ) küme değerli bir dönüşüm ve    ( ) olsun.      olmak üzere 

Mann iterasyon şeması  

          (    )   ,         [   ]              (3.1) 

şeklinde tanımlansın. Burada  ‖    ‖   (     ) olacak şekilde         dir.  

Teorem 3.1.1: K, H Hilbert uzayının kompakt konveks alt kümesi olsun.      ( ) 

genişlemeyen dönüşüm ve  ,   nın sabit noktası olsun. (  ),        ve ∑     

şartlarını sağlasın. Bu durumda (3.1) de tanımlanan Mann iterasyon dizisi, T nın bir   

sabit noktasına yakınsar (Sastry and Babu 2005). 
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Ishikawa iterasyonu: 1974 yılında S. Ishikawa tarafından kurulmuş ve Lipschitzian ve 

pseudocontractive dönüşümler için Mann iterasyon yönteminin yetersizliği durumunda 

yeni bir iterasyon metodu olarak oluşturulmuştur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert 

uzayının konveks ve kompakt alt kümesi üzerinde tanımlı Lipschitzian ve 

pseudocontractive bir dönüşümün sabit noktaya kuvvetli yakınsadığını göstermek 

amacıyla kullanılmıştır (Berinde 2006).   bir normlu uzay,     boş olmayan 

konveks alt küme,       bir dönüşüm ve      keyfi bir nokta olmak üzere 

Ishikawa iterasyonu, 

  {
     (    )         

       (    )              
                                       (3.2) 

şeklinde tanımlanır (Ishikawa 1974). (3.2) eşitliği ile verilen iterasyonda      

alınırsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna indirgenir. Buna rağmen Mann ve Ishikawa 

iterasyonları için yakınsama sonuçları arasında genel bir bağ yoktur (Berinde 2006). 

B. E. Rhoades ve Ş. M. Şoltuz, 2003-2004 yıllarında dönüşümlerin çeşitli sınıfları için 

Ishikawa iterasyonunun yakınsaklığının, Mann iterasyonunun yakınsaklığına denk 

olduğunu göstermişlerdir. 

Sastry and Babu (2005)’de, Ishikawa iterasyonunu küme değerli dönüşümler için 

aşağıdaki gibi tanımlamış ve aşağıdaki teoremi ifade etmişlerdir. 

(II)      ( ) küme değerli bir dönüşüm ve    ( ) olsun.      olmak üzere 

Ishikawa iterasyon şeması 

  {
            (    )          [   ] 

         
  (    )          [   ] 

                                (3.3) 

şeklinde tanımlanır. Burada ‖    ‖   (     ) olacak şekilde        ve ‖  
  

 ‖   (     ) olacak şekilde   
      vardır.  
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Teorem 3.1.2: K,   Hilbert uzayının kompakt konveks alt kümesi olsun.      ( ) 

genişlemeyen dönüşüm ve bir    ( ) olsun. {  } ve {  },          ,      

ve ∑       şartlarını sağlasın. Bu durumda (3.3) de tanımlanan Ishikawa iterasyon 

dizisi T nın bir   sabit noktasına yakınsar (Sastry and Babu 2005). 

Song and Wang (2008)’de, Lemma 3.2.4 e dayanarak (II) Ishikawa iterasyonunu  

      {

        

     (    )       
     (    )       

                                            (3.4) 

şeklinde tanımlamıştır. Burada ‖     ‖   (       )     ve ‖       ‖  

 (         )     olacak şekilde        ve        dır.           olmak 

üzere (  ), (  ) reel dizileri, lim        ve ∑       şartlarını sağlar. 

Teorem 3.1.3: K,   düzgün konveks Banach uzayının boş olmayan kompakt konveks 

bir alt kümesi olsun.       ( ) genişlemeyen dönüşüm ve  ( )     lma  üzere 

her    ( ) için  ( )  { } olsun. (  ) ve (  ),          ,      ve 

∑       şartlarını sağlasın. Bu durumda (3.4) de tanımlanan Ishikawa iterasyon 

dizisi T nın bir sabit noktasına yakınsar (Song and Wang 2008). 

Shahzad and Zegeye (2009)’da, Sastry and Babu (2005), Song and Wang (2008), 

Panyanak (2007)’ın sonuçlarını genişleterek Ishikawa iterasyon şemasını küme değerli 

quasi genişlemeyen dönüşümler için aşağıdaki gibi yeniden ifade etmişlerdir: 

(III)       ( ) küme değerli bir dönüşüm,       [   ] olsun. (  ) Ishikawa 

iterasyon şeması 

     { 

    

   (    )       
     (    )       

 
                                            (3.5) 
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şeklinde tanımlansın. Burada         ve   
      dir.  

Tanım 3.1.4 :  ,   Banach uzayının boş olmayan konveks bir alt kümesi ve  ( )    

olmak üzere       ( ) bir dönüşüm olsun. Eğer her   (   ) için  ( )    ve 

 ( )    olacak şekilde azalmayan bir   [   )  [   ) fonksiyonu var ve her     

için 

 (    )   ( (   ( )) 

 ise,   ye (I) şartını sağlıyor denir (Senter and Dotson 1974).  

Tanım 3.1.5:  ,   Banach uzayının boş olmayan konveks bir alt kümesi ve  ( )    

olmak üzere           ( ) iki dönüşüm olsun. Eğer her   (   ) için  ( )    

ve  ( )    olacak şekilde azalmayan bir   [   )  [   ) fonksiyonu var ve her 

    için 

 

 
(‖     ‖  ‖     ‖)   ( (   ( )) 

 ise,   ve    dönüşümleri (II) şartını sağlıyor denir (Khan and Fukhar-ud-in 2005).  

Teorem 3.1.6:  ,   düzgün konveks Banach uzayının boş olmayan kapalı konveks alt 

kümesi,       ( ) quasi genişlemeyen bir dönüşüm ve  ( )    olmak üzere her 

   ( ) için  ( )  { } olsun.       [   ]  (   ) ve   nin (I) şartını sağladığını 

farzedelim. Bu durumda (3.5) de tanımlanan Ishikawa iterasyon dizisi   nın bir sabit 

noktasına güçlü yakınsar (Shahzad and Zegeye 2009). 

Ayrıca her    ( ) için  ( )  { } şartını kaldırarak iterasyon şemasını (IV) deki 

gibi ifade etmişlerdir. 

(IV)      ( ) küme değerli bir dönüşüm ve   ( )  {    ‖   ‖   (    )} 

olsun. (  ) İshikawa iterasyon şeması, 
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   {

    

   (    )       
       (    )       

 
                                           (3.6) 

şeklinde tanımlansın. Burada       [   ],      (  ) ve   
    (  ) dir. 

Teorem 3.1.7:  ,   düzgün konveks Banach uzayının boş olmayan kapalı konveks alt 

kümesi,  ( )    olmak üzere      ( ) küme değerli bir dönüşüm ve    

genişlemeyen olsun.       [   ]  (   ) ve   nin (I) şartını sağladığını farzedelim. 

Bu durumda (3.6) tanımlanan (  )  Ishikawa iterasyon dizisi   nın bir sabit noktasına 

güçlü yakınsar (Shahzad and Zegeye 2009). 

Yukarda verilen iterasyon yöntemlerinin hata terimli versiyonları üzerine de birçok 

çalışma yapılmıştır.  

Cholamijak ve Suantai (2008)’de, düzgün konveks Banach uzaylarında tanımlı küme 

değerli quasi genişlemeyen iki dönüşüm için hata terimli iki yeni iterasyon yöntemini 

tanımlamış ve önerdikleri bu iterasyon şeması ile güçlü yakınsaklık teoremleri elde 

etmişlerdir. Ayrıca Banach uzaylarında tanımlı küme değerli iki quasi genişlemeyen 

dönüşümün ortak sabit noktasını bulmak için başka bir hata terimli iki adım iterasyon 

şeması tanıtmışlardır. Söz konusu iterasyon şemaları ve bu şemaların yakınsaklığı ile 

ilgili teoremler sırasıyla aşağıdaki gibidir; 

(V)  ,   Banach uzayının boş olmayan konveks alt kümesi,         
    

  [   ]  ve 

(  ),(  ) dizileri   da sınırlı olmak üzere           ( ) küme değerli quasi 

genişlemeyen iki dönüşüm olsun.      olmak üzere, (  )  dizisi  

      {
     

   
    

    (    
    

 )  
               (       )    

                                     (3.7) 

şeklinde tanımlanır. Burada    
         ve         dir. 
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Teorem 3.1.8:   düzgün konveks Banach uzay,   da   nin boş olmayan kapalı 

konveks bir alt kümesi olsun.           ( ) quasi genişlemeyen iki dönüşüm ve 

 (  )  (  )    olmak üzere her    (  )  (  ) için     { }      olsun. 

Eğer 

( )   ve   , (II) şartını sağlar 

(  ) ∑ (       )    
    ve  (  ) ∑ (    

    
 )    

   , 

(   )          
     ,  

 şartlarını sağlıyorsa (3.7) de tanımlanan (  ) dizisi  (  )  (  ) nin bir elemanına 

güçlü yakınsar (Cholamijak and Suantai 2008). 

(VI)          ( ) küme değerli iki dönüşüm ve      {      ‖   ‖  

 (     )},       olsun.       olmak üzere, (  ) dizisi   

   {
     

   
    

    (    
    

 )  
               (       )  

                      (3.8) 

şeklinde tanımlanır. Burada    
          ve          dir.  

Teorem 3.1.9:   düzgün konveks Banach uzay,   da   nin boş olmayan kapalı 

konveks bir alt kümesi,  (  )  (  )    olmak üzere           ( ) küme değerli 

iki dönüşüm ve         genişlemeyen olsun. 

(i)    ve   , (II) şartını sağlar 

(ii) ∑ (       )    
    ve  ∑ (    

    
 )    

   , 

(iii)          
     , 

şartlarının sağlandığını farzedelim. Bu durumda (3.8) de tanımlanan (  ) dizisi 

 (  )  (  ) nin bir elemanına güçlü yakınsar (Cholamijak and Suantai 2008). 
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3.2. Özel Dönüşüm Sınıfları 

Bu bölümde ise çalışmamızın temel sonuçlarını elde etmek için kullandığımız tanım ve 

lemmaları vereceğiz. 

Tanım 3.2.1:  ,   Banach uzayının boş olmayan konveks bir alt kümesi ve     

  ( ) bir dönüşüm olsun. (  ) dizisi   da olmak üzere      iken  (      )    

olduğunda,         olacak şekilde (  ) dizisinin (   ) bir alt dizisi varsa,   

dönüşümüne hemicompactır denir (Cholamjiak and Suantai 2011). 

Şayet   kompakt ise,        ( ) küme değerli her dönüşüm hemicompactır. 

Tanım 3.2.2:  ,   Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve      ( ) küme 

değerli bir dönüşüm olsun. Eğer   daki (  ) dizisi   e zayıf ve         olacak 

şekilde (  ) dizisi   e kuvvetli yakınsadığında      oluyor ise  ,   de demicloseddir 

denir (Khan et al. 2008). 

Lemma 3.2.3:       ( ) olsun. Herhangi bir     için  

 (   )   (   ) 

dir (Dube 1975). 

Lemma 3.2.4:       ( ) ve     olsun. Eğer     ise,  (   )   (   )    

olacak şekilde     vardır ( Nadler 1969). 

İspat:     ve bir     verilsin. İnfimum tanımından 

 (   )   (   )     
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olacak şekilde bir     vardır. 

 (   )   (   )     { (   )    }   (   ) 

olduğundan  

 (   )   (   )    

elde edilir. 

Lemma 3.2.5:   K   (K) küme değerli bir dönüşüm ve   ( )  {     ‖   ‖  

 (    )} olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir. 

1)    ( )  

2)   ( )  { }  

3)    (  )  

Üstelik,   ( )   (  ) dir (Song and Cho 2011). 

İspat:  )   ).      olduğundan,  (    )    olur. Dolayısıyla, herhangi bir 

    ( ) için, ‖   ‖   (    )    olur ve bu nedenle     dir. Yani,   ( )  

{ } olarak bulunur. 

 )   ) Açıktır. 

 )   ).     ( ) olduğundan,  (    )  ‖   ‖    olur ve böylece    in 

kapalılığından       yazılır. 

Lemma 3.2.6: (  ) ve (  ) negatif olmayan iki dizi olmak üzere her     için  
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eşitsizliğini sağlasın. Eğer  ∑      
     ise bu durumda lim      limiti vardır (Tan 

and Xu 1993). 

İspat: Her       için, 

                      ∑   

   

   

 

bulunur. Dolayısıyla      
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅      ∑   

 
    olur. Böylece     

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅          elde 

edilir. 

Lemma 3.2.7:   düzgün konveks Banach uzayı ve     için            

olsun. (  ) ve (  ),    de iki dizi olmak üzere uygun bir     için, 

lim up
   

‖  ‖      lim up
   

‖  ‖    ve lim
   

‖     (    )  ‖     

şartları sağlansın. Bu durumda lim   ‖     ‖    (Schu 1991).  

İspat:     için ispat açıktır.     olsun. Kabul edelim ki (     ) dizisi sıfıra 

yakınsaktır. Bu durumda (     ) dizisinin     ‖       ‖    olacak şekilde 

(       ) alt dizisi vardır.          ‖  ‖    ve          ‖  ‖    olduğundan 

‖   ‖   , ‖   ‖    olacak şekilde (  ) alt dizisi için   (     ) olduğunu kabul 

edebiliriz. Her     için  

  (   )  (
 

 
)    ve ‖       ‖      

olacak şekilde       seçebiliriz.   düzgün konveks olduğundan her   (   ), 

   ,      , ‖ ‖    ve ‖ ‖    için 
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 ‖   (   ) ‖   [      {     }  (
‖   ‖

 
)]             (3.9) 

elde edilir. (3.9) eşitsizliğinden 

‖       (     )   ‖   [      (     )  (
 

 
)] 

                                                                    [    (   )  (
 

 
)] 

 r 

olur ki bu durum hipotezle çelişmektedir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Çalışmamızın bu kısmında küme değerli genişlemeyen dönüşümler için yeni üç adım 

iterasyon şemasını aşağıdaki gibi teşkil ettik:   normlu bir uzay ve  ,   nin boştan 

farklı kapalı bir alt kümesi ve      ( ) küme değerli bir dönüşüm olsun.      

olmak üzere 

     {

   (    )       
   (    )       

     (    )       

                   (4.1) 

şeklinde tanımlayalım. Burada      (  ),      (  ),      (  )  ve          

[   ]  (   ) dır. Bu çalışmada (4.1) de verdiğimiz iterasyon şeması ile uygun şartlar 

altında küme değerli genişlemeyen bir dönüşümün sabit noktalarına güçlü ve zayıf 

yakınsamasını inceleyeceğiz. 

4.1. Küme Değerli Genişlemeyen Dönüşümler için Güçlü ve Zayıf Yakınsama 

Teoremleri 

Çalışmamızın ana kısmı olan bu bölümde temel sonuçlar elde ettiğimiz teoremleri ve 

ispatlarını verelim. 

Lemma 4.1.1:   normlu bir uzay ve   da   nin boş olmayan kapalı konveks bir alt 

kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve      ( )  küme değerli 

genişlemeyen dönüşüm olsun. (  ) dizisini (4.1) deki gibi tanımlayalım. Bu durumda 

her    ( ) için lim   ‖    ‖  limiti vardır. 

İspat:    ( )  olsun. (4.1) den  

‖      ‖  ‖(    )         ‖ 

 (    )‖    ‖    ‖    ‖ 

 (    ) (  (  )   ( ))     (  (  )   ( )) 
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                                       (    )‖    ‖    ‖    ‖                                     (4.2)                             

dir. Ayrıca, 

‖    ‖  ‖(    )         ‖ 

 (    )‖    ‖    ‖    ‖ 

 (    ) (  (  )   ( ))     (  (  )   ( )) 

                                     (    )‖    ‖    ‖    ‖                                       (4.3) 

ve 

‖    ‖  ‖(    )         ‖ 

 (    )‖    ‖    ‖    ‖ 

 (    )‖    ‖     (  (  )   ( )) 

 (    )‖    ‖    ‖    ‖ 

                                            ‖    ‖                                                                       (4.4) 

dir. (4.4) eşitsizliği (4.3) de yerine yazılırsa  

‖    ‖  (    )‖    ‖    ‖    ‖  ‖    ‖                   (4.5) 

elde edilir. Böylece, 

‖      ‖  (    )‖    ‖    ‖    ‖  ‖    ‖ 

dir. Dolayısıyla, (‖    ‖) dizisi azalandır. O halde her    ( ) için lim   ‖   

 ‖ limiti vardır. 

Lemma 4.1.2:   düzgün konveks Banach uzayı ve    a   nin boş olmayan kapalı 

konveks alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve      ( ) 
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küme değerli genişlemeyen dönüşüm olsun. (  ) iterasyon dizisini (4.1) deki gibi 

tanımlayalım. Bu durumda  lim    (      )    dır. 

İspat: Lemma 4.1.1 den, her     ( ) için lim   ‖    ‖ limiti vardır. Bir     

için lim   ‖    ‖    olduğunu kabul edelim. 

 lim up
   

‖    ‖   lim up
   

 (  (  )   ( ))   lim up
   

‖    ‖    

den   

                          lim up   ‖    ‖                                                   (4.6) 

olur. Benzer şekilde (4.4) ve (4.5) den  

                          lim up   ‖    ‖                         (4.7) 

ve 

                          lim up   ‖    ‖                                  (4.8) 

yazılır. (4.6) ve (4.7) eşitsizliklerine Lemma 3.2.7 uygulandığında, 

lim
   

‖     ‖    

elde edilir. (4.5) eşitsizliğinin üst limiti alınırsa 

                              lim up   ‖    ‖                    (4.9) 

bulunur. Ayrıca  

‖      ‖  ‖(    )         ‖ 
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 ‖(    )    (     )‖ 

 ‖    ‖    ‖     ‖ 

şeklinde düzenlenirse 

                          limin    ‖    ‖                                                  (4.10) 

bulunur. (4.6) ve (4.10) eşitsizliklerinden 

lim
   

‖    ‖    

elde edilir. Buradan  

‖    ‖  ‖     ‖  ‖    ‖ 

 ‖     ‖   (  (  )   ( )) 

 ‖     ‖  ‖    ‖ 

şeklinde düzenlenirse 

                      limin    ‖    ‖                                                      (4.11) 

elde edilir. (4.9) ve (4.11) eşitsizliklerinden, 

lim
   

‖    ‖    

olur. (4.6) ve (4.8) eşitsizliklerine lemma 3.2.7 uygulandığında, 

lim
   

‖     ‖    
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 elde edilir. (4.4) eşitsizliğinin üst limiti alınırsa, 

                lim up   ‖    ‖                   (4.12) 

bulunur. Ayrıca 

‖    ‖  ‖     ‖  ‖    ‖ 

 ‖     ‖   (  (  )   ( )) 

 ‖     ‖  ‖    ‖ 

eşitsizliğinden, 

                   limin    ‖    ‖                                                   (4.13) 

olur. (4.12) ve (4.13) eşitsizliklerinden, 

lim
   

‖    ‖    

bulunur. Lemma 3.2.7 tekrar uygulandığında, 

                   lim   ‖     ‖                                                        (4.14) 

olur. Diğer taraftan   (      )  ‖     ‖ olduğundan, 

lim
   

 (      )    

elde edilir.  
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(4.1) de verdiğimiz iterasyon şeması ile küme değerli genişlemeyen dönüşümlerin sabit 

noktasına güçlü yakınsaması ile ilgili teoremleri verelim. 

Teorem 4.1.3:   reel Banach uzayı ve   da   nin boş olmayan kapalı konveks alt 

kümesi olsun.  ( )   ,     genişlemeyen bir dönüşüm ve       ( ) genişlemeyen 

küme değerli dönüşüm olsun. (  ) iterasyon dizisini (4.1) deki gibi tanımlayalım. Bu 

durumda (  )  dizisinin,  ( ) nin bir sabit noktasına güçlü yakınsaması için gerek ve 

yeter şart  

limin 
   

 (    ( ))    

olmasıdır. 

İspat: Gerekliliği açıktır. Tersine, limin     (    ( ))    olduğunu farzedelim. 

Lemma 4.1.1 den,  

‖      ‖  ‖    ‖ 

yazılır. Buradan da, 

 (      ( ))   (    ( )) 

olur ve lim    (    ( )) limiti vardır. Hipotezden, limin     (    ( ))    

olduğundan, lim    (    ( ))    dir.  

Şimdi (  ) nin   da bir Cauchy dizisi olduğunu gösterelim.     keyfi olsun. 

lim    (    ( ))    olduğundan, her       için 

 (    ( ))  
 

 
 

olacak şekilde    vardır. Bilhassa, in {‖     ‖    ( )}  
 

 
  olduğundan 
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‖      ‖  
 

 
 

olacak şekilde     ( )  olmalıdır. O halde         için 

‖       ‖  ‖       ‖  ‖     ‖ 

  ‖      ‖ 

  (
 

 
)    

olur. Bu durumda (  )  dizisi,   Banach uzayının   kapalı alt kümesinde bir Cauchy 

dizisidir ve bu nedenle K da yakınsaktır. lim        olsun. Bu durumda 

 (    ( ))   (    )   (     (  ))   (  (  )   ( )) 

                                          (    )  ‖     ‖  ‖    ‖   

                                           ,      

olur. Bu da   (    ( ))    olduğunu gösterir.    genişlemeyen dönüşüm olduğundan  

 (  ) kapalıdır. Bu nedenle     (  )   ( ) dir. 

Teorem 4.1.4:   düzgün konveks Banach uzayı ve   da   nin boş olmayan kapalı 

konveks alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve      ( ) 

genişlemeyen küme değerli dönüşümü (I) şartını sağlasın. (  )  iterasyon dizisini (4.1) 

deki gibi tanımlayalım. Bu durumda (  ) dizisi   nin bir sabit noktasına güçlü yakınsar. 

İspat: Lemma 4.1.1 den, her    ( ) için lim   ‖    ‖ limiti vardır. Bir     

için, bu limit   olsun. Eğer     ise ispatı aşikardır.     olduğunu farzedelim. O 

halde ‖      ‖  ‖    ‖ olmasından 

      ( )‖      ‖        ( )‖    ‖ 
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eşitsizliği yazılır. Bu da  (      ( ))   (    ( )) olduğu anlamına gelir. Böylece 

lim    (    ( )) vardır. Lemma 4.1.2 ve (I) şartını kullanarak, 

lim
   

 (  (    ( ))  lim
   

 (      )    

elde ederiz. Yani 

lim
   

 (  (    ( ))    

dır.   azalan bir fonksiyon ve  ( )    olduğundan, lim    (    ( ))    elde 

edilir. Teorem 4.1.4 ün uygulanması istenen sonucu verir. 

Şimdi (4.1) de verdiğimiz iterasyon şeması ile küme değerli genişlemeyen 

dönüşümlerin sabit noktasına zayıf yakınsaması ile ilgili teoremi verelim. 

Teorem 4.1.5:   düzgün konveks Banach uzayı Opial şartını sağlasın ve    da   nin 

boş olmayan kapalı konveks alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm 

ve      ( ) genişlemeyen küme değerli dönüşüm olsun. (  ) iterasyon dizisini 

(4.1) deki gibi tanımlayalım.      sıfırda demiclosed olduğunda, (  ) dizisi   nin bir 

sabit noktasına zayıf yakınsar. 

İspat:    ( )   (  ) olsun. Lemma 4.1.1 in ispatında olduğu gibi, tüm     için 

lim   ‖    ‖ limiti vardır. O halde (  ) dizisinin  ( ) de bir tek zayıf alt dizisel 

limite sahip olduğunu ispatlayalım. Bunu ispatlamak için       olmak üzere, (  ) 

dizisinin (   ) ve (   ) alt dizileri olmak üzere sırasıyla    ve    bu dizilerin zayıf 

limitleri olsun. (4.14) den lim   ‖     ‖    olacak şekilde        vardır. 

     sıfırda demiclosed olduğundan,     (  )   ( ) elde edilir. Aynı şekilde 

    ( ) olduğu ispatlanabilir. Şimdi de tekliğini ispatlayalım. Bunun için,       

olduğunu farzedelim. Bu durumda Opial şartından, 
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lim
   

‖     ‖  lim
    

‖      ‖ 

                                                                     lim    ‖      ‖ 

                                                                     lim   ‖     ‖ 

                                                                     lim    ‖      ‖ 

                                                                     lim    ‖      ‖ 

                                                                      lim
   

‖     ‖ 

yazılır. Bu bir çelişkidir. Bu nedenle (  ),    de bir tek noktaya zayıf yakınsar. 

4.2. Küme Değerli Quasi Genişlemeyen Dönüşümler için Güçlü ve Zayıf 

Yakınsama Teoremleri  

 ,   Banach uzayının boş olmayan konveks bir alt kümesi, 

           
    

    
    

     
     

   [   ],            
    

    
    

     
   

  
     olsun. Burada.      ( ) küme değerli quasi genişlemeyen bir dönüşüm ve 

  ( )  {     ‖   ‖   (    )} olsun. (  ) (  ) ve (  ) dizileri    da sınırlı 

olmak üzere   

      {

     
       

       
    

     
      

      
   

                   

                    (4.15) 

(  ) iterasyon dizisi teşkil edelim. Burada      (  ),       (  ) ve       (  ) 

dir. 

(4.15) de verdiğimiz hata terimli iterasyon şemasının (I) şartını sağlayan küme değerli 

quasi genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktasına güçlü yakınsaması ile ilgili teoremi 

verelim. 
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Teorem 4.2.1:   düzgün konveks Banach uzayı,   da   nin boş olmayan kapalı 

konveks alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve      ( ) 

quasi genişlemeyen küme değerli dönüşüm olsun. (  ) iterasyon dizisini (    ) deki 

gibi tanımlayalım. Farzedelim ki 

i)  ,  (I) şartını sağlasın. 

ii) ∑      
    ,   ∑   

  
        ve  ∑   

     
    dir. 

iii)          
    

       dir. 

Bu durumda (  ),   nın sabit noktasına güçlü yakınsar. 

İspat:     ( ) ve Lemma 3.2.5 den   ( )  { } dir. (  ) (  ) ve (  ) dizileri sınırlı 

olduğundan,      {      ‖    ‖       ‖    ‖       ‖    ‖} diyelim. 

Bu durumda (4.15) den, 

‖    ‖  ‖  
       

       
      ‖ 

   
  ‖    ‖    

  ‖    ‖    
  ‖    ‖ 

   
  ‖    ‖    

   (     ( ))    
    

   
  ‖    ‖    

   (  (  )   ( ))    
    

 (  
     

  )‖    ‖    
    

                                                ‖    ‖    
                                                              (4.16) 

‖    ‖  ‖  
      

      
     ‖ 

   
 ‖    ‖    

 ‖    ‖    
 ‖    ‖ 

   
  (     ( ))    

  (     ( ))    
   

   
  (  (  )   ( ))    

  (  (  )   ( ))    
   

   
 ‖    ‖    

 ‖    ‖    
   

   
 ‖    ‖    

 ‖    ‖    
     

   
    

 ‖    ‖     
     

   
                                                     (    ) 
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ve 

‖      ‖  ‖                ‖ 

   ‖    ‖    ‖    ‖    ‖    ‖ 

    (     ( ))     (     ( ))      

    (  (  )   ( ))     (  (  )   ( ))      

   ‖    ‖    ‖    ‖      

   ‖    ‖    ‖    ‖          
         

   
    

 ‖    ‖  (       
      

   
  )  

 ‖    ‖                                                                           (    )  

elde edilir. Burada     (       
      

   
  ) dir. Hipotezden, ∑      

    dir.  

Bu nedenle Lemma 3.2.6 dan, her     için lim   ‖    ‖ limiti vardır.  

Dolayısıyla (  ), (  ) ve (  ) dizileri sınırlıdır. 

Şimdi de lim    (    (  ))    olduğunu gösterelim. Bunun için,                                                                                                                                                                            

lim
   

 (    (  ))  lim
   

 (     (  ))  lim
   

‖     ‖    

olduğunu göstermeliyiz. Bir     için lim   ‖    ‖    olduğunu farzedelim. 

     { up   ‖     ‖       ‖     ‖       ‖     ‖} olsun. 

lim up
   

‖    ‖        
   

 (      ( )) 

       
   

 (  (  )   ( )) 

                                                                        ‖    ‖ 

eşitsizliğinden   
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lim up
   

‖    ‖    

elde edilir. Benzer şekilde lim up   ‖    ‖      ve lim up   ‖    ‖       

eşitsizlikleri elde edilir. Ayrıca (4.16) ve (4.17) eşitsizliklerinin her iki yanın üst limiti 

alındığında, sırasıyla  

lim up   ‖    ‖    ve lim up   ‖    ‖                     (4.19) 

elde edilir. Diğer yandan 

‖       (     )‖  ‖    ‖    ‖     ‖ 

  (     ( ))       

  (  (  )   ( ))      

 ‖    ‖      

olarak düzenlenirse  lim up   ‖       (     )‖     olur. Benzer şekilde, 

‖       (     )‖  ‖    ‖    ‖     ‖ 

  (     ( ))       

  (  (  )   ( ))      

 ‖    ‖      

yazılır ve buradan  lim up   ‖       (     )‖    elde edilir. Dolayısıyla 

lim
   

‖  (       (     ))  (    )(       (     ))‖

    
   

‖      ‖    

dir. Lemma 3.2.7 den, 



77 
 

 

                    lim   ‖     ‖                                                              (4.20) 

 olur. Ayrıca 

‖      ‖  ‖                ‖ 

 ‖       (     )    (     )‖ 

 ‖    ‖    ‖     ‖    ‖     ‖ 

 ‖    ‖    ‖     ‖      

şeklinde düzenlenirse,   limin    ‖    ‖ elde edilir. Bu eşitsizlik daha önceden 

elde ettiğimiz          ‖    ‖    ile birleştirdiğimizde 

  lim
   

   ‖    ‖        
   

‖    ‖    

 olur ve buradan lim   ‖    ‖    elde edilir. Ayrıca 

‖    ‖  ‖     ‖  ‖    ‖ 

 ‖     ‖   (     ( )) 

 ‖     ‖   (  (  )   ( )) 

 ‖     ‖  ‖    ‖ 

eşitsizliğinden   limin    ‖    ‖ olur ve yukarıda elde ettiğmiz 

         ‖    ‖     eşitsizliği ile birleştirildiğinde  

  limin 
   

‖    ‖        
   

‖    ‖    

elde edilir. Dolayısıyla 

lim
   

‖    ‖    
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bulunur. Ayrıca  

       
 (       

 (     ))  (    
 )(       

 (     )) 

olarak ifade edebiliriz. Yani 

lim
   

‖  
 (       

 (     ))  (    
 )(       

 (     ))‖    

dir. Şimdi de  

‖       
 (     )‖  ‖    ‖    

 ‖     ‖ 

  (     ( ))    
    

  (  (  )   ( ))     
   

 ‖    ‖    
   

olarak düzenlenirse,  lim up   ‖       
 (     )‖    bulunur. Aynı şekilde  

‖       
 (     )‖  ‖    ‖    

 ‖     ‖ 

  (     ( ))     
   

  (  (  )   ( ))     
   

 ‖    ‖    
   

 olarak düzenlenirse, 

lim up
   

‖       
 (     )‖    

elde edilir.  Lemma 3.2.7 den, 

                        lim   ‖     ‖                                                       (4.21) 
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olur. (4.21) eşitliği kullanılarak 

‖    ‖  ‖     ‖  ‖    ‖ 

 ‖     ‖   (     ( )) 

 ‖     ‖   (  (  )   ( )) 

 ‖     ‖  ‖    ‖ 

eşitsizliği elde edilir. Buradan   limin    ‖    ‖ dir. Yukarda elde ettiğimiz 

         ‖    ‖      eşitsizliği ile birleştirildiğinde 

  limin 
   

‖    ‖        
   

‖    ‖    

olur ve buradan  lim   ‖    ‖    olur. Bu durumda  

       
  (       

  (     ))  (    
  )(       

  (     )) 

 şeklinde yazabiliriz. O halde 

lim
   

‖  
  (       

  (     ))  (    
  )(       

  (     ))‖    

dir. Buradan 

‖       
  (     )‖  ‖    ‖    

  ‖     ‖ 

 ‖    ‖    
    

şeklinde düzenlenirse, lim up   ‖       
  (     )‖     elde edilir. Benzer 

şekilde  

‖       
  (     )‖  ‖    ‖    

  ‖     ‖ 

  (     ( ))    
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  (  (  )   ( ))    
    

 ‖    ‖    
    

düzenlenirse,  lim up   ‖       
  (     )‖     elde edilir. Dolayısıyla Lemma 

3.2.7 den,  

                  lim   ‖     ‖                                                             (4.22) 

olur. Hipotezden lim    (    )     olduğunu biliyoruz. Bu nedenle her   için 

‖      ‖  
 

  
 olacak şekilde   de bir (  ) dizisi ve (  ) nın bir (   ) alt dizisi 

vardır. Bu nedenle (4.18) eşitsizliğinden 

 

‖       ‖  ‖         ‖          

 ‖         ‖                  

  

 ‖     ‖  ∑        

         

   

 

dir. Buradan 

‖        ‖  ‖      ‖  ∑        

         

   

 
 

  
 ∑        

         

   

 

yazılır. Şimdi de  (  ) nın   da bir Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. Bunun için 

‖       ‖  ‖          ‖  ‖        ‖ 

 
 

    
 

 

  
 ∑      
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 ∑      

         

   

 

yazılır. Böylece (  ),   da bir Cauchy dizisi olup bir      noktasına yakınsar.      

olduğunu gösterelim. 

 (    ( ))   (     ( ))   (  ( )   (  ))  ‖    ‖ 

eşitsizliğinde     iken      olur. Dolayısıyla  (   ( ))    ve     dir. 

‖      ‖  
 

  
 eşitsizliğinden (   ) alt dizisi   ya güçlü yakınsar. lim   ‖    ‖ 

limiti olduğundan, (  ) dizisi   ya güçlü yakınsar. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

(4.15) de verdiğimiz hata terimli iterasyon şemasının küme değerli hemicompact quasi 

genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktasına güçlü yakınsaması ile ilgili teoremi verelim. 

Teorem 4.2.2:   düzgün konveks Banach uzayı,   da   nin boş olmayan kapalı 

konveks bir alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve      ( ) 

küme değerli quasi genişlemeyen dönüşüm olmak üzere, (  ) iterasyon dizisini (    ) 

deki gibi tanımlayalım. Şayet 

 i)    hemicompactır. 

ii) ∑      
    ,   ∑   

  
        ve ∑   

     
    dır. 

iii)          
    

       dır. 

şartları sağlanıyorsa (  ),   nın sabit noktasına güçlü yakınsar. 

İspat:    ( ) olsun. Teorem 4.2.1 nin ispatında olduğu gibi her    ( ) için 

lim   ‖    ‖ limiti vardır. Yine yukarıdaki teoremin ispatında olduğu gibi     
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iken  (      )    olduğu gösterilebilir.   hemicompact olduğundan, bir     için 

      olduğunu farzedelim. Buradan, 

                                     (   ( ))   (    ( )) 

                                                       ‖     ‖  ‖       ‖   (      ( )) 

                                                       ‖     ‖  ‖       ‖   (  (   )   ( )) 

                                                       ‖     ‖  ‖       ‖    

dır. Buradan  (   ( ))    ve dolayısıyla    ( ) dir. Her bir    ( ) için 

lim   ‖    ‖ limiti olduğundan,     iken      olur. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

Son olarak (4.15) de verdiğimiz hata terimli iterasyon şemasının küme değerli quasi 

genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktasına zayıf yakınsaması ile ilgili teoremi verelim. 

Teorem 4.2.4:  düzgün konveks Banach uzayı Opial şartını sağlasın ve   da   nin boş 

olmayan kapalı konveks alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve 

     ( ) küme değerli quasi genişlemeyen dönüşüm olsun. Farzedelim ki  

∑      
   , ∑   

  
      ve ∑   

     
    ve          

    
       dir. Eğer 

     sıfırda demiclosed ise, (4.15) deki gibi tanımlanan (  ) dizisi   nin bir sabit 

noktasına zayıf yakınsar. 

İspat:    ( )   (  ) olsun. Teorem 4.2.1 in ispatında olduğu gibi, tüm     için 

lim   ‖    ‖ limiti var ve lim    (    (  ))    dır. O halde (  ) dizisinin  

 ( ) de bir tek zayıf alt dizisel limite sahip olduğunu ispatlayalım. Bunu ispatlamak 

için,       olmak üzere (  ) dizisinin (   ) ve (   ) iki alt dizilerinin zayıf limitleri, 

sırasıyla    ve    olsun. (4.22) den lim   ‖     ‖    olacak şekilde         

vardır.      sıfırda demiclosed olduğundan     (  )   ( ) elde edilir. Aynı 
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şekilde     ( ) olduğu ispatlanabilir. Şimdi de tekliğini ispatlayalım. Bunun için, 

      olduğunu farzedelim. Bu durumda Opial’s şartından, 

lim
   

‖     ‖  lim
    

‖      ‖ 

 lim
    

‖      ‖ 

 lim
   

‖     ‖ 

 lim
    

‖      ‖ 

 lim
    

‖      ‖ 

                                                                     lim
   

‖     ‖ 

olur. Bu bir çelişkidir. Bu nedenle (  ),   nin bir tek noktasına zayıf yakınsar. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Bu başlık altında tezimizin sonunda elde ettiğimiz sonuçları vereceğiz. Öncelikle güçlü 

yakınsama ile ilgili sonuçları verelim. 

  reel Banach uzayı ve   da   nin boş olmayan kapalı konveks alt kümesi olsun. 

 ( )   ,     genişlemeyen bir dönüşüm ve      ( ) küme değerli genişlemeyen 

dönüşüm olsun. (4.1) de tanımlanan (  ) dizisi   nin bir sabit noktasına güçlü 

yakınsaması için gerek ve yeter şartın limin     (    ( ))    olduğunu Teorem 

4.1.3 de verdik. Ayrıca   nin düzgün konveks Banach uzayı olması halinde ve (I) şartı 

altında (  ) nin   nin sabit noktasına güçlü yakınsadığını Teorem 4.1.4 de ispatladık. 

Diğer taraftan,   düzgün konveks Banach uzayı Opial şartını sağlasın ve  ,   nin boş 

olmayan kapalı konveks alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve 

     ( ) küme değerli genişlemeyen dönüşüm olsun.      sıfırda demiclosed 

olduğunda, (4.1) de tanımlanan (  ) dizisi   nin bir sabit noktasına zayıf yakınsadığını 

Teorem 4.1.5 de ispatladık. 

Tezimizin son kısmında (4.1) iterasyonunun hata terimli versiyonu olan (4.15) 

iterasyonunu tanımladık ve buna bağlı olarak aşağıdaki sonuçları elde ettik:   düzgün 

konveks Banach uzayı,   da   nin boş olmayan kapalı konveks alt kümesi olsun. 

 ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve      ( ) küme değerli quasi 

genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Teorem 4.2.1 de (I) şartının sağlanması ve Teorem 

4.2.2 de    nın hemicompact olması halinde  (4.15) ile tanımlanan (  ) dizisinin uygun 

şartlar altında   nın sabit noktasına güçlü yakınsadığını gösterdik. 

Son olarak,   düzgün konveks Banach uzayı Opial şartını sağlasın ve   da   nin boş 

olmayan kapalı konveks alt kümesi olsun.  ( )   ,    genişlemeyen bir dönüşüm ve 

     ( ) küme değerli quasi genişlemeyen dönüşüm olsun.      sıfırda 
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demiclosed olduğunda, (4.15) de tanımlanan (  ) dizisinin   nin bir sabit noktasına 

zayıf yakınsadığını Teorem 4.2.3 de ispatladık. 

Bu tezden aşağıdaki makale yapılmıştır. 

Kaplan, M. and Kopuzlu, A., 2013. Three-step iterative scheme for approximating fixed 

points of multivalued nonexpansive mappings, Advances in Fixed Point Theory, 

3(2013),  No. 2, 273-285. ISSN:1927-6303 
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