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OZET

Doktora Tezi

DUZGUN QUASI-LIPSCHITZIAN DONUSUMLERIN SONSUZ AILELERININ
ORTAK SABIT NOKTALARINA YENI YAKLASIM METOTLARI

Slheyla ELMAS

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dal1

Danigman: Prof. Dr. Murat OZDEMIR

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Giris bolimiinde sabit nokta teorisinin tarihsel
gelisimi ile ilgili baz1 bilgiler verildikten sonra, ikinci boliimde tezde kullandigimiz bazi
temel tanmim ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimde konveks metrik uzayda
asimptotik genislemeyen, asimptotik quasi-genislemeyen, diizglin quasi-Lipschitzian
doniistimlerle ilgili ¢alismalara yer verilmis ve daha sonra teoremlerimizde

kullanacagimiz bazi lemmalar ispatlanmstir.

Aragtirma Bulgular1 adini alan dordiincii bolimde ise ilk olarak konveks metrik uzayda
duzglin quasi-Lipschitzian doniisiimlerin smift i¢in yeni bir iterasyon semasi teskil
edilmis ve bu semanin yakinsamasi tizerinde g¢alisilmistir. Son olarak Picard-Mann
hibrit iterasyonu konveks metrik uzayda yazilarak bu semanin yakinsakligi ¢alisilmustir.

Son boliimde ise, tezimizde elde ettigimiz sonuglar degerlendirilmistir.

2014, 59 sayfa

Anahtar Kelimeler: Ortak sabit nokta, diizglin quasi-Lipschitzian doniistim, tam

konveks metrik uzay



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

NEW APPROACH METHODS FOR COMMON FIXED POINTS OF INFINITE
FAMILIES OF UNIFORMLY QUASI-LIPSCHITZIAN MAPPINGS

Suheyla ELMAS

Ataturk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Analysis and Theory of Functions
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat OZDEMIR

This thesis consists of five sections. In the introduction part after being given historical
development about fixed point theory, in the second part some basic definitions and
theorems which we used in the thesis have been included. In the third section studies
which about asymptotically nonexpansive mapping, asymptotically quasi- nonexpansive
mapping, uniformly quasi-Lipschitzian mapping in convex metric spaces have been

included and next some lemmas have been proved which we will use in our theorems.

In the forth section which is called Research Findings, first of all a new iteration process
for the class of uniformly quasi-Lipschitzian mappings in convex metric spaces have
been obtained and studied on its convergence. At last for the Picard-Mann hybrid
iterative sequences are written in convex metric spaces and studied its convergence. In

the last part some results which have been obtained in our thesis were reviewed.

2014, 59 pages

Keywords: Common fixed point, uniformly quasi-Lipschitzian mappings, complete

convex metric Spaces
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi ¢aligmalar1 genel olarak iki yonde gelismektedir. Birincisi normlu
lineer uzaylarin kompakt konveks alt kiimeleri lizerinde taniml1 siirekli doniisiimler i¢in
sabit nokta teorisi, digeri ise tam metrik uzaylar {izerinde tanimli biiziilme ve biizlilme

tipi doniisiimler i¢in sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teorisi ¢alismalari Brouwer ile baglamistir.
Brouwer, R™ nin kapali birim yuvarindan yine kendi iizerine tanimlanan siirekli
doniisiimiin sabit noktasinin varligini kanitlamistir. Daha sonra Schauder, Brouwer’in
teoremini R™ nin yerine Banach uzay alarak asagidaki sekilde genisletmistir. “X bir
Banach uzay, C € X bos olmayan kompakt konveks bir alt kiime ve f:C — C surekli

bir doniisiim olsun. Bu durumda f, C’de en az bir sabit noktaya sahiptir”.

Tam metrik uzaylar iizerinde sabit nokta teorisi ¢alismalar1 ise 1922 yilinda Polonyali
matematik¢i S. Banach ile baglamistir. Banach, biiziilme doniisiim prensibi olarak da
bilinen asagidaki teoremi vermistir. “(X, d) bir tam metrik uzay ve f: X — X doniistimii
her x,y €X ve a€[0,1) icin d(fx,fy) < ad(x,y) esitsizligini sagliyorsa f
dontisimii bir tek z € X sabit noktasina sahiptir, istelik her x € X igin y, = f™x

seklinde tanimlanan {y, } dizisi z noktasina yakinsar.”

Banach sabit nokta teoremi, doniisiimiin sabit noktasini garanti ettigi gibi, Brouwer ve
Schauder sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit noktanin tekligini ve nasil

bulunabilecegi hakkinda da yol gostermektedir.

Sabit nokta teorisinin temelini teskil eden yukaridaki teoremler daha sonra pek ¢ok
yazar tarafindan genellestirilmistir. Ornegin Ciric ¢alismalarmi, “Fixed Point Theory”
adli kitabinda toplamis, Kirk ve Sims, c¢esitli yazarlar tarafindan yazilmig olan
makaleleri “Handbook of Metric Fixed Point Theory” adli kitapta toplamis, Vasile

Berinde c¢alismalarimi “Iterative Approximation of Fixed Points” adli kitapta



yaymlamistir. Sabit nokta teorisi ¢alisanlari i¢in temel bir kitap olan “Fixed Point
Theory and Applications” Agarwal, Meehan ve O’Regan tarafindan yazilmistir. Charles
Chidume’nin yazmis oldugu “Geometric Properties of Banach Spaces and Nonlinear
Iterations” adli kitap sabit nokta teorisine 151k tutmaktadir. Sabit nokta teorisi
caligmalar1 sadece yukarida bahsi gecen tam metrik ve normlu lineer uzaylarla simirl
kalmay1p, yonlii Banach uzaylari, diizglin uzaylar, fuzzy metrik uzaylar gibi uzaylarda

da yapilmistir.

Bizim tezimizde bahsi geg¢en konveks yapi ve konveks metrik uzay kavrami 1970
yilinda Takahashi tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra Shioji ve Takahashi (1999)
Banach uzaylarda asimptotik genislemeyen doniistimlerle ilgili yakinsama {izerinde
calismiglardir. Liu (2001) Banach uzaylarda asimptotik quasi-genislemeyen
doniistimlerin hata terimli iterasyon dizisi igin bazi gerek ve yeter sartlar elde etmistir.
Diger taraftan Tian (2005), konveks metrik uzayda asimptotik quasi-genislemeyen
doniistimler i¢in sabit noktaya yakinsayan Ishikawa iterasyon dizisini teskil etmis ve
baz1 gerek ve yeter sartlar vermistir. Jeong ve Kim (2006), Fukhar-ur-din ve Khan
(2007) hem Banach uzaylarda hem de diizgiin konveks Banach uzaylarda iki asimptotik
quasi-genigslemeyen doniisimle ilgili ¢alisma yapmustir. Huang, asimptotik
genislemeyen doniisiimlerin bir ailesi i¢in iterasyon dizisi olusturmus ve uniformly
Gateaux tiirevlenebilir norm ve uniform normal yapisi ile birlikte Banach uzaylarda
asimptotik genislemeyen doniisiimlerin ortak sabit noktasina gii¢lii yakinsamasi igin
cesitli sonuglar elde etmislerdir. Son olarak Wang ve Liu (2009) konveks metrik uzayda
iki dlizgiin quasi-Lipschitzian doniisiim igin yeni bir hata terimli iterasyon dizisi teskil
ederek yakinsamasi iizerinde ¢alismislardir. Safeer Hussain Khan (2013) Picard-Mann
hibrit iterasyonunu olusturarak, bu iterasyonun Banach uzaylarda ve diizgiin konveks
Banach uzaylarda genislemeyen doniisiim siniflari i¢in yakinsamasi tizerinde ¢aligmis

ve Picard, Mann, Ishikawa iterasyonlarindan daha hizli oldugunu gostermistir.



Biz bu tezde yukarida bahsi gecen oldukca genel doniisiim sinifi olan diizgiin quasi-
Lipschitzian doniistimlerin sonsuz ug ailesi igin konveks metrik uzayda yeni bir
iterasyon semasi teskil ettik ve bu iterasyonun yakinsamasi iizerinde calistik. Ayrica
Picard-Mann hibrit iterasyonunu ilk kez konveks metrik uzayda ifade ederek bu

iterasyonun yakinsakligini ¢alistik.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar
Bu boliimde bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1.1: X bos olmayan bir kiime ve d: X X X — R bir fonksiyon olsun. Eger her
x,y,Z € X igin,

M1l d(x,y) =0=x=y
M2. d(x,y) = d(y,x)

M3. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

sartlar1 saglantyorsa d ye X zerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir ve
X = (X, d) ile gosterilir.

Tamim 2.1.2: (X, d) bir metrik uzay, x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

a) D(xq; ) = {x € X:d(x; xy) < r} klimesine x, merkezli ve r yari¢apl agik yuvar,
b) D(xo; 7) = {x € X:d(x; xo) < r} kiimesine x, merkezli ve r yarigapli kapal1 yuvar,
C) S(xq; ) = {x € X:d(x; x,) = r} kimesine x, merkezli ve r yari¢apli yuvar yiizeyi
denir.

Tammm 2.1.3: (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.

limd(x,,x) =0
n—>00

olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisine X de yakinsak ve x e de dizinin limiti

denir. {x,} dizisi yakinsak ve limiti x ise, bu durum



limx, =x veya x, - x
n—->oo

sembollerinden biri ile gosterilir.

Tanmm 2.1.4: (X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun. Her £ > 0 igin

n,m > n, oldugunda
d(xp, xpm) < &
olacak sekilde bir ny = ny(¢€) sayisi varsa, {x,,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.1.5: (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x,,} Cauchy dizisi yakinsak ise,

(X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tanmm 2.1.6: (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her dizi yakinsak bir alt diziye sahip

ise, (X, d) uzayina kompakt metrik uzay denir.

Tamim 2.1.7: (X,d) ve (Y, p) iki metrik uzay, f: X — Y bir doniisiim ve x, € X olsun.
Her € > 0 sayisi i¢in, d(x, xy) < & oldugunda p(f(x), f(x,)) < & veya denk bir ifade
ile

f(D(x0,6)) € D(f(x0),€)

olacak sekilde bir § > 0 sayist varsa, f ye x, noktasinda siireklidir denir. f, X in her

noktasinda siirekli ise f ye X de sireklidir denir.

Tamm 2.1.8: N, F cismi lzerinde bir lineer uzay olsun. || ||: N = R fonksiyonunun x

deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon igin,



N1 |[x|]l=0=x=16
N2. |lax|| = |e|llx]l, (a € F)
N3. |lx + yll < x|l + [yl

sartlar1 saglaniyorsa, || || fonksiyonuna N de (veya N Uzerinde) bir norm ve (N, | ||

ikilisine de normlu uzay denir.

Tamim 2.1.9: L bir lineer uzay ve A € L olsun. Her x,y € A igin
B={zelz=ax+(1—-a)y0<a<1}c A4

ise, A kimesine konvekstir denir.

Tamim 2.1.10: N normlu lineer uzay olsun. N, d(x,y) = ||x — y|| norm metrigine gore

tam ise N ye Banach uzay: denir.

N nin reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzayida reel veya kompleks

Banach uzay1 olarak adlandirilir. Bundan sonra Banach uzayini B ile gosterecegiz.

Tamim 2.1.11: N bir normlu lineer uzay olsun. N de tanimli tiim siirekli ve reel degerli
lineer fonksiyonellerin kiimesini C(N, R) ile gosterelim. Yani C(N,R) ={T:T:N —
R lineer ve silirekli} olsun. Her x € N ve T, T, € C(N, R) i¢in

{(Tl +T2)(x) = T1(x) + T(x)
(aTy)(x) = aTy(x)

ve

If1l = sup{|Tx|: x € N}

olarak tanimlanirsa, bu durumda C(N,R) bir normlu lineer uzaydir. Bu C(N,R)

uzayina N nin normlu duali denir ve N* ile gosterilir.



Tamim 2.1.12: N bir normlu uzay ve Sy = {x € N:||x|| = 1} olsun. Eger her y € Sy

icin

d llxxo + tyll = llxol|
—(|lxo + ¢ = lim
g+ oy =lim=2=
limiti varsa, N in normu x, € S, noktasinda Gateaux diferensiyellebilirdir denir.
Yukaridaki limit (y, V||x,||) ifadesiyle de gosterilebilir. Burada V||x,||, ¢(x) = ||x]||
normunun x = x, noktasindaki gradiyenti olarak adlandirilir. N in normu, Sy
kiimesinin tiim noktalarinda Gateaux diferensiyellebilirse, N in normu Géateaux

diferensiyellebilirdir denir.

Tamim 2.2.13: B bir Banach uzayi olsun. y € Sy olmak tizere her bir x € Sy i¢in

Nl + eyl = M|l
lim
t—0 t

limiti y den bagimsiz olarak mevcutsa, B nin normu Fréchet diferensiyellenebilirdir
denir. Eger bu limit her x,y € Sy i¢cin mevcutsa bu durumda B nin normu dizgin

Fréchet diferensiyellenebilirdir denir.

Tamm 2.1.14: N ve N’ iki normlu uzay ve T: N — N’ bir lineer operator olsun. Her

x € N igin
ITx|l" < K||x||
olacak sekilde bir K > 0 reel sayis1 varsa, T ye sinirli lineer operator denir.

Tamim 2.1.15: N normlu uzay ve {x,} de N de bir dizi olsun. Eger,

lim|[x, —x|| =0
n—>00



olacak sekilde bir x € N varsa, {x,} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma gore

yakinsaktir) denir ve bu durum

lim x, = x
n—>oo

ya da kisaca x,, —x ile gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin kuvvetli limiti ad1 verilir.

Tamim 2.1.16: N normlu uzay ve {x,}, N de bir dizi olsun. Eger her f € N* igin,
lim £ (xa) = f(x)

olacak sekilde bir x € N varsa, {x,} dizisi x e zayif yakinsaktir denir ve bu durum ya
X, = x ya da x, 5x seklinde gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin zayif limiti adi
verilir.

Kuvvetli ve zayif yakinsama arasindaki gerektirmeler asagidaki teoremle verilmistir.
Teorem 2.1.17: N normlu bir uzay olsun. Bu durumda,

(@) Kuvvetli yakinsaklik, zayif yakinsakligi gerektirir.

(b) (a) nin tersi dogru degildir.

(c) dim(N) < oo ise, zayif yakinsaklik kuvvetli yakinsaklig1 gerektirir (Kreyszig 1989).

Tamim 2.1.18: X bir Banach uzay:1 olsun. Her ¢ > 0 ve ||x|| <1, [lyll <1 ve ||x —

y|| = € sartlarim1 saglayan her x,y € X igin

1
Sl +yll <1-6)



olacak sekilde §(g) > 0 sayisi varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi verilir

(Aksoy and Khamsi 1990).

Bu tanim x,y € By = {x € X:||x|]| <1} ve |[x —y||=e>0 icin (x+y)/2 orta

noktasinin Sy den bir § uzakliginda ve By kapali birim yuvar i¢inde oldugu ifade eder.

Ornek 2.1.19: Her H Hilbert uzay1 diizgiin konvekstir. Gergekten her x,y € H igin

paralelkenar kuralindan

llx + ¥01% = 21l + lIyll*) = llx = ylI?

dir. x # y olmak lzere x,y € By = {x € X:||x|| < 1} ve ||x — y|| = € oldugunu kabul

edelim. Boylece

lx +yl> < 4 — &2
olur. Sayet, §(¢) =1 — /1 — €2 /4 secilirse
1
Sl +yll < 1-5()

elde edilir. O halde, H diizgiin konveks bir uzaydir.

Ornek 2.1.20: ¢, ve £, uzaylari sirasiyla ||x||; = Yo, |x,| ve ||lx]| = sup{|x,|:n € N}
normlaria gore diizgiin konveks uzay degillerdir. Bunu gdstermek i¢cin € = 1 olmak
uzere x =(1,0,0,0,...),y =(0,—-1,0,0,...) € £; elemanlarin1 alalim. Bu durumda

llxll; = ¥%_,|x,,| normuna gore

Ixll =Lyl =1L llx=yllh=2>1=¢
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olur. Ancak [|(x + y)/2|l; = 1 oldugundan ||(x + y)/2||; <1 — 6 olacak sekilde bir
§ > 0 sayis1 yoktur. Dolayisiyla #; uzayr diizgiin konveks degildir. Benzer olarak,
e=1 ve x=(1,1100,..), y=(11,-1,0,0,..) € £, olarak alalim. Boylece
l|x]| = sup{|x,|:n € N} normuna gore

Ixlleo = LIyl = Lllx = yllo=2>1=¢
elde edilir. ||(x + ¥) /2|l = 1 oldugundan ¢, uzayi diizgiin konveks degildir.

1970 yilinda W. Takahashi konveks metrik uzay kavramini asagidaki gibi tanimlamstir.

Tamim 2.1.21: (X, d) metrik uzay olsun. W: X x X X [0,1] — X doniistimii her x,y,u €
X ve A€ [0,1]igin

d(u, W(x,y; 1) < Adw,x) + (1 — D)d(w,y)

sartin1 sagliyorsa W, X iizerinde konveks yapi olusturuyor denir. W ile birlikte (X, d)
metrik uzayma da konveks metrik uzay denir ve (X,d, W) ile gosterilir (Takahashi
1970).

Yukaridaki tanim daha sonra Tian (2005) tarafindan asagidaki sekilde de ifade

edilmistir.

Tammm 2.1.22: (X,d) metrik uzay olsun. W:X3 x[0,1]> > X doniisiimii her
(x,y,z;a,b,c) € X3 x[0,1]3,u€ Xvea+ b+ c = 1igin

d(W(x,y,z;a,b,c),u) < ad(x,u) + bd(y,u) + cd(z,u)
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sartin1 sagliyorsa bu durumda W, X iizerinde konveks yap1 olusturuyor denir. Sayet W,
(X, d) metrik uzayi tizerinde bir konveks yap1 olusturuyorsa (X, d) ye konveks metrik
uzay denir ve (X, d, W) seklinde gosterilir (Tian 2005).

(X,d, W) konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. a + b +
¢ = 1 olmak Uzere her (x,y,z;a,b,c) € E3 x[0,1]3 icin W(x,y,z;a,b,c) EE ise E

ye X in konveks alt kiimesi denir.

Tamm 2.1.23: (X, d, W) konveks metrik uzay olsun. Herhangi bir e > 0 ve r > 0 igin
d(z,x) <r,d(z,y) <r, d(x,y) = re sartlarin1 saglayan her x,y,z € X igin

d(z, W <x, y,%)) <(1-906)r

olacak sekilde § = &(¢) € [0,1] sayisi varsa, X e diizglin konveks metrik uzay denir.

Burada agik¢a goriiliiyor ki diizgiin Banach uzay ayni zamanda diizgiin konveks metrik

uzaydir (Shimizu and Takahashi 1996).

Her x,y,z €E ve a,B,y€l ve a+f+y =1 sartim saglayan «,f,y €1 igin
W(x,y,z;a,8,y) = ax + By + yz seklinde tanimli konveks yapi ile her normlu uzay

bir metrik uzaydir. Gergekten

d(w,W(x,y,za,B8,y)) = llu— (ax + By + y2)|
< allu — x|+ Bllu —yll + yllu - z|l
<ad(u,x)+ Bd(u,y) +d(u,z)

dir. Diger taraftan baz1 konveks metrik uzaylar lineer uzay igine gdmulemezler.
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Ornek 2.1.24: X = {(xy,x3,x3) ER3:x; > 0,x, > 0,x3 >0} olmak (izere x =
(x1,x2,x3) Ve y = (¥1,¥2,¥3) ER3 icina, B,y €l ve a+ B +y =1 olsun. W:X3 x

I3 - X déniisiimii

W,y za,B,v) = (axy + By, + vz, ax, + By, + VZp, axs + fys +vz3)

olarak tamimlansin. Sayet d:X XX X[ - [0,0), d(x,y) = |x1y; + X372 + X3V5]

olarak tanimlanirsa (X, d, W), bir konveks metrik uzaydir fakat normlu uzay degildir.

Ornek 2.1.25: X = {(xy,x;) E R%:x; > 0,x, >0} olmak uzere x = (x;,x,) Ve

y = (y,y,) €EXicinA €1 =[0,1] olsun. W:X? x I - X doniisiimii

Axix, + (1 — A
Wx,y; 1) = <Ax1 + (1 -y, 1% + )}/1)/z>

/1x1 + (1 - A‘)yl

seklinde tanimlansin. Sayet d: X X X — [0,00) d(x,y) = |x; — y1| + |x1%2 — y1 V5]
olarak tamimlanirsa bu durumda (X,d,W), yine bir konveks metrik uzaydir fakat
normlu uzay degildir.

Tamim 2.1.26: (X, d, W) konveks metrik uzay her x,y,z € X ve A € [0,1] icin

d(W(x,y,A),W(x,z,1) < (1—-21)d(y,2)

esitsizligi saglaniyorsa bu durumda konveks metrik uzay (H) 6zelligine sahiptir denir

(Phuengrattana and Suantai 2013).

Bir (X,d, W) konveks metrik uzayi, x,y € X ve A € [0,1] i¢in asagidaki ozelliklere
sahiptir:

i) We,x,)=x,W(x,y,0)=yveW(x,y,1) = x;
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(i) d(x, W(x,y,2) =1 —-d(x,y) ved(y,W(x,y,1)) = Ad(x,y);
(i) d(x,y) =d(x,W(x,y,1) +d(W (x,y,1),y).

2.2. Sabit Nokta Kavrami ve Ozel Déniisiim Simiflar

Tamm 2.2.1: X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniistim olsun. Eger

Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit noktas1 denir.

Bundan sonra T(x) yerine Tx notasyonu kullanilacagiz. O halde Tx = x denkleminin
¢6zUmil veya ¢Ozumleri T nin sabit noktalaridir. T nin tiim sabit noktalarinin kiimesi

F(T) veya Fix(T) ile gosterilir.
Ornek 222: X=RxR olmak izere T:X->X, T(x,y)=(x?-2,y%-2)
donligiimiiniin  sabit noktalarmin kimesi F(T) = {(2,2),(—1,—-1),(2,—-1),(—1,2)}

seklindedir.

Ornek 2.2.3: X =R, Tx = |x? — 6| olmak Uzere T doniisiimiiniin sabit noktalarmim
kiimesi F(T) = {2,3} dir.

Ornek 2.2.4: T:(0,1] - (0,1], Tx = Z?x doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur. Boyle bir

doniisiim icin x = 0 sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 ¢ (0,1] dur.

X bostan farkli bir kiime ve T:X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir x € X i¢in
T"(x), T°(x)=x ve T""1(x) = T(T"(x)) seklinde tanimlanir. T™(x) e, x in T

altindaki n. iterasyonu denir. T™ (n > 1) doniisiimiine de T nin n. iterasyonu denir.

T: X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

1. Keyfi birn € Ni¢in F(T) c F(T™) dir.
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2. Keyfi bir n € N icin F(T™) = {x} ise, F(T) = {x} dir. Ancak bunun tersi genelde
dogru degildir. Ornegin, T:{1,2,3} - {1,2,3} déniisiimii T(1) = 3,T(2) =2,T(3) =1
olarak tanimlanirsa, F(T?) = {1,2,3} oldugu halde F(T) = {2} dir.

X bos olmayan bir kiime ve T;,T,: X — X herhangi iki donilisiim olsun. Eger Tyx =
T,x = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T; ve T, nin ortak sabit noktasi
denir. Bu doniisiimlerin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(Ty) N F(T,) ile

gosterilir.

Simdi ortak sabit nokta ile ilgili 6rnekler verecegiz.

Ornek 225: X=R, Tyx=x2—x—3 ve T,x =x%—4x — 6 doniisiimleri igin
F(T,) = {—1,3} ve F(T,) = {—1,6} olup ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N
Ornek 2.2.6: T;:[0,1] = [0,1], Ti(x) = x* olmak Uzere {T;} ailesini diisiinelim. Bu
durumda her i € N igin T; doniisimlerinin ortak sabit nokta kiimesi F =nj2; F(T;) =

{0} dir.

Tamim 2.2.7: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde bir k > 0 sabit sayist varsa, T ye Lipschitzian doniisiim denir.
Yukaridaki esitsizlige Lipschitz sartt ve bu sarti saglayan en kiiciik k sayisina da

Lipschitz sabiti denir.

Ornek 2.2.8: X = Rve d(x,y) = |x — y| olmak lizere T: X - X,
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Tx = x —Ecosx

doniistimii bir Lipschitzian doniisiimdiir. Gergekten x,y € X igin

d(Tx,Ty) = |Tx —Ty|

_| 1 +1
= |x 2cosx y 2cosy

1
= |x —-y+ E(cosy - cosx)|

1
< |x—y| +§|(cosy — cosx)]|
sinx+ysinx_y|
2 2
x—y|

=|x—yl+

<|lx—-y|l+ |sin

<lr—yl+alx—yl = 2jx -yl
Sl =yl+5lx=yl=5lx-y

olupk = % > 0 sabit sayis1 vardir.

Yukaridaki tanima gore Lipschitz sartin1 saglayan her T doniisiimii diizgiin siireklidir.

Clnki, here > 0icind(x,y) < 6 = i: kd(x,y) < § = € oldugundan

&

d(Tx, Ty) < kd(x,y) < kk

=&

yazilir. Bu da T doniistimiiniin diizgiin siirekli oldugunu gdésterir. Ancak bu ifadenin

tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.2.9: X = [—%ﬂ olmak lizere T: X — X,
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0, x=0
=X
Tx Esin(l/x), x+0

doniistimii siireklidir. Fakat Lipschitzian bir doniisiim degildir.

Tanmim 2.2.10: (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X Lipschitzian bir doniisiim olsun.
Eger Tanim 2.2.7 deki esitsizlik 0 < k < 1 olmasi halinde saglaniyorsa, T ye daraltan

doniisiim veya biiziilme doniisiimii (conctraction) denir.

Ornek 2.2.11: X = Rve d(x,y) = |x — y| olmak lizere T: X - X,

Tx==x
dontistimi T daraltandir.

Eger (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X daraltan bir doniisiim ise, bu doniisiimiin

bir sabit noktas1 vardir ve bu sabit nokta tektir (Banach Daralma Prensibi).

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit noktaya sahip
olmasi gerekmez. Ornegin, X = (0,1] olmak Uzere T:X - X ve Tx =§ doniistimiinii

alalim. Bu T doniistimii daraltan doniisiimdiir, fakat sabit noktas1 yoktur.

Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim diizglin siirekli oldugundan daraltan
dontigimler de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla T slrekli degilse, daraltan doniisim de
olamaz. Buna karsin T daraltan doniisiim olmasa bile, herhangi bir n i¢in T™ daraltan

bir doniisiim olabilir.
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0, x€[0,1]

Ornek 2.2.12: T:[0,2] - [0,2], Tx = {1, x € (1,2]

olsun. T donlisimii x = 1 de

sureksizdir. Bu nedenle daraltan doniisiim degildir. Diger taraftan, T?2:{0,1} — {0},

T?(x) = 0 olup T? daraltan bir doniisiimdiir. Ayrica x = 0, T? nin tek sabit noktasidir.

Tamm 2.2.13: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X ve
x # yicin,

d(Tx,Ty) < d(x,y)
ise, T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

Ornek 22.14: X =R, d(x,y) =|x—y| ve T:R> R, Tx =1+ In(1 + e¥) olsun. T

dontistimii kesin daraltan olup daraltan degildir. Clinkii

X

T'(x) = <1
) 1+e*
dir. Ayrica Ortalama Deger Teoreminden
T(x)—-T
ey < T =T)
xX=y

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla T'(c) < 1 olur. Yani,

T(x)—T
P =m0 15 110 - TN < Ik -y

dir.

Bu tip doniisiimlerin sabit noktasini garanti etmek igin c¢alisilan uzaymn kompakt olmasi

yeterlidir.
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Tamim 2.2.15: (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x, y € X icin

d(Tx,Ty) <d(x,y)

ise, T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.

Ornek 2.2.16: X =R, d(x,y) = |x —y|ve T: X - X, Tx = x — 3 olsun.

d(Tx,Ty) =|x—3—y+3|=|x—y|=d(x,y)

oldugundan her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) sart1 saglanmig olur. Dolayisiyla T

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat bu doniistim ne daraltan ne de kesin daraltandir.

Herhangi bir Banach uzaymnda tanimli genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin
var olmasi gerekmez. Bunun i¢in, ya uzay lizerine ya da doniisiim {izerine baz1 ek
kosullar konulmasi gereklidir. 1965 yilinda Browder, Goebel ve Kirk diizgiin konveks
bir Banach uzayimin kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi tizerinde taniml1 genislemeyen

bir doniisiimiin sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamistir.

Yukarida tanimlanan doniisiimler g6z Oniine alinarak asagidaki gerektirmeler

yazilabilir:

T — daraltan = T — kesin daraltan = T — genislemeyen = T — Lipschitzian

T -Lipschitzian

T -genislemeyen

T -kesin daraltan

T -daraltan

Sekil 2.1. Doniistimler arasindaki baglanti
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Tamim 2.2.17: (X, d) bir metrik uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir

doniistim olsun. Eger her x,y € K ve her n € N i¢in

d(T"x, T"y) < Ld(x,y)

olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa, T ye diizgiin Lipschitzian doniisiim denir.

Tamim 2.2.18: (X, d) bir metrik uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir

dontigiim olsun. Eger her x,y € K igin

d(T"x, T™y) < k,d(x,y)

olacak sekilde k, — 1 sartin1 saglayan bir {k,,} < [1,00) dizisi varsa, T ye asimptotik

genislemeyen dontlisiim denir (Goebel and Kirk 1972).

Duzgun Lipschitzian doniisiim

Asimptotik genislemeyen doniisiim

Genislemeyen doniisiim

Sekil 2.2. Doniistimler arasindaki baglanti

Asimptotik genislemeyen doniisiimlerin sinifi, genislemeyen doniisiimlerin bir
genellemesidir. Yukaridaki tanimlardan goriilece8i gibi asimptotik genislemeyen bir
doniistim ayn1 zamanda diizgiin L-Lipschitzian bir doniisiimdiir. Fakat bu ifadelerin tersi

genelde dogru degildir.

Tamim 2.2.19: (X, d) bir metrik uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir
dontistim olsun. Eger p € F(T) # @ ve her x € K i¢in
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d(Tx,p) < d(x,p)
ise, T ye quasi-genislemeyen doniisiim denir (Petryshyn and Williamson 1973).
Yukaridaki tanima normlu uzayda asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 2.220: X=1, ve K=By={x€ly|lx|lo <1} olmak iizere x =

(x1,%5,%3,...) € Kicin T: K — K bir doniistim olsun.

(01 xlzrxzzrx321 )1 ”x” < 1

Tx = { _
I|X||002(0,x12,x22,X32, )r ”x” > 1

ile tanimlanan T doniisiimi quasi-genislemeyendir. 0 = (0,0, ...) noktasi1 doniisiimiin

tek sabit noktasidir.

F(T) # @ olmasi durumunda genislemeyen bir doniisim aymi zamanda quasi-

genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat tersi dogru degildir.

Tamim 2.2.21: (X, d) bir metrik uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir
dontistim olsun. Eger p € F(T) # @, her x € K igin

d(T"x,p) < k,d(x,p)

olacak sekilde k, — 1 sartin1 saglayan bir {k,} < [1,00) dizisi varsa, T doniisiimiine

asimptotik quasi-genislemeyen doniisiim denir (Khan et al. 2008).

Tamim 2.2.22: (X, d) bir metrik uzay, K € X bos olmayan bir alt kiime ve T: K — K bir
dontisiim ve F(T) # @ olsun. Eger her p € F(T) ve x € K i¢in

d(T"x,p) < Ld(x,p)
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olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa, T dontisiimiine diizgiin quasi-Lipschitzian doniisiim

denir.

2.3. Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Daraltan, kesin daraltan, genislemeyen ve Lipschitzian gibi doniistimlerin bazilarinin
sabit noktas1 olmadig1 halde, bazilarinin bir veya birden fazla sabit noktasi olabilir. Bu
boliimde, hangi tiir dontistimlerin sabit noktalarinin var ve bu sabit noktalarin hangi

kosullar altinda tek oldugunu teorem ve drneklerle ifade edecegiz.

Asagidaki teorem, analizdeki en basit sabit nokta teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.3.1: [a, b], R de bir kapali aralik ve f:[a,b] — [a, b] stirekli bir doniigim

olsun. Bu durumda f (c¢) = c olacak sekilde en az bir ¢ € [a, b] sayis1 vardir.

Teorem 2.3.2 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B, R" de kapali bir kiire (dolayisiyla
R™ nin bir kompakt konveks alt kiumesi) olsun. Bu durumda f:B — B surekli

doniisiimii en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Brouwer’in bu teoremi herhangi bir sonsuz boyutlu Banach uzayinda gecerli degildir.

Bu durumu bir 6rnekle agiklayalim.

Ornek 2.3.3: B = ¢, Banach uzay1 ve K = By = {x € c,: ||x|| < 1} kapal1 birim yuvari

verilsin. Her x € K ve x = (x4, x5,...) i¢inT: B — B,

T(x) = (1- |21 1, x1, %5, )

doniistimiini alalim. Her x, y € B i¢in

ITx =Tyl = llx = yll
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oldugundan T sureklidir. Ancak, Tx = x denkleminin B de bir ¢c6zimi yoktur.

Teorem 2.3.4 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): B bir Banach uzayi, K € B bos
olmayan kompakt konveks bir alt kiime ve f: K — K siirekli bir doniisiim olsun. Bu
durumda f en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Asagidaki ornekte, tam metrik uzay iizerinde tanimlanan genislemeyen bir doniigiimiin

bir sabit noktaya sahip olmas1 gerekmedigi gosterilmistir.

Ornek 2.3.5: B = ¢, Banach uzay1 ve K = By = {x € cg: ||x|| < 1} kapal1 birim yuvar

verilsin. Her x € K igin

T(xlfo""lxif"') = (3,x1,x2,x3,---)

seklinde tanimlanan T: K — K doniisiimiini alalim. T genislemeyen bir doniisiimdiir ve
x =(3,3,3,...), T nin bir sabit noktasidir. Fakat, x = (3,3,3,...) € ¢, dir. Yani, T

genislemeyen donlisiimii ¢, uzayinda bir sabit noktaya sahip degildir.

Teorem 2.3.6 (Banach Daralma ilkesi): (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X daraltan
bir doniistim olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir (Maddox 1988).

Ornek 2.3.7: X = [a,b], d(x,y) = |x —y| ve T: X - X bir doniisiim olsun. Eger T,
[a, b] kapal1 araliginda siirekli, (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve her

x € (a,b) i¢in

IT'x| <k <1

sartin1 sagliyorsa bu durumda T nin X de bir tek sabit noktas: vardir. Gergekten de

ortalama deger teoreminden her x,y € [a, b] i¢in ¢ € (a, b) olmak lizere
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ITx =Tyl =T"()|(x = )| < klx =y

olur. Béylece Banach Daralma Ilkesi geregi T nin bir tek sabit noktasi vardir.

Teorem 2.3.8: (X,d) bir tam metrik uzay ve n € N icin T" bir daraltan doniisiim
olacak sekilde bir T: X — X doniisiimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya
sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: Banach Daralma flkesi geregince, T™ bir tek x, sabit noktasina sahiptir.

Dolayistyla

Tn+1x0 S T(Tnxo) S Txo

yazilir. Ayrica Txg, T™ nin bir sabit noktasidir. T™ nin sabit noktasi tek oldugu icin
Txy = xy olur. Eger Ty =y ise, bu durumda T"y = y olur. Bu da y = x, olmasim

gerektirir.

Teorem 2.3.9: (X, d) bir kompakt metrik uzay ve T: X — X kesin daraltan bir doniigim

olsun. Bu durumda T bir tek p sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X icin

lim T"x =p

n—->oo

dir (Khamsi and Kirk 2001).
Ispat: ¢:X — R* fonksiyonunu ¢(x) = d(x,Tx) seklinde bir tanimlayalim. Bu

durumda ¢ siirekli ve alttan sinirlidir. Bu yiizden ¢, bir x, € X noktasinda minimum

degerini alir. x, # Tx, oldugunu kabul edelim. Buradan

d(Txo) = d(Txo, T?x0) < d(x0,Tx) = Pp(x0)
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elde edilir. Bu ise x, = Tx, olmasim gerektirir. Simdi x € X noktasi ve (d(T"x, x))

dizisi verilsin. Sayet T"x # x, ise
d(T™1x, xy) = d(T™1x, Txy) < d(T"x,x)
olur. Bu nedenle (d(T™x, x,)) dizisi kesin azalandir. Sonug olarak n — oo i¢in
r= 711_15310 d(T™x, x)

limiti vardir ve r > 0 dir. Ayrica X kompakt oldugu i¢in (T"x) dizisi yakinsak bir

(T™ex) alt dizisine sahiptir. limy,_,,, T™x = z diyelim. (T™x) dizisi azalan oldugundan

r=d(z,x) = ’11_1)’210 d(T™x, x,) = %1_1)210 d(T™*1x, xy) = d(Tz, x,)

olur. Eger z # x, ise, bu durumda
d(TZ, xO) = d(TZ, TxO) < d(Z, xO)

dir. Bu ise (T™x) in herhangi yakinsak alt dizisinin x, noktasina yakinsadigini gosterir.

O halde, lim,,_,,, T"x = x, dur.

Goebel ve Kirk, diizgiin konveks bir Banach uzayinda tanimli asimptotik genislemeyen

doniistimlerin sabit noktaya sahip oldugunu asagidaki teoremle ispatlamislardir.

Teorem 2.3.10: X diizgiin konveks Banach uzayi, K da bu uzaym bostan farkli kapali,
konveks, siirli bir alt kiimesi ve T: K — K asimptotik genislemeyen bir doniigiim olsun.

Bu durumda T, K da bir sabit noktaya sahiptir (Goebel and Kirk 1972).
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2.4. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktasini veya noktalarini bulurken ¢esitli iterasyon metotlari
kullanilir. Bunlardan bazilar1 Picard iterasyonu, Krasnoselskij iterasyonu Kirk
iterasyonu, Mann iterasyonu, Ishikawa iterasyonu, Noor iterasyonu, n-adim iterasyonu,

S iterasyonu ve Picard-Mann Hibrit iterasyonudur.

Picard iterasyonu: (X, d) bir metrik uzay, K € X kapal1 bir alt kiime ve T : K — K bir

doniistim olsun. x, € X olmak (izere Picard iterasyonu,

Xp=Txp_1 =T"xy, n =12, ... (2.1)

seklinde tanimlanir (Picard 1890). Picard iterasyonu literatiirde bazen ardisik yaklasiklar

dizisi (sequence of successive approximations) olarak da adlandirilir.

Krasnoselskij Tterasyonu: (N, ||-||) bir normlu uzay, K € N bos olmayan konveks bir
alt kime ve T : N - N bir doniisiim olsun. x, € N ve A € [0,1] icin Krasnoselskij

iterasyonu,

Xne1 = (1 — Dx, + ATx, (2.2)

seklinde tanimlanir. Bu iterasyon A =1 icin (2.1) Picard iterasyonuna indirgenir
(Krasnoselskij 1955).

Kirk Iterasyonu: (N, ||-]) bir normlu uzay, K S N bos olmayan konveks bir alt kiime

ve T : N = N bir doniisiim olsun. Kirk iterasyonu, x, € N olmak Uzere

Xpi1 = AoXp + @1 Txy + a3 T?x, + -+ a, Tkx, (2.3)

seklinde tanimlanir. Burada i = 0,1,2, ..., k i¢in a; > 0 ve a; = 0 olmak Uzere
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aQpt+a,+a,++a, =1

dir. (2.3) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu k = 1 ic¢in Krasnoselskij iterasyonuna
indirgenir (Kirk 1971).

Mann Iterasyonu: (N, ||-]) bir normlu uzay, K € N bos olmayan konveks bir alt kiime

ve T: K — K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak izere Mann iterasyonu,
Xns1 = (1 —ap)x, + ,Tx,, n=0,1.2,.. (2.4)

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, (0,1) araliginda

oo
lim a, =0, Zan=oo

n—-oo
n=1

sartlarin1 saglayan bir dizidir (Mann 1953).

(2.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda a,, = A (sabit) olarak alinirsa bu iterasyon,

Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).

Ishikawa Iterasyonu: (N, ||-]|) bir normlu uzay, K S N bos olmayan konveks alt kiime,

T:K — K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak tzere Ishikawa iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)xn + an Ty, ,

Yo =0 =B )xn + BnTx,, n=012,.. (2:5)

seklinde tanimlanir. Burada {a,,} ve {B,,} € (0,1) ve

lima, =0, limpg, =0, Zan=oo

n—-oo n—oo
n=1
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dir (Ishikawa 1974).

(2.5) esitligi ile verilen iterasyonda S, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna

indirgenir.

Noor Iterasyonu: (N, ||-||) bir normlu uzay, K € N bos olmayan konveks alt kiime,

T:K — K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak tizere Noor iterasyonu,

Xn+1 = (1 - an)xn + anTyn,

Yn = (1 - lgn)xn + ﬂnTZn ’
Zy, = —y)x, + ynTx,, n=012,..

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8,}, {vn} € (0,1) ve

oo
lima, =0, limpB,=0, limy, =0, Zan=oo
n—-oo n—-oo n—-oo

n=1

dur (Noor 2000).

Xu ve Noor, Noor iterasyonunun diizgiin konveks bir Banach uzayinin kapali, sinirli ve
konveks alt kiimesinden kendi iizerine tanimlanmis asimptotik genislemeyen bir

doniigiimiin sabit noktaya yakinsakligini calismislardir (Xu and Noor 2002).

n-Adim Iterasyonu (Multistep Iteration): (N, ||||) bir normlu uzay, K € N bos
olmayan konveks alt kime, T: K = K bir doniisiim ve x, € K keyfi bir nokta olmak

Uzere n-adim iterasyonu p = 2 igin

Xn+1 = (1- an)xn + anTyr%'
yi = (1= BR)xn + BTz,
22 =1 =B Dy + B Xy, i=1,2,,p =2
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seklinde tanimlanir. Burada

{an} < (0,1), nliro% a, =0, Z a, = ©

n=1
ve {,8}1} cl01), 1<i<p-1, lim,_, By = 0dir (Rhoades and Soltuz 2004).

S-iterasyonu: (N, ||||) bir normlu uzay, K € N bos olmayan konveks alt kiime ve

T:K — K bir doniisiim ve x; € K keyfi bir nokta olmak Uzere S-iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)Txn + a,Typ,
Yn = (1- ﬁn)xn + BuTx, n 21,

seklinde tanimlanir. Burada {a,,}, {8,} € (0,1) dir (Agarwal et al. 2007).

Picard-Mann Hibrit Iterasyonu (PMH) : (N, ||-|) bir normlu uzay, K € N bos
olmayan konveks alt kiime ve T: K — K bir doniisim x; € K keyfi bir nokta olmak

Uzere PMH iterasyonu,

{xn+1 =Tyy,
Yo =1 —ay)x, + a,Tx,, neN,

seklinde tanimlanir. Burada {«,,} € (0,1) dir (Khan 2013).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Konveks Metrik Uzayda Sabit Nokta Yaklasimlar

Son yillarda asimptotik genislemeyen ve asimptotik quasi-genislemeyen doniisiimlerle
ilgili yakinsama problemleri bir¢ok yazar tarafindan genis bir sekilde ele alinmaktadir.
1999 yilinda Shioji ve Takahashi Banach wuzaylarda asimptotik genislemeyen
doniigiimlerle ilgili kuvvetli yakinsama iizerinde ¢alismislardir. 2001 ve 2002 yillarinda
Liu, Banach uzaylarda asimptotik quasi-genislemeyen dontisiimlerin hata terimli
iterasyon dizisi i¢in baz1 gerek ve yeter sartlar elde etmistir. 2006 yilinda Jeong ve Kim
2007 yilinda Fukhar-ur-din ve Khan, hem Banach uzaylarda hem de diizglin konveks
Banach uzaylarda iki asimptotik quasi-genislemeyen donisiimle ilgili ¢aligma
yapmustir. Huang, asimptotik genislemeyen doniisiimlerin bir ailesi i¢in iterasyon dizisi
olusturmus ve uniformly Gateaux tlirevlenebilir norm ve uniform normal yapisi ile
birlikte Banach uzaylarda asimptotik genislemeyen doniisiimlerin ortak sabit noktasina

giiclii yakinsaklik i¢in baz1 gerek ve yeter sartlar vermistir.

Konveks metrik uzayla ilgili ¢alismalar ise Takahashi’nin literatire ilk defa konveks
yap1 kavramini getirmesiyle baglamistir. Takahashi 1970 yilinda daha genel bir uzay
olan konveks metrik uzay kavramini tanimlamistir. 2005 yilinda Tian, konveks metrik
uzayda asimptotik quasi-genislemeyen doniisiimler igin sabit noktaya yakinsayan
Ishikawa iterasyon dizisini teskil etmis ve bu yakinsaklik i¢in bazi gerek ve yeter sartlar
vermistir. 2009’da Wang ve Liu konveks metrik uzayda diizgiin quasi-Lipschitzian iki
doniisiimiin ortak sabit noktasina yakinsayan hata terimli Ishikawa iterasyonunu teskil
etmis ve bu iterasyonun yakinsamasi iizerinde ¢alismistir. Son olarak Wang et al. tam
metrik uzayda daraltan tipli bir ¢ift doniisiimiin tek ortak sabit noktasina yakinsayan
Ishikawa tipi hata terimli iterasyon dizisi lzerinde calismistir. Son yillarda yapilan

calismalar agagida sunulmustur:
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Wang ve Liu (2010), (X,d,W) konveks metrik uzayda tamimli diizgiin quasi-
Lipschitzian iki doniisim i¢in {a,}, {B.}, {vn}, {a,.}, {b,} ve {c,} dizileri [0,1]
araligindan alinmak tzere a, + B, + ¥n = a, + b, + ¢, = 1 sartim1 saglayan {x,}

dizisini

{xn = W(xnl Snyn' Up; U, P, Vn)
Yn = W(xnl Tnxn' Up, A, by, Cn)

seklinde teskil etmislerdir. Burada Ay, = {x;, v, Sy;, Tx;,u;,viin < i <m},

8(Apm) = supyyead(x,y) olmak tzere {u,} ve {v,} dizileri, 0 <n <m, §(4,m) >0

Ve MaXn<ij<m {d(x, y):x € {u;,v;i},y € {xj,yj,Syj,ij,uj, vj}} < 6(Apm) sartlarim

saglar.

Khan ve Ahmed (2010), (X,d) metrik uzaymin kapali ve konveks E alt kiimesinde
tanimh T;: E - E (i = 1,2, ..., k) doniistimleri ve her n = 1,2,... ve i = 1,2, ..., k icin

{a;, } dizileri [0,1] araligindan alinmak tizere {x,,} dizisini

Xn+1 = W(lely(k—l)n: Xn, akn):
Yk-1n = W(T 1Y (k=2 Xn» Ate—1)n )

Yk-2n = W(TI 23 (k=3 Xn» Ate—2)n ),
(3.1)

Yon = W(Tznyln'xn'aZn)v
Vin = W(Tlnl)’Onr Xn» aln)r

seklinde tanimlayarak asagidaki teoremi vermislerdir. Burada her n € N U {0} icin

Xy € E ve yy, = x, dir.

Teorem 3.1.1: (X,d) metrik uzay, E de bu uzaym kapali konveks alt kiimesi ve

i=1,2,..,kicin T;: E - E siirekli olmasi gerekmeyen doniisiimler olsun. Bu durumda

F = (N, F(T)) # 0 ve {x,} dizisi (3.1) deki gibi olmak tzere
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(i) liminf,_. d(x,, F) = limsup,,., d(x,,F) =0 ise {x,}, F de bir noktaya
yakinsar.
(i) E tam metrik uzay, T;:E — E donisiimleri asimptotik quasi-genislemeyen

dontistimler ve

liminfd(x,,F) = 0 veya limsupd(x,,F) =0
n—-oo

n—oo

ise {x, }, F de bir noktaya yakinsar.

Liu et al. (2010), (X, d, W) konveks metrik uzaymin bos olmayan bir E kapali konveks
alt kimesinde tamimh T;, R; : E - E (i = 1,2,... ) swrastyla L; > 0, L; > 0 Lipschitz

sabitleri ile dlizgin quasi-Lipschitzian doniisiimleri igin {x,,} dizisini

{xn+1 = W(xn' SZ+1yn' Up, Ay, lgnv yn) (32)
yn = W(xn' Tﬁ+1xn' Uny Ap, bn' Cn)

seklinde teskil etmislerdir. Burada {a,}, {B.}, {v.}, {a,.}, {b,} ve {c,} dizileri [0,1]
araligindan alinmak iizere a, + B, + v, = a, + b, + ¢, =1 sartim saglamaktadir.

Ayrica {u,} ve {v,}, E de sinirh iki dizidir.

Teorem 3.1.2: (X,d, W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapali ve
konveks alt kiimesi olsun. i =1,2,... icin T;,R;:E — E, swrasiyla L; > 0, L; > 0,
Lipschitz sabitleri ile dlzgin quasi-Lipschitzian dontisimler olmak Uzere F =
(N2, F(T)) N (N2, F(Ry)) kiimesi bogtan farkli ve siirl olsun. {a,}, {8}, {vn},

{a,}, {b,} ve {c,} dizileri [0,1] araliginda olmak tizere

an+Pn+yn=a,+b,+c,=1 ve Z(bn+cn)<oo

n=1
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sartlar1 saglansmn. {L;}, {L;} dizileri sinirh olmak tizere {x,} dizisi (3.2) deki gibi

tanimlanirsa, {x,} dizisinin ortak sabit noktaya yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

liminfd(x,,F) =0
n—->oo

olmasidir. Burada d(x, F) = inf{d(x,p)|p € F}dir. (Qing-you Liu et al. 2010)

Chang et al. (2010), konveks metrik uzayda dlzgin quasi-L;-Lipschitzian ve

genislemeyen doniisiimler i¢in asagidaki tanim ve teoremi vermiglerdir.

(X,d, W) konveks metrik uzay, i = 1,2, ... igin T;: X — X dilizglin quasi-L;-Lipschitzian
ve S;: X — X genislemeyen donistimler olsun. {a,}, {Bn}, {rn} {an}, {bn} ve {c,}
dizileri [0,1] araligindan alinmak {izere a,+ Bp +Vn = a,+ b, +c, =1 sartim
saglasin. Bu durumda x; € X olmak uzere {T;};2, dizgin quasi-L;-Lipschitzian
doniigiimlerin sonsuz ailesi ve {S;};2, genislemeyen doniisiimlerin sonsuz ailesi i¢in

{x,} dizisi

{xn+1 = W(Snxn, sznl uTL; aTL’ Bn' yn) (3 3)

yTL = W(STLle’ TZxTL’ vn' aTL’ bn' Cn)
seklinde tanimlansin. Burada {u,} ve {v,}, X de sinirli iki dizidir.

Teorem 3.1.3: (X,d,W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan kapali
konveks alt kiumesi olsun. Ti:X - X (i=1.2,..), L=max{l,supi{L;}} <o
Lipschitz sabiti ile dlizgiin quasi-L;-Lipschitzian doniisiimler ve S;:: X - X (i = 1,2, ...)
genislemeyen dontsiimler olsun. F = ((N2;F(T)) N (N2, F(R)) #? ve {a,},
{Bn}, tvnd, {an}, {by} ve {c,,} dizileri [0,1] araligindan alinmak tizere

|) An+Pn+Vn=0an+by+c,=1ve Z?:O(ﬁn+yn)<oo
i) My:= SUDperF ,nzo{d(un; P) + d(vy, p)} <
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sartlar1 saglansin. Bu durumda (3.3) ile tanimli {x,} dizisinin ortak sabit noktaya

yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

liminfd(x,,,F) =0
n—-0oo

dir.

Yildirim ve Khan (2012), konveks metrik uzayda asimptotik quasi-genislemeyen

dontisiimlerin sonlu iki ailesi i¢in {x,,} iterasyon dizisini

Xn =W (o1, S %0, T %5 V), n €N (3.4)

seklinde tanimlayarak asagidaki teoremi ispatlamislardir. Burada n = (k — 1)N + j,
j€Jve{an}, {Bu} {rn} € (0,1) icin @, + B + v, = 1 dir.

Teorem 3.1.4: (X,d,W) konveks metrik uzay, T;,S;:X = X, {wi},{yn} E {0, )
dizileri ile asimptotik quasi genislemeyen doniisiimlerin sonlu iki ailesi olsun. x, € X,
s € (0,2) icin,

F = (N F(TD)NNNLL F(S)) # 0

{B} € (5,1 — s) araliginda olmak tizere )y, W < 00, Y7, ¥, < oo sartlari saglansin.
Bu durumda (3.4) ile tamimh {x,,} iterasyon dizisinin ortak sabit noktaya yakinsamasi

icin gerek ve yeter sart

liminfd(x,,F) =0
n—->oo

olmasidir. Ayrica {x,}, X de bir Cauchy dizisidir.
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Turkmen et al. (2012), (X,d, W) tam konveks metrik uzaymin, bos olmayan, kapal,
konveks alt kiimesinde tanimli i = 1,2, ... icin T;, S;: E — E, sirasiyla {k,}, {L,} dizileri
ile asimptotik quasi-genislemeyen doniisiimler olmak tizere x; € E, n = 1,2, ... i¢in hata

terimli S-iterasyonunu

{xn+1 = W(SHxn, Ta'Vn, Un; @, By Vn) (3.5)
Yn = W (X, Siixn, Vn; Ay, by, cy)

seklinde olusturarak asagidaki teoremi vermislerdir. Burada {a,}, {8.}, {vn}, {an},
{b,}, {c,} dizileri [0,1] araliginda alinmak tzere a, + B +Vn=an+ b, +c, =1

sartin1 saglayan diziler ve {u,} ve {v,,}, E de smurh iki dizidir.

Teorem 3.1.5: (X,d,W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan kapali
konveks alt kiimesi olsun. i =1,2,... icin T;,S;:E = E, Yp_1(k, — 1) < co sartini
saglayan {k,} c [1,00) dizisi ile asimptotik quasi genislemeyen doniisiimler ve

F = (Ni1F(T) 0 (N 21F (S) # @ olsun. {an}, {Bn}, {¥n}, {an}, {by}, {cy} dizileri

[0,1] araliginda olmak tizere

(I) an+,8n+yn =an+b,+c,=1,ve Z?lozo(lgn-l'yn) <o
(i) My = suppegn=1{dUn p) + d(vy, p)} <

sartlar1 saglansin. Bu halde (3.5) ile tanimlanan {x,} iterasyon dizisinin ortak sabit

noktaya yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart
liminfd(x,,F) =0
n—-oo
olmasidir.

Yildirim et al. (2013), (X, d, W) konveks metrik uzayinda tanimli1 S ve T diizglin quasi-

Lipschitzian dontistimleri igin {x,, } dizisini



35

Xns1 = W(xp, S™xp, T Xy; ap, by, cp) (3.6)

seklinde teskil ederek asagidaki teoremi ifade etmislerdir. Burada {a,}, {b,}, {c,}

dizileri [0,1] araligindan alinmak tizere a,, + b,, + ¢, = 1 sartin1 saglayan dizilerdir.

Teorem 3.1.6: (X,d, W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan kapali
konveks alt kiimesi olsun. S,T : E — E diizgln quasi-Lipschitzian doniisiimler olmak

Uzere F = (F(S) N F(T)) # @ olsun. {a,}, {b,}, {c,}dizileri [0,1] araliginda olmak
Uzere

a,+b,+c,=1ve Yy (1—a,) <o

sartin1 saglasin. Bu durumda (3.6) ile tanimli {x,} dizisinin S ve T nin ortak sabit

noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

liminfd(x,, F) =0
n—-oo

olmasidir.

Tamim 3.1.7: Banach uzayinin kapali konveks alt kiimesinde tamml {T;}¥.,:E —> E

genislemeyen déniisiimler ve {1;}}, € [0,1] olmak iizere K: E — E doniisiimii

Ul == A‘lTl + (1 - Al)l
U, = 2,TLU; + (1 - AZ)Ul
Us = A3T5U; + (1 - /13)U2

Un-1 = An—1Ty—1Uy—z + (1 = Ay_1)Uy_>
K=Uy=ATyUy_1+ (1 =AUy
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seklindedir. Burada I, E de 6zdes dontisimdir. K da Ty, T,, ..., Ty doniistimleri ve
A, Ay, .o, Ay tarafindan diretilen K-doniisiim olarak adlandirilir (Kangtunyakarn and

Suantai 2009).

Phuengrattana ve Suantai (2013), (X, d, W) konveks metrik uzayinda {T;}i-;:X - X
genislemeyen doniisiimlerin ailesi ve Uy, Uy, ..., U, doniisiimler olmak tizere 4,, € [0,1]

ve x € X icin K,, dizisini

le = W(Tlx, X, Al),
Upyx = W(T,Ux, Ui x, 1),
Usx = W(T3Uzx, Upx, A3),

Up—1X = W(Tp_1Up_2x, Up_2%, A1),
K,x = Uyx = W(T,Up_1x,Up_1X, A,).

seklinde tanimlamiglardir. Burada K, de Ty, T,,...,T, doniisiimleri ve A, 4,,...,4,

tarafindan tiretilen K-doniisiim olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.8: (X,d, W), (H) 6zelligini saglayan tam diizgiin konveks metrik uzay, E
de X in bos olmayan kapali konveks alt kiimesi olsun. {T;}-;: E = E genislemeyen
dontigiimlerin ailesi ve Nj2; F(T;) # @ olsun. Her i € N igin A4,4,,..., 0 < 4; <1 ve
Yie1 A < ooolsun. Ty, Ty, ... doniisiimleri ve A4, A,, ... reel sayilari tarafindan iiretilen K-
doniisimi genislemeyen bir doniisimdiir ve F(K) =Nn;2, F(T;) dir (Phuengrattana and
Suantai 2013).

Teorem 3.1.9: (X,d, W) (H) 6zelligini saglayan tam diizgiin konveks metrik uzay, E
de X in bos olmayan kompakt konveks alt kiimesi olsun. {T;}: E = E genislemeyen
dontigimlerin ailesi ve Nj2; F(T;) # @ olsun. Her i € N igin 44,1,,..., 0 < 4; <1 ve
Yie1A; < oo olsun. Ty, Ty, ..., T, donistimleri ve A4,1,,...,4, reel sayilart tarafindan

uretilen K-doniisiim olmak tizere K,, doniistimii verilsin. x; € E igin {x,,} dizisini
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Xn+1 = W(xnr KnXn, an)

seklinde tanimlanirsa {T;} nin ortak sabit noktasina yakinsar. Burada her n > 1 igin

{a,} € [0,1] dir.

3.2. Reel Diziler i¢in Baz1 Lemmalar

Bu kisimda teoremlerimizde kullanacagimiz bazi 6nemli lemmalara yer verilmistir.
Lemma 3.2.1: {r;;} ve {t,,},

a1 < (A +t)rm, n€N (3.7)

esitsizligini saglayan ve negatif olmayan reel say1 dizileri olsun. Eger )57, t,, < oo ise,

lim,,_, 7, limiti vardir (Zhou et al. 2002).
Ispat: m,n € N icin

Tname1 < (1 + toam)Them

S (1 + tyym) (A + thym—1)Tnem—1

< (Tﬁn(l + tl-)>rn

esitsizligi yazilabilir. Boylece

lim sup,m_e0 T < <1_[(1 + ti)) Th
i=n
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olur. Yo ity < oldugundan lim,_ . [[j2,(1+¢t;) =1 elde edilir. Yukaridaki
esitsizlikden lim sup,,_,.7, < liminf, .7, esitsizligi yazilabilir. O halde lim,_ .1,

limiti vardir.

Lemma 3.2.2: {a,}, {b,} Ve {6,}

Any1 < (1+6)an + by, n21 (3.8)

esitsizligi saglayan ve negatif olmayan reel say1 dizileri olsun. Eger Y,;_; b,, < o ve

Yimeq Op < 00 ise, lim,_,»a;, limiti vardir (Tan and Xu 1993).
Ispat: m,n > 1 icin

Anyme1 S (L + Snym)Gnim + bnym
< (1 + 8n4m)@nim + bpym)
<1+ 5n+m)((1 + 6n+m—1)(an+m—1 + bn+m—1) + bn+m)

< ([eo) (o 550)

i=n

yazilabilir. Boylece

limsup a, < (1_[(1 + Si)) (an + Z bl-> (3.9

olur. Y7 ib, <o ve Y} 6, <o oldugundan lim, . [[j2,(1+6;)=1 ve
lim,,_,, i, b; = 0 elde edilir. (3.9) den limsup,,_,,a,, < liminf,_,.a, yazilabilir. O

halde, lim,,_,,a,, limiti vardir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Diizguin Quasi-Lipschitzian Déniisiimler icin U¢ Adim Iterasyonu

Bu boélimde dncelikle konveks metrik uzayda diizgun quasi-Lipschitzian doniistimlerin
Uc sonsuz ailesi igin yeni bir iterasyon semasi teskil edilerek bu iterasyonun ortak sabit

noktaya yakinsaklig1 gosterilecektir.

Daha sonra bu yakinsamanin sonuglari verilecektir. Ayrica Picard-Mann hibrit

iterasyonun konveks metrik uzayda ortak sabit noktaya yakinsakligi ispatlanacaktir.
(X,d, W) konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan konveks alt kiimesi ve i =
1,2,..i¢in T;, R;, S;:E = E, swrasiyla L; > 0, L; > 0, L'; > 0 Lipschitz sabitleri ile

dizgin quasi-Lipschitzian doniisiimler olsun. {a,}, {Bn}, (v}, {an}, {bn}, {cn}, {dn}

{en}, {1} dizileri [0,1] araligindan alinmak {izere

an+PBn+tyn=a,+b,+c,=d,+e,+1,=1

sartin1 saglasin. Bu durumda

F =2 F(TO)INMNZ, F(RD) N (N2 F(S)) # @

ve x; € E olmak Uizere dlizgun quasi-Lipschitzian doniisiimlerinin {i¢ sonsuz ailesi igin

{x,} dizisini

Xn+1 = W(xnr Tr?yn' Up; U, P, Vn);
Yn = W(R;len; SHZn, Vp; Ay, by, Cn); (4.1)
z, = W(SHx,, Rlx,,wy; dy, e, L)
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seklinde teskil edelim. Burada {u,}, {v,} ve {w,,}, E de sinirh dizilerdir.
(4.1) iterasyonunda e, =1, d, = ,, = 0 ve R; = I olarak alinirsa,

{xn+1 = W(xn, Tn'Vn, Un; Qns Vs Bn) (4.2)
Yn = W (Xp, SiXn, Vn; Qn, by, )

seklindeki Ishikawa tipi iterasyon elde edilir. Ayrica (4.2) iterasyonunda e, = b, = 1,

d,=1,=0, a, =c, =0 ve R; =S; = I alinirsa,

Xni1 = W, TV, Un; @, By Vo) (4.3)

seklindeki Mann tipi iterasyon elde edilir.

Lemma 4.1.1: (X,d,W) konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan konveks alt
kimesi ve i = 1,2,...i¢in T;, R;, S;:E — E, swrasiyla L; > 0, L; > 0, L'; > 0 Lipschitz
sabitleri ile duzgiin quasi-Lipschitzian dontisiimler olsun. Ayrica F bostan farkli ve

sinirl bir kiime olsun. Bu durumda her x € E,p € Fve n= 1,2, ...i¢in

d(T{'x,p) < Ld(x,p)
d(Ri*x,p) < Ld(x,p)
d(Si'x,p) < Ld(x,p)

olacak sekilde bir L > 0 sayis1 vardir.

Ispat: T;, R;, S; doniisiimleri diizgiin quasi-Lipschitzian olduklarindan ve n = 1,2, ...

icini =1,2,...icinveherx e E,p € F

d(T'x,p) < L;d(x,p) < Ld(x,p)
d(R{'x,p) < Lid(x,p) < Ld(x,p)
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d(Si'x,p) < L/d(x,p) < Ld(x,p)
elde edilir. Burada L = max{sup;s1{L;}, sup;»1{L}}, sup;s1{L}}} dir.

Lemma 4.1.2: (X,d, W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapali ve
konveks alt kiimesi olsun.i = 1,2,... i¢in T;,R;,S;: E = E, swasiyla L; > 0, L; > 0,
L"; > 0 Lipschitz sabitleri ile diizgiin quasi-Lipschitzian doniisiimler olmak tizere F
bostan farkli ve sinirli bir kiime olsun. {a,}, {B.}, {vn}: {an}, {bn}, {cn}, {dn}, {en},

{1,,} dizileri [0,1] araliginda olmak tizere
antBntvn=apn+by+tcy,=dpt+te,+1,=1ve Z;.lozl(ﬁn-}_)/n) <

sartlart saglansin. {L;}, {L;}, {L';} dizileri simirh olmak tizere {x,,} dizisi (4.1) deki gibi

tanimlansin. Bu durumda

a) Herp € Figin

d(xn+1: p) < [1 + .Ban(l + L)]d(xn' p) + 77711\/10

esitsizligi saglanir. Burada L = max{sup;s;{L;}, supis1{L;}, sup;1{L'}}, mn = Bn +
Vn V& My = SUPpernz1{d Uy, p) + Ld(vy, p) + L2d(wp, p)} dir.

b) Herp € Fvem,n > 1icin

n+m-1

d(Xp+mp) < Myd(x,,p) + MM, Z Nk

k=n

dir. Burada M, = eX*(+L)Zkz1 Bic qyr.

Ispat: (a) Tamim 2.1.22, (4.1) iterasyonu, Lemma 3.2.2 ve Lemma 4.1.1 den
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d(xn+1: p) = d(W(xnl Tr?ynl Up; A, B, )/n): p)
< apd(p, p) + Brd(T3'Yn, D) + ¥nd(upn, p)
< and(xp, p) + Brld (Y, p) + vnd(up, ), (4.4)

d()’n: p) = d(W(Rrrllxn: Srrllzn' Un; Qn, bn: Cn): p)
< a,d(R}xn,p) + b d(Shz,, p) + cnd(vy, p)
< a,Ld(x,,p) + b,Ld(z,,p) + c,d(v,,p) (4.5)

ve

d(znr p) = d(W(SrTllxn; Ry Xy, Wy dy, ep, ln); p)
< dpd(Spxn, p) + e, d(Rpxy, p) + Lyd(Wy, p)
< dpLd(xy, p) + e, Ld(xp, p) + Lyd(wy, p) (4.6)

olur. (4.6) ifadesini (4.5) de yerine yazarsak;

d(Yn, p) < ayld(xy,p) + byL[d,Ld(xy, p) + e,Ld (xpn, p) + Lyd(wy, p)]
+ cnd(Vy, D)
= a,Ld(xy, p) + by L[(dy + €y)Ld(xy, p) + Ld(Wy, p)] + crd (v, D)
< ayLd(xy, p) + by L[Ld (xp, p) + Lyd(Wy, )] + crd(vy, )
= (an + bpL)Ld (xy, p) + bplyLd(wy, p) + cnd(vy, p)
< L(1 + L)d(xy, p) + Ld(wy, p) + d(vy, p) (4.7)

elde ederiz. Son olarak (4.7) ifadesini (4.4) de yerine yazarsak

d(xns1,P) < and(xy,p) + BpLIL(1 + L)d(xn, p) + Ld(Wp, ) + d(vy, p)]
+ ¥nd(up, p)
= (an+Bal?(1 + L))d(xn, p) + BpL?d(Wy, p) + BpLd (vn, p)
+ Ynd(un, p)
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= (14B,L?(1 + L))d (xp, p)
+ [d(un, p) + Ld(vy, p) + L2d(Wy, p)] (B + v2)

= (14+B,L7(1 + L))d (xy, p) + MoTln (4.8)

olarak buluruz.

b) Her x > 0igin 1 4+ x < e* oldugu dikkate alinarak (4.8) esitsizliginden, her p € F

vem,n > 1igin

d(xn+m' p) < [1 + .Bn+m—1L2(1 + L)]d(xn+m—1: p) + Monn+m—1
2
< ePnim-1Ll7(14L) d(Xpym-1,P) + MoMpym—1
2
< eﬁn+m_1L (1+L)[(1 + ﬁn+m—2L2(1 + L))d(xn+m—21 p) + MOrIn+m—2]

+MoNnim-1
2
< e(ﬁn+m_1+ﬁn+m_2)L (1+L)d(xn+m—21 p) + MO [nn+m—2 + 77n+m—1]

n+m-1

< Myd(x,,p) + MM, Z Nk

k=n

elde ederiz. Dikkat edilirse burada M, = eX*(+L)Zkz1 Bk dir,

Teorem 4.1.3: (X,d, W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapal,
konveks alt kiimesi olsun. i = 1,2, ... i¢in T;,R;, S;: E = E, sirasiyla L; > 0, L; > 0,
L"; > 0 Lipschitz sabitleri ile diizgiin quasi-Lipschitzian doniisiimler olmak tizere F

kiimesi bostan farkli ve sinirlt olsun. {a,,}, {8}, {va}: {an}, {bn}, {cn}s {dn}, {en}, (L
dizileri [0,1] araliginda olmak tizere

An+Pntyn=a,+b,+c,=d,+e,+1,=1 ve Z(ﬁn+yn)<oo

n=1
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sartlar saglansin. {L;}, {L}, {L';} dizileri smnirli olmak iizere {x,,} dizisi (4.1) deki gibi
tanimlansin. Bu durumda {x,,} dizisinin ortak sabit noktaya yakinsamasi igin gerek ve

yeter sart

liminfd(x,,F) =0
n—-oo

olmasidir.

Ispat: Sartin gerekliligi asikardir. Bu durumda yeterliligini gostermeliyiz. Lemma 4.1.2

nin a) sikkini kullanarak

d(n41,0) < [14 BL2(1 + L)]d(xn, p) + 1Mo (4.9)
yazariz.

inn = i(ﬁn‘l_)/n) < o
n=1 n=1

olup Lemma 3.2.2 ve (4.9) esitsizliginden lim,,_, d(x,, F) limiti vardir. Burada

lim,,_,o d(x,, F) = 0 olmasi liminf,,_,, d( x,,, F) = 0 olmasin1 gerektirir.

Simdi {x,} dizisinin E de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Herhangi bir £ > 0

icinn > N, oldugunda

& &
d(x,, F) < —— z <
(n, F) am, ¢ T = MM,

Tl=N0

olacak sekilde N, > 0 sayis1 vardir. Ozel olarak p; € F ve N; > N, oldugunda
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&

d(le,pl) < 20,

(4.10)

olacak sekilde p; € F vardir. n > N; olmak Uzere herhangi n,m > 0 i¢in Lemma 4.1.2

nin b) sikkini ve (4.10) esitsizligini kullanarak

d(xn+m; xn) < d(xn+m; pl) + d(pllxn)

n+m-1 n-—1
< Mld(le'P1) + M; M, z Nk + M1d(xN1'P1) + M M, Z Nk
k=N1 k=N1

& &
S Zle + ZMlMOW
1 041

=&

elde edilir. Dolayisiyla {x,} dizisi E de bir Cauchy dizisidir. E de X in bos olmayan,
kapali, konveks alt kiimesi oldugundan lim,,_,, x,, = p* olacak sekilde p* € E vardur.
Son olarak p* € F oldugunu gosterecegiz. Bunu gostermek i¢in F kimesinin kapali

oldugunu ispatlayacagiz.

d(p*:g:) = T%l_l;rolod(xnrf]:) = 0

dir. lim,,_,, p, = p’' olacak sekilde p, € F dizisi mevcut olsun. p’' € F oldugunu

gostermeliyiz. i = 1,2, ... i¢in

d(p,'Tip,) < d(p', pn) + d(pn' Tip’)
=d(p',pn) + d(Tipn, Tip")
<d@',pn) +Ld(pn ")

olur. Buradan d(p’, T;p") = 0 olup p’ € F ve dolayisiyla F kiimesi kapalidir.
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Ornek 4.1.4: (R,d) Oklid uzaymin E = [0,+o0) kapali konveks alt kiimesini g6z
ontine alalim. i = 1,2,...icin T; =T, R, =R, S; =S ve olmak lzere T,R,S:E - E

doniistimlerini Tx = |sin x|, Rx = 3x ve Sx = 2x seklinde tanimlayalim. Bu durumda

F=F(T)NFR)NFS)={0}#0

dir. (4.1) iterasyonunu yukaridaki doniistimler ile birlikte {u,} = {v,} = {w,;} = {%}
siurh dizileri ve

(@} = {@n) = {da} = (2=}, (B} = (b} = {en} = {5

n2+3 n2+3

ve

) = (o) = ) = -
dizileri ile teskil edersek bu durumda Teorem 4.1.3 {in tiim sartlar1 saglanir. Asagidaki

tabloda (4.1) ile olusturulan {x,,} dizisinin bazi adimlar1 yer almaktadir.

Cizelge 4.1 (4.1) iterasyon semasinin yakinsamasi

1terasyon .

Adimlart Baglangi¢ Degeri = 2 Xn+1 — YnUn
X1 1.142890 6.428903E — 01
Xy 8.825892E — 01 7.397321E — 01
X3 7.956126E — 01 7.400570E — 01
X4 7.484912E — 01 7.221754E — 01
X1 6.519510F — 01 6.500092E — 01
X590 5.918644E — 01 5.918484E — 01

Cizelge 4.1 Fortran 90 programlama dili kullanilarak elde edilmistir.

Teorem4.1.3dehern > 1igine, = 1veheri > 1i¢in R; = I olarak alinirsa asagidaki

teorem elde edilir.
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Teorem 4.1.5: (X,d, W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapal,
konveks alt kiimesi olsun. i = 1,2, ...i¢in T;, S;: E — E, sirasiyla L; > 0, L} > 0 sabitleri
ile dizgin quasi-Lipschitzian doniisiimler olmak tizere F bostan farkli ve siirh bir

kiime olsun. {a,,}, {Bn}, {¥n}: {a,}, {b,}, {c,} dizileri [0,1] araliginda olmak tizere

an+ﬁn+)/n:an+bn+cn:1ve Z(ﬂn+yn)<oo

n=1

sartlar1 saglansm. {L;}, {L;} dizileri simirh olmak tizere {x,} dizisi (4.2) deki gibi
tanimlansin. Bu durumda {x,,} dizisinin doniisiimlerin ortak sabit noktasina yakinsamasi
icin gerek ve yeter sart

liminfd(x,,F) =0

n—oo

olmasidir.

Benzer sekilde Teorem 4.1.3 dehern > 1igine, =b, =1veheri > 1iginR; =§; =

I olarak alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.6: (X,d, W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapal,
konveks alt kiimesi olsun. i = 1,2, ... icin T; : E = E doniistimleri L; > 0 Lipschitz
sabiti ile dizgun quasi-Lipschitzian doniisimler ve F bostan farkli ve sinirlt bir kiime

olsun. {a,}, {Bn}, {yx} dizileri [0,1] araliginda olmak {izere

an+,8n+yn:1 ve Z(ﬁn+yn)<oo

n=1

sartlar1 saglansin. {L;} dizisi sinirli olmak {izere {x,,} dizisi (4.3) deki gibi tanimlansin.

Bu durumda {x,,} dizisinin ortak sabit noktaya yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart
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liminfd(x,,F) =0
n—->oo

dir.

Her asimptotik quasi-genislemeyen doniisiim ayn1 zamanda diizgun quasi-Lipschitzian

doniisiim oldugundan Teorem 4.1.3 den hareketle asagidaki sonucu yazabiliriz.

Sonug 4.1.7: (X,d,W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapali,
konveks alt kiimesi olsun. i = 1,2, ... igin T;,R;, S;: E — E, swraswyla kp(y, kngys kngy
dizileri ile asimptotik quasi-genislemeyen doniistimler olmak tizere F bostan farkli ve

siirh bir kiime olsun. {a,}, {Bn}, {vn} {an}, {bn}, {c.}, {dn}, {en}, {l,,} dizileri
[0,1] araliginda

AQn+Puntn=a,+b,+c,=d,+e,+1,=1 ve Z(ﬁn+yn)<oo

n=1
sartlar1 saglansin. {x,} dizisi de (4.1) deki gibi tamimlanmak iizere sayet
supnzl{kn(i)}<oo, supn21{k;l(i)}<oo, supnzl{k;{(i)}<oo ise bu durumda {x,}
dizisinin yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

liminfd(x,,F) =0

n—->oo

olmasidir. Burada {u,}, {v,,} ve {w,,} E de smurh ii¢ dizidir.

Ispat: T;,R;,Si:E - E, siasiyla kp(, Kkneiys kn@y dizileri ile asimptotik quasi-

genislemeyen doniisiimler oldugundan
limn_mo kn(i)zlimn_)m k‘;l(l) = llmn_,oo k;l,(l) =1

dir. Diger taraftan
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Supnzl{kn(i)} < oo, Supnz1{ké(i)} < ®, Supnzl{k;{(i)} <®

oldugundan

L; = supns1{knay ), Li = supnaa{knay ), LY = suppa1{kye }
yazariz. Ustelik bu diziler sinirlidir. O halde T, R;, S;: E — E déniisiimleri sirasiyla
L; >0, L; >0, L', > 0 sabitleri ile dizgin quasi-Lipschitzian doniisiimler olur. Bu
durum teoremi ispatlar.

4.2. Konveks Metrik Uzayda Picard-Mann Hibrit iterasyonu

Simdi Picard-Mann hibrit iterasyonunu konveks metrik uzayda ilk kez asagidaki sekilde

verecegiz.
(X,d, W) konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapali ve konveks alt kiimesi

olsun. S;:E - E (i=1,2,...) quasi-genislemeyen doniisimler, T;: E - E (i =

1,2,...) L; > 0 Lipschitz sabiti ile diizgun quasi-Lipschitzian dontisiimler olmak Uzere
F =2 FSHNNZLF(T)) # 0

ve sinirhi bir kiime olsun. {a,} dizisi [0,1] araligindan alinmak tiizere herhangi bir

X1 € X icin {x,,} dizisi

Xn+1 = Sn¥n
{yn = W(xn; Trzlxn' an) (4.11)

seklinde tanimlayalim.
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Burada T;: E — E doniisiimleri L; > 0 Lipschitz sabiti ile dizgun quasi-Lipschitzian

olduklarindan her x € E,p € F igin L = max{sup;»,{L;}} alinarak

d(T'x,p) < Lid(x,p) < Ld(x,p)

yazilir.

Lemma 4.2.1: (X,d, W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapali ve
konveks alt kiimesi S; : E - E (i = 1,2, ...) quasi-genislemeyen doniisiimler, T; : E —
E (i =1,2,..) L; > 0 Lipschitz sabiti ile diizglin quasi-Lipschitzian doniisiimler olmak
Uzere F bostan farkli ve sinirli bir kiime olsun. {a,,} dizisi [0,1] araligindan alinmak

Uzere

o)

S a<

n=1
sart1 saglansin. {x,} dizisi (4.11) ile tanimlanirsa,
(@) herp € Figin
d(Xn+1,0) < (1 + an(L —1))d(xp, p)
esitsizligi saglanir.
(b) herp € Fvem,n € Nigin
d(Xn+m, p) < Myd(xn, p)

olacak sekilde M; > 0 sayist vardir. Burada M; = e~ DZkz1 @k gy,
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Ispat: (a) Tanim 2.1.22, Tamim 2.2.19, (4.11) iterasyonu ve Lemma 3.2.1 den

d(Xn+1, ) < d(SpYn,0) < d(Yn, D)

ve
d(yn' p) = d(W(xnr Tr?xn; an)r p)
< (1 - ay)d(x,p) + a,d(T}x,, p)
<A -a,)d(x,p) + a,Ld(x,,p)
<A-a,+ a,L)d(x,,p)
oldugundan

d(xn+1J P) < (1 + an(L - 1))d(xn; p)

olur. Yani Lemma 3.2.1 ve (4.13) ten lim,,_,,, d(x,, p) mevcuttur.

(b) Her x = 0icin 1 + x < e* oldugu dikkate alinarak (4.13) esitsizliginden

d(xn+m: p) < (1 + an+m—1(L - 1))d(xn+m—1: p)
< ean+m_1(L_1)d(xn+m—1' p)
< en+m—1(L—1)(1 + Tn+m-2 (L - 1))d(xn+m—2: p)

< etm—lintm=2)L-Dg(y . p)

S Mld(xnl p)

elde edilir. Burada M, = e~ DZkt1 % dyr,

(4.12)

(4.13)

Teorem 4.2.2: (X,d,W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapali,

konveks alt kiimesi olsun. S; : E - E (i = 1,2,...) quasi-genislemeyen dontisiimler,



52

T,:E - E (i=12,..) L;>0 Lipschitz sabiti ile dizgin quasi-Lipschitzian
dontisiimler olmak (zere F bostan farkli ve smurli bir kiime olsun. {a,} dizisi [0,1]

araligindan alinmak iizere

o)

S ac

n=1

sartt saglansin. Bu durumda {x,} dizisi (4.11) ile tammlanirsa bu durumda {x,}

dizisinin ortak sabit noktaya yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

liminfd(x,,F) =0
n—oo

olmasidir.

Ispat: Sartin gerekliligi asikardir. Bu durumda yeterliligini gostermeliyiz. Lemma 4.2.1

in a) sikkin1 kullanarak
d(xpi1, F) < (14 an(L — 1))d(x,, F) (4.14)

elde ederiz.

o)

S ac

n=1

olup Lemma 3.2.1 ve (4.14) ten gorultr ki lim,_. d(x,, F) = 0 mevcuttur. Burada
lim,_,o d(x,, F) = 0 olmasi liminf,,_,,, d(x,,, F) = 0 olmasim gerektirir. Simdi {x,,}
dizisinin E de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Herhangi bir € > 0 igin n > N,

oldugunda

d(xn, F) <

M, +1
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olacak sekilde N, > 0 sayis1 vardir. Ozel olarak p; € F ve N; > N, oldugunda

d(xy,,p1) < (4.15)

M, +1

olacak sekilde p; € F vardir. n > N; olmak Uzere herhangi n,m > 0 i¢in Lemma 4.2.1
in b) sikkini ve (4.15) ifadesini kullanarak

d(xn+ml xn) < d(xn+ml pl) + d(pllxn)
< Mld(le,pl) + d(le,pl)
<(1+ Ml)d(le,pl)

&
M;+1

<1+ M)

elde ederiz. Dolayisiyla {x,} dizisi E de bir Cauchy dizisidir. E de X in bos olmayan,

kapali, konveks alt kiimesi oldugundan lim,,_,., x,, = p* olacak sekilde p* € E vardir.

Son olarak p* € F oldugunu gosterecegiz. Bunu gostermek i¢in F kiimesinin kapali

oldugunu ispatlayacagiz.

d(p*,F) = 711_1)1010 d(x,,F)=0

dir. lim, . p, =p’ olacak sekilde p, € F dizisi mevcut olsun. p’ € F oldugunu

gostermeliyiz. i = 1,2, ... i¢in

d(p’, Tip") <d@',pn) + d(Pn, Tip")
=d(',pn) + d(Tipn, Tip")
<d@',pn) + Ld(pnp")

yazilir. Buradan d(p’, T;p') = 0 olup p’ € F ve dolayisiyla F kiimesi kapalidir.
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Ornek 4.2.3: (R,d) Oklid uzaymmm E = [1, +o0) kapali konveks alt kiimesi verilsin.

i=12,..icin S; =S ve T; = T olmak lzere S,T: E — E doniisiimlerini Sx =

Tx = SﬁT_Z seklinde tanimlayalim. Bu durumda

F=F(S)NF(T) ={2}#0

1
n2+1

dir. (4.11) iterasyonunda {a,} = {

2x ve

} c [0,1] olarak alinirsa Teorem 4.2.2 nin tlim

sartlar1 saglanir. Asagidaki tabloda iki farkli baslangi¢ degeri icin (4.11) ile olusturulan

{x,} dizisinin baz1 adimlar1 yer almaktadr.

Cizelge 4.2 (4.11) iterasyon semasinin yakinsamasi

I;ZTE;}SE Baslangi¢c Degeri = 1 Baslangic Degeri = 5
X1 1.322876 3.278719
Xy 1.605627 2.585597
X3 1.786487 2.280455
Xy 1.888569 2.137559
X5 1.942935 2.068275
Xg 1.971065 2.034078
Xy 1.985407 2.017052
Xg 1.992662 2.008540
Xg 1.996316 2.004279
X10 1.998153 2.002143
X20 1.999998 2.000002
X21 1.999999 2.000001
X2 2.000000 2.000000

Cizelge 4.2 Fortran 90 programlama dili kullanilarak elde edilmistir.

Her asimptotik quasi-genislemeyen doniisiimiin diizgiin quasi-Lipschitzian doniisiim

oldugunu dikkate alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonug 4.2.4: (X,d,W) tam konveks metrik uzay, E de X in bos olmayan, kapali,
konveks alt kiimesi olsun. S; : E - E (i = 1,2,...) quasi-genislemeyen doniisiimler,
knqy dizisi ile T; : E - E (i =1,2,..) asimptotik quasi-genislemeyen doniisiimler

olmak lzere F bostan farkli ve smirli bir kiime olsun. {a,,} dizisi [0,1] alinmak tizere

[ee)

<

n=1

sartt saglansin. Bu durumda {x,} dizisi (4.11) ile tammlanirsa bu durumda {x,}

dizisinin ortak sabit noktaya yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart

liminfd(x,,F) =0
n—->oo

olmasidir.

Ispat: S;:E - E (i=1,2,..) quasi-genislemeyen doniisiimler, T;:E - E (i =

1,2,...) ky dizisi ile asimptotik quasi-genislemeyen doniisiimler oldugundan
limn_m kn(i):1
dir. Diger taraftan supnzl{kn(i)} < oo oldugundan

L; = supps1 {kne }

yazariz. Ustelik bu dizi sinirhdir. O halde T;: E — E déniisiimleri L; > 0 Lipschitz sabiti

ile diizglin quasi-Lipschitzian doniisiimler olur. Bu durum teoremi ispatlar.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglar degerlendirilecektir.

Konveks metrik uzayda tanimli doniistimlerin olduk¢a genel bir simifi olan diizgln
quasi-Lipschitzian doniisiimlerin ti¢ sonsuz ailesi i¢in (4.1) ile gosterdigimiz yeni U¢
adim iterasyon semasi teskil ettik. Teorem 4.1.3 te tam konveks metrik uzayin bos
olmayan kapali, konveks alt kiimesinde taniml1 bu U¢ sonsuz aile igin teskil ettigimiz
{x,} iterasyon dizisinin, F ortak sabit nokta kiimesine yakinsamasi igin gerek ve yeter
sartt1 verdik. Kontrol dizilerindeki uygun kisitlamalarla elde ettigimiz (4.2) ve (4.3)
iterasyon semalarinin yakinsamasini da Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 de verdik. Her
asimptotik quasi-genislemeyen doniisim ayni zamanda dlzgin quasi-Lipschitzian
doniisiim oldugundan asimptotik quasi-genislemeyen doniisimler igin Sonug 4.1.7 i
ifade ettik.

Son yillarda olduk¢a sik kullanilan, hiz karsilastirmalarinda mevcut iterasyonlarin en
hizlis1 olarak goriilen Picard-Mann hibrit iterasyonunu konveks metrik uzaylarda (4.11)
iterasyon semast ile teskil ettik. Tam Konveks metrik uzayin bos olmayan kapali,
konveks alt kiimesinde tamimli diizgun quasi-Lipschitzian ve quasi-genislemeyen
dontigsiimler igin teskil ettigimiz (4.11) ile tamiml {x,,} iterasyon dizisinin F ortak sabit
nokta kiimesine yakinsamasi igin gerek ve yeter sartt da Teorem 4.2.2 de verdik. Ayrica
gerek (4.1) ve gerekse (4.11) iterasyon dizileri icin yakinsamalari gdsteren birer

nimerik 6rnek verdik.

Bu tezden asagidaki makale {iretilmistir,

Stiheyla, E. and M, Ozdemir, Convergence of a General Iterative Scheme for Three
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