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(M,g), n—boyutlu Riemann manifoldu ve T(M), G=a°g+b"g+c"g formundaki
Riemann metrigine sahip M nin tanjant demeti olsun. Bu tezde; o6ncelikle, tanjant

demet (TM,G) de afin Killing ve Killing vektor alanlar1 ve fibre koruyan projektif

vektor alanlar1 karakterize edilmis ve bunlarla ilgili bazi sonuglar verilmistir. Daha

sonra, (M,g) ve (TM,G) nin geodezikleri arasindaki iliskiler elde edilmistir. Ayrica

G Riemann metrikli tanjant demetin konformal flat olma durumu incelenmistir. Son
olarak, G metrikli tanjant demette burulmali metrik konneksiyon tanimlanmis ve bazi

ozellikleri ¢alisilmistir.

2014, 70 sayfa
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Let T(M) be the tangent bundle of an n—dimensional Riemann manifold (M,g)

endowed with a Riemann metric G=a°g+b"g+c'g. In this thesis; Firstly, we
characterize affine Killing, Killing and fibre-preserving projective vector fields on the

tangent bundle (TM,G) and present some results related to them. Secondly, we get
some relationships between geodesics of (M, g) and (TM,G). Thirtly we investigate
conditions for the tangent bundle T (M) to be locally conformally flat. Finally, we

define a metric connection with torsion on the tangent bundle T (M ) with respect to the

Riemann metric G and study its some properties.
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SIMGELER DiZiNi

Sasaki metrigi

M manifoldunun egrilik tensoriiniin bilesenleri
X vektor alanina gore Lie tiirevi

X veY vektor alanlarinin Lie parantezi

M manifoldunun tanjant demeti

p € M noktasindaki tanjant uzay

X vektor alanina gore kovaryant tiirev
Cristoffel sembolii

X vektor alaninin dikey lifti
X vektor alaninin tam lifti

X vektor alaninin yatay lifti

T (M) meM noktasindaki (p,q) tipli tensor uzay1

p € M noktasindaki kovektor uzayi
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1. GIRIS

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerindeki g Riemann metrigi kullanilarak M
manifoldunun tanjant demeti T (M ) tizerinde farkli Riemann metrikleri tanimlanabilir.

Bu sekilde tanimlanan metriklere g —dogal metrik denir. Bu metriklerden en ¢ok
bilineni Sasaki (1958) tarafindan tanimlanan ve giinimiizde Sasaki metrigi olarak
bilinen metriktir. Sasaki metrigi dogal olarak tanimlanmasima ragmen rijittir. Ornegin
Kowalski (1971) baz manifoldun lokal flat olmamasi1 durumunda Sasaki metrikli tanjant
demetin asla lokal simetrik olamayacagini gostermistir. Daha sonra Musso and Tricerri
(1988), Sasaki metrikli tanjant demetin sabit skaler egrilige sahip olmasi igin gerek ve
yeter sartin baz manifoldun lokal flat oldugunu gostermislerdir. Gudmundsson and
Kappos (2002) da Sasaki metrikli tanjant demetin egrilikleri ile ilgili ¢esitli sonuglar

vermislerdir.

Tanjant demette Sasaki metrigi disinda c¢esitli metrikler tamimlanmistir. Yano and

Ishihara (1973) M manifoldu iizerinde bir metrigin klasik liftleri vasitasiyla T (M)

manifoldu tizerinde metrikler tanimlamiglar ve bunlarin geometrilerini incelemislerdir.

Abbasi and Sarih (2005) tanjant demette g Riemann metriginin dikey lifti, yatay lifti ve
Sasaki liftinin bir kombinasyonu olan G=a°g+b"g+c"g metrigini calismiglardur.
Burada a, b ve c¢; a>0 ve a(a+c)—b*>0 sartlarini saglayan sabitlerdir. Ayrica

onlar G metrigine sahip tanjant demetin sabit skaler egrilikli uzay olmasi igin baz

manifoldun lokal flat olmas1 gerektigini gostermislerdir.

Oproiu et al. (1999a, 1999b, 2001), Oproiu and Papaghiuc (2004), Riemann manifoldu
tizerinde kurulan tanjant demet iizerinde dogal metrikler tanimlamislar ve onlarla ilgili
ilging geometrik sonuglar elde etmislerdir. Aslinda tiim yukarida anilan metrikler

Abbasi (2004) tarafindan kurulan en genel g —dogal metrigin alt siniflaridirlar.



Bu tezde, Abbasi and Sarih (2005) tarafindan tanimlanan G =a’g+b"g+c'g

formundaki Riemann metrigi goz Oniine alinmistir. Ayrica, sunulan bu tezde tanjant
demette daha kolay tensér hesabi yapmaya imkan veren adapte olmus c¢ati

kullantlmistir.

Bu amagla kuramsal temeller adin1 alan ikinci boliimde, diferensiyel geometride temel

tanimlar, kavramlar ve teoremlere yer verilmistir.

Materyal ve yontem olarak adlandirilan ti¢iincii bolimde, ilk olarak tanjant demet ve
liftler hakkinda genel bilgiler verilmistir. Daha sonra G=a*g+b"g+c"g formundaki
Riemann metrigi tanitilmig ve bu metrigin Levi-Civita konneksiyonlar1 verilmistir.

Ayrica hesaplamalarimizda kullanacagimiz adapte olmus cati ile ilgili kavramlara yer

verilmigtir.

Arastirma ve bulgular kismi1 olan dérdiincii boliimde, ilk olarak G=a’g+b"g+c'g

formundaki Riemann metrigine gore afin Killing ve Killing vektor alanlarinin en genel
formu c¢ikarilarak onlardan bazi geometrik sonuglar elde edilmistir. Daha sonra G
metrigine gore projektif vektdr alanlarinin bir siniflandirilmas: verilip ¢esitli sonuglar
elde edilmistir. Son olarak bu metrigin geodezikleri, burulmali metrik konneksiyonu ve

G metrikli tanjant demetin konformal flatlig1 arastirilmistir.

Besinci boliimde ise, calismalarimizdan elde ettigimiz sonuglara yer verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bilimsel aragtirmalarda kavram hiyararsisi onem arzettigi i¢in, ¢aligmalarda temel tanim
ve teoremlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu temel kavramlardan 6zellikle

arastirmalarimizda ihtiya¢ duyduklarimiz bu baslik altinda sunulmustur.
2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmm 2.1.1: M bir Hausdorff uzay olmak iizere herhangi bir UcM agik
kiimesinden V < R" bdolgesine tanimlanan

p:U->V
homeomorfizmine M de n-boyutlu koordinat sistemi veya harita, U agik kiimesine de
¢ haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir ve harita (U,¢)

seklinde gosterilir.

Eger xeU ise
o(X)=(xx%,..,x") eR"

olur. Buradaki x*,..., x" reel sayilarina ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlar1 denir.

Tanim 2.1.2: Eger M Hausdorff uzayinin n-boyutlu ¢, haritalarinin U, bolgeleri bu

uzayi orterse, yani

M=UU,, (A-indislerkiimesi )

aeh

ise, M ye n-boyutlu topolojik manifold veya sadece n-boyutlu manifold denir.

Tamim 2.1.3: M bir Hausdorff uzay ve k ise 0 <k <oo sartin1 saglayan tam say1 olsun.

Asagidaki sartlan saglayan {(U,,¢,):aeA U, =M} lokal koordinatlar ailesine M

iizerinde C* smifindan n-boyutlu atlas adi verilir,



1. Lokal haritalarin U, bolgesi M yi orter, yani M n-boyutlu topolojik manifolddur.
2. Keyfi a, peAicinU,NU, I ise

900, 19,U,NU,)—>0,U,NU,)
déniisiimii C* smifindandir. Bu sarta bazen (U,,¢,) ve (U 41¥,) haritalarmin c*
uzlagmasi sarti da denir. @, 0(0;1 doniistimiine  koordinatlarin ~ doniistimii

(uiﬁ:u‘ﬁ(uo‘;),i, j=1,..,n) denir. Burada Uiﬂ, (U] ) haritasindaki xeU, nU

5 Pp
noktasinin koordinatlar1 ve U C’( ise (U_,¢,) haritasindaki X noktasinin koordinatlaridur.
U,nU, = olmasi halinde, qoﬂoqo;l doniisiimiiniin C* sinifindan oldugu kabul

edilecektir. 2 sart1, ¢, 0(0;1 doniisiimlerinin C* smifindan diffeomorfizmler olmasina

denktir. Bu ise, ¢, o (0;1 koordinat doniisiimiiniin Jacobian matrisinin determinantinin

sifirdan farkli olmast demektir.

Tamm 2.1.4: {(U,,p,)} ve {(Uﬂ,q)ﬁ)}, C* smifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarin keyfi (U,,¢,) ve (U, ¢,) haritalari C* uzlasmis ise yani {(Ua,(oa)} ve

{(U ﬁ,gaﬂ)} atlaslarinin birlesimi C* smifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.

Haritalarm C* uzlasmasi bir denklik bagintisidir. Bu bagint1 C* atlaslar kiimesini denk

atlaslarin ayrik denklik siniflarina ayirir.

Tamim 2.1.5: M Hausdorff uzay: iizerinde C* atlaslarmin herhangi bir denklik sinifina

C* -yap1 denir.

C* —yapisinin tiim C* atlaslarmin birlesiminin olusturdugu C* atlasina maksimal C*
atlas adi1 verilir. M iizerindeki C* atlaslarmimn her bir denklik sinifi, kendisinin bir

eleman1 ile ifade edilir. Yani, C*—yapis;, onun keyfi C* atlast yardimiyla



olusturulabilir. Buradan da, M iizerindeki her bir C* —yapisinin bu yapidan olan bir C*

atlas ile verilebilecegi sonucu ¢ikar.

C° - yapiya topolojik yap1, C*, (1<Kk) yaprya ise diizgiin (smooth) yap1 denir. Bundan

sonra yalniz C* yapilara bakilacaktir.

Tamim 2.1.6 : M, sayilabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eger M 1iizerinde n-

boyutlu C” atlaslarinin C” - yapisi verilmisse M uzayma n-boyutlu C* sinifindan

diferensiyellenebilir manifold veya diizgiin manifold denir (Salimov ve Magden 2008).

2.2. Tensor Alanlar

Tammm 2.2.1: B, bir vektér uzay1 ve B da onun dual uzayr olsun.

Y(j €B,, ]=12,...,q vektor ve §i IS B:, i=12,..., p kovektor degiskenlerinin
W=t (X, Xy ooy Xy €67, E7)
reel degerli fonksiyonunu g6z oniine alalim. Eger bu fonksiyon herbir degiskene gore

lineerlik sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona multilineer fonksiyon denir. Mesela

VA, u e R olmak tizere birinci vektor degiskenine gore lineerlik sarti,
(AR + 1Y, Ry R 617 EP ) = AU (R, Ry K 6,670 E°)

(5o 5

seklinde gosterilebilir.

W=t(X,X,,.. X, & %, ..., £ ) multilineer fonksiyonuna karsilik gelen
X5 X, q y

t:B,X..XB, XB x..xB - R

q tane p tane

operatoriine B, uzayinda p dereceden kontravaryant, q dereceden kovaryant tensor

adi verilir ve T, (B, ) ile gosterilir (Bishop and Goldberg 1968).



p>0, >0 olmak iizere S= p+( sayisina tensoriin valentigi, (p,q) semboliine ise
tensoriin tipi denir. (p,0) tipli tensdre kontravaryant tensdr, (0,q) tipli tensdre ise

kovaryant tensor denir. M manifoldu iizerindeki C* siufindan (r,s) tipli tensor

o~

alanlarmim kiimesini J;(M) ve M deki tiim tensor alanlarmimn kiimesini I(M) ile

gosterecegiz. S,(B,), I (B

n) uzayinin biitiin simetrik tensorlerinin alt uzay1 olmak

lizere herhangi bir g € S, (B, ) tensoriinii alam; Vy € B, i¢in,

g(X,y)=0, (2.1)
sartinin saglanmasi i¢in X =0 oluyorsa, bu taktirde g tensoriine regiiler tensor denir.
(2.1) esitligi koordinatlarla,

g;X'y' =0

bigiminde yazilir. Bu esitlik her y' igin saglandigindan,

g;X' =0, j=1...,n
bulunur. Bu denklem sisteminin x' =0 ¢dziimiine sahip olmasi igin,

Det(g; ) #0

olmasi1 gerekir. Burada (gij ) g tensoriine karsilik gelen matristir.

geS,(B,) tensorii regiiler tensor ise g tensériine B, uzaymnda esas tensor adi verilir.

Esas tensore karsilik gelen (gij) tensoriiniin tersini (g“) ile gosterelim. Bu taktirde,

gkjgij =5

yazilir.

Tamm 2.2.2: M, C” siifindan bir manifold ve T (M), her peM noktasindaki
tanjant uzay1 olsun. M manifoldunun her peM noktasina T ,(M) uzaymdan bir ve

yalniz bir X vektorii karsilik getiren X :p— X vektor degerli fonksiyonuna

M {izerinde bir vektor alan1 denir.



Tanmm 2.2.3: M, C” smifindan bir manifold ve Tp*(l\/l), her pe M noktasindaki
kovektor uzayi olsun. Her p e M noktasina bir ve yalniz bir @, eT; (M) kovektoriini

karsilik getiren @: p — @, doniisiimiine M ftizerinde bir kovektor alan1 denir.

C” sinifindan bir manifold M olmak {izere her p € M noktasindaki her bir (p,q) tipli

tensor i¢in uygun bir qu( ) (M) tensor uzayi vardir.

Tanmm 2.2.4: M, C” smifindan bir manifold ve qu(p)(M), bir pe M noktasindaki
(p,q) tipli tensor uzayi olsun. M manifoldunun her p e M noktasina bir ve yalniz bir
t, equ(p)(M) tensoriinii karsihik getiren t:p —t  kuralina M iizerinde (p,q) tipli

tensoOr alani denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p=1 q=0 ise vektor alan1 elde edilir. Yani (1,0) tipli tensor alani bir vektor

alanidir.

Eger p=0, gq=1 olursa Tlo(M) uzaymim elemanlart kovektor alani olur. Eger

p=q=0 ise her pe M noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yiizden (0,0) tipli

tensOr alani reel degerli bir fonksiyondur.

Eger UcM bolgesinde f fonksiyonu C” smifindan ise, her xeU igin
df |, eTl"(X)(M) olur. Béylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatérii (0,1)

tipli bir tensor alanidir.

VpeM igin T, tensorii simetrik tensor ise T tensor alanina simetrik tensdr alani

denir. Eger her bir p noktasindaki T tensorii antisimetrik tensor ise T tensor alanina

antisimetrik tensor alani denir.



T, (p,q) tipli tensor alam olsun. Kovektor alanlari 6,,..,6, ve vektor alanlart

X,y X, olmak tizere

T Oy, X1 X)) =T, (BP0, (D), X, (P X (D))

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozelikle x' koordinatlarina gére T tensdr

alaninin bilesenleri

Ty :T(dxil,,,.,dxip,ﬁhy,...,av )

i Jq g
bigiminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968). T tensor alaninin

bilesenleri C” sinifindan fonksiyonlar ise T tensor alanina C” sinifindandir denir.

(p,q) tipli T tensor alaninin C” sinifindan olmast i¢in gerek ve yeter sart her C”

smifindan 6,,..., 60, kovektor alanlari ve her C* smifindan X,,..., X vektor alanlari

i¢in T(6,,....0,,X,,..., X;) fonksiyonunun C* sinifindan olmasidir.

Tanim 2.2.5: T

< (M) tensor uzayi iizerinde

Cl T/ () (M) T (M)
A= Ci(A(E . 7 Xy X ) =CLAG Xy X g €, 7Y
ve

ClA =Y AE™E, .., & Xy Xy X1 y)

seklinde tanimlanan operatore kontraksiyon operatorii denir. Boylece bir kontraksiyon
operatorii (r,s) — tipli bir tensorti (r —1, s—1) tipli bir tensore tasir, yani kovaryantlik ve

kontravaryantlik derecelerini diisiiriir (Sahin 2013).

2.3. Tensor Diferensiyellemesi

Tamim 2.3.1: Asagidaki sartlari saglayan D:3(M)— 3(M) doniisiimiine I(M)

cebirinin tensor diferensiyellemesi denir.



() D sabit katsayilara gore lineerdir. Yani; D(at+bs)=aD(t)+bD(s),

(i) D tipi korur. Yani; D(3!(M))<= 38 (M)

(iii) D(t®s)=Dt®s+t® Ds (Leibnitz Kuralr)

(iv) D islemi ile kontraksiyon islemi yer degistirebilir. Yani; D(Ct)=C(Dt)

Burada t, se 3(M) a, beR dir.
2.4. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon

M diferensiyellenebilir manifoldunun y:u' =u'(t) egrisi boyunca konneksiyon
tanimlanmas1 egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda uygunluk olusturma
kuralidir. Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki v' vektorii t parametresine bagl

olarak degistikce verilen konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun kalirsa, bu durumda

bu vektor verilmis konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmis olur. Eger

konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydirmay1 ifade eden V' =V'(t)

fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eger vektorlerin paralel
kaydirilmasi halinde lineer bagimlilik korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer

konneksiyon ad verilir.

Afin konneksiyonun invaryant tanimi asagidaki gibi verilir:

Tanim 2.4.1: M, C” smifindan bir manifold, VX, Y, Z eSé(M ), .9 esg(M)
olmak tizere I(M) cebirinin,
ViS5 (M)xI (M) 3 (M)
islemi,
1. fo+gYZ =fv,Z+9V,Z

2. Vy(fY+9Z)=(Xf)Y+fV,Y+(Xg)Z+9V,Z
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sartlarin1 sagliyorsa V doniisiimiine “afin (lineer) konneksiyon” denir. (M ,V) ciftine

ise “afin konneksiyonlu uzay” denir.

Tanim 2.4.2: M, C” smifindan bir manifold ve V, M {izerinde bir afin konneksiyon
olsun. VX, Y e33(M), Ze3! (M), f, geI (M) olmak iizere I(M ) cebirinin,
=V

D=V, :3(M)=I(M)
diferensiyelleme islemi,

1 VyoZ=1V,Z+9V,Z,
2. V f=Xf

sartlarint sagliyorsa V, e X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirev ad1 verilir.

0. =i ve V, :Vai =V, gosterimini kabul edelim, V, yi 0 j vektor alanina

oo p

uygularsak sonug¢ vektor alani oldugundan,
k
V.0, =130,

yazabiliriz. Bu ifadeyi yeni koordinatlarda

o
V.0, =T};0,
seklinde yazabiliriz. Buradan
o ox' ‘
Tf0, =vﬁi(aj,)=ﬁv5iaj, (VY =1V,Y)

ox' ox! o
:—i,va —_—
OX "L ox! ox!

ox' o ox!)o ox!
=—F|| —— —.+—.,Vi8j
ox" [ ox' ox! Jox!  ox!
oaxv o axaxd
= o AT Aok T Ay i Ok
ox' ox! ox’ ox" ox’

k 2,k i i
_ r.k, axk’ ak _ a_’x _ +6_x” 8x” Fikj ak
OX" ) OX ox'ox?  ox' ox’ OX
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N x| [ o°x* +8x ox’ x
Toaxk ) axox) ax"ax) !
¢

olup her iki taraf (Zx—k ile ¢arpilirsa,
X

—_ o ox! ox k+axk' *x
ok axd axk U axk oxiox!

bulunur ki T'{ min 8, — &, doniisiim kurals,

k i AJ AKTK k" ak
i = AAAT;+ACA;
seklindedir.

Simdi X =X'6,, Y =Y'9, alirsak

VY = Vx'a, (YJaJ) é% (Yjai)

X'((a 7)o, +Yiva;)
x((

=X'(aY*+1jY!)o,

oY1)o,+Yrio, )
burada X = X'0, = 5.0, =0, almirsa, (yani X' =4, alinirsa)
(V,Y) 8, =6 (aY +Ev 1),

VY =0y +Tyy!

yazilir. Bu, Y vektor alaninin kovaryant tiirevinin koordinatlarla ifadesidir.

Simdi @e3’(M) igin kovaryant tireve bakalm. X, Y e

o(X)=Cl(o®X) eI} (M) olmak iizere,
VoY) = (V@)Y +a(V,Y)
(V2)Y = Xo(¥)-0(V,Y)

olup X =0,, Y =0, yazilirsa,
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(Vio)(8,)=010(0;)-o(Vi0;)
Vo, =0,0,-Tio, (2.3)

seklinde yazilir.

Benzer sekilde (p,q) tipli tensor i¢in kovaryant tiirev lokal koordinatlarla,

seklinde yazilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Tensoriin kovaryant tiirevi tanimindan, (p,q) tipli bir tensoriin kovaryant tiirevi

(p,q+l) tipli bir tensér oldugu goriiliir. Yani kovaryant tiirev, uygulanan tensoriin

kovaryantlik mertebesini bir artirir.

2.5. Lie Tiirevlemesi

M iizerindeki (U,¢) koordinat sisteminde X = X'0, ve Y =Y '8, vektdr alanlar1 ve
f € 33 (M) fonksiyonu igin

X(f)=X'g,f, Y(f)=Ylo,f

XY (f)=X(Y'0;f)=X"(8Y'8,f+YIo}1)

YX(f)=Y(X'9,f)=Y"(a;X'd,f +X'd; f)
bulunur. Buradan

XY (f)-YX(f)=(X'aY!-Y'5,X")o,f
yazilir. Boylece,

XY =YX =[X,Y]

bi¢ciminde tanimlanan yeni bir vektor alam1 tanimlanmis olur. Bu vektdr alaninin 0,

dogal catis1 cinsinden ifadesi
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[X,Y]=XY =YX =(X'8Y’-Y'5,X")0, (2.5)

bi¢iminde olur.

Tamm 2.5.1: (2.5) esitligi ile tanimlanan [X,Y] vektdr alanma X ve Y vektdr

alanlarinin Lie parantezi denir.

Ozel olarak 8, =50,, o | = 5;‘8k vektor alanlar alinirsa (2.5) formiilinden

[ai 0] ] =0
oldugu goriiliir. (2.5) formiiliiniin yardinu ile Lie parantezinin asagidaki &zelliklere
sahip oldugu gosterilebilir:
1L [X,Y+Z]=[X,Y]+[X,Z],
2. [X,fY]=X(f)Y+f[X,Y],
3. [X.Y]=-[Y.X],

4. [X.[Y.z]]+[Y.[z.X]]+[Z.[X.Y]]=0

Tamm 2.5.2: D=L, X e S%)(IVI) diferensiyelleme islemi asagidaki sartlar1 saglarsa
L, e X vektdr alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi adi verilir (Kobayashi and
Nomizu 1963).

i L, f=Xf, feJ3H(M)

i. LY =[X,Y]

Burada [X,Y] Lie parantezidir.

Simdi keyfi bir kovektdr alani i¢in Lie tiirev formiiliinii bulalm. Once we 3} (M)
kovektdr alanim géz Sniine alalim. VY € 35(M) igin o(Y)e I5(M) oldugu agiktir.

L, tiirevinin 6zelliklerine gore
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Ly (o(Y))=(Ly@)Y +o(LY)
ve buradan
(L)Y =Ly (o(Y))-o(LY) =X (o(Y))-o([X,Y]) (2.6)

yazilir.

Eger, Y =0; alinirsa (2.6) esitliginin U komsulugundaki lokal koordinatlarla ifadesi
Lyo; = X 0,0, + 0,0, X" (2.7)

bigiminde olur.

Simdi keyfi (p,q) tipli t tensor alanina bakalim. t e 3} (M) igin
t(Xpoo Xq @' 0 ) eI (M), VX, X, €55 (M), Vao,...,0° € 3} (M)

oldugu agiktir. Bu takdirde L, in 6zelliklerine gore

ve buradan;

bulunur. L, tiirevi dxi(éj):é'} icin uygulanirsa,
0=L,8} =Ly (dx'(8;))=(Lydx')d, +dx' (Lco;)

elde edilir. Buradan da Lie parantezinin 6zellikleri g6z oniine alinarak,
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(Ledx')o; =—dx'[ X,0; |=—dx'[ X*8,,0; |=dx'[ 8}, X "], ]
=dx'0;X"0, =9,X"5, =0;X'
ya da (L,dx')=(8;X')dx’ bulunur. Bu son esitlik ve (Ld,)=-8,X"d, oldugu

kullanilirsa,

q p .
Lthjl j, _ ka tll p ;( ) ''''' zl(a X ) llqulp (28)
= =

esitligi elde edilir. Burada Lt} ile (Lt)""" gosterilmistir. Ozel olarak p=1, q=0

ve p=0, =1 oldugunda (2.8) esitliginden (2.5) ve (2.7) esitlikleri elde edilir.
2.6. Egrilik ve Burulma Tensorleri

M afin konneksiyonlu uzayda f:f(ul,...,u”) diferensiyellenebilir fonksiyonu

verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df =¢,fdu' ifadesi

koordinatlarin déniisiimii halinde invaryant kalir ve df fonksiyonu du' vektdriiniin

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektoriin koordinatlar:
V,=0,f (2.9)

ile gosterilir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f fonksiyonuna ise bu

kovektdr alaninin potansiyel fonksiyonu denir.

Keyfi V. kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin gradiyenti olmasi igin gerek ve yeter
sart
0V, =0 (2.10)

olmasidir (Yano 1965).

Gradient kovektorii V; nin kovaryant tiirevi

V.V, =0V -TY, (2.11)
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bicimindedir. (2.11) denkleminde j ve i indislerine gore alternelestirme yapilir ve
(2.10) esitligi kullanilirsa

ViV, = SV (2.12)

bulunur. Burada
k k
Sy =T (2.13)

olarak verilmistir. (2.12) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev ise (0,2) tipli
tensor olduguna gore S; cokluklar1 asagi indislerine gore antisimetrik olan (1,2) tipli
tensOr ifade eder. (2.13) tensoriine M uzaymin burulma tensérii denir. M
manifoldundan alinmig keyfi X,Y wvektor alanlar1 i¢in burulma tensoriiniin invaryant
formda yazilist ise VX, Y € J;(M) igin

25(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y] (2.14)
bicimindedir (Kobayashi ve Nomizu 1963). Burada [X ,Y] X ve Y vektor alanlarinin

Lie parantezidir.

Burulmasi sifir olan uzaylara burulmasiz uzay denir ve bu uzaylarda konneksiyon

katsayilar1 simetrik olur. Yani,
I =T <S5/ =0
olur. Burulma tensoriiniin (2.14) bi¢imindeki invaryant formu kullanilarak burulmasiz
uzaylarda
[X,Y]=V,Y-V,X

oldugu goriiliir.

Keyfi v vektoriiniin kovaryant tiirevi V. V' =0 V' + T, v" seklindedir ve V v' (1,1) tipli

tensordiir. (1,1) tipli tensoriin kovaryant tiirevi hesaplanirsa,

VVV =0 VN +T V" TV V!

m-° s rs m

=0, (0 + TV )+, (0" + TV ) =TV, V!

rs m
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=0°V' +0, IV +TL oV +T! Thv TV V'

r- sk

bulunur.

Son esitligin her iki tarafinda r, s indislerine gore alternelestirme islemi yaparsak
2V V V' =RV =28V, v/ (2.15)
denklemi elde edilir. Burada

R, =0T, -8, +T " —r! rm

s™ rk rm= sk sm™ rk
=2(0, Tl + Tl )
yazilir. (2.15) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim tensor

ve V' keyfi vektor olduklarindan R ' ifadesi (1.3) tipli tensordiir. Bu tensére M

uzayinin egrilik tensorii veya Riemann-Christoffel tensorii denir.

(2.15) formiiliine benzer olarak asagidaki formiiller yazilir;

2V, V W =Ry "W, =28V w, (2.16)
2V[rvs]goij = Rrsmjgoi Rr5| §0m 2Srsmvmgoij ! (217)
q .
2V, Vg £ ; = Z Rrsm"tl """ "2 Ry t;mpm ~28,"V, ;" (2.18)
u=1

X, Y ve Z M manifoldundan alinmis keyfi vektor alanlar1 olmak tizere egrilik
tensOriiniin invaryant formda yazilisi ise

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V Z (2.19)

[X.Y]
bigimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).

2.7. Riemann Metrigi ve Riemann Manifoldu

Tanim 2.7.1: M manifoldu {izerinde tanimlz;
i g(X,Y)=g(Y,X), VX,Y e 3;(M), (simetriklik)

ii. g(X,X)>0, VX e 3;(M) ve g(X,X)=0«< X =0, (pozitif tanimlilik)
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sartlarin1 saglayan (0,2) tipli g tensor alanina Riemann metrigi veya metrik tensor

denir. (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir.

il. sart1 yerine “VY i¢ing(X,Y) =0 olmast X =0 olmasin1 gerektirir” sart1 gelirse bu

durumda (M, g) ikilisine pseudo-Riemann manifold denir.

Tamm 2.7.2: M manifoldu iizerinde g; tensori verilmis olsun. Bu uzayda V9, = 0

k . .
sartin1 saglayan burulmasiz tek bir Fi}‘ = {} konneksiyonu vardir. Bu konneksiyona
[
9

Riemann konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. X, Y, Z € 5;(M) igin

Koszul formiilii olarak bilinen asagidaki,

29(VyY,Z) = X(9(Y, 2)) +Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) —g(X.[Y,Z]) + g(¥.[Z, X)) + 9(Z,[ X.Y])

denkleminde X =0,, Y =0;, Z=0, almirsa;
29(V,0,,0,)=0,(9(9;,6,)) +0;(9(5,0;)) —0,(9(5;,9,))

—9(9,,[9;,0,D)+9(0,,[0,, D) +9(0,,[0:,6,])

0 0 0
Zg(rgahaak):aigjk +ajgki _akgij

2rihghk :aigjk +ajgki _akgij

j
A
rij:Eg (aigjk+8jgki_akgij)

bulunur ki bu F:} fonksiyonlaria Levi-Civita konneksiyonunun katsayilari denir.

Diger taraftan Riemann manifoldu tizerinde Vg =0 sartin1 saglayan konneksiyonlara

metrik konneksiyon denir.

Herhangi bir afin konneksiyonun egrilik tensoriiniin aksine, Riemann egrilik tensoriiniin
kontravaryant indisi indirilerek kovaryant egrilik tensorii elde edilebilir. Yani,

Rijkl — ngR- .

ijkm
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esitligi gecerlidir. Benzer sekilde egrilik tensoriiniin kovaryant indisleri de yiikseltilerek
kontravaryant egrilik tensorii de elde edilebilir. Kovaryant egrilik tensoriiniin asagidaki

ozellikleri vardir:

1. R(ij)kI =0
2. Ry =0
3. Ry =Ry
4, R[ijk]I =0, (1. Bianchi 6zdesligi)

5 Vv R..]kI =0, (2. Bianchi 6zdesligi)

[s™

Tamm 2.7.3: Bir (M, g) Riemann manifoldunun R egrilik tensorii 6zdes olarak sifir

ise M ye flat manifold denir.

Tamm 2.7.4: R, egrilik tensoriinde i ile | ayni alinarak (kontraksiyon yapilarak) elde
edilen,
Re = lesl

tensoriine Ricci tensorii denir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Riemann manifoldunun Ricci egrilik tensorii simetriktir. Gergekten

Rjk = lekl = gml lekm = gml kalj = gml Rmkjl = Rmkjm = Rkj

dir.

Tamm 2.7.5: Ricci egrilik tensoriiniin tam kontraksiyonuna skaler egrilik denir ve S

ile gosterilir. Yani S =g*R w dir,

Tamm 2.7.6: (M,g) Riemann manifoldunun konformal egrilik tensérii C

1
C =Ry _m(gleik =0 R+ 9 Ry — gijiI)+ 9 Ry _gilek)

S
(n—l)(n—Z)(
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ile verilir. (M,g) (dimM >4) Riemann manifoldunun konformal egrilik tensérii sifir

ise M lokal konformal flat olarak adlandirilir.

Tamm 2.7.7: M  afin  konneksiyonlu uzayda C” smifindan olan
y:J—->M,J =(a,b)cR doniisiimii ile tanimlanan diizglin y egrisini géz Oniine
alalim. Bu egrinin koordinatlarla ifadesi x' = x' (t), teJ bigimindedir. Burada X!

manifold tUizerindeki lokal koordinatlardir.

_dx!

dy|  _dX
dt

dt

t=ty t=t,

vektoriine bu egriye t =t, noktasinda teget vektor denir.

Tamm 2.7.8: ae 3;(M ) olsun. y egrisi boyunca a=a(t) olur. Eger,

(deajt=0, vted, J=(ab)cR (2.20)

dt

oluyorsa, a vektor alan1 y egrisi boyunca paralel taginir denir.

Eger, a=a“0, yazilirsa, (2.20) esitliginden,

dx'
(dea] :[VdXH a} Z(EV‘(akak)j
at Jy a t

= dd—)f[i(ﬁiak +Tha’) 0,

k i
da +Tk d—XaSJ 0,
t

dt o ®dt

o N

ya da

a*=0 (2.21)
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bulunur. (2.21) denklem sisteminin saglanmasi a vektdr alanmin y egrisi boyunca

paralel tasinmasi i¢in gerek ve yeter sarttir. Bu denklem sisteminde T'f =T (t)

bicimindeki fonksiyonlardir.

k
N X . ..
(2.21) esitliginde a“ = dd_t olsun (yani, y egrisine teget olan vektdr alanlarinin paralel

tasinmasina bakalim). Bu taktirde,

d’x*  _, dx' dx®
2 +li—— =
dt dt dt

denklem sistemini bulunur. Bu tiir egrilere V konneksiyonunun geodezik egrileri denir.

2.8. Riemann Manifoldu Uzerinde Baz1 Geometrik Vektor Alanlar

Tamm 2.8.1: M, g metrigine sahip Riemann manifoldu ve X e 3, (M) olsun. Eger

L,g=0 ise X vektor alanina infinitesimal izometri (Killing vektor alani) denir. g, ler

g metriginin ve X“ lar da X vektor alaninin bilesenleri olmak {izere koordinatlarla,

Ly gy = X°0,0; +(8,X*) g, +(8;X*) g,
= XV,0; +9,V X" +g,V,;X*
=V, X, +V,X,

=0
sartin1 saglayan X vektor alanina Killing vektor alani denir.

Tamim 2.8.2: V, M iizerinde bir afin konneksiyon olsun. VY, Z € 3} (M) i¢in

(LXV)(Y’Z):LX (VYZ)_VY(LXZ)_V Z=0

(LxY)

ise X vektor alanina afin Killing vektor alani denir.
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M, g metrigine sahip Riemann manifoldu ve V g nin Levi-Civita konneksiyonu

olsun. Bu durumda
h 1 ha
LXFjiZEg (ijXgia+ViLxgja_vaLngi)

olur. Boylece, Killing vektor alan1 V Levi-Civita konneksiyonuna goére afin Killing

vektor alanidir.

Tamim 2.8.3: V, M iizerinde bir afin konneksiyon olsun. VY, Ze 3} (M) i¢in
(LV)(Y.Z2)=0(Y)Z+6(Z)Y

sartin1 saglayan bir 8, 1-formu varsa M deki X vektor alanina infinitesimal projektif

doniistim veya projektif vektor alani denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet

Tamm 3.1.1: M, C” simifindan n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M

manifoldunun P noktasindaki tanjant uzay T (M) olmak iizere

T(M)=UT,(M) (31)

peM

ile tanimlanan T (M ) kiimesine M manifoldunun tanjant demeti denir.

T (M) nin herhangi bir P eT, (M) noktast igin M manifoldu iizerindeki T (M) tabii
demet yapisini tamamlayan z:T(M)—>M demet izdiisimii P — P karsilik getirir.
Yani 7r(|5) =P olur. z'(P)=P €T, (M) kimesine M temel uzaymm P

noktasindaki fibresi denir.

(Xh), U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olmak iizere M  baz uzay:
{U : Xh} koordinat komsuluk sistemiyle rtiilmiis olsun. 7*(U)<=T (M) agik kiimesi
icin 77:UcM —»U xR" doniisiimii diferensiyellenebilir bir homeomorfizm olur.
Burada R", R iizerindeki n—boyutlu vektér uzayidir. PeT,(M), (PeU) noktasi

(P,X) siral gifti ile gosterilir ve X e R" vektoriniin bilesenleri T, (M) tanjant

uzaymda {0,}, (8h:%j dogal bazinda P nin (yh)z(x ),ﬁ:n+1,...,2n

kartezyen koordinatlari ile verilir. U komsulugunda P = 72'( F~>) nin koordinatlari (Xh ) :

(h=1,...,n) ile gosterilirse P noktasi uygun (xh, xﬁ) — Perx (V) ile verilmis olur.
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Burada 7*(U)<T (M) agik kiimesinde (X", x") lokal koordinatlar sistemi elde edilir.

Boylece (X",x") ye, (x") dan indirgenmis (elde edilmis) #*(U) da koordinatlar

denir.

M manifoldunun P :ﬂ(IS) noktasini ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{U’,Xh'} ise 77*(U’) koordinat komsulugu P noktasini ihtiva eder. 7*(U’) ye gore

P nin indirgenmis koordinatlari (Xh', yh') ile verilecektir. Burada

X" = x" (xh)
yh' :aLW i (3.2)
ox"

olarak verilir.

Xh'(xh), P noktasindaki X!, x%,..., X" degiskenlerinin C” simifindan olan

diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. X" = y", X" = y" ile gosterirsek (3.2) denklemi

xp':x”'(xp) (3.3)
olarak yazilir. (3.2) denkleminin Jacobiyeni
ox"
P Ay
x| (3.4)
oxP | " ox"
ox"ox' ox"
matrisi ile verilir (3.2) denkleminin tersi ise
Xh — Xh (Xh’)
. aXh o (3.5)
y =—Y
X
veya
xp:xp(x"') (3.6)

olarak yazilir. (3.5) denkleminin Jakobiyeni
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ox"
oxP o 0
== X h (3.7)
OX o°x" ., OXx
ox"ox" y ox"

matrisi ile verilir. (3.4) ve (3.7) denklemleri T(M) tanjant demetin daima

yonlendirilebilir oldugunu gosterir.

T (M) tanjant demetteki (r,s) tipli tensor alanlarinin kiimesini 3;(T (M )) ve T (M)

deki tiim tensor alanlarinin kiimesini 3 (T (M )) ile gbsterecegiz.

3.2. Fonksiyonun Dikey Lifti

f, M de bir fonksiyon olsun. T(M) tanjant demette " f fonksiyonuna bakalim.
f:M—>R ve 7z:T(M)>M olmak iizere ‘f=foz, "f:T(M)>R
fonksiyonuna f fonksiyonunun dikey lifti denir.
Pez*(U), ﬁ:(x‘,yi)z(xi,xf)
koordinatlarina sahiptir.
YE(P)="f(xy)="Ffox(P)=f(P)=1f(x)
oldugundan " f (I5) degeri fibre boyunca sabittir denir ve P = 72'_1(F~)) eM

noktasindaki f (P) degerine esit olur (Yano and Ishihara 1973).

3.3. Vektor Alanmmin Dikey Lifti

X €35 (T(M)) alalim. Vf e 35(M) igin X ¥ =0 ise buradaki X ya dikey vektdr

h
J olsun.
h

X X,

alan1 denir. X nin lokal koordinatlarda bilesenleri (
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buradan,
bulunur.

X, M de bir vektér alami olsun. T(M) de, w=y'w, olmak iizere
"X (10) = (a)(X )) ile ¥ X bir vektor alanidir. Bu vektor alanina M den T(M) ye

X vektor alanmn dikey lifti denir. Simdi ¥ X dikey liftinin bilesenlerini bulalim.

"X (w) =" (a)(X))

buradan,

olur. Boylece
0
‘X ( j (38)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).
3.4.(0,2) Tipli Tensor Alanimin Dikey Lifti

M manifoldu iizerinde G e J;(M) tensor alaninin 'G dikey lifti T(M) tanjant

demette indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri,
V=" (Gijdxi ®dx! )= ' (Gijdxi)® ' (dxj)
='G,; dx' ®"dx’
=G, ,dx' ®dx’

'G="G, X ®dx' +'G; dx’ ®dx' +'G,;dx' ®@dx’ + "G ;dx" @dx’
olup
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seklinde yazilir.

3.5. y Operatorii

Simdi S €3], (M) tensoriinii alalim. Bu tensérii koordinatlarla yazarsak
$=5/.".0,®.00 ®d®d*®...QdX"
seklinde olur. X vektor alani olmak ilizere y operatorii
7xS=X'S};™" 5, ®..®0, ®dx* ®...@dx" (3.9)
ve
yS=y'S{; " 0,®..®0, ®d ®...®dx" (3.10)

seklinde tanimlanir.

(3.9) ve (3.10) dan X € J;(M) ve F € 3;(M ) olmak iizere lokal koordinatlarda;

7oF :(Xi;hj , /F =(yi0ﬁh} (3.11)

seklinde olur (Yano and Ishihara 1973).
3.6. Fonksiyonun Tam Lifti

f €e33(M) olmak iizere T(M) de i(df)=y°0,f =°f seklinde tanimlanan © f
fonksiyonuna f fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir (Yano and Ishihara

1973).
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3.7. Vektor Alaninin Tam Lifti

X €35 (M) olsun. ©XCf =°(Xf) ile tammlanan ©X e, X vektor alamnin tam lifti

Cwyi

X
denir. Simdi ° X = ( ¢y i) bilesenlerini bulalim.

°X'6,°f+ X0, °f =y'0,(X'o, )

°X'0,(y*o. )+ X o (yoo,f )=y (6,X")o, f +y°X'0,0,f

Cxizxi’CXT:ySasxi
CX: Xi
ySasxi

seklinde olur (Yano and Ishihara 1973).

buradan,

3.8. (0,2) Tipli Tensor Alanminin Tam Lifti

M manifoldu iizerinde Ge J5(M) tensdr alanmin °G tam lifti T(M) tanjant

demette indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri,

6= (6,01 ©a0)=°(6,)" (3 @)+ (6, ) (6 @)

“(6,)" (' ®@dx!)+ () (ax)® " (dx!)+ " (G,)" (ax')®° (dx’)
=Y,0,G,,dx ®dx’ +G; dx’ ®dx’ +G;dx' ®dx’ (3.12)

s j

ayrica
G=° (Gydx' ®dx’ )= °G,jdx' @ dx’ + °G; ,dx" ®dx’
+°G,;dx' ®@dx! + °G;;dx’ ®dx’ (3.13)

olur. (3.12) ve (3.13) taraf tarafa esitlenerek,

°G = ysasGij Gij
G. 0

1]
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seklinde elde edilir (Yano and Ishihara 1973).

3.9. Fonksiyonun Yatay L.ifti

fe3;(M) fonksiyonunu alalm. V, M de bir afin konneksiyon ise

fonksiyonunun gradienti Vf seklinde yazilir. Ayrica (3.11) de tanimlanan y operatdrii

i¢in
(A =;/(Vf)= y°o, f

esitligi vardir. f e 35(M) fonksiyonunun yatay lifti

HE=Cf —p(VF)
seklinde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).
“f=y%,f
esitliginden,
" =Cf—y(VF)
"f =y f-yo,f
"f=0
olur.

3.10. Vektor Alammmin Yatay Lifti

X € 3, (M) vektdr alanmnin yatay lifti,

"X =X —y(VX)

seklinde tammlanir. T(M ) de V X =y (VX)) esitligi vardir. X inve V. nin M deki

lokal koordinatlart sirastyla X" ve I”; dir. ©X ve y(VX) in T(M) de indirgenmis

koordinatlarda koordinatlari

0
VX)= °X =
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seklindedir. Burada V X " X" 1n kovaryant tiirevidir ve
VX"=o X"+l X'
seklindedir.

Simdi X vektor alaninin yatay liftini bulalim.

My & ~ 0
y'o.x") Ly'v,x"
HX_ Hxh ~ Xh
Hx " y*o X" —y’v X"

& X"
= h h h = h (3'15)
YO X"—y o X" -y g X" g, X"

bulunur (Yano and Ishihara 1973).

PeT(M) noktasinda "X in degeri yalnizca P e ﬂ(ls) € M noktasinda X vektor
alaninin degeri verilerek tanimlanabilir. (3.15) ten, herhangi bir X e Sf)(M) vektor
alamnin " X yatay lifti T (M) de

Sy" =dy" Jrl:j-}dxjyi
esitligi ile tammlanan yatay dagilima sahiptir. Buradaki I T, =1 i? koordinatlari
VX, Y €35 (M) igin V,Y =V, X +[X,Y] seklinde tamimlanan V nin koordinatlaridir.

Eger T(M) deki X vektor alani yatay dagilima sahip ise X e yatay vektor alani denir

(Yano and Ishihara 1973).
3.11. (0,2) Tipli Tensor Alammin Yatay Lifti

V afin konneksiyonlu M manifoldu iizerinde herhangi bir tensor alani

0 0

S=5""®.0—d®..®dx
k...j axh
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seklinde verilsin. T(M) de bir V S tensor alam 7 (U) da (Xh,yh) indirgenmis

koordinatlara gore

v, s=(y'v,s" )%@...@%@dxk ®..®dx!

seklinde tamimlamr. f € 35(M ) igin V_ f =“f olup P, Q e I(M) igin
V,(P®Q)=(V,P)®'Q+"P®(V,Q) (3.16)
elde edilir. M de keyfi tipli bir S tensor alaninin T (M ) de "S yatay lifti
H c
S="S-V. S
olarak tanimlanmir. Buradan VS =0 i¢in "S=°S olur. VS =0 olmas1 igin gerek ve

yeter sart V konneksiyonuna gére S nin paralel olmasidir. Buna gore (3.16) dan
"(PR®Q)="P®'Q+"'P®"Q
elde edilir. Buna gére M de g; bilesenli (0,2) tipli g tensdr alaninin fg liftinin

bilesenleri T (M) de indirgenmis koordinatlara gore
Hy = ysrtsigtj + ysrtsjgti i
0jj 0
olur (Yano and Ishihara 1973).

3.12. Adapte Olmus Cati

M manifoldu tizerinde V afin konneksiyonu verildiginde bizim hesaplarimiz igin

kullanigh olan T(M) nin z*(U) koordinat komsulugunda indirgenen bir ¢at1 alani

tanimlanabilir.

)= i, j=1,...,n alindiginda dogal catida,
ox’

IR I T - I TR S T B/ I
M ox! ox1 ox" Pox" ) | ~yTheT | | -yTh

"X =610, — ¥ T30 =0, —yT40;

i s)7h sj~h?

(38) ve (3.15) de X =X,
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vy (i)(ﬁ_ij(gij(oj
) ox’ ox’ ox" Pox") |\ g

\Y h

X ;) =00, +6]0; =0;
seklinde olan vektor alanlar elde edilir. Buradaki 5}‘ Kronecker deltasidir. Elde edilen
bu 2n vektor alanlari lineer bagimsizdirlar ve sirastyla T (M) nin dikey dagilimini ve
V nin yatay dagilimini iiretirler. {H X (J.),V X(j)} kiimesi adapte olmus cati olarak

adlandirilir.

olarak alindiginda adapte olmus cati {El} ={E i ET} seklinde yazilir. {dxh,§ yh} ise

{Ej,ET} nin dual bazidir. Burada Sy" =dy" +y°T}.dx* seklindedir. Baz1 hesaplar

yaparak asagidaki yardime1 teorem yazilir.

Yardimer Teorem 3.12.1: T (M ) nin adapte olunmus ¢atisinin Lie parantezi asagidaki
esitlikleri saglar:

[Ej’Ei:': bei?bEéi
|E;.E; |=T3E,,

|E;.E;|=0.

Burada R;*, M manifoldunun egrilik tensoriiniin bilesenlerini tanimlar (Dombrowski

1962).

Vektor alaninin tam lifti, yatay lifti ve dikey liftinin dogal catidaki ifadelerini

kullanarak adapte olunmus ¢atiya gore

Xish N . X
HX = s |= X S :X‘EJ:[ :
-X sty _rsjy 0
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y 0 0 (oY . 0
X" )"\ s s X
ve

X157 N (0 . . X
X = bo=xdtp eyt oxX = XTE + YV XUE; = _
ysﬁsx : _rsjy 5] : ymvmx :

elde edilir.
3.13. G=a’g+b"g+c¥g Formundaki Riemann Metrigi

M diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde g metrigi verildiginde tanjant demette g
nin ti¢ klasik lifti; Sasaki lifti (Sg) , yatay lifti (H g) ve dikey lifti (V g) asagidaki gibi

tanimlanir. VX, Y € 3 (M) olmak iizere;

i) g nin Sasaki lifti;
("X, "Y)=" (g (x.Y)),
("X, )= *g ("X, *Y) =0,
*g(YX."Y)="(g(X.Y)).
i) g nin yatay lifti;
"g("X,"Y)=0,
"9 ("X, 1Y) ="g ("X, "Y) =" (g(x.Y)),

"g("X,"Y)=0.

iii) g dikey lifti;
g ("X, "Y)="(g(X.Y)),
Vg(HX,VY)=Vg(VX,HY)=0,

Yg(YXx,"Y)=0.
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seklindedir. g metriginin bu {i¢ klasik lifti kullanilarak tanjant demette ¢esitli Riemann

veya pseudo-Riemann metrikleri insa edilebilir. Abbasi and Sarih (2005) tanjant

demette g Riemann metriginin dikey lifti, yatay lifti ve Sasaki liftinin bir
kombinasyonu olan G =a®g+b"g+c"g metrigini g6z oniine aldilar. Burada a, b ve
c; a>0 ve a(a+c)-b?>O0sartlarini saglayan sabitlerdir. Bu tezde (M,g)
n—boyutlu Riemann manifoldu iizerinde kurulan G =a*g+b"g+c"g formundaki

Riemann metrigine sahip tanjant demet (TM ,G) ile isaretlenmistir.

(M,g), n—boyutlu Riemann manifoldu olsun. ¥X, Y € 3;(M) olmak iizere (M, Q)

nin tanjant demetinde G=a°g+b"g+c"g formundaki Riemann metrigi,

G("X,"Y)=asg("X,"Y)+b. g ("X, Y )+c g ("X, "Y)
=a.’g(X,Y)+c."g(X,Y)
=(a+¢)"(9(X.Y)), (3.17)
G("X,Y)=G(YX,"Y)=a g(YX,"Y)+b. g ("X, "Y)+c g( X, "Y)
=b" (g(X.Y)), (3.18)
G(YX,"Y)=a°g('X,"Y)+b g ("X, Y)+c g ("X, Y)

=a’ (g(X.Y)). (3.19)

seklinde tanimlanir.

M de g Riemann metriginin ifadesi g = gijdxidxj ise, G Riemann metriginin adapte

olmus lokal ¢atidaki ifadesi,

(3.17) den,
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G, "X"'"Y’ =(a+c)g;, X"y’

G, "X YT 4G XY 4G XTIV 4G XY T = (a+c) gy XY
0 0 0

G, X'Y!=(a+c)g; X'y’

olmak tizere
G =(a+c)g;;

olur.

(3.18) den,

G, " X'"Y? =bg, XY

G, 'X'MY 4G VXY 4G VXY 4G VXY =bg, XY
0 0 0

G, X'Y) =bg, XY

olmak lizere

G;j =bg;,
olur. Benzer sekilde,

Gi; =bg;
bulunur.
(3.19) dan,

G, "' X'y’ =ag, X'y’

G, X"Y +G VXYY 4G VXYY 4G VX TYY T =ag, XY

0 0 0

G;; X'V =ag;; X'y’

olmak tzere

olup
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(a+c)g;,; by,
G=G . = H " 3.20
af ( bgIJ agij ( )

seklinde bulunur.

G,G” =5/ sartmi saglayan G’ matrisi G, matrisinin ters matrisidir ve

2

a=a(a+c)—b* olmak iizere G” matrisi,

Egjk b
G'=G" = f‘b a‘ic (3.21)

D ik gjk

o (04

seklinde bulunur.

G Riemann metriginin Levi-Civita konneksiyonu i¢in agsagidaki dnerme yazilabilir.

Onerme 3.13.1: (M, g) bir Riemann manifoldu, V g nin Levi-Civita konneksiyonu

ve R egrilik tensorii olsun. (TM,G) nin Levi-Civita konneksiyonu olan Vv,

i) V

A x

Hy =" (VXY)+% "TR(y. X)Y +R(y,Y)X]

2V R(X y)Y)-
a ' 2a

a(a+c) v

(R(X.Y)y),

i) vV, 'Y =—a—2H(R(Y,y)X)+V(VXY)+a—bV(R(Y,y)X),

Hx 20 20
~ a’ ab v
iii) v, HY:_Z (R(X,y)Y)+Z (R(X,y)Y),
iV) VVX VY :O ) (322)

seklinde karakterize edilir. Burada X, Y e3J;(M), a>0 ve a(a+c)-b*>0,

a =a(a+c)—b* dir (Abbasi and Sarih 2005).
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4. ARASTIRMA ve BULGULAR

Bu boliimde, ¢alismalarimizda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

Calismamizin amaci, G=a’g+b"g+c'g formundaki Riemann metrigine sahip

T(M) de bazi geometrik vektor alanlarmi arastirmak ve onlarla ilgili geometrik

sonuclar ¢ikarmaktir. Ayrica (TM ,G) nin baska ozellikleride arastirilacaktir. Bunun

icin sirasiyla asagidaki adimlar takip edilecektir:

1. G=a’g+b"g+c'g metrigine gore Afin Killing ve Killing vektdr alanlarmin en
genel formu bulunarak bunlardan bazi geometrik sonuglarin ¢ikarilmast,

2. G=a’g+b"g+c'g metrigine gore fibre koruyan projektif vektdr alanlarinm bir
siiflandirilmasinin verilmesi ve baz1 geometrik sonuglarin ¢ikarilmasi,

3. G=a’g+b"g+c'g metriginin geodezikleri ve burulmali metrik konneksiyonun
arastirilmasi,

4. G=a’g+b"g+c'g metrikli tanjant demetin konformal flatliginin incelenmesi.

41. G=a’g+b"g+c¥g Formundaki Riemann Metrigine Gore Afin Killing ve

Killing Vektor Alanlar:

Tanjant demette afin Killing vektor alanlarin1 karakterize etmeden 6nce adapte olmus

ca {Eﬂ} ya gore V. E,=T7 E  formiiliinii gbz éniine alahm. Burada I7,, G

metrigi tarafindan belirlenen Riemann konneksiyonu V nin bilesenlerini gosterir.
X =E;, "X=E ve'Y=E;, "Y=E, durumlan i¢in, (3.22) yi kullanarak standart

hesaplamalarla asagidaki iki yardime1 teorem verilebilir.
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Yardimer Teorem 4.1.1: Adapte olmus cat1 {Eﬁ} ya gore (TM,G) nin Levi-Civita

konneksiyonu V :

. = hoab h h b* o » a(a+c) s
i) inEjz{rij_zy (Risj +Ry )}Eh_i_{;yRisj - 20 yRijsh Es

2a
a’ sp h b <o n
ii) Vg E; —{—Zy Ry }Eh+{—y Rig }Eh,
iv) V. E;=0.

bi¢iminde verilir. Burada R,;® ve T

sirastyla M de {0;} dogal ¢atiya gére g nin R

egrilik tensor alan1 ve V Levi-Civita konneksiyonunun bilesenlerini gosterir.

Yardimer Teorem 4.1.2: (TM,G) deki X =V"E, +V"E.  vektor alanina gore adapte

olmus ¢at1 ve onun dual bazlarinin Lie tiirevlemeleri:

) LB, =—(EV)E, +{y'V R —VTE, —(EV)IE,
i) L E, =—(E;v)E,+{v'T5, - (Epv°)I E,

i) Lgdx" =(EV")dx* +(E,v")5y®,

-

iv) Loy"= —{ycva "V +(EavH )} dx® — {v'[’l“{;a —( EV" )} SYy*.

seklinde olur (Yamauchi 1999).

A, M de bilesenleri (A;) olan (1.1) tipli tensor alam olsun. Adapte olmus ¢ati {E ﬂ}
ya gore

*A — {Aslys} Ei
seklinde tanimlanan "A , T (M) de diizgiin vektér alamdir (Tanno 1974).
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Teorem 4.1.3: (TM ,G) de X vektor alaninin afin Killing vektor alani olmasi igin

gerek ve yeter sart X vektdr alaninin,
X="B+'D+yC+ A
seklinde olmasi ve Bz(Bh), D=(Dh)eSé(M), A:(Aih), Cz(Cf‘)eSi(M) olup

asagidaki esitliklerin saglanmasidir:

2
i) VA =2R,/D,

2a
i) V,C'=-R,"B'- —bR.,.hD',
i~7] ij 2a jh
i) L, — B (g riR "D =0
B~ ji Za( jli + Ilj) ’

ji o jli _E
V) RajchAC =0 !
2 a2 2 2 ab
VI) BV|RJSIh =_stilleh stl V BI RIS|hCI R'IithI __R'silAh’
20 2 200 200 2a 2a

2
vii) R abVBh——A 80 en &y |-,
2c 20 2a

2
V|||)2bDV R =Ry" (b V,B'+ ab

2
N By Loy J g !
a 2a a

|
200

a(a+c)

[Ry"(Cl+V,B')+R,

s (Cl+VB)+R,"(Cj+V,B')]

lis

2a

ab’+a’(a+c
_ ( )R-iS|V|Dh-
2ba !

ispat: X =v"E, +V"E. (TM,G) de afin Killing vektér alani olsun. Bu durumda
VY, Ze 3 (T(M)) igin,
(LY. 2) = L (VyZ) =V (L Z) -V 2 =0 (4.2)

sart1 saglanir.
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(4.1) de Y = E; ve Z = E. yazilirsa, yardimci teorem 4.1.1 ve yardimci teorem 4.1.2
den,

(LyV) (B Er) = Ly (Ve Er) = Ve (LEr) =V ¢ \E

{ =

= LI E, + LT Ex

i —h

az C C
= {ajaiv“ to Y* (Rye "0;V° + Ry, "0V )} E,

h ab c C
+{ajaivh “og yb(RbichaTV + ijchaTV )} =

=0

h =h
bulunur. L, I'5 =L, I['5 =0 dan

"0;v°) =0, (4.2)

a’ .
00;V" o Y’ (Rye "0V° + Ry

"9;v°) =0 (4.3)

h ab b h c
070:V —gy (Ryic O7V" +Rye
elde edilir. Denklem (4.2) vyi

2a

?aTaTVh — _ai(yb RbiChVC) _8T (yb ijchVC)

seklinde yeniden yazip bu esitlikten kismi tiirev alinirsa,

20 c c
?8E6T87Vh :_6E8T(bebichV )_6E67(bebjchV )

=—0;0; (Y Ry V°) — 00, (Y° Ry 'V°)
= —0;0; (Y* Ry V) = 0705 (Y* Ry V)
elde edilir. Buradan,
agaT(% oV +yPR_"v¢) =0
olur. Son denklemden,

5 (% V" + YR, V) =Py (4.4)
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yazilir ve (4.4) ten,
LoV + YR,V = A"+ yP" (4.5)
a

elde edilir. Burada A" ve P/

i s (xh) degiskenine bagli olan fonksiyonlardir. Koordinat

doniistim kurali, A nin (Aih) koordinatlarina sahip (1,1) tipli tensér ve P nin (Pj?)

koordinatlarina sahip (1,2) tipli tensor oldugunu belirtir.

(4.2) den,
a‘2 Cc Cc
P+ P =20,0,V" + ~ y° {Rbich (aTv )+ Rye" (8Tv )} =0
esitligi elde edilir. Bu esitlikten,
O; (yb ijchvC ) - aT (yb Rbichvc) = Pijh - Pj? = 2Pijh

yazilir. Boylece,

2y*Py = y20, (Y RyeV° ) = Y20; (Y Roa'V°)

=—2y°Ry"V° + VP Y°R, "0,V (4.6)
olur.
(4.5) ve (4.6) dan,
%aTVh _% yb yaRaichaEVC = Ah (47)
olup
% yio v =y Al (4.8)
bulunur.

(4.8), (4.7) de yerine yazilirsa,

2

o h h a b,,a h acC
—0.V =A"+— R.. 4.9
20 A 2 )Y aic Py (4.9)

ve
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a a c c
aTaTVh = 20{2 y (RaichAj + RjichAa) (410)

bulunur.

Diger taraftan, (4.9), (4.2) de yerine yazilirsa,

a* a c ¢ a’ a’ c a’ a,,s c
o y (RaichAj + RjichAa):_z yb|:Rbich {;Aj + 202 Y'Y Ry &Ij
a4
Ry ( Ao VY R’ &H
elde edilir. Buradan
a’ a’
—Y (Rachf+lecAa) -y (RbchjC+RchAC)’
o o
a' a,,s
2 2 y'y yb( bic aJIAs +RchRa|IAs) (411)
bulunur. Boylece,
y (Ralc Aj: + lecAa) (RbchT + ijcAC) yayS yb (Rbir:: Ra\j‘;p§I + ijl’c‘Rai(I:N)

elde edilir. Buradan

y (2Ra|cA;: + lecAa + RaJcAi ) yaysyb (Rbit::Raj(i'%l + ijr::Raitl:&l):
ise

2RMATRIAC+RIA =

aic’ Y

olur. Son denklemde j ve i nin rolleri degistirilip toplanirsa,

RaA®+R/IA° =0

aic’ Y

bulunur. Buradan,
RLA =0 (4.12)

elde edilir.
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(4.10) ve (4.12) den,

bulunur. Boylece,

v oy A B (413)

yazilir. Burada B" yalnizca (Xh) degiskenine bagl fonksiyonlardir ve B, (Bh)

koordinatlarina sahip vektor alanidir.

(4.13) ii (4.4) de yerine yazar ve (4.12) yi kullanilirsa,

P =R, "B’ (4.14)

)

olur.

(4.13) ii (4.3) de yerine yazip (4.12) yi kullanilirsa,
V' =y*C!+ D" (4.15)
bulunur. Burada C! ve D" yalnizca (Xh) degiskenine bagl fonksiyonlardir. Ayrica C,

(C:) koordinatlarina sahip (1,1) tipli tensor ve D, (Dh) koordinatlarina sahip vektor

alanlaridir.

(4.13) ve (4.15) te bulunan v" ve V" degerleri X =V"E, +V"E; vektor alaninda
kullanilirsa,
X="B+"D+yC+"A

bulunur.

(4.1) de Y = E; ve Z =E, yazip (4.12), (4.13), (4.15), Yardimer Teorem 4.1.1 ve
4.1.2 yi kullanilirsa,
(Lxﬁ) (E;5, Ei) = Lx (657 Ei)_ﬁET(L)Z Ei)_ﬁ(LiET)E

j i



elde edilir.

2 2
={ViAjh—a—Rj“hD'+[a—(—B'V,R_h+R.si'V,Bh R,"V.B'
20 20 CER
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=h —h
= L IO E, + LT E:

jsl

2

_RlsihC; hC )__R15| A| }y +|:_( Akvz Jisi

+sti|vl A\? - stlhvi AD} ysyk}Eh

{vc +R,"B' +;—bR D' J{Z—Rﬁ,v D"+ ;b(RJS,V B'
(04 o (04

+B'V,R,"+R,"C} +R,,"C. — sti'c,“)}y%{z (AV/R"

+lelhv A%) (RJSI V Ch sticRclkhBI )j| ysyk}Eh

(4.16) esitliginde LI} =0 yazilirsa,

2
VA" =§—Rj“hD',
a

17 Ysi

—BVR“_
2a

ve

2
R,S,v B" —Z—RJS,V B' —2—R 'C| ——R 'C. —;—b RuA

Isi i ~s
2 i

A<V|R]SI +R V Ak stl lei :O

olur.

(4.16) esitliginde L,T' =0 dan

VCl=-

|Ij

ab

R "B ——R..hD',

200 "

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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2
2 R v,D"+ (R "V B +BV,R,"+R,'C +R,"C! —R,/C)=0 (4.20)
20 si 20 js i jsi si jli ~s jsi
ve
ab h h NS | h cp hpl
Z(Alesti +Rjkl Vipx)"'Z(sti V|Ck _sti Rclk B ):0 (4'21)

elde edilir. (4.21) de j veh ya gore kontraksiyon yapilirsa,
ab oAl | i o ipl
Z(A(VIRsi + Rklvipg)"‘Z(sti v|Ck _sti Rclk B ):O
yazilir. Buradan (4.12), (4.17), (4.19) ve ikinci Bianchi 6zdesligini kullanarak,

a.2

%(AiviR'S‘j +RVIA +AVR, )+Z(stil (V.ij +R'B' )) =0

a’b -
_4a2 (Rjisl + stiI JR'D*=0
bulunur.
(4.18) ve (4.20) den,
2 2
RisiI (g_bleh_z_Ah_;_bclh"';_lehj:O (4'22)
a a (04 a

elde edilir.

(41) de Y=E, ve Z=E, yazip (4.12), (4.13), (4.15), (4.17), (4.18), (4.19) ve

(4.22) yi kullanarak uzun hesaplamalardan sonra,

h ab h h\ Rl

LI ——(R" +R;")D' =0,
(04

h , a(@a+c) S S

Lol + = [Rj,i -5 R jD -0,
2 2

By R =R Ly B+ Ry Do |y &Ry
2a ! a a '’ o 200
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_a(a+c)
2a

[Ry"(Cl+V,B')+R,"(C+VB')+R,"(C]+V,B')]

lis

ab’+a’*(a+c
_ ( ) Rjis|v|Dh
2ba

elde edilir.

Tersine, (i)—(viii) sartlarini saglayan B", D", A" ve C! verilsin. Yukaridaki adimlari

tersten gidildiginde X = "B+YD+yC+ A vektor alaninin (TM,G) de afin Killing

vektor alan1 oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

X, T (M) de {E ﬂ} adapte olmus ¢atiya gore bilesenleri (vh,vﬁ) olan bir vektor alani
olsun. X nin T (M) de fibre koruyan vektor alant olmast igin gerek ve yeter sart v" 1n
yalnizca (xh) degiskenine bagli olmasidir. Teorem 4.1.3 deki X vektdr alaninin fibre-

koruyan vektdr alani olmast durumunda, X = "B+YD+»C ye doniisiir. Teorem 4.1.3

ve ispatindan asagidaki sonug verilir.

Sonug¢ 4.1.4: Eger (TM,G) bir fibre koruyan afin Killing vektor alanina sahipse o

zaman X fibre-koruyan Killing vektor alani,
X="B+'D+,C

seklindedir ve B :(Bh), D= (Dh ) €3, (M), C= (Cih) € 3;(M) olup asagidaki sartlar

saglanir:

i) vVC!=-R,"B',
i) LI}, =0,

i) LI, =0,

_a(a+c) a’(a+c
iv) » [RjiT(CS'+VSB')+Rj|2(Ci'+ViB')+R“Sh(C;+VJ.B')]+%RH'SVID":0



47

Teorem 4.1.3’lin bir uygulamasi olarak (TM,G) de Killing vektor alanlarinin

smiflandirilmasi tizerinde ¢alisilmistir. Bunun igin ilk olarak asagidaki yardimci teorem

ifade edilir.

Yardimer Teorem 4.1.5: (TM,G) de X =Vv°E, +V°E, vektor alanma gére L, G Lie
tiirevi:
L,G = {(a+c) [V'E, gy + 0y (EV") + 03y (EV") |+ b, [ YV Ry +V°T; + (Ejvﬁ)}

+bg; [ycvb R +V°IT, + (Eivﬁ)}} dx'dx’

+{a[thhgij —gyVTh — 9,V + 0y (ETVH ) +0;, (ETVH )}

+b[ghj (Ev")+ gih(Eth)]}5yi5yj

+{(a+c)ghi(Ejfv“)+b[v“Ehgij + 0y (EV")— 0, VT,

+0, (EV") | +ag, [ yV'R," +VT + (EVY) ]| dx'sy’

seklinde verilir.

(TM ,G) de Killing vektor alanlarinin genel formu asagidaki gibi olur.

Teorem 4.1.6: (TM ,G) de X vektdr alanmim Killing vektor alan1 olmasi igin gerek ve

yeter sart, X vektdr alaminin,
X="B+'D+yC+"A
seklinde olmas1 ve B:(Bh), D:(Dh)eSé(M), A:(Aih), C:(Cih)eﬁi(M) olup

asagidaki sartlar1 saglamasidir:

a.2
|) VIAT :ZRJ-“hDI,

i)  VvC]=-R,"B' _abg

h!
" 2a o

jli

i) LI -%(Rj,i“ +R,")D' =0,
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ala+cC
iv) LDF?i _¥(leih _%Rjnthl =0,

V) Rajch'aﬁC =0!
vi) (a+c)Lyg; +bL,g; =0,
vii) g, ((a+c)A’+bCl)+g, (bV,;B"+av,D")=0,

viii) a(g,C'"+9,C})+b(gyA"+9,A})=0.

ispat: X, (TM ,G) de Killing vektor alani olsun. Yani L;G =0 denklemi saglansin.

Riemann manifoldu iizerindeki her Killing vektor alani, Riemann manifoldunun Levi-
Civita konneksiyonuna gére bir afin Killing vektér alamdir. Dolayisiyla X Killing

vektor alani, B=(B"), D=(D")e3;(M) ve A=(A"), C=(C)e3}(M) olmak

tizere Teorem 4.1.3 e gore,
X="B+'D+yC+ A (4.23)

seklinde ifade edilebilir. Burada Teorem 4.1.3 te listelenen i —viii sartlar1 saglanir.

(4.23) i Yardimer Teorem 4.1.5 te yerine yazip Teorem 4.1.3 teki i—v sartlan
vasitasiyla,
L;G ={(a+¢c)Lyg; +bLyg, | dx'dx’

+{ghi ((a+c)A!+bC)+g, (bV,B" +aViD“)dxi5yj}

+{a(ghjCih + gith“)Jr b(ghj A"+, A )} Sy'sy
=0
elde edilir. Son denklemden,
(a+c)Lyg; +bLyg; =0,
O ((a+c)A;1 +bC}‘)+ 9y (bViBh +aViDh):0,
ve

a(ghjCih + gihCJ’.‘)+b(gmAih +gihA;‘):0
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bulunur.

Tersine, i—viii sartlarin1 saglayan B", D", Ah ve Cih verilsin. Yukaridaki adimlar
tersten gidildiginde X = "B+ "D +»C+ "A vektdr alanimin (TM ,G) de Killing vektor

alan1 oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

42. G=a’g+b"g+c'g Formundaki Riemann Metrigine Gore Fibre Koruyan

Projektif Vektor Alanlar

Oncelikle fibre koruyan vektor alam X igin Yardimer Teorem 4.1.2 nin 6zel hali olan

asagidaki yardimci teorem ifade edilir.

Yardimar Teorem 4.2.1: X =V"E, +VHEH fibre koruyan vektor alanina gore adapte
olmus c¢atinin Lie tiirevleri,

) LB, =—(EV)E, +{yVR VT —(EV°)} E,

i) LB ={vrg —(Ev)|E,

seklinde olur (Yamauchi 1995).

(TM ,G) de fibre koruyan projektif vektdr alanlarinin genel formu asagidaki teorem ile

verilir.

Teorem 4.2.2: (TM,G) de X vektor alanmm fibre koruyan projektif vektor alam
olmasi i¢in gerek ve yeter sart X nin

X="V+B+yA (4.24)
seklinde olmasi ve V = (Vh), B =(Bh)e (M), A= (Ah)e 3 (M) olup asagidaki
sartlarin saglanmasidir:

) 6=06dx,
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i) v.o-=o0

ji

i) V,A'=6,6"-Vv'R",

iv) B*R," =0,

v) Ry%, =0,
2a 2a

vi) R, {ab(vV —A:)+a—2Vth -0,

vii) L, RISJh N RlaJ (sta)_ Rasjh (Viva)"‘ A%aRiajh + AiaRasjh =0,

viii) L, = 6,6] + 6,5,

Ispat: (TM,G) de X =V"E, +VHEH vektor alaninin fibre koruyan projektif vektor alani
olmasi i¢in gerek ve yeter sart v, Ze 3, (T (M )) i¢in

(LYY, 2)=L,(V,2)-V,(L,2)-V  , 7

(LgY)
=0(Y)Z+6(Z)Y (4.25)
sartini saglayan ve bilesenleri (6,,6; ) olan @, 1-formunun olmasidur.
(4.25) ten,
(LeVIE Ef) = Ly (Ve E)) = Ve (LiE)) =V ¢ \E;
=0(E; )E; +0(E;)E;, (4.26)
(LeVIEE) = Ly (Ve E)) = Ve (LiE)) =V ¢ E;
=0(E;)E, +0(E))E;, (4.27)
(LyVI(ELE)) =Ly (Ve E)) =V (LLE) =V ¢, E;
=0(E,)E; +0(E;)E,. (4.28)

denklemleri yazilir.
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( 4.26) ’dan Yardimci Teorem 4.1.1 ve Yardimci Teorem 4.2.1 vasitasiyla
- ~ -
o7 (0" )E, = OF; +0.E, (4.29)

elde edilir.
Benzer sekilde (4.27) den,

{%[—VSLV Ry + YRy (Vo )+ ¥Ry (Vv ) —v'R," - y'Ry," (E* )}} -

{_% ysybvc RisjaRacbh + % yS |:LV I:\)isjh + Risja (Vth ) - Riajh (VSVa ) - Rasjh (ViVa)

-R a(Eavﬁ)Jr R." (Eiva)}r;—zys [VBFEaRiSja +Ry" (Eavﬁﬂ+ E. (Ejvﬁ)

isj asj a
~VR," + (BN )T +""—bkaikj“}Eh —0E +6.E

bulunur ve buradan,

%[_ysl-v Risjh + ySRiajh (sta ) + ySRasjh (viva)_VERikjh - ySRasjh (Eivg )} = ~T§Jh (4-30)

_% ysbeCRisjaRacbh +% y® |:Lv Risjh + Risja (Vth)— Ria,-h (VSVa ) - Rasjh (Viva)

R, (EV")+ Ry (Ev*) |+ % V| VTR +R,* (E") |+ E (E")
ab

—V°R," +(E5V5)ng + 5
a

VR, =0,5 (4.31)

yazilir. (4.30) da h ve j ye gore kontraksiyon yapilirsa,

6. =0 (4.32)

elde edilir. (4.32) den dolay: (4.29) ifadesi

seklinde yazilir. Boylece,
Vi =y*A" +B" (4.33)
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olur. Burada A" ve B" yalnizca (xh) degiskenine bagli fonksiyonlardir. Ayrica A,
(A:) koordinatlarina sahip (1,1) tipli tensér ve B, (Bh) koordinatlarina sahip vektor
alanlaridir. Sonug olarak (TM ,G) de X fibre koruyan projektif vektor alanmin ifadesi:
X =V"E, +V"E.
=V'E, +{y*Al +B"} E;
="V +YB+yA

seklinde olur.

(4.33), (4.30) da yerine yazilirsa

—% Y (LR =Ry (Vv ) =Ry (Vv )+ AR, + A;‘Rasjh)—% B°R," =0
bulunur. Son denklemden,
L Ry" =Ry (Vv ) =Ry (Viv?)+ AR, " + AR" =0 (4.34)
ve
B*R," =0

elde edilir.

(4.33), (4.31) de yerine yazilirsa

2
b
g_a ysbeiSja (VC Rcabh +VaA\:‘ ) +;_a ySRisja (Vavh - A:)

2

a' S a C
+5 YRy (V.B")+V°R;"+V A" =6,5" (4.35)
elde edilir. (4.35) y' ile kontraksiyon yapilarak
c h h h
V'R, +V,A"=0,6 (4.36)

bulunur.

(4.36), (4.35) de yerine yazildiginda
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Ry"0, =0 (4.37)

ve

.| ab a’
Ry {E(vav“ —A\:)JrZVth}:O (4.38)

olur.

(4.28) den Yardimer Teorem 4.1.1 ve Yardimer Teorem 4.2.1 i kullanarak, (4.33),
(4.34), (4.36) ve (4.38) yardimiyla
V.V V' +VR," =66 +0,5 (4.39)
ve
V.6 =0 (4.40)

elde edilir.

Tersine eger B", v", 6, ve A" verilen (i-viii) sartlarim1 saglarsa, yukaridaki adimlar

tersten gidilerek X ="V +YB+yA vektdr alanmin tanjant demette fibre koruyan

projektif vektor alan1 oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

X tanjant demette bilesenleri (Vh,vﬁ) olan fibre koruyan vektor alani olsun. Bilindigi

gibi tanjant demette her X fibre koruyan vektor alan1 M de bilesenleri (v") olan bir

vektor alanina indirgenir. Teorem 4.2.2 ve ispatindan asagidaki sonug yazilir.

Sonu¢ 4.23. (TM,G) de her X fibre koruyan projektif vektor alami

X =" +VB+yA formundadir ve dogal olarak M de bir V projektif vektdr alanina

indirgenir.

X, (TM ,G) de {Eﬁ} adapte olmus catiya gore bilesenleri (Vh,vﬁ) olan bir vektor

alan1 olsun. X nn dikey vektdr alani olmast i¢in gerek ve yeter sart V' =0 olmasidur.
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Bu durumda Teorem 4.2.2 deki X vektor alam X = VB + y A sekline doniigiir. Teorem

4.2.2 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.4. Eger (TM,G) de X, dikey projektif vektor alani ise bu durumda X
vektor alant,

X ="B+yA (4.41)
seklinde olur ve B=B"e 3t (M), A=A"e3:(M) ve § baglantili 1-form olup
asagidaki sartlar saglanir:

i) 6=06dx,

i) Vv,6 =0,

i) V,A"=6,5",
iv) B*R," =0,

V) Ry, =0,

. .| a . ab
vi) Ry {ZvaB _ZAJ:O'

vii) A'R,"+A'R," =0.

Teorem 4.2.5: (M, g) tam Riemann manifold ve (TM,G) de M nin tanjant demeti

olsun. Eger T (M) afin olmayan fibre koruyan projektif vektor alamna sahipse bu

durumda M lokal flattir.

Ispat: V"=6° (Vavh - A:) yazip (4.36), (4.39) ve (4.40) 1 kullanilirsa
LGy =V +V N =V {67 (Vv - A )} +V {00 (Vv - A
={V\V,V, +V°Ryy —6,0, 1 0* +{V Vv, +V'Ry, — 0,0, } 6°

ita'j

=2(0.0%)9,
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olur. Boylece V, M iizerinde bir homotetik vektor alamidir. Eger tam Riemann
manifoldu, izometrik olmayan homotetik vektoér alanina sahipse bu durumda bu tam

Riemann manifoldu lokal flattir (Kobayashi 1955). Boylece M lokal flattir.

4.3. G=a’g+b"g+c’g Formundaki Riemann Metriginin Diger Ozellikleri

43.1. G=a®g+b"g+c"g formundaki Riemann metriginin geodezikleri

Farzedelim ki, 7=7(t) T(M) de {ai} dogal catiya gore ifadesi X" =x*(t),
X

{Xr =x"(t),x" =x"(t)=y" (t)} olan bir egri olsun. Burada t, 7 nin yay uzunlugu
parametresidir. M manifoldu ilizerinde y =z oy egrisi y egrisinin projeksiyonu olarak

adlandirilir ve 77 seklinde gosterilir. 7z egrisinin lokal ifadesi x" = x" (t) seklindedir.

(TM,G) nin {Eﬁ} adapte olmus catisinda, 7 egrisinin V konneksiyonuna gore

geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

& ~ a p
d[“’ ]+rf ©Z o (4.42)

deldt ) 7 dt dt

denklemini saglamasidir (Yano and Ishihara 1973). Burada l:iﬁ, G nin V

konneksiyonunun bilesenlerini gostermektedir ve 7 egrisi boyunca

r

o dx

dt  dt

a)_F 5_yr—d_yr+ sl—‘r de

dt  dt  dt Tdt
esitlikleri yazilir (Yano and Ishihara 1973).

(4.42) ve Yardimei Teorem 4.1.1 vasitasiyla,
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5°x" ab dx' dx! a® ,_ , oy dx/
+—VY (R;"+R; ) ——+—Yy'R,;' ——=0,
i 2a” ( Pl b“)dt at o) g dt
e T - o (4.43)
0%y D% b ¢ B(AHC) op (X A ab o Sy 0K
dt? |’ ™ 20 oldt dt T ™ dt dt

elde edilir ve boylece asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.3.1.1: 7, (TM,G) de indirgenmis koordinatlar (Xr : XT) ye gore lokal ifadesi

r

x"=x"(t), x" =y"(t) olan bir egri olsun. Eger 7 egrisi (4.43) denklemlerini saglarsa,

7 egrisi, (TM,G) de geodeziktir.

7, X" =c' sabiti ile verilen fibre iizerinde yerlesiyorsa (4.43) denklemleri,

d2yr

=0 (4.44)

denklemine indirgenir. Buradan, a" ve b" sabitler olmak iizere
x"=a"t+b", F=n+1..,2n

elde edilir. Sonug olarak asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.3.1.2: 7 geodezigi, (TM,G) nin fibresi iizerine yerlesiyorsa, c", a" ve b

sabitler olmak iizere 7 geodezigi adapte olmus catiya gore,

denklemleri ile ifade edilir.

7, M manifoldu iizerinde bir egri olsun. T (M) de "y egrisi
=X
70

ile tanimlanir. Burada X' (t), y egrisi boyunca vektér alamdir. Eger "y egrisi biitiin

noktalarinda
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h
oX 0
dt

sartin1 saglarsa Xr(t), y egrisi boyunca paralel vektdr alamdir ve "y egrisi y nm

yatay lifti olarak adlandirilir (Yano and lIshihara 1973). Bu durumda (4.43) ten

asagidaki teorem Yyazilir.

Teorem 4.3.1.3: (M,g) iizerindeki bir geodezigin yatay lifti (TM,G) iizerinde

geodezik degildir.

y egrisinin natural lifti,

x"=x"(t)
7= - dx'

T (t

X = (t)

seklinde tanimlanir. Bu durumda (4.43) denklemleri,

o°x" a® ., dx® 8% dx!

7 TNy — =
dt o dt dt® dt
5" ab_ . dx’ &% dx!

da o ™ dt dt® dt

sekline dontisiir. Boylece asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.3.1.4: (M,g) iizerindeki herhangi bir geodezigin natural lifti (TM,G)

tizerinde daima geodeziktir.

432. G=a’g+b"g+c'g formundaki Riemann metrikli tanjant demetin

konformal flathg:

Bu béliimde (TM ,G) nin konformal flathigini arastiracagiz. Bunun i¢in oncelikle bazi

yardimc1 teoremler verilecektir.
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seklinde tanimlanir. X = E. Ea Y = E, E ve Z= Ej, ET yazilarak Yardimci

Teorem 3.12.1 ve 4.1.1 vasitasiyla asagidaki yardimci teorem yazilir.

Yardimcr Teorem 4.3.2.1: a=a(a+c)—b2 olmak iizere (TM,G) nin R egrilik

tensoriiniin adapte olmus catiya gore ifadesi:

ab

(i) FE(Em,EI)Ej={Rmijk+2—y5[vi(Rm +R )=V (R + R )]

o
2
+_y y I: hsm i' Rh3| R 2RmiSthpjk:|
2142
+a4a ypyS[Rmsh (Rlpj +R1p| ) Rishk(RmpJ +RJPm )]}Ek

+{b2y[VRk ~VR ]My[VR VR ]

m 1S) 1 ms; 1 mjs m 1JS
a ) 2a I I

3

4612 ypys[Rsmh (Rlpj +ijl )+ Rishk (Rmpj + ijm )i|

—+

b by
+4a_aypy |:Rmhs (Rlp] +R]p| ) Rihsk(RmpJ +ijm )

R R~ Rugn Ry + 2R " Ry ]} =

.- a’ ah
(") R(Em’Ei)Ej:{ y ( i Jsm VmRJS| ) 2 ypy I:ijihRmshk_ijmhRishk:I}Ek

2

+{Rmiik+;2y (VmRJmk V|stm ) 2 bz y y [ijlhRsmh +R RISh }

2

+j_aypys[Rmhs T . ]}Ek,

a2

(iii) R(E,, E; )E, = {%(Rmuk + Rjimk)_z_ y°V,.Ry"
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3

b oys
+%‘[2 ypy |:Ripthmshk - I:{ishk (Rmpj + Rjpm ):|} Ek

b? a(a+c) ab a’
4{——R Ky~ YR Ky sy S yPysR KRN
{ a mij 20[ mji 2 y m IS] 4ay y mhs
212
S k h
+ 4a2 ypy |:Rish (Rmpj +Rme )+R Rsmh :|} EIZ’

s ab a’
(iv) R(E, EJE.:{—E;(Rmk+RWI)+E—yY7 s

a’b

ypys |:F\)mphk (F\)jsih + RIS] ) R|sh Rmpj :|} Ek

b2 a(a+c
+{_ Rimjk - ( ) Rijmk ab —Y VlRmSj
a 2a 2a

a2b2 ) A A A ) az )
Py,S s "
a o’ y'y [RmSh (Ripi + Ripj )+ Rmpj Rsih ] - 4a‘ yp Yy Rish Rmpj } EIZ ,

20 ™ 442
ab ., a»
_szlm (ZZ y'y R|sh R EE;

(i) R(E, E)E —1-2 R *+2 yoy'r R " LE
) m? I) ] jmi + 0!2y y msh " jpi k

(viii) R(E,,E; )E; =0.

seklinde olur.
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(TM,G) de Riemann egrilik tensériiniin invaryant yazilist igin bkz. (Abbasi and Sarih
2005)

R.s =R’ (TM,G) nin Ricci tensériiniin bilesenleri olmak izere Yardimer Teorem

oaff !

4.3.2.1 den asagidaki yardimci teorem yazilir.

Yardima Teorem 4.3.2.2: (TM,G) nin adapte olmus catiya gore Ricci tensoriiniin

bilesenleri Iia 5

~ a’

(DRes=-7—- Y*Y*Rar"Ripn

(1)R; :_%Rii +% Y (V.R; _ijsi)_j;t; YPY Ry Ry

()R, :_%RU‘ +%VS(VSRU _Vist)_j;tZ Y?Y Roim R

(iv)R,, =[1—Z—2j R, +%ys (2V.R, ~VR, -V R,)- 22522 VP (R ™Ry + Ry ™R’

2

a s m m m
+E ypy (Rshi ijph + Rhis Rmpjh _2Rmisthpj ) .

seklinde olur.

(TM,G) nin S skaler egriligi S=G* Iiaﬁ seklindedir. Burada G*, G,, nin ters

matrisidir. Yardimci Teorem 4.3.2.2 vasitasiyla asagidaki yardimce1 teorem yazilir.

Yardimcer Teorem 4.3.2.3: (M, g) nin skaler egriligi S ve (TM,G) nin skaler egriligi

S olmak tizere

a3

2a

§=25 - Yy Ry R
o

olur (Abbasi and Sarih 2005).
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Teorem 4.3.2.4: (TM ,G) nin lokal konformal flat olmas i¢in gerek ve yeter sart, M

nin lokal flat ve G Riemann metriginin G =a(°g+"g)+c"g formunda olmasidir.

Ispat: (TM,G) nin lokal konformal flat olmast i¢in gerek ve yeter sart, (TM,G) nin R

egrilik tensoriiniin bilesenlerinin asagidaki denklemi saglamasidir:

1

ﬁ(zyﬁa :m(Gygﬁaﬂ_Gagﬁyﬂ +Gaﬂ§}/o'_Gyﬁ§aO')
- S (G,sG,, —G,,G,y ) - (4.45)
2(2n-1)(n-1)" ¥ 7 T
Burada R,, =GR, seklindedir.
a=m, y=1, =], 0=l ve a=m y=i, =], o=1 alinmasi durumunda
(4.45) ten
. 1 - - . .
Rem :m(bganj —bg,, R; +ag,,; Ry —ag; le)
- S (abg,;g, —abg,, g; ) (4.46)
2(2n—-1)(n—1)\" omE IS
ve
. 1 . - . -
Rt Zm(aganj ~ag, Ry +2ag,, Ry —ag;R )
§ 2 2
_2(2n—1)(n—1)(a 9% =& gij) (4.47)
elde edilir.

Yardimer Teorem 4.3.2.1 de (viii) ve (3.20) yi kullanarak R ; =0 ve R =0

mijk

bulunur. Boylece (4.46) ve (4.47) denklemleri asagidaki sekle indirgenir:
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bg,, 9, —abg,, 9
2(2n_1)(n_1)(a gmjgn a gm|glj)

— 1 S 3 ~ ~
T (bg,Ry; —bg Ry +2a0,,R; —ag,Ry, ) (4.48)
ve
S
2(2n-1)(n-1)

(azgmjgil -a’g, gij)

— 1 S g ~ ~
= 2(n _1) (agn RmT —agd,, Rﬁ +ag,,; Ry — ag; le,) (4.49)

(4.48)ve (4.49) karsilastirihrsa a=b ve R;=R. elde edilir. Buradan Yardimei

Teorem 4.3.2.2 nin (i) ve (iii) esitlikleri vasitasiyla

olup

R a

T 10 ypySRpihmRslmh (4'50)

bulunur.

(4.49) sirasiyla g" ve g™ ile garpilirsa,

an
2n-1

S=29"R; (4.51)

denklemi elde edilir.

(4.50) den,

4
g

a S i m
g Rﬁ=—472y"y 9"Ryi" Ry

4

yPY*R,;, R,

Aa®
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oldugu goriiliir.

(4.52), (4.51) de yerine yazilirsa,

elde edilir. Boylece S =0 olur ve buradan,

R RM=0

pihj " ‘s

R 0

pihj —

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(4.52)

433. G=a’g+b"g+c'g formundaki Riemann metriginin burulmah metrik

konneksiyonu

V, Riemann manifoldunda bir afin konneksiyon olsun. Bilindigi gibi Vg =0 ise V, ¢

nin metrik konneksiyonu olur. Eger V burulmasiz ise Levi-Civita konneksiyonu adini

alir. Ancak bir Riemann manifoldunda burulmasi sifirdan farkli olan bagka metrik

konneksiyonlarda vardir. Bu boliimde burulmali metrik konneksiyon incelenecektir.

V, M de bir afin konneksiyon olsun. V konneksiyonunun T (M) ye yatay lifti,

v, MY =" (V,Y),

"V, Y =T (V,Y),

seklinde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).
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"V nin burulma tensorii

.
f(Vx,VY)zo,

—

(VX "Y) =" (T(X.Y)),

T("X, ") =" (T(X.Y))=7R(X.Y).
sartlarin1 saglar. Burada T ve R sirasiyla M de V afin konneksiyonunun burulma ve
egrilik tensor alanlaridir (Yano and Ishihara 1973). Yukaridaki esitliklerden v, (M, g)

Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu segilse bile "V konneksiyonunun

sifirdan farkli burulma tensdriine sahip (burulmali) oldugu goriiliir. "V nin tanmimu,

(3.17), (3.18), (3.19) ve WX, Y, Z e J;(T(M)) igin,
("V,G)(X.Y)=Z(G(X.Y))-G("V,X,Y)-G(X,"V,Y)

denklemini kullanarak,

("V,G)("X M) =MZ(G (M X, MY)) =G (MY, XY ) =G (X, YL, MY
="Z((a+c) g (X,Y))=6(" (V2X),"Y |-G ("X, " (V.Y))
=(a+c)(Z(g(X.Y))-g(V,X.Y)-g(X,V,Y))

=(a+c)((V29)(X.Y)),

("V.,G)(YX, MY ) ="Z(G(VX, M) =6 (V. Y X, MY ) =G (VX Y, Y )
="Z(b"g(X,Y))=6(" (V2X),"Y)-G("X." (V,Y))
:b(Z(g(X,Y))—g(VZX,Y)—g(X,VZY))
=b((V29)(X.Y)),

(HVHZG)(VX,VY):HZ(G(VX YY) -G (M., VXY ) =G (VX MY, YY)

( (9(X, )) a'g(V,X,Y)-ag(X,V,Y)
=a((v.9)(X.Y)),

(19.,8)("X. ") =2 (6" X, ")) -6 (V. "X, ") -6 ("X, "V, Y )
=0,

("V.,6)(YX,"Y)=YZ(G (X, ")) =G (V. X, MY ) =G (X, "V, 1Y)

=0,
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("V,6) (X, Y)="Z(G(YX,Y))-G("V., X, Y ) =G (X, "V, YY)
=0.

elde edilir. Son denklemden eger V yerine g nin Levi-Civita konneksiyonu segilirse

"VG =0 olur. Buradan asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.3.3.1: (M,g) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu V nin

yatay lifti "V, (TM,G) de burulmali bir metrik konneksiyon olur.

Adapte olmus ¢atida "V metrik konneksiyonu asagidaki gibi verilir:

"V E; =T}E,
"V E; =TIE;,
"V E; =0,
"V E;=0.

Buradan “metrik konneksiyon "V ile G nin Levi-Civita konneksiyonu V nm esit

olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin flat olmasidir” denilir.

"V nin Ricci tensorii adapte olmus catiya gore,
HRij =R HRTJ. =0, HRiT =0, HRTT =0

seklindedir. Burada R., M de V nin Ricci tensoriidiir (Yano and Ishihara 1973). G

ij 1
metrigine gore "V nin skaler egriligi,
He _ ~af H
S=G" "R,
- 9"R;

_85
a

olur.
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Yukaridaki esitlikten asagidaki teorem ifade edilir.

Teorem 4.3.3.3: (TM,G) de metrik konneksiyon "V nin skaler egriligi olan "S nin

sifir olmasi igin gerek ve yeter sart baz manifoldda V Levi-Civita konneksiyonunun

skaler egriliginin sifir olmasidir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde G=a°g+b"g+c'g formundaki Riemann metrigine sahip tanjant demette

baz1 geometrik vektor alanlari incelenmis ve G metrigi ile ilgili baz1 sonuglara yer

verilmigtir.

Ik olarak, (TM ,G) de afin Killing ve Killing vektér alanlarmin karakterizasyonu

yapildi. X vektdr alammin afin Killing vektor alani olmasi igin gerek ve yeter sartin

X ="B+YD+yC+"A seklinde olmasi ve belirtilen i—viii (bkz. Sayfa 39) sartlarmnin

saglanmasi oldugu gosterilip bazi sonuglar yazildi. Benzer sekilde X nn Killing vektor

alan1 olmasi icin gerek ve yeter sartlar belirlendi.

Ikinci olarak, (TM,G) de fibre koruyan projektif vektor alanlarmin karakterizasyonu

yapildi. X fibre koruyan projektif vektor alani olmasi igin gerek ve yeter sartin
X ="V +YB+yA seklinde olmasi ve belirtilen i—viii (bkz. Sayfa 49-50) sartlari

saglanmasi oldugu gosterildi. Ayrica fibre koruyan projektif vektor alanlar ile ilgili

bazi sonuglar yazildi.

Ugiincii olarak, (M,g) ve (TM,G) nin geodezikleri arasinda gesitli iligkiler verildi.
(M,g) iizerinde bir geodezigin yatay liftinin (TM,G) iizerinde geodezik olmayacagi
ve (M,g) iizerinde herhangi bir geodezigin natural liftinin (TM,G) iizerinde daima

geodezik olacag gosterildi.

Daha sonra, (TM ,G) nin lokal konformal flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart, M nin

lokal flat ve G Riemann metriginin G = a( *g+"g ) +c¢'g formunda olmas1 gerektigi

gosterildi.
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Son olarak, (M, g) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu V nin yatay lifti
olan "V nm (TM ,G) de burulmal metrik konneksiyon oldugu gosterildi. Ayrica Y

nin skaler egriliginin sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin baz manifoldda V Levi-

Civita konneksiyonunun skaler egriliginin sifir olmasi oldugu gosterildi.
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