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OZET

Yiksek Lisans Tezi
HiPERKURESEL HARMONIKLER
Nursefa YAKUPOGLU

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Arzu AYKUT

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris olarak ele alindi. Ikinci
boliimde; potansiyel fonksiyonu, Legendre katsayilari, Laplace katsayilari, Harmonik
Fonksiyonlar, Kati kiiresel harmonikler, Kelvin Teoremi, Yiizey kiiresel harmonikleri,
hipergeometrik fonksiyon tanimlandi. Legendre denklemi ve gelistirilmis Legendre
denklemi tanitildi. ), harmonik homogen polinomlar tanitildi. Ayrica, A operatdriiniin
baz1 ozellikleri verildi. Ugiincii béliimde; Y hiper kiiresel harmonikler ele alind:
Doérdiincti bolimde Of ve ¢ Fonksiyonlarinin bazi 6zelikleri ele alindi. Besinci

boliimde. Y, Fonksiyonunun bazi 6zellikleri sonug boliimi olarak ele alindi.

2014, 92 sayfa

Anahtar Kelimeler: Harmonik fonksiyon, Kati Kiiresel Harmonik, Yiizey Kiiresel
Harmonik, Homogen Fonksiyon, Laplace Operatorii, Poliharmonik Fonksiyon,
Legendre Diferansiyel Denklemi, ), Harmonik Homogen Polinom, ) Hiper kiiresel

fonksiyon.



ABSTRACT
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operatdr A, homogeneous polyharmonic functions are given. ), harmonic homogeneous
polynomials are given.In the third chapter, ) hyper spherical harmonics are introduced.
In the fourth chapter, some characteristics of ) hyper spherical functions are explanied.

In the fifth chapter was taken as a result.

2014, 92 pages

Keywords: Harmonic function, Solid Spherical Harmonics, Surface Spherical
Harmonics, Homogen Function, Laplace Operator, Polyharmonic Function, Legendre
Differantial Equation, ) Harmonic Homogeneous Polynomial, > Hyper Spherical

Function.



TESEKKUR

Yiiksek lisans tezi olarak sundugum bu calisma Atatiirk Universitesi Fen Fakiiltesi

Matematik Boliimiinde yapilmistir.

Oncelikle bu ¢alismamda tezinden yararlandigim merhum Sayimn Prof. Dr. thsan DAG"

rahmetle antyorum.

Bu caligmanin gergeklesmesinde her tiirli destegi ve yardimi benden esirgemeyen
saygideger damigman hocam Saymm Yrd. Dog¢. Dr. Arzu AYKUT’a ve matematik

boliimiiniin tiim 6gretim elemanlarina tesekkiirii bir borg bilirim.

Tez ¢aligmalarim sirasinda bana yardimci olan saygideger hocam Sayin Dog. Dr. Murat
ISCAN’a, kardesim Sayin Abdullah YAKUPOGLU’ya, Sayin Dog¢. Dr. Yahya
YESILYURT a, desteklerini benden esirgemeyen sevgili esim Nur YAKUPOGLU’ya ve
kizim Ipek Aysu YAKUPOGLU'ya ¢ok tesekkiirlerimi sunarim.

Nursefa YAKUPOGLU

Temmuz, 2014



ICINDEKILER

OZET ..ttt i
ABSTRACT ... i
TESEKKUR ..ottt sss ettt sttt ss bbbttt ii
SIMGELER DIZINI......cooiiiiiiiiiriiicistecsiss s Vi
SEKILLER DIZINI.....cooiiiiiieiiiceicee ettt vii
| R ) 128 1T 1
2. KURAMSAL TEMELLER ..ot 4
2.1. Potansiyel FONKSIYONU .......ooiiiiiiiiiiciiiiceeeee e 4
2.2. Legendre KatSay1lar ..........cooiieiiiiiiiiiieeee e 4
2.3. LapIace KatSAYIIArT.......ucviieieieiieiiesie sttt st 6
2.4. Harmonik FONKSIYONIAT...........ccoiiiiiiiccece e 8
2.5. Kat1 Kiiresel HarmoniKIer ...........cccooviiiiiiiiiiiicisesee e 11
2.6. Teorem (KelVin TEOIEMI) ....cviiiiiieiiieseeeee s 13
2.7. Yiizey Kiiresel HarmoniKIeri.........c.oooveiiiiiieiiiiiic e 17
2.8. Legendre DenKIEMI .........c.ciiiiiiic i 19
2.9. Gelistirilmis Legendre Denklemi ..........cccooovviiiiiiiiiiiieeee e 19
2.10. Hipergeometrik FONKSIYON ........c.ooiiiiiiiiiiieee s 21
2.11. Hipergeometrik DenKIEm ..........c.coviiiiiiiicie e 22
2.12. Tam Dereceden Kiiresel HarmoniKIer...........ccoccoooiiiiiiiiiiniiiiie 24
2.13. Y- Harmonik Homogen Polinomlar ve OrnekIer.............cccooveveverrvrrcrererennnnn. 26
2.14. Poliharmonik POIINOMIAY ...........ooviiiiiiciiiiee e 32
2.15. Kiiresel Koordinatlarda Laplace Denklemi ve Harmonik Polinomlar .............. 32
2.16. Laplace Operatoriiniin Bazi OzelliKIETi............cccovvcveviiriveriieisicresieeseeeeseaes 35
3.MATERYAL Ve YONTEM .........cc.cooeviiiiiiieiieieeeeeeee e 53
3.1. > - Hiper Kiiresel HarmoniKIer............cccoooiiiiiiiiiiiiec e 53
4. ARASTIRMA BULGULARI ..ot 66
4.1. Ojve ¢ Fonksiyonlarmnin Bazi OzeliKIeri...........cccoooveuiveriiriieeiereriieeceeeenne 66
4.1.1. Oj Fonksiyonu i¢in birinci 6ZeliK.........ccocoeiiiiiiiiiiiiee e 66
4.1.2. Oj Fonksiyonu i¢in ikinci bir 0ZeliK.........ccocovviiiiiiiiiiniiiiec e 71



4.1.3. ¢ Fonksiyonu i¢in birinci 0Zelik ........ccccovvviiiiiiiiiiiiiiic e 79

4.1.4. ¢ Fonksiyonu i¢in ikinci bir 0zeliK.........ccceviviiiiiiiiiiiiiie e 84
5. TARTISMA Ve SONUC ..ottt 89
5.1. Yu Fonksiyonu I¢in Bit OzZeliK.......coccccvveeveieeeeieeiceesse e, 89
5.2. Yu Fonksiyonu I¢in Tkinci Bir OZeliK ......cocoeveveveveveeeeieseeeeeeee e, 91
KAYNAKLAR ettt ettt ettt et be e bt esae e e beesbneane e 92
OZGECMIS oottt ettt sttt ettt en s e 93



B (X.y)

C

F (0,B,y:x)
Pn (X)
Pa™ (X)
Qn (X)
Qn" (x)
Vi (X,,2)
Xn (8,0)
Y

I' (x)

SIMGELER DiZiNi

Laplace Operatorii

Beta Fonksiyonu

Siirekli Fonksiyonlarin Sinifi

Hipergeometrik Fonksiyon

Legendre Fonksiyonu

n inci dereceden m inci basamaktan, gelistirilmis Legendre Fonksiyonu
n inci dereceden Ikinci Cesit Legendre Fonksiyonu

n inci dereceden m inci basamaktan, gelistirilmis Legendre Fonksiyonu
n inci dereceden homojen fonksiyon

n inci dereceden ylizey kiiresel harmonik

> Hiper kiiresel fonksiyon
Gamma Fonksiyonu

Vi



SEKILLER DiZiNi

Sekil 2.1. O orijin noktasi olsun. (Sekil 2.1)’de, r ile OP nin, r1ile OM nin
uzunluklari, 6 ile POM agis1 ve p ile cosB gosterilsin. O takdirde; .

Sekil 2.2. vy ile POM agist, r ile OP nin, r1 ile OM nin uzunluklar1 gosterilsin

Sekil 2.3. Kiire {lizerinde n tane paralel cember tarafindan ayrilan bolgeler.....

Sekil 2.4. iki cember ciimlesinin dik KeSiSmMeSi.........ccovcvvevevverererereeecerenennns

Vil



1. GIRIS

Laplace (1782) yilinda bir inceleme yaparak ve 1785 yilinda bu incelemesini yayinladi.
Green tarafindan bu calisma Potansiyel Fonksiyon olarak adlandirildi. Laplace
potansiyel teoremi hakkinda bilgi edinen Legendre, sonsuz bir seri big¢imindeki
potansiyelin tek bir teriminin seri agilimini aragtirdi1 (1782 ve Oncesinde) ve boylece
Legendre katsayilart olarak bilinen fonksiyonlarin kesfine sebep oldu. Laplace,
potansiyel fikrinin ileri siiriilmesinden sonra, Legendre'ninkinden daha genel bir bakis
acisindan kiiresel harmonikleri inceledi. Thamson ve Tait, kendilerince iyi bilinen
Treatese on Natural Philosophy (Cambridge Univ. Press 1879)’da kiiresel harmonikleri

tanimladilar.

Harmonik fonksiyon, herhangi bir noktadaki degeri, bu noktanin ¢evresindeki herhangi
bir ¢cember lizerindeki degerlerinin aritmetik ortalamasina esit olan iki degiskenli ve bu
¢emberin i¢inde tanimlanmis matematiksel fonksiyondur. Bu ortalama iginde sonsuz
sayida nokta bulundugu i¢in fonksiyon, sonsuz bir toplami ifade eden integral
yardimiyla bulunur. Fizikte harmonik fonksiyonlar bir bolgede, 6rnegin sicakliin ya da
elektrik ylik dagiliminin bolgenin her noktasinda sabit bir degerde kalmasina karsilik

gelen denge kosullarini tanimlar.

Potansiyel teorinin temel denklemi olan Laplace denklemi ve Harmonik fonksiyonlar
Uygulamali ve Teorik olan Fizikteki kullanim alanlarinin yaninda Matematiginde

hemen her alaninda 6nemli bir yer tutmus ve ileri arastirmalara temel teskil etmistir.

Harmonik fonksiyonlar, potansiyel teorinin esas denklemi olan Laplace denkleminin
¢oziimleri olarak da tanimlanabilirler. Bir harmonik fonksiyonun belirledigi yiizeyin dis
biikeyligi sifirdir. Bu nedenle bu fonksiyonlarin, tanimladiklar1 bolge iginde maksimum
yada minimum deger almamak gibi 6nemli bir 6zelligi vardir. Harmonik fonksiyonlar
analitiktir. Bagka bir deyisle biitiin tiirevleri vardir ve sonsuz sayida terim iceren, kuvvet

serisi olarak adlandirilan polinomlarla ifade edilebilirler.



Uc boyutlu uzaydaki kiitle cekimi ve elektrik alanlarinin, ayrica magnetik alanlarin ya
da baz1 akiskan akisi tiirlerinde olusan alanlarin incelenmesinde kiiresel koordinat
sistemi kullanildiginda kiiresel harmonik fonkisyonlar ortaya c¢ikar. Kati kiiresel
harmonikler ve Yiizey kiiresel harmonikler olarak smiflandirilirlar. Kati kiiresel
harmonikler; R, (X,y,z), bir kiirenin i¢indeki biitiin noktalar i¢in bir degeri bulunan n.
dereceden 6zel polinomlardir. Yiizey kiiresel harmonikler, yalnizca kiire yilizeyinde bir

fonksiyon tanimlar. Bu iki harmonik tiirii arasinda bir iliski mevcuttur.

Harmonik fonksiyonlar ¢ok genis bir kullanim alanina sahip olmakla beraber, reel
bolgelerde genel ¢oziimii analitik olarak elde edilemeyen Laplace denkleminin amacina
uygun olarak kismi ¢ozlimlerini elde edebilmek i¢in verilmis pek ¢ok o6zel yontem

bulunmaktadir.

Kiiresel koordinat sisteminde Laplace denklemini saglayan ¢oziimlerin genis bir sinifi
da kiiresel harmoniklerdir. U¢ boyutlu uzayda bir kiiresel harmonik, x,y,z
degiskenlerinin homogen bir fonksiyonu olup,V(x,y,z), A. dereceden homogen bir

kiiresel harmonik fonksiyon ise;

xVy+y Vy+2zV,=AV(x,y,2) Euler denklemi (1.1)

AV = Vexy + VW +1V,, =0 Laplace denklemi (1.2)

ayn1 zamanda gerceklenirler. Harmonik fonksiyonlar teorisin bilinen 6nemli bir sonucu
da, herhangi bir harmonik fonksiyonun kiiresel harmoniklerin bir serisi olarak ifade

edilebilmesidir.

Laplace operatoriiniin ardisik uygulanmasiyla elde edilen denkleme poliharmonik
denklem ve bu denklemi saglayan fonksiyonlara da poliharmonik fonksiyonlar
denilmektedir. Homogen poliharmonik fonksiyonlari, kiiresel harmonikler cinsinden

veren ¢esitli agilim formiilleri bulunmaktadir.



Kart (1970), Y -Homogen Polinomlar ile ilgili aragtirmalar yapmustir.

X

=1 t

92 k; 0

denklemini ger¢ekleyen homogen polinomlara Y -Harmonik Homogen Polinomlar denir.

Dag (1973) calismasinda, Y - Hiper Kiiresel Harmonikleri inceledi.

d k; 0
Z @-‘_x_la_xl V(x1, X3, Xp42)
i=1
=0,(k; €ER) (1.4)
denkleminin p. dereceden homogen polinom olan bir ¢oziimi P, (X1, X2,..., Xn+2)

harmonik homogen polinomu kiiresel koordinatlar cinsinden ifade edilirse olusan Y,

fonksiyonuna } - hiperkiiresel fonksiyon denir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bdliimde, gerekli olan bazi kavram ve bilgiler verilecektir.
2.1. Potansiyel Fonksiyonu

Laplace 1782 yilinda bir inceleme yaptt ve 1785 yilinda bu incelemesini yayinladi.
Gosterdi ki M; Mj, Ms,... noktalarinda pq , pp ps . kiitleli pargaciklarin bir ciimlesine

ait olan bir P noktasindaki yer ¢cekimi kuvveti,

251 Uz Us
V=
PM, + PM, + PM, +

2.1)

fonksiyonunun diferansiyellenmesi ile elde edilebilmektedir. Bir miiddet sonra bu
fonksiyon, Green tarafindan sistemin P noktasindaki potansiyeli olarak adlandirildi.

Daha sonra evrensellesen bu adlandirma giiniimiizde de kullanilmaktadir.

2.2. Legendre Katsayilar

Laplace potansiyel teoremi hakkinda bilgi edinen Legendre, sonsuz bir seri bicimindeki
potansiyelin tek bir teriminin seri agilimini arastirdi (1782 ve oncesinde) ve boylece

Legendre katsayilar1 olarak bilinen fonksiyonlarin kesfine sebep oldu.



O iy

Sekil 2.1. O orijin noktasi olsun. (Sekil 2.1)’de, r ile OP nin, r; ile OM nin uzunluklari,
0 ile POM agis1 ve p ile cosO gosterilsin. O takdirde;

1 1
PM  \[r2 — 2rriu+ 1

bi¢imindedir. Eger r < ryise bu ifade r nin artan kuvvetleri cinsinden

1 1 1

P 7"1\/1 + (L)Z — 2L coso

n=0
® n
= z o B, (cos 0)
n=0 1
seklinde ya da daha acik olarak,
! Py GO+ Py G0+ P, )+ 2.2)
= u)— w— w)—=+... .
Jr2 =2rru+1r? T



bigiminde yazilabilir. Burada Py(u) , P; (1) , P,(w), ... ler u niin polinomlar1 olup

Legendre katsayilar olarak bilinirler. Ornegin;

3u?

Po) = 1, P =, Py() = 2272 py () = 230

seklindedir. Eger r > r; ise, ﬁ asagidaki sekilde seriye agilabilir.

2

1 1 7 T{
=P0(li);+P1(ll)r_2+P2(ll)r_3+ (2.3)

Jr2 =2rrp+ 12

P,(u) katsayilari n inci dereceden Legendre Katsayilar1 veya n inci dereceden Legendre
Polinomlar1 olarak adlandirilir. Legendre katsayilar yiizey kiiresel harmoniklerin 6zel

durumlarina karsilik gelirler.

2.3. Laplace Katsayilar

Laplace, potansiyel fikrinin ileri siiriilmesinden sonra, Legendre'ninkinden daha genel
bir bakis acisindan kiiresel harmonikleri inceledi. O nun orijin noktas: oldugu Sekil
2.1’de P ve M nin dik koordinatlar1 (x,y,z) ve (x1,¥1,21) olsun. Eger (7,6,®) ve

(11, 61, @) bu noktalara karsilik gelen kutupsal koordinatlar iseler,

X =1rsinfcos®, Xy = 11 Sin6; cos &,
y =rsinfsin®, Yy, = 1 sinf; sin®,
zZ =rcosb, zZy =11 Ccos 6,

seklinde yazilabilir.



P(x.,y,2)

O I M(x1,V1.21)

Sekil 2.2. vy ile POM agist, r ile OP nin, r4 ile OM nin uzunluklar1 gésterilsin.
Vektorler i¢in skaler ¢arpim ifadesinden
OP.OM = |OP|.|0OM| cosy
=171 cosy
olup buradan,

1

cosy =—
1

—_— — 1
(oP.OM) = — (xx1 + yy, + 224)
1

= — (rrysin @ sin 6, cos ® cos P,
Yy

+ r7ysinf sinf; sin ® sin ®; + rry cos 8 cosb;)
= sinf sinb;(cos ® cos ®; + sin P sin ;) + cos O cosb;
esitligi, yani

cos y = cos® cos P, + sin 6 sin 6, cos(® — P,) (2.4)



denklemi elde edilir. cos y nin bu degeri dikkate alindiginda $ icin elde edilen (2.2) ve

(2.3) serileri asagidaki bi¢imde yazilabilirler.

1 i r’
= P, (cosy) —=r <rise (2.5)
Jr2—2rrycosy + ¢ & " rt
! W (cosy) e r>m i (2.6)
= cosy) ——= 1 > ise :
Jr2 —2rrcosy + ¢ " it

P,(cosy) fonksiyonu 6 ve @ degiskenlerinin bir fonksiyonu olup "n inci dereceden
Laplace katsayis1" adimi alir. 8; = 0 oldugu zaman bu fonksiyon P, (cos ) Legendre

katsayisina karsilik gelir.

2.4. Harmonik Fonksiyonlar

9%v 2%v
9%, teot—s= 2.7

D c R™de AV =
X

Laplace denklemini saglayan V e C? (D) fonksiyonuna D de harmoniktir veya harmonik
fonksiyondur denir (Cevik 2004).

Bir fonksiyonun harmonik olmasi igin sadece Laplace denklemini saglamasi yetmez.
Harmonik fonksiyonlar Laplace denklemini saglayan ve de kendisi ve ikinci mertebeden

kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar olarak tanimlanir.

U=a;x;+ +a,x, +a

seklindeki biitiin lineer fonksiyonlar ve



olmak lzere

seklindeki ikinci dereceden homogen biitiin polinomlar R™ de harmoniktir.

V,D c R™ de Laplace denkleminin siirekli bir ¢oziimii ise bu durumda V fonksiyonu D
de analitiktir (Cevik 2004).Buna gore, Laplace denkleminin ¢6ziimii olarak tanimlanan
ve C? (D) de siirekli olmasi biiyiikk bir fark gdstermeyen harmonik fonksiyonlar

gercekten analitiktir.

Cevik 2004’deki ¢alismasinda temel harmonik fonksiyonlar1 ve degiskenlerine ayirma
yontemi ile yeni harmonik fonksiyonlarin elde edildigini belirtmistir. R® de orijine
yerlestirilen birim yilikten kaynaklanan herhangi (x,y,z) # (0,0,0) noktasindaki
elektrostatik potansiyel 1/r ile orantihidir. Burada r, 7 = (x,y,z) nin orijine uzakhig
olup r = |F| = \/m dir. Fizikten bilinmektedir ki, yiiklerin dagilimindan

kaynaklanan potansiyel, yiiksiiz uzayin her noktasinda Laplace denklemini gergekler.

V=1/T,T¢0 (28)

fonksiyonu R® de orijin disinda harmoniktir. Orijine gore kiiresel simetrik olan bu
fonksiyon, orijin merkezli ve r yarigapl kiire tizerindeki noktalarda sadece r yarigapina
bagl olup 8 ve @ agisal degiskenlerine bagli degildir. r ye yaricapsal anlaminda radyal
degisken adi1 verilmektedir. r radyal degiskenine bagli olan tiim harmonik fonksiyonlari
bulabilmek i¢in, 4 Laplace operatoriiniin R™ de kiiresel koordinatlar cinsinden ifadesine

ihtiyag vardir. Laplace operatérii, R? de
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a=12(r2)+ 1 2 (2.9)

12002

ve n > 2ig¢in R™ de

AV =
1 0 _q 0V 1
g (r" ' 5) + 5BV (2.10)

ifadelerine sahiptir. Burada @,, sadece acisal degiskenlerle ilgili kismi tiirevler igeren

ikinci mertebeden diferansiyel operatordiir.

R3 de kiiresel koordinatlarda, V (1,0, ®) = R(r) Y (8, ®) gosterimine sahip V (7, 8, @)

harmonik fonksiyonlarini bulalim.

1 6(_ 6V)+ 1 9%V
sin?@ 062

seklindedir. V(r,0,®) = R(r)Y(0,®) ve tiirevleri Laplace denkleminde yerine

yazilip diizenlenirse,

(r?R")’  B3Y
R Y

= p (ueR)

denklemi bulunur. Buradan
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(r’R")' — uR =0 (2.11)
@Y + uY =0 (2.12)

denklem cifti elde edilir.a; ve ay, a(a + 1) — u = 0 denleminin kokleri olmak tizere,
(2.45) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimi r% , r%2 geklindedir. (2.4.6)
denkleminin ¢oziimii olduk¢a zordur. Kabul edelim ki, R3 de orijine yerlestirilmis S
(0,1) birim kiire yiizeyi ilizerinde herhangi bir noktanin koordinatlart (6,®) olsun.
(2.4.6) denkleminin tiim ¢oztiimlerini bulmak yerine bu birim kiire yiizeyi iizerinde
Y (0, @) ¢oziimlerini bilmek yeterlidir. Bu tip ¢oziimler 6 ya gore 2m peryotlu olmali ve
kiirenin kutuplarinda (8 = 0 ve 6 = 1), 8 dan bagimsiz olan limitlere yaklasmalidir. p
sabitlerig, = n(n+1); n=0,1,2, ... degerlerinden birine esit oldugu zaman (2.4.6)
denkleminin bu kosullar1 saglayan asikar olmayan ¢oziimleri vardir. Boyle u ,, ler i¢in

(2.4.6) in

vy @,¢) ;k=12..,2n+1; n=0,1,..
seklinde 2n + 1 tane lineer bagimsiz ¢6ztimii vardir ( Courant-Hilbert 1953).
2.5. Kati Kiiresel Harmonikler

Thamson ve Tait, kendilerince iyi bilinen Treatese on Natural Philosophy (Cambridge

Univ. Press, 1879) da kiiresel harmonikleri asagidaki gibi tanimladilar.
2
|72V=—+a—+—=0 (2.13)

Laplace denkleminin; x, y, z degiskenlerine gore n inci dereceden homogen herhangi bir
V}, ¢6ziimii n inci dereceden kati kiiresel harmonik olarak adlandirilir. n derecesi

herhangi bir reel say1 olabilir ve fonksiyonun rasyonel olmas1 gerekmez.
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Ornek: r ™, 1, ax + by + cz, x> —y?+yz, (z+ix)"™ olmak iizere bu ifadeler

sirastyla —1, 0, 1, 2, n inci dereceden kat1 kiiresel harmoniklerdir.

Céziim: a) : r 1, —1 inci dereceden bir kat1 kiiresel harmoniktir. Gergekten r =1 =V

denilirse,

1 5
V=rl=x?*+y2+2z%)2ise V4= —% (x2+y*+2%) 22x=—xr"3
3 _5 3
Vix =7 (x> +y2+22) 24x2 — (X2 +y?+2z2)2=7r"°(3x% —1?)
3
Vyy — Z (XZ + y2 + ZZ) -5/2 4y2 _ (xz + y2 + ZZ) -3/2 — 7'_5 (3y2 _ TZ)

3
Vyy = ) (x% +y% +22) 752 422 — (x? + y? +2?) 32 =175 (322 —r?)

seklinde olup,

VIV =V +Vyy + Vo, =172 B2 +y2 +2%) = 3r) =0
elde edilir.
b) u = 1 denirse,

Upy = 0,Uyy, =0, uy; =0 olup uy, +uy, +u,, =0 elde edilir.

C) u = ax + by + cz denirse,

Upy = 0,uy, =0, uy;, =0 olup uy, +uy, +u,, = 0 elde edilir.
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d) x2 — y% + yz = u denirse,

Upy = 2,Uyy = —2, Uy = 0 0lUp Uy, + uyy + uy, = 0 elde edilir.
e)V=(z+ix)™ denirse,

Ve=n(z+ix)" i Ve = —n(z+ix) "2 |V, =0,

V,, = n(z + ix) "2

olup

V2V = Viy + Vyy + V,, = 0 elde edilir.
2.6. Teorem (Kelvin Teoremi)

Eger V,, n inci dereceden bir kat1 kiiresel harmonik ise, o takdirde »~2"~1y,, —2n —1

inci dereceden bir kat1 kiiresel harmoniktir.
Ispat: m belirlenecek bir reel sabit olmak iizere, (2.5.1) da V = ™V, yazilirsa

1 or 1 1 x
= (x%2+vy%+2%)2 — = = (x2 2 Y2 2x =—
r=(x*+y°+2z°) ve i 2(x +y“+2z°) x ==

olduklarindan,
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av;
+mim—2)r™3x2r I, + mr™ 2V, +m rm‘zxa—;

m

a2V, ov.
T =2mr™2x =+ m(m - 2)r™*x? V, + mr™ 2y,

o 0x? 0x

olup simetriden dolayz,

A% 0%V, av,

357 =rm 0y: +2mrm2y —a; +m(m — 2)r™*y2y, + m r™2y,
aZV maZVn m-—2 aVn m-—4,2 m-2
327 aZz+2mr za+m(m—2)r z°V, + mr™ 4y,

elde edilir. Diger taraftan Euler teoreminden (1.1) dolay1

aV, aV, aV,
x(’)x +y6y +Zaz

as

oldugu dikkate almir ve de V2V,=0 oldugu gdzdniinde tutulursa

2

04V, av,
VZ(rmv,) = r™ axzn +2mr™2x 6_; + m(m — 2)r™*x2V, + mr™ 2y,

0%V,

dy?

v,

m
+r dy

+2mrm2y + m(m — 2)r®*y?V, + m r™-2y,

mazvrl m—2 Vn m—4,2 m—2
+r aZZ+2mr vA aZ+m(m—2)r z°V, + mr™ 4V,
0%y, 0%, 2%y, av; aV, aV,
m n n n m—2 n n n
= 2m — oty = +z——
r (6x2+6y2+622)+ T (x oty 5 T
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+m(m —2)r™*(x% + y2 + z)V, + 3mr™ 2y,

=2mr™2nV, + m(m — 2)r™ 2V, + 3mr™ 2V,

=m(m+2n+ Drm2y,

elde edilir.

Boylece, ™V, nin Laplace denklemini saglayabilmesi i¢in m degerinin sifir veya

—2n — 1 olmasi gerekir. O halde »~2"~1V, bir kat1 kiiresel harmoniktir.

Ornek 2.6.1 1 ve 1/r fonksiyonlar1 sirastyla 0. ve — 1. dereceden; x ve x/r?

fonksiyonlar1 sirasiyla 1. ve -2. dereceden kati kiiresel harmoniklerdir.

Laplace denkleminin (u, &, z) silindirik koordinatlardaki ifadesinin bulunmasi istenirse,

X = ucos, y =usinf, zZ=2z

dontistimi kullanilir ve

2 2 2
vy =20 2 20T 9V (2.14)

auz ' u ou | u? om? 0z2

ifadesi elde edilir.

Laplace denklemini (r, 8, ™) kiiresel koordinatlarinda ifade edilebilmesi igin (2.14)

denklemine

Z=1rcos0 , u=rsiné
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doniigiimiiniin uygulanmas: yeterlidir ve bu yapilirsa,

z zov, 1o cotoov, 1 o _
ViV = + r or + r2 002 + r2 80 ' r2sin209m2 0 (2'15)

ifadesi elde edilir. (2.15) denklemini 7?2 ile ¢arpilirsa,

L 0 otV 1 0 _
Tz T or T 902 T sine 90 T sin200m?

ifadesi elde edilir.

0 ( OV) B 0%V cosB oV

0—) = — —
sin 962 T 5ind 90

1
sind 00

00

ve

02 (V) _ L0V oV
r or? =T or? Tar

olduklar1 dikkate alinirsa yukaridaki ifade,

3% (rv) 1 9 1 0%V
"o t e sin® 66( ind ae) sin2@ omz 0 (2.16)

seklinde yazilabilir.

V, = r™U, n inci dereceden bir kat1 kiiresel harmonik olsun, U,, yalnizca 6 ve
degisikliklerinin bir fonksiyonudur. Eger (2.6.3) ifadesinde V yerine r"U,, yazilir ve r"™

ile boliiniirse ™ ortadan kalkar ve (2.16) denklemi,
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(n+ DU, + ! a(_ aU”>+ - azU”—o 2.17

o nTsing 00\ 98 ) T sin?e am? (2.17)
sekline doniisiir. Bu denklemde eger cos yerine p yazilirsa,
0 2y 0Up 1 0%Up _

n(n+1)Un+@{(1—u ) g}ﬂ_#z 5z = 0 (2.18)

ifadesi elde edilir.
2.7. Yiizey Kiiresel Harmonikleri

V, nin r™ ¢ boliinmesiyle elde edilen, U, fonksiyonuna n inci dereceden yiizey kiiresel
harmonik denir. r = 1 oldugu zaman U, ile V,, esittir. Bundan dolay1 U, merkezi
orijinde bulunan birim kiirede tanimlanmis kati kiiresel harmonigin yerini tutan bir
deger olarak alinabilir. 8 ve B ye bagh bir U, fonksiyonunun bir ylizey kiiresel

harmonik olabilmesi igin gerek ve yeter sart (2.17) denklemini saglamasidir.

Gosterilebilir ki n. dereceden Laplace katsayis1 n inci dereceden bir yiizey kiiresel

harmoniktir.

1
V@) G-y 2+ E—21)?

fonksiyonunun x,y,z e gore tiirevlerinin alinmasiyla T nin Laplace denklemini sagladig1

gosterilebilir. Gergekten,

T =3[ =22+ G =y) 2+ (2= 2) 23 (x — x) 2
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=)+ =y 2+ (z—2) 2 =
=T5[3 (x—x,) 2 — T
Tyy = T5[3 o —y1) 2 — T_z]

T,, = T5[3 (Z - Zl) 2 — T_Z]
seklinde olup,

VAT = Top + Tyy + Ty,
=T°[B[(x—x)?+ (y—y1) >+ (z—2)?] - 3T7]

=T>[3T2-3T2]=0

elde edilir.

[ee]

1 1 P ( ) rit
= = = cosy
PM  [r2 — 2rr cosy + 12 4 " i

T

n
T
n= 1

formunda yazilabilir. (2.16) denkleminde bu deger yerine yazilirsa,

[o¢]

rh Y N 1 0 ,BaPncosy N 1 0%P, (cosy) “o
2 it n(n + D, (cosy) sinf %{sm 00 } sin%6 luk -

n=0 1
elde edilir.

Bu denklem r; den daha kii¢iik olan tim r degerleri i¢in saglanir ve de r nin farkl

kuvvetlerinin katsayilarinin hepsi de 6zdes olarak sifir olur. Buna gore,
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1 0 (_ _ 0P,cosy 1 9%B, (cosy)
n(n + P (cosy) + sinf @{Sm 00 }+ sin?6 0m? =0

yazilabilir. Yani P, (cosy) fonksiyonu (2.17) denklemini saglar ve dolayisiyla bir yilizey

kiiresel harmoniktir.
2.8. Legendre Denklemi

P, (cosy) nin 6zel bir durumu olan Legendre katsayisi B, (cosf), (8:=0 yazilarak elde
edilir) @ den bagimsiz olup n inci dereceden bir yiizeysel kiiresel harmoniktir. Bundan

dolayz,

i+ 1y + — a{'eay}—o
LS Gy Y] ad T}

denklemi saglanir. Eger cos yerine p yazilirsa, P, (i) fonksiyonu

d d
d_u{(l — uz)d—i} +nn+1)y=0

denklemini ya da agik bir ifadeyle
_ Y o -
1-u )dle 2m i +n(n+1)y=0 (2.19)
denklemini saglar. Bu Legendre denklemi olarak bilinir.

2.9. Gelistirilmis Legendre Denklemi

(2.6.5) denkleminde U,, = ©® yazilir ve bu denklem @@ ile boliniirse ki burada

0 ve ¢ sadece 0 ve [ nin fonksiyonlar olup,



20

(+1)+1d{1 2d(&)}_}_ 1 1d2613_0
mn Odu ( u)du 1—pu?2 & doz

elde edilir. Bu denklemde ilk iki terim @ den bagimsizdir. Dolayisiyla son terimde

1 d?®

© a0? nin degeri sabit olmalidir. Béylece m genellikle

den bagimsizdir. Bundan dolay1

bir tam say1 olmak iizere,

yazilabilir ki bunun genel ¢oziimii,

® =Acosm @ + Bsin m@

seklindedir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. Boyle bir durumda @ fonksiyonu da

2{a-uv) Y+ fnm+1) - 1T_n;2}y =0 (2.20)

denklemini saglar. Bu denklem Gelistirilmis Legendre Denklemi olarak bilinir. Eger @,
bu denklemin bir ¢oziimil ise, o taktirde (A cosmB + B sinm@)@ bigimindeki her
fonksiyon (2.6.5) denklemini saglar ve bundan dolay1 n inci dereceden bir yiizey kiiresel

harmoniktir. Buna paralel olarak da,

r"(A cosmB + B sinmf@)6

ve

r " 1(A cosmB + B sinmB)6

fonksiyonlart sirasiyla n ve — n — 1 inci dereceden kati kiiresel harmoniklerdir.
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2.10. Hipergeometrik Fonksiyon

Hipergeometrik fonksiyon, kiiresel harmoniklerin teorisiyle ilgili oldugu i¢in onlarin

baz1 6zelliklerini burada verecegiz. Bu fonksiyon hipergeometrik serilerin yardimiyla,

N x B < («x+1)B(B+1)
F(x,B,y;x) =1+ ” x + 270+ D x? +

n o« (oc+1) (<+2) B (B+1) (B+1) X3 + oo (2.21)
1.2.3y (y+1) (Y+2)

veya

F(ex,B,y;x) = z %x”
n=0 n

seklinde tanmmlanir. Burada (), < (< +1)(¢ +2)... (¢ +n —1) (Pochammer

sembolii) diir. Bu seri |x| < 1 ise mutlak yakinsaktir. Gerg¢ekten,

BONGHN
Un ==yt

olmak {izere ve boliim kriteri geregince

Upa| . | (< +n) (B +n)
= lim = |x]|

li =
I n-o | (y+n) (1+n) x

n—-oo

n

olup, |x| < 1ise seri mutlak yakinsaktir. Bildigimiz elemanter fonksiyonlarin bir¢ogu
hiper geometrik fonksiyon cinsinden ifade edilebilir. Bunlarin birkag1 asagida

verilmistir.
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A+x)"=F(—n,1,1; —x); log(1+x)=xF (1,1,2; —x)
1. 113 2y. -1, _ 1 ,3..2
sin x—xF(Z,Z,Z,x), tan x—xF(z,l,Z,x)
2.11. Hipergeometrik Denklem

x(1=—x)y"+{y— (x+B+ D x}y'—xBy=0 (2.22)

diferansiyel denklemi Gauss denklemi veya hipergeometrik denklemi adini alir. x’in

artan kuvvetlerinin sonsuz bir serisi seklinde ¢6ziimii bulunmasi igin;

[ee] [ee]
y=xP(co+cix+cx?+-)= Z CpxPx™ = Z cpxPtm

n=0 n=0

denirse ve (2.22) denkleminde y, y' ve y" degerleri yazilirsa,

Colp(p = 1) + ol + ) [enal(p+n+ Do +m) +7(p+n+ D} -

n=0
—cp{lp+n)(p+n—1D+ (p+n)(x +p + 1)+ < B}xP*"

elde edilir. Bu seride x’in tiim kuvvetlerinin katsayilar: sifira esit olmalidir. ¢, sifirdan

farkli secilebileceginden, x~1 in katsayist sifira esitlenerek,
plp—1+y)=0 (2.23)

indisel denklemi elde edlir. Bu denklemin kokleri p =0 ve p =1 —y dir. Diger

terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesiyle
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cher(ptn+Dp+n+y) =clp+nt+x) (p+n+p) (2.24)
indirgeme formiiliinii ve buradan c,, ’leri ¢, cinsinden

_ (ptx+n-Dl(p+p+n—D!(p+y— 1!
Cn_(p+oc—1)!(,0+ﬁ—1)!(p+y+n—1)!(,0+n)!c0

veya gamma fonksiyonu yardimiyla

B rptx+n)rr(p+p+n)l'(p+vy)
T +y +m(+l(p+ BT +n+1) °

seklinde elde edilir.
n=0
denirse,
i r'(p+y) Flotec+) (p+B+1) .
T+l (p+B) L I'(p+n+1)

seklinde yazilabilir. p =0 i¢in

Iy <o I'(<+n)I B +n)

— n

" OTEr ) & TG +nl (n+ 1)

Y1

veya

Y1 = coF (,8,7,x) (2.11.4)

olur. p =1-y i¢in ise,
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~ r (1) S M(x—y+n+ D (B—y+n+1) yin
YZ_COF(OC_V+1)I"(B_)/+1) v rm+1)r2-y+n) x
veya
Yo=Cox' VF(x—y+1,8—-y+12-y,x) (2.25)

olarak elde edilir. y bir tamsay1 olmadigr zaman y; Ve y, ler lineer bagimsizdir. Eger

y = 1 ise iki ¢6zlim birbirinin aynisidir.

2.12. Tam Dereceden Kiiresel Harmonikler

m ve n pozitif tamsayilar, m < n ise (Acosmo + Bsin mo) Ty (cosf) ifadesi n
inci dereceden bir yiizeysel kiiresel harmoniktir. Eger m = 0 ise bu takdirde yiizey
kiiresel harmonik, B,(cosf) Legendre Kkatsayisinin bir sabit katidir. B, (p),
—1ve 1 arasinda p = 0 civarinda simetrik olarak diizenlenmis n tane sifir yerine
sahiptir. Buna bagh olarak P,(cos@)fonksiyonuda O ve rr arasinda 6 = /2 ye gore
simetrik olarak diizenlenmis n tane sifir yerine sahiptir. Buna gore P, (cos@) fonksiyonu
0 = 0 ve 8 = m noktalarinda kutuplar1 olan, orijin merkezli bir kiire tizerinde bulunan
n tane ¢ember iizerinde sifirlanir. Bu ¢emberler kiire ile ayni1 kutuplara sahip biiyiik
¢embere gore simetriktirler. n tek sayr oldugu zaman biiyiik ¢ember, bu ailesinden
biridir. Kiire iizerinde bu ¢emberlerle paralel olan diger ¢emberler iizerinde P, (cos8)
fonksiyonu sabit degerler alir. Kiire iizerinde n tane paralel ¢ember tarafindan ayrilan
bolgelerin her birine zon denir. Bu bdlgelerde tanimlanan B, (cos8) fonksiyonlara da
zonal harmonikler adi verilmektedir. & = 0 noktasindan gegen ¢ap zonal harmonigin

eksenidir.
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P N

P, (cos 0) fonksiyonu bu
¢ember tizerinde sabit deger alir.

Pa(cos6)=0:(j=1,2,...,n)

P, (cos 6;) =sabit#0; (j#1,2,...n)

Sekil 2.3. Kiire iizerinde n tane paralel gember tarafindan ayrilan bolgeler
Eger 0 < m < n ise kiiresel harmonik,

(Acosmd + Bsin mdp)T,™ (cos 0)

= (Acosmd + Bsinmd) (1) (1 — ,uZ)m/Z ﬂ

m

= (Acosmo + B sinmd) (—1) ™ (sin?0) ™/? ;L—m P, (W

n+m

duntm

= (Acosmo + Bsinmo) (sin™8) w*-1n"

seklinde yazilabilir. ilk terim A cosmB + B sinm@ = 0 yani tanm@ = —A/B oldugu
zaman sifirdir. Bu deger kiire iizerinde ®=0 kutbu boyunca m tane biiyiikk ¢embere
karsilik gelir. Herhangi iki ardisik g¢ember diizlemi arasindaki ag1 m/m olur. ikinci
carpan @ = 0 ve ® = m noktalarinda sifirlanir. Ugiincii ¢arpan ise zonal harmoniklerde

oldugu gibi ® = 0 kutuplu n — m tane gember iizerinde sifirlanir. Boylece iki ¢ember
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climlesinin dik kesismesinden dolay1 elde edilen bu harmonikler tesseral harmonikler

adim alir.
Y
Z A
1 y
4------ | & Bt Ll > Y

I
:

! n-m tane
i
I
X; X :
i
v

Sekil 2.4. Iki gember ciimlesinin dik kesismesi

Eger m = n ise kiiresel harmonik (A cos n@ + B sinn@) sin™@ bi¢cimindedir. Bu ifade
tann@ = —A/Byada 8 = 0 ve 8 = m oldugu zaman sifirdir. Bu durum kiire tizerinde
0 = 0 ve 8 = m noktatalarina ve n bliyiikk cembere karsilik gelir. Herhangi iki ardisik
¢ember diizlemi arasindaki acgik w/n dir. Kiire 2n sektor ile boliinmiistiir. Bu sektorler
tizerinde tanimli ylizey kiiresel harmonik fonksiyonlarina sektdrel harmonikler

denilmektedir.

2.13. Y- Harmonik Homogen Polinomlar ve Ornekler

Laplace denkleminin ¢oziimii olan fonksiyonlar olup n inci dereceden homogen

polinom olan ¢6ziimleri Homogen Harmonik Polinomlardir. x4, x5, ..., X, degiskenlerini
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iceren her polinom ¢oziim farkli dereceli homogen polinomlarin sonlu sayidaki

toplamidir (Andrews et al. 1999).

Kart (1970), Y -Homogen Polinomlar ile ilgili arastirmalar yapmustir.

q 2 1
Z( - X16X1>V=0

i=1 1

denklemini ger¢ekleyen homogen polinomlara ), — harmonik homogen polinomlar

denir ve kisaca ;- HHP ile gosterilir (Kart 1970).

Kart (1970); n inci dereceden1,2,3 bilinmeyenli polinomlarin incelenmesini yaparak

q bilinmeyenli ;- HHP larin genel halde ¢6ziilmesini asagidaki sekilde ele almistir.

i( . ail>v=0

i=1
a%v, a%v, ki 0V, k, 9V, kq oV,
ny—_n Y0 20, 4% (2.26)
oxi 6x2 axq X1 0x1 X3 0xy Xq 0xq

denklemini saglayan genel halde g degiskenli ve n inci dereceden homogen bir

polinom,

n n
— i1,.02 g (. P—
V, = Z Z Z Qi iy..igX1 Xg o Xg ,(11+12 +ot iy = n)

seklindedir. V}, nin tiirevleri alinarak
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n n—ip Nn-ig=2

an _ Qi ) xilxiz xiq
—dx1 = lylalg”™1 72 ="q

i1=0i,=0 ig-1=0

n n—ig n—Lq—Z

, :
dVn _ i1(iy — Dag, ¢, 22 %2 . x0
dxf 1\t 1,121 1 2 "7q

i1=01i,=0 iq_1=0

n n—iq Tl—iq—z

%= iay . o oxltxlz gyt
ax, 0@izizig X1 X5 - Xg

i1=0 i,=0 ig—1=0

n—iq n_iq_z

dZV n i ig—2
n S I £ £ -
ax2 = E E E Lq(Lq 1)“1112,....1qx1 Xy X

i1=0 i,=0 ig—1=0

bulunur. Bu tiirevler (2.26) denkleminde yerlerine konulursa,

n n-ip N-ig—2

. -2 i lq
z E z 11(11—1)ai1,i2...,iqx1 Xy e Xg

i1=01i,=0 iq_1=0

n n—i; N-ig—2

s i1-2_ i, g
+Z z z (= Dag g, i % %7 Xy +o

i1=0 i2=0 iq—1=0

n n—ig n—Lq—Z

T iy,.02 tq=2
+Z Z Z iq(ig 2)ai1i2,...,iqx1 Xy - Xg

n n—-ip N-ig—2

k . . 1
1 . i1—1_1, lq
+ — E E E Qi iy ig Xy Xy X
x1 ' 11’12...,lq 1 2 q

11:0 izzo iq_1=0
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n n-ip n-—ig=2

k, o ;
— ] ll lz_l lq e
+x2 Z z Z LqQiyiy,..igX1 Xg = Xg +

i n—ig—2
—a : ig,.02 g1 _
+x E E E lqQi iy, i X1 Xy Xy = 0

i1=0 i2=0 iq—1=0

elde edilir ve degiskenlerin ayni kuvvetlerini i¢ine alan toplamlar birlestirilirse,

n n- 11 n— iq—Z

ll 2 1.2 iq
E E E [ — D+ ka4, g X1 Xy Xg
ll 012 lq 1= =0

n n-ig n—Lq—Z

. . 2 i
+ Z z z i1[C = D) + kalag, i, i, x1 xéz "'xqq +e

i1=0 i2=0 iq_1=0

n—i; n-ig—2

n
FD Y D gy = 1) H kgl gy i Mg x T =0

i1=0 i2=0 iq_1=0

bulunur. Burada g, tane katsayr olup q tanesi ortaktir. O halde ¢ > 3 olmak {izere
n =gqise q, — (q — 1) tane katsay1 sifir olmali, diger hallerde q, — q tane katsayi

sifir olmalidir. Yukaridaki kosullar altinda sayis1 g olan toplamlar birlestirilirse,

n-2 n-— 11+2) n— (iq—2+2)

N (R (RS A L

1=0 lZ=0 iq—1=0

+ (i, + 2)[(i, + 1) + k5]

~

Aiyizs,ig

+ (i3 + 2)[(is + 1) + k3] + -

Qiyiz)iz42,miq

+ (iy +2)[(iy + 1) + kylay,,. + -

dy 42,0
ig+1

+ (iq + 2)[(iq + 1) + kq]ailizmiq”}xil+1x;2+2 ol
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M
o

(2.27)

sonucuna varilir. Bu son denklemde, i; + i, + -+- + i; = n — 2 seklindedir. (2.13.2) den

katsayilar1 veren ve biitiin formiilleri kapsayan en genel rekiirans formiilii olarak,

Qiyiz,.iy,iq

_ (1 + D[+ D) + kalag 24,0, + (ig +2)[(i; +1) + kq]ailiz,...,iq+2 (2.28)
(iy +2)[(iy + 1) + &y ] '

bulunur. Indislerin degistirilmesi su sekildedir;

( ih=012,..,n—2 )
i, =012, ..,[n— (i +2)]
ig-1 =012, ., [n = (ig—2 + 2)] |

I\ (iygig++ig=n—-2) |

Katsayilar i¢in tiim rekiirans formiillerini kapsayan (2.28) formiiliinden faydalanilirsa
i1 + -+ iy = n — 2 olacak sekilde biitiin katsayilara ait rekiirans formiilleri yazilabilir

ve indislerin ¢iftligi ve tekligi dikkate alinarak her hale karsilik gelen katsayilar

bulunabilir.

Ornek 2.13.1: V(xl,xz, ...,xq) =c veya V (xl,xz, ...,xq) = aix; + -+ agxg igin

AV = 0 olup sabit ve ya 1. dereceden q degiskenli her polinom harmonik polinomdur.

Ornek 2.13.2: V (x1,%3,...,%5) = ayx? + -+ agx? i¢in AV = 2(a; + - +ay )

oldugundan dolay1 a, + --- + a, = 0 ise harmonik polinomdur.

Ornek 2.13.3: V (x,v,2) = a;1x% + ay,¥? + a332> + 2a,xy + 2a.3XZ + 2a,3yz
polinomunun katsayilar1 arasinda a;; + a,, + azz = 0 bir bagint1 varsa bu polinom

harmoniktir (Yildirim 2005).
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Ornek 2.13.4: V (x,y) = x* - 6x%y? + y*+ x iki degiskenli dordiincii dereceden

polinomu i¢in,

92 02
<6x2 377 >V(x y) =12x% —12y2 —12x* + 12y2 =0

oldugundan dolay1 harmonik bir polinomdur (Y1ldirim 2005).

Ornek 2.13.5: @ ve ¥ harmonik polinomlar olsun. u = @¥ polinomunun hangi

durumda harmonik olacagini gosterelim (Anar 2005).

¢ ve ¥ harmonik olduklarindan A (¢) = 0ve A (W) =0 dir. Simdi hangi durumda
A (¢W¥) = 0 oldugunu gosterelim. u = @Y denirse,

02u+ +02u_ 0° (W) + ot 0?
0x,2 0x,2  0x,2 ¢ 0x,>

(o¥)

o ww |+ +—[— (¥ )]

6x1

0

6X1

w d |0 d w
A -(9) + 1( )]+---+E[a—%(@>+a< )]

0% w dp 0¥ d¢ 0¥ Y 0% op 0¥ dgp OV Y

= ot — o —— W+ + +
9x.2 ¢ T ox 0%, ox 0%, T Pox,2 Oxg® | 0%q0%q  0%q0%q | 0xg2

%@ %o dp OV A 0¥ ENY RRNY
B PR o) L oo val S e vl Il FTr i P
1 q Xl Xl Xq Xq xl xq
N 9 W ¢ 0w
—(pA‘P+2[a al+ oxq 0% ]+‘PA<p
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olur. ¢ ve ¥ harmonik olduklarindan A (¢) = Ove A (¥) = Odur.

de 0¥ de 0¥ e L . . o
6_)((‘)16_)(1 et O_’ZE = 0 esitligi saglandigi zaman u = ¥ polinomu harmoniktir.

2.14. Poliharmonik Polinomlar

Tamim 2.14.1: p > 2 olan bir tamsay1 olmak {izere

ru= (L4t ) u=0 (2.29)

0x,2 dx,2

denklemine poliharmonik denklem, bu denklemi saglayan fonksiyonlara poliharmonik
fonksiyon ve bu fonksiyonlarin polinom olanlarina da poliharmonik polinom
denilmektedir. p = 2 hali biharmonik olarak bilinir. Ayrica, A Laplace operatoriiniin
(2.29)’daki kuvvetleri

APu = A(AP7Iu); p=1,2,... (2.30)
seklinde tanimlanir (Cevik 2004).

Harmonik her polinom ayni zamanda poliharmoniktir. Ciinkii P harmonik ise AP = 0

olacagindan dolay1p = 2 igin
APP = APT1(AP) = AP71(0) = 0; p = 2,3, 4, ... saglanmaktadur.
2.15. Kiiresel Koordinatlarda Laplace Denklemi ve Harmonik Polinomlar

x =r sinfcos@, y=rsinf sin@, z = r cos 8 olmak iizere (2.30) ile verilen kiiresel

koordinatlarda Laplace denklemi,
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_ov o oV

AV
oz " ayz Va2

ve buradan

6(26V)+ 1 6(_06V>+ 1 62V_0.
or r or sin 8 90 st 00 sin2090g2 "’

0<0<m0<P<2m (2.31)
elde edilir. Bu denklemin V (r,0,8) = R (r) F () T (6) seklindeki ¢6ziim kiimesi de
degiskenlerin ayrilmasi yontemiyle hesaplanabilir. V (r,8,8) = R(r) F (®) T (8)

ifadesinde gerekli diferansiyeller hesaplanip (2.30) esitliginde yerlerine yazilirsa,

(rZR’)’+ 1 (sinGT)’+ 1 F"

R sin 6 T sin26 F 0
elde edilir. Buradan
(r?r"’ 1 (sinfT)’ 1 F"
_— - + _— -
R ¢ sin @ T sin%6 F ¢ (2.32)
denklem cifti elde edilir. Ilk esitlik asagidaki gibi yazilabilir.
72R™"+ 2R’ -cR=0 (2.33)

Burada (2.33) esitligi R = r* seklinde 6zel ¢oziime sahip Euler denklemidir.

AA=1+21—c=0

AA+1)—c=0
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seklindedir. ¢ = n (n+ 1) segilirse A = nve A — n — 1 ¢éziimlerdir. O halde buradan
(2.32) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii v™ ve =™ dir. (2.33)’nin ¢dziimii,

c;1 ve c, keyfi sabitler olmak iizere,
R(r) = c;r™+ cr ™1

seklinde olur. Polinom ¢oziimler i¢in A = n pozitif tamsay1 olarak alinir. (2.32)’deki

ikinci denlem ise,

rn

sinf @ +n (n+1) sin?6 + F? =0

seklindedir. Burada d = —m?sabit alinirsa
Fr-dF =0 (2.34)
da . dT m?2 _
sin E( sin¢ E) + {n(n + 1) - SinZQ} r=20 (2.35)

denklem ¢ifti saglanmalidir. (2.34)’iin genel ¢6ziimii k,Vve k, keyfi sabitler olmak tizere,

ki cosm® + k,sinm@,m #0

F(©) =|
olur. (2.35)’de x = cos6@ ve T(0) = y (x) olarak alinirsa denklem asagidaki sekle

doniistir.

2

(1-x%) &y 2x 2+ {n(n +1) - :XZ}y =0 (2.36)

dx? dx
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Bu diferansiyel denklem Gelistirilmis Legendre Diferansiyel Denklemi olup genel
¢coziimii B (x) ve QI (x) genelletirilmis Legendre fonksiyonlar1 ve A; ve A, keyfi

sabitler olmak tizere,
T(6) = AR (cosB) + A,Q(cosB)

elde edilir. Boylece R® de, kiiresel koordinatlarda Laplace denkleminin degiskenlerine

ayrilabilir ¢6ziimii n ve m # 0 keyfi sabitler olmak tizere,
V(r,@,0)=(cir™ + co v ™ 1) (ky cosm@ + k, sinm®) [A;P"(cosO) + A,QM(cosh)]

elde edilir. m tamsay1 olmak tizere (2.36) denklemine

y= (1-—x?%) %v, |x| < 1 doniisiimii uygulanirsa bu denklem,
1—=—x)y"— 21 +m)xy) +(n—-m)(n+m+1)y=0 (2.37)

sekline doniislir. Bu denklem n — m pozitif bir tamsay1 oldugunda polinom ¢oziimlere

1
sahiptir. Bu polinom ¢oziimler C:ln_ t,zl (x) ultra kiiresel harmoniklerdir. Gosterildi Ki,

x = cosfO ve 0 < m < n olmak iizere;

m 1 m 1
™ (1 —x?) 7C::,21 (x) cosm@ ver™ (1 —x?) 7C::21 (x) sinm@

Laplace denklemini saglar (Andrews et al. 1999).

2.16. Laplace Operatoriiniin Bazi Ozellikleri

Teorem 2.16.1. Q cR"de u,v € C? (Q) olsun. O taktirde
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ou @
A(uv) = 1a 7 (uv) =vA(w) +ud(v) + 237, a: a;]

dir (Cevik 2004).

Ispat:

ve

Ju ov

seklindedir. Buradan

AC z ( )= z 62u+ azvzau v
w) w £ ”axf ”axl? dx; 0x;

=1

= vA(u) + uA(v) + ZZ ou Bv

(2.38)
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elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.16.2. Q cR"de u € €? (Q) harmonik bir fonksiyon ve

1

n 2
_ 2
r = X;
i=1

olsun. O taktirde m herhangi bir reel say1 olmak iizere

n
A™w) =m(m +n—2)r™2u + 2mr™2 z x, 24 (2.39)

=1 0%
dir (Cevik 2004).

Ispat: Teorem 2.38 ile verilen

Ju dv

n
A(uv) = vA(u) + uA(v) + 2 Z ox, ox,
=

esitliginde v yerine r™ konulursa

n
du ar™
A(rmu) = TmA(U) + UA(Tm) + 2 Z EW (240)
i=1 v
elde edilir. Diger yandan
ar™ ar X;
=mrm 1l — = mr™ 12 = ™2
axi axi r
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a’r™ 0 <6rm)_ 0 ( m-2)
9x?  ox\ox;)  ox ot

mr™ 2 + m(m — 2)x;r™ 3 —

axi

mr™ 2% + m(m — 2)xfrm*

seklindedir. Buradan

9%rm

A(r™) = = z:[mrm_2 +m(m — 2)x2r™*]

n

mr"™ 2 + m(m — 2)rm* Z x?

i=1

Il
F'Mz
ey

= mnr™ 2% + m(m — 2)r™ *r?

=mnr™ 2+ m(m — 2)rm2

=mn+m—2)rm2

ve

n n

du ar™ du Ju
—_— = mx; rm—2 -— = mrm_z P

- (')xl- (')xi - 6xl- i

i=1 =1

seklinde bulunur. u harmonik fonksiyonu i¢in Au = 0 oldugu dikkate alinarak yukarida

elde edilen sonuglar (4.2.3) de yerine yazilirsa,

n

AC™ =mn+m—2)r™2u + 2mr™? Z
i=1

ou
Xi axi
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bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.16.3. Q cR" de u; € C?(Q) A —ymc1 dereceden homogen harmonik bir

fonksiyon ve

olsun. Bu durumda, m herhangi bir reel say1 olmak {izere

A(r™uy) = m(m +n + 21 — 2)r™m 2y, (2.41)

dir (Cevik 2004).

Ispat: A-inc1 derecenhomogen u; harmonik fonksiyonu, Euler teoreminden dolay1

aul

n
i=1%i g

= A, (2.42)

esitligini gercekler. Bu sonug dikkate alinarak (4.2.2) de u yerine u,; konulursa

Ar™uy) = m(m +n — 2)r™ 2y, + 2mr™ 2y,

=m(m+n+ 21— 2)rm 2y,

bulunur. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 2.16.4. A Laplace operatorii ve
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d
i Xigo =T (2.43)

olmak lzere
AT = (2+T)A (2.44)
dir (Cevik 2004).

Ispat: Teoremin ispatin1 6nce n = 3 i¢in yapalim. Bu durumda x; = x,x, = y,x3 = 2z

konularak
0?2 0?2 0?2
A=
022 T ay2 T o2
ve
p_ 0,9, 3
~ox Yoy " %4z

almabilir. T operatoriine A Laplace operatorii uygulandiginda

AT = 02+62+62 +(a+ a+a>

~\0x?  09y?  0z2 X ox yay 29z
_62<6+ 6+6)+62(6+ 6+6)+62(6+ 6+6>
~ oxz " ox yay 29z dy? X ox yay 292) T 922\" ox yay 29z

_6{6( 6+ 6+ 6)]+6[6( a+ 6+ 6)1
“oxlox Fax T Yy T %6zl Taylay Fox T Yoy T “az

+a[a( a+ a+ (3)]
0z loz xax yay 29z
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0 6+ 62+ 62+ 02 +6 02
~ox\ox " P oxz yaxay 2 9xoz dy xaxay

Lo o o @
92\ oxdz T Y aydz T 9z a2

02 2  2* 0 E
= <ax2 Tz T o TV axzay T Zaxzaz>

23 02 0?2 03 23
+ (x d0x0y? + dy? + dy? + y0y3 + Z0y262>

3 93 9 92 93
* (x 9xdz2 | 9ydz% | 922 | 922 ' L 0z3 >

=2 62+62+62 +a 02+62+62 +
©T\ox?  9y?  0z2 *ox \ox2 dy?  0z2 yay

N 0 62+62+62
292\ ax2 dy?  0z?
_ a @  a\( 8% , 22 , 82
=2+t +3) Getaeton)

=(2+T) A

bulunur. Bu ise n = 3 i¢in ispati tamamlar.

9]

0

02 92
+E+}/a—yz+zaxay>

9% 9%  0?

[

d0x? + dy? + 0z?2

Simdi de ispat1 n i¢in yapalim.Q  R™ de « € €3 (Q) olsun. Bu durumda

AT u = A(Tuw)

)
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i
=1 J=1izj

n

n n n
3 Z 0 | ou +z u | z 0?2 N 0 Z 0%u
- L axl- Oxi 4 X 0xl-0xj B : axlz 0xl- . % Oxl-axj

n n n n

za Z@ ou _Za Z 0%u +6u+ 0%u

Liox; |Luox\Tox; )| T Luox | £a \Yoxax) " ax " ox?
d

=1 j=1

n 2 2 3

Z 0“u 0°u z 0°u
dx? = ox? 70 x?0x;

i=1 j=1

Il
Q|
N
ﬁio §
+
M:
//
R
o3}
Kl
N~
RS
Q|
N
><N| g
N~

Il

[\S)

+
1=
=
S
Q|
3% g?

= (2+T)Au

Yazilabilir ki, buradan



43

AT = (2+T)A
sonucu elde edilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 2.16.5. m herhangi bir reel say1, p > 2 olan bir tamsay1 ve

n

Z d =T
¢ axi_
i=1

olsunlar. Bu takdirde
m—2j+n-2+2T=T, ; j=01.,p—1 (2.45)

olarak tanimlanan T; operatdrleri operatdr garpimina gore degisme Ozelligine sahiptir

(Cevik 2004).

Ispat: k # [ olmak iizere j = k ve j = [ i¢in karsilik gelen operatérler sirasiyla
Ty =m—-—2k+n—2+2T veT;,=m—2l+n—2+2T

olsun. Bu durumda « € C? (Q) olmak iizere

(T T)) u=T} (Tyu) = (M-2k+n-2+2T) [ (m — 21 + n — 2 + 2T) u]

= (m—-2k+n—-2+2T)[((m—-2l+n—2)u + 2Tu]
= (m-2k+n—-2)[((m—-2l+n—2)u+2Tu] +2T[(m — 2l +n — 2)u + 2Tu]
=(m-2k+n-2)[((m=2l+n—-2)ul+ (m—2k+n-—2)(2Tu)

+2T[(m = 2l + n — 2)u] + 2T(2Tw)
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=(m-2l4+n-2)(m—-2k+n—-2)u+2T(m—-2k+n—-2)u
+(m—-2l+n—-2)2Tu) + (2T)(2Tw)
=m-=-2l+n—-24+2T)(m—-2k+n—-2)u+ (m—2l+n—-2+2T)2Tu
= (m-2l4+n—-24+2T)[(m -2k +n—2+2T) u]
=T, (Trw) = (TiTy) u
elde edilir. Buradan

T.T, = T,T,

oldugu goriilmektedir.

k = I durumunda ise asikar olarak saglandigindan T; (j = 0,1, ..., p — 1) operatdrlerinin

carpima gore degisme Ozelligi vardir.

Teorem 2.16.6. A Laplace operatorii olmak T;(j =0,1,..,p —1) ler (2.45) ile

tanimlansin. Bu durumda

ATy = (4+T)A; (j=01,..,p—1) (2.46)

dir (Cevik 2004).

Ispat: u € C3 (Q) seklinde bir fonksiyon ve (j = 0,1, ...,p — 1) icin

AT)u=A(Tu) = Al(m—2j+n—2+2T) u]
=Al(m—-2j+n—-2)u] +AQ2Tuw)

=(m=-2j+n—-2)4u+ 2(AT)u
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bulunur. (2.16.4.2) esitliginden AT = (2 + T) A4 oldugu dikkate alinirsa, bu durumda

(ATj))u=(m—2j+n—2)Mu+2[(2+T) Alu
=(m-2j+n—-2)Au+ (4+27) Au
=4+ (Mm—-2j+n—-2+2T)]Au

= (4+Tj)Au
olur ki buradan (j = 0,1, ...,p — 1) igin
AT; = (4+T) A
sonucu elde edilir.

Teorem 2.16.7. « € C?P(Q) harmonik bir fonksiyon ve p>2 olan bir tamsay1 olmak

luzere

AP (r™a) = 2P [0 (m — 2j) (m —2j+n—2+2%" % %)u (2.47)

dir (Cevik 2004).

Ispat: Teoremin ispatinda tiimevarim metodu kullamlacaktir. Belirtelim ki, (2.46)

esitligi, (2.46) kullanilarak
A(r™u) =mr™ 2 (m+n—2+2T)u (2.48)

seklinde de yazilabilir.
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Timevarim metoduna gore ilk olarak, p=2 i¢in (2.47) ifadesinin dogrulugunu

gosterelim. (2.48) esitliginin her iki yanina A Laplace operatori uygulanirsa

A[A (r™a) 1= A [mr™ 2 (m 4+ n — 2 + 2T) u]

A% (r'™a) =m (M+n-2) A(r™ 2u) + 2mA(r™2Tu) (2.49)

elde edilir. (2.48) de m yerine (m-2) alinirsa

Ar™2uw)=(m—2)r"* (m—-2+n-2+2T) u (2.50)

bulunur. Ayrica Teorem (2.41)’den ve w fonksiyonu harmonik oldugundan dolayi

Au=0 olup

A (Tw) = (2+T) Au=0

dir. Buradan T« nun da harmonik bir fonksiyon oldugu goriilmektedir. T2« nun
harmonikligi gbz oniine alinarak (2.48)’de m yerine m — 2 ve u harmonik fonksiyonu

yerine de Tu konulursa

AG@E™2Tu)=(m—2)r"*(m—2+n-2+2T)Tu (2.51)

elde edilir. (2.51) ve (2.50) ifadeleri, (2.49) de yerine yazilirsa

A2 (rmuw)=m(M+n-2) (m—2) ™ * (m—-2+n—-2+2T)u
+2m(m—-2)r™* (m—-2+n-2+2T) Tu

=m(m—2)r""*(m—2+n-—2+2T) (M+n-2+2T) «
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bulunur.

konulursa

n
d
22(r"™u) = ™ *m(m - 2) (m —2+n-2 + sziﬁ>
i=1 ‘

n
d
<m+n—2 + 22x0—>

i=1

elde edilir. Esitligin sagindaki operatorler Teorem 2.45’den dolay1 degisme 6zelligine

sahip oldugundan

A% (r™au) =

n
d
™ 4m(m — 2) m+n—2+22xl m—2+n—2+22xi— u
6 = 6xl-
l:

bulunur ki sonug¢ p = 2 i¢in (2.47) ifadesini gergekler.

p — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani

AP~ (r™my) = ym=2(-1 ]_[p 2(m 2])( —2j+n—-2+2Y" 1xlaa )u, (2.52)
dogru olsun. Burada (2.43) ve (2.45) esitlikleri kullanilirsa

AP (M) = rm 2P Um(m — 2) ...(m — 2(p — 2))ToTy ... Tp_p % (2.53)

elde edilir. Bu esitligin her iki yanina A Laplace operatdrii tekrar uygulanirsa
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A[AP7Y (M) ] = m(m — 2) ... (m — 2(p — 2))A[ r™ 2P~V T, . Ty ] (2.54)

bulunur. Diger yandan Teorem 2.46’dan dolay1

AT; = (4+T)) A; j=01,..,p—1

oldugundan

A TOT1 Tp_3Tp_2 = (4 + To) ATl Tp_3Tp_2

(4+To) (4+Ty) . (4+Ty_3)AT,_,

(4+Tg) (4+Ty) . (4+Tp3) (4+Tp_p) A

yazihabilir. « fonksiyonu harmonik oldugundan A« = 0 olup

AToTy . Ty = (4+ To)(A+Ty) .. (4+ Tp_p)Auw = 0

olarak bulunur. Buradan T,T;...T,_« nun da harmonik oldugu goriilmektedir.

Dolayistyla ToT ... T—p4 nun harmonikligi dikkate alinarak ve (2.48)’den yararlanarak

A[rm= 2P DT T, LTy pu] =

=(m-2(p—D)rm 2P V2 (m—-2(p—1) +n—2+ 2T, T; ... Ty_yu (2.55)

bulunur. m-2(p—-1)+n—-2+2T =T, dir ve j=0,1,..,p—1 igin T; ler
degisme 6zelligine sahip oldugundan (2.55) esitligi,

Alrm 2Dy LTy pu| = (m—2 (p — 1) )r™ 20~ D27 T, T, ,T,_1u
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seklinde yazilabilir. Bu sonug (2.54)’de kullanilirsa

AP(r"™u) = m(m —2) ... (m —2(p — 2))
(m—2(p—1)rm2e-V27T, . T, ,T, 1u

=m(m—2)..(m—2(p —1)r™2PTTy ...Tp_qu
p-1

=rm-2p H(m —2)T; |u
j=0

bulunur. Burada

n

2 0
Tj=m—2j+n—2+2T,T= xl-a;j=0,1,...,p—1
i

i=1

alinirsa
p-1 n P
AP (r™u) = rm‘“l_[(m— 2j) (m— 2j+n—2 +22xia>u
j:O i=1 t

elde edilir ki bu sonu¢ (2.47)’nin kendisidir. Yani, p — 1 igin dogru oldugu kabul
edilmis olan (2.47)’nin p i¢in de dogru oldugu goriiliir. Boylece tiimevarimla ispat

tamamlanmuistir.

Teorem 2.16.8. u; € C??(Q), A —ymnc1 dereceden homogen harmonik bir fonksiyon ve

-5

i=1

olsun
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p—1
AP (r™yy) = rme2P n(m —2)(m—2j+n—2+20)wy

j=0

(2.56)

dir (Cevik 2004).
Ispat: 1 —yinc1 dereceden homogen u,; harmonik fonksiyonu, Euler teoreminden dolay1

n

Zx-%/lu

=1

esitligini  gergeklestirdiginden bu sonug Teorem 2.16.7°deki (2.47) esitliginde

kullanilirsa
p—1
AP (r™Muy) = r™m2p n(m —2j))(m—=2j+n—-2+21)uy
=0
elde edilir.

Teorem 2.16.9.j = 0,1,...,p — li¢in uy, € C*(Q) ler, A; —ymc1 dereceden homogen

harmonik fonksiyonlar olmak iizere

p—1
wy = ) r¥uy,
j=0
ve
p—1
w, = T.Zj n+2—2/1]u }
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fonksiyonlart APw = 0 denkleminin ¢6ziimleridir (Cevik 2004).

Ispat: Teorem 2.16.8’deki

p—1
AP (r™yy) = 2P n(m 2 (m—2j+n—2+2Du

J=0

esitliginde A yerine A;, sirastyla m yerine 2j ve 2j — n + 2 — 24; alinirsa

AP (r2uy,) = 0; My, =0;  j=01,..,p—1
ve
AP (r2im 22y, ) = 0; Aup, = 0;j=0,1,...,p—1

bulunur. Buradan gériilmektedir ki, j = 0,1, ...,p — 1 igin rzju)lj ve r

(2.57)

(2.58)

2j—n+2—2)1ju)l
j

lerin her biri APw =0 denklemini saglar. Bu denklem lineer oldugundan j =

0,1,..,p—1i¢im AuAj = 0 olmak tizere,

p—1

— 2j
wy = Z r JuAj
j=0

ve

— \VP-1_.2j—n+2-21;
W, = ZjZO r J ]u/-{j

fonksiyonlart APw = 0 denkleminin ¢6ziimleridir.

(2.59)

(2.60)
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Teorem 2.16.10. APw = 0 poliharmonik denkleminin w = r™ (m herhangi bir reel

say1) tipindeki ¢oziimleri, A; ve B; ler keyfi sabitler olmak {izere

p-1
wy = 2 Air¥
j=0

ve

p-1
w, = Z Bjr2]—n+2
j=0

seklindedir (Cevik 2004).

Ispat: u = 1 harmonik fonksiyonu 0. Dereceden homogen oldugundan, (2.57) ve (2.58)

esitliklerinde Uy, = 1 ve A = 0 alinirsa sirasiyla
AP(r¥) =0 ; j=01,.,p—1ve
AP(rEm+2) =0 j=01.,p—1

olacaktir. Buradan goriilmektedir ki j=0,1,..,p—1 i¢in r¥ ve r2-"+2
fonksiyonlarmin her biri APw = 0 poliharmonik denklemini saglar. APw = 0 denklemi
lineer oldugundan bu ¢o6ziimlerin lineer kombinasyonlar1 da denklemin ¢oziimleridir.

Bu durumda APw = 0 denkleminini ¢oziimii,

p—1 p—1
w= Z Ar + Z Bjr2i—n+2 seklindedir.
7=0 7=0
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. ) - Hiper Kiiresel Harmonikler

Prof. Dr. thsan DAG ¢alismasinda (1973) 3 - Hiper Kiiresel Harmonikleri asagidaki

gibi inceledi.

Tanim 3.1.1.

d k; 0
z <ﬁ + _l_> V(xlixZi"' xn+2) = 0, (kl € R)
1

X Xi axi

(3.1)

denkleminin p. dereceden homojen polinom olan bir ¢oziimiine B, (x1, X3, Xp42)

denirse ve bu polinom,

( X, =71 cosby,
X, = rsin @4, cos 6,,
X3 = rsin @4, sin 6,, cos 63,

X, = 1rsinf4,sin 0, -+ cos b,
Xp41 = 7rSinfq,sin 6, -+ sin 6, cos @3,
\ X,,4+2 = 7 sin 6, sin @, -+ sin 6,,, sin ¢,

(0 é 9] é T, _] = 1F2F...Fn)l
0= ¢ < 21) (3.2)

kiiresel koordinatlar cinsinden ifade edilirse,

Pu (le"'r xn+2) = T'HY”(Hl,”’, O, (p)

(3.3)
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elde edilir. Bu sekilde olusan Y, fonksiyonuna Y -Hiper Kiiresel Fonksiyon denir.

Laplace denklemi n + 2 (n > 0) degiskenli olarak ele alinir. n + 2 boyutlu kiiresel
koordinatlarda (3.1) denklemi (3.2) bagintilar1 yardimiyla;

( rzaz—V+r(n+1+k +e +k )a—V+
or2 1 n+2 0
2 ov
+£ + (n— kytg?0; + ks +++ +kpyn) cotgt9la—91
1 0%V
+szg1 602 + (n—1—kytg?0, + kg +-+ +ky,,) cot go, 5_Qzl
{ + .....................................................................................................
1 0? )
S0, 570, IGBZ +(n—j+1—kjtg?6; + kjq +- +kni2) cot gb; 09,l
+ ............................................................................................................................
1 2%V 5 ov
SInZ6. - sin6. laerzl + (1 = kntg?6, + kpyq + knyp) cot g6, 30 l
1 9%V , 9
L +sin291 e sin?6,_, [agpz + (1 — kn41tg°@ + knyo) cot go %l =0

(3.4)

seklini alir.

Y, fonksiyonu 6,,-+, 8, ¢ degiskenleri cinsinden bir polinom olup B, fonksiyonunun
r=1 yarigapli S hiperkiiresi lizerinde aldig1 degerdir. Eger P,polinomuna Lord Kelvin
teoremi uygulanirsa S kiiresinin diginda tanimlanan bir Q,, »-hiperharmonik polinomu

elde edilir. Yani,

- n+2k Xn42
Qll(xll.nl xn+2) =T (n+2 l) (TZ P TZ

bulunur. Ayrica B, niin homogenligi nedeniyle



55

n

1\#
Qu(x1,”',xn+2) = (i) (r_2> ' P#(xl'"" Xn+2)
yazilabilir. B;niin (3.1.1.3) degeri hesaba katilirsa @, fonksiyonu su sekil alur:

Qu(xli"'i xn+2) =

r—(n+2?=+12 k;) . Yu(gl""' Hn» (,0) (3.5)
Y, fonksiyonu @, niin r=1 yarigapli S kiiresi lizerindeki degerini temsil etmektedir.
Pﬂ (xl,"', xn+2) = ruypt(el""' On) (p)

fonksiyonu bir )- homogen harmonik polinom oldugundan (3.4) denklemini
gergeklemesi gerekir. Demek ki (3.4)’de V = r*Y), yazilarak denklemin her iki yan1 r#

ile boliiniirse ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

( pp+n+ky +o +knp) Y +
0%Yu 5 aYu
+ 6912 + (n - kltg 91 + kz +-- +kTL+2) COthla—gl
1 62Y,u aY,LL
sin291 l 6922 + (Tl -1- k2t9292 + k3 e +kn+2) COthZE
 teteteteteeteeetrteteeeeeeeaeeeeeeteteteteaeae st tatatatateaentttatatanenentattatntataranansnrnrnnns
+(n—j+1—kitg?6; + kjyq + +k tg0;, —
sin?6, ---sinzej_llaejz (n—J jtg 0 T Kja n+2) cot g6 36,
N
! azY#+(1 k,tg?6, + k,.q + k) cot any
Sinzel ves Sinzgn_l 69,% ntgd~On n+1 n+2) COLgU, agn
1 0°Yu oYy
—kns1tg*p + k tgp— 3.6
\ -l_sinZH1 ---sin29n[a<p2 + (kn41tg%¢ + kns2) cot gg 39 (3.6)

elde edilir. Simdi (3.6) denkleminin u ve P; (j = 1,---, n) pozitif tam ve



Baglantilar1 i¢in uygun sayilar olmak tizere,
Y, = (sinB1)"16,(cosH,) - (sinB,)r6,(sinb,) P (p) (3.7)
seklinde ve }-hiperkiiresel fonksiyon dedigimiz bir ¢oziimii aranmalidir.

¢ yalmiz ¢ nin'Y, de 6,,, 6, nin fonksiyonlar1 olmak iizere, (3.1.1.6) da ¥, = Y, ¢

yazilirsa ve gerekli sadelestirmeler yapilip denklemin her iki yan1 Y, ¢ ile boliiniirse,

ulu +n+ky + +kyip)sin?6; +- sin?é,

02%Y, v, 11 ,
+ | =+ (n — k1tg?0; + ky ++-- +kp4,) cOt g0y — 30 —sin?0,; - sin?0,
1

062 Y
+ ........................................................................................................................
9%Y, , )1, ,
+ |32 2+ (n—j+1—kjtg?6; + kjyq ++ +kpy,) cot gb; 3g. |y Sin®6; -+ sin®6y
j j1in
PN
0%y, ) v, 1
+ 262 + (1 — kptg®6, + kpyq + kyyp) cot g6, — 26, Y—sm 0,
0%y, X
ozt (—knt1tg“@ + kn.2) COthDn% 5 (3.8)

denklemi elde edilir.

(3.8)’de ¢ ye bagh terimleri ikinci tarafa gegirilirse denklemin iki tarafi farkli

degiskenlere bagh bulunurlar. Yani bir sabite esit olmalari gerekir. Bu sabit

Pn (Pn + kn+1+kn+2)

seklinde secilir. Boylece,
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( pu(u+n+ky +- +k, . 5)sin?0, - sin?6,,
0%Y, aY,] 1
+ a7 + (n — kytg?0; + ky +-- +kn+2)cotg91a—01 Y—sinzé)l .- sin%0,
1 n
+ ........................................................................................................................
0%y, oY) 1
3 + lagzn +(n—j+1—kjtg?0; + kjyq + +kpnyy)cotgb; a—;ly—sinzé)j .- Sin?0,
J A RED
+ .......................................................................................................................................
0°%Yy , ) A E
+ 362 + (1 —k,tg®0, + kpyi + kn+2)cotgenﬁ Y—nsm 0,
\ =B (P4 kny1 H kny2) =0 (3.9)
ve
., d*¢ ) . d¢
sin <Pd—<p2 + (=kpi1tgce + kn+2)sm<pcos<p%
+P, (P + kpyq + kn+2)5in2(p¢ =0 (3.10)

seklinde iki denklem elde edilir.

Simdi (3.9) denklemini ele alinarak ve bu defa

Yo =Yn 1(01,,0n-1) (sinBp) Pnn(COSHn)

yazilirsa gerekli sadelestirmelerden ve denklemin her iki tarafimin sin®6, ile

bolinmesinden sonra,
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( ulp +n+ ky ++ +kyip)sin?0; + sin?6,_,
02Yy,_ =W Y,_4] 1 _
+ + (n— kitg?0; + k, ++ +kp45)cotgh, sin%6, -+ sin®0,,_,
+ ......................................................................................................................................
[92Y,,_, v, ] 1
+ 697;2 +(n—j+1—kjtg?6; + +kn42)cotgh; 62]- v 20; ++ sin®0,_4
< + ......................................................................................................................................
'62Y 2 aYn—l 1 2
+ 69]-2 + (2 —kp_1tg®6,_1 + ky, +- +kn+2)cotgen_1Wn_1 v sin“6,_,
228, 5
+ 907 "+ (2B, + kntg?0, + ke +kn+2)cotgt9n 09 —
B,(P + k +k
+P,(B, — kntg?0, + kpyq + kpyo)cotgf, — B, — n( n n+2) =0,
\ sin?0,
elde edilir. (3.11)

(3.11)’de 6,, ye bagl terimler ikinci tarafa gegcirilirse birinci tarafta 6;,0,,,6,_; €
bagl ifade kalir, yani elde edilen esitligin iki yam1 ayr1 ayr1 degiskenlere bagh
bulunurlar, demek ki bir sabite esittirler. Bu sabit bu defa

Pn—l (Pn—l +1+ kn + kn+1 + kn+2)

seklinde secilip gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra asagidaki denklemler elde

edilir:
( pu(u+n+ky+ +ky,y,)sin?6, - sin?6,_,
0°Yn 0Yp— . )
+ [ 622 f+ (0= kytg?0y + ky +o +kyiz)cotghy =% 1] Yl sin?0; - sin%0,_,
1 n-1
LR R R R R TP R
aZYn 1 2 6Yn 1] 1 .2 2
1—k;tg®0; + k k t 0 - On-
{ +[ 207 +(n—j+ tg“o; + ~ +kpy2)c0 g9; 2, v, Sin"6; - Sin"Op_y
S g P PSS PP ST PO
0 Yn 1 _ 2 aYTL 1
+ [69721_1 + (2= kp_1tg“O0y_q + ky ++- +kp5)cotgh, 159, ]Yn 1sm 20,4

\ —Pr (Bt knyy + kpi2) =0 (3.12)
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d’ B, , de,
P TY “+ (2P, +1—k ntg“ 0, + knyq + kpnyo)sing, cosl, — d@

+(Pypey —P)(Py_y + P+ 1+ k, + kpyq + kyip)sin?6,8, =0 (3.13)

sin?0

Bu isleme ayni tarzda devam ederek 6;li terime sira geldiginde

Y = Y1 (61, 6-1) (sin6)) /8 (cos6))

Yazilirsa denklem su sekle girer:

( u(u +n+ky + +kpip)sin®6, - sin®6;_4
0%Y;_4 W] 1 .
+ 307 S+ (0 — kytg26, + ky 4+ +kpyp)cotgh —— R 6, - sin?6;_4
+ ......................................................................................................................................
02Y aY;_ 1
) + 6912_1 =+ (n Jj+2—kj_ 1tg%o 1+ ki+ +kn+2)cotg 169 7 sm 01
d2
+|—=2+ (2P +n—j+1—ktg?6; + kjq +- +kn+2)cotg )
d9 d@
P(Pi+n—j+k +---+k
| BB+ kit + g e i) = B = G jsmzfgl ni2)
J

(3.14)

Yukarida yapildig: gibi (3.1.1.14) de 6; li terimler ikinci tarafa gecirilir ve keyfi sabit

olarak Pj_l(Pj_l +n—j+1+ki+- +kn+2) alinirsa,

( p(p+n+ky +o +kpyo) sin?6y - sin®6;_4
0%Y;_4 an_l 1 ,
+ > Lt (n— kytg?0, + ky ++ +kpyy)cotgh, —sm 20, + sin®6;_4
067 20, |Y_
< LR T T TR PRy
62)/j—l . 2
+ PV + (n —J+2—kj_1tg°0;_1 + k; +-- +kn+2)cotg 1 69 —sm 9]
-1
L —Pi(Poy+n—j+1+kj++ +kpy) =0 (3.15)

ve
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-, 470 ) eluf
sin’6; a6? L+ (2P +n—j+1—kjtg?6; + ki1 + kpy2)sindjcos8; — d@

+(Poy —P)(Poy + P+ n—j+ 1+ kj + +kny2)sin®6,8, =0 (3.16)

denklemleri bulunur. Nihayet ayni isleme devam edilirse sadece 8, ¢ bagli terimler kalir
ve keyfi sabit olarak P;(P; + n — 1+ k, +--+ +k,,4,) secilmesi gerekir. Boylece

( u(u+n+ky + +kpip)sin®6;

d?m, 5 ag;| 1
+ Ly (2P +n—k.tg°6; + ky ++++ +ky,)cotgh; — a8, sm 29,

d62
| +[P1(P1 + n— 1 - kltg 91 + kz + +kn+2)C0tg 01 - Pl]Sln201
_Pl(Pl +n—-1+ k2 +--- +kn+2) =0 (317)

veya gerekli bazi sinirlama ve sadelestirmeden sonra,

d*n, dn,
Ly (2P, + n— k tg?0; + ky +++ +kpip)sinfd,cos0; —
do? d6,

+(,u_P1)(,u+P1 +Tl+k1 + +kn+2)51n61-1 —_ O (318)

sin?0,

elde edilir. Goriiliiyor ki yukarida uygulanan islem yardimiyla (3.6) denkleminin kismi
tirevli denklemi (3.10) , (3.13) ,..., (3.16) ,..., (3.18) denklemleri gibi n+1 tane adi

difrensiyel denkleme indirgenmis bulunmaktadir. Bunlardan 6; degiskenine ait olan

(3.16) denklemi genel sekilde oldugundan bundan sonraki islemler sadece (3.16) ve
(3.10) denklemleri iizerinde yapilir. (3.16) ve (3.10) denklemlerine de sirasiyla cos6; =

¢j,cos@ = A doniigtimleri yapilirsa,

27

51(1 - EJ) d{:Z
+(P_y = P)(Poi+Pi+n—j+1+kj++kn)§B, =0 (3.19)

2p

d=n
+[ki— (2P +n—j+2+k +- +kn+2)€f]
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ve

d? de
+ [kn+1 - (1 + kn+1 + kn+2)2] T

(1 — 82) —

+P (B + kn1 + kni2) B =0 (3.20)
denklemleri elde edilir.

(3.19) ve (3.20) denklemlerinin ¢6ziimlerinin bulunmas: igin bu denklemlerin

hipergeometrik denklemlere doniistiiriilmesi gerekir.
F=1-x,02=1-y

seklinde degisken degistirmelerin bu amaci sagladigi goriiliir. Gergekten yukaridaki
doniistimler yardimiyla (3.19) ve (3.20) denklemleri asagidaki sekilleri alirlar.

d?m;
x](l _x]) deZ_ \
dm;

dx]'

1 . .
+o[(2P +n—j+ 2+ kjpq o thnya) = (2Bn—j + 3+ kj ++ ki) 1]

2Py = B)(Poy + P A=+ 14 kg o +hi) B = 0 321
ve

d2¢p 1 do
y(l - Y)d_yz'l' E[(l + kn+2) - (2 + kn+1 + kn+2)3’]@

+ 3PP+ Ky + Knia)p = 0 (3.22)

seklinde elde edilen bu son iki denklem birer hipergeometrik denklemdir. Biraz sadelik

olusmasi i¢in,
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1 1
Bi=5(Pia+ B+ m) b =5 (Pt knss + knyz2)

1 1
B; = E(zpj +2+mjq)c= 5 (L +kni2)

(mj=n—j+1+kj+- +kyi,)

farz edilerek (3.21) ve (3.22) denklemleri tekrar yazilirsa,.

y(1—y) ‘57‘5 +[0—=(—a+b+1)y] % — (~a)bp = 0 (3.24)

denklemleri elde edilir.

Bilindigi tlizere (3.23) ve (3.24) denklemlerinin birer ¢oziimi sira ile (doniisiim

formiillerinden, x; = sin? 0;vey = sin?¢@ oldugundan hesaba katilirsa)

ve
¢ = F (—a,b; c; sin¢) (3.26)

hipergeometrik serileridir. Bu ¢oziimler,
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j * 0, —1, —2, yani ij + 2+ mj+1 * O, _2, —4,

ve

c#0,—-1,-2,- yani1l+ k,;,, #0,—2,—4,--

olmak sartiyla parametrelerin diger biitiin degerleri igin gegerlidir. (3.25) ve (3.26)
serileri 6; # §,<p =§ olmak {tizere degiskenlerin tanim araligindaki diger biitiin
degerleri igin yakinsaktirlar. 6;ve ¢ nin yukaridaki degerleri almalari halinde, yakinsak

¢ozlimler bulmak igin parametrelere bazi kosullar yiikklenmelidir. Soyle ki:

7T I3 I3
0; =5 igin -+ B — B, <0

p=x—1icin —a+b—-c<0

N

ise bu seriler mutlak yakinsaktirlar. Bu arada belirtilmelidir ki,

j — 0’_1’2’...; c = 0'—1, —2’...

olmakla beraber «; veya f; ve a veya b de tam sayular ise ve ayrica

=
lIA

—o;=0veyald; = ;=0

J j

ve

c=—a=0veyac=bh=0

kosullar1 da saglaniyorsa (3.25) ve (3.26) denklemlerinin ¢6ziimleri yine gegerlidir.

Ciinkii bu halde paylar paydalardan once sifir olacaklarindan serilerin herhangi bir
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teriminin sonsuz olmas1 tehlikesi yoktur. Seriler yine polinomlara indirgenmis

bulunurlar.

Ote yandan u ve P; (j = 1,2,:+-,n) lerin pozitif ¢ift sayilar olmalar1 halinde, (3.25) ve
(3.26) serileri yine birer polinomdan ibaret bulunurlar. Gergektenp ve P; lerin gift
sayilar olmalar1 nedeniyle, o;= %(Pj_l — Pj), a= %Pn dogal day1 olurlar; dolayisiyla
—; Ve — a negatif tam sayilardir. O halde hipergeometrik serilerin terimleri belli bir

siradan itibaren sifir olurlar. Boylece (3.25) ve (3.26) ¢oziimleri sira ile sinf; ve sing

ye gore P,_; — P; ve P,yinci dereceden polinomlardir.
Yukarida belirtilen hallerin disinda,
B =0,-1,-2,+; ¢c=0,—-1,-2,

olmasi halinde (3.1.1.25) ve (3.1.1.26) ¢oziimleri yerine

B, = (sin?6;) " VF(—o— B; + 1;2 — Bj; sin?6,) (3.27)
ve
¢ =(in?)1F(—a—c+1,b—c+1;2 —c;sin?p) (3.28)

ifadeleri alinir. Bu seriler de B; ve o nin tam say1 olmalar1 halindec; veya ; ve a veya

b de tam sayilar ise

1=s-o;=0;—1veyal=g;=0;—-1

ve
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1=-a=c—-1veyal=b=c-1

kosullar altinda polinomlara indirgenmis olacaklari asikardir. Ciinkii bu halde de belli
bir terimden itibaren serilerin paylar1 paydalarindan 6nce sifir olur. Béylece k;(j = 1,2,
-, n + 2) parametrelerinin biitiin reel degerleri igin (3.23) ve (3.24) denklemlerinin birer
¢Oziimiinii bulmak miimkiindiir. Caligmanin bu kisminin sonuglandirilmas: i¢in daha

once sozii edilen Y, ¥ —hiperkiiresel fonksiyonunun

n

Y, = ﬂ(sinej)Pj F (—;, Bj; Bj; sin®6)) F (—a, b; c; sin’e) (3.21)

j=1

seklinde oldugu belirtilmelidir. Dikkat edilecek olursal; ve ¢ nin polinom olmalar

halinde, (3.29) fonksiyonu da sin6; -+ sin,, sing ye gére u + P; +--- B, inci dereceden

bir polinomdur. Ayrica (3.3) ve (3.5) formiilleriyle tamamladigimiz, r yarigapli S
hiperkiiresinin sira ile i¢inde ve disinda ).-~homogenharmonikpolinom olan P, ve Q,

fonksiyonlar1 da agagidaki ifadelere sahip bulunurlar.
B, =1# H}?zl(sinej)Pj F (=, Bj; Bj; sin®6;) F (—a, b; ¢; sin®) (3.30)

n+2

n
Q.= r-(n+u+ZE k) H(sinﬁj)PjF( —;, Bj; B;; sin*6;)F(—a, b; c; sinp) ~ (3.31)
j=1
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Ojve ¢ Fonksiyonlarimin Bazi Ozelikleri

Bu kisimda ki Ozelliklerin -~ kurulmasinda u ve P; pozitif ¢ift sayi,

kj 4+ +knio ( = 1,,n + 1) toplam1 da dogal say1 olarak kabul edilmistir.
4.1.1. ©; Fonksiyonu icin birinci dzelik

P,_; = P/_, i¢in @; = O; ve P;_; = P, i¢in ©; = O} kabul ederek

T
f (sing;)*""™ 0,0/ do; (4.1)
0

integralinin degerinin hesap edilmesi gerekir. @; fonksiyonu

7 de;
+(P;i-y — P;)(Pi—1 + P; + m;)sin?6;0; = 0 (4.2)

" dZOj kj dO-
sin Hj d9j2 + 2Pj + m; —m smH cosf; —

denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan dolay1 bu fonksiyon

2 I

ko do;
sin 9] d92 2P +m; — 529]- sing; 0059] d9

+(Poa - Pj)(Pj—l + P +m;)sin?6;0) = 0 (4.3)

ve
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21/

k OII
sin 0] d@z <2P +m; — 20)51119 cos@, d0 +

+(P,-’L1 - P)(PL, + P,- +m;)sin?6,0; =0
(4.4)

2P]-+mj—2

denklemlerini saglar. (4.3) denkleminin iki tarafi (sin6;) 0O/, (4.4) denkleminin

ZP]'+mj—2

iki tarafi (sin6;)

d . N\2Pj+m; ,do;’
—'[(smej-) / J(Oj d9 O; 2o, >l

O]'- ile carpilip bunlari taraf tarafa ¢ikarilirsa,

(sm@ )2Pj+mj_1 ]' ,do;’
O”
ki cosb; 7 do; o) do;
+(Pl_y = PI'y +m;)(sing; )pr””fe 0) =0 (4.5)

elde edilir. (4.5) denkleminin iki tarafinin (0, ) araliginda 6; ye gore integral alinirsa

2Pj+m; do; dON\1"
ing.) T o =L _ ol =L
l(sm ]) <O] a6, O; ao, 0

. f(sinej)zpj+mj_1 o do; o doj’ a6,
J cosb; J do; J do;
0
I " li " . 2Pj+m; ’
+(Pl_y — P (P, + Py +my) J(smej) 779,0; =0 (4.6)
elde edilir.

" dO," . - . . .
O],d—9’ O;' ve d—e’j ifadeleri sin6; ye gore polinomlar olduklarindan 6; = 0 ve §; = 1

icin sonlu degerler alirlar; dolayisiyla (4.6) nin ilk teriminin degeri sifirdir. Demek ki
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(P_y = P (Py + Py +my) [T (sing)) ™™ 6,0; db

T, . \2Pimi—1 1 ,, dO" , 40"/ (4.7)
=k |, (sing;)" """ ng(oj w9 d_gjj) do;

yazilabilir. Simdi (4.7)’nin ikinci tarafindaki integralin degerinin hesaplamasi gerekir.
! 1 ! n 1 n
o= 5 (P = B) o= (P, = By)
4 1 4 144 1 12}
B =5 (B + P +m), B == (FLy + Py +my)
1 1
V=3 (2P +2myy4),y, = > (2P; + 2mj,4 +2)

olmak iizere,

Qj=F (—ocj’-,ﬁ]f; Yj; sinej),O}' =F (—oc,’-’,ﬁ;’; Y SinHj)

do; —o; B
i, %P

d_Hj = #sinejcosej F (—oc;-+ 1,3} + l;y]. + 1; sinzé?j)
j
dO]” OC]’-’ 'B]” . " " .2
d_Hj =-2 Tsmejcos@j F (—ocj + l,ﬁj + l;yj + 1;sin”6;)
j

ifadeleri (4.7) ifadesinin ikinci tarafinda yerlerine yazilirsa, (4.7) ifadesinin I, ile

gosterecegimiz ikinci tarafi
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s
I, = 2k; f(sinej)zpﬁmj

l ]ﬁ]F(o<+1ﬁ]+1,y + 1;5in%6;) F (—, B'; sin?6))
Jj

O(’-I {I
+—L—L F (—«{+ 1B+ 1; Y, + 1;5in?6)) F (o}, Bj; ¥ ;5 sin%6;) [d6;  (4.8)
J

seklini alir. Eger

A, DB,

— 7 N T S
(Yj)r ! (Yj)s !
farz edilirse (4.8) esitligi,

I = 2k; f(sinzej)zpjmj

Z Cot D 5 +r) sin?6;)” ZA"(Sm

\f +s
SZ(; (5 +YSJ)_£'LZJ +e) Ay (sin?6; ) ZA’ (sin%6; ) (4.9)

seklinde yazilabilir ve polinomlarin ¢arpim kurallarindan faydalanilirsa (4.9) bagntisina

-—1 oc ol —1 oc'-
= 2% (—j+ 1) (B +7) <O o (—x+5) (8] +7)
: ZZ oy —ZZ s

r=0 s= J s=0 r= J

3
L ALAY f (sin26;) 7T g, (4.10)
|
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sekli verilebilir.

Bilindigi gibi t € N olmak iizere,

T t+1
f(Sinzej)tdej = \/EKT) (4.11)
0

t+2
=)
seklindedir. O halde (4.10) esitligi

.

u}—l u}' x}h—l x}
—oi41) (B + 1 -+ 5) (B +s
11=2\/Ekaz( J )(’BJ )_zz( j )(ﬁ] )
r=0 s=0

y; +r y;+s

s=0 r=0

2Pi+m;+2r+2s+1
(e, (), (=) o8, | (5 ) -
k ()t (v, _s! [(ZP,- ey +22r T 2s +)

seklini alir. Eger o, B, /', B" niin degerleri (4.12) ifadesinde yerlerine konulursa

3(Pampi2)  3(pfLa-Pi-2)

I, = \k; Z Z (P = P_y+2r)(P — Py +m; + 2r)

(2P, + 2 4+ mjyq + 2r)

=0 5=0
1/ 1(p!
HPiLi-Pj=2)  (P[_1—P)) " "4+ m
i Z (P =Py +2s)(P — P/_y + mj + 2s)

(2P, + 2 + mj 4 + 25)

s=0 r=0

1 , 1 , 1 AN "
[z =r)] [z + B+ m)| (3 - A 3 (B + B+ )|
(2P + 2+ mjyq) 1! (2P + 2+ mjy,) s!
[(2[’j+mj+2r+25+1)
2
' KZPj +m; +2r +2s + 2) (4.13)
2




71

elde edilir. Ote yandan, P/_; # P/_; ve m; > 0 oldugu i¢in P/_, — P;”, ve

P/_y + P/_; + m; sifirdan farklidir. $u halde hesabedilmesi istenilen integralin degeri

olarak

Iy

! 144 ! 7
(Pf-s=Py)(Pj=a+P[Lim;)

[T (sing))"""™ 0,0 do; = (4.14)

elde edilir. Goriiliiyor ki bu integralin degeri ancak k; = 0 halinde sifir olmaktadir. Bu

son Ozelik Laplace denkleminin c¢oziimlerinde ortaya ¢ikan Onemli ortogonallik

Ozelliginin ), —harmonik denklem i¢in karsilastigini teskil etmektedir.

4.1.2. ©; Fonksiyonu igin ikinci bir 6zelik
[T (sin26;)"" ™02 dg; (4.15)

integrali hesaplamaya calisilirsa; O; fonksiyonu

J kj
+ <2P tmp - )smH 6059] a0, = (4.16)
( j-1 = P)(Pi—1 + Py 4 m;)sin?6;0; = 0

2Pj+mj—2

denkleminin bir ¢6ziimii olup bu denklemin iki tarafi (sinej) 0O; ile garpilirsa,

d 2P i+m; 2P i+m; dO 2
) j ) j Jj ]
_dH- (sm 9) O] _dH (Sl ]) <_d9j>

k; 2P 4m;i—1 __ AO;
2 JT ]
cosb; (SL 9) 0; ao;

+(Pr_y — P)(Pi_y + P, + m)(sin26,) " ™M 0? = 0 (4.17)
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elde edilir. Buradan, (0, ) araliginda 6; ye gore integral alinirsa

T
s am.  dO;]"
(Pi-1 = P)(Pia + By +my) f(Si"ZHJ)ZPﬁm]OJZd@j == (sngj)zwm,@jd_ej
0 0
T 2 i ; 2Pj+mj—1
. 2Pj+m; dO] f(smej) dOj
; —2L) de; + k; - ; 4.1
+ f (sing;) ( - 9,-> 6; + k; 058 07 5 do; (4.18)
0 0

elde edilir. Ote yandan 6, =0 ve 6, =m i¢in O; ve % sonlu olduklarindan ikinci
J

taraftaki ilk terim sifir olur. Boylece,

(Pi1 = P)(Pjy + P, +m)) [ (sing,)* " 02 d6; =

2 .
T, . 2P;+m; (dO; 7 (sin@ do;
+ fO (smej) J / (d_Hj) dQJ + kj fO TO]- d_degj

(4.19)

j)sz+mj—1

o o ao; . . o
bulunur. (4.19)’un ikinci tarafi I, ile gosterilir ve 0O ﬁ nin degerleri yerine yazilirsa
J

T 2

. . oy

I, = 4f(sin9j)2”f+m’coszej [— 1B p (—o+ 1,8 + Ly, + 1sin29j)] de;

Y.
0 ]

Vi

. oG b

L—zkj f(sinej)z”f*’”f ;—@F (—o+ 1,8 + Ly, + 1sin?6) ) F (—oc;, B v, + sin®6; ) d6
0 ]

(4.20)

esitligine varilir.

(=) (8., —4 (=), (B), A
(Y,-)T r! (Yj)s st

farz edildikten sonra (4.20) esitligi tekrar yazilirsa
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( ‘ s
I, = 4f(sin0j)zp’+mjc0520j

A

zz( m+rX@+mX4( Hfrzz( a+sX@+s)S@m%fs

Y, +r y; s

O(j—l
+ +
+2k f(sm@ YT z( 5+ 1)) r)Ar(sinej)zr ZAS(sinHj)zs do
s=0

y; +r

(4.21)

bulunur. Polinomlarin ¢arpim kuralindan faydalanilarak (4.21)’e asagidaki sekil

verilebilir.
e oCi—1 oCi—1
_ (ot ) (B +7) (= +5)( +5)
I, =4 Ards
r=0 s=0 (YJ + r) (YJ + S)
TL'
) .J‘(sinej)zpj+mj+2r+2+s+2 (1 _ sinej)dej
0
oi—10oci—1 e
X+ 71 i+ r m;
+2kj Z ( )(ﬁ] )ArASJ(Sinej)2P1+m]+2r+2+s d9j .
Yy, +r
\ r=0 s=0 J 0
(4.22)
(4.22) denklemindeki integrallerinde hesaplaniimasindan sonra
ocj—loc—
. _4\/_2 z ( i+ 1) (Bj + ) (—+ s)(B; +s)
’ £ O+ () +5) A
[ 2P +mj+2r+25+3) [(ZP] +m]+2r+25+5>
2
{ 2P+mj+2r+25+4) [(ZPj+mj+2r+25+6>
2
]1]1( )( ) 2Pp+m;+2r+2s+1
—x+ )BT K 2 )
+2k\/_22 y;+r ArAS[(2Pj+mj+2r+Zs+2>
2
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(4.23)

elde edilir.

Nihayet ;, 8}, Yo A, ve A¢nin degerleri yerlerine konularak (4.23) esitligine asagida ki,

1(11P1 2) 1(11P1 2)

L =+n Z z

(Pioy — P+ 2r) (P + Py + m; + 2r)(P; — Pi_y + 2s)(P; + Pi_y + m; + 25)
(2P + mjyy + 2+ 27) (2P + myyy + 2 + 25)

20 =B 73+ B+ m)], [0 -B)], [7(B + B +m),

1 1
|2(28 + myes +2)] 1 228 + mysy +2)] st
[(2Pj+mj+2r+2$+3) [(213j+mj+2r+25+5)
2 2
' [(25+mj+2r+25+4)_[(2Pj+mj+2r+25+6)
2 2

—Pj=2)5(P_y-P;-2
+2r)(Pj + Pj_y +m; + 2r)

(PJ — P J -
+‘/Ekf Z Z 2P + mjyq + 2+ 21
20~ 1)] 5@+ p+m)] [3(=A)] [3(B+ B +m)].

[5 (2P + mys + 2)]rr! [5 (28 + mys + 2)] st

[<2Pj+mj+2r+25+1)

2

'[(219,-+mj+2r+25+2)
2

(4.24)

sekli verilebilir. (4.24) formiilii ile hesaplanmus I, ifadesi m;nin cift yada tek say

olmasina gore iki ayr1 sekilde yazilabilir.

Birinci Hal:

m; = 2h (h = 1,2,-+) yani ¢ift bir say1 olsun. Once
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[(2Pj+mj+2r+25+3) [(ZP +mj+2r+25+5)

2

By = szj+mj+2r+25+4) [(ZP )+ m; +2r+25+6) (4-25)
2

ifadesinin alacag sekil arastirilirsa, z; = P; + h + r + s + 2 yazilarak (4.25) esitligi

[(z-1+3) [(z+2)
e GRSy (+:26)

seklinde veya fonksiyonunun
1y <m
[ (2) [(Z +§> = ﬁ[ (22)
ozelligi hatirlanarak

E _ \/E [(22_1)
¢ 222-1[(2) [ (z+1)

(4.27)

seklinde yazilabilir. Nihayet z nin yukaridaki degeri yerine konularak

[(2P; + mj + 2r + 25 + 3)

E.=+n
¢ Q2P +m+21+25+3 [(ZPJ +m;+2r+2s + 4) [(2})} +m; + 2r + 2s + 6)
2 2
(4.28)
sonucu elde edilir. Ayni tarzda
, 2P, +m; +2r +2s + 1 2P +m; + 2r + 25 + 2
Ee = [( > )/K > ) (4.29)

esitliginden ve [ fonksiyonunun yukarida kullanilan 6zeliginden faydalanilarak
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[ (2P + m; + 2r + 2s)
El =+n (4.30)
/ZPJ + mj +
22Pj+mj+2r+25+1 2h +m; +2r + 25 2r+2s+2
2 2
I I )

elde edilir. (4.28) ve (4.29) ifadeleri ile verilen E. ve E! degerleri (4.24) ifadesinde

yerlerine konularak I, ifadesinin degerini yazilirsa,
¢

1( Pj_1—Pj-2) %(Pj_l—Pj—Z) )
e 5

Py — P+ 2r)(P, + Py +m;+2r)(P; — Pi_y + 25)(P; + Pi—y + m; + 25)
(2P + mjyq + 24 27) (2P + mjpq + 2 + 25)
1 1 1 1
25 =B 2B+ Bt m)| [z =B [3(B + B+ )|
' 1 ' 1
228 + myus +2)] 228 +myss +2)] s

[(2P; + mj + 2r + 25 + 3)

2Pj+mj+2r+25+4)[(2Pj+mj+2r+25+6)
2 2

v~

22P]-+mj+2r+25+3 [(
1 1
2(Pi-1=Pi=2) 3(Pj-1-Pj~2)

(P —Pi_y +2r)(P; + Pi_y + m; + 2r)
+\/Ekj Z Z 2P +mj + 2+ 2r

L2~ 1>] 3B+ s+ m)] [3(B=Po)] [3(B+ B +my)].
[5 (2P, + mys + Z)Lr! [5 (2P, + myy + 2)]55!
[(2P; + mj + 21 + 25)

, (4.31)
9 2P jhm+2r+25-1 2P +my + 2r + 25\ [(2P + mj + 2r + 25 + 2
2 2 J
sonucuna vartlir.
Ikinci Hal:

m; = 2h — 1 (h = 1,2,--+) yani tek say1 olsun.
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[(2Pj+mj+2r+25+3) [(ZP +m]+2r+25+5>

2

Er = szj+mj+2r+25+4) KZP +mj+2r+25+6> (432)
2

ifadesinin alacag sekil arastirilirsa ve z = P; + h + 1 + s + 1 farz edilirse (4.32) ifadesi

[ (2) [z+1)

Er = — (4.33)
1 1
[(z+3) [(z+1+2)
seklini alir. [ fonksiyonunun yukarida kullanilan 6zeligi yardimiyla
22 () [(z+ 1
g _ZA@IG+D 438)

Vrl (2z +2)

veya z nin degeri yerine konulursa

Q2P+ 2742543 [(ZPJ- +m;+2r + 2s + 3) [<2Pj +m; +2r+2s + 5)

2 2
E. =
' Vr[ (2P, + m; + 2r + 25 + 5)
(4.35)
elde edilir. Benzer sekilde,
[<2Pj+mj+2r+25+1)
, 2
Er = [<2Pj +m; +2r+2s + 2) (4.36)
2

ifadesinden hareket edilerek,
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2P j+m+27+25 [2 (ZP] +my +22r t2s+ 1)

Va[ (2P, + m; + 2r + 2s + 1)

Ep = (4.37)

sonucu elde edilir. E ve E; ifadelerinin yukaridaki degerleri (4.34) ifadesinde yerine

yazilirsa I, ifadesi;

2(P1=Pi=2)  3(FmaPi2)
= Vm Z 2,

s=0
(s =7+ 20) (B By 20 = B+ 29)(5 4y 4y 425)
(2P; + mjyq + 2+ 27)(2P; + mjyq + 2 + 25)

26 -B)) 73+ B+ m)] [0 =B)], [7(5 + Bt +m)],

1 1
228 +mjus +2)] 7 |5 (2P, + myy + 2)]55!
Q2P +2r+25+3 [(ZP] + m; +22r + 25 + 3) [(ZPJ + m; +22r + 25 + 5)

[2P, + m; +2r + 25+ 5

1 (Pj1-Pj- 2)% )
5 0= s 20,y 4 2

(2P + mjyq + 2 + 21)
20 Pj-l)L [7 (B + Ba +m)] [3(P=Bn)] [5 (P + P +my)].
[% (2P + mj .y + Z)LT! [% (2P +mj,q + 2)]55!

2Pj+mj+2r+25+1)
2

. 22Pj+m]'+27"+25‘ ( 2
[ (2P, + m; + 2r + 25 + 1)

+k;

(4.38)

bulunur. Nihayet I, ve I, ifadelerinin degerleri (4.19) ifadesinde yerlerine konularak

(4.15) ntegralinin degeri i¢in

I
¢
(4.39)
(Fj-1 = B) (Fj-1 + B+ my)

f (sing,)""™ 0%de; =
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ve

I,
4.40
(s = P) (Br B, ) (340

Y
f (sing;)*"""™ 02 do; =
0

ifadeleri elde edilir.
4.1.3. ¢ Fonksiyonu i¢in birinci 6zelik

P, =B, i¢in ¢ =¢' ve B, =P, i¢in ¢ = ¢" yazilarak

27T
f (sing)fn+1+int2g’ep" dg (4.41)
0

integralinin degeri hesaplanmaya ¢alisilirsa ¢p fonksiyonu

., d*¢ . d¢
sin?g d0? + (—kp11tg2@ + k,ip)Singcosg 1o
+Py(Py + kny1 + knip)sin’p ¢ = 0 (4.42)

denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan ¢’ ve ¢"' de

, d ) . de’
sin‘“g 497 + (—kpi1tg o + kn+2)sm<pc05(pw
+B (P + kpyq + kpyp)sin?e ¢’ =0 (4.43)

ve
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. d%” : o dg”
sin“g 407 + (—knpi1tg®e + kn+2)sm<pcos<pw
+P)(P) + ki1 + kpip)sin?g ¢” =0 (4.44)

denklemleri gergeklenir. (4.43) denklemi (sing) +1**ni2-2¢p" ve (4.44) denklemi

kny1tk

(sing) n+2=2¢h’ ile garpip taraf tarafa ¢ikarilirsa,

do do B cosQ % B do

%[ (Sln(p) Knty1t+Kkn+2 (¢n d¢ _ ¢, d(.b >] kn+1 (Sln(p) kn+1+kn+2—1 <¢// d¢ ¢/ d¢ >}
+(Py = B)(By + By + kg + ki) (sing) fnirtknezg’e” = 0 (4.45)

elde edilir. (4.45)’in birinci tarafinin (0,27) araliginda integrali alinirsa

dg'  dp\]" T (sing) knithnee [ dg dg”
i kniitknez [ " 2 ! —k 7 Y
0

H(BY = BYY(BL+ Py + kit + kny) (sing) knvitkniz /g dep = 0 (4.46) )
ifadesi elde edilir.

(j)’,d)”,% ve % ifadeleri birer polinom olduklarindan ¢ = 0 ve ¢ = 27 igin sonlu

degerler alir. O halde

21 \

(B = P (By + B + kngq + kn+2)f (sing) ‘n+1tknizg’e"dp = 0
0

o . ) > (4.47)
(sin<p) n+1tRn+2— d¢’ d(p”
k " Ry d
0

yazilabilir. Simdi (4.47) ifadesinin ikinci tarafindaki integralin degeri hesaplanirsa,
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! 1 ! n 1 11 ! 1 !

a = EPn' a = EPn y b' = E(Pn + kn+1 + kn+2),
" 1 .5 1

b =E(Pn +kn+1+kn+2) ) CZE(1+kn+2)

olmak iizere,

¢' = F(—a',b’; c; sin?@), ¢" = F(—a",b";c; sin?p)

do' a'b’ ,

—— = —2——singcosp F(—a' + 1,a’ + 1;¢ + 1; sin?¢p)
do c

d¢l’ allbll ) )
—_— =2 sinpcosg F(—a" + 1,a” + 1;c + 1; sin%¢)

ifadelerini (4.47) ifadesinin I3 ile gosterilecek olan ikinci tarafinda yerlerine yazilip

I’

F(—a'+1,b" + 1;c + 1;sin?@)F(—a’’1,b"; c; sin¢p)

2T
N kng1tk a
]3 = 2kn+1 (SanD) n+1tlny2 | —
c
0

nyrr

a''b

+ F(—a" +1,b" + 1;c + 1;sin?@)F(—a’1,b’; c; sinp) (4.48)

bulunur. Ote yandan

(=a")(=b"), (=a")(=b");

= Bl , — BII
() 1! " (c)s s! ’

denirse (4.48) esitligi
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\

i ()@ +7)
] —a'+r)(b' +r
13 = 2kn+lf (Sln(P) Ent1tknez l (C + ,r)

a”
B} (sing) 2" Z B! (sing) ?*
s=0

do (4.49)

0
‘S (—a +5) (b +5) d
Z D) B). (sin) ¢ z B} (sing) 2"
s=0 r=0

seklinde yazilabilir. Nihayet polinomlarin ¢arpilma kuralindan faydalanilarak

T 4N+ e a0 9| )
—a r r —a S S
Is = 2kpyq Z Z Z BB
r=0 s=0 (C +-T) s=0 r=0 (C +-S) >
21
: ] (sing) kn+1+knez""* g (4.50)
0 J

sonucuna varilir.

(4.50) esitliginin ikinci tarafindaki integralin degerini hesaplanmasi i¢in
kn+1 + k4, ifadesinin ¢ift veya tek olusuna gore iki halde ele alinirsa;.
Birinci Hal:

ki1 + knyo cift bir sayr olsun. Bilinir ki

2m

f (sing) 2 dip — [(2t + 1)
0

22t—1[2 (t+1)

seklindedir. Buna gore (4.50) ifadesindeki integralin degeri

mtEN (4.51)
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all_l al
(—a’ +7r)(b' +71) (=a" +5s) (" +59)
3_2k"+1 ZO (c+7) 20 ZO (c+5)
< =0 s= S= r=

[(kn+1 + kn+2+2r+25+1)

+2r+25—1[(kn+1‘;kn+2+r+s+1)

. BB
\ 2kn+1+kn+2

[ (4.52)

olarak bulunur.

(4.52)’de a’,a",b’,b"B/Bg' ve ¢ nin degerleri yerlerine konularak bu esitlik yeniden

yazilirsa,

( [3(Pn-2)

Pil
oo (=P +27) (P + kni1 + kni2 ™)
3= n+17T| 1+ k.. *2r
l =0 n+2

1 1
2(Pu-2) 2Pn

]
z Z (—By +25) (B + knyq + knyz ™) |

) s=0 r=0 1+ kn+2+25 J
(—% ) [2 (Biknyr + K +2)] (—% ) [2 (B kns1 + kn+2)]
[% 1+ k"”]r r! [% 1+ k”“]s s!

[(kn+1 + kn+2+2r+25+1)

+2r+25-1 (kn+1 + k
2

(4.53)
nt2 Ly 454 1)

L 2kni1tkniz

bulunur. B, # B,’ ve k41 + kyyo > 0 oldugundan B, — B,’ ve B, + B, + kpy1 + knyo

sayilar1 daima sifirdan farklidirlar. O halde (4.41) integralinin degeri olarak

21

f (sing) kneithnizgy’ " dep =
0

I
(B = B (P + By + knyq + ko)

(4.54)
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sonucu bulunur.Goériilityor ki (4.1.3.14) integralinin degeri ancak k,,,; = 0 halinde sifir

olmaktadir. Boyle oldugu zaman ¢ i¢in bir nevi ortogonallik 6zeligi kurulmus olur.
ikinci Hal:
kn+1 + ky4o tek sayr olsun. Bilinir ki

2

f (sing)?*t1dp =0,t EN (4.55)
0

seklindedir. Bu halde k, 1 + k42 + 27 + 25 de tek bir say1 olacagindan (4.1.30)

integralinin degeri yani I3 = 0 olur ve bdylece

27T

f (sing) fnitknsz ¢’ dep = 0 (4.56)
0

bulunur. Boylece ¢ fonksiyonu i¢in yine bir nevi ortogonallik 6zeligi elde edilir.

4.1.4. ¢ Fonksiyonu i¢in ikinci bir 6zelik

2m

f (sing) Kn+1tkntz p2dg (4.57)
0

integralinin degeri hesaplanirsa ¢ fonksiyonunun

Fa2 d2¢ 2 . d¢
Sin*@ gz T (—kn+1tg ‘P+kn+2)5m<PCOS(P%
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+P,(P, + kpy1knin)sin?e¢p =0 (4.58)

denkleminin bir ¢o6ziimii oldugu bilinmekte olup bu denklemin iki tarafi

(sing)*n+1+kn+2"¢ jle carpilip gerekli sadelestirme yapildiktan sonra

2

d(p)
1 do¢ (4.59)
i Kn1+knsz * g 1
L cosQ (sing) do
+By (P + kengq + kny) (sing) fntatinizgp2 = 0

d d d
i(% [ (Simp) kn+1+kn+2¢ ﬁ] — (sin(p) kny1tkniz (_d)

Kn+1

bulunur. (4.59)’un birinci tarafinin (0,21) araliginda integrali alinarak

( 2m

d dg>
. k +k . k +k
Sln(p n+1 n+2¢_ _j- Sln(p n+1 n+2 (-) d(p
| Gsine) 3, =] € %o
21 I do
_ n+l i Kni1tknia * g d
3 f c0sg (sing) (0] 20 ®
0
2T
+(B, + kn+1kn+2)f (sing) kn+1tknz p2dp = 0 (4.60)
\ 0

elde edilir. Ote yandan ¢ ve % ifadeleri ¢ = 0 ve ¢ = 2m i¢in sonlu olduklarindan

(4.60)’1n ilk terimi sifirdir. Boylece

r 2

Py (Po+ ks 1knss) f (sing) frsitkniz2dgp
0 (4.61)

ar do 2 2T (simp) Kn+1+kniz " do
= f (Sln(p) Kn+1+Kkn+2 (%> d(p + kn+1 — f d)_d(p
\ 0

cosQ do
0
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esitligine vartlir.

(4.61)’in ikinci tarafina 1, denilir ve ¢ ile %nin degerleri yerlerine konulursa,

2
( T . o ab . 2
I, = 4J. (sing) Fn+1tknizcog2¢ [_T F(—a+1,b+1;c+ 1;)Sln2<p] do
0
21

ab
—2kn+1f (sing) Fn+1tkn+z TF(—a +1,b+ 1;c + 1; sin®@)F(a, b; c; sin®@)do
\ 0

elde edilir. (4.62)
(_ )r(_b)r (_ )s(_b)s HH - - .
ﬁ =B, , % = B, farz edilip (4.62) ifadesi yeniden yazilirsa,

r 21T

I, = 4f (sing) *n+1tknizcos2p
0

a=1 a=1
(—a+r)(b+r1) . oy (—a+s)(b+s) ) 95
9 [ ; ppripe B, (sing) O Trs B, (sing) *5|dep  (4.63)
r= S=
21 a=1 a
—a+r)(b+s
2k f (sing) Fner+nss [z ( : j(r )5, (sing) 7 > B, (sing) **| dgp
\ 0 s=0 s=0

seklinde olur veya polinomlarin ¢arpimlari kuralindan faydalanilarak,

(SN a0+ (Cat) s [
- r ryi—a—rs S +2r+25+2
I, =4 B.B ing) kn+1tkniz
* zz (c+7)(c+s) rsf (sing) Trertine
=0 s=0 0
3 (1 =sin%p) do

a-1 a

2T
—a+r)(b+r r+2s
+2kpes E ( Ci(r ) B, B, f (sing) knitknez T g (4.64)
\ =0 s=0 0
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sonucu elde edilir. n (4.64) esitliginin ikinci tarafindaki integrallerin degerlerini
hesaplanmasi i¢in k,, . + k4, nin ¢ift ve ya tek olmasina gore iki hal diisiiniilmesi

gerekir.
Birinci Hal:

kni1 + ko cift bir say1 olsun. (4.51) formiiliine gore (4.64) deki integrali

a-1la-1

(. (—a+7r)(b+1)(—a+5s)(b+s)
14—471;; (c+71)(c+5s)

. [ [(kn+1 + kn+2+2r+25+3)

+2r+25+1[(kn+1 +kn+2
2

BB,

zkn+1+kn+2 +T'+S+2)

4.65
[(kn+1 4 kn+2+2r+25+5) ( )

+2r+25+3[(kn+1 +kni2
2

zkn+1+kn+2 +T+S+3)

a-—1 a
—a+7r)(b+r ko i+ k., TATTestS
+2kn+1z ( ) ( )B B [( n+1 n+2 )

r=s

k +k
r +2r+2s5+3 n+1 n+2
L = c+ okns1+knsz [(—2 +r+s+1)

seklinde yazilabilir.Ote yandan (4.65)’de koseli parantez igindeki iki kismim paydalari

esit kilinip, a, b, ¢, B, Bghin degerleri yerlerine konulursa (4.65) esitligi,
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1 1
( 5(Pp=2) 5(Pn-2)

L= z z (_Pn + 27')(Pnkn+1 + kn+2+2r)(_Pn + ZS)(Pnkn+1 + kn+2+25)
=
r=0 s=0

(1 + kn+2+27‘)(1 + kn+2+25)

(_%Pn)r [% (Pnkn+1 + kn+2) ]r (_%Pn)s [% (Pnkn+1 + kn+2) ]s

1 1
2+ kns)] 7 2+ kns2)] st
. (kn+1 + kn+2+2r+25—4)[ (kn+1 + kn+2+2r+25+3)

2kn+1+kn+2+2r+25+3 [(W +r+s+ 3)

1 1
F(Pa=2) 5Pn

K (=P, + zr)(Pnkn+1 + kn+2+2r)
+ n+1T[ 1 + k +2r
S=0 n+2

r=0

(=28) [3 Bukna + ki) | (=3P0) [7 Bukonss + ki) |

. 4.66)
1 1 (
\ 2+ ki) 7 2 +kni)] s
sekline donisiir ve dolayisiyla (4.57) integralinin degeri
21 I
(sing) kn+1tknrah2 dop = 4 4.67
'OI- Pn (Pnkn+1 + kn+2) ( )

olarak hesaplanir.

ikinci Hal:

kn+1 + kniotek sayi olsun. (4.55) ifadesine gore (4.64) ifadesindeki integralin degerinin

sifir olacag agiktir. Dolayisiyla

21T

j (sing) kn+1tkni2 2 dop = ( (4.68)
0

elde edilir. Bu sonug, ¢ fonksiyonu igin bir nevi ortonormallik 6zeli§i meydana

¢ikarmaktadir.
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5. TARTISMA ve SONUC

5.1. Y, Fonksiyonu I¢in Bir Ozelik
n n
Y, = 1_[ (sinb;) Fj Bip' veY, = 1_[ (sinb;) P Bi'p"
j=1 j=1

ve hiperkiire lizerinde yiizey elemant

n
ds = 1_[ (sind,) "I *1dg; do
j=1

olmak lizere

Vs
. j ] (sing;) kit *hnsz (sing;) kn+aitkniz Yy ds (5.1)
0 8

integralinin degeri belirtilmek istensin. Goriilir ki (5.1) ifadesi n+1 tane belirli

integralin ¢arpimindan ibarettir. Bunlarin hesabi i¢in sonuncusu olan

27

| Ging) tnssvinsaggrrag (5.2)

0

integralinden baslamak daha uygun olur. Onceden (4.54) , (4.56) ifadelerinden bilindigi
tizere, (5.2) ifadesinin degeri ya P, # P’ ve k,,., = 0 ise sifirdir veya k,, 1 + ky4, tek

say1 ise sifirdir. Eger B, = B,’ ve ky41 + kn4o de cift say1 ise, (5.2) ifadesi daima
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sifirdan farkhidir. Bu takdirde P;,_; # P;_,ise (5.2) daima sifirdan farkhdir. P;,_; #

P, oldugu kabul edilerek

21
f (sing) 2Pnltkntkniitknrz ) @) 46, (5.3)
0

integralinin incelenmesi gerekir. Bu defa yine (4.14) ifadesinden elde edilen 6zelik
geregince (5.3) ifadesi ancak k, =0 oldugu zaman sifir degerini alir. Eger
1 = Py, ise (5.3) ifadesi daima sifirdan farklidir. Bu defa B, = B,', P,_; = P;_, ve

P,_, # P;_, farz ederek,

27

; 2Py 12+kp_1+-+k g
f (sing) 2Pa12tknost=+napl @ 46, (5.4)
0

integralinin incelenmesi gerekir. Yine onceden (4.14) ifadesinde de gorildiigi tizere
(5.4) integrali ancak k,,_; = 0 ise sifir degerini alir. Eger P, _, = P,"_, ise (5.4) ifadesi
daima sifirdan farklidir. Ayni isleme benzer tarzda devam olunarak (5.1) ifadesinin

sifira esit olma kosullar1 elde edilebilir ve su sonuglara varilir:
a. Eger ky41 + ky4» tek say1 ise (5.1) daima sifirdir.

b. Eger Py, Py_q,+ P} »+, P{ Ve By ,Py_y ++, P/’ ,++, P{’ sayilar1 sira ile esit degil iseler,
(5.1.1) integralinin sifira esit olmasi kq,ky,+ ky,qin sifir olmasina baghdir. Ornegin,
P__, # P, ve P/ = P;" ise (5.1) ifadesi, k; = 0 igin sifir degerini alir. k; nin sifirdan

farkli olmasi halinde I5 ile gosterecegimiz (5.1) integralinin degeri

CL L P B+ B A m) (B B (B B K + o)

(5.5)
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olarak yazilabilir.
5.2.Y, Fonksiyonu I¢in Ikinci Bir Ozelik

T n

b2 T2
f ff 1_[ (sinej) kjt..tknt2 (sind) kn+1+kn+2Y#2 ds (5.6)
0 0

0o Jj=1

integralinin degeri belirtilmek istensin. (4.68) ifadesinden bilinmektedir ki k,,; +
k.- bir tek say1 ise (5.6) ifadesinin degeri sifirdir. Ayni sekilde (4.39) , (4.40) ve (4.67)
ifadelerinden kolayca goriliir ki, k,4 1 + k4o nin ¢ift say1r olmasi halinde (5.6)
ifadesinin degeri daima sifirdan farklidir ve n + 1 tane belirli integralin ¢arpimina

esittir. I ile gosterilecek olan bu ¢arpimin degeri,

lo = 1_[ ; - (57)
*TL LB =P B Bt m) B (Bt e + ) |
seklinde yazilabilir.

Burada Iy, I I3, 14, Is ve Iy arasinda bir iliski mevcuttur.

Tezde genis uygulama alanina sahip olan harmaonik fonksiyonlar ve harmonik
polinomlar ile R® de kiiresel koordinatlar cinsinden ifade edilen kiiresel harmonikler ve
n+2 degiskenli uzayda kiiresel koordinatlarda hiperkiiresel harmonikler ele alinmistir.
Boylece Matematik, Fizik ve Miihendislik dallarinda kullanilan harmaonik fonksiyonlar
ve harmonik polinomlar ile kiiresel harmonikler ve 6zellikle hiper kiiresel harmonikler
konularinda c¢alisacak diger bilim insanlarimin teorik ve wuygulama agisindan

faydalanabilecekleri bir caligma ortaya ¢ikarilmistir.
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