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SİMGELER DİZİNİ 

𝐴(𝐾, {𝑥𝑛})  {𝑥𝑛} dizisinin 𝐾 kümesine göre tüm asimptotik merkezlerinin 

 kümesi 

𝐴({𝑥𝑛}) {𝑥𝑛} dizisinin 𝑋 uzayına göre tüm asimptotik merkezlerinin kümesi  

𝐵(𝑥, 𝑟) 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvar 

𝐵(𝑥, 𝑟) 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı kapalı yuvar 

𝐵𝑋 𝑋 uzayındaki kapalı birim yuvar 

𝐶[0,1] [0,1] aralığıda tanımlı sürekli fonksiyonların kümesi 

𝑐𝑜  0 a yakınsayan dizilerin uzayı 

𝐶1(ℝ) ℝ de birinci mertebeden türevlenebilir sürekli fonksiyonların 

 kümesi 

𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝑋) 𝑋 kümesinin çapı 

𝐹(𝑇) 𝑇 dönüşümünün sabit noktalarının kümesi 

ℱ 𝑇1, 𝑇2, ⋯ , 𝑇𝑛 dönüşümlerinin ortak sabit noktalarının kümesi 

𝑙𝑝 𝑝. kuvveti toplanabilir dizilerin kümesi 

𝑙1 Serisi mutlak yakınsak dizilerin uzayı 

𝑙∞  Sınırlı dizilerin uzayı 

𝑟(𝐾, {𝑥𝑛}) {𝑥𝑛} dizisinin 𝐾 kümesine göre asimptotik yarıçapı  

𝑟({𝑥𝑛}) {𝑥𝑛} dizisinin 𝑋 uzayına göre göre asimptotik yarıçapı 

(𝑋, 𝑑, 𝑊) Konveks metrik veya hiperbolik uzay 

∆(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) Geodezik üçgen 

Δ -lim𝑛𝑥𝑛 {𝑥𝑛} dizisinin Δ-limiti 

𝜂(𝑟, 휀) 𝑋 uzayının konvekslik modülü 
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1. GİRİŞ 

Matematiğin temel branşlarından biri olan Fonksiyonel Analiz, birçok farklı alanda 

uygulamalara sahiptir. Metrik uzaylar, Fonksiyonel Analizin temelini oluşturur. Bu 

uzaylar esas itibariyle reel doğruyu genişletmekle beraber uygulamalı bilimlerdeki 

önemli problemlerin çözümü için bir taban teşkil eder. Son dönemlerde sabit nokta 

teorisindeki gelişmeler metrik uzayların önemini biraz daha arttırmıştır.  

Matematiğin birçok temel dalının arakesitinde yer alan sabit nokta teorisi birçok 

uygulama alanına sahiptir. İntegral denklemleri, adi ve kısmi diferansiyel denklemleri, 

lineer denklem sistemlerini ve ekonomideki denklemleri bu uygulama alanlarına örnek 

verebiliriz. Sabit nokta teoremleri Picard varlık teklik teoremi, Newton-Rapshon 

metodu gibi nümerik metodlar, adi diferansiyel denklemlerin çözümünün varlık 

teorisinde kullanılmakla beraber yaklaşım teorisi, optimizasyon ve uygulamaları, 

varyasyonel ve lineer eşitsizlikler gibi birçok alanda büyük rol oynamaktadır. Diğer 

taraftan sabit nokta iterasyonları fizik, kimya, biyoloji, mühendislik ve ekonomi gibi 

birçok alana uygulanmaktadır.  

1912 yılında Brouwer, 𝑛 boyutlu Öklit uzayının birim yuvarından kendisi üzerine 

tanımlı sürekli fonksiyonların en az bir sabit noktaya sahip olduğunu göstererek sabit 

nokta teorisinin temellerini atmıştır. 1930 da Schauder sonsuz boyutlu uzaylar için 

Brouwer’in teoremini genelleştirmiş ve bu teoremin Banach uzaylarının kapalı sınırlı 

konveks alt kümelerinde geçerli olduğunu göstermiştir. Brouwer’in bu teoremi 

analizdeki denklemlerin nümerik çözümlerine yaklaşmada önemli rol oynar. 1935 de 

Tychonoff yukarıda bahsedilen Brouwer’in teoremini lokal konveks bir lineer uzayın 

kompakt ve konveks bir alt kümesine genişletmiştir.   

Sabit nokta teorisi üç temel alanda gelişmektedir. Bunlar Topolojik Sabit Nokta Teorisi, 

Metrik Sabit Nokta Teorisi, Ayrık Sabit Nokta Teorisidir. Bu üç alanın tarihsel gelişimi 

Brouwer Sabit Nokta Teoremi, Banach Sabit Nokta Teoremi, Tarski Sabit Nokta 
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Teoremi olarak adlandırılan üç teoreme dayanmaktadır. Bizim tezimiz Metrik Sabit 

Nokta Teorisi alanındadır. 

Metrik sabit nokta teorisinin ortaya çıkışı, Stefan Banach’ın 1922 de verdiği Banach 

Daralma İlkesine dayandırılsa da esas itibariyle 19. yüzyılın sonlarında Picard’ın ardışık 

yaklaşıklar metodu ile denklem çözümlerinin varlık ve tekliğini göstermesi ile 

başlamıştır. Banach Daralma ilkesi, bir iterasyon vasıtasıyla daraltan dönüşümlerin sabit 

noktasını bulmada kullanılabilir. Bu işlem sonucunda kurulan iterasyon sabit noktaya 

yeterince yakın bir değer verir. İterasyondaki tekrar sayısı arttırılarak daha iyi bir sonuç 

elde edilir. Bu sonuca ulaşmak için birçok yazar hata terimli iterasyon şemalarını 

kullanmışlardır.   

Rhoades and Soltuz (2004) Mann iterasyonunun yakınsamasının farklı dönüşüm 

sınıfları için uygun şartlar altında Ishıkawa ve Noor iterasyonun yakınsamasına denk 

olduğunu göstermiştir. Bu bağlamda birçok araştırmacı farklı dönüşüm sınıfları için 

iterasyonların denkliklerini incelemiştir. Diğer taraftan iterasyonların yakınsama 

hızlarını mukayese etmek de önem arz eder. İlk olarak Rhoades (1976) artan ve azalan 

fonksiyonlar için Mann ve Ishikawa iterasyonlarının yakınsama hızlarındaki farkı 

örneklerle göstermiştir.  

Son zamanlarda özellikle bilgisayar teknolojisindeki gelişmelere bağlı olarak iterasyon 

teorisi de önem kazanmış ve bu teori ile ilgili çalışmalar oldukça artmıştır. Bu 

çalışmalar aşağıdaki hedeflere yönelik gerçekleşmektedir: 

a) Lineer olmayan dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşmak. 

b) Lineer operatör denklemlerin çözümünü bulmak. 

c) Varyasyonel eşitsizlikleri incelemek. 

d) İterasyonların yakınsama hızlarını kıyaslamak. 

e) Dönüşümlerin ortak sabit noktasına iterasyonların yakınsamasını incelemek. 
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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünden sonra, Kuramsal Temeller adını 

alan ikinci bölümde, bazı temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Üçüncü bölümde 

öncelikle konveks metrik uzay ve hiperbolik uzay tanımları verilerek 

örneklendirilmiştir. Daha sonra sabit nokta iterasyon şemaları tanıtılmıştır.  

Tezimizin orijinal kısmını teşkil eden dördüncü bölümde ilk olarak genişlemeyen 

dönüşümlerin sonlu iki ailesi için bir ve iki adımdan oluşan iki şema teşkil edilmiştir. 

Bu iterasyon şemalarının ∆-yakınsaklığı ile ilgili teoremler verilerek ispatlanmıştır. Son 

olarak konveks metrik uzaylarda asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu bir 

ailesi için 𝑛-adım iterasyon şeması teşkil edilerek bu şemanın yakınsaklığı çalışılmıştır. 

Tartışma ve Sonuç adını alan beşinci bölümde çalışmalarımızda elde ettiğimiz 

sonuçlarla literatürdeki çalışmalar karşılaştırılmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Sabit Nokta Kavramı ve Bazı Özel Dönüşüm Sınıfları 

Bu bölümde tezimizde kullanacağımız temel kavramlar örneklendirilerek verilecektir. 

Tanım 2.1.1 (Sabit Nokta): 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir 

dönüşüm olsun. Eğer 𝑇𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇 

dönüşümünün sabit noktası denir. 

O halde 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminin çözümü veya çözümleri 𝑇 nin sabit noktalarıdır. 𝑇 nin tüm 

sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) ile gösterilir.  

Örnek 2.1.2: a) 𝑇: ℝ → ℝ, 𝑇𝑥 = 𝑥2 dönüşümünün iki sabit noktası vardır ve 𝐹(𝑇) =

{0,1} dir. 

b) 𝑇: ℝ2 → ℝ2, 𝑇(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 0) dönüşümünün sonsuz sayıda sabit noktası vardır. 

c) Düzlemin döndürülmesi bir tek sabit noktaya sahiptir ve bu sabit nokta dönme 

merkezidir.  

d) 𝑋 = 𝐶1(ℝ) = {𝑓: 𝑓: ℝ → ℝ  birinci mertebeden türevlenebilir sürekli fonksiyon} 

ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇(𝜑(𝑥)) = 𝜑′(𝑥) olsun. Buna göre, 𝜑(𝑥) = 𝑒𝑥 fonksiyonu 𝑇 

dönüşümünün sabit noktasıdır. 

e) Herhangi bir 𝑇: ℝ → ℝ2 dönüşümünün sabit noktası yoktur. 

f) 𝑇: (0,1] → (0,1], 𝑇𝑥 = sin𝑥  dönüşümünün sabit noktası yoktur. Bu dönüşüm için 

𝑥 = 0 noktası tek sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 ∉ (0,1] dır. 

g) 𝑋 = [0, ∞) ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥2 + 𝑏, 𝑏 >
1

4
 olsun. Bu durumda 𝑇 nin hiçbir sabit 

noktası yoktur. 
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𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝑋 için 

 𝑇𝑛(𝑥) dönüşümü 𝑇𝑛+1(𝑥) = 𝑇(𝑇𝑛(𝑥)) şeklinde tanımlanır ve 𝑥′in 𝑇 altındaki 𝑛. 

iterasyonu olarak adlandırılır. 

𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler yazılabilir : 

i. Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹(𝑇) ⊂ 𝐹(𝑇𝑛) dir. 

ii. Keyfi bir 𝑛 ∈ ℕ için 𝐹(𝑇𝑛) = {𝑥} ise, 𝐹(𝑇) = {𝑥} dir. Ancak bunun tersi genelde 

doğru değildir. Örneğin, 𝑇: {𝑎, 𝑏, 𝑐} → {𝑎, 𝑏, 𝑐} dönüşümü 𝑇(𝑎) = 𝑐, 𝑇(𝑏) = 𝑏,

𝑇(𝑐) = 𝑎 olarak tanımlanırsa, 𝐹(𝑇2) = {𝑎, 𝑏, 𝑐} olduğu halde 𝐹(𝑇) = {𝑏} dir. 

𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑛: 𝑋 → 𝑋 herhangi 𝑛 dönüşüm olsun. Eğer 𝑇1𝑥 =

𝑇2𝑥 = ⋯ = 𝑇𝑛𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑛 

dönüşümlerinin ortak sabit noktası denir. Bu dönüşümlerin ortak sabit noktalarının 

kümesi ℱ = 𝐹(𝑇1) ∩ 𝐹(𝑇2) ∩ ⋯ ∩ 𝐹(𝑇𝑛) ile gösterilir. Aşağıda birden fazla dönüşümün 

ortak sabit noktalarıyla ilgili örnekler verilmiştir. 

Örnek 2.1.2: a) 𝑋 = ℝ × ℝ,  𝑇1, 𝑇2, 𝑇3: 𝑋 → 𝑋, 𝑇1(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 0), 𝑇2(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 2𝑦) ve 

𝑇3(𝑥, 𝑦) = (𝑥,
𝑦

2
) dönüşümlerinin ortak sabit noktalarının kümesi ℱ = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑇2) ∩

𝐹(𝑇3) = {(𝑥, 0): 𝑥 ∈ ℝ} dir. 

b) 𝑋 = ℝ olmak üzere 𝑇1, 𝑇2: 𝑋 → 𝑋, 𝑇1(𝑥) = 𝑥 + sin𝑥 ve 𝑇2(𝑥) = 𝑥 + tan𝑥 

dönüşümlerinin ortak sabit noktalarının kümesi ℱ = 𝐹(𝑇1) ∩ 𝐹(𝑇2) = {𝑘𝜋: 𝑘 ∈ ℤ} dir. 

Tanım 2.1.3 (Daraltan Dönüşüm): (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm 

olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde bir 𝑘 ≥ 0 sabit sayısı varsa, 𝑇 ye Lipschitzian dönüşüm denir. Eğer 

yukarıdaki eşitsizlik 0 ≤ 𝑘 < 1 olması halinde sağlanıyorsa 𝑇 dönüşümüne daraltan 

(contraction) dönüşüm denir. 
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Lipschitz koşulunu sağlayan her dönüşüm düzgün sürekli olduğundan daraltan 

dönüşümler de düzgün süreklidir. Dolayısıyla 𝑇 sürekli değilse, bir daraltan dönüşüm de 

olamaz. Buna karşın 𝑇 daraltan dönüşüm olmasa bile, herhangi bir 𝑛 için 𝑇𝑛 daraltan 

bir dönüşüm olabilir. 

Örnek 2.1.4: 𝐶[0,1] = {𝑓: 𝑓: [0,1] → ℝ sürekli fonksiyon} kümesini 𝑑(𝑓, 𝑔) =

∫ |𝑓(𝑡) − 𝑔(𝑡)| 𝑑𝑡
1

0
 metriği ile gözönüne alalım. 𝑇: 𝐶[0,1] → 𝐶[0,1] dönüşümü 

𝑇(𝑓(𝑡)) = ∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
 olarak tanımlansın. Bu durumda her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[0,1] için  

𝑑(𝑇(𝑓), 𝑇(𝑔)) = ∫|𝑇(𝑓(𝑡)) − 𝑇(𝑔(𝑡))| 𝑑𝑡

1

0

 

= ∫|∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

− ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

|𝑑𝑡

1

0

 

≤ ∫ ∫|𝑓(𝑠) − 𝑔(𝑠)| 𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑡

0

1

0

 

≤ ∫{∫|𝑓(𝑠) − 𝑔(𝑠)| 𝑑𝑠

1

0

}𝑑𝑡

1

0

 

= ∫ 𝑑𝑡

1

0

∫|𝑓(𝑠) − 𝑔(𝑠)| 𝑑𝑠

1

0

 

= 𝑑(𝑓, 𝑔) 

olur. Yani 𝑑(𝑇(𝑓), 𝑇(𝑔)) ≤ 𝑑(𝑓, 𝑔) olduğundan 𝑇 dönüşümü daraltan değildir.  

Diğer taraftan 

𝑑(𝑇2(𝑓), 𝑇2(𝑔)) = ∫|𝑇2(𝑓(𝑡)) − 𝑇2(𝑔(𝑡))| 𝑑𝑡

1

0

 

= ∫|𝑇(𝑇(𝑓(𝑡))) − 𝑇(𝑇(𝑔(𝑡)))| 𝑑𝑡

1

0
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= ∫|𝑇[∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

] − 𝑇[∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

]|

1

0

𝑑𝑡, 

yazabiliriz. Şayet 

∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

= 𝑢(𝑡)    ve    ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

= 𝑣(𝑡) 

olarak alınırsa, 

𝑑(𝑇2(𝑓), 𝑇2(𝑔)) = ∫|𝑇(𝑢(𝑡)) − 𝑇(𝑣(𝑡))|

1

0

 𝑑𝑡 

= ∫|∫ 𝑢(𝑧)𝑑𝑧

𝑡

0

− ∫ 𝑣(𝑧)𝑑𝑧

𝑡

0

| 𝑑𝑡

1

0

 

≤ ∫ ∫|∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

− ∫ 𝑔(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

|𝑑𝑧𝑑𝑡

𝑡

0

1

0

 

≤ ∫{∫[∫|𝑓(𝑠) − 𝑔(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠]

𝑡

0

𝑑𝑧} 𝑑𝑡

1

0

 

≤ ∫{∫[∫|𝑓(𝑠) − 𝑔(𝑠)|

1

0

𝑑𝑠]

𝑡

0

𝑑𝑧} 𝑑𝑡

1

0

 

= ∫[∫ 𝑑(𝑓, 𝑔)𝑑𝑧

𝑡

0

]

1

0

𝑑𝑡 = ∫ 𝑑(𝑓, 𝑔)

1

0

[∫ 𝑑𝑧

𝑡

0

]𝑑𝑡 

= 𝑑(𝑓, 𝑔) ∫ 𝑡𝑑𝑡

1

0

=
1

2
𝑑(𝑓, 𝑔) 

elde edilir. Burada 𝑘 =
1

2
< 1 olup, 𝑇2 dönüşümü daraltandır. 

Tanım 2.1.5 (Kesin Daraltan Dönüşüm): (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir 

dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠ 𝑦 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 



8 

 

 

 

ise, 𝑇 ye kesin daraltan dönüşüm (contractive) denir. 

Bir 𝑇 dönüşümü daraltan dönüşüm ise kesin daraltan dönüşümdür. Ancak bu ifadenin 

tersi doğru değildir. Bunu bir örnekle gösterelim. 

Örnek 2.1.6: 𝑋 = ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇: ℝ → ℝ, 𝑇𝑥 = 1 + ln (1 + 𝑒𝑥) olsun. 𝑇 

dönüşümü kesin daraltan olup daraltan değildir. Çünkü 

𝑇′(𝑥) =
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
< 1 

dir. Ayrıca Ortalama Değer Teoremi’nden [𝑥, 𝑦] aralığında  

𝑇′(𝑐) =
𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)

𝑥 − 𝑦
 

olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla 𝑇′(𝑐) < 1 olur. Yani, 

𝑇′(𝑐) =
𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)

𝑥 − 𝑦
< 1 ⇒ |𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)| < |𝑥 − 𝑦| 

dir. 

Tam metrik uzaylarda tanımlanan kesin daraltan dönüşümlerin sabit noktaya sahip 

olması gerekmez. Buna karşın eğer sabit nokta varsa, bu sabit nokta tektir. 

Örnek 2.1.7: 𝑋 = [1, +∞), 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇𝑥 = 𝑥 +
1

𝑥
 olsun. Bu durumda 𝑥 ≠ 𝑦 

için 

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) = |𝑥 +
1

𝑥
− 𝑦 −

1

𝑦
| = (1 −

1

𝑥𝑦
) |𝑥 − 𝑦| < 𝑑(𝑥, 𝑦) 

olur. Dolayısı ile 𝑇 dönüşümü kesin daraltandır. Ancak 𝑇𝑥 = 𝑥 +
1

𝑥
≠ 𝑥 dir. Yani 𝑇 nin 

sabit noktası yoktur. 

Bu tip dönüşümlerin sabit noktası olduğunu garanti etmek için çalışılan uzayın kompakt 

olması yeterlidir. 
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Tanım 2.1.8 (Genişlemeyen Dönüşüm): (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir 

dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

ise, 𝑇 ye genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir. 

Örnek 2.1.9: 𝑋 = ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 = 𝑥 − 2 olsun. Bu durumda 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = |𝑥 − 2 − 𝑦 + 2| = |𝑥 − 𝑦| = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

olduğundan 𝑇 genişlemeyen bir dönüşümdür. Fakat bu dönüşüm ne daraltan ne de kesin 

daraltandır.  

Herhangi bir Banach uzayında tanımlı genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarının 

var olması gerekmez. Bunun için, uzay üzerinde veya dönüşüm üzerinde bazı 

sınırlandırmalar yapılması gereklidir. 1965 yılında Browder, Goebel ve Kirk daha sonra 

tanımlayacağımız düzgün konveks bir Banach uzayının kapalı sınırlı ve konveks alt 

kümesi üzerinde tanımlı genişlemeyen bir dönüşümün sabit noktaya sahip olduğunu 

ispatlamıştır. 

Tanım 2.1.10 (Düzgün Lipschitzian Dönüşüm): 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir 

dönüşüm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) ≤ 𝐿𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde 𝐿 > 0 sayısı varsa, 𝑇 ye düzgün Lipschitzian dönüşüm denir. 

Tanım 2.1.11 (Asimptotik Genişlemeyen Dönüşüm): 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 

bir dönüşüm olsun. Eğer her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) ≤ (1 + 𝑘𝑛)𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde 𝑘𝑛 → 0 şartını sağlayan bir {𝑘𝑛} ⊂ [0, ∞) dizisi varsa, 𝑇 ye asimptotik 

genişlemeyen dönüşüm denir (Goebel and Kirk 1972). 
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Yukarıdaki tanımlardan görüleceği gibi asimptotik genişlemeyen bir dönüşüm aynı 

zamanda düzgün 𝐿-Lipschitzian bir dönüşümdür. Ayrıca asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin sınıfı, genişlemeyen dönüşümlerin bir genellemesidir. Yani genişlemeyen 

bir dönüşüm aynı zamanda asimptotik genişlemeyen bir dönüşümdür. Fakat bu 

ifadelerin tersi doğru değildir. 

Örnek 2.1.12: 𝑋 = ℓ2 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑖, ⋯ ):   ∑ |𝑥𝑖|
2∞

𝑖=1 < ∞} Hilbert uzayı, 𝐵𝑋 =

{𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥‖ ≤ 1} de bu uzayda kapalı birim yuvar ve {𝑎𝑖}, ∏ 𝑎𝑖 = 1/2∞
𝑖=2   (0 < 𝑎𝑖 <

1 ) şartını sağlayan bir reel dizi olsun. 𝑇: 𝐵𝑋 → 𝐵𝑋 dönüşümünü 

𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ ) = (0, 𝑥1
2, 𝑎2𝑥2, 𝑎3𝑥3, ⋯ ), 

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 için 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖2 ≤ 2‖𝑥 − 𝑦‖2 

dir. Diğer taraftan, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 ve 𝑛 ≥ 2 için 

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖2 ≤ 2 ∏ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=2

‖𝑥 − 𝑦‖2 

olur. 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 𝑘𝑛 = 1 − 2 ∏ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=2 → 0 olduğu görülür. Dolayısıyla 𝑇 

asimptotik genişlemeyen bir dönüşümdür fakat genişlemeyen bir dönüşüm değildir. 

Tanım 2.1.13 (Quasi Genişlemeyen Dönüşüm): 𝑋 bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir 

dönüşüm olsun. Eğer 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ≠ ∅ ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑝) 

ise, 𝑇 ye quasi genişlemeyen dönüşüm denir (Petryshyn and Williamson 1973). 

Sonuç 2.1.14: En az bir sabit noktaya sahip olan genişlemeyen bir dönüşüm quasi-

genişlemeyen bir dönüşümdür ve lineer quasi genişlemeyen bir dönüşüm genişlemeyen 

bir dönüşümdür. 
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Aşağıdaki örnek ile lineer olmayan sürekli quasi genişlemeyen dönüşümlerin 

genişlemeyen dönüşüm olmadığı gösterilmiştir. 

Örnek 2.1.15: 𝑋 = ℓ∞ = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑖 , ⋯ ) ∶  {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  sınırlı} ve 𝐾 = 𝐵𝑋 =

{𝑥 ∈ 𝑙∞: ‖𝑥‖∞ ≤ 1} alt kümesi verilsin. Her 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ ) ∈ 𝐾 için 𝑇: 𝐾 → 𝐾 

dönüşümünü 

𝑇𝑥 = (0, 𝑥1
2, 𝑥2

2, 𝑥3
2, ⋯ ) 

şeklinde tanımlayalım. Bu dönüşüm lineer olmayan sürekli bir dönüşüm ve  𝐹(𝑇) = {0} 

dır. Her 𝑥 ∈ 𝐾 için 

‖𝑇𝑥 − 0‖∞ = ‖(0, 𝑥1
2, 𝑥2

2, 𝑥3
2, ⋯ )‖∞ ≤ ‖(0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ )‖∞ = ‖𝑥 − 𝑝‖∞ 

olur. Dolayısıyla 𝑇 quasi genişlemeyen bir dönüşümdür. Buna rağmen 𝑥 =

(1 2⁄ , 1 2⁄ , ⋯ ) ve 𝑦 = (3 4⁄ , 3 4⁄ , ⋯ ) için 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖∞ = ‖(0,
5

16
,

5

16
, ⋯ )‖

∞
=

5

16
>

1

4
= ‖𝑥 − 𝑦‖∞ 

olduğundan 𝑇 genişlemeyen bir dönüşüm değildir. 

Tanım 2.1.16 (Asimptotik Quasi Genişlemeyen Dönüşüm): 𝑋 bir metrik uzay ve 

𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer  𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) ≠ ∅, her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝑛 ≥ 1 için  

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑝) ≤ (1 + 𝑘𝑛)𝑑(𝑥, 𝑝) 

olacak şekilde lim
𝑛→∞

𝑘𝑛 = 0 şartını sağlayan bir {𝑘𝑛} ∈ [0, ∞) dizisi varsa, 𝑇 

dönüşümüne asimptotik quasi genişlemeyen dönüşüm denir (Qihou 2002). 

Asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sınıfı, quasi genişlemeyen dönüşümlerin 

bir genellemesidir. Yani quasi genişlemeyen bir dönüşüm aynı zamanda asimptotik 

quasi-genişlemeyen bir dönüşümdür. Fakat bu ifadenin tersi genelde doğru değildir. 
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Örnek 2.1.17: 𝑋 = 𝑙2 olsun. 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümünü 𝑇𝑥 = (0,2𝑥1, 0,0, ⋯ ,0, ⋯ ) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 𝐹(𝑇) = {0} ve ayrıca her 𝑛 = 2,3,4, ⋯ için 𝑇𝑛𝑥 =

(0,0,0, ⋯ ,0, ⋯ ) dır. 𝑘𝑛 =
1

𝑛
 olmak üzere {𝑘𝑛} ve 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇) için, 

‖𝑇𝑥 − 𝑝‖2 = 2‖𝑥1‖2 ≤ (1 + 𝑘1)‖𝑥 − 𝑝‖2 

ve 

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑝‖2 ≤ (1 + 𝑘𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖2 

olur. Dolayısıyla 𝑇 asimptotik quasi genişlemeyen bir dönüşümdür. Ancak 𝑇 quasi 

genişlemeyen dönüşüm değildir. Çünkü 𝑥0 = (1,0,0, ⋯ ,0, ⋯ ) ∈ 𝑋 için 

‖𝑇𝑥0 − 𝑝‖2 = ‖0,2,0,0, ⋯ ,0, ⋯ ‖2 = 2 > 1 = ‖𝑥0 − 𝑝‖2 

dır. 

Yukarıda verdiğimiz dönüşümler arasındaki ilişki aşağıdaki şekilde verilebilir. 

Genişlemeyen Dönüşüm 
 

 𝑭(𝑻) ≠ ∅ 

Quasi-Genişlemeyen Dönüşüm 

    

Asimptotik Genişlemeyen 

Dönüşüm  
 𝑭(𝑻) ≠ ∅ 

Asimptotik Quasi Genişlemeyen 

Dönüşüm 

2.2. Sabit Nokta Teorisinin Temel Teoremleri 

Daraltan, kesin daraltan, genişlemeyen ve Lipschitzian gibi dönüşümlerin bazılarının 

sabit noktası olmadığı halde, bazılarının bir veya birden fazla sabit noktası olabilir. Bu 

bölümde, hangi dönüşümlerin sabit noktalarının var ve bu sabit noktaların hangi 

koşullar altında tek olduğuna dair teorem ve örnekler ifade edilecektir.  

Teorem 2.2.1: [𝑎, 𝑏], ℝ de bir kapalı aralık ve 𝑓: [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] sürekli bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda 𝑓(𝑐) = 𝑐 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] sayısı vardır. 



13 

 

 

 

İspat: Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑇(𝑥) = 𝑥 − 𝑓(𝑥) şeklinde bir 𝑇: [𝑎, 𝑏] → ℝ  dönüşümü 

tanımlayalım. Bu durumda 𝑇 sürekli bir dönüşümdür. Eğer 𝑓(𝑎) ≥ 𝑎 ise, 𝑇(𝑎) ≤ 0 ve 

𝑓(𝑏) ≤ 𝑏  ise, 𝑇(𝑏) ≥ 0 olur. Ara değer teoremi gereğince 𝑇(𝑐) = 0 olacağından 

𝑓(𝑐) = 𝑐 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] vardır. 

Teorem 2.2.2 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): 𝐵𝑋, ℝ𝑛 de kapalı birim küre 

(dolayısıyla ℝ𝑛 nin bir kompakt konveks alt kümesi) olsun. Bu durumda 𝑓: 𝐵𝑋 → 𝐵𝑋 

sürekli dönüşümü en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001). 

Bu teorem sonlu boyutlu uzaylarda geçerli olan bir teoremdir. Yani, Brouwer’ın bu 

teoremi herhangi bir Banach uzayında geçerli değildir. Bu durumu bir örnekle izah 

edelim. 

Örnek 2.2.3: 𝐵𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑥‖ ≤ 1}, 𝑋 = 𝑐0 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2 ⋯ , 𝑥𝑖 , ⋯ ) ∶  𝑥𝑖 → 0} 

Banach uzayında kapalı birim küre olsun. 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ) için 

𝑇: 𝐵𝑋 → 𝐵𝑋 , 𝑇(𝑥) = (1 − |𝑥1|, 𝑥1, 𝑥2, … )  

dönüşümünü göz önüne alalım. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 için 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖∞ = ‖𝑥 − 𝑦‖∞ 

olduğundan 𝑇 süreklidir. Ancak, 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminin 𝐵𝑋 de bir çözümü yoktur. 

Teorem 2.2.4 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): 𝑋 bir Banach uzayı, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş 

olmayan kompakt konveks bir alt küme ve 𝑓: 𝐾 → 𝐾 sürekli bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda 𝑓, en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001). 

Teorem 2.2.5 (Banach Daralma İlkesi): (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 daraltan 

bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 bir tek sabit noktaya sahiptir (Tahakashi 2009). 

İspat: 𝑇 daraltan dönüşüm olduğundan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) 
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olacak şekilde 𝑘 ∈ [0,1) sayısı vardır. 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta olsun. Buradan 

𝑥1 = 𝑇𝑥0,  𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇2𝑥0 , … ,  𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 = 𝑇𝑛+1𝑥0 

olacak şekilde bir {𝑥𝑛} dizisi oluşturalım. O halde 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 𝑑(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛−1) ≤ 𝑘𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛−1) 

= 𝑘𝑑(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛−2) ≤ 𝑘2𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛−2) ≤ ⋯ 

≤ 𝑘𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0) 

olur. Şayet 𝑚 ≥ 𝑛 kabul edilirse yukarıdaki eşitsizlikten 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚) 

≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + ⋯ + 𝑑(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚) 

≤ 𝑘𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0) + 𝑘𝑛+1𝑑(𝑥1, 𝑥0) + ⋯ + 𝑘𝑚−1𝑑(𝑥1, 𝑥0) 

= 𝑘𝑛(1 + 𝑘 + 𝑘2 + ⋯ + 𝑘𝑚−𝑛−1)𝑑(𝑥1, 𝑥0) 

≤ 𝑘𝑛 (
1

1 − 𝑘
) 𝑑(𝑥1, 𝑥0) 

olup 𝑘 ∈ [0,1) olduğundan 

𝑘𝑛

1 − 𝑘
𝑑(𝑥1, 𝑥0) → 0 

dır. Yani {𝑥𝑛}, 𝑋 de bir Cauchy dizisidir. 𝑋 tam olduğundan 𝑥𝑛 → 𝑥 olacak şekilde 𝑥 ∈

𝑋 vardır. Şimdi iddia ediyoruz ki bu 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑇 nin sabit noktasıdır. Gerçekten 

𝑇𝑥 = 𝑇 ( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑇𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛+1 = 𝑥 

dir. Üstelik bu 𝑥 tektir. Bir an için kabul edelim ki 𝑥 gibi 𝑦 de 𝑇 nin başka bir sabit 

noktasıdır. Buradan 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦), 0 ≤ 𝑘 < 1 

olup 

(1 − 𝑘)𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 0 

yazılır. O halde 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 olup 𝑥 = 𝑦 dir. 

Örnek 2.2.6: 𝐾 = [0,1] ⊂ ℝ, 𝑇: 𝐾 → 𝐾, 𝑇𝑥 =
𝑥

5
 olsun. 𝑥0 =

1

5
 olarak seçelim. Buradan 
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    𝑥1 = 𝑇𝑥0 =
1

25
 

    𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇2𝑥0 =
1

125
 

    𝑥3 = 𝑇𝑥2 = 𝑇2𝑥1 = 𝑇3𝑥0 =
1

625
 

      ⋮ 

    𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇2𝑥𝑛−2 = ⋯ = 𝑇𝑛𝑥0 

       

şeklinde bir {𝑥𝑛} dizisi elde edilir. 𝑛 → ∞ için  

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 

olur. Dolayısıyla 𝑇 dönüşümünün sabit noktası 0 ∈ [0,1] dir. Sabit nokta tanımından da 

𝑇𝑥 = 𝑥 ⇒
𝑥

5
= 𝑥 ⇒  𝑥 = 5𝑥 ⇒ 𝑥 = 0 

dir. Yani 𝑥 = 0, 𝑇 dönüşümünün sabit noktasıdır. Ancak dönüşümlerin sabit noktalarını 

tanımdan hareket ederek bulmak her zaman kolay değildir. Bu sebeple farklı dönüşüm 

sınıflarının sabit noktalarının bulunmasında iterasyon metodları kullanılır. 

Teorem 2.2.7: (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑛 ∈ ℕ için 𝑇𝑛 bir daraltan dönüşüm 

olacak şekilde bir 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin. Bu durumda 𝑇 bir tek sabit noktaya 

sahiptir (Khamsi and Kirk 2001). 

İspat: Banach sabit nokta teoremi gereğince, 𝑇𝑛 bir tek 𝑥0 sabit noktasına sahiptir. 

Dolayısıyla 

𝑇𝑛+1𝑥0 = 𝑇(𝑇𝑛𝑥0) = 𝑇𝑥0 

yazılır. Ayrıca 𝑇𝑥0, 𝑇𝑛 nin bir sabit noktasıdır. 𝑇𝑛 nin sabit noktası tek olduğu için 

𝑇𝑥0 = 𝑥0 olur. Eğer 𝑇𝑦 = 𝑦 ise, bu durumda 𝑇𝑛𝑦 = 𝑦 olur. Bu da 𝑦 = 𝑥0 olmasını 

gerektirir. 
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Teorem 2.2.8: (𝑋, 𝑑) bir kompakt metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 kesin daraltan bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda 𝑇 bir tek 𝑥0  sabit noktasına sahiptir. Üstelik her 𝑥 ∈ 𝑋  ve 𝑛 ∈ ℕ 

için, 

lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝑥 = 𝑥0 

dir (Khamsi and Kirk 2001).  

İspat: 𝑥 ∈ 𝑋 için, 

𝜙(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) 

şartını sağlayan bir 𝜙: 𝑋 → ℝ+  fonksiyonunu tanımlayalım. Bu durumda 𝜙  sürekli ve 

alttan sınırlıdır. Bu yüzden 𝜙, bir 𝑥0 ∈ 𝑋 noktasında minimum değerini alır. 𝑥0 ≠ 𝑇𝑥0 

olduğunu kabul edelim. Buradan 

𝜙(𝑇𝑥0) = 𝑑(𝑇𝑥0, 𝑇2𝑥0) < 𝑑(𝑥0, 𝑇𝑥0) = 𝜙(𝑥0) 

elde edilir. Bu ise 𝑥0 = 𝑇𝑥0 olmasını gerektirir. Şimdi 𝑥 ∈ 𝑋 noktası ve (𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑥0)) 

dizisi verilsin. Şayet 𝑇𝑛𝑥 ≠ 𝑥0 ise, 

𝑑(𝑇𝑛+1𝑥, 𝑥0) = 𝑑(𝑇𝑛+1𝑥, 𝑇𝑥0) < 𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑥0) 

olur. Bu nedenle (𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑥0)) dizisi kesin azalandır. Sonuç olarak 𝑛 → ∞  için 

𝑟 = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑥0) 

limiti vardır ve 𝑟 ≥ 0 dır. Ayrıca 𝑋 kompakt olduğu için (𝑇𝑛𝑥) dizisi yakınsak bir 

(𝑇𝑛𝑘𝑥) alt dizisine sahiptir. lim
𝑘→∞

𝑇𝑛𝑘𝑥 = 𝑧 diyelim. (𝑇𝑛𝑥) dizisi azalan olduğundan 

𝑟 = 𝑑(𝑧, 𝑥0) = lim
𝑘→∞

𝑑(𝑇𝑛𝑘𝑥, 𝑥0) = lim
𝑘→∞

𝑑(𝑇𝑛𝑘+1𝑥, 𝑥0) = 𝑑(𝑇𝑧, 𝑥0) 

olur. Eğer 𝑧 ≠ 𝑥0 ise, bu durumda 

𝑑(𝑇𝑧, 𝑥0) = 𝑑(𝑇𝑧, 𝑇𝑥0) < 𝑑(𝑧, 𝑥0) 

dir. Bu ise (𝑇𝑛𝑥) in herhangi yakınsak alt dizisinin 𝑥0 noktasına yakınsadığını gösterir. 

O halde lim
𝑛→∞

𝑇𝑛𝑥 = 𝑥0 dır. 
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Örnek 2.2.9: 𝑋 = [𝑎, 𝑏], 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer 𝑇, 

[𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli, (𝑎, 𝑏) açık aralığında türevlenebilir bir dönüşüm ve her 

𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) için, 

|𝑇′𝑥| ≤ 𝑘 < 1 

şartını sağlıyorsa bu durumda 𝑇 nin 𝑋 de bir tek sabit noktası vardır. Gerçekten de 

ortalama değer teoreminden her 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] için 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) olmak üzere, 

|𝑇𝑥 − 𝑇𝑦| = 𝑇′(𝑐)|(𝑥 − 𝑦)| ≤ 𝑘|𝑥 − 𝑦| 

olur. Böylece Banach daralma ilkesi gereği  𝑇  nin bir tek sabit noktası vardır. 

Tam olmayan metrik uzaylarda tanımlanan daraltan dönüşümlerin sabit noktası olması 

gerekmediği aşağıdaki örnekte gösterilmiştir. 

Örnek 2.2.10: 𝑋 = (0,1] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 =
2𝑥

7
 dönüşümü verilsin. Bu durumda 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = |
2𝑥

7
−

2𝑦

7
| =

2

7
|𝑥 − 𝑦| =

2

7
𝑑(𝑥, 𝑦) 

olduğundan 𝑇 bir daraltan dönüşümdür. Fakat 𝑇 nin 𝑋 de bir sabit noktası yoktur. 

Çünkü sabit noktanın tanımından 
2𝑥

7
= 𝑥 ⇒ 2𝑥 = 7𝑥 ⇒ 𝑥 = 0 olur. Burada 𝑥 = 0 ∉

(0,1] = 𝑋 olduğundan 𝑇 nin 𝑋 de bir sabit noktası yoktur. 

Aşağıdaki örnekte, tam metrik uzay üzerinde tanımlanan genişlemeyen bir dönüşümün 

bir sabit noktaya sahip olması gerekmediği gösterilmiştir. 

Örnek 2.2.11: 𝑋 = 𝑐0 Banach uzayı ve 𝐵𝑋 kapalı birim yuvarı verilsin. Her 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 için 

𝑇(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑖 , ⋯ ) = (1, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯ ) 

şeklinde tanımlanan 𝑇: 𝐵𝑋 → 𝐵𝑋 dönüşümünü alalım. 𝑇 genişlemeyen bir dönüşüm ve 

𝑥 = (1,1,1, … ), 𝑇 nin bir sabit noktasıdır. Fakat, 𝑥 = (1,1,1, … ) ∉ 𝐵𝑋 dır. Yani 𝑇 

genişlemeyen dönüşümü 𝐵𝑋 de bir sabit noktaya sahip değildir. 



18 

 

 

 

Yine tam olmayan metrik uzaylarda tanımlanan kesin daraltan dönüşümlerin sabit 

noktasının olması gerekmediği aşağıdaki örnekte verilmiştir. 

Örnek 2.2.12: 𝑋 = 𝑐0 uzayı 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ = sup𝑖∈ℕ|𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| metriği ile verilsin. 

𝐵𝑋 kapalı birim yuvarını alalım. 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 ve 𝑖 = 2,3, … için 𝑦1 = (1 + ‖𝑥‖) 2⁄  ve 𝑦𝑖 =

(1 − 1 2𝑖+1⁄ )𝑥𝑖−1 olarak seçilirse, |𝑦1| ≤ 1 ve |𝑦𝑖| ≤ |𝑥𝑖−1| ≤ 1 dir. Bu halde  

𝑇: 𝐵𝑋 → 𝐵𝑋 , 𝑇(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑖, ⋯ ) = (𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑖, ⋯ ) 

dönüşümü tanımlanabilir. 𝑥 ve 𝑦 nin 𝐵𝑋 de farklı iki nokta olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda, 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑦‖ = sup {
‖𝑥‖ − ‖𝑦‖

2
, (1 −

1

2𝑖+1
) |𝑥𝑖−1 − 𝑦𝑖−1|: 𝑖 = 2,3, ⋯ } 

≤  sup {
‖𝑥 − 𝑦‖

2
, (1 −

1

2𝑖+1
) |𝑥𝑖−1 − 𝑦𝑖−1|: 𝑖 = 2,3, ⋯ } 

< ‖𝑥 − 𝑦‖ 

elde edilir. Yani 𝑇 kesin daraltan bir dönüşümdür. 𝑇𝑣 = 𝑣 olacak şekilde bir 𝑣 ∈ 𝐵𝑋 

noktasının var olduğunu kabul edelim. Böylece 𝑖 ≥ 2 ve 𝑣1 = (1 + ‖𝑣‖) 2⁄ > 0 için 

|𝑣𝑖| = (1 −
1

2𝑖+1
) |𝑣𝑖−1| 

olur. Bu ise her 𝑖 ≥ 2 için 

|𝑣𝑖| = (1 −
1

2𝑖+1
) |𝑣𝑖−1| 

 = (1 −
1

2𝑖+1
) (1 −

1

2𝑖
) |𝑣𝑖−2| 

⋮ 

= ∏ (1 −
1

2𝑖+1−𝑘
)

𝑖−2

𝑘=0

|𝑣1| 

≥ (1 − ∑
1

2𝑖+1−𝑘

𝑖−2

𝑘=0

) |𝑣1| 
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= (1 − ∑
1

2𝑗

𝑖+1

𝑗=3

) |𝑣1| 

>
3

4
|𝑣1| 

olmasını gerektirir. 𝑖 → ∞ iken 𝑣𝑖 → 0 olduğundan bu mümkün değildir. Dolayısıyla 𝑇 

dönüşümünün 𝐵𝑋 de herhangi bir sabit noktası yoktur. 

Tanım 2.2.13 (Düzgün Konveks Uzay): 𝑋 bir Banach uzayı olsun. Her 휀 > 0 ve 

‖𝑥‖ ≤ 1, ‖𝑦‖ ≤ 1 ve ‖𝑥 − 𝑦‖ ≥ 휀 şartlarını sağlayan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

1

2
‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 1 − 𝛿(휀) 

olacak şekilde 𝛿(휀) > 0 sayısı varsa, 𝑋 e düzgün (uniformly) konveks uzay adı verilir 

(Aksoy and Khamsi 1990). 

Hilbert uzayları düzgün konveks Banach uzaylarıdır. Buna rağmen ℓ1 = {𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑖 , ⋯ ):   ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1 < ∞} ve ℓ∞ = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑖, ⋯ ) ∶  {𝑥𝑖}𝑖=1

∞  sınırlı} 

uzayları sırasıyla ‖𝑥‖1 = ∑ |𝑥𝑛|∞
𝑛=1  ve ‖𝑥‖∞ = sup{|𝑥𝑛|: 𝑛 ∈ ℕ} normlarına göre 

düzgün konveks uzay değillerdir. 

Goebel ve Kirk, düzgün konveks bir Banach uzayında tanımlı asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin sabit noktaya sahip olduğunu aşağıdaki teoremle ispatlamışlardır. 

Teorem 2.2.14: 𝑋 düzgün konveks Banach uzayı, 𝐾 da bu uzayın boş olmayan kapalı 

sınırlı ve konveks bir alt kümesi ve 𝑇: 𝐾 → 𝐾 asimptotik genişlemeyen bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda 𝑇, 𝐾 da bir sabit noktaya sahiptir (Goebel and Kirk 1972). 

Kirk 2004 yılında Goebel ve Kirk’in bu teoremini daha genel bir uzay olan CAT(0) 

uzaylarına genelleştirmiştir. Bu teoremi vermeden önce CAT(0) uzaylarını ve bu uzay 

ile ilgili bazı kavramları tanımlayalım.  
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Tanım 2.2.15: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktalarını birleştiren 𝑐: [0, 𝑙] ⊂

ℝ → 𝑋 sürekli dönüşümü  

i) 𝑐(0) = 𝑥, 𝑐(𝑙) = 𝑦 

ii) Her 𝑡, 𝑡′ ∈ [0, 𝑙] için 𝑑(𝑐(𝑡), 𝑐(𝑡′)) = |𝑡 − 𝑡′| dir. Yani 𝑐 bir izometridir. 

iii) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑙  

şartlarını sağlıyorsa bu dönüşüme bir geodezik yol denir. 

Bu 𝑐 dönüşümünün görüntüsüne de 𝑥 den 𝑦 ye bir geodezik doğru parçası denir. Eğer 

bu geodezik doğru parçası tek ise [𝑥, 𝑦] ile gösterilir. 𝑋 kümesindeki her iki nokta çifti 

bir geodezik yardımıyla birleştirilebiliyorsa bu uzaya geodezik uzay denir. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

için 𝑥 ve 𝑦 noktalarını birleştiren bir tek geodezik varsa, bu uzay tek türlü geodezik 

uzay olarak adlandırılır. 

(𝑋, 𝑑) geodezik uzay ve 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ 𝑋 olsun. 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 noktaları ve bu noktalar 

arasındaki geodezik doğru parçalarının birleşimine geodezik üçgen denir ve 

∆(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ile gösterilir.  

 (𝑋, 𝑑) uzayındaki ∆(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) geodezik üçgeni için bir karşılaştırma üçgeni, her 𝑖, 𝑗 ∈

{1,2,3} için 

𝑑ℝ2(�̅�𝑖, �̅�𝑗) = 𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) 

şartını sağlayan ℝ2 Öklid uzayında ∆̅(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∆(�̅�1, �̅�2, �̅�3) şeklindeki bir 

üçgendir. 

Bir geodezik uzayın CAT(0) uzayı olması için uygun boyuttaki tüm geodezik 

üçgenlerin aşağıdaki karşılaştırma aksiyomunu (CAT(0) eşitsizliğini) sağlaması gerekir. 
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Tanım 2.2.16: (𝑋, 𝑑) bir geodezik metrik uzay, ∆ bir geodezik üçgen ve bu üçgen için 

karşılaştırma üçgeni ∆̅ olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ ∆ ve �̅�, �̅� ∈ ∆̅ için 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑ℝ2(�̅�, �̅�) ise ∆ 

geodezik üçgeni CAT(0) eşitsizliğini sağlıyor denir. 

CAT(0) uzayında 𝑥, 𝑦1, 𝑦2 üç nokta ve 𝑦0 ise [𝑦1, 𝑦2] doğru parçasının orta noktası 

olmak üzere CAT(0) eşitsizliğinden  

                     𝑑(𝑥, 𝑦0)2 ≤
1

2
𝑑(𝑥, 𝑦1)2 +

1

2
𝑑(𝑥, 𝑦2)2 −

1

4
𝑑(𝑦1, 𝑦2)2 (CN) 

eşitsizliği elde edilir. Bruhat and Tits (1972) tarafından ispatlanan bu eşitsizlik (CN) 

eşitsizliği olarak bilinir. 

 Bir geodezik uzayın CAT(0) uzayı olması için gerek ve yeter şart (CN) eşitsizliğini 

sağlamasıdır. 

Teorem 2.2.17: 𝑋 bir CAT(0) uzayı ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. Her 𝑡 ∈ [0,1] için 

𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑡𝑑(𝑥, 𝑦) ve 𝑑(𝑦, 𝑧) = (1 − 𝑡)𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde bir tek 𝑧 ∈ [𝑥, 𝑦] vardır (Dhompongsa and Panyanak 2008).  

Bu teoremi sağlayan 𝑧 ∈ [𝑥, 𝑦] noktasını ifade etmek için (1 −  𝑡)𝑥 ⊕  𝑡𝑦 notasyonu 

kullanılır. Bu durumda CN eşitsizliği  

𝑑((1 − 𝑡)𝑦1 ⊕ 𝑡𝑦2, 𝑥)2 ≤
1

2
𝑑(𝑦1, 𝑥)2 +

1

2
𝑑(𝑦2, 𝑥)2 −

1

4
𝑑(𝑦1, 𝑦2)2 

şeklinde verilebilir. 

Teorem 2.2.18: 𝑋 bir tam CAT(0) uzayı, 𝐾 da bu uzayın boş olmayan kapalı konveks 

sınırlı bir alt kümesi ve 𝑇: 𝐾 → 𝐾 asimptotik genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda 𝑇, 𝐾 da bir sabit noktaya sahiptir (Kirk 2004).   
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Konveks Metrik Uzaylar ve Hiperbolik Uzaylar 

Takahashi (1972) konveks metrik uzay kavramını tanımlamış ve bu uzayda 

genişlemeyen dönüşümler için sabit nokta teorisi alanında çalışmıştır. Daha sonra 

metrik uzaylar üzerine konveks bir yapı kurmak için farklı çalışmalar yapılmıştır. Bu 

konveks yapı hiperbolik uzaylarda vardır. Hiperbolik uzay kavramı için literatürde 

farklı tanımlar mevcuttur. (Kirk 1982; Goebel and Kirk 1983; Goebel and Reich 1984; 

Kirk and Martinez-Yanez 1990; Reich and Shafrir 1990; Kohlenbach 2005). Bu 

çalışmada Kohlenbach (2005) tarafından verilen hiperbolik uzaylar üzerinde 

çalışılacaktır.  Bu uzay, Goebel and Kirk (1983) tarafından tanımlanan hiperbolik tip 

uzaylara göre daha kısıtlayıcı, fakat Reich and Shafrir (1990) tarafından tanımlanan 

hiperbolik uzaylardan daha geneldir. CAT(0) ve Banach uzayları, Hilbert yuvarı bu 

uzayın özel durumlarıdır.  

Tanım 3.1.1: (𝑋, 𝑑) metrik uzay ve 𝑊: 𝑋2 × [0,1] → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝑋 ve 𝛼 ∈ [0,1] için, 

𝑑(𝑢, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼)) ≤ 𝛼𝑑(𝑢, 𝑥) + (1 − 𝛼)𝑑(𝑢, 𝑦) 

şartı sağlanıyorsa, 𝑊 dönüşümüne 𝑋 üzerinde bir konveks yapı ve 𝑊 konveks yapısı ile 

birlikte 𝑋 e konveks metrik uzay denir. Bu uzayı göstermek için (𝑋, 𝑑, 𝑊) notasyonu 

kullanılır (Takahashi 1972). 

Konveks metrik uzaylar normlu uzaylardan dolayısıyla Banach uzaylarından daha 

geneldir. Yani bu uzaylar konveks metrik uzayların özel halleridir. Bunu göstermek için 

𝑋 in bir normlu uzay ve 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝑋, 𝛼 ∈ [0,1] için 𝑊 dönüşümünün 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥 +

(1 − 𝛼)𝑦 olarak tanımlandığını kabul edelim. Bu durumda   

𝑑(𝑢, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼)) = ‖𝑢 − (𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦)‖ 

≤ 𝛼‖𝑢 − 𝑥‖ + (1 − 𝛼)‖𝑢 − 𝑦‖ 
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= 𝛼𝑑(𝑢, 𝑥) + (1 − 𝛼)𝑑(𝑢, 𝑦) 

olur. Dolayısıyla her normlu uzay bir konveks metrik uzaydır. Fakat bunun tersi doğru 

değildir.  

 Örnek 3.1.2: 𝑋 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑅2: 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0} olsun. Her 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 =

(𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2, 𝛼 ∈ [0,1] için 𝑊: 𝑋 × 𝑋 × [0,1] → 𝑋 dönüşümünü  

𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = (𝛼𝑥1 + (1 − 𝛼)𝑦1,
λ𝑥1𝑥2 + (1 − λ)𝑦1𝑦2

λ𝑥1 + (1 − λ)𝑦1
) 

ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞) metriğini  

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥1 − 𝑦1| + |𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2| 

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda (𝑋, 𝑑, 𝑊) bir konveks metrik uzay olduğu halde 

normlu uzay değildir. 

Tanım 3.1.3: (𝑋, 𝑑, 𝑊) bir konveks metrik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan bir alt 

kümesi olsun. Her (𝑥, 𝑦, 𝛼) ∈ 𝐾 × 𝐾 × [0,1] için 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) ∈ 𝐾 ise 𝐾 ya konvekstir 

denir (Takahashi 1972).  

Örnek 3.1.4: 𝑋 bir konveks metrik uzay ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 𝐵(𝑥, 𝑟) açık ve 𝐵(𝑥, 𝑟) kapalı 

yuvarları konvekstir (Takahashi 1972). 

Çözüm: Her 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) ve 𝛼 ∈ [0,1] için 𝑊(𝑦, 𝑧, 𝛼) ∈ 𝑋 dir. 𝑋 bir konveks metrik 

uzay olduğundan  

𝑑(𝑥, 𝑊(𝑦, 𝑧, 𝛼) ≤ 𝛼𝑑(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝛼)𝑑(𝑥, 𝑧) < 𝛼𝑟 + (1 − 𝛼)𝑟 = 𝑟 

olur. Böylece 𝑊(𝑦, 𝑧, 𝛼) ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) olup 𝐵(𝑥, 𝑟) açık yuvar konvekstir. Benzer şekilde 

𝐵(𝑥, 𝑟) kapalı yuvarının da konveksliği gösterilebilir. 

Tanım 3.1.5: (𝑋, 𝑑) metrik uzay ve 𝑊: 𝑋2 × [0,1] → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer her 

𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ 𝑋 ve 𝛼, 𝛽 ∈ [0,1] için, 
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W1. 𝑑(𝑢, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼)) ≤ 𝛼𝑑(𝑢, 𝑥) + (1 − 𝛼)𝑑(𝑢, 𝑦) 

W2. 𝑑(𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼), 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛽)) = |𝛼 − 𝛽|𝑑(𝑥, 𝑦) 

W3. 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝑊(𝑦, 𝑥, (1 − 𝛼)) 

W4. 𝑑(𝑊(𝑥, 𝑧, 𝛼), 𝑊(𝑦, 𝑤, 𝛼)) ≤ 𝛼𝑑(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝛼)𝑑(𝑧, 𝑤) 

şartları sağlanıyorsa (𝑋, 𝑑) metrik uzayına hiperbolik uzay denir ve yine (𝑋, 𝑑, 𝑊) ile 

gösterilir (Kohlenbach2005). 

Bu tanımdaki (W1) şartından her hiperbolik uzayın bir konveks metrik uzay olduğu 

görülür. Ancak her konveks metrik uzay bir hiperbolik uzay değildir.  

Örnek 3.1.6: 𝑋 = ℝ olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 𝛼 ∈ [0,1] için 𝑊: ℝ × ℝ × [0,1] → ℝ 

dönüşümünü  

𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 

ve 𝑑: ℝ × ℝ → [0, ∞) metriğini  

𝑑(𝑥, 𝑦) =
|𝑥 − 𝑦|

1 − |𝑥 − 𝑦|
 

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda 𝑋 konveks metrik uzay olduğu halde hiperbolik 

uzay değildir. 

Diğer taraftan her Banach uzayı bir hiperbolik uzaydır. Bunu görmek için Banach 

uzayını norm metriği ile düşünüp 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 almak yeterlidir. Ancak 

her hiperbolik uzay bir Banach uzayı teşkil etmez. Yine 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥⨁(1 − 𝛼)𝑦 

alınırsa her 𝐶𝐴𝑇(0) uzayının bir hiperbolik uzay olduğu görülür.  

Örnek 3.1.7: 𝐻 kompleks Hilbert uzayı ve 𝐵𝐻, 𝐻 de açık birim yuvar olsun. 𝐵𝐻 

üzerinde 

𝜎(𝑥, 𝑦) =
(1 − ‖𝑥‖2)(1 − ‖𝑦‖2)

|1 − 〈𝑥, 𝑦〉|2
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olmak üzere 

𝑑(𝑥, 𝑦) = argtanh(1 − 𝜎(𝑥, 𝑦))
1
2  

olarak tanımlanan Poincare metriğini düşünelim. (𝐵𝐻, 𝑑) metrik uzayı Hilbert yuvarı 

olarak adlandırılır. Hilbert yuvarı bir hiperbolik uzay olmasına rağmen Banach uzayı 

değildir. 

Tanım 3.1.8: (𝑋, 𝑑, 𝑊) hiperbolik uzay olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑢 ∈ 𝑋, 𝑟 > 0 ve 휀 ∈ (0,2] için 

𝑑(𝑥, 𝑢) ≤ 𝑟
𝑑(𝑦, 𝑢) ≤ 𝑟

  𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 휀𝑟
}  iken 𝑑 (𝑊 (𝑥, 𝑦,

1

2
) , 𝑢) ≤ (1 − 𝛿)𝑟 

olacak şekilde 𝛿 ∈ (0,1] varsa, 𝑋 e düzgün konveks hiperbolik uzay denir (Shimizu and 

Takahashi 1996). 

Verilen bir 𝑟 > 0 ve 휀 ∈ (0,2] için 𝛿 = 𝜂(𝑟, 휀) eşitliğini sağlayan 𝜂: (0, ∞) × (0,2] →

(0,1] dönüşümüne düzgün konvekslik modülü denir. Sabit bir 휀 için 𝜂 modülü 𝑟 ye göre 

azalıyorsa 𝜂 modülüne monotondur denir. 

Teorem 3.1.9: Her 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝜂(𝑟, 휀) =
𝜀2

8
 konvekslik modülü ile düzgün konveks 

bir hiperbolik uzaydır (Leuştean 2007). 

İspat: 𝑋 bir 𝐶𝐴𝑇(0) uzayı, 𝑟 > 0, 휀 ∈ (0,2] ve için 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟, 𝑑(𝑦, 𝑎) ≤ 𝑟, 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 휀𝑟 olmak üzere 𝑎, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olsun. Bu durumda CN eşitsizliğinden 

𝑑 ((𝑊 (𝑥, 𝑦,
1

2
)) , 𝑎) = 𝑑 (

1

2
𝑥⨁𝑦

1

2
, 𝑎) 

≤ √
1

2
𝑑(𝑥, 𝑎)2 +

1

2
𝑑(𝑦, 𝑎)2 −

1

4
𝑑(𝑥, 𝑦)2 

≤ √
1

2
𝑟2 +

1

2
𝑟2 −

1

4
휀2𝑟2 
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= √1 −
휀2

4
∙ 𝑟 

≤ (1 −
휀2

8
) 𝑟 

elde edilir. Böylece 𝑋 düzgün konveks ve konvekslik modülü 𝜂(𝑟, 휀) =
𝜀2

8
 dir. 

Tanım 3.1.10 : (𝑋, 𝑑, 𝑊) hiperbolik uzay olsun. Herhangi 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝜆 ∈ [0,1] için 

𝑑(𝑧, 𝑥) = 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦) ve 𝑑(𝑧, 𝑦) = (1 − 𝜆)𝑑(𝑥, 𝑦) olacak şekilde bir tek 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu 

uzaya kesin konveks hiperbolik uzay denir (Takahashi 1972). 

Teorem 3.1.11: Düzgün konveks hiperbolik bir uzay kesin konvekstir (Leuştean 2007). 

İspat: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip düzgün konveks bir 

hiperbolik uzay olsun. Bir an için (𝑋, 𝑑, 𝑊) uzayının kesin konveks olmadığını kabul 

edelim. Bu durumda 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝜆 ∈ [0,1] için  

𝑑(𝑧, 𝑥) = 𝑑(𝑤, 𝑥) = 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦),    𝑑(𝑧, 𝑦) = 𝑑(𝑤, 𝑦) = (1 − 𝜆)𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde birbirinden farklı 𝑧, 𝑤 ∈ 𝑋 vardır. Buradan hemen 𝑥 ≠ 𝑦 ve 𝜆 ∈ (0,1) 

yazılır. 𝑟1: = 𝜆𝑑(𝑥, 𝑦) > 0, 𝑟2: = (1 − 𝜆)𝑑(𝑥, 𝑦) > 0, 휀1 ≔
𝑑(𝑧,𝑤)

𝑟1
 ve 휀2 ≔

𝑑(𝑧,𝑤)

𝑟2
 olarak 

tanmlayalim. Buradan 휀1, 휀2 ∈ (0,2] olduğu kolayca görülür. Böylece düzgün 

konveksliğin tanımından 

𝑑 (𝑊 (𝑧, 𝑤,
1

2
) , 𝑥) ≤ (1 − 𝜂(𝑟1, 휀1))𝑟1,      𝑑 (𝑊 (𝑧, 𝑤,

1

2
) , 𝑦) ≤ (1 − 𝜂(𝑟2, 휀2))𝑟2 

elde edilir. 𝑥 ≠ 𝑦 olduğundan ya 𝜂(𝑟1, 휀1) < 1 yada 𝜂(𝑟2, 휀2) < 1 olmak zorundadır. 

Üçgen eşitsizliği kullanılarak  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑 (𝑊 (𝑧, 𝑤,
1

2
) , 𝑥) + 𝑑 (𝑊 (𝑧, 𝑤,

1

2
) , 𝑦) 

≤ (1 − 𝜂(𝑟1, 휀1))𝑟1 + (1 − 𝜂(𝑟2, 휀2))𝑟2 

< 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑑(𝑥, 𝑦) 
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bulunur. Bu çelişki ispatı tamamlar. 

Lemma 3.1.12: (𝑋, 𝑑, 𝑊) düzgün konveks bir hiperbolik uzay ve 𝜂 monoton düzgün 

konvekslik modülü olsun. Kabul edelim ki 𝑟 > 0, 휀 ∈ (0,2], 𝑎, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 olmak üzere  

𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟, 𝑑(𝑦, 𝑎) ≤ 𝑟  ve 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 휀𝑟 

dir. Bu durumda 𝜆 ∈ [0,1] için 

a) 𝑑(𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆), 𝑎) ≤ (1 − 2𝜆(1 − 𝜆)𝜂(𝑟, 휀))𝑟 dir. 

b) 𝜓 ≤ 휀 olacak şekilde bir 𝜓 ∈ (0,2] için 

𝑑(𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆), 𝑎) ≤ (1 − 2𝜆(1 − 𝜆)𝜂(𝑟, 𝜓))𝑟 

dir. 

c) Herhangi bir 𝑠 ≥ 𝑟 için  

𝑑(𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆), 𝑎) ≤ (1 − 2𝜆(1 − 𝜆)𝜂 (𝑠,
휀𝑟

𝑠
)) 𝑠 

dir. 

d) 𝜂 monton ise bu durumda herhangi bir 𝑠 ≥ 𝑟 için 

𝑑(𝑊(𝑥, 𝑦, 𝜆), 𝑎) ≤ (1 − 2𝜆(1 − 𝜆)𝜂(𝑠, 휀))𝑟 

dir (Kohlenbach and Leuştean 2010). 

Teorem 3.1.13: (𝑋, 𝑑, 𝑊) tam düzgün konveks hiperbolik uzay ve 𝜂 monoton düzgün 

konvekslik modülü olsun. 𝑋 in boş olmayan kapalı sınırlı konveks alt kümelerinin 

herhangi bir azalan dizisinin arakesiti boştan farklıdır (Kohlenbach and Leuştean 2010).  

İspat: {𝐾𝑛}𝑛≥1, 𝑋 in boş olmayan kapalı sınırlı konveks alt kümelerinin herhangi bir 

azalan dizisi ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. Eğer 𝑥 ∈ 𝐾𝑛 ise ve her 𝑛 ∈ ℕ için ⋂ 𝐾𝑛𝑛≥1 ≠ ∅ olur. 𝐾𝑛 

kapalı olduğundan 𝑑(𝑥, 𝐾𝑛) > 0 ve 𝑥 ≠ 𝐾𝑛 olacak şekilde 𝑁 ∈ ℕ olduğunu kabul 

edelim. Eğer 𝑟 ≔ 𝑑(𝑥, 𝐾𝑛) ise bu durumda {𝑟𝑛} dizisi negatif terimli artan ve 𝑎 ∈ 𝐾1 

olmak üzere 𝑑(𝑥, 𝑎) + 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐾1) den sınırlıdır. O halde, 𝑟 ≔ lim 𝑟𝑛 = sup 𝑟𝑛 ≥ 𝑟𝑁 > 0 

olur. 𝐷𝑛 ≔ 𝐾𝑛 ∩∪ (𝑥, 𝑟 +
1

𝑛
) olarak tanımlayalım. Bu durumda {𝐷𝑛}, 𝑋 in boş olmayan 
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kapalı bir alt kümesinde azalan bir dizidir. 𝑑𝑛 ≔ 𝑑𝑖𝑎𝑚{𝐷𝑛} ve 0 ≤ 𝑑 ≔ lim 𝑑𝑛 =

inf 𝑑𝑛 olsun. Kabul edelim ki; 𝑑 > 0 ve 
1

𝐾
≤

𝑑

2
 olmak üzere 𝐾 ∈ ℕ dir. Herhangi 𝑛 ≥ 𝐾 

için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≥ 𝑑𝑛 −
1

𝑛
≥ 𝑑 −

1

𝑛
≥

𝑑

2
 olacak şekilde 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝐷𝑛 vardır.  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟 +
1

𝑛
, 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟 +

1

𝑛
 , 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≥

𝑑

2
≥ (𝑟 +

1

𝑛
)

𝑑

2(𝑟+1)
, 

𝑑

2(𝑟+1)
≤ 1 

ve 𝑋 düzgün konveks olduğundan, her 𝑛 ≥ 𝐾 için  

𝑟𝑛 ≤ 𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑦𝑛,
1

2
) , 𝑥) ≤ (1 − 𝜂 (𝑟 +

1

𝑛
,

𝑑

2(𝑟 + 1)
)) (𝑟 +

1

𝑛
) 

elde edilir. Ayrıca 𝑟 +
1

𝑛
≤ 𝑟 + 1 ve 𝜂 monoton olduğundan 

𝑟𝑛 ≤ (1 − 𝜂 (𝑟 + 1,
𝑑

2(𝑟 + 1)
)) (𝑟 +

1

𝑛
) 

elde edilir. Bu ifadede 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

𝑟𝑛 ≤ (1 − 𝜂 (𝑟 + 1,
𝑑

2(𝑟 + 1)
)) ∙ 𝑟 < 𝑟 

bulunur. Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla 𝑑 = 0 olmak zorundadır. Bu ve 𝑋 in tam olması 

⋂ 𝐷𝑛𝑛>1 ≠ ∅ olmasını gerektirir. O halde ⋂ 𝐾𝑛𝑛>1 ≠ ∅ dir. 

Aşağıdaki teoremi vermeden önce alttan yarı sürekli fonksiyon tanımını verelim: 𝑋 bir 

metrik uzay olmak üzere 𝑓: 𝑋 → [−∞, ∞] olsun. Her 𝜆 ∈ ℝ için Γ𝑓,𝜆 = {𝑥: 𝑓(𝑥) ≤ 𝜆} 

kümeleri kapalı ise 𝑓 fonksiyonuna alttan yarı sürekli denir. 

Teorem 3.1.14: (𝑋, 𝑑, 𝑊) tam düzgün konveks hiperbolik uzay ve 𝜂 monoton düzgün 

konvekslik modülü olsun. 𝐾, 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks alt kümesi ve 𝑓: 𝐾 →

[0, ∞) foksiyonu konveks ve alttan yarı sürekli olsun. Ayrıca kabul edelim ki 𝐾 daki her 

{𝑥𝑛} dizisi ve bir 𝑎 ∈ 𝑋 için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) = ∞ iken lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = ∞ dir. Bu durumda 𝑓 

fonksiyonu 𝐾 üzerinde minimum değer alır. Ayrıca her 𝑥 ≠ 𝑦 için  
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𝑓 (𝑊 (𝑥, 𝑦,
1

2
)) < max{𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)} 

ise, 𝑓 minimum değerini bir tek noktada alır (Leuştean 2010).  

İspat: 𝛼, 𝑓 nin 𝐾 üzerindeki infumumu ve 

𝐾𝑛: = {𝑥 ∈ 𝐾: 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼 +
1

𝑛
} 

olsun. Teorem 3.1.13, {𝐾𝑛}𝑛∈ℕ dizisine uygulanırsa 𝑥∗ ⋂ 𝐾𝑛𝑛∈ℕ  nin var olduğu görülür. 

Buradan her 𝑛 ≥ 1 için 𝑓(𝑥∗) ≤ 𝛼 +
1

𝑛
 yazılır ve böylece 𝑓(𝑥∗) ≤ 𝛼 olur. 𝛼, 𝑓 nin 

infimumu olduğundan 𝑓(𝑥∗) = 𝛼 dir. Yani 𝑓 fonksiyonu 𝐾 üzerinde minimum değer 

alır. Şimdi bu değerin tek olduğunu gösterelim. 𝑓 fonksiyonunun minimum değerlerini 

𝑥∗ ≠ 𝑦∗ olmak üzere 𝑥∗ ve 𝑦∗ noktalarında aldığını kabul edelim. 𝐾 konveks 

olduğundan 

𝑊 (
1

2
𝑥∗ +

1

2
𝑦∗) ∈ 𝐾 ve 𝑓 (𝑊 (𝑥∗, 𝑦∗,

1

2
)) < max{𝑓(𝑥∗), 𝑓(𝑦∗)} = 𝛼 

olur. Bu çelişki ispatı tamamlar. 

3.2. ∆-Yakınsaklık ve Hiperbolik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri 

İlk olarak asimptotik merkezle ilgili bazı tanım ve teoremleri verelim.  

(𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan bir küme ve {𝑥𝑛}, 𝑋 de sınırlı bir dizi olsun. 

Her 𝑚 ∈ ℕ  ve 𝑦 ∈ 𝑋 için aşağıdaki fonksiyonları tanımlayalım. 

𝑟𝑚(∙, {𝑥𝑛}): 𝑋 → [0, ∞),   𝑟𝑚(𝑦, {𝑥𝑛}) = sup{𝑑 (𝑦, 𝑥𝑛): 𝑛 ≥ 𝑚} 

𝑟(∙, {𝑥𝑛}): 𝑋 → [0, ∞),   𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}) = limsup𝑛 𝑑(𝑦, 𝑥𝑛) = inf
𝑚

 𝑟𝑚(𝑦, {𝑥𝑛}) 

= lim
𝑚→∞

𝑟𝑚(𝑦, {𝑥𝑛}) 
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Bu fonksiyonların bazı özellikleri aşağıdaki lemmada verilmiştir. 

Lemma 3.2.1: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan bir küme ve {𝑥𝑛}, 𝑋 de 

sınırlı bir dizi olsun.  𝑦 ∈ 𝑋 olmak üzere 

a) Her 𝑚 ∈ ℕ için 𝑟𝑚(∙, {𝑥𝑛}) genişlemeyen bir dönüşümdür.  

b) 𝑟(∙, {𝑥𝑛}) süreklidir ve  bir 𝑎 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑦, 𝑎) → ∞ iken 𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}) → ∞ dir. 

c) 𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}) = 0 olması için gerek ve yeter şart lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑦 olmasıdır. 

d) 𝐾 konveks ve (𝑋, 𝑑, 𝑊) bir konveks metrik uzay ise 𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}) bir konveks 

fonksiyondur (Leuştean 2010). 

Tanım 3.2.2 : (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan bir küme ve {𝑥𝑛}, 𝑋 de sınırlı 

bir dizi olsun. 

a) {𝑥𝑛} dizisinin 𝐾 kümesine göre asimptotik yarıçapı 

𝑟(𝐾, {𝑥𝑛}) = inf{𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}): 𝑦 ∈ 𝐾} 

olarak tanımlanır. {𝑥𝑛} dizisinin 𝑋 e göre göre asimptotik yarıçapı 𝑟({𝑥𝑛}) ile gösterilir. 

b) Eğer 𝑟(𝑘, {𝑥𝑛}) = 𝑟(𝐾, {𝑥𝑛}) = min{𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}) ∶ 𝑦 ∈ 𝐾} ise 𝑘 ∈ 𝐾 noktasına {𝑥𝑛} 

dizisinin 𝐾 kümesine göre asimptotik merkezi denir.  

{𝑥𝑛} dizisinin 𝐾 kümesine göre tüm asimptotik merkezlerinin kümesi 𝐴(𝐾, {𝑥𝑛}) ile 

gösterilir. 𝐾 = 𝑋 iken 𝑘 noktasına kısaca {𝑥𝑛} dizisinin asimptotik merkezi denir ve 

𝐴(𝐾, {𝑥𝑛}) yerine 𝐴({𝑥𝑛}) notasyonu kullanılır.  

Banach ve CAT(0) uzaylarında sınırlı her dizi kapalı konveks bir alt kümeye göre bir 

tek asimptotik merkeze sahiptir (Dhompongsa et al. 2006). Aşağıdaki teorem Leuştean 

(2010) tarafından ispatlanmış ve bu özelliğin tam düzgün konveks hiperbolik uzaylarda 

sağlandığı gösterilmiştir. 
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Teorem 3.2.3: (𝑋, 𝑑, 𝑊) monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. Ayrıca 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks alt 

kümesi olsun. Bu durumda 𝑋 deki her sınırlı {𝑥𝑛} dizisi 𝐾 ya göre bir tek asimptotik 

merkeze sahiptir (Leuştean 2010). 

İspat: 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülü olsun. Teorem 3.1.14 kullanalarak 

𝑟(∙, {𝑥𝑛}): 𝐾 → [0, ∞) fonksiyonunun minimum değerini bir tek noktada aldığını 

göstereceğiz. Lemma 3.2.1 den dolayı 𝑟(∙, {𝑥𝑛}): 𝐾 → [0, ∞) fonksiyonunu sürekli ve 

bir 𝑎 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑦, 𝑎) → ∞ iken 𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}) → ∞ dir. Böylece geriye 𝑦 ≠ 𝑧 olmak üzere 

𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾 için 

𝑟 (𝑊 (𝑦, 𝑧,
1

2
) , {𝑥𝑛}) < max{𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}), 𝑟(𝑧, {𝑥𝑛})} 

olduğunu göstermek kalır. 𝑀 ≔ max{𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}), 𝑟(𝑧, {𝑥𝑛})} > 0 olsun. Her 휀 ∈ (0,1] 

ve 𝑛 ≥ 𝑁 için  

𝑑(𝑦, 𝑥𝑛), 𝑑(𝑧, 𝑥𝑛) ≤ 𝑀 + 휀 ≤ 𝑀 + 1 

olacak şekilde 𝑁 doğal sayısı vardır. Ayrıca 

𝑑(𝑦, 𝑧) =
𝑑(𝑦, 𝑧)

𝑀 + 휀
(𝑀 + 휀) ≥

𝑑(𝑦, 𝑧)

𝑀 + 1
(𝑀 + 휀) 

dir. Böylece Lemma 3.1.12 (d) uygulayarak 𝑛 ≥ 𝑁 için  

𝑑 (𝑊 (𝑦, 𝑧,
1

2
) , 𝑥𝑛) ≤ (1 − 𝜂 (𝑀 + 1,

𝑑(𝑦, 𝑧)

𝑀 + 1
)) (𝑀 + 휀) 

ve buradan 

𝑟 (𝑊 (𝑦, 𝑧,
1

2
) , {𝑥𝑛}) ≤ (1 − 𝜂 (𝑀 + 1,

𝑑(𝑦, 𝑧)

𝑀 + 1
)) (𝑀 + 휀) 

elde edilir. 휀 → 0 için limit alınırsa  

𝑟 (𝑊 (𝑦, 𝑧,
1

2
) , {𝑥𝑛}) ≤ (1 − 𝜂 (𝑀 + 1,

𝑑(𝑦, 𝑧)

𝑀 + 1
)) 𝑀 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Metrik uzaylarda  Δ-yakınsama kavramı Lim (1976) tarafından tanıtılmış ve CAT(0) 

uzaylarında Dhompongsa and Panyanak (2008) tarafından incelenmiştir. Khan et al. 

(2012) daha genel hiperbolik uzaylarda Δ-yakınsama kavramını incelemeye devam 

etmiştir. 

Tanım 3.2.4: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑥 ∈ 𝑋 ve {𝑥𝑛}, 𝑋 de bir dizi ve olsun. {𝑥𝑛} 

dizisinin her {𝑢𝑛} alt dizisi bir tek 𝑥 asimptotik merkezine sahipse {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 e Δ-

yakınsar denir. Bu durum Δ -lim𝑛𝑥𝑛 = 𝑥 şeklinde yazılır ve 𝑥 e {𝑥𝑛} dizisinin Δ – limiti 

denir. 

Hiperbolik uzaylardaki Δ yakınsama kavramı ile Opial şartı arasında yakın bir ilişki 

vardır. Bu ilişkiden bahsetmeden önce Opial şartını verelim. 

Tanım 3.2.5 (Opial Şartı): 𝑋 Banach uzayında 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥 zayıf yakınsaması 𝑦 ≠ 𝑥 olmak 

üzere her 𝑦 ∈ 𝑋 için 

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ 

olmasını gerektiriyorsa, bu durumda 𝑋, Opial şartını sağlıyor denir (Opial 1967). 

Dikkat edilirse 𝑋 bir hiperbolik uzay olmak üzere 𝑥 noktasına Δ-yakınsayan {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 

dizisi ve 𝑦 ≠ 𝑥 olcak şekilde 𝑦 ∈ 𝑋 için  

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦) 

dir. Dolayısıyla 𝑋, Opial şartını sağlar. O halde Δ yakınsama kavramı Opial şartını 

sağlayan Banach uzaylarındaki zayıf yakınsama ile çakışır (Kirk and Panyanak 2008). 

Son olarak hiperbolik uzaylarda genişlemeyen ve asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin hangi şartlar altında sabit noktalara sahip olduğu gösterilecektir. Bunun 

için öncelikle aşağıdaki lemmalar verilmiştir.  



33 

 

 

 

Lemma 3.2.6: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝐴(𝐾, {𝑥𝑛}) =

{𝑐} olmak üzere {𝑥𝑛}, 𝑋 de sınırlı bir dizi olsun. Ayrıca her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛 ≥ 0, 

limsup𝑛→∞ 𝛼𝑛 ≤ 1 ve limsup𝑛→∞ 𝛽𝑛 ≤ 0 olmak üzere {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} reel diziler olsun. 

Her 𝑛 ≥ 𝑁 için  

𝑑(𝑦, 𝑥𝑛+𝑝) ≤ 𝛼𝑛𝑑(𝑐, 𝑥𝑛) + 𝛽𝑛 

şartını sağlayan 𝑝, 𝑁 ∈ ℕ mevcut olacak şekilde 𝑦 ∈ 𝐾 nın var olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda 𝑦 = 𝑐 dir (Leuştean 2010). 

İspat: Hipotezden 

𝑟(𝑦, {𝑥𝑛}) = limsup𝑛→∞ 𝑑(𝑦, 𝑥𝑛) 

= limsup𝑛→∞ 𝑑(𝑦, 𝑥𝑛+𝑝) 

≤ limsup𝑛→∞(𝛼𝑛𝑑(𝑐, 𝑥𝑛) + 𝛽𝑛) 

≤ limsup𝑛→∞ 𝛼𝑛 ∙ limsup 𝑛→∞ 𝑑(𝑐, 𝑥𝑛) + limsup𝑛→∞ 𝛽𝑛 

= 𝑟(𝑐, {𝑥𝑛}) 

yazılabilir. 𝑟(𝑐, {𝑥𝑛}) = min{𝑟(𝑧, {𝑥𝑛}): 𝑧 ∈ 𝐾} olduğundan 𝑐 tektir. Bu nedenle 𝑦 = 𝑐 

dir. 

Teorem 3.2.7: (𝑋, 𝑑, 𝑊) bir tam hiperbolik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan kapalı konveks 

küme ve 𝑇: 𝐾 → 𝐾 genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler 

denktir: 

a) 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. 

b) 𝐾 da lim
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) = 0 olacak şekilde sınırlı bir {𝑢𝑛} dizisi vardır. 

c) Herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐾 için {𝑇𝑛𝑥} Picard iterasyon dizisi sınırlıdır. 

d) Her 𝑥 ∈ 𝐾 için {𝑇𝑛𝑥} Picard iterasyon dizisi sınırlıdır (Leuştean 2010). 

İspat: (a)⇒(b): 𝑝, 𝑇 nin bir sabit noktası olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑢𝑛 ≔ 𝑝 olarak 

tanımlanırsa 𝑢𝑛 sınırlı bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) = 0 dir.  
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(b)⇒(a): Teorem 3.2.3 den {𝑢𝑛} dizisi 𝐾 ya göre bir tek asimptotik merkeze sahiptir. 

Buna c diyelim. Bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝑑(𝑇𝑐, 𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑇𝑐, 𝑇𝑢𝑛) + 𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑐, 𝑢𝑛) + 𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑢𝑛) 

yazılır. 𝑦 ≔ 𝑇𝑐 ve 𝑝 ≔ 𝑁 ≔ 0, 𝛼𝑛 ≔ 1, 𝛽𝑛 ≔ 𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑢𝑛) alınarak Lemma 3.2.6, bu 

ifadeye uygulanırsa 𝑇𝑐 = 𝑐 bulunur. 

(a)⇒(c): Eğer 𝑝, 𝑇 dönüşümünün bir sabit noktası ise her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑇𝑛𝑝 = 𝑝 dir. 

Dolayısıyla {𝑇𝑛𝑥} Picard iterasyon dizisi sınırlıdır. 

(c)⇒(d): 𝑇 genişlemeyen dönüşüm olduğundan her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 için 𝑑(𝑇𝑛𝑥, 𝑇𝑛𝑦) ≤

𝑑(𝑥, 𝑦) dir. Bu ve (c) den sonuç görülür. 

(d)⇒(a): 𝑐,  {𝑇𝑛𝑥} dizisinin tek asimptotik merkezi olsun. Bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için  

𝑑(𝑇𝑐, 𝑇𝑛+1𝑥) ≤ 𝑑(𝑐, 𝑇𝑛𝑥) 

dir. Böylece 𝑦 ≔ 𝑇𝑐, 𝑥𝑛 ≔ 𝑇𝑛𝑥 ve 𝑝 ≔ 1, 𝑁 ≔ 0, 𝛼𝑛 ≔ 1, 𝛽𝑛 ≔ 0 alınarak Lemma 

3.2.6 bu ifadeye uygulanırsa 𝑇𝑐 = 𝑐 bulunur. 

Sonuç 3.2.8: (𝑋, 𝑑, 𝑊) bir tam hiperbolik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan kapalı konveks 

küme ve 𝑇: 𝐾 → 𝐾 genişlemeyen bir dönüşüm olsun. Bu durumda 𝑇 nin bir sabit 

noktası vardır (Leuştean 2010). 

Teorem 3.2.9: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay ve  𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı sınırlı konveks alt kümesi 

olsun. Bu durumda 𝑇: 𝐾 → 𝐾 asimptotik genişlemeyen dönüşümü 𝐾 kümesinde bir 

sabit noktaya sahiptir (Kohlenbach and Leuştean 2010). 

3.3. Bazı Önemli Tanım ve Lemmalar 

Bu kısımda teoremlerimizin ispatında kullanacağımız bazı tanım ve lemmaları 

vereceğiz. 
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Tanım 3.3.1: 𝐾, bir 𝑋 metrik uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve 𝑇: 𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm olsun. 𝐾 daki 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛) → 0 şartını sağlayan her sınırlı {𝑥𝑛} dizisinin 𝐾 da 

bir 𝑥∗ noktasına güçlü yakınsayan {𝑥𝑛𝑗
} alt dizisi varsa 𝑇 dönüşümüne semikompaktır 

denir. 

Tanım 3.3.2 ((𝑨) Şartı): 𝐾, bir 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir alt kümesi, 𝑇: 𝐾 →

𝐾 bir dönüşüm ve 𝐹(𝑇) ≠ ∅ olsun. Eğer her 𝑟 > 0 için 𝑓(𝑟) > 0, 𝑓(0) = 0 olacak 

şekilde azalmayan bir 𝑓: [0, ∞) → [0, ∞) fonksiyonu var ve her 𝑥 ∈ 𝐾 için 

‖𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≥ 𝑓 (𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇))) 

ise, 𝑇 ye (𝐴) şartını sağlıyor denir (Senter and Dotson 1974).  

Burada 𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇)) = inf𝑦∈𝐹(𝑇)𝑑(𝑥, 𝑦) dir. Tan ve Xu ya göre (𝐴) şartı, 𝐾 nın 

kompaktlığından daha zayıftır (Tan and Xu 1993). 

Khan ve Fukhar-ud-din (2005), 𝑇1, 𝑇2: 𝐾 → 𝐾 iki dönüşüm için (𝐴) şartını aşağıdaki 

şekilde genelleştirmiştir. 

Tanım 3.3.3 ((𝑨′) Şartı): 𝑋 Banach uzayının boş olmayan bir 𝐾 alt kümesi ve 

𝑇1, 𝑇2: 𝐾 → 𝐾 dönüşümleri verilsin. Eğer her 𝑟 > 0 için 𝑓(𝑟) > 0, 𝑓(0) = 0 olacak 

şekilde azalmayan bir 𝑓: [0, ∞) → [0, ∞) fonksiyonu var ve her 𝑥 ∈ 𝐾 için 

1

2
(‖𝑥 − 𝑇1𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑇2𝑥‖) ≥ 𝑓 (𝑑(𝑥, 𝐹(𝑇))) 

ise, 𝑇1, 𝑇2: 𝐾 → 𝐾 dönüşümleri (𝐴′) şartını sağlıyor denir (Khan and Fukhar-ud-din 

2005).  

𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇 olarak alınırsa (𝐴) şartının (𝐴′) nün özel bir hali olduğu görülür. 
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Lemma 3.3.4: {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ve {𝛿𝑛} negatif olmayan reel sayı dizileri için 

𝑎𝑛+1 ≤ (1 + 𝛿𝑛)𝑎𝑛 + 𝑏𝑛,   𝑛 ≥ 1 

eşitsizliği sağlansın. Eğer ∑ 𝑏𝑛 < ∞∞
𝑛=1  ve ∑ 𝛿𝑛 < ∞∞

𝑛=1  ise bu durumda  

a) lim𝑛→∞𝑎𝑛 limiti vardır. 

b) liminf𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0 veya limsup𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0 ise lim𝑛→∞𝑎𝑛 = 0 dır (Tan and Xu 

1993). 

İspat: 𝑚, 𝑛 ≥ 1 için 

𝑎𝑛+𝑚+1 ≤ (1 + 𝛿𝑛+𝑚)𝑎𝑛+𝑚 + 𝑏𝑛+𝑚 

≤ (1 + 𝛿𝑛+𝑚)(𝑎𝑛+𝑚 + 𝑏𝑛+𝑚) 

≤ (1 + 𝛿𝑛+𝑚)((1 + 𝛿𝑛+𝑚−1)(𝑎𝑛+𝑚−1 + 𝑏𝑛+𝑚−1) + 𝑏𝑛+𝑚) 

⋮ 

≤ (∏(1 + 𝛿𝑖)

𝑛+𝑚

𝑖=𝑛

) (𝑎𝑛 + ∑ 𝑏𝑖

𝑛+𝑚

𝑖=𝑛

) 

yazılabilir. Böylece 

limsup
𝑛→∞

𝑎𝑛 ≤ (∏(1 + 𝛿𝑖)

∞

𝑖=𝑛

) (𝑎𝑛 + ∑ 𝑏𝑖

∞

𝑖=𝑛

) 

olur. ∑ 𝑏𝑛 < ∞∞
𝑛=1  ve ∑ 𝛿𝑛 < ∞∞

𝑛=1  olduğundan lim𝑛→∞ ∏ (1 + 𝛿𝑖)
∞
𝑖=𝑛 = 1 ve 

lim𝑛→∞ ∑ 𝑏𝑖
∞
𝑖=𝑛 = 0 elde edilir. Son eşitsizlikten limsup𝑛→∞𝑎𝑛 ≤ liminf𝑛→∞𝑎𝑛 

yazılabilir. O halde lim𝑛→∞𝑎𝑛 limiti vardır.  

Lemma 3.3.5: 𝑋 düzgün konveks bir reel Banach uzayı ve 𝑛 ≥ 1 için 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑡𝑛 ≤

𝑞 < 1 olsun. {𝑥𝑛} ve {𝑦𝑛}, 𝑋 de iki dizi olmak üzere uygun bir 𝑟 ≥ 0 için 

limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛‖ ≤ 𝑟, limsup
𝑛→∞

‖𝑦𝑛‖ ≤ 𝑟,      lim
𝑛→∞

‖𝑡𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝑡𝑛)𝑦𝑛‖ = 𝑟 

şartları sağlansın. Bu durumda lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0 dır (Schu 1991). 
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2010 yılında Laowang and Panyanak (2010), Schu (1991) nun Banach uzaylarında 

ispatladığı bu lemmayı, tam düzgün konveks hiperbolik uzaylarda ispatlamıştır. Fakat 

ispat sabit bir 휀 için düzgün konvekslik modülünün 𝑟 ile artmasına bağlı olarak 

verilmiştir. 2012 yılında Khan et al. (2012) bu lemmayı daha fazla genelleştirerek 𝑟 den 

bağımsız olarak aşağıdaki gibi vermiştir. 

Lemma 3.3.6: (𝑋, 𝑑, 𝑊) monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑏, 𝑐 ∈ (0,1) için {𝛼𝑛}, [𝑏, 𝑐] aralığında bir 

dizi olsun. {𝑥𝑛} ve {𝑦𝑛}, 𝑋 de iki dizi olmak üzere uygun bir 𝑟 ≥ 0 için  

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟 , limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟,      lim
𝑛→∞

𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑥) = 𝑟 

şartları sağlansın. Bu durumda lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 0 dır (Khan et al. 2012). 

İspat : 𝑟 = 0 ise ispat açıktır. Kabul edelimki; 𝑟 > 0 ve lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≠ 0 olsun. 𝑛1 ∈

ℕ ise 𝜆 > 0 ve her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≥
𝜆

2
> 0 olur. limsup𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟  ve 

limsup𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟 olduğundan 𝑛 ≥ 1 için  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟 +
1

𝑛
     ve    𝑑(𝑦𝑛, 𝑥) ≤ 𝑟 +

1

𝑛
 

yazılır. Ayrıca 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≥
𝜆

2
≥ (𝑟 +

1

𝑛
)

𝜆

2(𝑟+1)
 dir. Burada 

𝜆

2(𝑟+1)
≤ 1 dir. Bu nedenle 

Lemma 3.1.12 (a) den  

𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑥) ≤ (1 − 2𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝜂 (𝑟 +
1

𝑛
 ,

𝜆

2(𝑟 + 1)
)) (𝑟 +

1

𝑛
) 

≤ (1 − 2𝛼𝑛(1 − 𝛼𝑛)𝜂 (𝑟 + 1 ,
𝜆

2(𝑟 + 1)
)) (𝑟 +

1

𝑛
) 

≤ (1 − 2𝑏(1 − 𝑐)𝜂 (𝑟 + 1 ,
𝜆

2(𝑟 + 1)
)) (𝑟 +

1

𝑛
) 

bulunur. Bu eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑥) ≤ lim
𝑛→∞

(1 − 2𝑏(1 − 𝑐)𝜂 (𝑟 + 1 ,
𝜆

2(𝑟 + 1)
)) (𝑟 +

1

𝑛
) < 𝑟 



38 

 

 

 

olur. Bu da 𝑟 ≥ 0 için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑥) = 𝑟 olması ile çelişir. O halde 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 0 dır. 

Khan et al. (2012), Bose and Laskar (1985) ın bir sonucunun metrik versiyonunu 

aşağıdaki gibi verip ispatlamıştır. Bu lemma, verdiğimiz iterasyon şemalarının Δ-

yakınsamasında önemli bir rol oynayacaktır. 

Lemma 3.3.7: 𝑋 düzgün konveks bir hiperbolik uzayı ve 𝐾 da 𝑋 nin boş olmayan, 

kapalı ve konveks bir alt kümesi olsun. {𝑥𝑛}, 𝐴({𝑥𝑛}) = {𝑦} ve 𝑟({𝑥𝑛}) = 𝜌 olacak 

şekilde sınırlı bir dizi olsun. Eğer {𝑦𝑚}, 𝐾 da 𝑙𝑖𝑚𝑚→∞𝑟(𝑦𝑚, {𝑥𝑛}) = 𝜌 şartını sağlayan 

başka bir dizi ise lim 𝑚→∞ 𝑦𝑚 = 𝑦 dir (Khan et al. 2012). 

İspat: Eğer lim
𝑚→∞ 

𝑦𝑛 ≠ 𝑦 ise 𝑀 > 0 ve her 𝑗 ∈ ℕ için 𝑑 (𝑦𝑚𝑗
, 𝑦) ≥

𝑀

2
 olacak şekilde 

{𝑦𝑚} dizisinin {𝑦𝑚𝑗
} alt dizisi vardır. 𝜌, {𝑥𝑛} dizisinin asimptotik yarıçapı ve 휀 ∈ (0,1] 

olmak üzere 휀 → 0 iken  

 (𝜌, 휀) (1 −  𝜂 (𝜌 + 1,
𝑀

2(𝜌+1)
)) < 𝜌 (3.1) 

olur. 𝐴({𝑥𝑛}) = {𝑦} olduğundan her 휀 ∈ (0,1] ve her 𝑛 ≥ 𝑁1 için 𝑑(𝑦, 𝑥𝑛) ≤ 𝜌 + 휀 

olacak şekilde 𝑁1 doğal sayısı vardır. Ayrıca lim
𝑛→∞

𝑟(𝑦𝑚, {𝑥𝑛}) = 𝜌 = lim
𝑗→∞

𝑟 (𝑦𝑚𝑗
, {𝑥𝑛}) 

olduğundan her 𝑗 için 𝑗 ≥ 𝑗∗ olacak şekilde 𝑗∗ doğal sayısı vardır. Bu yüzden 𝑛 ≥ 𝑁2 

için 𝑑 (𝑦𝑚𝑗
 , 𝑥𝑛) ≤ 𝜌 + 휀 olacak şekilde 𝑁2 doğal sayısı vardır. Yani 𝑛 ≥ 𝑁 =

max{𝑁1, 𝑁2} olmak üzere 

𝑑(𝑦, 𝑥𝑛) ≤ 𝜌 + 휀 ≤ 𝜌 + 1 ve 𝑑 (𝑦𝑚𝑗
 , 𝑥𝑛) ≤ 𝜌 + 휀 ≤ 𝜌 + 1 

dir. Lemma 3.1.12 (a) den  

𝑑 (𝑊 (𝑦, 𝑦𝑚𝑗
,
1

2
) , 𝑥𝑛) ≤ (1 − 𝜂 (𝜌 + 휀,

𝑀

2(𝜌 + 1)
)) (𝜌 + 휀) 
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≤ (1 − 𝜂 (𝜌 + 1,
𝑀

2(𝜌 + 1)
)) (𝜌 + 휀) 

yazılır. 𝑛 → ∞ için limit alınırsa  

𝑟 (𝑊 (𝑦, 𝑦𝑚𝑗
,
1

2
) , 𝑥𝑛) ≤ (1 − 𝜂 (𝜌 + 1,

𝑀

2(𝜌 + 1)
)) (𝜌 + 휀) 

bulunur. 휀 → 0 için limit alınır ve (3.1) kullanılırsa 𝑟 (𝑊 (𝑦, 𝑦𝑚𝑗
,

1

2
) , 𝑥𝑛) < 𝜌 elde 

edilir. Bu ise 𝜌 nun {𝑥𝑛} dizisinin asimptotik yarıçapı olması ile çelişir. O halde 

lim
𝑚→∞ 

𝑦𝑛 = 𝑦 dir.  

3.4. İterasyon Yöntemleri 

Bir dönüşümün sabit noktasını veya noktalarını bulurken çeşitli iterasyon yöntemleri 

kullanılır. Bunlardan bazıları, Picard iterasyonu, Krasnoselskij iterasyonu, Mann 

iterasyonu, Ishikawa iterasyonu, Noor iterasyonu ve Rhoades’in n-adım iterasyonudur. 

Bu iterasyonları ve konveks metrik uzaylardaki versiyonlarını verelim. 

Picard İterasyonu: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 kapalı bir alt küme ve 𝑇 ∶ 𝐾 → 𝐾 bir 

dönüşüm olsun. 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak üzere Picard iterasyonu, 

𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇𝑛𝑥0,   𝑛 = 1,2, … 

şeklinde tanımlanır (Picard 1890). Picard iterasyonu literatürde bazen ardışık yaklaşıklar 

dizisi (sequence of successive approximations) olarak da adlandırılır. 

Tam metrik uzayda tanımlı daraltan dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşmak için 

kullanılan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daraltan dönüşüm yerine farklı 

sınıftan bir dönüşüm alınırsa Picard iterasyonu, dönüşümün sabit noktasına 

yakınsamayabilir. 
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Örnek 3.4.1: 𝑋 = [0,1] olmak üzere 𝑇: [0,1] → [0,1], 𝑇𝑥 = 1 − 𝑥 olsun. 𝑇 

genişlemeyen bir dönüşüm ve 𝐹(𝑇) = {
1

2
} dir. Herhangi bir 𝑥0 = 𝑎 ≠

1

2
 noktası için 

Picard iterasyonu,  

𝑥1 = 𝑇𝑥0 = 1 − 𝑎                     

    𝑥2 = 𝑇𝑥1 = 𝑇2𝑥0 = 𝑎 

    𝑥3 = 𝑇𝑥2 = 𝑇2𝑥1 = 𝑇3𝑥0 = 1 − 𝑎 

      ⋮ 

    𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇2𝑥𝑛−2 = ⋯ = 𝑇𝑛𝑥0 

      ⋮ 

şeklinde olup bu ise (𝑎, 1 − 𝑎, 𝑎, 1 − 𝑎, … ) salınımlı dizisine karşılık gelir. Bu dizi 𝑎 ≠

1

2
 için yakınsak olmadığından, Picard iterasyonu dönüşümün sabit noktasına 

yakınsamaz. Dolayısıyla istenilen sabit noktayı bulmak için diğer iterasyon 

yöntemlerini göz önüne almak gerekir. 

Krasnoselskij İterasyonu: (𝑁, ‖∙‖) bir normlu uzay ve 𝑇 ∶ 𝑁 → 𝑁 bir dönüşüm olsun. 

𝑥0 ∈ 𝑁 ve 𝜆 ∈ [0,1] için Krasnoselskij iterasyonu, 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝜆)𝑥𝑛 + 𝜆𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2, … 

şeklinde tanımlanır. Krasnoselskij İterasyonu 𝜆 = 1 için Picard iterasyonuna indirgenir 

(Krasnoselskij 1955). Bu iterasyon konveks ve hiperbolik uzaylarda  

𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝜆) 

şeklinde tanımlanır.  

Mann İterasyonu: Mann tarafından 1953 yılında kurulmuş ve Banach daralma ilkesini 

sağlamayan dönüşümlerin sabit noktalarını elde etmek için kullanılmıştır. 𝑋 bir normlu 

uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks bir alt küme, 𝑇: 𝐾 → 𝐾 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐾 keyfi 

bir nokta olmak üzere Mann iterasyonu, 

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛 ,   𝑛 = 0,1,2, … 

şeklinde tanımlanır. Burada  {𝛼𝑛}, (0,1) aralığında 
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lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ,    ∑ 𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1

 

şartlarını sağlayan bir dizidir (Mann 1953). Bu iterasyon konveks metrik ve hiperbolik 

uzaylarda  

𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛼𝑛) 

şeklinde tanımlanır.  

Mann’ın sonuçları Franks and Marzec (1971) çalışmasında, aynı şekilde Franks ve 

Marzec’in sonuçları da Rhoades (1974) çalışmasında genişletmiştir. Yine Rhoades 

(1974) çalışmasıyla, herhangi bir kapalı ve sınırlı aralıktan yine bu aralığa tanımlı bir 

dönüşüm (self-map) için Mann iterasyonunun bu dönüşümün bir sabit noktasına 

yakınsadığını göstermiştir. Khan et al. (2010), Mann iterasyonunu quasi genişlemeyen 

dönüşümler için konveks metrik uzaylarda çalışmış ve yakınsama teoremleri elde 

edilmiştir. Hiperbolik uzaylarda Mann iterasyonu Leuştean (2010) tarafından 

genişlemeyen dönüşümler için ve Kohlenbach and Leuştean (2010) tarafından 

asimptotik genişlemeyen dönüşümler için çalışmıştır. 

Örnek 3.4.2: 𝑋 = [
1

2
, 2] kümesi üzerinde 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝑇𝑥 =

1

𝑥
 olarak tanımlanırsa, Mann 

iterasyonu 𝑇 dönüşümünün sabit noktası olan 𝑥 = 1 e yakınsar. 

Ishikawa İterasyonu: 1974 yılında S. Ishikawa tarafından kurulmuş ve Lipschitzian ve 

pseudocontractive dönüşümler için Mann iterasyon yönteminin yetersizliği durumunda 

yeni bir iterasyon metodu olarak oluşturulmuştur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert 

uzayının konveks ve kompakt alt kümesi üzerinde tanımlı Lipschitzian ve 

pseudocontractive bir dönüşümün sabit noktaya güçlü yakınsadığını göstermek 

amacıyla kullanılmıştır (Berinde 2006). 𝑋 bir normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan 

konveks alt küme, 𝑇: 𝐾 → 𝐾 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐾 keyfi bir nokta olmak üzere 

Ishikawa iterasyonu, 

{
𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 ,

    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2, …
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şeklinde tanımlanır. Burada {𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛} ∈ (0,1) ve 

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ,   lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0 ,    ∑ 𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1

 

dir (Ishikawa 1974). Bu iterasyon konveks metrik ve hiperbolik uzaylarda 

{
𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑦𝑛, 𝛼𝑛)

     𝑦𝑛 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛽𝑛)
 

şeklinde tanımlanır.  

Ishikawa iterasyonunda 𝛽𝑛 = 0 alınırsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna indirgenir. 

Buna rağmen Mann ve Ishikawa iterasyonları için yakınsama sonuçları arasında genel 

bir bağ yoktur (Berinde 2006).  

Rhoades and Şoltuz (2004) dönüşümlerin çeşitli sınıfları için Ishikawa iterasyonunun 

yakınsaklığının, Mann iterasyonunun yakınsaklığına denk olduğunu göstermişlerdir.  

Tian (2005) bu iterasyonun konveks metrik uzaylarda asimptotik genişlemeyen 

dönüşümlerin sabit noktasına yakınsamasını incelemiştir. Daha sonra Wang (2009), Liu 

et al. (2010), Khan et al. (2010), Chang et al. (2010) farklı dönüşüm sınıfları için bu 

iterasyonu konveks metrik uzaylarda çalışmıştır. Hiperbolik uzaylarda ise Kohlenbach 

and Leuştean (2010) asimptotik genişlemeyen dönüşümler için bu iterayon şemasını 

çalışmıştır. Zhao et al. (2013), bu iterasyonu daha genel bir dönüşüm çeşidi için 

çalışmıştır.  

Noor İterasyonu: 2000 yılında Noor tarafından kurulmuştur. 𝑋 bir normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 

boş olmayan konveks alt küme, 𝑇: 𝐾 → 𝐾 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐾 keyfi bir nokta olmak 

üzere Noor iterasyonu, 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛 ,

    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛 ,

    𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛,   𝑛 = 0,1,2, …

 

şeklinde tanımlanır. Burada {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛} ∈ (0,1) ve 
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lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ,   lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0 ,   lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 = 0 ,    ∑ 𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1

 

dur (Noor 2000). Bu iterasyon konveks metrik ve hiperbolik uzaylarda  

 {

𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑦𝑛, 𝛼𝑛) ,

    𝑦𝑛 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛, 𝛽𝑛) ,

    𝑧𝑛 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑦𝑛, 𝛾𝑛),   𝑛 = 0,1,2, …

 

şeklinde tanımlanır.  

Xu ve Noor, Noor iterasyonunun düzgün konveks bir Banach uzayının kapalı, sınırlı ve 

konveks alt kümesinden kendi üzerine tanımlanmış asimptotik genişlemeyen bir 

dönüşümün sabit noktaya yakınsaklığını çalışmışlardır (Xu and Noor 2002). 

Saluja (2011) ve Lee (2011) farklı dönüşüm sınıfları için konveks metrik uzaylarda 

güçlü yakınsama teoremleri ispat etmişlerdir. Khan et al. (2014), Noor ve Ishikawa 

iterasyonlarının asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin ortak sabit noktaya güçlü ve ∆-

yakınsamalarını göstermiştir. 

n-Adım İterasyon (Multistep Iteration) Metodu: 2004 yılında Rhoades ve Şoltuz 

tarafından kurulmuştur. 𝑋 bir normlu uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan konveks alt küme, 

𝑇: 𝐾 → 𝐾 bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈ 𝐾 keyfi bir nokta olmak üzere 𝑛-adım iterasyonu 𝑝 ≥ 2 

için 

{

 𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
1,

     𝑦𝑛
𝑖 = (1 − 𝛽𝑛

𝑖 )𝑥𝑛 + 𝛽𝑛
𝑖 𝑇𝑧𝑛

𝑖+1,

𝑧𝑛
𝑝−1 = (1 − 𝛽𝑛

𝑝−1)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛
𝑝−1𝑇𝑥𝑛,    𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 − 2

 

şeklinde tanımlanır. Burada  

{𝛼𝑛} ⊂ (0,1),    lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ,  ∑ 𝛼𝑛 = ∞

∞

𝑛=1

 

ve  

{𝛽𝑛
𝑖 } ⊂ [0,1) ,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1 ,   lim

𝑛→∞
𝛽𝑛

1 = 0  
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dır (Rhoades and Şoltuz 2004). Bu iterasyon konveks metrik ve hiperbolik uzaylarda  

{

𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑦𝑛
1, 𝛼𝑛) ,

    𝑦𝑛
𝑖 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑧𝑛

𝑖+1, 𝛽𝑛
𝑖 ) ,

𝑧𝑛
𝑝−1 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛽𝑛

𝑝−1),     𝑖 = 1, 2, … , 𝑝 − 2

 

şeklinde tanımlanır. 

Chidume and Ali (2007) bu iterasyonu asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin sonlu bir 

ailesi için Banach uzaylarında çalışmıştır. Khan et al. (2008) asimptotik quasi 

genişlemeyen dönüşümlerin sonlu bir ailesi için n-adım iterasyonunun güçlü ve zayıf 

yakınsamasını incelemiştir. Chidume and Ali (2007) ve Khan et al. (2008) de verilen 

güçlü yakınsama sonuçlarını Khan and Ahmed (2010) konveks metrik uzaylara 

genelleştirmiştir. Khan and Fukhar-ud-din (2014) hiperbolik uzaylarda daha genel 

dönüşüm sınıfları için n-adım iterasyonunun güçlü yakınsamasını incelemiştir.  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde, çalışmamızda elde ettiğimiz teorem ve sonuçlara yer verilecektir. 

İlk olarak, genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki ailesi için tek adımlı yeni bir iterasyon 

şeması teşkil edilmiş ve daha sonra hiperbolik uzaylarda bu iterasyon şeması için güçlü 

ve ∆-yakınsama teoremleri verilmiştir. Daha sonra iki adımlı yeni bir iterasyon şeması 

göz önüne alınarak yine hiperbolik uzaylarda genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi için güçlü ve ∆-yakınsama teoremleri verilmiştir. Son olarak daha genel bir uzay 

olan konveks metrik uzaylarda asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu bir 

ailesi için n-adımlı bir iterasyon şeması teşkil edilmiştir. Bu iterasyon şeması için de 

aynı uzaylarda güçlü yakınsama teoremleri verilmiştir. 

4.1.  Hiperbolik Uzaylarda Genişlemeyen Dönüşümlerin Sonlu İki Ailesi İçin Tek 

Adım İterasyon Şemasının Yakınsaklığı 

𝐾, 𝑋 hiperbolik uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑁} 𝐾 kümesinden 𝐾 kümesine tanımlı genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi olsun. {𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛}, 0 < 𝑎 ≤ α𝑛, β𝑛 ≤ 𝑏 < 1 ve α𝑛 + β𝑛 < 1 şartlarını sağlayan 

(0,1) aralığında herhangi iki dizi ve  𝑥1 ∈ 𝐾 herhangi bir nokta olmak üzere {𝑥𝑛} 

iterasyon şemasını 

 𝑥𝑛+1 = 𝑊 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1−𝛼𝑛
) , 𝛼𝑛) (4.1) 

şeklinde teşkil edelim. Burada 𝑇𝑛 = 𝑇𝑛(𝑚𝑜𝑑𝑁) ve 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑚𝑜𝑑𝑁) dir. Bu şema 

genişlemeyen iki dönüşüm ailesi için Hiperbolik uzaylarda yeni bir iterasyon 

yöntemidir.   

Bu bölümde {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşüm 

ailelerinin ortak sabit noktalarının kümesi ℱ ile göstereceğiz. Yani  
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ℱ ≔ ( ⋂ 𝐹(𝑇𝑖)

𝑖∈{1,2,…,𝑁}

) ∩ ( ⋂ 𝐹(𝑆𝑖)

𝑖∈{1,2,…,𝑁}

) 

alacağız. Öncelikle genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki ailesinin ortak sabit 

noktalarının kümesinin boştan farklı olabileceğini gösterelim. Bunun için 𝑇𝑛: ℝ → ℝ ve 

𝑆𝑛: ℝ → ℝ dönüşümlerini her 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝑇𝑛𝑥 =
2𝑥 + 𝑛 − 1

2𝑛
     ve    𝑆𝑛𝑥 =

𝑛2 − 2𝑥 + 1

2𝑛2
 

olarak tanımlayalım. Bu durumda 𝑛 ∈ ℕ için 𝑇𝑛 ve 𝑆𝑛 genişlemeyen dönüşümler ve 

ℱ ≔ (⋂ 𝐹(𝑇𝑖)𝑖∈{1,2,…,𝑁} ) ∩ (⋂ 𝐹(𝑆𝑖)𝑖∈{1,2,…,𝑁} ) = {
1

2
} dir.  

 (4.1) iterasyon şeması için güçlü ve ∆-yakınsama teoremlerinin ispatlanabilmesi için 

ihtiyaç duyulan bazı lemmalar aşağıda verilmiştir. 

Lemma 4.1.1: 𝐾, 𝑋 hiperbolik uzayının boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi ve 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki ailesi  

olsun. Eğer 𝑝 ∈ ℱ ≠ ∅ ve herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.1) ile tanımlanmış ise 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

limiti vardır.  

İspat: 𝑝 ∈ ℱ olsun. (4.1) den 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = 𝑑 (𝑊 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝛼𝑛) , 𝑝) 

≤ 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼𝑛)𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑝) 

≤ 𝛼𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛽𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑆𝑛𝑥𝑛, 𝑝) 

≤ 𝛼𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛽𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

yazarız. Yani 

 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)  
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olur. O halde 𝑝 ∈ ℱ için lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) limiti vardır. 

Lemma 4.1.2: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. 𝐾, 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi 

ve {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi  olsun. Eğer 𝑝 ∈ ℱ ≠ ∅ ve herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.1) ile 

tanımlanmış ise, her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑙𝑥𝑛) = 0 

dır. 

İspat: Lemma 4.1.1 den her 𝑝 ∈ ℱ için lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) limiti vardır. 𝑐 ≥ 0 için 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) = 𝑐 olduğunu kabul edelim. Bu durumda  

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = lim
𝑛→∞

𝑑 (𝑊 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1−𝛼𝑛
) , 𝛼𝑛) , 𝑝) = 𝑐 (4.2) 

olur. Ayrıca 𝑛 = 1,2, … için 𝑇𝑛 genişlemeyen dönüşüm olduğundan  

𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝)                       

olur. Buradan 

 limsup𝑛→∞𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑝) ≤ 𝑐 (4.3) 

elde ederiz. Diğer taraftan 

𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑝) ≤

𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + (1 −

𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) 𝑑(𝑆𝑛𝑥𝑛, 𝑝) 

≤
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + (1 −

𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

= 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

dir. Bu eşitsizliğin her iki tarafının üst limitini alırsak 

 limsup𝑛→∞𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1−𝛼𝑛
) , 𝑝) ≤ 𝑐 (4.4) 

buluruz. (4.2), (4.3) ve (4.4) ifadelerine Lemma 3.3.6 yı uygularsak 
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 lim
𝑛→∞

𝑑 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1−𝛼𝑛
)) = 0 (4.5) 

elde ederiz. Ayrıca  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑛𝑥𝑛) = 𝑑 (𝑊 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝛼𝑛) , 𝑇𝑛𝑥𝑛) 

≤ 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑑 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
)) 

dir. Böylece (4.5) den  

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑛𝑥𝑛) = 0 (4.6) 

olur. Diğer taraftan 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = 𝑑 (𝑊 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝛼𝑛) , 𝑝) 

≤ 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼𝑛)𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑝) 

olup, bu eşitsizliği düzenlensek 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) − 𝛼𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) ≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑝) 

elde ederiz. Bu eşitsizliğin her iki tarafının alt limitini alırsak 

 𝑐 ≤ liminf𝑛→∞𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1−𝛼𝑛
) , 𝑝) (4.7) 

buluruz. (4.4) ve (4.7) den 

 lim
𝑛→∞

𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1−𝛼𝑛
) , 𝑝) = 𝑐 (4.8) 

yazarız. limsup𝑛→∞𝑑(𝑆𝑛𝑥𝑛, 𝑝) ≤ 𝑐 olduğu gözönüne alarak (4.8) ve Lemma 3.3.6 den  

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛) = 0 (4.9) 

elde ederiz. Ayrıca  

𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑥𝑛) ≤

𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) + (1 −

𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) 𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛) 
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olup (4.9) ve bu eşitsizlikten, 

 lim
𝑛→∞

𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1−𝛼𝑛
) , 𝑥𝑛) = 0 (4.10) 

yazarız. (4.1) den  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 𝑑 (𝑊 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝛼𝑛) , 𝑥𝑛) 

≤ 𝛼𝑛𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑥𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑥𝑛) 

≤ 𝛼𝑛{𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)}

+ (1 − 𝛼𝑛)𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,
𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑥𝑛) 

buluruz. Bu eşitsizlik düzenlenirse 

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) ≤
𝑏

1 − 𝑏
𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑 (𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛,

𝛽𝑛

1 − 𝛼𝑛
) , 𝑥𝑛) 

elde ederiz. (4.6) ve (4.10) kullanılarak yukarıdaki eşitsizliğin üst limitini alırsak  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 0                    

olur. Böylece her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için 

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑥𝑛) = 0 (4.11) 

buluruz. Üçgen eşitsizliğinden 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑛𝑥𝑛) 

olup (4.6) ve (4.11) den 

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛) = 0 (4.12) 

elde ederiz. Ayrıca, 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) 

≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑥𝑛) 

≤ 2𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙) 

dır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının limiti alırsak, (4.11) ve (4.12) den her 𝑙 =

1,2, ⋯ , 𝑁 için  
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lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) = 0 

yazarız. Her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için {𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛)} dizisi ⋃𝑁
𝑙=1 {𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛)} dizisinin bir 

altdizisi ve lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) = 0 olduğundan  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = 0 

olur. Benzer şekilde her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑛+𝑙𝑥𝑛) = 0 

ve 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑙𝑥𝑛) = 0 

buluruz. Böylece ispat tamamlanmış olur.  

Şimdi hiperbolik uzaylarda genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki ailesi için (4.1) 

iterasyon şemasının güçlü ve ∆-yakınsama teoremleri verilecektir. 

Teorem 4.1.3: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. 𝐾, 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi 

ve {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi  olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.1) ile tanımlansın ve ℱ ≠ ∅ olsun. 

{𝑥𝑛} iterasyon şemasının bir 𝑝 ∈ ℱ ye güçlü yakınsaması için gerek ve yeter şart 

liminf𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 olmasıdır. 

İspat: Gerek şart açıktır. Bu nedenle sadece yeter şartı ispatlayacağız. Tersine 

liminf𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 olduğunu kabul edelim. Lemma 4.1.1 den  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

ve böylece 

𝑑(𝑥𝑛+1, ℱ) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, ℱ) 
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yazarız. Dolayısıyla lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) limiti vardır. Hipotezden lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 

elde ederiz. Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin 𝐾 da bir Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. 휀 > 0 

olsun. lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 olduğundan dolayı her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 

𝑑(𝑥𝑛, ℱ) <
휀

4
  

olacak şekilde bir 𝑛0 sabiti vardır. Yani inf{𝑑(𝑥𝑛0
, 𝑝): 𝑝 ∈ ℱ} <

ε

4
 dir. O 

halde 𝑑(𝑥𝑛0
, 𝑝∗) <

ε

2
 olacak şekilde 𝑝∗ ∈ ℱ vardır. Bu durumda 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 için 

𝑑(𝑥𝑛+𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛+𝑚, 𝑝∗) + 𝑑(𝑝∗, 𝑥𝑛) 

≤ 2𝑑(𝑥𝑛0
, 𝑝∗) 

≤ 2
ε

2
= ε 

olur. Dolayısıyla {𝑥𝑛} dizisi 𝐾 da bir Cauchy dizisidir. 𝑋 tam olduğundan {𝑥𝑛} 

yakınsatır. Yakınsadığı nokta 𝑞 olsun. Her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = 0 

olduğundan  

𝑑(𝑞, 𝑇𝑙𝑞) ≤ 𝑑(𝑞, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) + 𝑑(𝑇𝑙𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑞) 

≤ 𝑑(𝑞, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) 

→ 0    (𝑛 → ∞) 

olup, 𝑑(𝑞, 𝑇𝑙𝑞) buluruz. Yani 𝑞 noktası {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} genişlemeyen dönüşüm 

ailesinin ortak sabit noktasıdır. Benzer şekilde 𝑞 noktasının {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} 

genişlemeyen dönüşüm ailesinin ortak sabit noktası olduğu gösterilir. Sonuç olarak 𝑞 ∈

ℱ dir. 

Teorem 4.1.3 ün bir uygulaması olarak aşağıdaki teoremi verelim. Bunun için (𝐴′) 

şartını dönüşüm sınıflarımıza uygun olarak yazalım.  

(𝑋, 𝑑, 𝑊) bir hiperbolik uzay, 𝐾 ⊆ 𝑋 boş olmayan bir küme, {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve 

{𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, 𝐾 üzerinde tanımlı genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki ailesi 

olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐾 için 
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max
1≤𝑙≤𝑁

{
1

2
(𝑑(𝑥, 𝑇𝑙𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑆𝑙𝑥))} ≥ 𝑓(𝑑(𝑥, ℱ)) 

oluyorsa {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} aileleri (B) şartını sağlıyor denir. 

Teorem 4.1.4: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. 𝐾, 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi 

ve {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.1) ile tanımlansın. Eğer ℱ ≠ ∅ ve 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} dönüşüm aileleri (𝐵) şartını sağlıyor ise, 

{𝑥𝑛} iterasyon şeması {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} dönüşüm ailelerinin 

ortak bir sabit noktasına güçlü yakınsar. 

İspat: Lemma 4.1.1 den 𝑝 ∈ 𝐹 için lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) limiti vardır. Ayrıca, Lemma 4.1.2 

den her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑙𝑥𝑛) = 0 dir. (𝐵) 

Şartından dolayı lim𝑛→∞𝑓(𝑑(𝑥𝑛, ℱ)) = 0 olur. 𝑓 azalmayan ve 𝑓(0) = 0 olduğundan 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 dır. Böylece Teorem 4.1.3 den {𝑥𝑛} bir 𝑝 ∈ 𝐹 ye güçlü yakınsar.  

Teorem 4.1.5: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. 𝐾, 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi 

ve {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.1) ile tanımlansın. Eğer ℱ ≠ ∅ ise 

{𝑥𝑛} iterasyon şeması {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} dönüşüm ailelerinin 

ortak bir sabit noktasına Δ-yakınsar.  

İspat: Lemma 4.1.1 den {𝑥𝑛} dizisi sınırlıdır ve böylece Teorem 3.2.3 den {𝑥𝑛} bir tek 

asimptotik merkeze sahiptir. Yani; 𝐴({𝑥𝑛}) = {𝑥}. Kabul edelimki {𝑢𝑛} dizisi {𝑥𝑛} nin 

𝐴({𝑢𝑛}) = {𝑢} olacak şekilde herhangi bir altdizisi olsun. Bu durumda Lemma 4.1.2 

den her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için  lim𝑛→∞𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑙𝑢𝑛) = lim𝑛→∞𝑑(𝑢𝑛, 𝑆𝑙𝑢𝑛) = 0 dır. 𝑢 nun 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ailelerinin ortak sabit noktası olduğunu 

iddia ediyoruz.  
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𝐾 da {𝑣𝑚} dizisini 𝑣𝑚 = 𝑇𝑚𝑢 ile tanımlayalım. Burada  𝑇𝑚 = 𝑇𝑚(𝑚𝑜𝑑𝑁) dır.  Öte 

yandan  

𝑑(𝑣𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑇𝑚𝑢, 𝑇𝑚𝑢𝑛) + 𝑑(𝑇𝑚𝑢𝑛, 𝑇𝑚−1𝑢𝑛) + ⋯ + 𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑢𝑛) 

≤ 𝑑(𝑢, 𝑢𝑛) + ∑ (𝑢𝑛, 𝑇𝑖𝑢𝑛)

𝑚−1

𝑖=1

 

dir. Dolayısıyla 

𝑟(𝑣𝑚, {𝑢𝑛}) = limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑚, 𝑢𝑛) ≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢, 𝑢𝑛) = 𝑟(𝑢, {𝑢𝑛}) 

yazarız. Bu 𝑚 → ∞ iken |𝑟(𝑣𝑚, {𝑢𝑛}) − 𝑟(𝑢, {𝑢𝑛})| → 0 olmasını gerektirir. Böylece 

Lemma 3.3.7 den 𝑇𝑚(𝑚𝑜𝑑𝑁)𝑢 = 𝑢 olur. O halde 𝑢, {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ailesinin ortak 

sabit noktasıdır. Aynı kabullerle 𝑢 nun {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ailesinin ortak sabit noktası 

olduğu gösterilebilir. Bu yüzden 𝑢 nun {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} nin 

ortak sabit noktası olduğu görülür. Dahası Lemma 4.1.1 den  lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑢) limiti 

vardır. 

Kabul edelimki; 𝑥 ≠ 𝑢 olsun. Asimptotik merkezin tekliğinden, 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑢) < limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑥) 

≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) 

< limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑢) 

= limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑢) 

olup bu bir çelişkidir. Dolayısıyla 𝑥 = 𝑢 dur. {𝑥𝑛} nin {𝑢𝑛} altdizisi keyfi olduğundan, 

{𝑥𝑛} nin bütün {𝑢𝑛} altdizileri için 𝐴({𝑢𝑛}) = {𝑢} dir. Bu da {𝑥𝑛} nin {𝑇𝑖: 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ailelerinin ortak sabit noktasına Δ-yakınsadığını 

gösterir. 

Son olarak Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 in sonuçları olarak aşağıdaki toremleri 

veriyoruz. 
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Teorem 4.1.6: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. 𝐾, 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi 

ve 𝑇, 𝑆 iki genişlemeyen dönüşüm olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi 

 𝑥𝑛+1 = 𝑊 (𝑇𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑆𝑥𝑛,
β𝑛

1−α𝑛
) , α𝑛) (4.13) 

olarak tanımlansın. Eğer ℱ: = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑆) ≠ ∅ ve 𝑇, 𝑆 dönüşümleri (𝐴′) şartını 

sağlıyorsa {𝑥𝑛} iterasyon şeması 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerinin ortak bir sabit noktasına güçlü 

yakınsar. 

İspat: Teorem 4.1.4 de her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 𝑇𝑖 = 𝑇 ve 𝑆𝑖 = 𝑆 alınırsa ispat açıkır.  

Teorem 4.1.7: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün 

konveks bir hiperbolik uzay olsun. 𝐾, 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi 

ve 𝑇, 𝑆 iki genişlemeyen dönüşüm olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.13)  ile 

tanımlansın. Eğer ℱ: = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑆) ≠ ∅ ise {𝑥𝑛} iterasyon şeması 𝑇 ve 𝑆 

dönüşümlerinin ortak bir sabit noktasına Δ-yakınsar.  

İspat: Teorem 4.1.5 de her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 𝑇𝑖 = 𝑇 ve 𝑆𝑖 = 𝑆 alınırsa ispat açıktır. 

4.2. Hiperbolik Uzaylarda Genişlemeyen Dönüşümlerin Sonlu İki Ailesi İçin iki 

Adım İterasyon Şemasının Yakınsaklığı 

𝐾, 𝑋 hiperbolik uzayının boş olmayan bir alt kümesi ve {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁}, {𝑆𝑖: 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑁} 𝐾 kümesinden 𝐾 kümesine tanımlı genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi  olsun. {𝛼𝑛} ve {𝛽𝑛}, 0 < 𝑎 ≤ 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ≤ 𝑏 < 1 ve 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 < 1 şartlarını sağlayan 

(0,1) aralığında herhangi iki dizi ve  𝑥1 ∈ 𝐾 herhangi bir nokta olmak üzere {𝑥𝑛} 

iterasyon şemasını 

 {
𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝛼𝑛)

𝑦𝑛 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝛽𝑛)
,      𝑛 ≥ 1 (4.14) 
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şeklinde teşkil edelim. Burada 𝑇𝑛 = 𝑇𝑛(𝑚𝑜𝑑𝑁) ve 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛(𝑚𝑜𝑑𝑁) dir. Bu şema hiperbolik 

uzaylarda ilk defa kullanılmıştır. (4.14) iterasyon şeması için güçlü ve ∆-yakınsama 

teoremlerini vermeden önce bu teoremlerin ispatında kullanacağımız bazı lemmaları 

aşağıda verelim.  

Lemma 4.2.1: 𝑋 bir hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt 

kümesi olsun. {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin 

sonlu iki ailesi ve 𝐹 ≠ ∅ olsun. Eğer 𝑝 ∈ ℱ ve herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi 

(4.14) ile tanımlanmış ise 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

limiti vardır.  

İspat: 𝑝 ∈ ℱ olsun. Bu durumda (4.14) den 

𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) = 𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝛽𝑛), 𝑝) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛽𝑛𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑝) 

≤ (1 − 𝛽𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + 𝛽𝑛𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

 = 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) (4.15) 

ve  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = 𝑑(𝑊(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑝) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑝) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) 

= 𝑑(𝑦𝑛, 𝑝)

≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

olur. Böylece 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) olup 𝑝 ∈ 𝐹 için lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) limiti vardır. 

Lemma 4.2.2: 𝑋, 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip düzgün konveks bir 

hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. {𝑇𝑖: 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki ailesi ve ℱ ≠
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∅ olsun. Eğer 𝑝 ∈ ℱ ve herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.14) ile tanımlanmış ise 

her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑙𝑥𝑛) = 0 

dır. 

İspat: Lemma 4.2.1 den lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) limitinin varlığını biliyoruz. O halde 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) = 𝑐 diyelim. Eğer 𝑐 = 0 ise sonuç açıktır. Kabul edelim ki 𝑐 > 0 

olsun. (4.15) eşitsizliğinden 𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) yazarız. Bu eşitsizliğin her iki yanının 

üst limitini alarak  

 limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) ≤ 𝑐 (4.16) 

buluruz. Ayrıca 𝑛 = 1,2, …  için 𝑆𝑛 genişlemeyen dönüşüm olduğundan 𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑝) ≤

𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) ve böylece,  

 limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑝) ≤ c (4.17) 

yazarız. (4.14) den  

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑊(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑝) = 𝑐 (4.18) 

dir. (4.16), (4.17), (4.18) ve Lemma 3.3.6 yı kullanarak  

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛) = 0 (4.19) 

elde ederiz. Diğer taraftan  

 limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑝) ≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) ≤ 𝑐 (4.20) 

dir. (4.14) den  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = 𝑑(𝑊(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑝) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑝) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) + 𝛼𝑛𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) 

≤ 𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) + 𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑦𝑛) 
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buluruz. lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) = 𝑐 olduğunu ve (4.19) u gözönüne alarak bu eşitsizliğin her 

iki yanının alt limitini alırsak 

 liminf𝑛→∞𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) ≥ 𝑐 (4.21) 

elde ederiz. Dolayısıyla (4.16) ve (4.21) den lim
𝑛→∞

𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) = 𝑐 buluruz. Böylece 

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑦𝑛, 𝑝) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝛽𝑛), 𝑝) = 𝑐 (4.22) 

yazarız. (4.20), (4.22) ve Lemma 3.3.6 den  

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛) = 0 (4.23) 

buluruz. 𝑦𝑛 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝛽𝑛) ve (4.23) den  

𝑑(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝛽𝑛), 𝑥𝑛) 

≤ 𝛽𝑛𝑑(𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑥𝑛) 

 → 0     (𝑛 → ∞) (4.24) 

elde ederiz. Üçgen eşitsizliğinden 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛) 

≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛) + 𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛) 

≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛) + 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) 

olur. (4.19) ve (4.24) den  

 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑛𝑥𝑛) = 0 (4.25) 

buluruz. (4.14) den  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 𝑑(𝑊(𝑦𝑛, 𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝛼𝑛), 𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑥𝑛) 

≤ (1 − 𝛼𝑛)𝑑(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑦𝑛) + 𝛼𝑛𝑑(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) 

≤ 𝑑(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑦𝑛) 

yazarız. Bu eşitsizlikte (4.19) ve (4.24) ifadelerini kullanırsak  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) = 0                    

elde ederiz. Böylece her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için 
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 lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑥𝑛) = 0 (4.26) 

buluruz. Üçgen eşitsizliğinden  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) 

≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑥𝑛) 

≤ 2𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑙) + 𝑑(𝑥𝑛+𝑙, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛+𝑙) 

dır. Bu eşitsizlikte her iki tarafın limitini alırsak, (4.23) ve (4.26) den her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 

için  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) = 0 

buluruz. Her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için, {𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛)} dizisi ⋃𝑁
𝑙=1 {𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛)} dizisinin bir 

altdizisi ve lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑛+𝑙𝑥𝑛) = 0 olduğundan  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = 0 

elde ederiz. Benzer şekilde her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑛+𝑙𝑥𝑛) = 0 

ve 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑙𝑥𝑛) = 0 

buluruz. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Öncelikle hiperbolik uzaylarda (4.14) iterasyon şeması için güçlü yakınsama teoremleri 

vereceğiz.  

Teorem 4.2.3:  𝑋, 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün konveks 

bir hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi ve ℱ ≠ ∅ olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için (4.14) ile tanımlananan {𝑥𝑛} dizisi bir 

𝑝 ∈ ℱ ye güçlü yakınsaması için gerek ve yeter şart liminf𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 olmasıdır. 
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İspat: Gerek şart açık olup sadece yeter şartı ispatlayacağız. liminf𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 

olduğunu kabul edelim. Lemma 4.2.1 den 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) ve böylece 

𝑑(𝑥𝑛+1, ℱ) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, ℱ) olur. Bu durumda lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) limiti vardır. Hipotezden 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 buluruz. Teorem 4.1.3 deki yöntem ile görülür ki {𝑥𝑛}, 𝐾 da bir 

Cauchy dizisidir. 𝑋 tam olduğundan {𝑥𝑛} yakınsaktır. 𝑥𝑛 → 𝑞 olsun. Her 𝑙 ∈

{1,2,3, … , 𝑁} için lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = 0 olduğundan  

𝑑(𝑞, 𝑇𝑙𝑞) ≤ 𝑑(𝑞, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) + 𝑑(𝑇𝑙𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑞) 

≤ 𝑑(𝑞, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) 

→ 0    (𝑛 → ∞) 

olup, 𝑑(𝑞, 𝑇𝑙𝑞) buluruz. Yani 𝑞 ∈ ⋂ 𝐹(𝑇𝑖)𝑖∈{1,2,…,𝑁}  dir. Benzer şekilde 𝑞 ∈

⋂ 𝐹(𝑆𝑖)𝑖∈{1,2,…,𝑁}   olduğu gösterilir. Sonuç olarak 𝑞 ∈ ℱ dir.  

Teorem 4.2.4: 𝑋, 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün konveks 

bir hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi ve 𝐹 ≠ ∅ olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.14) ile tanımlansın. 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} dönüşüm aileleri (𝐵) şartını sağlıyor ise, 

{𝑥𝑛} iterasyon şeması {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛} dönüşüm ailelerinin 

ortak bir sabit noktasına güçlü yakınsar. 

İspat: Her 𝑝 ∈ 𝐹 için Lemma 4.2.1 den lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) limiti var ve Lemma 4.2.2 den 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑙𝑥𝑛) = lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑙𝑥𝑛) = 0 dir. (𝐵) şartından lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 

dır. Böylece Teorem 4.2.3 den {𝑥𝑛} bir 𝑝 ∈ 𝐹 ye güçlü yakınsar. 

(B) şartı 𝐾 kümesinin kompaktlığından ve genişlemeyen dönüşümlerin semi 

kompaktlığından daha zayıf olduğu için Teorem 4.2.4 ün bir sonuçu olarak aşağıdaki 

teoremi verebiliriz. 

Teorem 4.2.5: 𝑋, 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün konveks 

bir hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 
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{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi ve 𝐹 ≠ ∅ olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.14) ile tanımlansın. Eğer 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} dönüşüm ailelerindeki dönüşümlerden biri 

semikompakt ise {𝑥𝑛} iterasyon şeması {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 

dönüşüm ailelerinin ortak bir sabit noktasına güçlü yakınsar.  

İspat: Kabul edelimki; 𝑖0, 𝑗0 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 𝑇𝑖0
 ve 𝑆𝑗0

 semikompakt olsun. Bu 

durumda Lemma 4.2.2 den lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑖0
𝑥𝑛) = lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑆𝑗0

𝑥𝑛) = 0 olur. 𝑇𝑖0
 ve 

𝑆𝑗0
 semi kompakt dönüşümler olduğundan {𝑥𝑛} dizisinin lim𝑗→∞𝑥𝑛𝑗

= 𝑝 ∈ 𝐾 olacak 

şekilde {𝑥𝑛𝑗
} altdizisi vardır ve böylece 

lim𝑛→∞𝑑 (𝑥𝑛𝑗
, 𝑇𝑖0

𝑥𝑛𝑗
) = lim𝑛→∞𝑑 (𝑥𝑛𝑗

, 𝑆𝑗0
𝑥𝑛𝑗

) = 0 

dir. Şimdi Lemma 4.2.2 den her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için lim𝑛→∞𝑑 (𝑥𝑛𝑗
, 𝑇𝑙𝑥𝑛𝑗

) = 0 

yazarız. Böylece her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 𝑑(𝑝, 𝑇𝑙𝑝) = 0 elde ederiz. Bu durumda 𝑝 

noktası {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} dönüşüm ailesinin ortak sabit noktasıdır. Benzer şekilde 𝑝 

noktası {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} dönüşüm ailesinin ortak sabit noktasıdır. Böylelikle 𝑝 ∈ ℱ 

olup, lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 yazarız. O halde, Lemma 4.2.3 den {𝑥𝑛} iterasyon şeması 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} dönüşüm ailelerinin ortak bir sabit 

noktasına güçlü yakınsar. 

İkinci olarak hiperbolik uzaylarda (4.14) iterasyon şeması için ∆-yakınsama teoremimizi 

vereceğiz. Bu teoremin ispatı Teorem 4.1.5 de kullanılan yöntem kullanılarak ispatlanır. 

Teorem 4.2.6: 𝑋, 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün konveks 

bir hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} genişlemeyen dönüşümlerin sonlu iki 

ailesi ve ℱ ≠ ∅ olsun. Herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.14) ile tanımlansın. Bu 

durumda {𝑥𝑛} iterasyon şeması {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} dönüşüm 

ailelerinin ortak bir sabit noktasına Δ-yakınsar. 
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İspat: Lemma 4.1.1 den {𝑥𝑛} dizisi sınırlı ve böylece Teorem 3.2.3 den 𝐴({𝑥𝑛}) = {𝑥} 

dir. Kabul edelimki {𝑢𝑛} dizisi {𝑥𝑛} nin 𝐴({𝑢𝑛}) = {𝑢} olacak şekilde herhangi bir 

altdizisi olsun. Bu durumda Lemma 4.2.2 den her 𝑙 = 1,2, ⋯ , 𝑁 için 

lim𝑛→∞𝑑(𝑢𝑛, 𝑇𝑙𝑢𝑛) = lim𝑛→∞𝑑(𝑢𝑛, 𝑆𝑙𝑢𝑛) = 0 dır. 𝐾 da {𝑣𝑚} dizisini 𝑣𝑚 = 𝑇𝑚𝑢 ile 

tanımlayalım. Burada 𝑇𝑚 = 𝑇𝑚(𝑚𝑜𝑑𝑁) dır. Diğer taraftan  

𝑑(𝑣𝑛, 𝑢𝑛) ≤ 𝑑(𝑇𝑚𝑢, 𝑇𝑚𝑢𝑛) + 𝑑(𝑇𝑚𝑢𝑛, 𝑇𝑚−1𝑢𝑛) + ⋯ + 𝑑(𝑇𝑢𝑛, 𝑢𝑛) 

≤ 𝑑(𝑢, 𝑢𝑛) + ∑ (𝑢𝑛, 𝑇𝑖𝑢𝑛)

𝑚−1

𝑖=1

 

olur. Buradan 

𝑟(𝑣𝑚, {𝑢𝑛}) = limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑣𝑚, 𝑢𝑛) ≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢, 𝑢𝑛) = 𝑟(𝑢, {𝑢𝑛}) 

yazarız. Bu 𝑚 → ∞ iken |𝑟(𝑣𝑚, {𝑢𝑛}) − 𝑟(𝑢, {𝑢𝑛})| → 0 olmasını gerektirir. Böylece 

Lemma 3.3.7 den 𝑇𝑚(𝑚𝑜𝑑𝑁)𝑢 = 𝑢 olur. O halde 𝑢, {𝑇𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼} ailesinin ortak sabit 

noktasıdır. Aynı kabullerle 𝑢 nun {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ailesinin ortak sabit noktası 

olduğu gösterilebilir. Bu yüzden 𝑢 ∈ ℱ dir. Kabul edelimki; 𝑥 ≠ 𝑢 olsun. Asimptotik 

merkezin tekliğinden, 

limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑢) < limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑥) 

≤ limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) 

< limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑢) 

= limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑢𝑛, 𝑢) 

olup bu bir çelişkidir. Dolayısıyla 𝑥 = 𝑢 dur. {𝑥𝑛} nin {𝑢𝑛} altdizisi keyfi olduğundan, 

{𝑥𝑛} nin bütün {𝑢𝑛} altdizileri için 𝐴({𝑢𝑛}) = {𝑢} dir. Bu da {𝑥𝑛} nin {𝑇𝑖: 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑁} ve {𝑆𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} ailelerinin ortak sabit noktasına Δ-yakınsadığını 

gösterir. 

Yukarıda verdiğimiz teoremlerin sonuçlarını aşağıdaki teoremlerle verelim. 



62 

 

 

 

Teorem 4.2.7: 𝑋, 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün konveks 

bir hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇 ve 

𝑆 iki genişlemeyen dönüşüm olmak üzere herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi  

 {
𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑦𝑛, 𝑆𝑦𝑛, 𝛼𝑛)

      𝑦𝑛 = 𝑊(𝑥𝑛, 𝑇𝑥𝑛, 𝛽𝑛)
,      𝑛 ≥ 1 (4.27) 

 ile tanımlansın. Eğer 𝐹: = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑆) ≠ ∅ ve 𝑇, 𝑆 dönüşümleri (𝐴′) şartını sağlıyor 

ise, {𝑥𝑛} iterasyon şeması 𝑇 ve 𝑆 dönüşümlerinin ortak bir sabit noktasına güçlü 

yakınsar. 

İspat: Teorem 4.2.4 de her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 𝑇𝑖 = 𝑇 ve 𝑆𝑖 = 𝑆 alınırsa ispat açıktır.  

Teorem 4.2.8: 𝑋, 𝜂 monoton düzgün konvekslik modülüne sahip tam düzgün konveks 

bir hiperbolik uzay ve 𝐾 da 𝑋 in boş olmayan kapalı konveks bir alt kümesi olsun. 𝑇 ve 

𝑆 iki genişlemeyen dönüşüm olmak üzere herhangi bir 𝑥1 ∈ 𝐾 için {𝑥𝑛} dizisi (4.27) ile 

tanımlansın. Eğer 𝐹: = 𝐹(𝑇) ∩ 𝐹(𝑆) ≠ ∅ ise {𝑥𝑛} iterasyon şeması 𝑇 ve 𝑆 

dönüşümlerinin ortak bir sabit noktasına Δ-yakınsar.  

İspat: Teorem 4.2.6 da her 𝑙 ∈ {1,2,3, … , 𝑁} için 𝑇𝑖 = 𝑇 ve 𝑆𝑖 = 𝑆 alınırsa ispat açıktır. 

Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.5 içinde yukardaki iki teoreme benzer sonuçlar verebiliriz. 

4.3. Konveks Metrik Uzaylarda Asimptotik Quasi Genişlemeyen Dönüşümlerin 

Sonlu Bir Ailesi İçin n-Adım İterasyon Şemasının Yakınsaklığı 

(𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝑊 konveks yapısı ile verilen bir konveks metrik uzay ve {𝑇𝑖: 𝑖 =

1,2,3, … , 𝑁}, 𝑋 de tanımlı asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu bir ailesi 

olsun. Kabul edelimki her 𝑛 = 1,2, … ve 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 için 𝛼𝑖𝑛 ∈ [0,1] dir. Herhangi bir 

𝑥1 ∈ 𝑋 için {𝑥𝑛} iterasyon dizisini  
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𝑥𝑛+1 = 𝑊(𝑇𝑘
𝑛𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝑦(𝑘−1)𝑛, α𝑘𝑛),                    

 𝑦(𝑘−1)𝑛 = 𝑊(𝑇𝑘−1
𝑛 𝑦(𝑘−2)𝑛, 𝑦(𝑘−2)𝑛, α(𝑘−1)𝑛), 

 𝑦(𝑘−2)𝑛 = 𝑊(𝑇𝑘−2
𝑛 𝑦(𝑘−3)𝑛, 𝑦(𝑘−3)𝑛, α(𝑘−2)𝑛), (4.28) 

 ⋮ 

 𝑦2𝑛 = 𝑊(𝑇2
𝑛𝑦1𝑛, 𝑦1𝑛, α2𝑛), 

 𝑦1𝑛 = 𝑊(𝑇1
𝑛𝑦0𝑛, 𝑦0𝑛, α1𝑛)  

şeklinde teşkil edelim. Burada her 𝑛 ∈ 𝑁 için 𝑦0𝑛 = 𝑥𝑛 dir. Bu şema konveks metrik 

uzaylarda ilk defa kullanılmıştır. (4.28) iterasyon şeması için güçlü yakınsama 

teoremleri ve bu teoremlerin bazı uygulamaları verilmeden önce bu teoremlerin 

ispatında kullanacağımız bazı lemmaları verelim. 

Lemma 4.3.1 : 𝑋 bir konveks metrik uzay, {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 𝑋 de tanımlı asimptotik 

quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu bir ailesi ve ℱ: = ⋂𝑘
𝑖=1 𝐹(𝑇𝑖) ≠ ∅ olsun. Bu 

durumda her 𝑛 = 1,2, … ve 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 için 

𝑑(𝑇𝑖
𝑛𝑥, 𝑝) ≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑥, 𝑝) 

olacak şekilde lim𝑛→∞𝑟𝑛 = 0 şartını sağlayan bir {𝑟𝑛} ⊂ [0, ∞) dizisi ve bir 𝑝 ∈ ℱ 

noktası vardır.  

İspat: {𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 𝑋 de tanımlı asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin 

sonlu bir ailesi olduğundan her 𝑥 ∈ 𝑋 ve her 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 için  

𝑑(𝑇𝑖
𝑛𝑥, 𝑝𝑖) ≤ (1 + 𝑟𝑖𝑛)𝑑(𝑥, 𝑝𝑖) 

olcak şekilde 𝑝𝑖 ∈ 𝐹(𝑇𝑖) ve lim
𝑛→∞

𝑟𝑖𝑛 = 0 şartını sağlayan {𝑟𝑖𝑛} ⊂ [0, ∞) dizisi vardır. 

𝑟𝑛 = 𝑚𝑎𝑥{𝑟1𝑛, 𝑟2𝑛, … , 𝑟𝑘𝑁} olsun. Bu durumda lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 0 ve {𝑟𝑛} ⊂ [0, ∞) yazarız. 

𝑝 ∈ ℱ: = ⋂𝑘
𝑖=1 𝐹(𝑇𝑖) ≠ ∅ olduğundan her 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için 𝑝 ∈ 𝐹(𝑇𝑖) dir. Böylece 

yukarıdaki eşitsizlik her 𝑝 ∈ 𝐹 için sağlanır. Yani, her 𝑛 = 1,2, … ve 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 için 

𝑑(𝑇𝑖
𝑛𝑥, 𝑝) ≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑥, 𝑝) 

olacak şekilde lim𝑛→∞𝑟𝑛 = 0 şartını sağlayan bir {𝑟𝑛} ⊂ [0, ∞) dizisi ve bir 𝑝 ∈ ℱ 

noktası vardır. 



64 

 

 

 

Lemma 4.3.2: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝑊 konveks yapısı ile verilen bir konveks metrik uzay, 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 𝑋 de tanımlı asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu 

bir ailesi ve 𝐹 ≠ ∅ olsun. ∑∞
𝑛=1 𝑟𝑛 < ∞ olmak üzere {𝑥𝑛} dizisi (4.28) ile tanımlansın. 

Bu durumda  

a) Her 𝑝 ∈ ℱ ve 𝑛 ∈ 𝑁 için 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑘𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) dir. 

b) Her 𝑝 ∈ ℱ ve 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑁 için 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) ≤ 𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) olacak şekilde 𝑀 > 0 vardır.  

İspat: a) İspatımızı tümevarım yöntemini kullanarak yapacağız. Her 𝑝 ∈ 𝐹 için (4.28) 

ve Lemma 4.3.1 den 

𝑑(𝑦1𝑛, 𝑝) = 𝑑(𝑊(𝑇1
𝑛𝑦0𝑛, 𝑦0𝑛, 𝛼1𝑛), 𝑝) 

≤ 𝛼1𝑛𝑑(𝑇1
𝑛𝑦0𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼1𝑛)𝑑(𝑦0𝑛, 𝑝) 

≤ 𝛼1𝑛(1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼1𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

 ≤ (1 + 𝛼1𝑛𝑟𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

yazarız. 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 − 2 için 𝑑(𝑦𝑗𝑛, 𝑝) ≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑗𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda  

𝑑(𝑦(𝑗+1)𝑛, 𝑝) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑗+1
𝑛 𝑦𝑗𝑛, 𝑦𝑗𝑛, 𝛼(𝑗+1)𝑛), 𝑝) 

≤ 𝛼(𝑗+1)𝑛𝑑(𝑇𝑗+1
𝑛 𝑦𝑗𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼(𝑗+1)𝑛)𝑑(𝑦𝑗𝑛 , 𝑝) 

≤ 𝛼(𝑗+1)𝑛(1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑦𝑗𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼(𝑗+1)𝑛)𝑑(𝑦𝑗𝑛, 𝑝) 

≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑦𝑗𝑛, 𝑝) 

≤ (1 + 𝑟𝑛)(1 + 𝑟𝑛)𝑗𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

= (1 + 𝑟𝑛)𝑗+1𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

buluruz. Böylece tümevarımdan 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 − 1 için 

 𝑑(𝑦𝑖𝑛, 𝑝) ≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑖𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) (4.29) 

elde ederiz. (4.28) ve (4.29) dan  

𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑝) = 𝑑(𝑊(𝑇𝑘
𝑛𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝛼𝑘𝑛), 𝑝) 

≤ 𝛼𝑘𝑛𝑑(𝑇𝑘
𝑛𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼𝑘𝑛)𝑑(𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝑝) 
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≤ 𝛼𝑘𝑛(1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝑝) + (1 − 𝛼𝑘𝑛)𝑑(𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝑝) 

≤ (1 + 𝑟𝑛)𝑑(𝑦(𝑘−1)𝑛, 𝑝) 

≤ (1 + 𝑟𝑛)(1 + 𝑟𝑛)𝑘−1𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

= (1 + 𝑟𝑛)𝑘𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

olur. 

b) 𝑡 ≥ 0 iken 1 + 𝑡 ≤ 𝑒𝑡 olduğundan 𝑘 = 1,2, …  için (1 + 𝑡)𝑘 ≤ 𝑒𝑘𝑡 yazarız. Böylece 

(a) dan 

𝑑(𝑥𝑛+𝑚, 𝑝) ≤ (1 + 𝑟𝑛+𝑚−1)𝑘𝑑(𝑥𝑛+𝑚−1, 𝑝) 

≤ 𝑒𝑥𝑝{𝑘𝑟𝑛+𝑚−1}𝑑(𝑥𝑛+𝑚−1, 𝑝) 

⋮ 

≤ 𝑒𝑥𝑝 {𝑘 ∑

𝑛+𝑚−1

𝑖=1

𝑟𝑖} 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

≤ 𝑒𝑥𝑝 {𝑘 ∑

∞

𝑖=1

𝑟𝑖} 𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) 

elde ederiz. 𝑀 = 𝑒𝑥𝑝{𝑘 ∑∞
𝑖=1 𝑟𝑖} < ∞ alınarak ispat tamamlanır. 

Teorem 4.3.3: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝑊 konveks yapısı ile verilen bir konveks metrik uzay, 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 𝑋 de tanımlı asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu 

bir ailesi ve ℱ ≠ ∅ olsun. ∑∞
𝑛=1 𝑟𝑛 < ∞ olmak üzere {𝑥𝑛} dizisi (4.28) ile tanımlansın. 

Eğer lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 ise {𝑥𝑛} bir cauchy dizisidir. Burada 𝑑(𝑥, 𝐹) =

inf{𝑑(𝑥, 𝑝): 𝑝 ∈ 𝐹} dir. 

İspat: Lemma 4.3.1 (b) yi kullanarak {𝑥𝑛} nin bir cauchy dizisi olduğunu gösterecegiz. 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 olduğundan, her 휀 > 0 ve her 𝑛 ≥ 𝑛1 için  

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) <
휀

𝑀 + 1
 

olacak şekilde 𝑛1 ∈ 𝑁 vardır. Böylece her 𝑛 ≥ 𝑛1 için 

 𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) <
𝜀

𝑀+1
  (4.30) 
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olacak şekilde 𝑞 ∈ 𝐹 vardır. Lemma 4.3.2 (a) ve (4.30) dan 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛1 için 

𝑑(𝑥𝑛+𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑛+𝑚, 𝑞) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) 

≤ 𝑀𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) 

= (𝑀 + 1)𝑑(𝑥𝑛, 𝑞) 

< (𝑀 + 1) (
휀

𝑀 + 1
) = 휀 

elde ederiz. Böylece {𝑥𝑛} bir cauchy dizisidir.  

Şimdi, konveks metrik uzaylarda asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu bir 

ailesi için (4.28) iterasyon şemasının güçlü yakınsaklığı ile ilgili teoremleri vereceğiz.  

Teorem 4.3.4: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝑊 konveks yapısı ile verilen bir konveks metrik uzay, 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 𝑋 de tanımlı asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu 

bir ailesi ve ℱ ≠ ∅ olsun. ∑∞
𝑛=1 𝑟𝑛 < ∞ olmak üzere {𝑥𝑛} dizisi (4.28) ile tanımlansın. 

Eğer 

a) {𝑥𝑛}, ℱ de bir noktaya yakınsıyorsa liminf
𝑛→∞

 𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = limsup
𝑛→∞

 𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 dir. 

b) 𝑋 tam konveks metrik uzay olmak üzere liminf
𝑛→∞

 𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 veya 

limsup 
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 şartlarından biri sağlanıyorsa {𝑥𝑛} dizisi ℱ de bir noktaya 

yakınsar.  

İspat: a) 𝑝 ∈ 𝐹 olsun. {𝑥𝑛} dizisi 𝑝 ∈ ℱ ye yakınsadığından lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) = 0 dır. 

Böylece verilen bir  휀 > 0 ve ∀𝑛 ≥ 𝑛0 için 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑝) < 휀 

olacak şekilde 𝑛0 ∈ 𝑁 vardır. 𝑝 ∈ ℱ üzerinden infimum alınarak ∀𝑛 ≥ 𝑛0 için  

 𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) < 휀 

buluruz. Böylece limn→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 elde ederiz. Bu da  

liminf𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = limsup𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 
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anlamına gelir.  

b) Kabul edelimki 𝑋 tam ve liminf
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 veya limsup
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 şartlarından 

biri sağlanır. Bu durumda Lemma 3.3.4 (b) den lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 olur. 𝑋 in 

tamlığından ve Teorem 4.3.3 den lim𝑛→∞𝑥𝑛 = 𝑞 ∈ 𝑋 dir. Asimptotik quasi 

genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarının kümesi kapalı ve lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, ℱ) = 0 

oduğundan 𝑞 ∈ ℱ dir. Böylece {𝑥𝑛} dizisi ℱ de bir noktaya yakınsar. 

Son olarak konveks metrik uzaylarda asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin 

sonlu bir ailesi için (4.28) iterasyon şemasını ve Teorem 4.3.4 ü kullanarak güçlü 

yakınsama teoremleri vereceğiz. 

Teorem 4.3.5: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝑊 konveks yapısı ile verilen bir tam konveks metrik uzay, 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 𝑋 de tanımlı asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin sonlu 

bir ailesi ve 𝐹 ≠ ∅ olsun. ∑∞
𝑛=1 𝑟𝑛 < ∞ olmak üzere {𝑥𝑛} dizisi (4.28) ile tanımlansın. 

Kabul edelim ki  

a) lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 0 (4.30) 

ve 

b) 𝑋 de lim 𝑛→∞𝑑(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) = 0 şartını sağlayan {𝑦𝑛} dizisi için 

 liminf𝑛→∞𝑑(𝑦𝑛, 𝐹) = 0    veya    limsup𝑛→∞𝑑(𝑦𝑛, 𝐹) = 0 (4.31) 

dır. Bu durumda {𝑥𝑛} dizisi 𝐹 de bir noktaya yakınsar. 

İspat: (4.30) ve (4.31) den  

liminf𝑛→∞𝑑(𝑦𝑛, 𝐹) = 0    veya    limsup𝑛→∞𝑑(𝑦𝑛, 𝐹) = 0 

olur. Böylece Teorem 4.3.4 (b) den {𝑥𝑛} dizisi ℱ de bir noktaya yakınsar.  

Teorem 4.3.6: (𝑋, 𝑑, 𝑊), 𝑊 konveks yapısı ile verilen bir tam konveks metrik uzay, 

{𝑇𝑖: 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑁} 𝑋 de tanımlı asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin 
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lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑖𝑥𝑛) = 0 şartını sağlayan sonlu bir ailesi ve ℱ ≠ ∅ olsun. ∑∞
𝑛=1 𝑟𝑛 < ∞ 

olmak üzere {𝑥𝑛} dizisi (4.28) ile tanımlansın. Eğer aşağıdaki ifadelerden biri doğruysa, 

{𝑥𝑛} dizisi ℱ de bir noktaya yakınsar. 

a) Her 𝑡 ∈ (0, ∞) için 𝑔(𝑡) > 0, 𝑔(0) = 0 olacak şekilde 𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑖𝑥𝑛) ≥ 𝑔(𝑑(𝑥𝑛, 𝐹)) 

şartını sağlayan azalmayan bir 𝑔: [0, ∞) → [0, ∞) fonksiyonu vardır.  

b) 𝑓(0) = 0 ve her 𝑛 ≥ 1 için 𝑓(𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑖𝑥𝑛)) ≥ 𝑑(𝑥𝑛, ℱ) şartlarını sağlayan 0 da 

sağdan sürekli bir 𝑓: [0, ∞) → [0, ∞) foksiyonu vardır. 

İspat: İlk olarak (a) ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. Bu durumda  

lim
𝑛→∞

𝑔(𝑑(𝑥𝑛, ℱ)) ≤ lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑖𝑥𝑛) 

yazarız. O halde lim𝑛→∞𝑔(𝑑(𝑥𝑛, 𝐹)) = 0 ve 𝑔 fonksiyonunun özelliklerinden 

lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 buluruz. Böylece Teorem 4.3.4 den {𝑥𝑛} dizisi 𝐹 de bir noktaya 

yakınsar. 

Şimdi (b) ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. Bu halde  

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) ≤ lim
𝑛→∞

𝑓(𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑖𝑥𝑛)) = 𝑓 ( lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑇𝑖𝑥𝑛)) = 𝑓(0) = 0 

buluruz. Bu durumda yine lim𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 olup, liminf𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 ve 

limsup𝑛→∞𝑑(𝑥𝑛, 𝐹) = 0 dır. Dolayısıyla Teorem 4.3.4 den {𝑥𝑛} dizisi ℱ nin bir 

noktasına yakınsar. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Bu bölümde, çalışmamızda elde ettiğimiz sonuçların literatürdeki yerlerinden 

bahsedeceğiz. 

İlk olarak hiperbolik uzaylarda genişlemeyen dönüşümlerin iki ailesi için tek adım 

iterasyon şeması ve yakınsaklığı ile ilgili bazı noktalara değinelim:  

(4.1) iterasyonu 𝑋 Banach uzayı, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 ve 𝑆𝑖 = 𝑆, 𝑇𝑖 = 𝑇 

alındığında 

 𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑆𝑥𝑛 (5.1) 

iterasyonuna dönüşür. Ayrıca CAT(0) uzaylarında 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥 ⊕ (1 − 𝛼)𝑦 ve 

𝑆𝑖 = 𝑆, 𝑇𝑖 = 𝑇 olarak seçilirse (4.1) iterasyonu  

 𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑥𝑛 ⊕ (1 − 𝛼𝑛) [
𝛼𝑛

(1−𝛽𝑛)
𝑇𝑥𝑛 ⊕ (1 −

𝛼𝑛

(1−𝛽𝑛)
) 𝑆𝑥𝑛] (5.2) 

iterasyonuna indirgenir. Yao and Chen (2007) Banach uzaylarında (5.1) iterasyonunu 

asimptotik genişlemeyen iki dönüşüm için çalışmıştır. Abbas and Khan (2011) CAT(0) 

uzaylarında (5.2) iterasyonunun iki genişlemeyen dönüşüm için △-yakınsamasını elde 

etmiştir. (5.1) iterasyonu, 𝑇 = 𝑆, 𝑇 = 𝐼 veya 𝑆 = 𝐼 alınarak yada {𝛼𝑛} veya {𝛽𝑛} 

dizilerinden birinin tüm terimleri 0 seçilerek Mann iterasyonuna indirgenir. Diğer 

taraftan (5.1) iterasyonu Ishikawa iterasyonundan bağımsız fakat daha basittir. Bu 

yazdıklarımız ışığında aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 5.1: i) Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 Abbas and Khan (2011) ın sonuçlarını iki 

farklı yönden genelleştirir. Bunlardan birincisi, iki genişlemeyen dönüşümün sonlu iki 

genişlemeyen dönüşüm ailesine genellemesidir. İkinciside CAT(0) uzaylarından daha 

genel düzgün konveks hiperbolik uzaylara genişletilmesidir. 
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ii) Teorem 4.1.5, Abbas and Khan (2011) ın çalışmasındaki Teorem 1 i düzgün konveks 

hiperbolik uzaylara genişletmenin yanı sıra dönüşümlerin tanım kümelerinin sınırlı 

olması şartını da ortadan kaldırmıştır.  

iii) Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 de 𝑆𝑖 = 𝐼 veya 𝑇𝑖 = 𝐼 alınması durumunda Mann 

iterasyonu için benzer sonuçlar elde ederiz. 

iv) (4.1) iterasyonu Ishikawa iterasyonuna kıyasla daha basit olduğundan (4.1) 

iterasyonu ile teoremlerimiz Dhompongsa and Panyanak (2008) ve Khan and Abbas 

(2011) in sonuçlarını genelleştirmiştir. 

İkinci olarak hiperbolik uzaylarda genişlemeyen dönüşümlerin iki ailesi için iki adım 

iterasyon şeması ile ilgili bazı noktalara değinelim. 

(4.14) iterasyonu, 𝑋 Banach uzayı, 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 ve 𝑆𝑖 = 𝑇𝑖 = 𝑇 

alındığında  

 {
𝑥𝑛+1 =  (1 − 𝛼𝑛)𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛

    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛
 (5.2) 

iterasyonuna dönüşür. (5.1) iterasyonunu ilk kez Thianwan (2009) tarafından Banach 

uzaylarında asimptotik genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktasını bulmak için 

kullanılmıştır. (4.14) iterasyonuna hata terimleri eklenerek aşağıdaki şekilde yeniden 

tanımlanabilir.   

 {
𝑥𝑛+1 = 𝑊 (𝑆𝑛𝑦𝑛, 𝑊 (𝑦𝑛, 𝑢𝑛,

𝑏𝑛

1−𝑎𝑛
) , 𝑎𝑛)

    𝑦𝑛 = 𝑊 (𝑇𝑛𝑥𝑛, 𝑊 (𝑥𝑛, 𝑣𝑛,
𝑑𝑛

1−𝑐𝑛
) , 𝑐𝑛)

,      𝑛 ≥ 1 (5.3) 

Burada {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛}, {𝑐𝑛}, {𝑑𝑛} dizileri 0 ≤ 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛 ≤ 1 olmak üzere (0,1) 

aralığındadır. Ayrıca {𝑢𝑛} ve {𝑣𝑛} dizileri elemanları 𝐾 kümesinden alınan sınırlı 

dizilerdir. (4.14) iterasyonu için ispat edilen tüm teoremler (5.3) iterasyonu içinde 

benzer yöntemler kullanılarak ispat edilebilir.  

Son olarak konveks metrik uzaylarda asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümlerin bir 

ailesi için 𝑛-adım iterasyon şeması ile ilgili bazı noktalara değinelim. 



71 

 

 

 

(4.28) iterasyonu 𝑋 Banach uzayı ve 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝛼) = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 alındığında 

  𝑥𝑛+1  = (1 − α𝑘𝑛)𝑦(𝑘−1)𝑛 + α𝑘𝑛𝑇𝑘
𝑛𝑦(𝑘−1)𝑛, 

 𝑦(𝑘−1)𝑛 = (1 − α(𝑘−1)𝑛)𝑦(𝑘−2)𝑛 + α(𝑘−1)𝑛𝑇𝑘−1
𝑛 𝑦(𝑘−2)𝑛, 

 𝑦(𝑘−2)𝑛 = (1 − α(𝑘−2)𝑛)𝑦(𝑘−3)𝑛 + α(𝑘−2)𝑛𝑇𝑘−2
𝑛 𝑦(𝑘−3)𝑛, (5.4) 

 ⋮ 

 𝑦2𝑛 = (1 − α2𝑛)𝑦1𝑛 + α2𝑛𝑇2
𝑛𝑦1𝑛, 

 𝑦1𝑛 = (1 − α1𝑛)𝑦0𝑛 + α1𝑛𝑇1
𝑛𝑦0𝑛 

iterasyonuna dönüşür. Bu iterasyon Banach uzaylarında Kettapun et al. (2010) ve 

Yıldırım and Ozdemir (2011) tarafından asimptotik quasi genişlemeyen dönüşümler için 

çalışılmıştır. (5.4) iterasyonu özel olarak 𝑘 = 2 ve 𝑇1 = 𝑇2 seçildiğinde (5.2) 

iterasyonuna ve  𝑘 = 3 ve 𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇3 seçildiğinde Phuengrattana and Suantai (2011) 

tarafından tanımlanan  

{

 𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑦𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛,

    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑧𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛,

   𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

 

SP iterasyonuna dönüşür. Buradan hareket edilerek aşağıdaki sonuç yazılabilir.  

Sonuç 5.2: i) Banach uzayları, konveks metrik uzayların özel örnekleri olduğundan 

Teorem 4.3.4, Kettapun et al.(2010) un çalışmasındaki Teorem 3.2 ve Yıldırım and 

Ozdemir (2011) in çalışmasındaki Teorem 3.2 yi genelleştirir. Ayrıca her quasi 

genişlemeyen dönüşüm bir asimptotik quasi genişlemeyen dönüşüm olduğundan 

Kettapun et al. (2010) un çalışmasındaki Sonuç 3.3 ve Yıldırım and Ozdemir (2011) in 

çalışmasındaki Sonuç 3.4 de yine Teorem 4.3.4 ün özel bir halleridir.  

ii) Teorem 4.3.6, Kettapun et al. (2010) un çalışmasındaki Teorem 4.1 i Banach 

uzaylarından konveks metrik uzaylara genelleştirir.  

Diğer taraftan (4.28) iterasyonu hata terimleri eklenerek yeniden verilebilir ve  (4.28) 

iterasyonu için ispat edilen tüm teoremler hata terimli bu iterasyon şeması içinde ispat 

edilebilir. 
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