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OZET

Doktora Tezi

DITOPOLOJIK DOKU UZAYLARINDA KARDINAL FONKSiYONLAR
Kadirhan POLAT

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Topoloji Bilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Tamer UGUR

Bu c¢alismada, dikardinal fonksiyon kavrami ve ditopolojik doku wuzaylarinin
smiflandirilmasinda  kullanilabilen agirhik, koagirhik, net agirligi, konet agirligi,
yogunlagsma, koyogunlagsma, duyarli yogunluk, koduyarli koyogunluk, pseudo karakter
ve kopseudo Kkarakter kavramlari tanimlanmistir. S (P veya Q) kiimesi ve ditopolojik
doku uzaylarinda tanimladigimiz dikardinal fonksiyonlar arasindaki birgok iliski
verilmistir. Tim ditopolojik doku uzaylarimin smifi veya T,, T;, ko-T; ve bi-T;
aksiyomlarindan birini saglayan bir alt sinifi secilerek S nin, tiim p-kiimelerin P
kiimesinin ve tiim g-kiimelerin Q kiimesinin sinirlar1 tizerinde bazi kullanish sonuglar
elde edilmistir. Ayrica, agirlik-koyogunlastirici ve koagirlik-yogunlastirici difonksiyon
ciftlerinin birbirini sinirladigi gosterilmistir. Bununla birlikte, bir D, regiiler uzayinin

agirhigmm ve bir ©, koregiiler uzaymin koagirligmimn sirasiyla en ¢ok 2P4(®1) ve

2€0-Pd(®2) kardinale sahip oldugu gdsterilmistir.

2014, 97 sayfa

Anahtar Kelimeler: Doku uzayi, Ditopoloji, Ditopolojik doku uzayi, Kardinal
fonksiyon, Kardinal sabit, Dikardinal fonksiyon, Dikardinal sabit.



ABSTRACT

Doctoral Thesis

CARDINAL FUNCTIONS ON DITOPOLOGICAL TEXTURE SPACES
Kadirhan POLAT

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Discipline of Topology

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tamer UGUR

In this study, the concept of dicardinal function, and then weight, coweight,
densification, codensification, net weight, conet weight, precise density, coprecise
density, pseudo character, copseudo character which are able to be used in classifying of
ditopological texture spaces are defined. It is given a considerable number of
relationships between the set S (P or Q) and dicardinal functions that we defined in

ditopological texture spaces. By choosing the subclasses satisfying axiom Ty, Ty, co-Tj,

bi-T; the class of all ditopological texture spaces, some useful results on bounds of S,
the set P of all p-sets and the set Q of all g-sets are obtained. Furthermore, it is shown
that the pairs of the difunctions weight-codensification and coweight-densification

restrict each others. Besides, it is shown that the density of a regular space D, and the

codensity of a coregular space D, have at most the cardinality 2P4(®1) and 2¢0-P4(®2)
respectively.

2014, 97 pages

Keywords: Texture space, Ditopology, Ditopological texture space, Cardinal function,

Cardinal invariant, Dicardinal function, Dicardinal invariant.
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SIMGELER DiZiNi

- Mantiksal degil islemi
\4 Evrensel niceleyici
E| Varliksal niceleyici
3! Teklik niceleyicisi
a,B,v,6,¢&,¢ Ordinal
Ord Ordinallerin sinifi
Ard Ardil ordinallerin sinifi
Lim Limit ordinallerin sinifi
) En kii¢lik sonsuz kardinal

K,A WVv,p Kardinal

Card Kardinallerin siifi
[x| x kiimesinin kardinali
P(x) x kiimesinin kuvvet kiimesi
*2 x kiimesinden {0,1} kiimesine tanimli fonksiyonlarin kiimesi
[Card Sonsuz kardinallerin sinifi
Kkt k kardinalinin ardili
Xo En kiigiik sonsuz kardinal
Ny En kiiciik sayillamaz kardinal
K+ A K ve A nin kardinal toplami
K.A k ve A nin kardinal ¢arpimi
Yy x kiimesinden y kiimesine taniml1 fonksiyonlarin kiimesi
e k kardinalinin A kuvveti (iisteli)
[x]* Kardinali A olan x kiimesinin alt kiimelerinin sinifi
[x]=4 Kardinali en ¢ok 4 olan x kiimesinin alt kiimelerinin sinifi
NA A kiimesinin en biiytik alt sinir1



VA
XAy
xXVy
(5,9)

(S,8,0)

Qs
cek(A)
Pse)
Qs
Pee,s)
Q(e.s)
(r,R)

R
(r,R)”
r”A
R”A
r°B
R°B
(9,Q)°
(f, F)
oA
F”A
f°B
FB

A kiimesinin en kiiciik iist sinir1

sup{x,y}

inf{x, y}

Doku uzay1

Tlimleyenli doku uzayi

p-kiime

q-kiime

A nin ¢ekirdegi

P(S) X T garpim dokusunun bir p-kiimesi

P(S) X T ¢arpim dokusunun bir g-kiimesi

P(T) x § ¢arpim dokusunun bir p-kiimesi

P(T) x § ¢arpim dokusunun bir g-kiimesi

Dibagint1

r bagintisinin tersi

R kobagintisinin tersi

(r, R) dibagmtisinin tersi

r bagmtisinin A-Kesiti

R kobagimtisinin A-kesiti

r bagintisinin B-0nkesiti

R kobagintisinin B-Onkesiti

(p, P) ve (g, Q) dibagintilarinin bileskesi

Difonksiyon

A kiimesinin (f, F) difonksiyonu altindaki gériintiisii

A kiimesinin (f, F) difonksiyonu altindaki kogoriintiisii
B kiimesinin (f, F) difonksiyonu altindaki ters gérintiisii
B kiimesinin (f, F) difonksiyonu altindaki ters kogoriintiisii
Topoloji

Kotopoloji

Vi



(7, %)
(5,8,1,K)

(S,8,1,k,0)

1A[

[A]
(tuk)Y
(ruK)"
X1
o(X)
w(X)
d(X)
RO(X)
nw(X)
PX)
0(D)
c(D)
oc(D)
w(D)
co-w(D)
r(D)
co-r(D)
e

A%
RO(D)
RC(D)
pd(D)
co-pd (D)
nw(D)

Ditopoloji

Ditopolojik doku uzay1

Tiimleyenli ditopolojik doku uzay1

A nin igi

A nin kapanisi

T U k smifinin elemanlarinin keyfi en kiigtik {ist sinirlarinin kiimesi
T U k sinifinin elemanlarinin keyfi arakesitlerinin kiimesi
X topolojik uzaymin kardinali

7] + w

X topolojik uzaymin agirlig

X topolojik uzaymnin yogunlugu

X topolojik uzayinin regiiler agik alt kiimelerinin sinifi

X topolojik uzayinin net agirligi

X in pseudo karakteri

7| + w

k| + w

lTUK|+ w

D ditopolojik doku uzaymin agirlhigi

D ditopolojik doku uzaymin koagirlig

D ditopolojik doku uzaymin yogunlasmasi

D ditopolojik doku uzaymin koyogunlagmasi

A nin kapaniginin igi

A nin i¢inin kapanisi

D ditopolojik doku uzaymin regiiler agik kiimelerinin sinifi
D ditopolojik doku uzayimin regiiler kapali kiimelerinin sinifi
D ditopolojik doku uzaymin duyarl yogunlugu

D ditopolojik doku uzayimin koduyarli koyogunlugu

D ditopolojik doku uzayimin net agirhig

Vil



co-nw(D) D ditopolojik doku uzayinin konet agirlig
Y(D) D ditopolojik doku uzaymin pseudo karakteri

co-¥(D) D ditopolojik doku uzaymin kopseudo karakteri

viii



1. GIRIS

Kiime teorisine en yakin olan kardinal sabitler, kiime teorisini temel alan genel
topolojide Onemli bir role sahiptir. Kardinal sabitler topolojik uzaylarin
siniflandirilmasinda en kullanigli araglardir. Kardinal sabitlerle simiflandirilmis bazi
onemli topolojik uzay smiflarindan 6rnek verilirse ayrilabilir uzaylar, kompakt uzaylar
ve sayilabilir bir tabana sahip topolojik uzaylar ilk akla gelenlerdendir. Bunun yani sira,
kardinal sabitler kullanilarak topolojik 6zellikler nicel olarak karsilastirilabilir ve onlarla

ilgili mevcut sonuglar genellenebilir.

1920°den bu yana bir¢ok arastirmaci kardinal fonksiyonlar teorisinin gelisimine katki
yapmistir. 1920’nin  sonlarinda Alexandroff ve Urysohn (1929), her kompakt
miikemmel normal uzayin < 2¢ kardinale sahip oldugunu gosterdiler. Cech ve Pospisil
(1938)’in elde ettigi sonuglardan birisi sunu ifade eder: Her kompakt, birinci sayilabilir
uzay < w ya da > 2¢ kardinale sahiptir. 1940’larda Hewitt (1946), Marczewski (1947)
ve Pondiczery (1944) tarafindan gosterilen bir sonug ise en fazla 2% ayrilabilir uzaymn
carpiminin da yine bir ayrilabilir uzay oldugunu ifade eder. 1965’de De Groot’un elde
ettigi sonuclardan birisi Alexandroff ve Urysohn’un yukarida belirtilen sonucunu
genellestirmistir: Her alt uzayr Lindel6f olan bir Hausdorff uzay < 2“ kardinale
sahiptir. 1969°da Arhangel’skii, her Lindelof, birinci sayilabilir, Hausdorff uzayin < 2

kardinale sahip oldugunu gostermistir.

Brown (1993) tarafindan sunulan fuzzy yapt kavrami Brown ve Ertiirk (2000)
tarafindan gelistirilerek doku uzay: ismini aldi. Bu yapi, timleyenden bagimsiz olarak
matematiksel kavramlarin incelenmesini miimkiin kilar. Doku uzaymin bu yapisindan
hareket edilerek, bir doku uzayi {izerinde verilecek uygun bir topolojinin i¢ ve kapanis
kavramlarimin dualitesinin varliginin korunamayacagi sezgisel olarak agiktir. Bu ise agik
kiime aksiyomlarinin ve kapali kiime aksiyomlariin ikisini birden saglamak zorunda
olmayan bir topoloji anlamina gelir. Brown’un ditopoloji tanim1 tiimleyenden ve agik-

kapali kiime aksiyomlarinin birbirinden bagimsizligina imkan vermektedir.



Uc makaleden olusan ¢alismada ise, Brown et al. 2004°de ilk ikisini, 2006’da ise son
caligmasint sunmustur. Bunlardan ilki ‘Temel Kavramlar’ basligiyla yaymlanmistir.
Yazarlar kategorik ortamda ditopolojik uzaylarda dibaginti, difonksiyon kavramlarinin
sistematik bir formunu ve dfTex kategorisini sunmuslardir. Ikinci ¢alismada, ditopolojik
doku uzaylarin dfDitop kategorisi ve bisiirekli difonksiyon kavrami tanimlanmuistir.
Ugiincii ¢aligmanin konusu ise genel ditopolojik doku uzaylarinda ayirma aksiyomlari

tizerinedir. Brown ve Gohar (2009) ditopolojik ortamda kompaktlig1 ¢aligmustir.

Bu tezde, dikardinal fonksiyon kavrami verildikten sonra ditopolojik doku uzaylarinin
siiflandirilmasinda en kullanish araglardan olan agirlik, koagirlik, net agirligi, konet
agirhigl, yogunlagsma, koyogunlasma, duyarli yogunluk, koduyarli koyogunluk, pseudo
karakter ve kopseudo karakter tanimlanmustir. S (P veya Q) kiimesi ve ditopolojik doku
uzaylarinda tanimlanan yukaridaki dikardinal fonksiyonlar arasinda nasil bir iliskinin
oldugu sorusu dogaldir. Bu soru iizerinden hareketle bu ¢alismada, ditopolojik doku
uzaylar icin agirlik, koagirlik, net agirligi, konet agirligi, yogunlasma, koyogunlagma,
duyarli yogunluk, koduyarli koyogunluk, pseudo karakter, kopseudo karakter dikardinal

fonksiyonlar1 incelenmistir.

Sunulan bu tez, Kuramsal Temeller, Materyal ve Yontemler, Arastirma Bulgular1 ve

Sonuglar boliimlerinden olugmaktadir.

Kuramsal Temeller bolimii, ‘Kardinaller’ ve ‘Doku Uzaylar® bagliklarindan
olugsmaktadir. ‘Kardinaller’ boliimiindeki aksiyomatik kiime teorisi, ordinal (siral) ve
kardinal sayilar bagliklarinda bazi temel tanim ve teoremler verilmistir. ‘Doku Uzaylar1®
boliimiinde doku uzaymin temel kavramlari ve doku uzaylar tizerinde ditopoloji

kavrami ve sonrasinda bu konuyla alakali bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Materyal ve Yontemler boliimiinde, genel topolojik uzaylarda bilinen bazi kardinal
fonksiyon kavramlarma yer verilmistir. Bu kavramlarin tiim topolojik uzaylarin sinifi

(ya da belirli bir ayirma aksiyomunu saglayan alt sinifi) igin topolojik uzayin kardinali



tizerinde ya da topolojinin kardinali {izerindeki sinirlamalartyla ilgili baz1 teoremler

ispatlariyla birlikte verilmistir.

Aragtirma Bulgular1 boéliimiinde, ditopolojik doku uzaylarinda dikardinal fonksiyon
tamim1 verilmistir. Daha sonra, agirhik, koagirlik, net agirhigi, konet agirligi,
yogunlagma, koyogunlagma, duyarli yogunluk, koduyarli koyogunluk, pseudo karakter
ve kopseudo karakter kavramlari verilmistir. Tiim ditopolojik uzaylarin sinifi veya
belirli bir alt sinifi i¢in tanimlanan dikardinal fonksiyonlarla ilgili baz1 6nemli teoremler

ispatlanmustir.

Sonuglar boliimiinde, Arastirma Bulgulari’ndaki teorem ve sonuglar Ozet halinde

verilmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Kardinaller

2.1.1. Aksiyomatik kiime teorisi

Aksiyomatik olarak kiime teorisinin insasi i¢in asagidaki on aksiyoma ihtiya¢ duyulur

(Bernays 1991).

Aksiyom (Bos Kiimenin Varhgi) 2.1.1.1: Herhangi bir eleman ihtiva etmeyen kiime

vardir. Yani,

IxVy a1y € x

dir.

Aksiyom (Genisleme) 2.1.1.2: Ayni elemanlara sahip iki kiime esittir. Yani,

VxVx' (Vy(yex o yex)=>x=x")

dir.

Aksiyom (Ciftleme) 2.1.1.3: Herhangi kiime ¢ifti verildiginde, sadece bu kiimeleri

eleman olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani,

vxvydzvu(u €z & (u=xVu=1y))

dir.



z = {x, y} gosterimi,
vu(uez e (u=xVu=y))
formiiliine denk olarak alinirsa ¢iftleme aksiyomu,
VxVy3az z = {x,y}
olarak yazilir.

Aksiyom (Birlesim) 2.1.1.4: Bir kiime verildiginde, sadece bu kiimenin her bir

elemaninin elemanlarii eleman olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani,
VxIyvz(z €y © Iw(w Ex Az Ew))
dir.

Aksiyom (Alt Kiime) 2.1.1.4: Keyfi bir 6zellik ve bir kiime verildiginde, sadece bu
kiimenin verilen 6zelligi saglayan elemanlarini eleman olarak kabul eden bir kiime

vardir. Yani herhangi bir ¢ formiili igin,
Vx3yVz (z Eyo (Z EXxA (p(z)))
dir.

Aksiyom (Kuvvet Kiimesi) 2.1.1.5: Bir kiime verildiginde, sadece bu kiimenin tiim alt

kiimelerini eleman olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani,

vxdyvz(z €y © Yww Ez = w E x))



dir.

Tammm 2.1.1.6: Herhangi a, b, ¢ kiimeleri i¢in ¢(a, b) ve ¢@(a,c) den b = ¢ sonucu

cikiyorsa ¢ Ozelligine fonksiyonel denir (Holz et al. 2009).

Aksiyom (Yer Degistirme) 2.1.1.7: Keyfi bir fonksiyonel ozellik ve bir kiime
verildiginde, bu fonksiyonel 6zelligi bu kiimedeki bir elemanla birlikte saglayan

elemanlar1 eleman olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani herhangi bir ¢ formiili i¢in,
VA (VxEI!y(x EA> (p(x,y))) = 3BVz (z EB & Elx(x €EANp(x, z)))
dir.

Aksiyom (Sonsuzluk) 2.1.1.8: Bos kiimeyi ve her a elemani i¢in a U {a} y1 eleman

olarak kabul eden bir kiime vardir. Yani,

x(PexAvVy(yex=>yU{y}ex))
dir.

Aksiyom (Kurulum) 2.1.1.9: Bostan farkli bir kiime ortak elemanlar1 olmayan bir

elemani vardir. Yani,
A0 =>3Ax(x€eANANX =0)

dir.



Aksiyom (Se¢im) 2.1.1.10: Elemanlarindan biri bos kiime olan ve elemanlar ikiserli
ayrik olan bir kiime verildiginde bu kiimenin her bir elemaniyla bir ve yalniz bir ortak

elemant olan bir kiime vardir. Yani,
Vx((@ ExAVuvEXx(UFVD>UND = (D)) =>3JzVu € xqw(unz = {W}))
dir.
2.1.2. Ordinal sayilar
Tamm 2.1.2.1: Bir A sinifinin her eleman1 A nin bir alt kiimesi ise, yani,
VxVy((y EXAXEA)>YE A)
veya buna denk olarak,
Vx(x EA=>xCA)
onermesi gegerli ise A ya gegismeli denir (Schloder 2013).

Tamm 2.1.2.2: Tim elemanlar1 gegismeli olan gecismeli bir kiimeye bir ordinal say1
veya ordinal denir ve a,f,v, 6, &, ¢ harflerinden biri ile gosterilirler. Tiim ordinallerin
siifi Ord ile gosterilir (Schloder 2013).

Buna gore yukaridaki tanim asagidaki sekilde de verilebilir:

a € Ord :& 'a gegismeli' A (VB € a 'B gegismeli')



dir. Ordinal tanimindan @ nin bir ordinal oldugu agiktir. 0 := @ olarak tanimlanir

(Schloder 2013).

Teorem 2.1.2.3: «a bir ordinal ve § € « ise B bir ordinaldir (Holz et al. 2009).

Tanim 2.1.2.4: « bir kiime olsun. a + 1 := a U {a} olarak tanimlanir (Schloder 2013).

Burada aslinda +1(a) = a + 1 olarak tanimli +1 : Ord — Ord birli isleminin varligina

isaret edilir.

Teorem 2.1.2.5: « bir ordinal ise @ + 1 ordinaldir (Schléder 2013).

Tanim 2.1.2.6: a ve g iki ordinal olsun. Bu durumda,

a<fB:=oa€ef

olarak tanimlanir (Levy 2012).

Teorem 2.1.2.7: Her a ordinali i¢in « < a + 1 dir (Levy 2012).

Teorem 2.1.2.8: (0Ord, <) tam(lineer) siralidir. Yani,

1) Va a <« a (sinirh),

2) VavVpVy a < BAB <y = a <y (gegismeli),

Y Vavf a< B VvV B <a V a=p (lineer)

dir (Tarski 1956).



Teorem 2.1.2.9: Her a # 0 ordinali i¢in 0 < a dir. Yani 0 en kii¢iik ordinaldir
(Enderton 1977).

Tamim 2.1.2.10: « bir ordinal say1 olsun. @ = 8 + 1 olacak sekilde bir § ordinali varsa

a ordinaline ardil ordinal denir. Ttim ardil ordinallerin sinifi Ard ile gosterilir (Holz et
al. 2009).

Buna gore yukaridaki tanim asagidaki sekilde de verilebilir:

a €Ard :© I €O0rd(a =+ 1)

dir (Holz et al. 2009).

Tamim 2.1.2.11: « bir ordinal say1 olsun. @ ordinali hi¢bir ordinal saymin ardili degilse
« ordinaline limit ordinal denir. Tiim limit ordinallerin sinifi Lim ile gosterilir (Holz et
al. 2009)

Buna gore yukaridaki tanim asagidaki sekilde de verilebilir:

a €Lim:© a#0A (VB €O0rd(a # S +1))

dir (Holz et al. 2009).

Teorem 2.1.2.12: Her a ordinali i¢in ya « =0 ya a € Ard ya da « € Lim dir
(Sierpinski 1958).

Teorem 2.1.2.13: Her a, B ordinalleri i¢in f < a+1lise f <adir. Yanif <aVpf =
a dir (Sierpinski 1958).

Teorem 2.1.2.14: Her a, 8 ordinalleri i¢in 8 < aise f + 1 < a dir (Sierpinski 1958).
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Teorem 2.1.2.15: a,f iki ordinal olsun. § = @ + 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a < y < [ sartin1 saglayan herhangi bir y ordinalinin olmamasidir. Yani,

B=a+1eVyeOord ~(a<y<p)

dir (Ergun 2005).

Teorem 2.1.2.16: « bir ordinal olsun. a € Lim olmasi i¢in gerek ve yeter sart a # 0 ve

her § < aigin f + 1 < a dir. Yani,

aclime (a#0A(Vf<a f+1<a))

dir (Ergun 2005).

Teorem 2.1.2.17: ¢ ordinallerin bir 6zelligi olsun. Bu durumda,

1) (@) (taban adimi),

2) Va € Ard ¢(a) = ¢(a + 1) (ardil adim),

3) Va e LimVpB < a ¢(B) = ¢(a) (limit adim)

sartlar1 saglaniyorsa Va € Ord i¢in ¢ (a) korunur (Schléder 2013).

Tamm 2.1.2.18: 0 1 iceren ve +1 islemi altinda kapali olan en kiigiik kiime w ile

gosterilir. Yani,

w:=N{weord|0eEwAVveEw v+1€w}
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dir (Ergun 2005).

Teorem 2.1.2.19: w en kiigiik limit ordinaldir (Ergun 2005).

Tamim 2.1.2.20: 1 ordinali 1:=0+ 1 = @ U {@} = {@} olarak tanimlanir (Holz et al.
2009).

Tamm 2.1.2.21: «,f,y ordinaller olsun. Ordinal toplam asagidaki gibi yinelemeli

olarak tanimlanir.

Da+0=a,

2) feEArdvep =y +1lisea+pB = (a+y)+1,

3) p €Limisea+f = Uy<pgla+7y)

dir (Schloder 2013).

Tamm 2.1.2.22: «,f,y ordinaller olsun. Ordinal ¢arpim asagidaki gibi yinelemeli

olarak tanimlanir.

1) .0 =0,

2) BEArdve =y +1lisea.f = (a.y)+a,

3) p € Limise a.f == Uy<p(a.y)

dir (Holz et al. 2009).
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Tamm 2.1.2.23: «a, B,y ordinaller olsun. Ordinal iistel asagidaki gibi yinelemeli olarak

tanimlanir.

1) a® =1,

2) EArdve f =y + 1lise af = (a¥).a,

3) B € Limise af = Uy<p(a?)

dir (Holz et al. 2009).

Teorem 2.1.2.24: A ordinallerin bir kiimesi ise UA bir ordinaldir (Holz et al. 2009).

Teorem 2.1.2.25: Her a, 8 ordinalleri i¢in a + S, a. 8 ve af ordinallerdir (Levy 2012).

Tamim 2.1.2.26: A ordinallerin bir kiimesi olsun. A nin supremumu,

supA := min{a € Ord | VB €A B < a}

olarak tanimlanir (Bourbaki 1998).

Teorem 2.1.2.27: A ordinallerin bir kiimesi olsun. sup A = UA dir (Holz et al. 2009).

Teorem 2.1.2.28: «, 8,y ordinaller olsun. Asagidakiler saglanir:

1) d0+a=a=a+0 b)f<a+p

p<y=a+pB<a+y da<p=2>a+y<p+y



ea@+p)+y=a+ (B +y)

2) a0.a=0=a.0

O0<aAf<y=af<ay
e) (a.B).y = a.(B.y)

3) AAf+0=>0f=0

Ol<anApf<y=af<a¥
e)l<a=p<af

9) (aﬁ)” = aBY

dir (Tarski 1956).
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P)lLa=a=a.1l

da<pf=>ay<p.y

b)y1f =1

da<p=>a¥<pY

f) abBtY = of. q¥

Teorem 2.1.2.29: a, § iki ordinal olsun. Asagidakiler saglanir.

1) @ < fise a + y = B olacak sekilde bir ve yalniz bir y ordinali vardir.

2) B#0ise a=p.£+nven < f olacak sekilde bir ve yalniz bir £ ve n ordinal ¢ifti

vardir.

a+0vepf>1lisea=p%1+y AN 1<7T<B A Yy <p? olacak sekilde bir ve

yalmz bir g, T ve y ordinal {gliisti vardir (Holz et al. 2009).
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2.1.3. Kardinal sayilar

Teorem 2.1.3.1: (x, <) iyi sirali olsun. Bu durumda, bir ve yalmz bir @ ordinali ve f

fonksiyon ¢ifti igin f : (x, <) = (a, €) izomorfizmdir (Ergun 2005).

Teorem 2.1.3.2: Asagidaki ifadeler denktir.

1) Seg¢im aksiyomu

2) lyi siralama ilkesi: Her x kiimesi icin (x, <) iyi sirali olacak sekilde bir < bagmtisi

vardir.

3) VxVyEIf(f :x = ybire-bir V f:y->x bire-bir),

) Vavy((x # @Ay # @) = 3f(f : x > y brten V f : y - x drten))

dir (Ergun 2005).

Tanmm 2.1.3.3: Kendisinden daha kii¢iik ordinaller ile aralarinda bire-bir orten bir
fonksiyon bulunmayan ordinale kardinal say1 veya kisaca kardinal denir ve k, A, u, v, p

harflerinden biri ile gosterilirler. Tiim kardinallerin sinifi Card ile gosterilir (Holz et al.

2009).

Buna gore yukaridaki tanim agagidaki sekilde de verilebilir:

x € Card :© —=(3a < k If(f : k > a bire-bir orten))

(Holz et al. 2009).
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x bir kiime olsun. Sec¢im aksiyomu ve Teorem 2.1.3.2 ye gore (x, <) iyi sirali olacak
sekilde bir < bagintis1 vardir. x iyi siralanabilir oldugundan Teorem 2.1.3.1 e gore x ile
aralarinda bire-bir orten bir fonksiyon bulunan ordinaller vardir. Bu ordinallerin en

kiigligiiniin bir kardinal oldugu agiktir. Bu bilgiler 1s1g1nda asagidaki tanim verilir.

Tamm 2.1.3.4: x bir kiime olsun. x ile aralarinda bire-bir 6rten bir fonksiyon bulunan
ordinallerin en kiigiigiine x in kardinal sayis1 veya kisaca Kardinali denir ve |x| ile

gosterilir.
Buna gore yukaridaki tanim agagidaki sekilde de verilebilir:
|x| := min{a € Ord | 3f (x — a bire-bir orten)}
dir (Engelking 1989).
Kardinal tanimindan, her x kiimesi i¢in |x| € Card oldugu agiktir. Yine kardinal

tanimindan Va € Ord |a| < @ gecerlidir. Ayrica «a € Card = |a| = a gegerlidir.

(a,ﬁ € Card A Elf(f : a = [ bire-bir 6rten)) = a = f gegerlidir.

Tamim 2.1.3.5: x bir kiime olsun. |x| den x e bire-bir 6rten bir fonksiyona x in bir

numaralandirmasi denir (Enderton 1977).

Teorem 2.1.3.6: x,y iki kiime olsun. f: x -y ve g :y — x bire-bir fonksiyonlari

varsa bu durumda x ile y arasinda bire-bir 6rten bir fonksiyon vardir (Bernays 1991).

Teorem 2.1.3.7: x, y iki kiime olsun. x € y ise x den y ye bire-bir bir fonksiyon vardir
(Ergun 2005).

Teorem 2.1.3.8: x, y iki kiime olsun. Asagidaki ifadeler gegerlidir.
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1) |x| = |yl © 3f(f : x - y bire-bir brten),

2) |x| < |yl © 3f(f : x > y bire-bir),

x+0=> (IxI <lyle Elf(f:y—>x6rten))

dir (Holz et al. 2009).

Teorem 2.1.3.9: A € Card ise sup A = UA € Card dir (Ergun 2005).

Teorem 2.1.3.10: x bir kiime olsun. Bu durumda, asagidakiler gecerlidir.

1) x| <P,

2) *2:={f| f:x - {0,1}} olmak iizere |P(x)| = | *2|,

3) Vk € Card 3L € Card k < A

dir (Juhasz 1980).

Tamm 2.1.3.11: x bir kardinal olsun. k < w ise k ya sonlu kardinal denir. k > w ise k
ya sonsuz Kkardinal denir. Sonsuz kardinallerin sinifi ICard ile gosterilir (Enderton
1977).

w nin her elemaninin bir kardinal oldugu agiktir. Ayrica en kii¢lik sonsuz kardinal w dir.

Teorem 2.1.3.10 3) e gore bir k kardinali i¢in onun ardilindan bahsedebiliriz.
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Tamm 2.1.3.12: k bir kardinal olsun. k dan biiyiik en kiiglik kardinale x nin kardinal

ardili veya kisaca ardili denir ve k* ile gosterilir (Sierpiniski 1958).

Teorem 2.1.3.13: Ord smifindan ICard sinifina tanimli bir ve yalniz bir €-izomorfizmi
tanimlidir (Holz et al. 2009).

Bu teoreme gore agagidaki tanimi verelim.

Tamim 2.1.3.14: Ord sinifindan ICard sinifina tanimli bir ve yalniz bir €-izomorfizmine
alef (aleph) fonksiyonu denir ve X ile gosterilir. « € Ord igin X(a) gosterimi yerine X,
kullanilir. Ozel olarak R, en kii¢iik sonsuz kardinaldir. Yani 8, = w ve X; en kiiciik

sayllamaz kardinaldir. Yani 8; = (8;)" dir. Bazen X, yerine w, gosterimi kullanilir
(Ergun 2005).

Teorem 2.1.3.15: Asagidaki ifadeler gecerlidir.

1) x bir sonsuz kardinal ise k = X, olacak sekilde bir a ordinali vardir.

2) a < Bise R, < Rpg dir,

3) Ry =w, Rpy1 = (R,)T, 21 € Limise X; = sup{X, | @ < A} dir (Ergun 2005).

Tanmm 2.1.3.16: k, A iki kardinal olsun. Bu durumda,

K+A:=|kx{0}UAXx{1}| ve k.A:= |k X 1|

kardinallerine sirastyla k ve A nin kardinal toplami ve kardinal ¢arpimi1 denir (Holz et al.
2009).
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Tammm 2.1.3.17: x,y iki kiime olsun. Bu durumda, *y:={f|f:x - y} olarak
tanimlanir (Schloder 2013).

Tamm 2.1.3.18: k, A iki kardinal olsun. Bu durumda,
Kt = | A

K]

olarak tamimlanan kardinale x Kkardinalinin A kuvveti veya isteli denir (
Enderton 1977).

Teorem 2.1.3.10 1) ve 2) ye gore Vk € Card k < 2 ve k* < 2% sonucu verilir.
Teorem (Continuum Hipotezi) 2.1.3.19: 2% = K, dir (Enderton 1977).

Teorem (Genellestirilmis Continuum Hipotezi) 2.1.3.20: Va € Ord 2¥« = R,
(Enderton 1977).

Teorem 2.1.3.21: x ve y, |x| =k ve |y| = A olacak sekilde iki kiime olsun. Bu

durumda,

D k+2=|xx{0}uyx{1},
2) k.1 =|xxyl,

3) k* =%

olur (Holz et al. 2009).
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Teorem 2.1.3.22: ¢, ordinal toplam, ordinal carpim veya ordinal iistel olsun. a,f

ordinallerinden biri sifirdan farkli digeri sonsuz ise,

la o B| < max{lal, |81}

dir (Holz et al. 2009).

Teorem 2.1.3.23: k, A, u, v kardinaller olsun. Asagidakiler saglanir.

D ak+D)+u=x+A+w PDk+i=21+«k
2) a)(k.A).u=xK.(Aduw b) k.1 = Ak
C)k.0=0 d k1=«

e)k.A+u) =k l+ku

3) a) kAH = kKt b) (K/l)“ "
c) (k. D) = Kkt A* d)k® =1vek # 0icin 0¥ =0
e)kl =k, 1% = f)k? = k.x

ANk <uvedl<vise

Ax+A<u+v b)k. A < u.v

OA+0=>Kk*<pY

dir (Tarski 1956).
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Teorem 2.1.3.24: k, A kardinallerinden biri sifirdan farkli digeri sonsuz ise,
K+ A = k.1 = max{k, 1}
dir (Holz et al. 2009).
Tamm 2.1.3.25: a bir kiime olsun. Bu durumda,
[a]* ={x S al|lx| =2},
[a]** ={x Ca]|lx| <2}
olarak tanimlanir (Juhasz 1980).
Teorem 2.1.3.26: a, |a| = k olacak sekilde sonsuz bir kiime ve A bir kardinal olsun. Bu
durumda, A < k ise |[a]?| = |[a]*}| = lal* = k* ve 1 > Kk ise [[a]*| = |[a]**| = 0 dir
(Juhasz 1980).
2.2. Doku Uzaylan

2.2.1. Temel kavramlar

Bu kisimda verilen tanim, teorem ve ornekler i¢in bazi kaynaklardan faydalanilmigtir
(Birkhoff 1967; Munkres 1975; Enderton 1977; Gierz et al. 1980; Bernays 1991;
Bourbaki 1998; Willard 2004; Levy 2012).

Tanmim 2.2.1.1: A ve B kimeleri ve a € A, b € B elemanlan1 verilsin. (a,b) =

{{a}, {a, b}} seklinde tanimlanan kiimeye bir siral ikili denir.



21

Tanmmm 2.2.1.2: A ve B iki kiime olsun. A X B :={(a,b) |a € A, b € B} seklinde

tanmimlanan kiimeye A ve B kiimelerinin (kartezyen) ¢arpimi denir.

Tanmm 2.2.1.3: A ve B iki kiime olsun. R € A X B alt kiimesine bir A ve B kiimeleri
arasinda bir bagint1 ya da kisaca bagint1 denir. Ozel olarak bir R € A X A kiimesine A

tizerinde bir bagmtidir denir.

Tamm 2.2.1.4: A bir kiime ve <, A lizerinde bir bagint1 olsun. Vx,y, z € A i¢in,

1) x < x,

D x<yANy<x=>x=Y,

x<yANy<z=>x<z

sartlar1 saglanirsa < bagintisina A iizerinde bir kismi siralama bagintisi ve (4, <) sirali

ikilisine de bir kismi sirali kiime denir.

Tamm 2.2.1.5: (4, <) bir kismi sirali kiime olsun. Vx,y € A igin x < yVy < x sart1
saglaniyorsa < bagintisina A lizerinde bir tam siralama bagintisi ve (4, <) sirali ikilisine

bir tam sirali kiime denir.

Tamim 2.2.1.6: (A4, <) bir kismi sirali kiime m, M € A olsun. Vx € A i¢gin x < m =
m = x sart1 saglaniyorsa m ye A nin bir minimal eleman1 denir. Vx € Aigcin M < x =

M = x sart1 saglaniyorsa M ye A nin bir maksimal eleman1 denir.

Tamm 2.2.1.7: (4, <) bir kismi siral1 kiime m, M € A olsun. Vx € A i¢in m < x sart1
saglaniyorsa m ye A nin en kii¢ciik (minimum) eleman1 denir. Vx € A igin x < M sart1

saglantyorsa M ye A nin en biiyiikk (maksimum) elemani denir.
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Tamm 2.2.1.8: (4, <) bir kismi sirali kiime, B € A ve m, M € A olsun. olsun. Vx € B
icin m < x sart1 saglaniyorsa m ye B nin bir alt sinir1 denir. Vx € B igin x < M sart1

saglaniyorsa M ye B nin bir {ist sinir1 denir.

Teorem 2.2.1.9: (A4,<) bir kismi sirali kiime, B € A olsun. B nin alt sirlarinin

kiimesinin en biiyiik elemani ve {ist sinirlarinin kiimesinin en kiigiik eleman1 tektir.

Tamm 2.2.1.10: (A4, <) bir kismi sirali kiime, B € A olsun. B nin tiim alt sinirlarinin
kiimesinin en biiyiik elemanina B nin infremum’u (ebas’1) denir ve inf B ile gosterilir. B
nin tiim {st siirlarinin kiimesinin en kii¢iik elemanina B nin supremum’u (ekiis’{i)

denir ve sup B ile gosterilir.

Tanmm 2.2.1.11: (4,<) bir kismi sirali kiime olsun. Vx,y € A i¢in inf{x,y} ve
sup{x, y} varsa (4,<) kismi sirali kiimesine bir latis (kafes) denir. Bundan bdoyle

inf{x, y} yerine x A y ve sup{x, y} yerine x V y gosterimleri kullanilacaktir.

Tamim 2.2.1.12: (4, <) bir kismi sirali kiime olsun. VB € A igin infB ve sup B varsa
(A, <) kismi sirali kiimesine bir tam latis (tam kafes) denir. Bundan boyle inf B yerine

AB ve sup B yerine VB gosterimleri kullanilacaktir.

Ornekler 2.2.1.13: Ik ii¢ 6rnekte verilen siralama dogal siralamadir.

1) (N, <) bir latistir. Ancak VN olmadigindan tam latis degildir.

2) (R, <) bir latistir. Ancak AR ve VR olmadigindan tam latis degildir.

3) ([0,1], <) bir tam latistir.

4) Bostan farkli bir X kiimesi i¢in (P(X), S) bir tam latistir. Cilinkii VA S P (X) i¢in
NA =NA €P(X)veVA = UA € P(X) dir.
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Teorem 2.2.1.14: X bostan farkli bir kiime, £ € P (X) olsun. Bu durumda,

1) VA C L icin NA € L,

2) XeL

sartlar1 saglanirsa (£, €) ye tam latis denir.

Sonug 2.2.1.15: X bostan farkli bir kiime, £L € P (X) olsun. (£, €) bir tam latis ise,
VA =UA S UAEL

dir.

Tanim 2.2.1.16: (L, <) bir tam latis olsun. Bu durumda, Vx, y, z € L i¢in,

Dxvy)Az=(xAz)V(yAz),

2) (xAy)Vz=(xVz)A(yV2z)

sartlar1 saglanirsa (L, <) ye dagiliml latis denir.

Tanim 2.2.1.17: (L, <) bir tam latis olsun. Keyfi bir I indis kiimesi, Vi € I i¢in keyfi J;

indis kiimeleri ve Vj € J; i¢in a]‘-' € L olmak {izere,

i _ i
Nier Vje]l- a; = VVEHL'EI]L' Nier Ay )

sart1 saglanirsa (L, <) ye tamamen dagilimli latis denir.
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Teorem 2.2.1.18: Bostan farkli bir X kiimesi i¢in (P(X),<) tam latisi tamamen
dagilimlidir.

2.2.2. Doku uzayi

Bu kisimda verilen tanim, teorem ve 6rnekler i¢in baz1 kaynaklardan faydalanilmistir
(Brown 1993a, 1993b; Brown and Diker 1998; Brown and Ertiirk 2000a, 2000b; Brown
et al. 2004a, 2004b; Yildiz 2005; Ugur 2007).

Tammm 2.2.2.1: S bostan farkli bir kiime ve § € P(S) olsun. Asagidaki sartlar

saglanirsa (S, ) ikilisine doku uzay: denir.
1) 9,5 €S, (§,<) bir tam latis ve S deki sup ve inf islemleri, (P(S), <) latisindeki

kesisim ve birlesim islemleriyle su bigimde iliskilidir: Her I indis kiimesi ve Vi € I i¢in

A; € § olmak iizere,

Nier 4; = Nigr A,

ve her sonlu I indis kiimesi ve Vi € [ igin A; € § olmak lizere,

VierA; = Uier A;

dir.

2) S tamamen dagilimlidir.

3) §, S nin noktalarini ayirir. Yani her Vs;, s, € S ve 34 € § igin,

51¢52$(51€A$52V51$A952)
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dir.

Tanmim 2.2.2.2: (S, S) bir doku uzayi ve o : § — § bir fonksiyon olsun. VA, B € § igin,

1) o(a(4)) = 4,

2) ACB=>0(B)<Sa(A)

sartlar1 saglanirsa o ya § {izerinde bir tiimleyen islemi ve (S, S, o) tgliisiine tiimleyenli

doku uzay1 denir.

Tanim 2.2.2.3: (S, S) bir doku uzay1 ve s € S olsun. P, := N{A € § | s € A} kiimesine
p-kimeve Qs :=V{A €S |s & A} = V{P, | s € P;} kiimesine de g-kiime denir.

Tamim 2.2.2.4: (S, S) bir doku uzayi ve A € § olsun. Bu durumda,

cek(A) = N{U{4 i€} {Alie} S A= V{4 i€}

olarak tanimlanan kiimeye A nin ¢ekirdegi denir.

Teorem 2.2.2.5: (S, ) bir doku uzay1 olsun. VA € S i¢in,

A= VSEAPS

dir.

Teorem 2.2.2.6: Herhangi bir (S,S,0) timleyenli doku uzay1 i¢in asagidaki esitlikler

korunur.



26

1) Her I indis kiimesi ve Vi € [ i¢in A; € § olmak iizere,

0(NierAi) = Vier0(4;) ve (Vi Ai) = Nigro(4y),

2) VA € (‘5 1(;11’114 = ntEO'(A) O-(Pt),

3) Vs € Sigin Py = Nieo(py) 0 (Pr),

4) Vs,teSigint € g(P,) © s €a(P)

dir.

Tamm 2.2.2.7: (S,S) bir doku uzay1 olsun. Vs € S i¢in P, € Q ise S dokusuna sade

doku denir.

Teorem 2.2.2.8: (S, 8) bir doku uzay1 olsun. Asagidakiler denktir.

1) (S, S) bir sade dokudur.

2) VA < S igin UA = VA dur.

3) S birlesim islemi altinda kapalidir.

Tamim 2.2.2.9: (S, S) bir doku uzayi olsun. Vs,t € S i¢in Q5 € Q; = P, € P; oluyorsa
(S, 8) doku uzayina koayrilmis denir.

Teorem 2.2.2.10: (S, §) bir doku uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1)VseS, VAESigcins € A= AC Q; = s & cek(A),
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2) VA € Sicincek(A) = {s €S| A Z Q},

3) Herhangi bir I indis kiimesi, Vi € I igin A; € S olmak tizere,

cek(Vier A;) = Usercek(4;),

4) VA € S icin A = min{B € § | cek(A) € B},

5 VA, BeESiginAZ B =A% Qgve P, £ B olacak sekilde bir s € S vardir,

6) VAeSicin A =N{Qs | B & A},

7VVAEeSigcinA=V{P | A <L Q}

dir.

Teorem 2.2.2.11: (S, S) bir doku uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1) VA € S icin cek(4) € S & cek(4) = 4,

2) Vs € Sigins & cek(S) © Q, = S,

3) VA € S i¢gin cek(A) = {s € ¢cek(S) | A € Q},

4) VA BES,Vs€SicnASB < (A% Q; =B & Q,)

dir.
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Teorem 2.2.2.12: (S,5,0) bir timleyenli doku uzayr olsun. Asagidaki ifadeler
dogrudur. VA, B € S igin,

1) A=V{o(Qs) |A L a(P)} = N{o(R) | o(Qs) & A} dir.
2) AL B=>A%da(P)vead(Qs) £ B olacak sekilde bir s € S vardir.

Tamm 2.2.2.13: (S;,8;)eq1,2; birer doku uzayi, 6: §5; - S, ve 6:8, —S, birer
fonksiyon olsun. @ bire-bir ve orten, 8(A) = 0(A) ve 6 bire-bir ve ortense 6
fonksiyonuna bir doku izomorfizmi, aralarinda bir izomorfizm olan dokulara ise

izomorf dokular denir ve (S;,8;) = (S,,S,) olarak gosterilir.

Teorem 2.2.2.14: 6 : (S1,8,) — (S,,8,) bir doku izomorfizmi, I bir indis kiimesi ve
{A; | i € I} € §; olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

1) 0(Nier Ai) = Nier 6(4y),
2) 0(Vier4)) = Vie1 0(4)
dir.

Tanmm 2.2.2.15: (S,S) bir doku uzay1 ve V€S8 olsun. V:={ANV |A €S} olmak

tizere (V, V) ikilisine (S,S) doku uzayinin bir temel alt dokusu denir.

Tamim 2.2.2.16: I bir indeks kiimesi, (S;,S;);e; doku uzaylar1 ve S = [[;¢; S;, S; lerin

bilinen ¢arpim kiimesi olsun. Her k € [ ve A € S}, i¢in,

Y—{A [ =kise
ETS; Q£ kise
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olmak tizere E (k, A) = [];¢; Y; verilsin.

EZ{UE(k,Lk) | KgI,Lk ESk

keEK

olarak tanimlansin. € kiimesinin elemanlarinin keyfi birlesimlerinden olusan kiimeyi §
ile gosterelim. Bu durumda, (S,S) ye (S;,8;);e; doku uzaylarinin ¢arpim dokusudur

denir ve § = ®;¢; S; ile gosterilir.

(8,8) ve (T,T) iki doku olsun. Bu durumda, P(S) X T ¢arpim dokusunun p-kiime ve
g-kiimeleri swrasiyla P5py Ve Qspy ile gosterilir ve Py ={s} X P, ve Qe =
((S —{s}h x T) U (S X Q) dir. P(T) xS garpim dokusunun p-kiime ve g-kiimeleri

strastyla P, gy Ve Q(ys) ile gdsterilir.

Teorem 2.2.2.17: P(S) X T ve P(T) xS c¢arpim dokular igin asagidaki ifadeler
gecerlidir.

1) ﬁ(s,t) Z é(s,t') © P € Qy,

2) Piesy € Qesy © B £ Qo

dir.

Tamm 2.2.2.18: (S,8) ve (T,T) iki doku ve r € P(S) x T olsun. Bu durumda,

1) (T Z Q(s,t) A Ps’ Z Qs) >r& Q(s’,t)’

2) Is'eSr<¢ é(s,t) = (Ps o Qs AT ¢z Q(s’,t))
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sartlar1 saglaniyorsa r ye (S,8) den (T, T) ye bir bagnt1 denir.

Tamm 2.2.2.19: (S,8) ve (T,T) iki doku ve R € P(S) x T olsun. Bu durumda,
1) (p(s,t) R /\Ps < Qs') = Q(s’,t) < R,
2)3s' €S Py ER= (PS, L Qs APy & R)

sartlar1 saglaniyorsa R ye (S,8) den (T, T") ye bir kobagint1 denir.

Tamim 2.2.2.20: (S,S) ve (T,T) iki doku olsun. r ve R sirasiyla (S,S) den (T,T) ye
bagint1 ve kobagmti olsun. Bu durumda, (r, R) giftine (S,S) den (T,T) ye bir dibaginti

denir.

Tamm 2.2.2.21: (§5,8) ve (T,T) iki doku ve r, (S,8) den (T,T) ye bagint1 olsun. Bu

durumda,
r< = N0y |7 € Qs
kobagintisina r nin tersi denir.

Tamim 2.2.2.22: (S,8) ve (T,T) iki doku ve R, (S,S) den (T,T) ye kobaginti olsun.

Bu durumda,
R =V{Ps) | Pis) & R}

bagintisina R nin tersi denir.
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Tamm 2.2.2.23: (S5,8) ve (T,T) iki doku ve (r,R), (S5,8) den (T,T) ye dibaginti

olsun. (r,R)< = (R, r“) olarak tanimlanan (7, R) dibagmtisina (r, R) nin tersi denir.
Teorem 2.2.2.24: (r,R), (S,8) den (T,T) ye dibagint1 olsun. Bu durumda,

1) Vs eSveVvt €ETicinr & E(S,t) & P €T VePsyERESRE E(t,s) dir.

2) (r°) " =rve(R°)” =Rdir.

3) (m,M), (5,8) den (T,T) ye dibagint1 olsun. rcme m~CSr- ve REM &
M< € R< dir.

Tanmim 2.2.2.25: (S,8) ve (T,T) iki doku, (r,R), (S,8) den (T,T) ye dibagint1 ve

A < S olsun. Bu durumda,
rA=N{Q;|VSESTZL Q) 2 ASQ}ET
kiimesine r nin A-kesiti ve
RPA=V{P,|Vs€SPyLR=>PCALET
kiimesine R nin A-kesiti denir.

Tamim 2.2.2.26: (S,S) ve (T,T) iki doku, (r,R), (S,8) den (T,T) ye dibagint1 ve
B C T olsun. (r=)”B € § kiimesine r nin B-dnkesiti denir ve r“B ile gosterilir.

(R)”B € S kiimesine R nin B-onkesiti denir ve R B ile gosterilir.

Teorem 2.2.2.27: (r;,Ry) ve (1, R,), (S5,8) den (T,T) ye iki dibagint1 olsun. Bu
durumda, VA € S igin,
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n=rpeorA=r,Ave Ry =R, © RUA=R;A
dir.

Teorem 2.2.2.28: (r,R), (S5,8) den (T,T) ye dibagint1 olsun. Bu durumda, VB € T

igin,

)rB=V{R|vteT reQ,, =P B}

2) R“B=N{Qs |Vt ET Pypy £R= B S Q;}

dir.

Teorem 2.2.2.29: (r,R), (S,8) den (T,T) ye dibagint1 olsun. Bu durumda,
1) r& a(s’t) S 17k €Qy

2) Py TR© P & R7Q
dir.

Teorem 2.2.2.30: (r,Ry) ve (1, R,), (S5,8) den (T,T) ye iki dibagint1 olsun. Bu
durumda, VA, A, € S, VB4, B, € T i¢in,

DN SrnAA CA) 1A Sy A,

2) (R, SR, AA; S Ay) = RTA, € Ry A,
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3)(n € ABy S B,)=>1ry, By S By,

4) (R, S R, AB, S B,) = RSB, € RCB,

dir.

Teorem 2.2.2.31: (r,R), (S,8) den (T,T) ye bir dibagint1 olsun. Bu durumda,

Drg=0veR”S=T,

2) VA€ SicinA S r-(r°A) ve R-(R"A) C 4,

3) VB € T icinr~(r“B) € Bve B € R°(R"B),

L VACS icin r”A:=={r"A|Ae€ A} ve R”A:={R”A|A€ A} olmak iizere
r>(VA) =V(@~A)ve R°(NA) = N(R”A),

5YVBCT igin r"B:={r"B|B€B} ve R B:={R“B|B € B} olmak iizere
r“(NB) =Nr"B) ve R“(VB) = V(R B)

dir.

Tammm 2.2.2.32: (p,P):(S5,8) - (T,T) ve (q,Q):(T,T)— (U, U) dibagmtilar

verilsin. p ile g bagmtilarinin bileskesi,

qop = V{P(s,u) | JteT p Z Q(s,t) Aq < Q(t,u)}'

P ile Q kobagintilarinin bileskesi,
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QoP=N{Quw | It €T Py EPAPy E Q)
ve (p, P) ile (q, Q) dibagmtilarinin bileskesi,

(@,Q)°c(p,P)=(qop,Q°P)

olarak tanimlanir.

Teorem 2.2.2.33: (p,P):(S5,8) » (T,T) ve (q,Q): (T, T) - (U, U) dibagmntilari

verilsin. Bu durumda,
[(q,Q) e (p,P)]I” = (p,P)" °(q,Q)"
dir.

Teorem 2.2.2.34: (p,P):(S,8) = (T,T) ve (q,Q): (T, T7) - (U, U) dibagmtilari

verilsin. Bu durumda,
1) VAEeSicin(qgep)"A=q"(p~(4)) ve (Q o P)"A = Q~(P”A) du.
2) VB € Uigin (qop) B =p(q~(B)) ve (Q o P)"B = P~(QB) dur.

Teorem 2.2.2.35: (S,S,0) ve (T,T,0) timleyenli doku uzaylar1 ve (r,R), (S,8) den
(T, T) ye bir dibagint1 olsun. Bu durumda,

D) r' =0 {a(s‘t) | 3w, veT r & a(u,v),a(Qs) ZQuhB & B(Pt)} kiimesi (S, S, ) dan
(T,T,8) ya bir kobagmntidir.
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2) R =V{Py | Iu,v €T Pryy €R P, & 0(R),0(Q,) € Q,} kiimesi (S,S,0) dan
(T,T,6) ya bir bagmtidur.

Tamim 2.2.2.36: (S,S,0) ve (T,7,0) timleyenli doku uzaylar1 ve (r,R), (S,8) den
(T,T) ye bir dibagmnt1 olsun. Yukaridaki teoremde tanimlanan r’ kobagmtisina ve R’
bagintisina sirasiyla r bagintisinin tiimleyeni ve R kobagintisinin tiimleyeni denir.

(r,R)' == (R',r") dibagmtisina (r, R) dibagintisinin tiimleyeni denir.

Teorem 2.2.2.37: (S,S,0) ve (T,T,0) timleyenli doku uzaylar1 ve (r,R), (S,8) den
(T,T) ye bir dibagit1 olsun. Bu durumda,

1) (') = rve (R")' = R dir.

2) (r)" =) ve (RN = (R7)"dir.

3) VA € S igin 8((r'")~A) = r~a(A) ve O((R")>A) = R°c(A) dur.
4) VB € T igin 7=0(4) = o((+')"B) ve R-0(B) = o((R')B) dir.

5) (U,U,v) bir timleyenli doku uzay1 ve (q,Q), (T,T) den (U,U) ya bir dibaginti
olsun. Budurumda, (gor) = q' or've(Q o R) = Q' o R' dir.

Tamim 2.2.2.38: (f,F), (5,8) den (T, T) ye bir dibagint1 olsun. Bu durumda,

1) (D,) s,s" €S i¢in P, £ Qg ise f & G(s,t) ve P(S/'t) ¢ F olacak sekilde bir t € T

vardir.

2) (D) t,t" €T ves € Sigin f & Qqsr) Ve P,y € Fise Py € Q, dir.
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sartlar1 saglamyorsa (f,F) dibagintisina difonksiyon denir ve (f,F) : (5,8) - (T, T)

ile gosterilir.

Teorem 2.2.2.39: (r,R), (S5,8) den (T,T) ye bir dibaginti1 olsun. Bu durumda,
asagidaki ifadeler denktir.

1) (r,R), (D,) sartin1 saglar.

2) VAe Siginr~(RTA) € A dur.

3) VB € T i¢inr~B € RTB dir.

4) VAl’AZ ES lgln r_)Al c R_)AZ = Al c AZ dll’

Teorem 2.2.2.40: (r,R), (S,8) den (T,T) ye bir dibagintt olsun. Bu durumda,
asagidaki ifadeler denktir.

1) (r,R), (D,) sartin1 saglar.

2) VB € T i¢ginr~(R“B) € B dir.

Teorem 2.2.2.41: (f,F), (S,8) den (T,T) ye bir dibagint1 olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

1) (f, F) bir difonksiyondur.

2) VAES i¢in f(F7(A) S ASF(f7(A) ve VBET igin f7(F (B))SBC
F~(f<(B)) dir.
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3) VB € T i¢in f~B = F<B dir.

Tanim 2.2.2.42: (f,F) : (5,8) = (T, T) bir difonksiyon olsun. A € § ve B € T olsun.
Bu durumda, f~A, F”A, f~B, FTB ye sirastyla A nin (f, F) difonksiyonu altindaki

goriintiisii, kogdriintiisii, ters goriintiisii, ters kogdriintiisii denir.

Teorem 2.2.2.43: (f,F) : (S,8) — (T, T) bir difonksiyon olsun. Bu durumda,
1) f70=0ve F”S =T dir.

2) fTO=FQ0=0Qvef T=FT=Sdir.

Teorem 2.2.2.44: (f,F) : (5,8) = (T,T) ve (g,G) : (T,T) — (U,U) iki difonksiyon
olsun. Bu durumda, (g, G) o (f, F) bileskesi (S,S) den (U, U) ya bir difonksiyondur.

Tamim 2.2.2.45: (f,F) : (5,8) — (T, T) bir difonksiyon olsun. Bu durumda,

1)Vs,s'"€S ve VteT igin f& 5(5,0 ve ﬁ(sllt) CF=>PZQy ise (fF)

difonksiyonuna bire-bir denir.

2)Vt,t' €T igin P,EQu =3s€S igin f& E(St,) ve Pup & F ise (f F)

difonksiyonuna orten denir.
Teorem 2.2.2.46: (f,F) : (S,8) = (T, T) bir difonksiyon olsun. Bu durumda,
1. (f, F) nin 6rten olmasi igin gerek ve yeter sart (f, F)< nin (D;) sartin1 saglamasidir.

2. (f,F) nin bire-bir olmasi igin gerek ve yeter sart (f,F)T nin (D,) sartim

saglamasidir.
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3. (f, F) nin bire-bir ve 6rten olmasi igin gerek ve yeter sart (f, F)< nin bir difonksiyon

olmasidir.

Teorem 2.2.2.47: (f,F) : (5,8) » (T,T) bir difonksiyon olsun. (f, F) difonksiyonu

bire-bir ise,

N)VAESi¢in F~(f"A) = A= f"(F”A) du.

2) VAESicin fTAC F”A dir.

3) VAl’AZ ES lgln F_)Al c f_)AZ = A1 c A2 dlr

Teorem 2.2.2.48: (f,F) : (5,8) — (T, T) bir difonksiyon olsun. (f, F) difonksiyonu

orten ise,

1) VB € T i¢in F”(f“B) = B = f~(F<B) dir.

2) VAESicin F”AC f~Ad.

3) VB]_,BZ eET lg:ln f(_Bl c F(_Bz = Bl c Bz dll’

Teorem 2.2.2.49: (§,S8,0) ve (T,7,0) timleyenli doku uzaylari, (f,F):(S,S) -
(T, T) bir difonksiyon ve (f, F)', (f, F) nin tiimleyeni olsun. Bu durumda,

1) (f,F)', (§,8) den (T,T) ye bir difonksiyondur.

2) VA€ Sigin (f)"A=0(fa(A)) ve (F)~A = 6(Fa(A)) dur.

3) VB € T icin (f)"B = o(f~6(B)) ve (F)"B = a(F~6(B)) dir.
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2.2.3. Ditopolojik doku uzayi

Bu kisimda verilen tanim, teorem ve 6rnekler i¢in baz1 kaynaklardan faydalanilmistir
(Brown 1993a, 1993b; Ertiirk 1993; Brown and Diker 1998; Brown et al. 2004; Yildiz
2005; Brown et al. 2006; Ugur 2007; Y1ldiz and Ozgag 2013).

Tamim 2.2.3.1: (S, S) bir doku uzay1 ve 7,k € § olsun. Bu durumda,

1)S,0etves, 0 Ek,

2)VG,HET G;NG, €T ve VF, K€K FUK Ek,

Y VIVIiE]l G;eET=>VigGi €T VeVIVIiEIK; EKk=Nig;K; EK

sartlar1 saglaniyorsa T ve k ya sirasiyla (S,S) tizerinde topoloji ve kotopoloji, (t, k)
ciftine (S,S) tzerinde bir ditopoloji ve (S, S, , k) dortliisiine de bir ditopolojik doku

uzay denir.

Tamm 2.2.3.2: (S,S8,0) bir timleyenli doku uzayr ve (t,k), (S,8) tlizerinde bir
ditopoloji olsun. VA € S igin,

Aets o(d) ek

sartt saglamyorsa (7,k) ¢iftine (S,8,0) tzerinde bir tiimleyenli ditopoloji ve

(S, 8,1, K, 0) beslisine tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 denir.

Tamm 2.2.3.3: (S}, S;, T4, K;) ieq1,23 ditopolojik uzaylar ve (f, F) : (S1,81) — (52, 83) bir

difonksiyon olsun.

1) VG € 1, igin F©G € 14 ise, (f, F) ye siirekli denir.
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2) VK € K, i¢in fTK € Ky ise, (f, F) ye kostirekli denir.

3) (f, F) siirekli ve kostrekli ise, (f, F) ye ikili-siirekli denir.

4) VG € 14 igin f~G € 1, ise, (f, F) ye agiktir denir.

5) VG € 1, i¢in F~G € 1, ise, (f, F) ye koagiktir denir.

6) VK € k; i¢in F”K € kK, ise, (f, F) ye kapali denir.

7) VK € k; icin f K € k;, ise, (f, F) ye kokapali denir.

8) (f,F) difonksiyonu bire-bir, orten, ikili-siirekli, tersi ikili-strekli ise, (f,F)

difonksiyonuna bir dihomeomorfizm denir.

Tanim 2.2.3.4: D = (S,S,1,k) bir ditopolojik uzay, B <t ve F Sk olsun. Bu

durumda,

1) Eger,

VGETHBOgB G:VBO

sart1 saglantyorsa, B ye D i¢in bir taban ve

VKEKEI.'FOQTGZHTO

sart1 saglaniyorsa, F ye D i¢in bir kotaban denir.

2) Eger,
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{NB | B € B}, D icin bir tabandir

sart1 saglaniyorsa, B ye D i¢in bir alttaban ve

{UB | B < F, B sonlu}, D icin bir kotabandir

sart1 saglaniyorsa, F ye D i¢in bir koalttaban denir.

Teorem 2.2.3.5: D = (5,8, 1, k) bir ditopolojik uzay olsun. Bu durumda, asagidaki

ifadeler denktir.

1) B, D igin bir tabandir.

2)VGETIABEB GZLQ,=> (B <Z Q;, AB < G) dir.

3)VGETIBEB GZL£Q;,=> P, S BCG dir.

Teorem 2.2.3.6: (S, S, 1, k) bir ditopolojik uzay olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler
denktir.

1) F, D i¢in bir kotabandir.

2D)VKeEkIFEF P, L K= (K<SFAP, &F)dir.

3)VKekIFEF P, ¢K=KCF c(Q, dir.

Tanmim 2.2.3.7: D = (S5, S, 7, k) bir ditopolojik uzay ve A € § olsun. Bu durumda,

JA[ =V{G | G c A}
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olarak tanimlanan kiimeye A nin i¢i ve

[A] == N{K | A € K}

olarak tanimlanan kiimeye de A nin kapanisi denir.

Tanim 2.2.3.8: D = (S, S, 7, k) bir ditopolojik uzay ve A € § olsun. [A] = S oluyorsa A
ya D de yogun ve |A[ = @ oluyorsa A ya D de koyogun denir.

Tanim 2.2.3.9: D = (S5, S, 7, k) bir ditopolojik uzay olsun. Bu durumda,

VGETGZLQ;,=>[R]SG

sart1 saglantyorsa, D ye R, denir.

VKek P ¢ K=K <104

sart1 saglaniyorsa, D ye ko-R, denir. D, R, ve ko-R, ise, D ye bi-R, denir.

Tamim 2.2.3.10: D = (S, S, 7, k) bir ditopolojik uzay olsun. Bu durumda,

VGeT (GLQ AP, £G)>3HeET (HZ Q AP, & [H])

sart1 saglaniyorsa, D ye R, denir.

VKex (P,LKAKZQ,)>3Fe€k (P,£FA]JF[ £ Q,)

sart1 saglaniyorsa, D ye ko-R; denir. D, R; ve ko-R; ise, D ye bi-R; denir.
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Tanmm 2.2.3.11: D = (S, S, 7, k) bir ditopolojik uzay olsun. Bu durumda,

VGETGZLQ,>3aHEeT (HZL Q,AN[H] €G)

sart1 saglantyorsa, D ye regiiler denir.

VKek Pb,£K=>3Fek (BL£FAKC]F|)

sart1 saglaniyorsa, D ye koregiiler denir. D, regiiler ve koregiiler ise, D ye biregiiler

denir.

Teorem 2.2.3.12: © = (S, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

1) D = (S, S, 1, k) regiilerdir.

2)VseSVGeTIHeET G L Qs =P, S HC [H] € G dir.

JyVGeTIAH S 1 G =VH =V{[H] | H € H}dir.

Teorem 2.2.3.13: D = (S, S, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

1) D = (S, S, 1, k) koregiilerdir.

2)VseSVKEeEkIFEK P, £ K=>KC |F[ S F c Q,dir.

) VK ex3IF Ck K=NF =N{F[| F € F}dir.
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Tanmm 2.2.3.14: D = (S, S, 7, k) bir ditopolojik uzay olsun. Bu durumda,

(tuk)'={ve|cctuk}ve(tUk)"={nC|CSTUK}

olmak tizere,

Vs,t eSACE (tUK) Q, € Q, =P, £ C & Q;

veya buna denk olarak,

Vs,teSACE(TUK)" Q. €Q, =P, E£C Z Q;

sart1 saglantyorsa, D ye T, (Kolmogorov) denir.

Teorem 2.2.3.15: Asagidakiler T, ditopolojik uzayinin karakteristik 6zellikleridir.

1) Vs,t €S3ACETUK Q;, £ Q, > P £ C £ Q,,

2) Vs, t €S ([K] S [Pl AIQs[ € 10[) = Qs S Qe

dir.

Tamim 2.2.3.16: D = (S, S, 7, k) bir ditopolojik uzay olsun. D, T, ve R, ise D ye Ty
denir. ©, T, ve ko-R,, ise D ye ko-T; denir. D, T, ve bi-R, ise D ye bi-T; denir.

Teorem 2.2.3.17: Asagidakiler T; ditopolojik uzaymin karakteristik 6zellikleridir.

1) VAESIK Sk A= VX,
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2)Vs,t€SIAKEKk Qs € Q; > P L K L Q;

dir.

Teorem 2.2.3.18: Asagidakiler ko-T; ditopolojik uzayinin karakteristik 6zellikleridir.

1)vAesaget A=NG,

2)Vs,t€SAGETQ;, L Q=P LG L Q;

dir.

Tamim 2.2.3.19: D = (S, S, 1, k) bir ditopolojik uzay olsun. D, T, ve R; ise, D ye T,,
T, ve ko-R; ise, D ye ko-T, ve T, ve bi-R; ise, D ye bi-T, denir.

Teorem 2.2.3.20: © = (S, S, 7, k) bir ditopolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1) D, bi-T, dir.

2)Vs,t€eSAGE€TIKEK Q;, £0Q; = (GSKAP LKAG Z Q,)dir.



46

3. MATERYAL ve YONTEMLER

3.1. Kardinal Fonksiyonlar

Tamim (Kardinal Fonksiyon) 3.1.1: Tiim topolojik uzaylarin sinifindan (veya belirli
bir alt sinifindan) tiim sonsuz kardinal sayilarin smifina tanimli bir ¢ fonksiyonu

verilsin. Eger her (X;, 7;);e(1,2) topolojik uzay ifti igin,

'X; ve X, homeomorf uzaylar’ = ¢(X;) = ¢(X;)

sart1 saglaniyorsa, ¢ ye kardinal fonksiyon denir (Juhasz 1979).

Tamim 3.1.2: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. X deki noktalarin sayisi ile w nin kardinal

toplamina X in kardinali denir ve |X| ile gosterilir (Juhasz 1979).

Tamm 3.1.3: (X, ) bir topolojik uzay olsun. X in agik alt kiimelerinin sayis1 ile w nin

kardinal toplamina 7 nun kardinali denir ve o(X) ile gosterilir (Juhasz 1979).

Tamim 3.1.4: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,

w(X) = min{|B| | B, X icin bir taban} + w

kardinaline X in agirligi denir (Juhasz 1980).

Teorem 3.1.5: Her (X, 1) topolojik uzayi i¢in,

w(X) < o(X) < 2

dir (Juhasz 1980).
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Teorem 3.1.6: Bir (X, 7) topolojik uzay1 Ty ise,

1X| < 2w

dir (Engelking 1989).

Teorem 3.1.7: Bir (X, t) topolojik uzay1 T, ise,

1X] < o(X)

dir (Kunen and Vaughan 1984).

Tamm 3.1.8: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,

d(X)=min{|[D||DEX,D =X}+w

kardinaline X in yogunlugu denir (Kunen and Vaughan 1984).

Burada, d(X) < w ise, X in ayrilabilir oldugunu séyleriz.

Teorem 3.1.9: Her (X, 1) bir topolojik uzayu igin,

d(X) < |X|

dir (Kunen and Vaughan 1984).

Teorem 3.1.10: Her (X, 7) bir topolojik uzayi igin,

d(X) < w(X)
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dir (Engelking 1989).
Sonug 3.1.11: Her ikinci sayilabilir uzay ayrilabilirdir (Engelking 1989).
Teorem 3.1.12: Bir (X, t) topolojik uzay1 T, ise,
x| < 22°%
dir (Comport 1971).

Sonug 3.1.13: Bir (X, ) topolojik uzay1 T, ise,

52400

dX) <wX) <oX) <2
esitsizlikleri gecerlidir (Kunen and Vaughan 1984).

Sonug¢ 3.1.14: Her ayrilabilir Hausdorff uzay en c¢ok 22“ kardinale sahiptir ve en ¢ok

22*" acik kiimeye sahiptir (Kunen and Vaughan 1984).

Teorem 3.1.15: (X,t) bir topolojik uzay ve RO(X), X in tim regiiler agik alt

kiimelerinin sinifi olsun. Bu durumda,
RO(X) < 24X
dir (De Groot 1965).

Bir regiiler uzayda tiim regiiler agik kiimelerin sinifi topoloji i¢in bir tabandir. Bu bilgi

151g¢1nda asagidaki sonucu veririz.
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Sonug 3.1.16: Bir (X, ) topolojik uzay regiiler ise,

w(X) <240

dir (De Groot 1965).

Tanmm 3.1.17: (X, t) bir topolojik uzay ve V' € P(X) olsun. Bu durumda, VG € T
AM € NV igin,

G=UM

sart1 saglantyorsa V' ye X de bir net denir (Engelking 1989).

Yukaridaki tanima gore her taban ayni zamanda agik kiimelerden olusan bir nettir.

Tamim 3.1.18: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,

nw(X) == min{| V| | V, X de bir ag} + w

kardinaline X in net agirlig1 denir (Engelking 1989).

Teorem 3.1.19: Her (X, 7) topolojik uzayu i¢in,

o(X) < 2™

dir (Juhasz 1980).

Sonug¢ 3.1.20: Her (X, 7) topolojik uzayu i¢in,
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d(X) < w(X) < o(X) < min{2/¥], 2w (0}

dir (Juhasz 1980).

Teorem 3.1.21: Her (X, 7) topolojik uzayu i¢in,

d(X) < nw((X)

dir (Engelking 1989).

Teorem 3.1.22: Her (X, 7) topolojik uzayu i¢in,

nw(X) < w(X)

dir (Kunen and Vaughan 1984).

Teorem 3.1.23: Her (X, 7) topolojik uzayu igin,

nw(X) < |X]|

dir (Engelking 1989).

Sonug¢ 3.1.24: Her (X, 7) topolojik uzayu igin,

d(X) < nw(X) < min{|X|,w(X)}

esitsizlikleri gegerlidir (Juhasz 1980).

Tamim 3.1.25: (X, 7) bir topolojik uzay, A € X ve U < 7 olsun. Bu durumda,



o1

A=NU

sart1 saglantyorsa, U ya A nin bir lokal -taban1 denir (Kunen and Vaughan 1984).

Tamim 3.1.26: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda,

Y(A,X) == min{|U| | U, X de A nin bir - tabani},

Y, X) =yv{p}X)

olmak tlizere,

Y(X) =sup{y(p,X) I pEX}+w

kardinaline X in pseudo karakteri denir (Kunen and Vaughan 1984).

Pseudo karakter kavrami sadece T; uzaylariin sinifi i¢in bir kardinal fonksiyondur.

Teorem 3.1.27: Bir (X, T) topolojik uzay1 T; ise,

1X| < nw(X)¥YWX

dir (Charlesworth 1977).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Dikardinal Fonksiyonlar

Bu kisimda bir doku uzaymin p-kiimelerinin sinifin1 P ile g-kiimelerinin sinifin1 Q ile

gosterilir.

Teorem 4.1.1: (S, ) bir doku uzay1 olsun. Bu durumda,

1) IS] = 17I,

2) (S,S) doku uzayi koayrilmis ise, |S| = |Q]

dir (Polat et al. 2014).

ispat: (S,S) bir doku uzay olsun.

1) Doku uzay1r tanimindan, §, S nin noktalarini ayirdigindan Vs,t € Sigins # t =
P; + P, onermesi gegerlidir. Ayrica p-kiime tanimindan Vs, t € Sicin P, # P, => s # t

onermesi gegerlidir. Boylece |S| = |P] dir.

2) (S,8) doku uzayr koayrilmig olsun. s,t € S farkli nokta ¢ifti verilsin. Bu durumda,
P, # P, ve dolayisiyla P, € P, veya P, € P, olur. (S,§), koayrilmis oldugundan
Qs € Q; veya Q; Z Q dir; buradan Qg # Q; olur. Boylece S den Q ya bire-bir bir
fonksiyon vardir. Simdi de Qg # Q; olacak sekilde s,t € S nokta c¢ifti verilsin. Bu
durumda, Qs € Q; veya Q; € Q, olur. g-kiime tanimindan P; & P, veya Py & P yazilir.
Buradan P; # P, ve dolayisiyla s # t dir. Boylece Q dan S ye bire-bir bir fonksiyon
vardir. Boylece Teorem 2.1.3.6 ve Teorem 2.1.3.8 (1) e gore |S| = |Q| yazilir.
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Teorem 4.1.2: (S,8) ve (T, T) doku uzayi ¢ifti izomorf olsun. Bu durumda,

D |Pess| = [Pan,

2) |12s.9] = [Qam|-

Ispat: 0, (S,S) ve (T,T) doku uzaylar1 arasinda bir doku izomorfizmi olsun.

1) p-kiime tamimindan s € S i¢in 6(P) = 0(N{A € S | s € A}) yazilir. 0, (S,S) ve
(T,T) doku uzaylar1 arasinda bir doku izomorfizmi oldugundan Teorem 2.2.2.14 (1) e
gore O(P,) =N{O(A) |A € S,s € A} yazilir. Buradan 6(P,) = N{A(A) € T | 6(s) €
0(A)} yazilir. 6 bire-bir ve orten oldugundan 8(P,) = N{B € T | 6(s) € B} yazlir.
Buradan 8(P,) = Py olur. Yani 8(P,) € P 1) oldugu gériiliir. Buradan |Ps )| <
|?(T,T)| yazilir. 871 in de doku izomorfizmi oldugu géz 6niine alindiginda benzer
adimlarla t € T igin 071(P,) € P(ss) oldugu goriiliir. Buradan |Pro| < |Ps.)]

yazilir.

2) g-kiime tanimindan s € S i¢in 8(Qs) = 0(V{A € S |s & A}) yazilir. 6, (S,S) ve
(T,T) doku uzaylar arasinda bir doku izomorfizmi oldugundan Teorem 2.2.2.14 (1) e
gore 0(Q;) =V{0(A)|A€S,s¢ A} vyazilir. 6 bire-bir oldugundan 6(Q,) =
V{O(A) €T |6(s) ¢ 6(A)} yazilir. 6 bire-bir ve orten oldugundan 6(Qg) =
V{B € T | 0(s) & B} yazilir. Buradan 6(Qs) = Qg(s) Olur. Yani 8(Q;) € Q(r 1) dir.
Buradan |Q(S_5)| < |Q(T_T)| yazilir. 67! in de doku izomorfizmi oldugu gdz oniine

alindiginda benzer adimlarla t € T igin 071(Q,) € 9(s,s) oldugu goriiliir. Buradan

19| < |Q¢s.)| yazilir.

Tamm (Dikardinal Fonksiyon) 4.1.3: Tiim ditopolojik doku uzaylarin sinifindan(veya

belirli bir alt sinifindan) tiim sonsuz kardinal sayilarin sinifina tanimli bir ¢p fonksiyonu
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verilsin. (S;,8;)ief1,23 doku uzay ¢ifti izomorf olmak iizere D; = (S}, S;, Ty, ki) ief1,2}

ditopolojik doku uzay ¢ifti i¢in,

'"D;, D, dihomeomorf uzaylar' = ¢(D;) = ¢(D,)

sart1 saglaniyorsa, ¢ ye dikardinal fonksiyon denir (Polat et al. 2014).

Tanim 4.1.4: D = (5, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun. o(D) ve c(D) sirasiyla
D deki acik kiimelerin sayist ile w nin kardinal toplami ve © deki kapali kiimelerin
sayist ile w nin kardinal toplami olarak tanimlanir. oc(®D), T U k daki kiimelerin sayisi

ile w nin kardinal toplami olarak tanimlanir (Polat et al. 2014).

Teorem 4.1.5: Her © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzayi igin,

max{0(D), c(D)} < oc(D) < |§] < 2

dir (Polat et al. 2014).

Ispat: D = (5, S,7,k) bir ditopolojik doku uzayr olsun. Doku uzay! tanimina gore
S € P(S) yazilir. Teorem 2.1.3.7 ve Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore |S| < |P(S)]| dir.
Teorem 2.1.3.10 (2) ye gore |S| <|P(S)|=|°2| ve Teorem 2.1.3.21 (3) e gore
S| < |P(S)| = | °2| = 25! olur. Ditopolojik doku uzay: tanimindan t U k  § yazilur.
Buradan Teorem 2.1.3.7 ve Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore oc(D) < |S| yazilir. Ayrica
T € T Uk oldugundan o(D) < oc(D) ve k € 17Uk oldugundan c(D) < oc(D) ve

dolayisiyla max{o (D), c(D)} < oc(D) dir. Boylece tiim esitsizlikler gosterilmis olur.

Ditopolojik doku uzayr tanimindan dolayr o(D) ve ¢(®D) den biri digerini genelde

sinirlamaz.
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Yardimci Teorem 4.1.6: (S, S, o) tiimleyenli doku uzayi olsun. Bu durumda,

1) o bire-bir ve 6rtendir.

2) A € § olsun. o bire-bir ise g| 4 kisitlanis fonksiyonu da bire-birdir.

Ispat: (S,S) bir doku uzay1 ve ¢ : § - § fonksiyonu S iizerinde bir tiimleyen islemi

olsun.

1) A # B olacak sekilde keyfi A, B € S kiimeleri verilsin. o bir fonksiyon oldugundan
0(A),0(B) € § dir. a(A) = C ve o(B) = D diyelim. Tiimleyenli doku uzay1 tanimina
gore A = O'(O'(A)) =o0(C) ve B = O'(O'(B)) = o(D) olur. Bu durumda, o(C) # o(D)
yazilir. Buradan o(C) € a(D) Vo (D) € o(C) yazilir. Yine tiimleyenli doku uzayi
tanimina goére D £ CV C € D olur. Yani C # D dir. Buradan a(A) # o(B) yazlir.
Boylece o bire-birdir. B € § verilsin. ¢ bir fonksiyon oldugundan o(B) € § olur.
o(B) = A diyelim. Timleyenli doku uzay1 tanimina gore B = O'(O'(B)) =o(A) dir.

Boylece o ortendir.
2) A C S ve o bire-bir olsun. A # B olacak sekilde keyfi A, B € A kiimeleri verilsin. o
bire-bir oldugundan o|4(4) = d(A) # a(B) = g|4(B) olur. A ve B kiimeleri keyfi

oldugundan a| 4 kisitlanis fonksiyonu bire-birdir.

Teorem 4.1.7: D =(S,8,7,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzayr olsun. Bu

durumda,

0(D) =c(D)

dir.
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Ispat: © = (5,S,7,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzayr olsun. ¢ : 7 — k
fonksiyonu VG € t i¢in @(G) = d(G) olarak tanimlansin. Ditopolojik doku uzayi
tanimina goére T €S oldugundan ¢, o nin T ya kisitlanmisidir. Dolayisiyla ¢ iyi
tamimlidir. Yardimc1 Teorem 4.1.6 (2) ye gore ¢ bire-birdir. Keyfi bir K € k kapal
kiimesi verilsin. Bu durumda, K € § dir. ¢ bir fonksiyon oldugundan ¢(K) € S olur.
@(K) = G olsun. Timleyenli doku uzayr tanimindan K = ¢(G) yazilir. Timleyenli
ditopolojik doku uzayi tanimindan, K € k oldugundan G = @(K) € t olur. Yani K € k,
¢(G) = K ve G € t dur. K kapali kiimesi keyfi olarak alindigindan ¢ 6rtendir. Buradan
Teorem 2.1.3.8 (1) e gore |7| = |k| ve dolayisiyla 0(D) = ¢ (D) yazilr.

Teorem 4.1.8: Bir © = (S, 8, 1, k) ditopolojik doku uzay1 T, (Kolmogorov) ise,

19| < max{o(D), c(D)}

dir (Polat et al. 2014).

Ispat: Bir © = (S, S, 1, k) ditopolojik doku uzay1 T, olsun. ¢ : @ — T x k fonksiyonu
©(Q) = (JQs[, [P;]) olarak tanimlansim. I¢ ve kapanis tanmimlarindan ¢ nin iyi taniml
oldugu agiktir. Qg € Q; olsun. ®, T, oldugundan Teorem 2.2.3.15 (2) ye gore [P,] &
[Pe] V1Qs[ € 1Q¢[ ve dolayisiyla [F] # [P] v ]Qs[ # ]Q¢[ olur. Bu durumda, ¢ (Qs) #
@(Q;) yazilir. Q5 ve Q; keyfi olarak alindigindan ¢ bire-birdir. Teorem 2.1.3.8 (2) ye
gore |Q| < |t X k| olur. Teorem 2.1.3.21 (2) ye gore |t X k| = |7|. |k| yazilir. Teorem
2.1.3.23 (4b) ye gore |t X k| = |t|. || < 0(D).c(D) olur. Teorem 2.1.3.24 e gore
It X k| = |7|. |[K]| < 0(D).c(D) = max{o(D),c(D)} oldugundan |[Q| < max{o(D),
c(D)} yazilr.

Sonug¢ 4.1.9: Bir © = (S, §, 1, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 T,, (Kolmogorov)

ise,

19] < 0(D) = c(D)
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dir.

Ispat: Bir © = (5,8,7,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr T, olsun. D, T,
oldugundan Teorem 4.1.8 ¢ gore |Q| < max{o(D),c(D)} yazilir. D timleyenli
ditopolojik doku uzay1 oldugundan Teorem 4.1.7 ye gore o(D) = c(D) olur. Boylece
19| < 0(D) = (D) yazilur.

Sonuc 4.1.10: Her Kolmogorov ditopolojik koayrilmis doku uzayi igin,

|S] < max{o(D), c(D)}.
Ispat: (S,S) doku uzay1 koayrilmis ve D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 T, olsun.
(5,8) koayrilmis oldugundan Teorem 4.1.1 (2) ye gore |S|=|Q| olur. D, T,

oldugundan Teorem 4.1.8 e gore |S| = |Q| < max{o(D),c(D)} ve dolayisiyla |S| <
max{o (D), c(D)} yazilir.

Sonug 4.1.11: Her Kolmogorov tiimleyenli ditopolojik koayrilmis doku uzayi i¢in,

15| < 0(D) = ¢(D)
dir.
ispat: (§5,8,0) timleyenli doku uzayir koayrilmis ve D = (§,S,1,k,0) timleyenli
ditopolojik doku uzayr T, olsun. © Kolmogorov ditopolojik koayrilmig doku uzayi
oldugundan Sonug 4.1.10 a gore |S| < max{o(D),c(D)} ve D timleyenli ditopolojik
doku uzayr oldugundan Teorem 4.1.7 ye gore o(D) = c(D) olur. Boylece |S| <

0(D) = c(D) yazilir.

Tamim (Agirhik ve Koagirlik) 4.1.12: © = (S, §, 1, k) bir ditopolojik doku uzayi olsun.

Bu durumda,
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w(®D) := min{|B| | B, (1, k) i¢in bir taban} + w,

co-w(®D) := min{|B| | B, (1, k) i¢in bir kotaban} + w

kardinallerine sirasiyla D nin agirligi ve koagirligi denir (Polat et al. 2014).

Teorem 4.1.13: Her © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 igin,

1) w(®) < 0(D)

2) co-w(D) < c(D)

dir.

Ispat: © = (S,S, 1, k) bir ditopolojik doku uzayi olsun.

1) B, |B| = w(D) olacak sekilde D i¢in bir taban olsun. Taban tanimindan B €t
yazilir. Teorem 2.1.3.7 ve Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore |B| < || ve dolayisiyla w(D) <
o(D) dir.

2) F, |F| = co-w(D) olacak sekilde D i¢in bir kotaban olsun. Kotaban tanimindan
F < k yazilir. Teorem 2.1.3.7 ve Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore |F| < |k| ve dolayisiyla
co-w(D) < c(D) olur.

Teorem 4.1.14: Her © = (§, S, 1, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayi i¢in,

w(D) = co-w(D)

dir.
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Ispat: D = (S,S,1,K,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. B, D i¢in bir
taban olsun. Fg := {o(B) | B € B} olarak tanimlansin. Fz nin D i¢in bir kotaban
oldugunu gosterelim. B € 7 oldugundan tiimleyenli ditopolojik doku uzayr tanimina
gore Fp € k olur. Keyfi bir K € k kapali kiimesi verilsin. ¢ 6rten oldugundan ve
timleyenli ditopolojik doku uzayi tanimina goére 3G € 7 i¢in K = ¢(G) yazilir. B, D
i¢in bir taban oldugundan 3B, € B i¢in G = VB, olur. Buradan K = ¢(G) = o(VB,)
yazilir. Teorem 2.2.2.6 (1) e gore Fy = {o(B) | B € By} € Fp olmak tlizere a(VB,) =
NF, ve buradan K = NF, yazilir. K keyfi bir kapali kiime oldugundan Fz, D i¢in bir
kotabandir.

Simdi de |B| = |Fg| oldugunu gosterelim. ¢ : B —» Fgz fonksiyonu VB € B igin
¢@(B) = a(B) olarak tanimlansin. ¢ nin iyi tanimli oldugu agiktir. Fz nin tanimindan ve
Yardimei Teorem 4.1.6 (2) ye gore ¢ bire-birdir. Yine Fp nin tanimindan ¢ ortendir.

Buradan Teorem 2.1.3.8 (1) e gore |B| = |Fg| olur. Yani her tabanin es kuvveti olan bir

kotaban vardir. Buradan co-w(®D) < w(D) yazilir.

F, D igin bir kotaban olsun. B¢ = {o(F) | F € F} olarak tanimlansin. B¢ nin D igin bir
taban oldugunu gosterelim. F S k oldugundan tiimleyenli ditopolojik doku uzayi
tanimina gore B¢ € 7 dur. Keyfi bir G € t agik kiimesi verilsin. ¢ 6rten oldugundan ve
timleyenli ditopolojik doku uzay1 tanimina gore 3K € k igin G = o(K) yazilir. F, D
icin bir kotaban oldugundan 3F, € F i¢in K = NF, olur. Buradan G = o(K) =
o(NF,) yazilir. Teorem 2.2.2.6 (1) e gore By :={a(F) | F € Fy} S Bf olmak ftizere
o(NF,) = VB, ve buradan G = VB, yazilir. G keyfi bir agik kiime oldugundan Br, D

i¢in bir tabandir.

Simdi de |F| = |Bz| oldugunu gosterelim. ¢ : F —» By fonksiyonu VF € F igin
¢(F) = a(F) olarak tanimlansin. ¢ nin iyi tanimli oldugu agiktir. B¢ nin tanimindan ve
Yardimci Teorem 4.1.6 (2) ye gore ¢ bire-bir ve 6rtendir. Buradan Teorem 2.1.3.8 (1) e

gore |F| = |Bg| olur. Yani her kotabanin es kuvveti olan bir taban vardir. Buradan

w(D) < co-w(D) dir.
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D nin her bir tabani ile es kuvvette bir kotaban ve her bir kotabani ile es kuvvette bir

taban oldugundan w (D) = co-w(D) yazilir.

Sonug¢ 4.1.15: Her © = (§, 8, 1, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayi igin,

w(®) =cow(®) <o(®D)=c(D)<S§

dir.

Ispat: D = (5, S,7,k,0) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. Teorem 4.1.5 e
gore max{o(D), c(D)} < |S| yazilir. D timleyenli ditopolojik doku uzayi oldugundan
Teorem 4.1.7 ye gore o(D) =c(D) <|S| yazilir. Teorem 4.1.13 (2) ye gore

co-w(®) < c(D) = o(D) olur. D timleyenli ditopolojik doku uzayr oldugundan
Teorem 4.1.14 e gore w(D) = co-w(D) < 0(D) = c(D) < § yazilr.
Teorem 4.1.16: Bir © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzayi T ise,

|Q| < Zmax{w(fo),co-w(b)}

dir.

Ispat: B, |B| = w(D) olacak sekilde D igin bir taban ve F, |F| = co-w(D) olacak
sekilde D igin bir kotaban olsun. ¢ : Q —» P (B x F) fonksiyonu,

0Q,) :={(BF)EBXF|P, €SBV F C(Q}

olarak tanimlansin. ¢ nin iyi tanimli oldugu agiktir. Q; € Q; Vverilsin. D bir T, uzay

oldugundan Teorem 2.2.3.15 (1) e gére 3C € T U k i¢in P, € C € Q; olur.
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C € 7 olmast durumunda, B, D icin bir taban oldugundan Teorem 2.2.3.5 (3) e gore
3B € B icin P, € B C C dir. Ustelik B € C ve P, & C oldugundan P, € B olur. Yani
P, € B ve P, € B olur. Bu durumda, ¢(Qs) # ¢(Q.) yazilir.

C € k olmast durumunda, F, D i¢in bir kotaban oldugundan Teorem 2.2.3.6 (3) e gore
3F € F igin C € F € Q, dir. Ustelik C € F ve € & Q, oldugundan F & Q, olur. Yani
F € Qs ve F € Q; yazilir. Bu durumda, ¢(Q,) # ¢(Q;) olur. Buna gére ¢ bire-birdir.

Boylece Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore |Q] < |P(B x F)| olur. Teorem 2.1.3.10 (2) ye
gore Q] < |P(B x F)| = |P**2| ve Teorem 2.1.3.21 (3) e gore |Q] < |P(B X F)| =
|PF2| = 2!P*F1 dir. Teorem 2.1.3.21 (3) ve Teorem 2.1.3.24 e gore |B X F|=
max{|B|, ||} oldugundan Teorem 2.1.3.23 (4c) ye gore |Q| < 2!B*F| < p2max{[BLIF} <

gmax{w(®D),co-w(D)} yazilir.

Sonug 4.1.17: Bir ® = (5, §, 1, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayi T, ise,

IQI < ZW(SD) — Zco-w(b)

dir.

Ispat: Bir © = (5,S,7,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr T, olsun. ®, T,
oldugundan Teorem 4.1.16 ya goére |Q| < 2max{w(D),co-w(D)} yazilir. D tiimleyenli
ditopolojik doku uzay1 oldugundan Teorem 4.1.14 e gore w(D) = co-w(D) ve Teorem

2.1.3.23 (4¢) ye gore 2¥® = 2¢0-w®) djr Boylece tiim esitsizlikler gdsterilmis olur.

Sonug 4.1.18: Her Kolmogorov ditopolojik koayrilmis doku uzayi igin,

|S | <?2 max{w(D),co-w(D)}
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dir.

Ispat: (S,S) doku uzay: koayrilmis ve D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 T, olsun.
(S, 8) doku uzay1 koayrilmis oldugundan Teorem 4.1.1 (2) ye gore |S| = |Q] olur. D, T,
oldugundan Teorem 4.1.16 ya gore |S|=|Q| < 2max(w®cow®)} ve dolayisiyla

S| < 2max{w(®).cow(®)} yaz|yr.

Sonug 4.1.19: Her Kolmogorov tiimleyenli ditopolojik koayrilmis doku uzayi i¢in,

|S| < zw(b) — 2co-w(®)

dir.

Ispat: (S,S,0) tiimleyenli doku uzayr koayrilmis ve D = (S,S,7,k,0) timleyenli
ditopolojik doku uzay1 T, olsun. (S, S) doku uzay1 koayrilmis oldugundan Teorem 4.1.1
(2) ye gore |S|=|Q| olur. ® Kolmogorov timleyenli ditopolojik doku uzay1
oldugundan Sonug 4.1.17 ye gore |S| = |Q] < 2W® = 2¢0W(®) ye dolayisiyla |S] <

2V = 2c0w) yazyr,

Tamim (Yogunlastirici ve Koyogunlastiricr) 4.1.20: D = (S, S, 1, k) bir ditopolojik
doku uzay1 olsun. § nin bir A alt ailesi verilsin. VA, © de yogun ise A ya D de
yogunlastirict denir. NA, D de koyogun ise A ya D de koyogunlastirici denir (Polat et
al. 2014).

Tamim (Yogunlasma ve Koyogunlasma) 4.1.21: © = (S, S, 7, k) bir ditopolojik doku

uzayi olsun. Bu durumda,

(D) == min{|A| | A, D de bir yogunlastirici} + w,

co-r(D) = min{|A| | A, D de bir koyogunlastirici} + w
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kardinallerine sirastyla © nin yogunlasmasi ve koyogunlagsmasi denir (Polat et al. 2014).

Simdi, bir D = (§,8,7,k) ditopolojik doku uzaymnda agirlik ile koyogunlastirici,

koagirlik ile yogunlastirict arasindaki iligskiyi gosteren teoremi verelim.
Teorem 4.1.22: Her © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 igin,

1) co-r(D) < w(D),

2) (D) < co-w(D)

dir (Polat et al. 2014).

Ispat: Bir D = (5,5, 1, k) ditopolojik doku uzay1 verilsin.

1) B = {Bp}pEP’ |B| = w(D) olacak sekilde D igin @ yi icermeyen bir taban olsun. Her

bir p €P igin B, & Qs, olacak sekilde belirli bir Qs, q-kiimesini segerek M =

{Qsp} kiimesini tanimlayalim. Bu durumda, Vp € P i¢in B, &€ NM yazilir. Ustelik
pPEP

VS € B icin VB € NM dir. Bostan farkli keyfi bir G € T acgik kiimesi verilsin. B, D
i¢in bir taban oldugundan, 3B, € B i¢in G = VB, olur. Buradan ¢ = VB, € NM
yazilir. G # @ agik kiimesi keyfi olarak alindigindan koyogun kiime tanimindan
INM[ =@ yazilir. Bu durumda, M, D de bir koyogunlastiricidir. ¢ : B - M
fonksiyonu go(Bp) = (s, olarak tamimlansin. M nin tanimindan, ¢ nin iyi tanimh ve
hatta orten oldugu agiktir. Teorem 2.1.3.8 (3) e gore | M| < |B| yazilir. Koyogunlagsma

tanimina gore co-r(D) < | M| oldugundan co-r(D) < w(D) yazilir.

2) F = {F,}yer, |F|l = co-w(D) olacak sekilde D icin S yi igermeyen bir kotaban

olsun. Her bir r € R igin P, & F. olacak sekilde belirli bir Py p-kiimesini secerek
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N = {Psr}rER kiimesini tanimlayalim. Bu durumda, V7 € R icin VIV & F, olur. Ustelik
VB € F i¢in VN & NP yazilir. S den farkli keyfi bir K € k kapali kiimesi verilsin. F,
D i¢in bir kotaban oldugundan, 3F, € F i¢in K = NF, dir. Buradan VIV € NF, = K
olur. K # S kapali kiimesi keyfi olarak alindigindan yogun kiime tanimindan [VN] = S
yazilir. Bu durumda, V', D de bir yogunlastiricidir. ¢ : F — N fonksiyonu ¢(F.) = P
olarak tanimlansin. V" nin tanimindan, ¢ nin iyi tanimli ve hatta 6rten oldugu agiktir.
Teorem 2.1.3.8 (3) ¢ gore |NV'| < |F| yazilir. Yogunlagsma tanimina gore (D) < |NV]
oldugundan (D) < co-w(D) yazilir.

Teorem 4.1.23: D = (S,8,1,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzayr olsun. Bu

durumda,
(D) = co-r(D)
dir.

Ispat: © = (S,S,1,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. M, ® nin bir
yogunlagmasi olsun. Ny, := {o(M) | M € M’} olarak tanimlansin. N, nin D nin bir
koyogunlasmasi oldugunu gosterelim. o bir fonksiyon oldugundan N, € § yazilr.
Timleyenli doku uzayi tanimina gore NNy [ = 0'(0'( 1NN [ )) olur. Teorem 2.2.2.6
(1) ve timleyenli ditopolojik doku uzayl tanimina gore
o(a(INNc[)) = a([o(NNy)]) yazilir. Ny, nin tanimindan ve Teorem 2.2.2.6 (1) e
gore a([o(NNy)]) = a([VM]) yazilir. M, D nin bir yogunlasmasi oldugundan
a([VM]) = 0(S) = @ yazilir. Ik ve son esitliklerden JNNy [ = @ oldugu goriiliir.
Yani Ny, D nin bir koyogunlagsmasidir. Simdi de | M| = |Ny,| oldugunu gosterelim.
@ : M — N fonksiyonu VM € M igin ¢(M) = o(M) olarak tanimlansin. Buradan ¢
nin iyi tanimli oldugu agiktir. NV, nin tanimindan ve Yardimci Teorem 4.1.6 (2) ye gore
@ bire-birdir. Yine N, nin tanimindan, ¢ nin 6rten oldugu agiktir. Buradan Teorem
2.1.3.8 (1) e gore | M| = |Ny| olur. Yani her yogunlasmanin es kuvveti olan bir

koyogunlagma vardir. Buradan co-r (D) < r(D) yazilir.
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N, D nin bir koyogunlagmasi olsun. M, = {o(N) | N € NV'} olarak tanimlansin. M,
nin D nin bir yogunlagsmasi oldugunu gosterelim. o bir fonksiyon oldugundan M), € §
olur. Timleyenli doku uzayi tanimina gore [V M) ] = a(a([V]\/[N])) yazilir. Teorem
2.2.2.6 (1) ve ve tiimleyenli ditopolojik doku uzayr tanimma gére o(a([VMy])) =
o(Jo(VMy)[) yazilir. M, nin tanimmdan ve Teorem 2.2.2.6 (1) e gore
o(Jo(VMy)[) =a(JNN[) yazilir. N, D nin bir koyogunlagsmasi oldugundan
o(JNN]) =0(0) = G(G(S)) = S olur. Ik ve son esitliklerden [VMy ] = S yazilir.
Yani My, D nin bir yogunlagsmasidir. Simdi de |N| = |M):| oldugunu gosterelim.
¢ : N = M, fonksiyonu VN € IV i¢in ¢(N) = g(N) olarak tanimlansin. Buradan ¢
nin iyi tamimli oldugu agiktir. M, nin tanimindan ve Yardimct Teorem 4.1.6 (2) ye
gore ¢ bire-birdir. Yine M3, nin tanimindan, ¢ nin Orten oldugu agiktir. Buradan

Teorem 2.1.3.8 (1) e gore |NV'| = | M| olur. Yani her koyogunlasmanin es kuvveti olan

bir yogunlagma vardir. Buradan (D) < co-r(D) yazilir.

D deki her bir yogunlastirict ile es kuvvette bir koyogunlastirict ve her bir

koyogunlastirict ile es kuvvette bir yogunlastirict oldugundan (D) = co-r (D) yazilir.

Sonug¢ 4.1.24: Her D = (S, §, 7, k) ditopolojik doku uzayi i¢in,

1) co-r(D) < o(D),

2) 7(D) < c(D)

dir.

Ispat: D = (S, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun.

1) Teorem 4.1.13 (1) e gore w(D) < o(D) dir. Teorem 4.1.22 (1) e gore co-r(D) <
w(®D) < o(D) ve dolayisiyla co-r(D) < o(D) yazilr.



66

2) Teorem 4.1.13 (2) ye gore co-w(D) < c(D) olur. Teorem 4.1.22 (2) ye gore
(D) < co-w(D) < c(D) ve dolayisiyla (D) < ¢ (D) yazilir.

Sonug 4.1.25: Her D = (§, S, 7, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayi igin,
r(D) = co-r(D) < w(D) = co-w(D)
dir.
Ispat: D = (S5, S,7,k,0) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay: olsun. Bu durumda,
Teorem 4.1.22 ye gore co-r(D) < w(D) olur. Teorem 4.1.14 ¢ gore w(D) = co-w(D)

dir. Teorem 4.1.23 e gore (D) = co-r(D) yazilir.

Sonu¢ 4.1.26: D = (5,5,7,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzayr olsun. Bu

durumda,

(D) =cor(D) <o(D)=c(D)<S
dir.
Ispat: D = (5,S,7,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay: olsun. Bu durumda,
Teorem 4.1.24 e gore co-r(D) < o(D) olur. Teorem 4.1.5 e gore max{o(D),c(D)} <
|S| yazilir. D tiimleyenli ditopolojik doku uzayi oldugundan Teorem 4.1.7 ye gore
0(D) = c(D) < |S| yazilir. Teorem 4.1.23 e gore r(D) = co-r(D) yazilir.

Bundan sonra, ][R][ yerine R™ ve [ |R[ ] yerine R™ kisa gosterimleri kullanilacaktur.

Tanmim 4.1.27: D = (S, §, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun. Bu durumda,
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1) R € t verilsin. R* = R oluyorsa R ye regiiler agik denir. Tiim regiiler agik kiimelerin

smifi RO (D) ile gosterilir.

2) R € k verilsin. R* = R oluyorsa R ye regiiler kapali denir. Tim regiiler kapali

kiimelerin sinifi RC (D) ile gosterilir.

Tamim 4.1.28: D = (§, S, 7, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve D € § olsun. Bu durumda,

1) VG € T ve VK € k igin,

(GNDSKADZK)=>GC<SK

oluyorsa D ye D de bir duyarli kiime denir.

2) VG € Tve VK € k igin,

(GESKUDAGYD)=GCSK

oluyorsa D ye D de bir koduyarl kiime denir.

Yardimc1 Teorem 4.1.29: D = (§,8,1,k,0) bir ditopolojik doku uzayr ve D € S

olsun. Bu durumda,

1) D nin D de yogun olmasi igin gerek ve yeter sart (D) nin D de koyogun olmasidir.

2) D nin © de duyarli olmasi igin gerek ve yeter sart ¢(D) nin D de koduyarli

olmasidir.

Ispat: D = (S, S, 1, k, ) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun.
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1) = : D, D de bir yogun kiime olsun. Bu durumda, yogun kiime tanimindan [D] = S
yazilir. ¢ bir fonksiyon oldugundan o([D]) = o(S) olur. Teorem 2.2.2.6 (1) ve
timleyenli ditopolojik doku uzayr tanimina gore Jo(D)[ = a(S) dir. a(§) =0
oldugundan |o(D)[ = @ yazilir. Yani a(D), D de bir koyogun kiimedir.

& 1 D, D de bir koyogun kiime olsun. Bu durumda, koyogun kiime tanimindan |D[ = @
yazilir. o bir fonksiyon oldugundan o(]D[) = o(@) dur. Teorem 2.2.2.6 (1) ve
timleyenli ditopolojik doku uzayr tanimma gore [o(D)] = a(®) olur. o(S) =0
oldugundan |o(D)[ = O'(G(S)) = @ yazilir. Yani o(D), D de bir yogun kiimedir.

2) = : D €S bir duyarlhh kime olsun. g(D) nin bir koduyarli kiime oldugunu
gosterelim. G € K U a(D) ve G € a(D) olacak sekilde keyfi bir G € T agik kiimesi ve
keyfi bir K € k kapali kiimesi verilsin. G € K oldugunu gésterirsek o (D) nin koduyarli
bir kiime oldugunu goéstermis oluruz. Tiimleyenli doku uzay1 tanimina gore G(K U
a(D)) Co(G) ve D= O'(O'(D)) ¢ o(G) yazilir. Teorem 2.2.2.6 (1) e gore G(KU
O'(D)) =o(K)nNn G(G(D)) =od(K)ND olur. Timleyenli ditopolojik doku uzayi
tanimina gore o(K) € T ve 0(G) € k dir. H = 0(K) ve F = 6(G) olarak tanimlanirsa
HND CF ve D EF yaziir. D bir duyarl kiime oldugundan H € F yazilir. Buradan
timleyenli doku uzayr tamimina goére o(F) € o(H) olur. H=0(K) ve F =d(G)
oldugundan tiimleyenli doku uzayr tanimina gore G = O'(O'(G)) c O'(O'(K)) =K
yazilir. Yani ¢ (D) bir koduyarli kiimedir.

& : D € § bir koduyarli kiime olsun. a(D) nin bir duyarl kiime oldugunu gosterelim.
Gnao(D) €K vea(D) €K olacak sekilde keyfi bir G € 7 agik kiimesi ve keyfi bir
K € K kapali kiimesi verilsin. G € K oldugunu gosterirsek o(D) nin duyarli bir kiime
oldugunu goéstermis oluruz. Timleyenli doku uzayr tanimina goére o(K) S a(G N
o(D)) ve o(K) & O'(O'(D)) =D olur. Teorem 2.2.2.6 (1) e gore o(K) =0a(G) U
o(6(D)) =0(G)UD yazilir. Tiimleyenli ditopolojik doku uzayr tammma gore
o(K)etveo(G) €kolur. H=0(K) ve F = 6(G) olarak tanimlanirsa H € F U D ve

H € D yazilir. D bir koduyarli kiime oldugundan H € F yazilir. Buradan tiimleyenli
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doku uzayr tamimina gore o(F) € o(H) olur. H =0(K) ve F = ¢(G) oldugundan
timleyenli doku uzay1 tanimina gére G = O'(O'(G)) c O'(O'(K )) = K yazilir. Yani o(D)

bir duyarl kiimedir.

Tanim (Duyarh Yogunluk ve Koduyarh Koyogunluk) 4.1.30: D = (§,S,7,k) bir

ditopolojik doku uzay1 olsun. Bu durumda,

pd(D) = min{|A| | A, D de bir duyarli yogun kiime} + w,

co-pd (D) = min{|A| | A, D de bir koduyarli koyogun kiime} + w

kardinallerine sirasiyla D nin duyarli yogunlugu ve koduyarli koyogunlugu denir.

Yardimci Teorem 4.1.31: D = (S, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve D, D de bir

duyarli yogun kiime olsun. Bu durumda, VG € 7 i¢in,

[G] =[G nD]

dir.

Ispat: D, D de bir duyarli yogun kiime olsun ve keyfi bir G € T verilsin. Ispat:
tamamlamak i¢in N{K €k |G S K} =N{K € k| G N D € K} oldugunu géstermemiz
gerekir. Bunun i¢in de VK €k i¢in ¢ €S K & G ND S K oldugunu gostermemiz

yeterlidir.

VK €k icin G S K= GND S K oldugu agiktir. G N D € K olsun. K =S olmasi
durumunda G € K oldugu agiktir. K # S olsun. D yogun oldugundan, D € K ve D
duyarl oldugundan, G € K olur. Buradan VK € k igcin G N D € K = G € K Onermesi

gecerlidir deriz.
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Yardimc1 Teorem 4.1.32: D = (S, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 ve D, D de bir

koduyarli koyogun kiime olsun. Bu durumda, VK € k igin,

IK[=1K U D[
dir.
Ispat: D, (1, k) da bir koduyarl koyogun kiime olsun ve keyfi bir K € k verilsin. Ispati
tamamlamak i¢in V{G €1 |G S K} =V{G €1|G S KU D} oldugunu goéstermemiz
gerekir. Bunun i¢in de VG €1 icin G €S K & G € KUD oldugunu goéstermemiz
yeterlidir.

VG EticinG € K = G € K U D oldugu agiktir.

G S KUD olsun. G = @ olmast durumunda G S K oldugu agiktir. G # @ olsun. D
koyogun oldugundan, G € D ve D koduyarli oldugundan Tanim 4.1.28 (2) ye gor

G € K yazilir. Buradan VG € tigin G € K U D = G S K 6nermesi gegerlidir deriz.

Teorem 4.1.33: Her © = (S, §, 7, k) ditopolojik doku uzayi igin,

|[RO(D)| < 2P4®

dir.

Ispat: D, |D| < pd(D) olacak sekilde D de bir duyarli yogun kiime olsun. [{A* | A €
D}| < |P(D)] oldugu agiktir. Dolayisiyla ispatin tamamlanmasi i¢in Teorem 2.1.3.7 ve
2.1.3.8 (2) ye gore RO(D) < {A* | A € D} oldugunu gostermek yeterlidir. R € RO(D)
keyfi bir regiiler acik kiime olsun. A = R N D olarak tanimlansin. R bir acik kiime ve D

bir duyarli yogun kiime oldugundan Yardimci Teorem 4.1.31 e gore [A] = [R] yazilir.
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R bir regiiler acik kiime oldugundan, A® = R yazilir. A S D oldugundan R €
{A* | A € D} dir.

Teorem 4.1.34: Her © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 igin,

|RC(D)| < 2¢0rd(®)

dir.

Ispat: D, |D| < pd(D) olacak sekilde ® de bir koduyarli koyogun kiime olsun.
|{A* | A € D}| < |P(D)| oldugu agiktir. Dolayisiyla ispatin tamamlanmasi igin igin
Teorem 2.1.3.7 ve 2.1.3.8 (2) ye gore RC(D) € {A*| A € D} oldugunu gdstermek
yeterlidir. R € RC(®) keyfi bir regiler kapali kiime olsun. A =R UD olarak
tanimlansin. R bir kapali kiime ve D bir koduyarli koyogun kiime oldugundan Yardimci
Teorem 4.1.32 ye gore |A[ =]R[ yazilir. R bir regiiler kapali kiime oldugundan,
A™ = R yazilir. A € D oldugundan R € {A™ | A € D} yazil.

Teorem 4.1.35: Her © = (S, S, 7, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayi igin,

|[RO(D)| = [RC(D)

dir.

Ispat: © = (S,S,7,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzayr olsun. R € RO(D)
olsun. R bir regiiler agik kiime oldugundan, R = R™ yazilir. ¢ bir fonksiyon oldugundan
o(R) = o(R™) yazilir. Teorem 2.2.2.6 (1) ve tiimleyenli ditopolojik doku uzayi
tanimina gore o (R™) = [6([R])] = a(R)™ olur. Buradan o (R) = a(R)™ yazilir. Ayrica
regiiler acik kiime tanimina gore R € 7 oldugundan tiimleyenli ditopolojik doku uzayi
tanimina gore o(R) € k dir. Bu durumda, (R) € RC(D) olur. Buradan |RC(D)| <
|[RO(D)| yazilir.
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Tersine R € RC(D) olsun. R regiiler kapali kiime oldugundan, R = R™ dir. ¢ bir
fonksiyon oldugundan o(R) = g(R™) olur. Teorem 2.2.2.6 (1) ve tiimleyenli
ditopolojik doku uzayr tanimina goére o(R™) = Jo(JR[)[ = c(R)* olur. Buradan
o(R) = o(R)™ yazilir. Ayrica regiiler kapali kiime tanimina gore R € k oldugundan
timleyenli ditopolojik doku uzayir tanimina gére o(R) € t olur. Bu durumda, a(R) €
RO(D) dir. Buradan |[RO(D)| < |RC(D)| yazilir.

Boylece |[RO(D)| = |[RC(D)] olur.

Tanim 4.1.36: (S, S, 0) bir tiimleyenli doku uzay1 ve A S § olsun. Bu durumda,

1) VA € A igin |A| < |o(A)| oluyorsa, A ya o-artan kardinalli denir.

2) VA € A igin |6 (A)| < |A] oluyorsa, A ya g-azalan kardinalli denir.

3) VA € A i¢in |a(A)| = |A| oluyorsa, A ya a-durgun kardinalli denir.

Teorem 4.1.37: © = (S, S, 1, k, 0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. Duyarli

yogun kiimelerin sinifi g-azalan kardinalli ise,

co-pd(D) < pd(D)

dir.

Ispat: © = (S, S, 1, k,0) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. D, D de keyfi bir
duyarli yogun kiime olsun. Yardimci Teorem 4.1.29 (1) e gore a(D) bir koyogun
kiimedir. Yardimct Teorem 4.1.29 (2) ye gore o(D) bir koduyarli kiimedir. Bu
durumda, © de her D duyarli yogun kiimesi i¢in (D), D de koduyarli koyogun bir

kiimedir. Ayrica duyarli yogun kiimelerin sinifi o-azalan kardinalli oldugundan, her D
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duyarli yogun kiimesi i¢in |a(D)| < |D| olur. Dolayisiyla D nin duyarli yogunlugu ve

koduyarli koyogunlugu tanimlarindan co-pd (D) < p(D) yazilir.
Sonug 4.1.38: Her D = (S, S, 1, k) ditopolojik doku uzayi i¢in,

max{|RO(D)|, |RC(D)|} < max{2P(®), 2c0Pd(D)}
dir.

Ispat: © = (5,S,7,k) bir ditopolojik doku uzayr olsun. Teorem 4.1.33 e gore

[RO(D)| < 2P4®  ve dolayisiyla |RO(D)] Smax{zpd@%zw-r’d@)} dir. Teorem
4.1.34 ¢ gore |RC(D)| < 2°°P4™ ye dolayisiyla |[RC(D)| < max {2”‘1(@),2”'3"1@)}

olur. Boylece max{|RO(D)], IRC(D)[} < max {274, 26004} yagir.

Sonug 4.1.39: Her © = (S, S, 7, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayi igin,

|[RO(D)| = |RC(D)| < max{2P4(®) 2c0-Pd(®)}
dir.

Ispat: © = (5,8, 1,x,0) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. Sonug 4.1.36 ya
gére max{|RO(D)|, [RC(D)|} < max {zpd(m, zco-Pd@?)} olur. D tiimleyenli ditopolojik

doku uzay1 oldugundan Teorem 4.1.35 e goére |RO(D)| = |RC(D)| yazilir.

Sonu¢ 4.1.40: D = (S, S, 1,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. Duyarl

yogun kiimelerin sinifi g-azalan kardinalli ise,

|[RO(D)| = |[RC(D)| < 2¢0P4@®) < 2pd(®)
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dir.

Ispat: © = (5,S,71,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. Bu durumda,
Sonu¢ 4.1.39 a gore |RO(D)| = |RC(D)| < max {Zpd(D),ZCO'pd(m} yazilir. Duyarli
yogun kiimelerin sinifi o-azalan kardinalli oldugundan Teorem 4.1.37 ye gore

co-pd(D) < pd (D) yazilir. Buradan Teorem 2.1.3.23 (4c) ye gore 260PA(®) < 2pd(®)

yazilir.

Yardimc1r Teorem 4.1.41: D = (S,S,1,k) bir ditopolojik doku uzayr olsun. Bu

durumda,

1) VA € S igin A™ regiiler agiktir.
2) VA € S igin A™ regiiler kapalidir.
ispat: A € S verilsin.

1) A nin regiiler agik oldugunu goéstermek igin A™ = (A™)™ oldugunu gostermeliyiz.
Kiimenin kapanisi tanimindan A™ <€ [A™] yazilir. Kiimenin i¢i tammindan |A™[ €
(A7) ve regiiler agik kiime tanimina gore A™ € 7 oldugundan A™ € (A4™)™ yazilir.
B = [A] olarak alimirsa (A™)* = |B[* yazilir. Kiimenin i¢i tammindan |B[ < B
oldugundan |B[* € B™ yazilir. B = [A] oldugundan B* = [A]* = A™ yazilir. Buradan
(A7) < A™ elde edilir.

2) A™ nin regiiler kapali oldugunu gostermek i¢in A = (4™)™ oldugunu géstermeliyiz.
Kiimenin i¢i tammindan |A*[ € A™ yazilir. Kiimenin kapanigi tanimindan (A™)™ €
[A%] ve regiiler kapali kiime tanimina gore A™ € k oldugundan (A™)™ € A™ yazilir.
B = ]A[ olarak alinirsa (A*)™ = [ B |* yazilir. Kiimenin kapanisi tanimindan B € [B]
oldugundan B™ € [B |* yazilir. B = ]A[ oldugundan B™ = JA[* = A* yazlr.
Buradan A™ < (4%)™ elde edilir.
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Yardimcr Teorem 4.1.42: D = (S, S, 1, k) ditopolojik doku uzay1 regiiler olsun. Bu

durumda, tiim regiiler agik kiimelerin sinifi ®© igin bir tabandir.

Ispat: Keyfi bir s €S i¢in G & Q, olacak sekilde keyfi G € T verilsin. D regiiler
oldugundan Teorem 2.2.3.12 (2) ye gore IH € T igin P, € H € [H] € G olur. Kiimenin
i¢i tammmindan |H[ € H™ ve H € t oldugundan H = |H| yazilir. Buradan P, € H™ elde
edilir. Diger yandan kiimenin i¢i tanimindan ve G € t oldugundan H* < |G[ = G olur.
Yani P, € H*® < G dir. Yardimci Teorem 4.1.41 (1) e gore H* € RO(D) yazilir. Yani
H* = R dersek R € RO(D) igin P, € R € G olur. Burada s ve G keyfi alindigindan
Teorem 2.2.3.5 (3) e gore RO(D), D ig¢in bir tabandr.

Teorem 4.1.43: Bir D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 regiiler ise,

w(D) < 27P4®)

dir.

ispat: Teorem 4.1.33 e gore |RO(D)| < 2P4® yazilir. Yardimer Teorem 4.1.42 ye
gore RO(D), D igin bir taban oldugundan D nin agirligi tanmindan, w(D) < |[RO(D)]

yazilir. Boylece w(®D) < 2P¢™® olur.

Yardimci Teorem 4.1.44: © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 koregiiler olsun. Bu

durumda, tiim regiiler kapali kiimelerin smifi D i¢in bir kotabandir.

Ispat: Keyfi bir s € S igin P, ¢ K olacak sekilde keyfi K € x verilsin. D koregiiler
oldugundan Teorem 2.2.3.13 (2) ye gore IF € k i¢in K € |F[ € F < Q, olur. Kiimenin
kapanisi tammindan F* € [F] ve F € k oldugundan [F] = F yazilir. Buradan F* € Q,
elde edilir. Diger yandan kiimenin kapanigi tanimindan ve K € k oldugundan K =

[K] € F™ yazilir. Yani K € F* € Q, dir. Yardimc1 Teorem 4.1.41 (2) ye gore F* €
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RC(D) olur. Yani F* = R dersek R € RC(D) i¢in K € R € Q, yazilir. Burada s ve K
keyfi alindigindan Teorem 2.2.3.6 (3) e gore RC(D), D igin bir kotabandir.

Teorem 4.1.45: Bir © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 koregiiler ise,
co-w (D) < 260Pd®
dir.

ispat: Teorem 4.1.34 ¢ gore |[RC(D)| < 2°°P4™®) dijr. Yardime: Teorem 4.1.44 e gore

co-w(D) < |RC(D)| yazilir. Béylece co-w (D) < 2€0P4®) glyr,
Sonuc¢ 4.1.46: Bir © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 biregiiler ise,

max{w(D), co-w(D)} < 2max{pd(D).copd(®)}
dir.

Ispat: © = (S,8,7,k) bir ditopolojik doku uzayr biregiiler olsun. ® biregiiler
oldugundan Teorem 4.1.43 e gore w(®D) <2P¥®  ve dolayisiyla w(®D) <

max {Zpd(m,Zc"‘pd@)} = gmax{pd(®).co-pd(®)} olyr, D biregiiler oldugundan Teorem

4.1.45 e gore co-w(D) < 260Pd®) ve dolayistyla

co-w(D) < max {Zpd@), Zco'pd@)} = pmax{pd(D),co-pd(D)} dir. Boylece

max{w(D), co-w(D)} < 2max{pd(®),co-pd(®)} yaz|yy,
Sonug 4.1.47: Bir ® = (5, S, 1, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 biregiiler ise,

W(@) — CO-W(CD) < 2max{pd(iD),co-pd(Z))}
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dir.

Ispat: Bir D = (5,S,71,k,0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay: biregiiler olsun. D
timleyenli ditopolojik doku uzay1 oldugundan Teorem 4.1.14 e goére w(D) = co-w(D)

dir. D biregiiler tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 oldugundan Sonug 4.1.46 ya gore

w(®D) = co-w(D) < max {ZPd(D), ZCo'pd@)} = pmax{pd(D),co-pd(D)} yazilir.

Sonu¢ 4.1.48: Bir D = (S, S, 1, k, o) timleyenli ditopolojik doku uzay1 biregiiler olsun.

Duyarli yogun kiimelerin siifi a-azalan kardinalli ise,

w(D) = co-w(D) < 260P4®) < Ppd(®)

dir.

Ispat: Bir D = (S5,S,7,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr biregiiler olsun. Bu
durumda, D biregiiler tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 oldugundan Sonug¢ 4.1.47 ye
gore w(D) = co-w(D) < 2max{pd(®).cod®)} yaziyr. Duyarh yogun kiimelerin sinifi
o-azalan kardinalli oldugundan Teorem 4.1.37 ye gore co-pd(D) < pd(D) yazilir.

Buradan Teorem 2.1.3.23 (4c) ye gore 2€0P4(D) < 2Pd(®) yazyr,

Tamim (Net ve Konet) 4.1.49: D = (S, S, 1, k) bir ditopolojik doku uzay1 olsun. V', §
nin bir alt ailesi olsun. VG € 7 igin IV nin G = VN sartiz1 saglayan bir V" alt ailesi
varsa N ye D de bir net denir. M, § nin bir alt ailesi olsun. VK € k igin M nin
K = NM™ sartin1 saglayan bir M'* alt ailesi varsa M’ ye D de bir konet denir (Polat et
al. 2014).

Tanimm (Net Agirhg ve Konet Agirhgr) 4.1.50: D = (S, S, 7, k) bir ditopolojik doku

uzay1 olsun. Bu durumda,

nw(D) = min{|NV| | N, D de bir net} + w,
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co-nw (D) = min{|NV'| | IV, D de bir konet} + w

kardinallerine sirastyla © nin net agirligi ve konet agirligi denir (Polat et al. 2014).

Yardimcr Teorem 4.1.51: Her © = (§,§,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayi,
N € §ve My ={o(N)|N € N} olsun. Bu durumda, V', D de bir net ise, M-, D de

bir konettir.

Ispat: D = (5, S,7,k,0) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. N € §, |NV| <
nw(D) olacak sekilde D de bir net olsun. M, := {a(N) | N € N} olarak tanimlansin.
Timleyenli doku uzayr tanimina gére M) S § dir. Keyfi bir K € k kapali kiimesi
verilsin. Timleyenli ditopolojik doku uzayir tanimina gore o(K) € T olur. G = o(K)
olsun. V', © de bir net oldugundan IN; € NV i¢in G = VN yazilir. ¢ bir fonksiyon
oldugundan ¢(G) = a(VNg) dir. G = (K) oldugundan tiimleyenli doku uzay1 e gore
o(G) = O'(O'(K)) = K olur. Buradan K = o(VJN;) yazilir. Teorem 2.2.2.6 (1) e gore
My =={a(N) | N € N;} € M) olmak lizere o(VN;) = NMy olur. Buradan K =
NMy dir. Yani My € M) icin K = My yazilir. K € k kapali kiimesi keyfi olarak
alindigindan M, D de bir konettir.

Yardimcr Teorem 4.1.52: Her © = (5,8, 1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayi,
M < S ve Ny = {ac(M) | M € M} olsun. Bu durumda, M, © de bir konet ise, Ny, D

de bir nettir.

Ispat: © = (S,S,7,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. M’ € §, |M| <
co-nw(D) olacak sekilde D de bir konet olsun. N, :={a(M) | M € M} olarak
tanimlansin. Timleyenli doku uzayi tanimina gére NV, € S olur. Keyfi bir G € 7 acik
kiimesi verilsin. Tumleyenli ditopolojik doku uzayr tanimina goére o(G) € k dir.
K = a(G) olsun. M, D de bir konet oldugundan IMy S M i¢in K = NMy yazilir. o
bir fonksiyon oldugundan o(K) = o(NMy) dir. K = 6(G) oldugundan tiimleyenli
doku uzay1 e gore o(K) = O'(O'(G)) = G olur. Buradan G = 6(NMy) yazilir. Teorem
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2226 (1) e gore Ny :=={oc(M) | M € My} S N, olmak iizere a(NMy) = VN olur.
Buradan G = VV; dir. Yani NV; € Ny igin G = VN yazilir. G € t agik kiimesi keyfi
olarak alindigindan V3., © de bir nettir.

Teorem 4.1.53: Her © = (S, S, 1, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 igin,

nw(D) = co-nw(D)

dir.

Ispat: D = (5, S,7,k,0) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. N € S, |[NV| <
nw(D) olacak sekilde D de bir net olsun. M, := {a(N) | N € N} olarak tanimlansin.
D tiimleyenli ditopolojik doku uzayr oldugundan Yardimci Teorem 4.1.51 e gore My,
D de bir konettir. Simdi | V| = |M3-| oldugunu gosterelim. ¢ : N' - M, fonksiyonu
VN € IV igin ¢(N) = g(N) olarak tanimlansin. ¢ nin iyi tanimli oldugu agiktir. M,
nin tanimindan ve Yardimci Teorem 4.1.6 (2) ye gore ¢ bire-birdir. Yine M, nin
tanimindan, ¢ nin 6rten oldugu agiktir. Buradan Teorem 2.1.3.8 (1) e gore |NV'| = [ M|

olur. Yani D deki her netin es kuvveti olan bir konet vardir. © nin net agirlig1 ve konet

agirligi tammlarindan co-nw (D) < nw (D) yazilir.

Tersine M € §, | M| < co-nw(D) olacak sekilde D de bir konet olsun. N, :=
{o(M) | M € M} olarak tammlansin. D tiimleyenli ditopolojik doku uzayi oldugundan
Yardimci Teorem 4.1.52 ye gore Ny, D de bir nettir. Simdi |[M| = |[Ny| oldugunu
gosterelim. ¢ : M — NV;, fonksiyonu VM € M i¢in ¢ (M) = (M) olarak tanimlansin.
@ nin iyi tanimli oldugu agiktir. V3, nin tanimindan ve Yardimci Teorem 4.1.6 (2) ye
gore ¢ bire-birdir. Yine N, nin tanimindan, ¢ nin oOrten oldugu agiktir. Buradan
Teorem 2.1.3.8 (1) e gore | M| = |Ny| olur. Yani D deki her konetin es kuvveti olan
bir net vardir. © nin net agirligi ve konet agirhigi tanimlarindan nw (D) < co-nw(D)

yazilir.
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Boylece nw (D) = co-nw(D) yazilir.

Simdi, net agirligi ve konet agirliginin ® de S iizerinde sinirlara sahip oldugunu

gosterelim.

Teorem 4.1.54: Bir © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzayi T, ise,

| Q | < Zmax{nw(b),co-nw(ib)}

dir (Polat et al. 2014).

Ispat: V¥ S, |V| < nw(D) olacak sekilde D de bir net olsun. M €S, M| <
co-nw (D) olacak sekilde D de bir konet olsun. Her bir Qg € Q igin,

Lo, ={(N,M)EN XM |P, &N VP, &M}

kiimesini ~tamimlayalim. ¢ : Q - P(V x M) fonksiyonu ¢ (Qs) = L, olarak
tanimlansin. Keyfi Qs € Q; g-kiimeleri verilsin. D, T, oldugundan Teorem 2.2.3.15 (1)
egore 3C € T Uk icin P, € C € Q, olur.

C € 7 olmasi durumunda V', D de bir net oldugundan, 3N € NV i¢in C = VN, yazilir.
Buradan, P, £ VN, € Q; yazilir ve AN € N, i¢in P, € N € Q; olur. ¢ fonksiyonunun

tanimindan, @ (Qy) # @ (Q;) yazilr.

C € k olmast durumunda M, © de bir konet oldugundan, IM, € M icin C = NM
yazilir. Buradan, P, € MM, € Q; yazilir ve AM € M, igin P, € M & Q, olur. ¢
fonksiyonunun tanimindan, ¢ (Qy) # ¢ (Q;) yazilir.
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Buna gore ¢ bire-birdir. Boylece Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore |Q| < |P(WNV x M)| dir.
Teorem 2.1.3.10 (2) ye gore |Q] < |P(W x M)| = |[V*M2| ve Teorem 2.1.3.21 (3) e

gore |Q| < [PV x M)| = |V>M2| = 2W>MI olur, Teorem 2.1.3.21 (3) ve Teorem
2.1.3.24 e gore |V X M| = max{|N|, | M|} oldugundan Teorem 2.1.3.23 (4c) ye gore

10| < 2|V x| < omax{|V],|M[} < Zmax{nw(iD),co—nw(b)} yazilir.

Sonug 4.1.55: Her Kolmogorov tiimleyenli ditopolojik doku uzayi igin,

|Q| < an(ﬁ) — Zco—nw(ﬁ)

dir.

Ispat: Bir ® = (5,S,7,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr T, olsun. ®, T,
oldugundan Teorem 4.1.54 e gére |Q| < 2max{nw(®).conw(®)} vazlr. D timleyenli
ditopolojik doku uzayr oldugundan Teorem 4.1.53 e gore nw(D) = co-nw(D) ve

Teorem 2.1.3.23 (4¢c) ye gore 2™ = 2c0mw(® olyr, Boylece tiim esitsizlikler

gosterilmis olur.

Sonuc¢ 4.1.56: Her Kolmogorov ditopolojik koayrilmig doku uzay1 igin,

|S | <? max{nw(D),co-nw(D)}

dir (Polat et al. 2014).

Ispat: (S,S) doku uzay1 koayrilmis ve D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 T, olsun.
(5,8) koayrilmis oldugundan Teorem 4.1.1 (2) ye gore |S|=|Q| dur. D, T,
oldugundan Teorem 4.1.54 e gore |S|=[Q| < gmax{nw(®),conw(®} ye dolayisiyla

S| < Zmax{nw(b),co-nw(b)} yazilir.
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Sonuc 4.1.57: Her Kolmogorov tiimleyenli ditopolojik koayrilmis doku uzayi i¢in,

|S| < an(b) — Zco—nw(b)

dir.

Ispat: (S,S) doku uzay: koayrilmis ve D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 T, olsun.
(S,8) koayrilmig oldugundan Teorem 4.1.1 (2) ye gore |S| = |Q| dur. © Kolmogorov
timleyenli ditopolojik doku uzayr oldugundan Teorem 4.1.55 e gore |S| = 19| <

2nw(D) — pco-nw(D) ye dolayisiyla |S]| < 2nw(D) — pco-nw(D) yazilir.

Tanmm (Pseudo Taban ve Kopseudo Taban) 4.1.58: © = (S, S, 1, k) bir ditopolojik
doku uzay1r ve A € S olsun. V, t nun ve X, k nin bir alt ailesi olsun. Bu durumda,
A = NV oluyorsa, V ye D de A nin bir pseudo tabani ve A = VXK oluyorsa, K ya D de
A nin bir kopseudo tabani denir (Polat et al. 2014).

Tammm (Pseudo Karakter ve Kopseudo Karakter) 4.1.59: © = (S,S,7,k) bir

ditopolojik doku uzay1 olsun. Bu durumda,

Y(s,D) := min{|V| | V, D de P, nin bir pseudo tabani} + w,

co-¥(s,D) := min{|K| | K, D de Q nin bir kopseudo tabani} + w

olmak iizere,

Y(D) = sup{¥(s,D) | s €S},

co-¥(D) := sup{co-¥(s,D) | s € S}

kardinallerine sirasiyla © nin pseudo karakteri ve kopseudo karakteri denir (Polat et al.
2014).
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Yardimci Teorem 4.1.60: D = (S, S, 1, k, o) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 ve

V < tolsun. P, = 6(Q) olacak sekilde P, € P verilsin. Bu durumda,

1) V, D de P; nin bir pseudo tabani ise K := {a(V) | V € V} ailesi de D de Q, nin bir

kopseudo tabanidir.

2) V, D de P, nin bir pseudo tabani ise K = {a(V) | V € V} olmak iizere,

V| =X

dir.

Ispat: D =(S,S,71,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzayi olsun. Bir P, € P p-
kiimesi verilsin. V, © de P; nin bir pseudo tabani olsun. X = {o(V) | V € V} olarak

tanimlansin.

1) V, D de P; nin bir pseudo tabani oldugundan, P, = NV yazilir. o bir fonksiyon
oldugundan o(P;) = o(NV) olur. P, = 0(Qs) oldugundan tiimleyenli doku uzayi
tanimindan o(P;) = Q, yazilir ve dolayisiyla Qg = a(NV) olur. (S,S,0) timleyenli
doku uzay1 oldugundan Teorem 2.2.2.6 ya gore Qs = a(NV) = VK olur. D timleyenli
ditopolojik doku uzayr oldugundan, K € k dir. Yani K € k ve Q; = VK yazilir. Bu

durumda, kopseudo taban tanimina gore K, D de Q, nin bir kopseudo tabanidir.

2) ¢ : V - K fonksiyonu VV € V i¢in @(V) = a(V) olarak tanimlansin. Bu durumda,
@ nin iyi tanimli oldugu agiktir. K nin tanimindan ve Yardimci Teorem 4.1.6 (2) ye
gore ¢ bire-birdir. Yine K nin tanimindan, ¢ nin 6rten oldugu agiktir. Buradan Teorem
2.1.3.8 (1) e gore |V| = |K| olur.

Teorem 4.1.61: Bir © = (S, S, 1, k,0) timleyenli ditopolojik doku uzay:1 ko-T; olsun.
P, = a(Qy) ise,



84

co-¥(s,D) < ¥(s,D)

dir.

Ispat: © = (5,8,1,x,0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayr ko-T; olsun. P, = o(Qs)
olacak sekilde bir P; p-kiimesi verilsin. D, ko-T; oldugundan Teorem 2.2.3.18 (1) e gore
D de P; nin bir pseudo tabani vardir. Buna gore |V| < W(s, D) olacak sekilde D de P;
nin bir V pseudo tabani verilsin. K := {a(V) | V € V} olarak tanimlansin. D tiimleyenli
ditopolojik doku uzay1 ve P; = d(Q) oldugundan Yardimci Teorem 4.1.60 (1) e gore
XK ailesi © de Qg nin bir kopseudo tabanidir ve Yardimci Teorem 4.1.60 (2) ye gore

|V| = |X| olur. Yani D de P, nin her bir pseudo tabanina es kuvvette olan D de Q, nin

bir kopseudo tabani vardir. Buradan Tanim 4.1.59 a gore co-¥(s, D) < ¥(s, D) yazilir.

Sonu¢ 4.1.62: Bir D = (§,8,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr ko-T; olsun.
Vs € Si¢in P, = 0(Qy) ise,

co-¥(D) < ¥ (D)
dir.
Ispat: Bir © = (S,S,7,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzay1 ko-T; ve Vs € S icin
P, = 0(Q,) olsun. Bu durumda, Teorem 4.1.61 ye gore Vs € S igin co-¥(s, D) <
Y(s,D) yazilir. © nin pseudo karakteri ve kopseudo Kkarakteri tanimlarindan,

co-¥ (D) < Y(D) yazilir.

Yardimci Teorem 4.1.63: D = (S, S, 1, k, o) bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 ve

K < kolsun. P, = a(Q;) olacak sekilde Q, € Q verilsin. Bu durumda,

1) Bu durumda, X, D de Q, nin bir kopseudo tabani ise V := {a(K) | K € K} ailesi de
D de P; nin bir pseudo tabanidir.
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2) K, D de Q, nin bir kopseudo tabani ise V := {g(K) | K € K} olmak iizere,

| K| = [V

dir.

Ispat: D = (S,S,1,k,0) bir timleyenli ditopolojik doku uzay1 olsun. Bir Q; € Q g-
kiimesi verilsin. I, D de Q, nin bir kopseudo tabani olsun. V := {o(K) | K € X} olarak

tanimlansin.

1) K, © de Q4 nin bir kopseudo tabani oldugundan, Qg = VX yazilir. Buradan
0(Qs) = a(VX) olur. P, = 6(Qy) oldugundan P, = o(VX) yazilir. (S, S, o) timleyenli
doku uzay1 oldugundan Teorem 2.2.2.6 ya gore P, = a(VK) = NV dir. D timleyenli
ditopolojik doku uzayir oldugundan, V € t olur. Yani V € t ve P, = NV yazilir. Bu

durumda, pseudo taban tanimina gore V, D de P; nin bir pseudo tabanidir.

2) ¢ : K — V fonksiyonu VK € K i¢in ¢ (K) = o(K) olarak tanimlansin. Bu durumda,
@ nin iyi tanimli oldugu agiktir. V nin tanimindan ve Yardimci Teorem 4.1.6 (2) ye gore
@ bire-birdir. Yine V nin tanimindan, ¢ nin orten oldugu agiktir. Buradan Teorem
2.1.3.8 (1) e gore |KX| = |V| olur.

Teorem 4.1.64: Bir D = (§,S,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr T; olsun.
P, = a(Qy) ise,

Y(s,D) = co-¥Y(s,D)

dir.

Ispat: © = (5, S, 1, K, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 T; olsun. P, = ¢(Q,) olacak
sekilde bir Q¢ p-kiimesi verilsin. D, T; oldugundan Teorem 2.2.3.18 (1) e gore D de Qg
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nin bir kopseudo tabani vardir. Buna gore | K| < co-¥(s, D) olacak sekilde D de Qg nin
bir X kopseudo tabani verilsin. V := {g(K) | K € K} olarak tanimlansin. D tiimleyenli
ditopolojik doku uzay1 ve P, = a(Q,) oldugundan Yardimci Teorem 4.1.63 (1) e gore V
ailesi © de P; nin bir pseudo tabanidir ve Yardimci Teorem 4.1.63 (2) ye gore |K| =

|V| olur. Yani D de Q, nin her bir kopseudo tabanina es kuvvette olan D de P; nin bir

pseudo tabani vardir. Buradan Tanim 4.1.59 a gore W(s, D) < co-¥Y(s, D) yazilir.

Sonug¢ 4.1.65: Bir D = (S,S,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzay1 T; olsun.
Vs € Si¢in P, = 0(Qy) ise,

Y(D) < co-¥Y(D)
dir.
Ispat: Bir D =(S,S,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzay1 T; ve Vs € S i¢in
P, = d(Qs) olsun. Bu durumda, Teorem 4.1.64 e gore Vs €S i¢cin W(s, D) <

co-¥(s,D) yazilir. ® nin pseudo karakteri ve kopseudo karakteri tanimlarindan,

co-¥ (D) < ¥ (D) yazilrr.

Sonug¢ 4.1.66: Bir D = (S,8,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzay:r bi-T; olsun.
Vs € S igin P, = a(Q,) ise,

Y(D) = co-P(D)

dir.

Ispat: Bir ® = (5,S,1,k,0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 bi-T; ve Vs € S igin

P, = a(Qy) olsun. Bu durumda, Sonug 4.1.62 ve Sonug 4.1.65 e gore ¥ (D) = co-¥ (D)

yazilir.
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Teorem 4.1.67: Bir ® = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 ko-T ise,

1P| < nw(D)¥®

dir (Polat et al. 2014).

Ispat: N € S, |V| < nw(D) olacak sekilde D de bir net olsun. D, co-T; oldugundan
Teorem 2.2.3.18 (1) e gore VP, € P igin B, = NVp_ olacak sekilde 3Vp_ < 7 vardir.
Pseudo taban tanimina goére D de her bir p-kiimenin pseudo tabani vardir. Buna gore
Vg, |VPS| < W¥(s, D) <¥Y(D) olacak sekilde D de P, p-kiimesinin bir pseudo tabani
olsun. Pseudo taban tanimina gore P, = NVp, yazilir. Bu durumda, her bir V € Vp_ igin
P; € V olur. Ayrica V € t dur. Net tanimina gore her bir V € Vp_icin V € T oldugundan
V = VN olacak sekilde 3N, € N vardir. Buna gore P, € VIV, olur. Bu durumda, p-
kiime tanimindan 3Ny, € Iy, i¢in P, © Ny, dir. Ayrica Ni; € V yazilir. Buna gore her bir
V € Vp_ igin P © Ny, C V olacak sekilde belirli bir N, € V' elemam segilerek Np_ :=
{NV EN|VE VPS} olarak tanimlansin. @p : Vp — Np_ fonksiyonu ¢p (V) = Ny
olarak tammlansin. Np  nin tanimindan dolayr ¢@p iyl tammhdir. Yine Np_ nin
tamimindan, VN, € Np_icin @p (V) = Ny olacak sekilde bir V € Vp_vardir. Dolayisiyla
@p, Ortendir. Buradan Teorem 2.1.3.8 (3) e gore |J\fps| < |VPS| ve dolayisiyla |Nps| <
Y (D) yazilir. Np. € NV ve |NPS| < ¥(D) oldugundan, Np S [NV 15¥@® olur. Ayrica
P, © NNp, € NVp, = B ve dolayisiyla NNp, = Py yazilir.

PP - [N]FY® fonksiyonu W(P,) = Np, olarak tanimlansin. ¥ fonksiyonunun iyi
tammli oldugu her bir P; p-kiimesi i¢in Np_ nin tanimindan agiktir. Py # P, olacak
sekilde keyfi P, P € P p-kiimeleri verilsin. P, € P,V P, € P, dir. Buradan P, €
NNp, V Py € NNp, yazilir. Bu durumda, 3Np € Np_ ve INp, € Np,_ igin Py & Np V
Py & Np_ olur. Buna gére INp € Np_ igin NNp, = P, oldugundan Np_ & Np, veya
3Np, € Np, icin NNp = P; oldugundan Np_ & Np_dir. Buradan W(P,) = Np, # Np, =
W(P,) yazilir. Dolayistyla W bire-birdir. Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore |P| < |[V]=¥®)|
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olur. Teorem 2.1.3.26 ya goére |P|<|[NV]S¥Y®| =W [¥® dir. |V < nw(D)
oldugundan Teorem 2.1.3.23 (4¢) ye gore |P| < nw(D)*® yazilrr.

Sonug 4.1.68: Her ko-T; ditopolojik doku uzayi i¢in,

1S| < nw(D)¥®

dir (Polat et al. 2014).

Ispat: Bir D = (S,S,1,k) ditopolojik doku uzay1 co-T; olsun. Teorem 4.1.1 e gore
|S| = |P| dir. D, ko-T; oldugundan Teorem 4.1.67 ye gore |S| = |P| < nw(D)¥® ve
dolayisiyla |S| < nw(D)¥*® yazlir.
Sonug¢ 4.1.69: Her ko-T; tiimleyenli ditopolojik doku uzayi igin,

|P| < co-nw(D)¥®
dir.
Ispat: D = (5,S,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzay1 ko-T; olsun. Bu durumda,
Teorem 4.1.67 ye gore |P| < nw(D)¥® yazilir. Teorem 4.1.53 e gore nw(D) =
co-nw (D) dir.
Sonug 4.1.70: Her ko-T; tiimleyenli ditopolojik doku uzayi igin,

IS| < co-nw (D)¥®)

dir.
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Ispat: Bir D = (5,8, 1,k,0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay: ko-T; olsun. Teorem
4.1.1 e gore |S| = |P| dir. D, ko-T; oldugundan Sonu¢ 4.1.69 a gore |S| = |P| <

co-nw(D)¥® ve dolayisiyla |S| < co-nw(D)Y® yazilir.

Sonu¢ 4.1.71: Bir D = (S5,8,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr bi-T; olsun.
Vs € Sicin P, = a(Q,) ise,

|P| < nw(D)¥®
dir.
Ispat: Bir ® = (5,S,1,x,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr bi-T; ve Vs € S i¢in
P, = 0(Q,) olsun. Bu durumda, Teorem 4.1.67 ye gore |P| < nw(D)¥® yazlr.

Teorem 4.1.66 ya gore ¥ (D) = co-¥ (D) yazilir.

Sonug¢ 4.1.72: Bir D = (5,8,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr bi-T; olsun.
Vs € S igin P, = a(Q,) ise,

IS| < nw(D)co¥®
dir.
Ispat: Bir © = (5,8, 1, k, 0) tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 bi-T; olsun. Vs € S icin
P, = 0(Qy) olsun. Teorem 4.1.1 e gore |S| = |P| dir. Sonug 4.1.71 e gore |S| = |P| <
w (D)Y@ ve dolayisiyla |S| < nw (D)o ¥(D) yazilir.

Teorem 4.1.73: Bir © = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay1 T; ise,

9] < co-nw (D) ¥®
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dir.

Ispat: M S, |M| < co-nw(D) olacak sekilde D de bir konet olsun. D, T,
oldugundan Teorem 2.2.3.18 (1) e gore VQ; € Q icin Q5 = VK, olacak sekilde
3K, € Kk vardir. Kopseudo taban tanimina goére D de her bir g-kiimenin kopseudo
tabam vardir. Buna gore K, |?CQS| < co-¥Y(s,D) < co-¥P(D) olacak sekilde D de Q,
g-kiimesinin bir kopseudo taban1 olsun. Kopseudo taban tanimina gore Qs = VI,_ dir.
Bu durumda, her bir K € ¥,_ i¢in K € Q olur. Ayrica K € k yazilir. Konet tanimina
gore her bir K € K i¢in K € k oldugundan K = M} olacak sekilde IMy; = M
vardir. Buna gore MMy € Q yazilir. Buradan P; € NMy olur. Buna gore IMy € My
icin Py &€ My ve dolayisiyla Mg S Qg dir. Ayrica K € My olur. Buna gore her bir
K € Ky, ig¢in K © Mg S Q, olacak sekilde belirli bir Mg € My elemani segilerek
My, = {MK EM|KE€ JCQS} olarak tammlansin. g, : Ko, = My~ fonksiyonu
®o,(K) = My olarak tanimlansin. M,_ nin tammindan dolayr ¢@g_ iyi tanimhidir. Yine
My, nin tammindan, VM, € My_igin @y (K) = My olacak sekilde bir K € K_ vardr.
Dolayisiyla ¢,  ortendir. Buradan Teorem 2.1.3.8 (3) e gore |MQS| < |?CQS| ve
dolayisiyla |MQS| < co-¥(D) yazilir. My € M ve |MQS| < co-¥Y(D) oldugundan,
My, S [M]50¥®) dir. Ayrica Qs = VK, S VM, S Qs ve dolayisiyla VM, = Qs

yazilir.

Wi Q - [M]=¥® fonksiyonu W(Qs) = My, olarak tanimlansm. ¥ fonksiyonunun
iyi tanimli oldugu her bir Qg g-kiimesi i¢in My_nin tammindan agiktir. Qs # Q, olacak
sekilde keyfi Q, Q¢ € Q p-kiimeleri verilsin. Qs € Q; V Q; & Q, dir. Buradan VM, ¢
Q: VVM,, & Qs yazilir. Bu durumda, 3M, € My, ve IM,, € My, i¢in My, & Q,; V
Mg, € Qs olur. Buna gore 3M,_ € My icin VM, = Q, oldugundan M, & M, veya
AM,, € My, ig¢in VM, = Qs oldugundan My, & M, dir. Buradan W(Qs) = M, #
My, = ¥(Q.) olur. Dolayistyla W bire-birdir. Teorem 2.1.3.8 (2) ye gore |Q| <

|[M]SCO"P(®)| yazilir. Teorem 2.1.3.26 ya gére |Q| < |[M]SC°"P(®)| = |M|co¥ D)



91

yazilir. | M| < co-nw(®D) oldugundan Teorem 2.1.3.23 (4c) ye gore |Q| <

)co-‘P(D)

co-nw(D yazilir.

Sonug 4.1.74: Her T; ditopolojik koayrilmis doku uzay1 i¢in,
IS| < co-nw (D)c-¥(®)
dir.
Ispat: (S,S) doku uzay1 koayrilmis ve D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzay T; olsun.
(S,8) doku uzay1 koayrilmis oldugundan Teorem 4.1.1 (2) ye gore |S| = |Q| dur. D, T;

oldugundan Teorem 4.1.73 e gore |S| = Q| < co-nw(D)C¥® ve dolayisiyla

1S| < co-nw(D)°¥® yazlir.
Sonug 4.1.75: Her T; tiimleyenli ditopolojik doku uzayi i¢in,
19| < nw (D) ¥®
dir.
Ispat: D = (S,S,7,k,0) tiimleyenli ditopolojik doku uzayr T; olsun. Bu durumda,
Teorem 4.1.73 e gore |Q] < co-nw (D) ¥® yazilir. Teorem 4.1.53 e gore nw(D) =
co-nw (D) dir.
Sonug 4.1.76: Her T; tiimleyenli ditopolojik koayrilmis doku uzay: i¢in,

IS| < nw (D)o ¥®

dir.
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Ispat: (S,S) doku uzay1 koayrilmis ve D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzayr T; olsun.
(S, ) koayrilmis oldugundan Teorem 4.1.1 (2) ye gore |S| = |Q] olur. D, T, tiimleyenli

ditopolojik doku uzay1 oldugundan Sonug 4.1.75 e gore |S| = |Q] < nw(D)©°¥® ve

dolayisiyla |S| < nw(D)©¥® yazlir.

Sonug¢ 4.1.77: Bir D = (5,8,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr bi-T; olsun.
Vs € Sicin P, = a(Q,) ise,

10] < co-nw(D)¥®
dir.
Ispat: Bir ® = (5,S,1,k,0) timleyenli ditopolojik doku uzayr bi-T; ve Vs € S i¢in
P, = 0(Q,) olsun. Bu durumda, Teorem 4.1.73 ¢ gore |Q| < co-nw (D) *® yazilrr.

Teorem 4.1.66 ya gore ¥ (D) = co-¥ (D) yazilir.

Sonug¢ 4.1.78: Bir © = (S, S, 1, k, 0) timleyenli ditopolojik koayrilmig doku uzay1 bi-T;

olsun. Vs € S i¢in P, = a(Qy) ise,
IS| < co-nw (D)¥®)
dir.
ispat: (S,8) doku uzayr koayrilmis, D = (S, S, 7, k) ditopolojik doku uzayr bi-T; ve
Vs € S igin P, = a(Q,) olsun. (S,S) koayrilmis oldugundan Teorem 4.1.1 (2) ye gore

IS| = 19| olur. Bu durumda, Sonug¢ 4.1.77 ye gore |S| = 19| < co-nw(D)*® ve

dolayisiyla |S| < co-nw(D)*® yazilrr.
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5. SONUCLAR

Ditopolojik doku wuzaylarinda tez i¢inde tanimlamis oldugumuz dikardinal

fonksiyonlarla ilgili elde ettigimiz sonuglar asagida verilmistir.

Herhangi bir ditopolojik doku uzay1 verildiginde, acik kiimelerin ve kapali kiimelerin
sayist lizerinde bir karsilastirma yapilamaz. Ancak tiimleyenli herhangi bir ditopolojik
doku uzay1 i¢in acik kiimelerin sayist kapali kiimelerin sayisi kadardir, yani o(D) =

(D) dir.

T, aksiyomunu saglayan herhangi bir ditopolojik doku uzayinda g-kiimelerinin sayisi
ya acik kiimelerin sayist ya da kapali kiimelerin sayisindan biiyiik olamaz, yani |Q| <
max{o (D), c(D)}. Eger uzay tiimleyenli ise g-kiimelerin sayis1 hem agik kiimelerin
sayis1 hem de kapali kiimelerin sayisindan biiylik olamaz, yani |Q| < o(D) = c(D) dir.
Ayrica, T, aksiyomunu saglayan ditopolojik koayrilmis bir doku uzayr i¢in uzayin

eleman sayist en fazla ya acgik kiime sayis1 ya da kapali kiime sayis1 kadardir, yani

|S] < max{o(D),c(D)}.

Herhangi bir ditopolojik doku uzayinda, uzayin agirligi en fazla uzaydaki acik kiime

sayis1 kadardir, yani w(®D) < o(D) dir. Ayrica, uzayin koagirlig1 uzaydaki kapali kiime

sayisini gegemez, yani co-w (D) < ¢(D) dir.

Ditopolojik doku uzaylarinda agirlhik ve koagirligin esit olmasi gerekmez. Uzayin
timleyenli olmas1 durumunda bu esitlik gecerlidir, yani w(D) = co-w (D) dir. Bu 6zel
durumda, uzaydaki acik kiimelerinin sayis1 ve kapali kiimelerinin sayis1 en az uzayin

agirhigi (veya koagirligi) kadardir.

Bir ditopolojik doku uzay1 T, ise g-kiimelerinin sayist en fazla agirliginin kuvvetinin

veya koagirliginin kuvvetinin kardinalidir, yani |Q| < 2max{w(D),cow(®)} gir, Uzay ayni
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zamanda tlimleyenli ise g-kiimelerinin sayisi en fazla agirhiginin (veya koagirliginin)
kuvvetinin kardinalidir, yani |Q| < 2¥® = 2¢0w® dir. Ayrica, T, aksiyomunu
saglayan herhangi bir ditopolojik koayrilmis doku uzaymnin kardinali agirliginin
kuvvetinin ~ veya  koagirhigmin  kuvvetinin = kardinalini = gecemez,  yani

S| < Zmax{w(b),co—w(b)} dir.

Herhangi bir ditopolojik doku uzay1 igin uzaym koyogunlagsmasi uzaym agirligindan,
uzayin yogunlasmasi da uzayin koagirligindan biiyiik olamaz, yani co-r(D) < w(D)
ve r(D) < co-w(D) esitsizlikleri korunur. Buna gore, yogunlasma en fazla agik kiime
sayis1 kadardir ve koyogunlagma kapal1 kiime sayisin1 gegemez. Diger yandan, herhangi
bir ditopolojik doku uzayinin yogunlasmasi ve koyogunlasmasi arasinda bir esitlik

olmasi gerekmez. Ancak uzay tiimleyenli ise (D) = co-r(D) esitligi korunur.

Keyfi bir ditopolojik doku uzayinda, regiiler agik kiimelerin sayisi en fazla duyarl
yogunlugunun Kuvveti kadardir ve regiiler kapali kiimelerin sayisi en fazla koduyarli
koyogunlugunun kuvveti kadardir, yani |RO(D)| < 2P¢® ve |RC(D)| < 260PdD)
esitsizlikleri korunur. Regiiler acik kiimelerin sayis1 ve regiiler kapali kiimelerin sayisi
arasinda bir esitlik olmasi gerekmez. Ancak tiimleyenli ditopolojik doku uzaylarinda
regiiler agik kiimelerin ve regiiler kapali kiimelerin sayisi esittir, yani |RO(D)| =
|[RC(D)| dir. Sonug¢ olarak, sunlar soylenir: tiimleyenli ditopolojik doku uzayinda
regiiler acik kiimelerin smifinin kardinali koduyarli koyogunlugunun kuvvetininin
kardinalini gegemez; regiiler kapali kiimelerin sayis1 en fazla duyarli yogunlugunun

kuvveti kadardir.

Timleyenli bir ditopolojik doku uzayinin duyarli yogun kiimelerinin sinifi o-azalan
kardinalli ise duyarli yogunlugu, koduyarli koyogunlu i¢in bir {ist siurdir, yani
co-pd (D) < pd(D) esitsizligi korunur. Bu 6zel durum altinda, hem regiiler agik
kiimelerin sayisti hem de regiiler kapali kiimelerin sayisi, uzayin koduyarl

koyogunlugunun kuvveti ve duyarli yogunlunun kuvveti arasinda bulunamaz.
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Herhangi bir regiiler ditopolojik doku uzaymin agirligi, duyarli yogunlugunun
kuvvetininin kardinalini gecemez ve koagirlig1 da en fazla koduyarli koyogunlugunun
kuvvetinin kardinalidir, yani w(®D) < 2P¢® ve co-w(D) < 2¢0P4™) dir. Ozel olarak,
timleyenli bir ditopolojik doku uzaymin duyarli yogun kiimelerinin sinifi o-azalan
kardinalli ise, uzaymm hem yogunlugu hem de koyogunlugu, duyarli yogunlugunun
kuvvetinin kardinali ve koduyarli koyogunlugunun kuvvetinn kardinali arasinda

bulunamaz.

Keyfi bir T, ditopolojik doku uzayinda g-kiimelerinin sayisi en fazla net agirhiginin
kuvvetinin veya konet agirhiginin kuvvetinin kardinalidir, yani
19| < 2max{nw(®).conw(D)} iy, Ditopolojik doku uzaylarinda net agirlik ve konet
agirhigin esit olmasi gerekmez. Uzaymn tiimleyenli olmasi durumunda bu esitlik
gegerlidir, yani nw(®D) = co-nw (D) dir. Bir tiimleyenli ditopolojik doku uzay1 T, ise
q-kiimelerinin sayist en fazla net agirliginin (veya konet agirliginin) kuvvetinin
kardinalidir, yani |Q] < 2™® = 2¢0nw(®) {ijr Bunun yam sira, T, aksiyomunu
saglayan herhangi bir ditopolojik koayrilmis doku uzayinin kardinali net agirliginin
kuvvetinin kardinalini veya konet agirliginin kuvvetinin kardinalini gegemez, yani

S| < Zmax{nw(b),co-nw(b)} dir.

Keyfi bir T; ditopolojik doku uzayi i¢in Vs € S igin P, = 0(Q) ise uzaymn pseudo
karakteri kopseudo karakterini gecemez. Yine keyfi bir ko-T; ditopolojik doku uzayi
icin Vs € S i¢in P, = a(Q,) ise uzayin kopseudo karakteri pseudo karakterini gegemez.
Bu bilgiler 1s1ginda, bi-T; ditopolojik doku uzaylarinda Vs € S i¢in P; = o(Qy) ise,

pseudo karakteri ile kopseudo karakteri her zaman esittir, yani ¥ (D) = co-¥ (D) olur.

Herhangi bir T; ditopolojik doku wuzayr igin p-kiimelerinin sinifi en fazla
co-nw (D) ¥® kardinale sahiptir. Ozel olarak, her T; ditopolojik koayrilmis doku

uzay1 i¢in co-nw(D)©¥® kardinali uzayin iist siridir, yani |S| < co-nw (D)0 ®
dir. Ko-T; ditopolojik doku uzaylarinda da p-kiimelerinin sinifinin kardinali ve

dolayisiyla uzayin kardinali nw(D)*¥® kardinalini gecemez.
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