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1. GIRIS

Insanoglu yiizeyler teorisinin dogusunu, yeryiizii dl¢iimleri yani jeodeziye borgludur.
Ozellikle, 18.yiizyilda ticari, mali, idari ve askeri sebeplerden dolayi, dikkate deger
Olctimler yapilmis ve bdylece jeodezi gelismis, teorik bir kurama erisebilecek diizeye

ulagmasti.

Iste bu zamanda Leonard Euler yiizeyler teorisi olarak adlandirilan matematik alaninin
kurucusu olmustur. Euler 1760 yilinda yayimladigi bir makalesinde yiizeylerin
egriliginin nasil tanimlanacagi problemini ele almistir. Yiizeyin kesitlerini olusturan
egrilerin egriliklerinin birbirlerinden farkli olmalari s6z konusu oldugundan yiizeyde bir
noktada egrilik tanim1 yapmanin ¢ok gii¢ oldugunu belirtmistir. Bunun iizerine yiizeyin
hangi noktasinda egriliginin tanimlanmasi isteniyorsa, o noktada yiizeye dik olan
diizlemlerin incelenmesi, bu diizlemler ile ylizeyin kesitleri olan egrilerin egriliklerinin
bulunmasi ve bunlardan en biiyiik ve en kiigiik egriligi veren diizlemlerin aralarindaki
acinin daima doksan derece olmasi gerektigini ispat etmistir. Eger yiizeye dik olan bir
diizlem, bu iki diizlemden biri ile 8 kadar ac¢1 yapiyorsa, onun yiizey ile kesiti olan
egrinin egriliginin K = K, €082 0,, + Ky sin? 8,, = Kk, sin? 8, + Kk cos? Oy,
formiilleri ile verildigini gosterir (Burada k,, Ve K, egriliklerin en kii¢iigiinii ve en
bliyligiinii 8, ve ), bu egrilikleri veren diizlemler ile diger diizlem arasindaki agilari

gostermektedir).

Yiizeyleri z = f(x,y) seklinde degil de F(x,y,z) = 0 seklinde denklemlerle yazarak
ic koordinatin birbirine denk goriilmesi, ylizey noktalarinin iki nicelik ile gdsterilmesi,
iki yiizeyin birbirlerine sarilabilmesi i¢in yay elemanlarinin cakismasi sartinin
bulunmasi, jeodezik yollarin diferansiyel denklemlerinde bunlarin bir egri ailesiyle

yaptig1 ac¢ilarin kullanilmasi, hep Euler’in attig1 temellere dayanur.

Bahsedilmesi gereken bir baska matematik¢i tasari geometrinin kurucusu ve

“L’application de ’analyse d la géometri¢” isimli kitabiyla diferansiyel geometrinin ilk



Kitabin1 yazmis olan Gaspard Monge’dur. Egrilik hakkinda 6zgiin diisiinceler tiretmis
olan Monge, yiizeyler iizerinde egrilik hatti diye bir kavram tanimlamistir. Bir yiizeyin
bagka bir yiizey iizerine sarilabilmesi i¢in 7t —s? = 0 seklinde ifade ettigi bir
diferansiyel denklemin gerek ve yeter sart oldugunun {i¢ ayr1 yoldan ispatin1 yapti.
Monge’un O6grencisi olan Meusnier 1776 yilinda, yiizeyin, ylizeye dik olmayan
diizlemler ile arakesiti olan egrilerin egriligi yahut egrilik yarigapi igin bir formiil buldu.
Egik diizlem ile arakesit olan egrinin egrilik yarigapi, dik diizlem ile arakesit olan
egrinin egrilik yaricapinin egik diizlem iizerine izdisliimiidiir. Yani bu iki diizlem
arasindaki ac1 ¢ ise r, = rycos@ dir. Buradan da su sonug ¢ikarilir: Yiizeye ayni bir
teget dogrudan gegen biitlin diizlemlerin ylizey ile arakesitlerini olusturan egrilerin

egrilik cemberleri, yaricap1 dik kesitin egrilik yaricap1 olan kiirenin iizerinde bulunurlar.

Gauss’a kadar ylizeyler hakkinda tohumlar1 atilan belli bash calismalar Gauss’da
meyvesini vemistir. Altona gozlemevi miidiiriic Heinrich Christian Schumacher 1816
yilinda Danimarka krali VI. Friedrich’den, Danimarka’nin u¢ noktalar1 arasinda enlem
ve boylam Ol¢limleri siparisini alinca Gauss’a basvurup, 6l¢iimlerin Hannover kralligini
da kapsayacak ve Prusya’ya uzanacak sekilde genisletilmesini onermis, Gauss da bu
Oneriyi begenmisti. Gauss’un 1812-1816 yillar1 arasinda elipsoid tlizerindeki en kisa
yollar1 bulmak i¢in arastirmalar yaptigir biliniyor. Gauss homojen elipsoidin ¢ekim
yasalar1 hakkinda yazdigi “Theoria Attractionis Corporum Sphaeroidicorum
Ellipticorum Homogeneorum Methodo Nova Tractata” baslikli ve 1813 tarihli
makalesinin onuncu maddesinde bir yiizeyin parametrik gosteriligini tanitir, inceler ve

bir yiizeyden bagka bir yiizeye tasvirlerini arastirir.

1822 de Danimarka Kraliyet Bilim Cemiyeti’nin 06diilli sorusuna verdigi yanit

makalesinde Gauss tasvir kavramina agirlik verir. Yay elemaninin karesi

ds? = Edp? + Fdpdq + Gdg?

olarak yazilabilen herhangi bir yiizey i¢in yay elemaninin karesinin

ds? = (4, u)(dA* + du?)



sekline getirilebilecegini ispat eder. 13-15 Aralik 1822°de “Yiizeylerin doniisiimii
hakkinda arastirmalarimm durumu” adli kendine yonelik yazdigi raporda; bazi
hesaplarin yapildigi, egrilik 6lgiistiniin m(p,q) ve m nin p ile g ya gore tiirevlerine
baglh oldugunun kesfedilmis, biikiilmeler altinda egrilik Olcilistiniin degismediginin
bulunmus oldugunu kaydeder. 1825’de Gauss, Olbers’e yazdigi mektubunda yiiksek
jeodezinin kiigiik bir boliimiinii yazmaya basladigini anlatir. Olbers’e bahsettigi boliim
Allgemeine Untersuchungen da egik diizlemlerle yiizeyin ne zaman kesisecegini inceler
ve Meusnier teoremini ispatlar. Hazirlik asamalarindan sonra en kisa mesafeler
hakkinda arastirmalar yapar. Bu yazisinin daha sonra Disquisitiones generales circa
superficies curvas adli eserinin taslagi oldugu goriiliir. Disquisitiones ‘de ise Meusnier
teoremi yoktur. Taslakta bulunup Disquisitiones’de yer almayan bir konu da jeodezik
egriliktir. Gauss yiizeyde bir egrinin bir noktadaki k, yan egriligini, ¥ egrinin o
noktadaki esas normali ile ylizeyin aym1 noktadaki (ve negatif yondeki) normali

arasindaki ag¢1 olmak tizere, egrilik ile sini nin ¢arpimi olarak tanimlar:

1'1/J
K, = —siny.
9 r

Simdi yan egrilik yerine jeodezik egrilik terimi kullamilmaktadir. Y gibi bir yiizey
tizerindeki C egrisinin P noktasindaki jeodezik egriligi, Y nin P de ki teget diizlemine
yapilan dik izdiisim altinda C nin resmi olan diizlem egrisinin P noktasindaki
egriligidir. Nasil diizlem egrileri i¢in egrilik, dogru olmaktan sapmayi1 Olgen bir
nicelikse, yilizey egrileri i¢in jeodezik egrilik de jeodezik olmaktan sapmayi Olger.
Gauss’un Disquisitiones adli eserinin ana konusu ise genel yiizeyler teorisidir. Bu teori
icin Gauss, biliylik bir emek harcamis ve yogun ugraslardan sonra amacina
ulasabilmistir. Disquisitiones sadece ylizey teorisiyle ilgili bir eser olmayip, ayni
zamanda matematigin diger alanlarina da etki yapmis bir eserdir. 1827 yilinda Gauss
muhtesem teoremi Theorema Egregium da, yiizeyin egriligini 6lgmede bugiin Gauss
egriligi adi verilen, bir 6l¢iiniin oldugunu ortaya koydu ve bu 06l¢iliniin sadece yiizey
tizerindeki egrilere bagli oldugunu gosterdi. Bunun anlami bu 0l¢li yiizeyin seklinin
degismesi ile degismemesidir. Ornegin bir diizlem parcas1 kivrilarak silindire veya

koniye doniistiiriildiigiinde bu 6l¢li degismez. Gauss’un bu kesfi bugiin i¢sel geometri



olarak adlandirilmaktadir. Yani yiizey iizerinde yasayan bir canli Gauss egriligini
kullanarak yiizeyin egriligi hakkinda bilgi edinebilir. Bu kesif 2-boyutlu soyut
manifoldlarin kesfine yol acti. Gauss iki degiskenli kuadratik diferansiyel formlar
incelemisti. Daha genel olarak n degiskenli kuadratik diferansiyel formlarin incelenmesi
n boyutlu manifold kavramini1 gelistiren Bernhard Riemann tarafindan baslatildi. Bu
caligmalar ve uygulamalar1 Albert Einstein’in genel izafiyet teorisine kadar uzanir ve

giliniimiize kadar aktif ¢calisma sahasi olmaya devam eder.

Bu c¢alismanin meydana gelmesinde ki baslangic noktasi ise bir egri igin sabit sirt
uzaklikli egri kavramidir. Bir egri i¢in sabit sirt uzaklikli egri kavrami Hans Vogler
tarafindan ortaya atilmis ve Vogler (1963), makalesinde bir uzay egrisinin, bir tors
lizerine ¢izilmis sabit sirt uzaklikli egrilerin Frenet catis1 tarafindan teskil edilen

geometrik Ozeliklerini incelemistir.

Hacisalihoglu (1968), bir uzay egrisinin Frenet catisinin egri boyunca hareketi
esnasinda, rektifiyan diizlemine siki suretle bagl bir dogrunun olusturdugu acilamayan
bir ylizey iizerine ¢izilmis parametre egrilerinin (sabit sirt uzaklikli egrilerden daha

genel) 6zeliklerini incelemistir.

Tarakci (2002) ise Vogler’in ileri siirdiigii problemde bir egri yerine bir yiizey almis ve
ortaya ¢ikan yeni yiizeye ilk yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyi olarak bakmistir. S6z

konusu yiizeyler arasindaki geometrik ve diferensiyel geometrik 6zellikleri incelemistir.

Tarakc1 and Hacisalihoglu (2004), sabit sirt uzaklikli yiizeyin 6zel bir hali olan, paralel

yiizeylerin bazi teorem ve Ozelliklerini, sabit sirt uzaklikli ylizeyler i¢in elde etmistir.

Aktan et al. (2006), sabit sirt uzaklikli yiizeylerin eslenik tanjant vektorlerini ve
asimptotik yonlerini ele almig, Aktan et al. (2009), sabit sirt uzaklikli yilizeyler igin
Euler Teoremi ve Dupin indikatriksini vermistir. Saglam and Kalkan (2010), E3
Minkowski uzayinda alinan bir ylizeyin sabit sirt uzaklikli yilizeyini incelemistir. Ayni

yazarlar (2013), E3’de sabit sirt uzaklikli yiizey igin Euler Teoremi ve Dupin



indikatriksini vermistir. Yine ayn1 yazarlar (2014), E3 de sabit sirt uzaklikl yiizeylerin
eslenik tanjant vektorlerini ve asimptotik yonlerini incelemislerdir. Yurttangikmaz and
Tarakc1 (2014), sabit sirt uzaklikli yiizeyler ve fokal ylizeyler arasindaki iliskiyi

calismislardir.

Bu c¢aligmanin amaci ise Tarakci (2002)’nin ifade ettigi sabit sirt uzaklikli yiizey
kavramindan hareketle Oklid uzayda baz1 6zel yiizeylerin sabit sirt uzaklikl1 yiizeylerini
elde etmek ve hangi sart altinda korunduklarin1 gostererek baslangictaki durumlar ile
sabit sirt uzaklikli ylizeylerini geometrik Ozellikler acisindan karsilastirmaktir. Bu
calismada ele alinan yiizeyler diferensiyel geometride ¢ok sik kullanilan donel yiizeyler

regle ylizeyler ve tiip ylizeyleridir.

Bu calisma bes boliimden olugsmaktadir. Girig boliimiinden sonra, Kuramsal Temeller
admi alan ikinci boliimde, ¢alismamizda kullandigimiz temel tanim ve kavramlara yer

verilmigtir.

Ucgiincii boliimde, ilk olarak ¢alismamizin temelini olusturan sabit sirt uzaklikli yiizey
kavrami tanitilip, parametrik ifadesi elde edilmistir. Sonra, ¢alismamizda ele alacagimiz
0zel ylizeyler olan donel yiizeyler, tiip ylizeyleri ve regle yiizeyler tanimlanmis;

calismamizda gerekli olan diferensiyel geometrik 6zellikleri verilmistir.

Ddordiincii boltimde, ilk olarak birinci adimda donel ylizeyler ele alinmis ve dncelikle bu
yiizeylerin sabit sirt uzaklikli yiizeyleri elde edilerek, 1., II. esas form katsayilarinin
matrisi, Gauss ve ortalama egrilikleri hesap edilmistir. Daha sonra baz1 6zel durumlar
icin, donel ylizeylerin sabit sirt uzaklikli yiizeyleri bulunarak, sekil operatorii elde
edilmis ve baz1 geometrik sonuglar bulunmustur. Son olarak, bu tip yiizeylere verilen
ornek ve sekillerle konu tamamlanmistir. Ikinci adimda dénel yiizeylerin A, = 0 sart1
dahilinde, sabit sirt uzaklikli yiizeyleri iizerinde durulmustur. Bu durumda, donel
yiizeyle sabit sirt uzaklikli yiizeyin egrilikleri arasindaki bagintilar elde edilmistir. Daha
sonra, yine ayni sart altinda donel ylizey lizerinde ki meridyen egrisinin sabit sirt

uzaklikl yiizey lizerinde ki goriintiisii elde edilerek, egri-ylizey ikilisinin egrilikleri elde



edilmis, aralarindaki iliskiler belirtilmis ve baz1 geometrik sonuglar bulunmustur. ikinci
olarak tiip ylizeyleri ele alinmis ve tiip ylizeylerinin sabit sirt uzaklikli yiizeyleri elde
edilerek hangi durumda yeniden tiip ylizeyi oldugu ispatlanmistir. Yine burada yilizeyin
egrilikleri ile sabit sirt uzaklikli yilizeyinin egrilikleri karsilastirilmistir. Son olarak regle
yiizeyler ele alinmis ve regle yiizeylerin de hangi sart altinda sabit sirt uzaklikl
yiizeyinin yine regle yiizey oldugu gosterilmistir. Bu sart altinda elde edilen yiizeyin
egrilikleri incelenmis Onceki yiizeyle karsilastirma yapilmistir. Biitiin bu yiizeyler ve

sabit sirt uzaklikli yiizeyleri SWP programi yardimiyla gorsel olarak érneklendirilmistir.

Besinci boliimde, bu ¢alismada elde edilen bazi sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde bazi temel tanim ve kavramlar ifade edilecektir.
2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzay: ve Bu Uzayda Egrilerle Ilgili Genel Kavramlar
Tamim 2.1.1: Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun. V de

x = (xq1,%3,%x3) Ve y = (¥1,Y2,Y3) olmak ilizere

():VxXV->R

3
(6 3) = (63) = ) xy,
i=1
seklinde bir Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, A afin uzayma 3-boyutlu Oklid uzay: denir
ve E3 ile gosterilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.2: E3 de bir x vektériiniin kendisi ile i¢ ¢arpiminimn karekokii x vektoriiniin

normu olarak isimlendirilir ve ||x|| ile gosterilir.

Tamm 2.1.3: R3 uzayinda, u = (uy, U, u3) Ve v = (vq, ¥, v3) olmak iizere u ile v nin

gerdigi diizleme dik olan ve
U XV = (UV3 — UsVy, Uy — Ug V3, UsVy — UpVy)
esitligiyle tanimlanan u X v vektoriine u ile v nin vektorel carpimi denir.

u X v # 0 olmak tzere, u ile v vektorleri arasindaki a¢1 6, 0 < 6 < 7 ise
u X v = ||ull||v||siné

dir.



Tammm 2.1.4: [ € R bir agik aralik olmak tiizere (I,a) koordinat komsulugu ile

tanimlanan
a:l - E"

t—a(t)

diferensiyellenebilir fonksiyonuna E™ de bir egri denir. I € R araliina a nin parametre

aralig1 ve t € I degiskenine de @ nin parametresi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanimm 2.1.5: M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger, Vs € [ igin
la'(s)|| = 1 ise M egrisi, (I, @) ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinin

s € I parametresine yay parametresi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.1.6: Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir.

Yani Vs € [ i¢in a'(s) # 0 dir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.1.7: « sifirdan farkli birim hizli bir uzay egrisi ve T = a’ bu egrinin teget
vektor alani olsun. Bu durumda egrinin her bir noktasina T teget, N asli normal ve B
binormal vektorlerinden olusan bir {T,N,B} ortonormal g¢atis1 karsilik gelir. Bu

hareketli {T, N, B} vektor alani Gigliisiine a egrisi tizerindeki Frenet Catisi denir ve

T(s) = a'(s)

n

a
N(s) = ——
(s) T

B(s) =T(s) X N(s)

dir.



Tanmm 2.1.8: a sifirdan farkli birim hizli bir uzay egrisi ve T = a’ bu egrinin teget
vektor alani olmak {izere egri boyunca ilerledigimiz zaman tegetin degisim oranini ifade

eden

ar

— = kN
ds K

vektoriine egrilik vektorii denir ve k carpanina egrinin birinci egriligi veya egrinin

egriligi denir. Egrinin egriligi egrinin dogrudan ayrilmasini karakterize eder.

Tanmm 2.1.9: a sifirdan farkli birim hizli bir uzay egrisi ve B egrinin bir noktasindaki

binormal vektori olmak lizere

B

— =—1N
ds t

esitligini saglayan t fonksiyonuna a egrisinin ikinci egriligi veya burulmasi denir

(Struik 1988).

Teorem 2.1.10: « sifirdan farkli k egrilikli ve 7 burulmali birim hizli bir uzay egrisi

olsun. Bu durumda Frenet-Serret formiilleri asagidaki gibidir:

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s)

B'(s) = —1(s)N(s)

2.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Yiizeylerle ilgili Genel Kavramlar

Tamm 2.2.1: U, E? diizleminin baglantili acik bir alt kiimesi olsun. U ile homeomorf

olan E? Oklid uzaymin alt kiimesine sade yiizey denir (Salimov ve Magden 2008).



10

Tamm 2.2.2: Bir ¢: U - E3 koordinat komsulugu, E? nin bir U agik alt kiimesinden E3

in i¢ine birebir ve regiiler bir dontistimdiir (O’Neill 2006).

Tamm 2.2.3: M c E3 olmak iizere VP € M igin, M nin i¢inde goriintiisii P nin bir

komsulugunu igeren uygun bir koordinat komsulugu varsa (¢ ~1: ¢p(U) - U stirekli)

varsa M ye bir yiizey denir (O’Neill 2006).

Tamm 2.2.4: M yiizeyi verilmis olsun. E? diizleminin U c E? bdlgesinin homeomorf
y:U > M déniisiimiinde yiizeyin P € M noktasmin, E? diizleminin P, € E? noktasina
doniistiigli agiktir. Py noktasinin kartezyen koordinatlart u ve v ile gosterilsin. u ve v ye
ylizeyin P noktasinin egrisel koordinatlari denir. y ya ise M yiizeyinin parametrizasyonu

denir (Salimov ve Magden 2008).

Siireklilige gore, U bolgesindeki her bir dogruya, ylizeyde herhangi bir egri karsilik
gelecektir. u = sht ve v = sht dogrularina, yiizeyde karsilik gelen egrilere ylizeyin

koordinat egrileri denir.

Tamm 2.2.5: ¢: U - E3 koordinat komsulugu ile verilsin. Burada (u, v) » ¢(u,v), u
ya da v sabit tutuldugunda bir egri lretir. v = v, i¢in u = ¢(u,vy) egrisine u-

parametre egrisi, U = U, i¢in v = ¢(uy, v) egrisine de v-parametre egrisi denir.

Tamm 2.2.6: E3 de regiiler bir M yiizeyi ¢(u, v) parametrizasyonu ile verilsin. M nin

birim normal vektor alani n olmak lizere

L X,
16 X ol

bi¢imindedir.

Tamm 2.2.7: M yiizeyi ¢:U — E3 bigiminde bir parametrizasyonla verilmis olsun.
Birinci temel form, ¢ (U) iginde bir a: 1 - M egrisinin a(a) ve a(b) noktalar1 arasinda

kalan pargasinin uzunlugu, ¢ toa = (B4, B2),
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E = (¢, pu)
F = (¢ pv)
G = ¢y, dv)

olmak tizere,

L

b
f (BB + 2FBLB) + GR) dt

a

esitligi ile belirlidir. E? de koordinat fonksiyonlar1 u ve v olmak iizere, birinci temel

form, I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? biciminde de verilebilir.

Yiizeyin ikinci temel formu ise ylizey normali n ve ikinci temel form katsayilari

e = (n, Gy
f = duw)
g = (n, ¢vv)

olmak iizere
II = edu® + 2fdudv + gdv?
seklinde tanimlanir.
Tamm 2.2.8: E3 de bir yiizey M ve M nin birim normal vektdr alam n olsun. D,
kovaryant tiirev operatorii olmak tizere VX € y(M) igin
S(X) = Dyn

olarak tanimlanan S doniisiimiine M iizerinde sekil operatorii denir (Hacisalihoglu
1983). p € M olmak iizere Sp:TpM — TpM,Sp(Xp) = Dx,n doniisiimiiniin lineer

oldugu aciktir.
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Tamm 2.2.9: E3 de bir M yiizeyinin birinci temel form katsayilar1 E, F, G ve ikinci

temel form katsayilar1 e, f, g olmak iizere yiizeyin sekil operatoriiniin matrisi S

1 Ge — Ff Ef —Fe

S=EG=r2lef-Fg Eg-Ff

seklindedir.

Tamm 2.2.10: M, E3 de bir regiiler yiizey olsun. M yiizeyinin Gauss egriligi K ve

ortalama egriligi H; K, H: M — R olmak {izere sirasiyla

K(P) = det(Sp)
1
H(P) = 5iz(Sp)

seklinde tanimlanir (Gray 1998).

Teorem 2.2.11: M, E3 de bir regiiler yiizey olsun. M nin Gauss egriligi ve ortalama

egriligi sirasiyla

2
e —
P
EG — F2
_eG—2fF + gE
~ 2(EG - F?)

olarak hesaplanir. Burada E, F, G; M ylizeyinin birinci temel form katsayilar1 ve e, f,

g; ikinci temel form katsayilardir.

Tamm 2.2.12: M, E3 de bir regiiler yiizey ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir P
noktasina karsilik gelen Sp nin karakteristik (eigen) degerlerine M nin bu noktadaki asli
egrilikleri denir ve k4, Kk, ile gosterilir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik
vektor olarak adlandirilan vektorlerin belirttigi dogrultulara da M nin bu noktasindaki

asli egrilik dogrultular1 denir.
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Teorem 2.2.13: M, E3 de bir regiiler yiizey, K Gauss egriligi, H ortalama egriligi ve

asli egrilikler de x, k, olmak {izere

K=K1K2
K{+ K
H = 1 2
2

dir. Buradan
kK2 —2Hk+K=0

yazilabilir. Bu durumda

K, =H+H?2—K
Kk, =H—+H?—-K
olur.

Tanmm 2.2.14: a, M yiizeyi lizerinde bir regiiler egri olsun. Eger a'’ ivme vektorii

daima M yiizeyine dik ise, a egrisine bir geodezik egri denir (O’Neill 2006).

Tamm 2.2.15: @, M yiizeyi lizerinde bir regiiler egri olsun. Eger a'' ivme vektorii

daima M yiizeyine teget ise, a egrisine bir asimptotik egri denir (O’Neill 2006).

Teorem 2.2.16: M yiizeyinin bir hiperbolik nokta komsulugundaki (eg — f? < 0)
¢ (u, v) parametrizasyonu igin, parametre egrileri ayni zamanda asimptotik egri olmasi
igin gerek ve yeter sart e = g = 0 olmasidir. Burada e ve g, M ylizeyinin ikinci temel
form katsayilaridir (do Carmo 1976).

Tamm 2.2.17: M, E3 de bir regiiler yiizey ve M iizerindeki bir egri a olsun. a min teget

vektor alan1 T ve M nin sekil operatorii S olsun. Eger T vektor alan1 a egrisi boyunca S



14

nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa a egrisine M lizerinde bir egrilik ¢izgisi

denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.2.18: Bir ylizey lizerinde umbilik olmayan bir nokta komsulugunda
parametre egrileri ayn1 zamanda egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart umbilik
olmayan bu noktanin komsulugunda F =f =0 dir (do Carmo 1976). Burada F
yiizeyin birinci temel form katsayisi, f ylizeyin ikinci temel form katsayisini

gostermektedir.

Tamm 2.2.19: M (u, v) bir yiizey K ve H da siras1 ile M nin Gauss ve ortalama egriligi

olmak iizere, yiizeyin egrilikleri

denklemini sagliyorsa bu yiizeye Weingarten yiizeyi denir. Yiizeyin Weingarten yiizey

olmasi i¢in
K,H, — K,H, =0

denklemini saglamasi gerekir (Tunger et al. 2011).

2.3. Oklid Uzayinda Egri Yiizey Ikilisinin Egrilikleri

Tanmm 2.3.1: M regiiler bir yiizey ve a: I € R — M birim hizli bir egri olsun. M ylizeyi
tizerindeki a egrisi boyunca egrinin her bir noktasinda Darboux c¢atis1 olarak
isimlendirilen ikinci bir ¢ati mevcuttur. Bu cati, egrinin bir P noktasinda yiizeye ve
egriye teget olan T birim teget vektor alani, n yiizeyin bir P noktasindaki birim normal
vektor alam1 ve X =n X T geodezik normal vektdr alant olmak fizere {T,X,n}

ortonormal ¢atis1 olarak tanimlanir.

Hem Frenet catist hem de Darboux catisinda T vektorii ortak olup N,B,X, ve n

vektorleri ayni diizlemde bulunurlar. Bu durum Sekil 2.1 ile gosterilmistir.
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X
¢/

Sekil 2.1. Frenet ve Darboux ¢atilarina ait vektdr alanlari

Frenet catisi, T etrafinda pozitif yonde ¢ = ¢(s) agilik bir dénmeye tabi tutulursa

Darboux ¢atisi olusur. Bu durumda X ile N ve n ile B arasindaki a¢1 ¢ olmak iizere

T 1 0 0 T
X|= 10 cosp sinp||N
n 0 —singp cospllB
matris ¢arpimindan
X = cospN + singB (2.1)
n = —singN + cospB (2.2)

yazilabilir. (2.1) ve (2.2) esitliklerinden N ve B vektorleri
N = cosgpX — sinpn (2.3)
B = sinpX + cospn (2.4)

bi¢ciminde bulunur. Teorem 2.1.10 da verilen Frenet tiirev formiilleri yardimiyla egrinin

yay parametresine gore Darboux tiirev formiilleri su sekilde hesaplanir:
Teorem 2.1.10 dan T' = kN oldugu biliniyor. Bu durumda (2.3) den
T' = k(cospX — sinpn) = kcospX — ksingn (2.5)

yazilir. Benzer sekilde
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X = cosgpN + sinpB

, . de , de o
X' = —sing EN + cosoN'" + cosp EB + sinpB

d d
X' = simpd—fN + cos@(—«kT + 1B) + cosp d_(gB + singp(—1tN)

, . deo de
X' = (—kcosp)T + (—szmp a5 rsm(p) N + (cosgo s + TCOS(,D) B

N ve B nin (2.3) ve (2.4) esitligindeki degerleri yerlerine yazilirsa

X' = (—kcosp)T + (—singo Z—f - Tsimp) (cospX — singn)

+ (cos<p Z—f + Tcosgo) (sinpX + cospn)
olur. Bu son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa
X' = (—Kkcosp)T + (Z—f + T) n
esitligi bulunur. (2.6) esitliginde
Kg = KCOSQ, t, =T +Z—‘f
olarak secilsin. Son olarak,
n = —singN + cospB
oldugundan

de o, do '
n' = —cose EN — singN'" — smgoaB + cospB

n' =—

d
n' = (ksing)T + (—cos<p d—f - TCOS(p) N + (—Tsinq) — sing

de . - de
cos@ EN — singp(—«kT + tB) — sing EB + cosp(—1N)

(P)B

d

ds

(2.6)

2.7)
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bulunur. N ve B nin (2.3) ve (2.4) esitligindeki degerleri yerlerine yazilirsa

d
n' = (ksing)T + (—COS(p d—f - TCOS(/)) (cospX — singn)

d
+ (—Tsingo — sing d_(f> (sinpX + cosen)

olur. Gerekli diizenlemeler yapildigi takdirde

d 2.8
n' = }csin(pT—<d—(§+T>X (28)

esitligi elde edilir. Eger

Kn = KSing, t, =T+ C;—‘: (2.9)

olarak segilirse ve (2.7), (2.9) esitlikleri (2.5) esitliginde yerine yazilirsa
T'=KgX —Kkpn (2.10)

bulunur. Boylece Darboux tiirev formiilleri, (2.6), (2.8) ve (2.10) esitliklerinden

T! 0 Kg Kn|[T
f=l-x, 0 ¢flx (2.11)
n' —Kx, -t O0|ln

matris ¢arpimu ile ifade edilebilir. Burada k,; geodezik egrilik, k, normal egrilik ve t,

de geodezik burulma olarak adlandirilir.

Tanim 2.3.2: a: 1 = M birim hizli bir egri olsun.

Kn(s) = (a"(s),n)

esitligi ile belirli k., (s) sayisina, (a, M) egri-yiizey ikilisinin a(s) noktasindaki normal

egriligi denir.

Tanim 2.3.3: a: [ = M birim hizli bir egri olsun.
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Kg(s) = (a"(s),X)

sayisina, (a, M) egri-ylizey ikilisinin @(s) noktasindaki geodezik egriligi denir.

Tamim 2.3.4: a: I - M birim hizli bir egri olsun.
tT'(S) = _<n,lX)

sayisina, (a, M) egri-ylizey ikilisinin a(s) noktasindaki geodezik burulmasi denir.

Teorem 2.3.5: Birim hizli olmayan bir a: I - M egrisini g6z Oniine alalim. ||a'|| = v

olmak iizere, (a, M) egri-yiizey ikilisinin , kg4, t, egrilikleri,

Kn, =§(a”,n)
1 "
Kg = ﬁ(a ,X)
1
t, = —;(n’,X)

seklindedir (Sabuncuoglu 2006).

Teorem 2.3.6: a: 1 — M regiiler egrisinin bir asimptotik egri olmasi igin gerek ve yeter

sart k,, = 0 olmasidir.

Teorem 2.3.7:a:1 -» M egrisi bir geodezik egri ise k;, =0 dir. Tersine a:1 »> M

egrisinin hiz vektdriiniin uzunlugu sabit ve k; = 0 ise a egrisi bir geodezik egridir.

Teorem 2.3.8: a:1 — M regiiler egrisinin bir egrilik ¢izgisi olmast icin gerek ve yeter

sart t,, = 0 olmasidir.

Tamm 2.3.9: E3 de yonlendirilmis iki yiizey M ve M; olsun. M ve M; iizerinde yatan

ve yay uzunlugu parametresi ile verilen egriler de sirastyla a(s) ve a4(s1) olsun. a(s)



19

ve a;(s,) egrilerinin Darboux catilar1 {T, X, n} ve {T}, X;,n,} ile gosterilsin. Eger a(s)
Ve a4(sy) egrilerinin karsilikli noktalarinda a(s) egrisinin X Darboux cat1 elemant ile
a;(sy) egrisinin X; Darboux ¢ati elemani ¢akisiyorsa bu takdirde a(s) e bir Bertrand
D-egrisi ve a4(s;) egrisine de a(s) egrisinin bir Bertrand D-egrisidir denir. Boylece
{a,a,} egri giftine bir Bertrand D-¢ifti adi verilir. Eger yonlendirilmis M ve M,
yiizeyleri lizerinde yatan boyle egriler var ise {M, M, } yiizey ¢iftine Bertrand yiizey ¢ifti
denir (Kazaz 2010).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boélimde c¢alismanin ¢ikis noktast olan paralel yiizeyler ve sabit sirt uzaklikl
yiizeyler tanitildi. Ayrica donel yiizeyler ve lizerindeki egrilerden bahsedilip, yiizeyin ve

tizerindeki egrinin egrilikleri ele alindi. Son olarak tiip yiizeyleri ve regle ylizeylerden
bahsedildi.

3.1. Paralel Yiizeyler
Tamm 3.1.1: M; ve M,, 3-boyutlu Oklid uzayimnda iki yiizey ve M; in birim normal
vektor alant n olsun. r sabit bir say1 olmak {izere,

fiMy - M,, f(P) =P +7rnp

olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa M; ve M, yiizeylerine paralel yiizeyler denir
(Hacisalihoglu1983).

M ylizeyi verildiginde,
M, ={P+rnp:P € M,r € Rver = sbt}

esitligi ile verilen M, climlesi, M ye paralel bir yiizeydir (Craig 1883). M nin birim
normal vektdr alan1 n, sekil operatorii S ve M, nin birim normal vektor alani n,., sekil
operatorii de S, ile gosterilecektir. Burada

9
axi

n=Yy>,a aixi’ a; € C*°(M,R) icin, a;(f(P)) = a;(P) olmak iizere n = Y;_, @;

ise, n, = i dir. (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 3.1.2: E® de M yiizeyine paralel M, yiizeyi verilsin. X € y(M), X € y(M,)
vektor alanlar1 VP € M igin b;(P) = b;(f(P)), 1 < i < 3 olmak iizere
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— V'3 0 ¢_vy3 7 0
X =Xizabig X=Xz big-
olarak verilsin. Bu durumda

i f(X)=X+7rSX)
i. S(f00)=5X)

dir (Hacisalihoglu 1983).

M ve M, arasindaki Ozellikler diferensiyel geometri agisindan asagidaki teorem ile

verilebilir.

Teorem 3.1.3: E3 de, f: M — M, olmak iizere, M nin bir paralel yiizeyi M, olsun. Bu

durumda,

I.  f,ug¢lincii temel form olma 6zelligini korur.
ii.  f, umbilik nokta olma 6zelligini korur.
ii.  f, asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.
iIV. M nin temel formlar1 sirasiyla I, II ve I1I ile gosterilmek {izere, VX,Y € y(M)

ve VP € M i¢in
(., LD ey = 1(Xp, Yp) + 2111(Xp, Yp) + 12111(Xp, Yp)

dir (Hacisalihoglu 1983).

Ayrica, M ve M, paralel yiizeylerinin Gauss egrilikleri ile ortalama egrilikleri arasindaki

bagint1 asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.1.4: E3 de bir M yiizeyinin bir paralel yiizeyi M, olsun. P € M noktasinda M
nin Gauss ve ortalama egrilikleri, sirasiyla, K ve H, f(P) € M, noktasinda M, nin

Gauss ve ortalama egrilikleri de K- ve H,. olsun. Bu durumda,

K

K =——
" 14rH+1r%K
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o= H + 2rK
" 14rH+1r2K

dir (Hacisalihoglu 1983).
3.2. Sabit Sirt Uzakhkh Yiizeyler
3.2.1. Sabit sirt uzakhikh egri

Tamm 3.2.1: E3 de bir egri @ ve a nin P = a(s) noktasindaki Frenet iigayaklisi

{T,N, B} olsun. d;, d,, d5 sabit sayilar ve d + d% + d3 = 1 olmak iizere
d = le + dzN + d3B

vektoriine {T,N,B} ye siki suretle bagli vektor, P noktasindan gecen ve d
dogrultusundaki k dogrusuna {T, N, B} ye siki suretle bagli dogru denir (Hacisalihoglu
1968).

Tamim 3.2.3: a:I - E3 bir egri ve @ nin bir P noktasindaki Frenet tigayaklis1 {T, N, B}
olsun. {T, N, B} ye siki suretle bagh k dogrusu tizerindeki, P noktasindan sabit bir v
uzakligindaki nokta P, ile gosterilsin. {T, N, B} nin egri boyunca hareketi esnasinda P,
noktasiin geometrik yeri olan C, eg8risine a egrisinin sabit sirt uzaklikli egrisi denir

(Hacisalihoglu 1968).
3.2.2. Sabit sirt uzakhkh yiizeyin ifadesi

Tamm 3.2.4: M ve M;, E3 de iki yiizey, M nin bir P noktasindaki birim normal vektorii
np ve tanjant uzay1 TpM, TpM nin ortonormal bir baz1 {Xp,Yp} olsun. d,, d,, d3 € R
sabit sayilar ve d? + d% + d2 = 1 olmak iizere Zp = d,Xp + d,Yp + d3np seklinde
taniml1 Xp, Yp, np ye siki suretle bagli Zp birim vektoriinii alalim. r sabit bir say1 olmak

lizere,
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fiM—> M, f(P)=P+rZp

olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa M; yilizeyine M yiizeyinin sabit sirt uzaklikli
yiizeyi denir. M; yiizeyi f fonksiyonu yardimiyla tanimlandigi icin M/ ile
gosterilecektir. (M, M') cifti ile M yiizeyi ve onun M/ sabit sirt uzaklikli yiizeyi temsil

edilecektir.

Ozel olarak d; = d, = 0 alinmasi halinde Z, =np ve f(P) =P +rnp olur. Bu

durumda M ve M” yiizeylerinin paralel yiizeyler olacag agiktir.

3.2.3. Sabit sirt uzakhkh yiizeyin parametrik ifadesi

M vyiizeyi igin bir parametrizasyon (¢, U) ve

¢p:UcCE*?->M
(wv) ¢wv)
olsun. Bu durumda TpM nin bir bazi {¢,,, ¢,,}, P € M noktasindaki birim normal vektor
alan1 np ve dq, d,, d; € R sabit sayilar, d? +d5 +d% =1 ve Zp = d, Xp + d,Yp +

d;np olmak iizere
M’ = {f(P): f(P) = P + rZp}
olarak verildiginden M/ yiizeyi i¢in bir parametrizasyon

Y(u,v) = dp(u,v) +rZ(u,v)

olur. Buna gore
Mf = {l/)(u, U): l/)(u: 17) = ¢(ul U) + T(d1¢u(u, U) + dzd)v(u: 'U) + d3n(u, U)}

olarak ifade edilir. Burada r,d,, d,, d5 sabit sayilar olduklar1 bilindiklerine gére 1, 4,
ve A5 sabit sayilar olmak iizere rd, = 44, rd, = A,, rds; = A3 olarak yazilabilir. Bu

durumda
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Mf = {ww )i v) = d(w,v) + 419y, (w, v) +/12¢>v(u v) + A3n(y, v)}
A2+ 254+ 25 =12

olur. Burada
Yy =y + /11¢uu + /12¢vu + A3ny, (3-1)
Yy = ¢y + M1Pyy + 1204, + A3, (32)

olarak bulunur. M yizeyi icin ¢y, Gyvr Pous Ny, Ny degerleri asagidaki gibi
hesaplanabilir (Hacisalihoglu 1983).

(¢uu’ (nbu) (¢uu’ ¢v> 1
Pu = ToalZ Pt gl 2 T gallige L6t (P b b
_ (Duvs Pu) (Duv) Pv) 1
Pur = b =g Pt T2 P gl 2ot Pun P P
(¢vv' ¢u) <¢vv' ¢v)
Po = Tl P T T P T Tauligl] 2 Pvor b b
- —;d t( ) —;d t( )
"= Gl e Puw b o) bu — g det(Puw Pu o) by
— —;d t( ) —;d t( )
™ = T gl gl e Puo Gu S0 bu — gz det(Pows b Bo) -

M nin parametre egrileri egrilik ¢izgileri ve u ile v de bu ¢izgilerin yay parametreleri

olarak segilmesi durumunda ||¢, || = 1, ||¢, || = 1 olacagi agiktir. Boylece

det(d)uw du ¢v) =0

ve ¢, ¢, de M tizerinde asli egrilik dogrultular oldugundan

<¢u' ¢v) =0

olur. Ayrica M yiizeyinin asli egrilik fonksiyonlar: olan x; ve k, ise yukaridaki sartlar

altinda

K1 = _det((puw du, ¢v)
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Ky = —det(Pyy, Pu, Pv)
bigimindedir (Hacisalihoglu 1983). Yine bu sartlar altinda
(Pw Pu) =1 = ul{du, Pu)] = Pull]
= (Puw, Pu) + (Pu, Puu) =0
= Py, Pu) = 0

Benzer sekilde

(Do, ) = 1= (P, Pp) =0
bulunur. Ayrica
(Du Pu) =1 = ¢y [{Pu, Pu)] = ¢y[1]
= (Pup) Pu) + (D, Puy) = 0

= ((puv' d)u) =0

(¢U’ d)v) =1= ¢u[(¢v' ¢v>] = ¢u[1]
= (¢vu' ¢v> + <¢w d)vu) =0

= (¢vu' ¢v) =0

(¢w d)v) =0=¢, [(d)u' ¢v)] = d)u[o]
= (¢uw ¢v) + (¢w ¢vu) =0

= (¢uw ¢v) = _<¢w ¢vu)

olur. (3.5) esitliginde ¢, = ¢, oldugu ve (3.3) esitligi kullanilirsa

(¢uu’ d)v) =0

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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bulunur.

(Pw ) = 0 = ¢y [(Du, Pu)] = $,[0]
= <¢)uw ¢v) + (¢ur d)vv) =0
= <¢)uvr d)v) = _<¢)ur d)vv)

bu son esitlikte yine ¢, = ¢, oldugu ve (3.4) esitligi kullanilirsa

(¢uur (:bv) =0

bulunur. Biitiin bu hesaplamalar sonucunda

Guy = —K1N )
by = —Kzn

Puv = P =0 ¢ (3.6)
Ny = K1y

n, =Ky,

esitlikleri elde edilir. Boylece (3.1) ve (3.2) estiliklerinde (3.6) esitlikleri kullanilirsa
Yu = (1 + A3k1) Py — ikqn (3.7)
Y, = (14 Az3k3) P, — Aykon (3.8)

bulunur. Burada {1, ¥,,}, (M) igin bir bazdir. Oyleyse, M/ yiizeyinin birim normal

vektor alan1 n/ olmak tizere

_ b X,
o Xyl

_ Mk (14 A365) Py + Ak (14 Aziey)y + (1 4 Azkey ) (1 + Azko)n

f
n’ =
\/‘L%K%(l I '[3)C2)2 ‘l%)C%(l I ‘LBKI)Z I (1 I /[31(,'1)2(1 I /[31(,'2)2

olarak hesaplanir. Eger
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A = \/A%Kf(l + Ag}cz)z + A%K%(l + ).31(:1)2 + (1 + A3K1)2(1 + A3K2)2

olarak alinirsa

Ak (1 + A3K5) Aok, (1 + Azkq) (14 236 (1 + A3k5,) (3.9)
= + ¢, + n

n/ A u 4 v 4

elde edilir.

Eger Ky =k, Ve 13 = — Ki = — Ki ise Y, ve P, lineer bagimh olacagindan M/ regiiler
1 2

bir yiizey olmaz. Bu sebeple bu durum dikkate alinmayacaktir.

Sonug 3.2.5: (M, M”) cifti bir paralel yiizey olmast i¢in gerek ve yeter sart 1, = 1, = 0

olmasidir.

Ispat: (3.9) dan 1+ A3x; # 0 ve 1+ A3k, # 0 olacagindan n/ € Sp{n} olmas1 igin
gerek ve yeter sart A; = A, = 0 olmasidir. Bu da (M,M/) yiizey ciftinin paralel

yiizeyler olmasini gerektirir. Ayrica bu durumda n/ = n olur.
3.2.4. Sabit sirt uzakhkh yiizeyin sekil operatorii

M yiizeyinin sekil operatorii S ve M/ yiizeyinin sekil operatorii S ile gosterilsin. Bu
durumda S/ sekil operatérii y(M”) in
Yy = (1 + A3k by — Aiqn

Y, = (1 + A3k2) ¢, — Azkon

bazina gore hesaplanabilir.

d [Ak;(1+ Ak Ak (1 + Azk
Sf(l/Ju) — Dwunf :£< 1 1( y 3 2)) u+ 1 1( y 3 2) w
—Kin
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0 </12K2(1 + /13K1)> N Aieo (1 + Askq)
v

ou A A o
N 0 ((1+ A3x)(1 + A3ky) N (14 A3k) (1 + A3k5)
ou A n A &0
K1y

) = {% (/111(1(12- /13K2)) N k(14 /13’(]1_4)(1 + /13K2)} "

0 </12K2(1 + /13K1)> "

Ju A
{ ) <(1 + A3k) (1 + /131(2)) MrZ(1+ /13K2)}
Lk T - n
u A A

Hesaplamanin yapilabilmesi icin esitligin sag tarafinda ki ¢,, ¢, ve n nin katsayilari

ayr1 ayr1 hesaplanarak yerlerine yazildigi takdirde

1+ A3k1)(1 + A3k ok
s = T 1312 : 2){11 L (i3 + (14 1)) + 1042} 6,

A2, 0k
—Z_gza_ul’fﬂfz(l + As3k2)2 by
(3.10)

Ak (1 4+ A3K,) (. Ok
-2 YE 32 {/11 (’)ul (1+/13K2)2+K1A2}n

olarak elde edilir. Benzer sekilde

a <11K1(1 + 13’(2)) + Alkl(l + /13}(:2)
u

/@) = Dy, = A A =
0 (A;k,(1 + A3kq) N Aok, (1 + A3kq)
ov A v A L
—Kan
+i (14 2A3x) (1 + A3k5) - (14 A3k) (1 + A3k5) i
v A A Y
K2y

) = 5o ()
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ov A A

0 ([(1+ A3 (1 + A3ky) A3 (1 + A3x;)
av A ) A }"

+ {i <12K2(1 + A3k4) + Ko (1 + A3k) (1 + /13K2)>} b,

bulunur. Yine benzer sekilde esitligin sag tarafinda ki ¢,,, ¢, ve n nin katsayilar1 ayri

ayr1 hesaplanarak yerlerine yazildig: takdirde

1 9k,

1 v —— M 25Kk, (1 + A3k1)2 by,

Sf(lpv) = -

(1 + A3k (1 + A3ky) {/1 oK,

VE 25, (Brf + (1 + 231)%) + KZAZ}(P

(3.12)

Ak, (1 + /13K1){ dx,

yVE (14 A3x1)?% + KZAZ}

olarak bulunur.

Boylece ST () ve ST(,) degetleri ¢, ¢, ve n cinsinden elde edilmis oldu. Bu

ifadeler y,, ve Y, cinsinden de elde edilebilir. Bunun i¢in

ST () = maipy + pathy
olmak tizere, 1, ve ¥, nin sirasiyla (3.7) ve (3.8) deki degerleri yerlerine yazilirsa
ST (W) = {1 + A3y — Ay} + 1o {(1 + A3kz) y — Akcan)
ST (W) = 1 (1 + A3k y + pp (1 + A3i) by — (i dyiey + paAzic)n (3.12)

elde edilir. (3.10) ve (3.12) birlikte degerlendirildiginde

1+ Azk ok
Uy = ( yE 342) {Al aul (22 + (1 + A3K,)%) + KlAZ} (3.13)
1 dkx,
2 =~"375, — A2 dyk k5 (1 + A3ky) (3.14)

olarak bulunur. Ayrica
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ST (W) = psthy + gty
i¢cin Y, Ve P, nin sirastyla (3.7) ve (3.8) deki degerleri yerlerine yazilirsa
ST W) = pa{(1 + Azrer) Py — Ariean} + pa{(1 + Aaicz)y — Aok}
ST (W) = w3 (1 + A3k) by + pa(1 + A3i) by — (dyiey + padzicr)n (3.15)

elde edilir. (3.11) ve (3.15) esitliklerinden

1 aKZ 2
1+ A3k
Uy = ( = 3 1) {/12 o (/12 + (1 +/13K1)2) + KZAZ} (317)

bulunur.

Bu durumda y(M”) in {,,, ,,} bazina gére M/ yiizeyinin sekil operatoriiniin matrisi

A= \/Aficf(l + A3kz)% + A%k2(1 + A3k)%2 + (1 + A3k1)2(1 + A3k;)?

veya farkli bir ifadeyle

4= \/m; 22K + 205 (A2, + 22K,)K + (2 + 22K + (1 + AsH + 12K)?

olmak iizere (3.13), (3.14), (3.16) ve (3.17) esitliklerinden

1
Sf = F
2 6 K10
(1 + Asicy) {zl L (22K2 + (1 + 355)%) + K1 A } a O 2 dokytcy (L + Agky)
6K
a 2 Alﬂ.zklkz(l + /‘13’(1) (1 + ).3'(1) {/‘12 W (/‘11’(1 + (1 + /‘13’(1) ) + KzAz}

olarak elde edilir.

Bu hesaplamalarin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 3.2.6: E3 de bir M yiizeyi i¢in parametrizasyon (¢, U) ve y(M) nin asli egrilik
dogrultularindan olusan ortonormal bazi {¢,, ¢,,}, M nin asli egrilikleri k4, k, Ve M nin

sabit sirt uzaklikli yiizeyi M7 olsun. y(M”) in {1, 1, } bazi

Y, = (1 + A3K1)¢u — AiKkimn

Yy, = (1 + A3k2) P, — Axkn

alindiginda M/ vyiizeyinin S/ sekil operatdriine karsilik gelen matris, alinan bu baza

gore
1
Sf = F
2 6 K1,
1+ ,13K2){ T 0212 + (1 + A31,)2) + 1, } a 22 00016, (1 + Agky)
a
— % 3 A, (1 + Agiey) (1 + Ayey) { T2 322 1 (1 + )P + KZAZ}
dir.

Teorem 3.2.7: E® de bir M yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi M/ ve M’ in Gauss
egriligi K/, ortalama egriligi H” ise

A= \/Afrcf(l + A3k5)2% + 562 (1 + A3k)% + (1 + A3k1)2(1 + A3k,)?

_ \/m; 2212 + 205 (21, + AZI)K + (02 + A2)AZK2 + (14 A H + A2K)?

olmak tizere,

diq 61c2 5
(1 + /13K'1)(1 + A3K2) 11/12 a a K1/12 a (A + (1 + A3K1) )

A4

Kf =
0K,
+KyA — ™ (/12K2 + (1 + A36,)%) + KkqK,A?

veya burada A nin degeri ve K1k, = K, k; + k; = H oldugu kullanilirsa
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M,y %’;1 %’;2 + A1k, 61{1 (Azkz + (1 + 43,)%) +

Doty 22 (212 + (1 + 25060)%)

</’1fo + k2 + za3ugxl + 22k)K + (A2 + A%)A%I@)z
+(1 + A3H + 213K)?
K
Y B ¥ 22 1 22, (e, + 2K + (2 1 AD)2K?
\ +(1 4 A3H + A%K)? J

K’ = (14 23H + 23K) |

~—

dir ve

die,
L (a4 20 (,11 L (305 + (1 + 23k + K A2>

=5 ok,
+(1 + A35)) (,12 "2 (3G + (1 + Ak, )+K2A2>

veya burada A nin degeri ve k 1k, = K, k1 + K, = H oldugu kullanilirsa

a;c K A%k
P (14 Agre) 30k + (14 25102 + A DL (1 + Ay (+(1 J:Ale)z)
3
2K2 + 22K2 + 223(X2Ky + A3K,)K + (A2 + A2)A2K2)\2
+(1 + A3H + 2%K)?
H + 213K

+
JA2KZ + 222 + 2A5(A%K; + A21)K + (A2 + 12)A2K2 + (1 + A3H + 12K)?

Hf=

dir.
Ozel olarak, A; = A, = 0, A; = r = sabit alinirsa,
YW, v) = d(u,v) + 11|y

seklini alir ve bu durumda M nin M/ sabit sirt uzaklikli yiizeyi, M nin M, paralel yiizeyi
olur. M nin asli egrilikleri k¢, k5, Gauss egriligi K = k;k,, ortalama egriligi H = k; +
K, ve bu dzel durumda M/ = M,. yiizeyinin Gauss egriligi K/, ortalama egriligi H” i¢in,

A =4, =0, 43 = r = sabit olmak iizere

A= 1+ 2A36) (A + A3k,) =1 +71H +1r°K
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olur ve bdylece

K
Kf = ——M
1+rH +71r%K
H+ 2rK
Hf = ———
1+rH +1r2K

bulunmus olur. Bu durumda su teorem verilebilir.

Teorem 3.2.8: E3 de (M, M') sabit sirt uzaklikli yiizey ¢iftinin paralel yiizey cifti

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K/ = K
14 rH4+12K
H+ 2rK
Hf =—  —
1+rH+1r2K
olmasidir.
3.3. Donel Yiizeyler

Tanmm 3.3.1: Bir egrinin bir dogru ¢evresinde dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeye bir

donel ylizey denir.
Ornegin, xz diizleminde a bir diizlemsel egri ve a egrisinin Oz ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen M yiizeyi ele alinsin. Burada
a:l - E?
t = a(t) = (r(t), h(1))
egrisi E? de birim hizli bir egri ve ¢ (t, 8) bir parametrizasyon olmak iizere M yiizeyi,

¢(t,0) = (r(t)cosh,r(t)sind, h(t)) (3.18)
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bi¢iminde ele alinabilir. Ayrica her bir 6 € R igin bir

ag:l > M
egrisi t € I olmak tizere,
ag(t) = (r(t)cosh,r(t)sind, h(t)) (3.19)
biciminde ve Vt € [ igin bir
Be::R—>M

egrisi de,
B:(8) = (r(t)cos, r(t)sind, h(t))
olarak tanimlansin.
ag egrilerine M donel yiizeyinin meridyen egrileri ve B, egrileri (¢emberleri) ne de M
nin paralel daireleri denir. a egrisine de M donel yiizeyinin profil egrisi denir. Bu

sekilde tanmimlanan meridyenler ve paralel daireleri daima birbirini dik keser
(Hacisalihoglu 1983).
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Meridyen egrileri

Paralel daireler

o Profil egrisi

X

Sekil 3.1. Donel yiizey tizerindeki meridyen egrileri ve paralel daireler (cemberler)

(3.18) esitligi ile ifade edilen donel yiizeyler i¢in, Gauss egriligi, ortalama egrilik 1. ve
I1. esas form, asli egrilikler gibi cok 6nemli geometrik nicelikler kolayca hesaplanabilir.
O halde (3.18) den,

¢:(t,0) = (r'(t)cos,r'(t)sinb, h'(t)) (3.20)

$o(t,0) = (—r(t)sinb,r(t)cosb,0) (3.21)

esitlikleri elde edilir. (3.20) ve (3.21) esitliklerinden doénel yiizeyin lesas form

katsayilar matrisi

[ = (r'z -(I)- h'? TOZ)
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seklinde hesaplanir. Ayrica ylizeyin birim normal vektorii olarak

e X o 1 .
n= = (—h'cos8,—h'sin6,1") (3.22)
lpe X doll V2 + h'2

secilebilir. Boylece (3.20) ve (3.21) esitliklerinde tekrar t ve 8 ya gore kismi tiirevler

aliip (3.22) esitliginin de kullanilmasiyla II. esas form katsayilar matrisi

1 (—r”h’ +r'h" 0 )

I = ———
FrErRE. 0 rh

olarak elde edilir. Buradan agiktir ki t ve 6 ya bagli parametre egrileri egrilik

cizgileridir.
Eger t yay parametresi olarak secilirse
2+ h?=1 (3.23)

olup, bu durumda birinci ve ikinci esas form katsayilar matrisi

-G 2 =
_(—¥h+7h 0
I = ( 4 o+ 7 rh> (3.25)

biciminde elde edilir. Ayrica asli egrilikler

Kk, = —th+7h (3.26)

ve

(3.27)
Ky = ;

olur. (3.23) esitliginde tiirev alinirsa,

7+ hh =0 (3.28)

elde edilir. O halde (3.26) ve (3.28) den
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K1=—i’h+f‘h=fh+1'ﬂh=—.(h2+1'~2)=__=_: (3.29)
r r r h

yazilabilir. Buradan hareketle (3.27) ve (3.29) dan Gauss ve ortalama egriliker de

sirastyla

f (3.30)

2rr

1
H=E(K1+K2)=

olarak hesaplanir (Kiihnel 2006).

Yay parametresi ile verilmis olan « dilizlem egrisinin Oz ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizey i¢in Teoerem 2.3.6, Teoerem 2.3.7, Teoerem

2.3.8 ile (3.24) ve (3.25) den asagidaki teoremler ifade edilebilir:

Teorem 3.3.2: Donel yiizey lizerindeki her bir meridyen egrisi ag, M iizerinde

geodeziktir (x5 = 0).

Teorem 3.3.3: Donel yiizey lizerindeki @ meridyen egrisi i¢in birinci egrilik, normal

egrilige esittir (k; = k).

Teorem 3.3.4: Donel yiizey iizerindeki @ meridyen egrisi i¢in geodezik burulma sifira

esit olup «a bir egrilik ¢izgisidir (t, = 0).

Teorem 3.3.5: Dénel ylizey tizerindeki S,(0) dairelerinin M iizerinde birer geodezik

< . . . o e h .
egri olmalar1 i¢in gerek ve yeter sart, @ nin egriligi olan < nin a(t) de sifir olmasidir.
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3.4. Tiip Yiizeyleri

Tamm 3.4.1: E3 de 1-parametreli kiire ailesinin zarfina kanal yiizeyi denir. Aternatif
olarak kanal yiizeyi, merkezlerinin yoriingesi bir c(t) egrisi ve yarigap fonksiyonu r(t)

olan degisken yarigcapli hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlanir (Gray 1998).

Tamm 3.4.2: S?(t) kiirelerinin merkezlerinin ydriingesi olan c(t) egrisine kanal
yiizeyinin merkez egrisi ya da spine egrisi, r = r(t) fonksiyonuna ise kanal yiizeyinin

yarigap fonksiyonu denir (Gray 1998).

Tammm 3.4.3: Bir kanal yiizeyi icin yarigap fonksiyonu r = r(t) sabit ise, kanal

yiizeyine tiip ya da boru yiizeyi denir.
3.4.1. Frenet catihi tiip yiizeyi

Bir oOnceki paragrafta kanal yiizeyi ve ona bagli olarak tiip ylizeyinin tanimlari
verilmisti. Simdi kanal yiizeyinin parametrizasyonunu ifade eden teorem verilip yine

buradan hareketle tiip yilizeyinin parametrizasyonu verilecektir.

Teorem 3.4.4: Bir kanal ylizeyinin merkez egrisi, egriligi sifirdan farkli olan birim hizli
c:(a,b) - E3 egrisi olsun. {T, N, B}, c egrisinin Frenet ¢atis1 olmak {izere kanal yiizeyi

asagidaki gibi iki farkli parametrizasyonla verilebilir.
K(s,0) =c(s)+r (—r’T(s) —+1—=7"2(N(s)cosf + B(s)sinQ))

K(s,0) =c(s)+r (—r’T(s) +V1—71"2(N(s)cosO + B(s)sine)) (3.32)

(3.32) denkleminde r = sabit olarak secilirse Tanim 3.4.3 e gore tiip yiizeyi elde edilir.

O halde tiip yiizeyinin parametrizasyonu i¢in su tanim yapilabilir.
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Sonu¢ 3.4.5: c:1 = R egrisi, egriligi her yerde sifirdan farkli ve parametresi yay
uzunlugu olan diizgiin, parametrik bir egri olsun. ¢ egrisinin ¢evresinde, yarigapi r olan

tiip ylizeyi; ¢ egrisinin normal vektorii N, binormal vektorii B olmak {izere,
¢(s,0) = c(s) +r(cosON(s) + sinfB(s)) (3.33)

parametrizasyonu ile verilebilir.

3.4.2. Frenet catili tiip yiizeyinin egrilikleri

Bu boliimde (3.33) parametrizasyonu ile verilen Frenet catili tiip yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri ile asli egrilikleri elde edilecektir.

Bunun i¢in oncelikle ¢(s,6) tip yiizeyinin s ve 6 parametrelerine gore kismi
tiirevlerinden yararlanilarak normali, birinci ve ikinci temel formlarmin katsayilar

hesaplanacaktir. Oyleyse,

¢g = r(—sinbN + cosOB)

¢s = (1 —rKkcosO)T + 1oy
P9 = —1(cosON + sinbB)
¢s9 = TKSINOT + Thgg

¢pss = (—rK'cosO + rksind)T

+(c — r(k? + t2)cosf — rt'sin@)N + (—rt2sinf + r1'cosf)B

olmak tizere birinci esas form katsayilar
E = (¢, ¢5) = (1 — rkcosB)? + r??
F = <¢S' ¢9> = TZT

G = (¢q, Pg) =77
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biciminde hesaplanir ve yiizey normali

_ psxXdg _ e
n= Tooxboll — cosON — sin6B

icin ikinci esas form katsayilari

e = (¢ss, n) = —kcosO(1 — rrcosf) + rt?
f=A{ps,n) =77
g = <¢)99,Tl) =T

olarak elde edilir.

Bir yiizey EG — F? # 0 oldugunda regiiler yiizey oldugundan, ¢(s,8) tiip yiizeyinin
regliler yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 — rxcosf # 0 olmasidir. Bdylece
yukarida elde edilen birinci ve ikinci esas form katsayilart Teorem 2.2.11 de

kullanilarak Frenet catili bir tiip yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

_ eg _fZ _ _KCOSQ (334)

K = =
EG—-F? r(1—rkcosB)

= —(=+k
206G —F2) _z2\s 717

_eG-2fF+gE 1 (1 ) (3.35)

bulunur. Asli egrilikleri ise Teorem 2.2.13 den

—Kcosf
- 3.36
i 1—7rkcos@ ( )

(3.37)

olarak elde edilir.
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3.5. Regle Yiizeyler

Eger bir yiizey, bir dogrunun hareketi ile olusturuluyorsa, bu ylizeye regle yiizey denir.
Hareket eden dogruya yiizeyin ana dogrusu ya da flireteci, regle ylizeyin her bir
dogrusunu kesen yiizey egrisine de bu yiizeyin dogrultman egrisi (dayanak egrisi) denir

(Salimov ve Magden 2008).

Tamm 3.5.1: E3 de bir regle yiizey;

F(a,d):I XE - E3
(s,v) » F(a,d)(s,v) = a(s) + vd(s)

doniigiimii ile tamimlanir. Burada a:l - E3, d:I — E3\{0} diferensiyellenebilir
dontisiimler ve I bir acik araliktir. a ya dayanak egrisi ve d ye dogrultman egri denir.

v = a(s) + vd(s) dogrularina ana dogrular denir.

Tamm 3.5.2: Eger d(s) X d'(s) =0 ise F(a,d) regle yiizeyine bir silindirik ylizey
denir. d(s) x d'(s) # 0 ise regle yiizeye silindirik olmayan regle ylizey denir.

Tanim 3.5.3: F(a,d) regle yiizey iizerinde o'(t).d'(t) = 0 olacak sekilde o(t)
egrisini diisiinelim. Bu egriye striksiyon egrisi (¢izgisi) adi verilir. F(a, d) silindirik

olmayan bir regle ylizey ise, bu regle yiizey iizerinde striksiyon ¢izgisi tek olarak vardir.

Tanim 3.5.4: Regle ylizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki
komsu ana dogru arasindaki aciya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

denir (Hacisalihoglu 2000).

X(s,v) = a(s) + vd(s) i¢in (s, @ nin yay parametresi) dagilma parametresi

_ det(T,d,d") (3.38)
¢ lld’||?

seklinde hesaplanir.
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Tamim 3.5.5: Bir regle ylizeyin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye agilabilirdir denir (Hacilsalihoglu 2000).

Teorem 3.5.6: Bir ¢(s,v) regle ylizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir (O’Neill 1966; Hacisalihoglu 2000).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde donel ylizeyler, tiip ylizeyleri ve regle yiizeyler igin sabit sirt uzaklikli
yiizeyler elde edilerek, bahsi gegen ylizeyler ile sabit sirt uzaklikli yiizeyleri arasindaki

iliskiler diferensiyel geometri agisindan incelenecektir.
4.1. Donel Yiizeylerin Sabit Sirt Uzakhkh Yiizeyi
Uzayda bir egrinin bir dogru ¢evresinde dondiiriilmesiyle elde edilen yiizeyin bir donel
yiizey oldugu belirtilmisti. Burada xz diizleminde
a:1 - E%a(t) = (r(), k()

bigiminde verilen bir a egrisinin Oz ekseni ¢evresinde dondiiriilmesiyle elde edilen M

donel yiizeyi ele alinacak ve onun sabit sirt uzaklikl yiizeyi elde edilecektir.
M donel yiizeyi lizerinde se¢ilmis bir P noktasi
P = (r(t)cosf,r(t)sinb, h(t))
biciminde olur. Buna gore;
¢:1 x[0,2m) - E3, ¢(t,0) = (r(t)cosh, r(t)sind, h(t))
olarak alinirsa, ¢ (I x [0,2m)) = M c E3 donel yiizeyi elde edilir.
Simdi parametrik denklemi
¢(t,0) = (r(t)cosh,r(t)sind, h(t))

olan M donel yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yilizeyinin parametrik denklemini elde

edelim.

M nin bir P noktasindaki bazi { ¢;|p, pg|p} Ve P € M de ki birim normal vektorii de np

olsun.
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¢ = (r'(t)cosh, r'(t)sind, h'(t))

olup, t yay parametresi olarak secilirse; ||¢:|| = \/m = 1 olur. Bu vektor
T = (7(t)cos,7(t)sinb, h(t))

seklinde gosterilsin. Ayrica;
po = (—r(t)sind, r(t)cosb,0)

dogrultusundaki birim vektor Po_ _ (—sind, cos6, 0) olur. Bu vektor de

ol
X = (—sind, cos6,0)
bi¢iminde ifade edilsin. Buradan, P € M deki birim normal vektor alani

T x X
IT > Xl

= (=h(t)cos8, —h(t)sind,7(t))

olarak elde edilir. Bu sekilde {T, X, n} ortonormal sistemi elde edilmis olur. Boylece, M

donel ylizeyinin sabit sirt uzaklikli ylizeyinin parametrik denklemi

Y(t,0) = ¢(t,0) + ;T + 1,X + A3n

/(r(t) + 147 (t) = L3h(2)) cosb - Azsine,\
u(t)
— (r(t) + A, 7(t) — /13h(t)) sin@ + A,cos6,
u(t)
h(t) + A,h(t) + A37(t)
v(t)

Y(t,0) = (u(t)cos@ — A,sinf, u(t)siné + Azcose,v(t)) (4.1)
olur. Buradan M/ sabit sirt uzaklikl yiizeyi
fiM - Mf

Mf = {w(t, B)Ilp(t, 9) = ¢(t, 9) + llT + lzX + /1371, ).1 = Sbt.,ﬂ.z = Sbt.,ﬂ.g = Sbt}
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olarak yazilir.

Teorem 4.1.1: E3 de verilen bir M donel yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi de bir
donel yiizeydir.
Ispat: E3 de parametrik ifadesi
¢(t,0) = (r(t)cos, r(t)sinb, h(t))
olan bir M donel yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi (4.1) denkleminde
Y(t,0) = (u(t)cosOd — A,sinb, u(t)sind + A,cos6, v(t))
olarak ifade edilmisti.

Burada; x = u(t)cosd — 1,sinf ve y = u(t)sinf + A,cos6

olsun. x ve y nin her iki tarafi \/ (u(t))? + 23 ile garpilir ve béliiniirse;

u(t) 2z , ) (4.2)
* ( (u(®))? + 15 €08 w()? + 2 sing) |(u(t))? +
B 0 o 2+ 23 (4.3)
g ( OO B AN 710 L R A

elde edilir. (4.2) ve (4.3) de, —<2.

A2 .
———=—— = c0Sy Ve ———= = siny olarak alinirsa,
[(u(t)2+12 /(u(t))2+l%
x = (cosycosf — sinysing) /(u(t))2 + 12

cos(y+0)

X = ’(u(t))2 + A3 cos(y + 0)

olur. Benzer sekilde,
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y = (cosysinf + sinycos@) ’(u(t))2 + 23

sin(y+0)

y= /(u(t))2 + 25 sin(y + 6)

olur. Bulunan x ve y degerleri (4.1) de yerlerine yazilirsa,

Y(t,0) = ( /(u(t))2 + 25 cos(y + 6), ’(u(t))2 + A3 sin(y + 9),v(t)>

esitligi elde edilir. Burada,

k(t) = \/W , cosf = cos(y + 0) ve sinff = sin(y + 0)
olarak alinirsa boylece,
(¢, B) = (k(®)cosB, k(D)sinB, v(t))
parametrik ifadesi ile verilen yeni bir donel yiizey elde edilmis olur.

4.1.1. Donel yiizeyin sabit sirt uzakhkh yiizeyinin I. ve II. esas formlarimin

katsayilar matrisinin ve egriliklerinin bulunmasi
E3 de
¢(t,0) = (r(t)cosh,r(t)sind, h(t))

parametrik denklemiyle verilen bir M donel yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin
parametrik ifadesi

u(t) = r(t) + 1,7 () =A3A(t) ve v(t) = h(t) + 1,A(t) + A37(t) olmak iizere,

Y(t,0) = (u(t)cos@ — A,sinf,u(t)sind + A,cos6, v(t))

olarak (4.1) denklemi ile verilmisti. Buradan, (4.1) in t ve 6 ya gore kismi tiirevleri
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Y, = (W' (t)cosh,u'(t)sind, v'(t)) (4.4)
Yo = (—u(t)sind — A,cos0,u(t)cosd — 1,sinb, 0) (4.5)

olarak alinirsa, donel yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin birim normali,

Tlf — lpt X l/)g
e X Yol

_ (=Y (O(t)cosh — A;sind), —v'(t) (u(t)sind + A;cos8, u(t)u'(t)) (4.6)

J @®)*(w®)" + (@' ©®)) + B ®)’

nf

bi¢ciminde elde edilir. (4.4) ve (4.5) esitliklerinden donel yiizeyin sabit sirt uzaklikli

yiizeyinin . esas formunun katsayilar matrisi

E =)= @®) + @ ®)
F =@, Yg) = —2A,u'(t)
G = (o, o) = (w(D)? + 22

olmak tizere,

[ ((u'(t))2 +(®) A )
—Au' (1) () + 23

seklinde hesaplanir. Ayrica; (4.6) esitligi ve
Y = (u”(t)cos@, u'' (t)sinb, v"(t))
Yo = (—u'(t)sinb, u'(t)cosh, 0) = Py,

Yoo = (—u'(t)cosh + A,sinb, —u'(t)sind — A,cos6,0)

esitliklerinden, Il. esas formun katsayilar matrisi de asagidaki gibi hesaplanabilir:
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u(®)@' (V" (6) —v' (Ou" (1)

e = (Penf) =
J@@2@®) + 0 ©)) + 2'©)
= (o) = —Au' ()v'(t)
J@@?(w®) + (' ©)) + B ©)
o= o) = V(@) + 1)

Jw@?(w®) + (' ©)) + B ©)

olmak tzere

u® @ @V (® - v' O ©) —Lu' (V' (6)
0 Ju@R@©) + @) + BE©F  Ja@rwo) + o)) +20o)
B —2u (V' (6) v (O(@O) + )

J@P@©) + ' ©)) + BE©)F  Ja@rwo) + @ o))+ 20o)

olur.

Teorem 4.1.2: E3 de bir M donel yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi M/ ve M’ in
Gauss egriligi K/, ortalama egriligi H' ve u(t) = r(t) + 1,7(t)—2A3h(t), v(t) =
h(t) + 1,h(t) + A37(t) olmak iizere,

(u(t))gv’(t) (w' (V" () —v'(Ou" (1))
((u(t))z ((u'(t))2 + (v’(t))z) + Ag(v'(t))z)z
N BV (O v (@) —v'(Ou"(t) - (u’(t))zv'(t))

((u(t))2 ((u'(t))2 + (v’(t))z) + Ag(v'(t))z)z

K/ =

(4.7)

) ((u(t))3 + Agu(t)) (W' ()" () — v' (Ou" (D)
H/ =

3

(J @®)?(w®)" + (') + A%(v'u))z)
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L (@) © (@) + (' ©)) + B0'©) (@) - @®)’) @9

3

(J @®(w®) + @' ®)) + A%(v'(t))z)

Ispat: Teorem 2.2.11 den biliniyor ki yiizeyin 1. ve II. esas form katsayilarini bilmekle

onun her bir noktasindaki Gauss ve ortalama egrilikleri

P it i
EG — F?
_eG—2fF+gE
~ 2(EG - F?)

formiilleri ile bulunabilir.

O halde, yukarida elde edilen E, F, G ve e, f, g katsayilar1 formiillerde yerine yazilirsa,
M donel yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla

(4.7) ve (4.8) esitlikleri olarak elde edilir.

Teorem 4.1.3: E3 de M bir donel yiizey ve M/, M nin sabit sirt uzaklikli yiizeyi olsun.
Bu durumda M/ bir Weingarten yiizeydir.

Ispat: E3 de bir M dénel yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi M/ ve M’ in Gauss
egriligi K/, ortalama egriligi H/ olmak iizere K/ ve H/ Teorem 4.1.2 de sirasiyla (4.7)

ve (4.8) esitlikleri ile verilmisti. Tanim 2.2.19 dan Weingarten yiizey tanimi geregince,
kK/H) — Kk H] =K]0—0H] =0

olur. Bu durumda M/ in bir Weingarten yiizey oldugu goriiliir.
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4.1.2. Bir M donel yiizeyinin A, = 0 degeri i¢in sabit sirt uzaklikh yiizeyi

Bu kisimda E3 de ki M donel yiizeyi igin,
¢(t,0) = (r(t)cosh, r(t)sind, h(t))

bir parametrizasyon olmak tizere ve Ty (P) nin asli egrilik dogrultularindan olusan

ortonormal bazi {T|p, X|p}, P € M de ki birim normal vektor alan1 np olmak {izere,
fiM—> Mf
MT = {p(t, )Pt 0) = ¢p(t,0) + 1,T + 1,X + A3n, A, = sbt., A, = sht., 13 = sbt}
sabit sirt uzaklikli yiizeyinde 1, = 0 alinarak elde edilen
M =, 0)|Y(t,0) = ¢(t,0) + 1,T + A3n, A4, A3 = sabit}
ozel hali incelenecektir.

Bu durumda u(t) = r(t) + ,7(t)=2A3h(t), v(t) = h(t) + A,h(t) + A;7(t) olmak
lizere, (4.1) esitliginde A, = 0 alinirsa,
Y(t,0) = (u(t)cos@,u(t)sin@,v(t)) (4.9)
denklemi elde edilir. Buradan hareketle t ve 8 ya gore kismi tiirevler
Y, = (U'(t)cosh, u' (t)sind, v'(t))

Yo = (—u(t)sinb, u(t)coso,0)

olur ve donel yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin birim normali u(t) > 0 i¢in,

nf = ! (—v'(t)cosh, —v'(t)sinb, u'(t))

\/ w®)’ + '®)°

olarak bulunur. Boylece I. ve Il. esas form katsayilar matrisi de sirasiyla
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I = <(u’(t))2 +(v®)" 0 >
0 (u()?

(W @®v" @) —v'(Ou" (@) 0 \
| J@w®) + (o) |
Il =

0 v'(O)u(t)
\ J@®) + )

bi¢iminde elde edilir.

Teorem 4.1.4: M, E3 de bir dénel yiizey ve M/ de bu yiizeyin Sp{T,n} diizleminde
yatan vektorleri boyunca olusan sabit sirt uzaklikli yiizeyi, baska bir ifadeyle 1, = 0

olsun. Bu durumda
u(t) = r(t) + 1,7(0)=2A3h(t), v(t) = h(t) + 2,A(t) + A37(t)
olmak iizere M/ in sekil operatériiniin matrisi

v (O (£) — u' (v ()

0
_ | <J(u’(t))2 + (v’(t))2>3 \| (4.10)
; —v' (1) |
u(t) J (w®) + (V’(t))Z/

seklindedir.

Ispat: E3 de parametrik ifadesi

(p: (u' 17) - ¢(u' U) = (‘Pl(u: U), (pZ(ul U) ) (p3(ur 'U))

olan bir M yiizeyi igin (¢, ¢,) = 0 ve egrilik ¢izgilerinin yiizeyin parametre egrileri

olmast durumunda Weingarten doniislimiiniin matrisi
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det(duw, Pu, Pv) 0 \ (4.11)

B 1
= | NeulPlidnl

0 det(¢vvr ¢u' ¢U)/

B 1
lpulllldy|I®

bigiminde hesaplanir (Hacisalihoglu 1983). Béylece, M/ sabit sirt uzaklikli yiizeyinin
parametrik ifadesi u(t) = r(t) + A, 7(t)—A3h(t) ve v(t) = h(t) + A,A(t) + A37(t)

i¢in,
Y:(t,0) > Y(t,0) = ¢p(t,0) + 14T + Azn

Y, = (U'(t)cosh, u' (t)sinb, v'(t))
Yo = (—u(t)sinb, u(t)coso,0)
Y = (W' (t)cosh, u" (t)sind, v'' (t))

Yoo = (—u(t)cosh, —u(t)sind, 0)

olmak iizere, yukaridaki (4.11) ifadesinde yerlerine yazildiginda (4.10) esitligi ile

verilen matris elde edilir.

Sonug 4.1.5: M, E3 de bir donel yiizey ve M/ de bu yiizeyin 1, = 0 sart1 dahilinde

sabit sirt uzaklikl ylizeyi ise, bu durumda asli egrilik dogrultusu olma 6zelligi korunur.

Sonug 4.1.6: M, E® de bir donel yiizey ve M/ de bu yiizeyin 1, = 0 6zel durumuna
sahip sabit sirt uzaklikl yiizeyi ise, bu durumda M7 in asli egrilikleri,

F_—uw'@v'(0) +w(@©v"(6)
K1 = 3

(\/(u’(t))z + (v’(t))2>

(4.12)

o v'(t)
K2 = A - (4.13)
u(t)\/(u’(t)) + (v' ()
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olup, Gauss ve ortalama egrilikleri de sirasiyla

V'O @®Ov" (@) —v'(Ou" ()

K =klk] =
k! - - 4.14
u(t) ((u’(t)) + (v'(®)) )2 .

Hf =xf +x]
_u®@ V"0 = ' Ou'®) + '@ ()" + (' ®)’) (4.15)

u(t) (\/((u’(t))z + (v’(t))2)>3

olarak hesaplanir.

Burada ki (4.14) ve (4.15) esitlikleri (4.7) ve (4.8) ifadelerinde A, = 0 alinmak
kosuluyla da elde edilebilir.

Teorem 4.1.7: E3 de bir M donel yiizeyinin A, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli
yiizeyindeki paralel ,Btf (6) dairelerinin birer geodezik egri olmalari i¢in gerek ve yeter
us(t)

sart o 0 olmasidir.

Ispat: E2 de ki M donel yiizeyi i¢in bir parametrizasyon
¢(t,0) = (r(t)cosh,r(t)sinb, h(t))

olmak iizere, bu yilizeyin A, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyi (4.9) denklemi
ile ifade edilmisti. Eger ﬁtf (0) paralel daireleri geodezik ise bu egrilerin normalleri ile
yiizey normali lineer bagimli olmahidir. Buna gore; ag (t) = (ucosb,usinb, v) donel

yiizeyin meridyen egrileri olmak {izere, Btf (6) nin Q € M/ noktasindaki M/ in yiizey

normali
ag'(t) X BL'(0) = (—uv'cosh, —uv'sinf,uu’) = n/

biciminde elde edilir. ﬁtf (6) egrisinin normali yoniindeki vektdr ise
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B; '(6) = (—usind,ucosb,0) ve f; "'(0) = (—ucosh, —usinb, 0) olmak iizere,
[8/'6),(8](6), 8" (0)]] = (—u3cos8, —u3sind,0) = N

2 ’
olur. Burada, A = % olmak iizere N = An/ olmasi icin gerek ve yeter sart, % =0

olmasidir. Bu da ,Btf (@) egrisinin M lizerinde geodezik egri olmasi1 demektir.

Tersine, %z 0 ise bu durumda kolayca gosterilebilir ki N = An/ dir. Bu da ispati

!

tamamlar.

Sonug¢ 4.1.8: E3 de bir M donel yiizeyinin A, = 0 sarti dahilinde sabit sirt uzaklikl
yiizeyindeki ,Btf (6) paralel dairelerinin birer geodezik egri olmalar1 i¢in gerek ve yeter

sart a(]; (t) meridyen egrilerinin dogru olmasidir.

Eger, A, = 0 sartina ilaveten A, = 0 sart1 da eklenirse, donel yiizeyin paralel yiizeyi
elde edilmis olur. Bu durumda (4.9) ifadesinde ki u(t) = r(t)—A3h(t) ve v(t) =
h(t) + A37(t) olarak yazilabilir. Boylece paralel ylizey igin I. ve II. esas form katsayilar
matrisi, sekil operatorii, Gauss ve ortalama egrilikler ve asli egrilikler yukaridakine

benzer sekilde yeniden hesaplanabilir.

Ayrica, A; = 13 = 0 alinarak donel yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin parametrik

ifadesi
Y(t,0) =¢p(t,0)+ 1,X = (r(t)cosd — A,sinb, r(t)sind + 1,cos0, h(t))

olur ve yine ayn1 hesaplamalar yapilarak, benzer sonuglar elde edilebilir.
Donel yiizeylere ait sabit sirt uzaklikli yiizey 6rnekleri:

Ornek 4.1.9: C = {(R + rcost,0,rsint) IR, r € R,0 <t < 2m,v < R}



55

cemberinin Oz ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen tor yiizeyi géz Oniine

alinsin. Bu yiizeyin parametrik denklemini I = {t | 0 < t < 2r} olmak iizere;
$:1x 1 - E3
¢(t,0) = ((R + rcost)cosh, (R + rcost)sinb, rsint)
bigiminde ifade edilirse ve R = 10 br,r = 2 br alinirsa, denklem
¢(t,0) = ((10 + 2cost)cosB, (10 + 2cost)sinb, 2sint)
bicimine doniisecektir. Bu ylizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin parametrik denklemi

W(t,0) = ( (10 + (2 — A3)cost — A;sint)cosd — A,sind, )
"2 \(10 + (2 — A3)cost — Aysint)sing + A,c0s0, A cost + (2 — A3)sint

olarak bulunur. 2 =1, 1, = 2, 1; = 3 alindig1 takdirde, bu degerlere sahip olan tor

yiizeyinin ve sabit sirt uzaklikl ylizeyinin grafigi Sekil 4.1°de goriilebilir.

Sekil 4.1. Tor yiizeyi ve onun sabit sirt uzaklikli ylizeyi

Ornek 4.1.10:
¢ (t,0) = (tcosH, tsinh, t?)

seklinde verilen paraboloid yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi
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Al - 2&31' . /11 - ZAgt .
(t + —) cosf — A,sinb, (t + —) sinf + A,cos0,

»(t,0) = | V1 + 4t2 V1 + 4t?
’ .2 20t + 43
V1 + 4t2

olup, bu yiizeyin grafigi A; = 3, 4, = 2, A3 = 1 i¢in asagidaki gibi bulunur.

Sekil 4.2. Donel paraboloid ve onun sabit sirt uzaklikli yilizeyi

Ornek 4.1.11: z = x3 denklemi ile verilen egrinin Oz ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
elde edilen donel yiizeyin parametrik denklemi

¢(t,0) = (tcosH, tsind, t3)

bi¢iminde olur. Bu donel yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin denklemi;

9 _ 11_3131:2 9 A . 9 11_3131:2 . 0 A 0 3
l,[)(t, )—( t+ﬁ cost — A,81n0, t+ﬁ sint + A,cos0,t
As + BAltZ)
V1 + 9t#

olup, 4, = 1, A, = 2, 13 = 3 i¢in grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 4.3. Ornek 4.1.8 igin donel yiizey ve onun sabit sirt uzaklikli yiizeyi

Ornek 4.1.12: Parametrik olarak
¢(t,0) = (acoshtcosh, acoshtsin@, bsinht)

seklinde verilen tek kanatli bir donel hiperboloidin sabit sirt uzaklikli yiizeyi

Ayasinht — A;bcosht ]

/(acosht + )cos@ — /1251119,\
Va?sinh?t + b%cosh?t

Arasinht — Azbcosht

Va?sinh?t + b2cosh?t
A1bcosht + Azasinht

Va?sinh?t + b2cosh?t

Y(t,0) = (acosht + )sin@ + A,co0s0,

bsinht +

olup, a = 3, b = 2 olmak iizere donel hiperboloidin ve 4; =1, 1, = 2 ve A3 = 3 i¢in

sabit sirt uzaklikli yiizeyinin grafikleri asagidaki gibidir.
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Sekil 4.4. Tek kanatl bir donel hiperboloit ve onun sabit sirt uzaklikli yiizeyi

4.1.3. Donel yiizeyin A, = 0 degeri icin egrilikleri ile sabit sirt uzakhkh yiizeyinin

egrilikleri arasindaki iliski

Yay parametresi t olmak tizere
a:l - E% a(t) = (r(t), h(t))

bigiminde verilen bir a egrisinin Oz ekseni ¢evresinde dondiiriilmesiyle elde edilen
donel yiizey M ve 1, = 0 degeri igin onun sabit sirt uzaklikli yiizeyi M/ olsun. Dénel
ylizey i¢in asli egrilikler daha 6nce (3.26), (3.27) ve (3.29) esitlikleri ile ifade edilmisti.
Bu esitlikler yardimiyla,

Kl——rh+rh—;——zzh—m1 (4.16)
Kzz;:ﬂ'l:r;cz:ﬂi:f“icz + 1K, (4.17)
7
K =K1k, = = =7 =—Kr (4.18)
olur. (4.16) ve (4.17) esitliklerinden,
. TK (4.19)
r= Ky _KZ’(K1 # K3)

elde edilir.
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Buradan;

2+ h?=1=2i¥+2hh=0=7#+hh=0 (4.20)

M+ hh = 0 = # + 7% + hi + hh = 0 > #2 + k2 = —# — hh (4.21)

2+ h% = 1. 2h% + 1,272 = 1,2 (72 + h2) = #2 + h? = K, ? (4.22)

1

Ky = —Fh +7h = K| = —ih — #h + #h + 7h = k| = —Fh + 7h (4.23)

#h—7h = h(—kih — 11 h) — #(Fry + Fry) = =K hh — kg h? — 1,72 — k{77

> #h — #h = =k (F + hRh) — Ky (72 + h2) = #h — #h = —1® (4.24)
0 K12

olur.

Donel yiizeyin 4, = 0 sart1 dahilindeki sabit sirt uzaklikli yiizeyinin asli egrilikleri,
(4.12) ve (4.13) denklemleri ile daha 6nceden belirtilmisti. Simdi bu egriliklerle sabit
sirt uzaklikli yiizeyinin egrilikleri arasindaki iligkiyi gosteren asagidaki teorem ifade

edilecektir:

Teorem 4.1.13: E3 de
¢(t,0) = (r(t)cosh,r(t)sind, h(t))

parametrik ifadesi ile verilen bir M donel yiizeyi i¢in t yay parametresi olmak iizere x;
ve K, asli egrilikleri ile A, = 0 sarti dahilinde M/sabit sirt uzaklikli yiizeyinin asli

egrilikleri arasindaki iligki
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FKg A = 225007 + (A + A3k, (4.25)
Ky = 3
;c{ _ (1—23k1) (11 — K3)K5 + AgKq K (4.26)
((1_/13’{2)(’{1 - Kz) + /11’(5)\/1 + (/1% + /1%)’{12 - 2/13’(1
bi¢imindedir.

Ispat: Teoremin ispati i¢in (4.12) ve (4.13) denklemleriyle ifade edilen

U OTAOR RSO IHON, v'(b)
K

1 = =

<\/(u’(t))2 + (v’(t))2)3 2 u(t) \/(ur(t))z + (v ©®)

esitliklerinde
u(t) = r(t) + 1,7(t)=A:h(t) ve v(t) = h(t) + A, A(t) + A37(t)

degerleri yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa;

1= 3

<\/(i‘ + MF — k) + (h+ A + /13i~')2>

#h—vh+ Ay (Fh— 7h) = A3 (7 + hh) + A2 (#h = #h) + 25(#2 + h?) + A3 (#h — #h)

3

(\/,-,z + h% 4+ 22(F2 4+ h2) + 22(#2 + h2) + 2(A, (7% + hh) — A3(—Fh + r‘ii)))

bulunur. (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23) ve (4.24) esitlikleri kullanilarak;

f Kl + Alki - 2).3’(12 + (A% + A%)K’13
K1 = 3
(VI+ O+ B2 - 2,13K1)
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elde edilir. Benzer sekilde, ayni esitlikler kullanilarak Kg de,

f h+ A h + A#
K, =

( + Aat = 23R + A = 25) + (i + 2l + 257)°

Ky

Kf B TKy +/11K1m—/131(7'
2 - TK,
(r+ o —chz — A1)y 1 + (A2 + A2k 2 — 225K
o (1 — A31) (kg — K2)Kg + KK
2

- (1 — A3k2) (g — K3) + /11Ké)\/1 + (A + 25)K1% — 223k,

olarak bulunur.

Sonug¢ 4.1.14: E3 de bir M dénel yiizeyinin A, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli
yiizeyi i¢in A, = 0 sartina ilaveten, A; = 0 alinmasiyla donel yiizeyin paralel yiizeyi

elde edilmis olur ve asli egrilikler arasindaki iligski asagidaki gibi olur.

f K1

Ky =———
L1 — 23
f K2

K_‘ =
21— 23k,

Teorem 4.1.15: E3 de bir M dénel yiizeyinin A, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli

yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri, donel ylizeyin egrilikleri cinsinden sirasiyla;

_ ((1 + (A3 + 23Ky — 223K )k + /11K1)((1 — Az3ky) (61 — Kp)Kp + Alkl’cé)

Kf
((1 — A3k (e — k) + Alké)(l + (A7 + 29Ky 2 — 223k1)?

_ (1 (1 + (A3 + 2342 — 24311) + Alki)((l — Az3kp) (K — Kkp) + Al"é)

Hf
(\/(1 + (A + 25Ky % — 2/13K1))3 ((1 — A3k) (ke — ko) + A1K£)

+ 1+ (A% + A%)’ﬁz - 2/13K1)((1 — As3ky) (K1 — Kp)Kp + A1K1Ké)
3
(\/(1 + (Ai + A%)Klz - 2).3’{1)) ((1 - /13}(:2)(’(1 - Kz) + Alké)
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olur.

Sonug¢ 4.1.16: E3 de bir M donel yiizeyinin 1, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikls
yiizeyi i¢in, A, = 0 sartina ilaveten, 4; = 0 alinmasiyla donel yiizeyin paralel yiizeyi
elde edilmis olur ve paralel ylizeyin sirasiyla Gauss ve ortalama egrilikleri, donel

yiizeyin egrilikleri cinsinden asagidaki gibi elde edilir.

K
Kf =xlxf =
1% ST LH + 2K
H - 22K
H =«f +if = >
T ST H+ 2K

4.1.4. Donel yiizeyin 4, = 0 i¢cin @ meridyen egrisinin sabit sirt uzakhikh yiizey

iizerindeki goriintiisii

E3 de, bir a egrisinin Oz ekseni gevresinde dondiiriilmesiyle elde edilen M donel
yiizeyi ve bu yiizeyin A, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyi olan M/ dénel

yiizeyi gbz Oniine alinsin.
M donel yiizeyi tizerindeki ay meridyen egrisinin parametrik ifadesi (3.19) esitliginde
ag(t) = (r(t)cosh,r(t)sind, h(t))

olarak ifade edilmisti. Bu meridyen egrisinin A1, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzakliklt

ylizey lizerindeki goriintiisii de B (t) olsun.
Burada t yay parametresi olarak segilip s denirse ve

T = (fcos@,f’sin@, fl),n = (—hcos@, —hsinB,f’)
olduklar1 hatirlanirsa M/ yiizeyi iizerindeki B egrisi

f(a(s)) =B(s) = a(s) + 4T + A3n
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bigiminde yazilabilir. Bu durumda M/ yiizeyi iizerindeki B egrisinin f(P) noktasindaki

ortonormal {T”, X/, n/} catis1 bulunabilir. Bunun i¢in f nin tiirevi alinirsa
B'(s) = a'(s) + ,,T' + A3n’

olup, (2.11) den T’ ve n’ yerlerine yazilip, Teorem 3.3.2 den k, = 0 ve Teorem 3.3.4

den t,, = 0 oldugu kullanilirsa,
B'(s) =T+ likyn — A3k, T = (1 — A36,)T + Ak

olur. Boylece,

1B/ = (1 = A3kn)? + (Ay1n)?

olmak lizere

B 1

Tf = =
BN (A = Zar)? + Gyrey)?

(1 = A316)T + Ay Kcm)

olarak bulunur. Diger yandan, A, = 0 sart1 dahilinde donel yiizeyin sabit sirt uzaklikli

yiizeyinin denklemi
Y(t,0) = ¢(t,0) + 4T + A3n
olacagindan, M/ yiizeyi igin f (P) noktasindaki baz vektorler

Y = (1 — A3x)T + 4141

Ay — Aa(k; — KoK
Ve = 1 4 2k 3 (K1 2)2X=bX

\/Kzz(’ﬁ —Ky)?% + Kéz

b

seklinde ifade edilirse, b > 0 i¢in,

o = Y X Py _ 1
lpe X Pl \/(1 — A3kq)? + (A1K1)?

((1 = 23x)n — A4yx4T)
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olur. Yine vektorel ¢arpimla;

((1 = A3k )n — A1, T) % ((1 = A3,)T + A1kpm)
\/(1 — A3kq)? + (A1K1)? \/(1 — A3kp)? + (A1kp)?

X =nfxT/ =

olup, Teorem 3.3.3 den k; = k,, oldugu kullanilirsa;
X =X

bulunur.

Bu durumda asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.1.17: M, E3 de bir dénel yiizey ve M/ de bu yiizeyin sabit sirt uzaklikli
ylizeyi olsun. M yiizeyi lizerinde yatan a(s) meridyen egrisinin, 1, = 0 sart1 dahilinde
sabit sirt uzaklikli yilizey tizerindeki goriintiisii S(s) egrisi olduguna gore, (a, M) ve

(B, MV egri-yiizey ikililerinin catilar1 arasindaki iliski

1
f = —
T \/(1 T T ) ((1 = A31,)T + A Kkpn)
X=X
1
n/ ((1 = A3x1)n — 4154, T)

A= 251007 + Aare)?
bi¢imindedir.
Sonu¢ 4.1.18: X/ = X oldugundan Tanim 2.3.9 geregi (a, M) ve (B, M) egri-yiizey

ikilileri igin (a, B) egri ¢ifti bir Bertrand D-¢ifti, (M, M/) yiizey ciftide Bertrand yiizey

cifti olur.

Simdi de, E3 de bir M donel yiizeyi iizerindeki @ meridyen egrisinin, M nin 1, = 0 sarti

dahilinde sabit sirt uzaklikl1 yiizeyi iizerindeki goriintiisii 8 egrisi olmak iizere, (8, M/)
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egri-ylizey ikilisinin sirasiyla, geodezik egriligi k!, normal egriligi K,],: ve geodezik

burulmasi tf bi¢iminde ifade edilen egrilikleri hesaplanacaktir.

Hesaplamay1 yapabilmek i¢in Teorem 2.3.5 de ki formiillerden faydalanilacaktir.

Oyleyse;
B'(s) =T+ likyn — A3k, T = (1 — A3k,)T + A k1
B'(s) =T + Mkan + Axpn’ — A3x,T — Azic, T’
B (s) = (=Aiy® = A3k)T + (i + Ayien, — A3k *In
oldugundan,
K = (7 (), X)
B I
1
f _ 2 '
Ky = A=A T ) (=162 = 36T + (kcy + A1 — A3k, %0, X)
Kg =0

bulunur. Teorem 2.3.5 den,

1

“ =T O

o - ((—/’llicnz — A3x)T + (ke + Ak — A3k,°)n (1 — Az )n — A6, T
" (1 = A3)2 + (A115)? A= A36)% + (Aik1)?

o = (=Aqken? = Azkep)Aricy — (1 — Agkey) (i + Aykn — A3kn?) (4.27)
) =

(1 = A350)? + (M) DV (1 = Agreg)? + (Agey)?

olup, Teorem 3.3.3 den k; = K, esitligi (4.27) de kullanilirsa,

Ky + Ay — 223K, + (A2 + 12 A3k, 5
3
(\/(1 — A3kp)?% + (A1Kn)2)

of =
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olur. Yine Teorem 2.3.5 den,

fo_ L gy
= Tpent
tf =— !
\/(1 - A3Kn)2 + (/11K'n)2
1
( ((1 = A3x)n" — 416, T', X)

\/(1 — A3k1)% + (A1K1)?

1
o f
T T A T £ Gz T AT Auteateun, X) £

tf =0

r

bulunur.

Teorem 4.1.19: M, E3 de bir donel yiizey ve M/ de bu yiizeyin, A, = 0 sart: dahilinde
sabit sirt uzaklikli yiizeyi olsun. M yiizeyi lizerinde yatan a(s) meridyen egrisinin sabit
sirt uzaklikli yiizey iizerindeki goriintiisii 5 (s) egrisi olduguna gére, (5, M) egri-yiizey

f

ikilisinin sirasiyla, Kg , K t: egrilikleri,

Kg =0
o + Ak, — 203K,% + (A2 + A2) A5k,
n - 3
(\/(1 — A3kn)?% + (Alkn)z)
tf =0

bi¢imindedir.

Yukarida ki teoremden su sonuglar ¢ikarilabilir:
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Sonug 4.1.20: E3 de ki bir M donel yiizeyi iizerinde ki @ meridyen egrisinin geodezik
egri olmasi, bu egrinin A, = 0 sart1 dahilinde M/ sabit sirt uzaklikli yiizeyi iizerindeki

resmi olan S egrisinin de geodezik egri olmasi demektir.

Sonuc 4.1.21: E3 de ki bir M donel yiizeyi iizerinde ki a meridyen egrisinin birinci
egriligi normal egrilige esit olmas1 (x; = k,,), bu egrinin A, = 0 sart1 dahilinde M/
sabit sirt uzaklikli yiizeyi tizerindeki resmi olan £ egrisinin de birinci egriliginin normal

egrilige esit olmasini (K{ = K,’:) gerektirir.

Ispat:
Kp + Ay — 223K, + (A2 + 12 A3k, 5
3
(V1 = A36)2 + (M16,)?)

of =

ifadesinde Teorem 3.3.3 den k; = k, oldugu kullanilip, (4.25) esitligi de gozoniine

alinirsa;

f _ Kl + 11’(1 - 213’(12 + (A% + A%)K13

1]; =K 3
(J1 T 2+ D)% — 2,13;c1)

K

oldugu kolaylikla gosterilmis olur.

Sonug 4.1.22: E3 de ki bir M donel yiizeyi iizerinde ki @ meridyen egrisinin geodezik
burulmasi t, = 0 oldugundan egrilik ¢izgisidir. Benzer sekilde, t{ = 0 olmasi, bu
egrinin 1, = 0 sarti dahilinde M/ sabit sirt uzakhikh yiizeyi iizerindeki resmi olan

P egrisinin de egrilik ¢izgisi oldugunu ifade eder.

Sonug¢ 4.1.23: E3 de ki bir M dénel yiizeyi iizerinde ki a meridyen egrisinin 1, = 0
sarti dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizey tiizerindeki goriintiisii olan S egrisinin

asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart a egrisinin asimptotik olmasidir.
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Sonug 4.1.24: E3 de ki bir M donel yiizeyi iizerinde ki @ meridyen egrisinin 1, = 0
sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizey lizerindeki goriintiisii olan £ egrisinin dogru

olmasi i¢in gerek ve yeter sart @ egrisinin dogru olmasidir.

Sonuc 4.1.25: E3 de bir M donel yiizeyi iizerinde yatan a meridyen egrisinin, M nin

A1 = A, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyi, yani paralel yiizeyi iizerindeki

goriintiisii f§ egrisi olduguna gore, (8, M/) egri-yiizey ikilisinin x, «/, ¢/ egrilikleri

f Kn
K, =

"1 - A3k,
rcg =0
t/ =0

bi¢iminde olur.

Bu boéliimde son olarak, M donel yiizeyi iizerindeki a meridyen egrisi ile M nin A, = 0
sartt dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyi tizerinde ki goriintiisii olan f egrisinin egrilik
cemberlerinin merkezleri incelenerek hangi sart altinda kesisebilecekleri bir teoremle

gosterilecektir.

M yilizeyi iizerindeki @ egrisinin P noktasindaki egrilik ¢emberi, egrinin normali ile
yiizey normalinin ¢akismast durumunda, (Tp,np) diizleminde yatan R yaricaph

C = P + Rnp merkezli cemberdir (Hacisalihoglu 1983).

Bu durumda M donel yiizeyi ilizerinde Ki a(s) meridyen egrisinin P noktasinda Ki
egrilik gemberinin merkezi C;, M/ sabit sirt uzaklikl1 yiizeyi iizerindeki resmi olan ()
egrisinin f (P) noktasindaki egrilik cemberinin merkezi de C, ile gosterilirse,

C P+1
1= K"P

1 s
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olacaktir.

Teorem 4.1.26: M donel yiizeyi tizerinde Ki a(s) meridyen egrisinin bir P noktasinda
ki egrilik gemberinin merkezi ile M nin A, = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yilizeyi
tizerindeki resmi olan S(s) egrisinin f(P) noktasindaki egrilik ¢emberinin merkezinin

kesigebilmesi i¢in gerek ve yeter sart

(1 + (A% + 23K % — 223K1)°
(1 + Ak — 22312 + (A + 25)K3)?

1
(—+23)*+ 41 =
Kq
olmasidir.

Ispat: M donel yiizeyinin a meridyen egrisinin ve M nin 1, = 0 icin elde edilen sabit
sirt uzaklikli ylizey tizerindeki goriintiisii olan £ egrisinin birinci egriligi arasindaki

iligki Teorem 4.1.13 {in (4.25) esitliginde

F K+ Ak = 22560% + (A + Ak

K1 3
(\/1 + (A2 + 22K, 2 — 2/13K1)

olarak ifade edilmisti. Buradan,

C; =P+ !
1= KlnP

ve

3
1 f (\/1 + (A% + A%)Klz - 2).3}(1) 7
C,=f(P)+—n =P+ 1T+ A3np + n
2= /(P) i/ TP ! P ey + Ai = 225k02 + (2 + A2y 3 TP

olup, bu iki noktanin kesisebilmesi i¢in,
1 1
Az_np +11T+A3np =(_+A3)np+llT
K1 Kq

olmalidir. Ayrica
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14l =
«]
olup buradan
3
1 2 1 92 (\/1 + (A + A% - 2-/13K1)
—+A3)2+ A =
(K'l DT+ A4 Ky + Ak, — 22302 + (2 + 22K, 3

(1 + (A% + 23K % — 223K1)°
(1 + Ak — 22312 + (A + 25)K3)?

1
(—+2A3)2+ 41 =
K1

bulunur. Bu durum Sekil 4.5 ile gosterilmistir.

Sekil 4.5. a ve f egrilerinin egrilik gemberlerinin merkezlerinin kesisimi
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4.2. Frenet Catil Tiip Yiizeyinin Sabit Sirt Uzakhkh Yiizeyi

Bu boliimde Frenet gatili tiip yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi elde edilerek, elde
edilen yilizeyin hangi sart altinda tiip yiizeyi oldugu gosterilecek ve egrilikleri

incelenerek, tlip yiizeyinin egrilikleri ile karsilastirilacaktir.

4.2.1. Frenet catili tiip yiizeyinin sabit sirt uzakhkh yiizeyinin ifadesi

c(s) birim hizli bir uzay egrisi ve {T,N,B}onun Frenet ¢atisi olmak iizere, tiip
yiizeyinin parametrik ifadesinin

¢(s,0) =c(s) + r(cos@N(s) + sinGB(s))

oldugu daha 6nce (3.33) denklemi ile belirtilmisti. Bu yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyi

icin Oncelikle s e gore kismi tiirev alinirsa
¢s = c'(s) + r(cosON'(s) + sindB'(s))

olup, Teorem 2.1.10 da ki Frenet-Serret formiillerinden N'(s) ve B'(s) yerlerine

yazilirsa
¢s(s,0) = (1 — rkcosB)T — r1sinN + rtcos6B
bulunur. Benzer sekilde 8 ya gore kismi tiirev
¢g(s,0) = —rsinfN + rcos6B

olur. Burada,

llps 1l = \/1 — 2rkcosO + 1r?Kk2cos?0 + 1212 = A
olarak almirsa,

Os 1 —rKcos6 rTsinf r7Ccosf

llpsll A A A

X
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oF)
llall

Y = = —sinON + cos6B

yazilabilir. Burada 1 — rkcosf # 0 olarak ele alindigindan, tiip ylizeyi regiiler bir tiip

yiizeyidir. Buna gore ylizeyin birim normali

¢s X ¢9 .
n=-—————= —cosON — sin6B
llps X Pyl

seklinde bulunur. Bulunan bu degerler,
IlJ(S, 9) = ¢(S, 9) + AIX + Azy + A3n

bicimindeki sabit sirt uzaklikli ylizeyi ifade eden denklemde yerine yazilirsa, tiip
yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi

Y(s,0) =c(s) + % (1 — rkcos6)T
(4.28)

T4

r
+ (rcos@ — sinf — A,sinf — /13c050> N
) T4 )
+ (rsm@ + e cosO + A,cos0 — /13sm0) B

olarak bulunmus olur.

Teorem. 4.2.1: E3 de alman bir tiip yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin de tiip

yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter sart A; = 0 olmasidir.

Ispat: E3 de
¢(s,0) = c(s) +r(cosON(s) + sinfB(s))

parametrizasyonu ile verilen tiip yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi (4.28) denklemi ile

ifade edilmisti. Eger bu yiizey tiip yiizeyi ise T nin katsayisi olan

A
Xl (1 —rkcosf) =0
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olmalidir. ¢ (s, 0) tiip yiizeyi regiiler bir tiip ylizeyi olarak kabul edildiginden
1 —r1KcosO # 0
olup, A; = 0 olur. O halde A, = 0 degeri (4.28) esitliginde yerine yazilirsa,

Y(s,0) =c(s) + ((r — A3)cosB — A,5inB)N + ((r — A3)sinb + A,cos0)B (4.29)

esitligi elde edilir. Burada (4.29) ifadesi / (r — 13)% + A2 ile carpilir ve boliiniirse,

Y(s,0) = c(s)

( r— A3 0 Ay , 9) N
coSst — Sin
V@ —23)2 + 22 V= 2A3)2 + A2

+ < r — A3 . 0
sin
V@ —23)% + A2 (4.30)

Az
+ c
JO =12 + 22

050) B \/(r —23)%2+ 72

bulunmus olur. (4.30) ifadesinde

T4 = cosf
Jo—27+2 (4.31)
ve
e = sinf
Jo—1)2+ A2 (4.32)

olarak ele alinir ve (4.30) da yerlerine yazilirsa

Y(s,0) = c(s)

+((cosBcosp — sindsinB)N + (sinfcosp + cosGsinﬁ)B)\/(r —23)2+ 25  (4.33)

elde edilir. (4.33) esitliginde
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cosOcosf — sinfsinf = cos(6 + f) = cosy (4.34)
sinfcosf + cosOsinf = sin(0 + B) = siny (4.35)

olduklar1 bilindigine gore ve

4.36
\/(r—A3)2+/’1%=R=sbt (4.30)

olarak kabul edilirse, bu durumda (4.34), (4.35) ve (4.36) esitlikleri (4.33) esitliginde
yerine yazildig: takdirde

¥(s,y) = c(s) + R(cosyN(s) + sinyB(s)) (4.37)
bigimindeki yeni tiip yiizeyi elde edilir.

Aksine, 1; = 0 alinirsa, yine (4.28) denkleminde yerine yazilarak (4.29) esitligi elde
edilir. Buradan yine ayni islemler yapilarak (4.37) esitligine ulasilir.

Yani, A; = 0 degeri i¢in Frenet ¢atili tiip ylizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi de bir tiip
yiizeyidir.

Ornek 4.2.2:

S s 7 )
,sin , S
5v2°  5V2 5V2

c(s) = (cos

birim hizl bir egridir. Bu egriyi merkez egrisi kabul eden r = 1 yarigapl tiip yiizeyinin

parametrik ifadesi

7 s s
sin@, (1 — cosf)sin ——

S .
¢(s,0) = ((1 — cosO)cos 5\/§+ Sﬁsm 53 52

7 . p S 7 +sin9
— ——=sinfcos , s
5v2 5vV2'5v2  5V2

bi¢gimindedir. 4; = 0 sart1 dahilinde bu tiip yilizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin

parametrik ifadesi ise;
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S
s,0) = (cos —— (1 — cosO + A,sinf + A;cos6
Y(s, 0) 5\/5( 2 3€056)

7 S S
+ ——sin——= (sinf + A,c0s6 — A3sinf),sin—— (1 — cosBO
5vVZ 5vZ 2 3 5v2
2,506 + A5c058) — — S (5inf + 2,056 — Aysing),—
sin c0s0) — ——cos — (sin cos0 — A;sinf),——s
g ° 5v2  5v2 2 ; 52
1
+ —— (sinf + A,cos0 — A;sinf )
5\/2 ( 2 3 )

seklinde hesaplanir. Bu tlip yiizeyinin ve A, = 2,13 = 3 igin sabit sirt uzaklikli
yiizeyinin grafigi asagidaki gibi olur.

Sekil 4.6. Tiip yiizeyi ve onun A, = 2, 4; = 3 i¢in sabit sirt uzaklikl yiizeyi

Bundan boyle Frenet catili tiip yiizeyinin A, = 0 sart1 dahilindeki sabit sirt uzaklikli

yiizeyi ele alinacaktir.

4.2.2. Tiip yiizeyinin 4; = 0 sart1 dahilindeki sabit sirt uzakhkh yiizeyinin I., 11.

esas formlarinin katsayilar ve egrilikleri

Frenet catili tlip ylizeyinin A; = 0 sart1 dahilindeki sabit sirt uzaklikli yiizeyinin I. ve II.
esas form katsayilarin1 hesaplamak i¢in oncelikle (4.37) esitligi kullanilarak y ve s e

gore kismi tiirevler alinirsa,

¥, (s,¥) = —RsinyN + RcosyB



76

Ys(s,y) = c'(s) + R(cosyN'(s) + sinyB'(s))

olur. Teorem 2.1.10 da ki Frenet-Serret formiillerinden N'(s) ve B'(s) yerlerine

yazilirsa
Ys(s,¥) = (1 — Rkcosy)T — RtsinyN + RtcosyB
Ys(s,v) = (1 — Recosy)T + 1, (s,v)
bulunur. Buradan, Tanim 2.2.7 den I. esas form katsayilari
E = (g, ) = (1 — Rkcosy)? + R?7?
F = (s ) =R*
G = by, ) = R

olarak bulunur. Yiizeyin birim normali ise

= M = —cosyN —sinyB
(I

olarak hesaplanir. Buradan Il. esas form katsayilar1 i¢in

Yss = (—RK'cosy + Rktsiny)T + (k — R(k? + t2)cosy — Rt'siny)N
+ (—Rt?siny + Rt'cosy)B

Y5y, = RsinyT + 1, = P
Yyy = —R(cosyN + sinyB)
esitlikleri kullanilarak yine Tanim 2.2.7’den
e = (Pg,n') = —Kkcosy(1 — Rk cosy) + Rt?
f=s,n') =Rt

g = (lpyyrnf) =R

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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olarak hesaplanir. Buna gore, tiip yiizeyinin A; = 0 sart1 dahilindeki sabit sirt uzaklikli

yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla, Teorem 2.2.11 den

_eg—f* Kcosy

Kf = = —
EG — F? R(1 — Rkcosy)

(4.45)

eG—-2fF+gE 1 1
H = =—(=+RK' 4.46
2(EG — F?) Z(R +RET) (4.46)

biciminde bulunur. Asli egrilikler ise,

o = — Kkcosy (4.47)
1 (1 — Rkcosy)

1 4.48

) = . (4.48)

olur.

Simdi Frenet catili tiip yiizeyi ile A; = 0 i¢in sabit sirt uzaklikli yiizeyinin egrilikleri

arasindaki iliskiler incelenecektir.

4.2.3. Tiip yiizeyi ve 4; = 0 icin sabit sirt uzakhkh yiizeyinin egrilikleri arasindaki
iliski
Parametrik ifadesi

¢(s,0) = c(s) +r(cosON(s) + sinfB(s))

olan tiip yiizeyinin egrilikleri (3.34), (3.35), (3.36) ve (3.37) ile verilmisti. Bu

esitliklerden
Kr (4.49)
cosf = —K(KTZ m_—y
) JK2r2(k2r2 — 1) — k2(2kr2 — 1) (4.50)
sinf =

k(Kr?—1)
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olarak bulunur. Tiip yiizeyinin A; = 0 dahilindeki sabit sirt uzaklikli yiizeyi igin, (4.31),
(4.32), (4.34), (4.36), (4.49) ve (4.50) esitlikeri ile (4.45) esitligi birlikte
degerlendirildiginde, Gauss egriligi

o (r=2  Kr L K*ri(*ri—1) —k?Qxr? —1)
o “\"R x@®?-1 R K(KrZ — 1)
pl1—pi(T=2s_ Kr MKt — 1) — k2Qxr2 — 1)
R k(Kr?-1) R k(Kr?—1)

olur. (3.37)den r = Ki oldugu kullanilirsa
2

—Kicy(1 — A3k3) + A3 [k2 (kg — k)2 — K2

K =
(1= 23r2)% + l%fc%)(/ng — Ky + A/ K2 (k1 — K2)? — Kz) (4.51)

bulunur. Benzer sekilde, (4.46) esitliginden

1,1
Hf=—(— RKf)
AVl

olup, R =/ (r—23)2 + A2, r = Ki ve K/ degerleri yerlerine yazilirsa ortalama egrilik,
2

1 —K — K% + 2K2(A3K + AZ\/KZ(Kl - Kz)z - KZ)

Hf =

_1 (4.52)
2\ V(T = 25107 + 2313 (—z + A3K + 20[k% (s — )% — K2

bi¢iminde hesaplanir. Buradan asli egrilikler de; (4.31), (4.32), (4.34), (4.36), (4.49) ve
(4.50) esitlikleri ile (4.47) esitligi birlikte degerlendirildiginde

F —K(1 — A3k,) + Azkz\/lcz(lcl —Ky)? —K?
K =
LA TR lg’f%(lsK — kg + Ay K2 (e — 162)? — Kz) (4.53)

olur ve (4.36), (4.48) esitliklerinden de

1 Ko
R (1= 2316)7 + 2212 (4.54)

of =
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olarak elde edilir.

Teorem. 4.2.3: E3 de Frenet ¢atili bir tiip yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri ile
A1 = 0 i¢in sabit sirt uzaklikli yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri arasindaki iligki

K1 Ve K, tiip yiizeyinin asli egrilikleri olmak iizere,

_KK2(1 - /13’{2) + /12’(%\/’{2(’(1 - Kz)z - K2

K =
((1—23K3)% + A%K%)()@K — Ky + A/ K2 (kg — k)% — Kz)
Hf 1 —K — K% + 2K2(A3K + ){2\/’{2(’{1 - Kz)z — KZ)
2\ /(@ = 231)% + A%K%(—Kz + A3K + Ao/ K2 (ky — 16p)2 — Kz)
bi¢imindedir.

Sonu¢ 4.2.4: E3 de Frenet gatili bir tiip yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri ile
A4 = A, = 0 sart1 dahilinde ki sabit sirt uzaklikli yiizeyinin yani, paralel yiizeyinin

Gauss ve ortalama egrilikleri arasinda

K = K
11— 2A3H + 22K (4.55)
pr— H 24K (4.56)
1—2A3H + 3K

olacak sekilde bir iligki vardir.

Ispat: (4.51) ve (4.52) esitliklerinde A, = 0 alinarak, kolay bir sekilde (4.55) ve (4.56)
esitlikleri elde edilir.

Sonug 4.2.5: E3 de Frenet catili bir tiip yiizeyinin asli egrilikleri ile A; = A, = 0 sart1

dahilinde ki sabit sirt uzaklikli yiizeyinin yani, paralel ylizeyinin asli egrilikleri arasinda
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S =" (4.57)
L1 — 23
f__ ke 458
2771 — A3k, (4.58)

olacak sekilde bir iliski vardir.

Ispat: (4.53) ve (4.54) esitliklerinde A, = 0 alinarak, kolayca (4.57) ve (4.58) esitlikleri

elde edilir.

Teorem 4.2.6: E3 de ¢(s,0) = c(s) + r(cosON(s) + sinfB(s)) bicimindeki Frenet
catili bir regiiler tiip yiizeyinin A; = 0 sartt dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyinin
parametre egrilerinin ayni zamanda egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart c(s)

merkez egrisinin diizlemsel olmasidir.

Ispat: ¢(s,0) = c(s) + r(cosON(s) + sinfB(s)) parametrizasyonu ile verilen tiip
yiizeyinin A; = 0 sart1 dahilinde Ki sabit sirt uzaklikli yiizeyi (4.37) esitligi ile ifade
edilmisti. Eger parametre egrileri egrilik ¢izgisi ise, Teorem 2.2.18 den biliniyor ki
parametre egrilerinin ayn1 zamanda egrilik ¢izgisi olmasi durumunda I. esas form

katsayilarindan F ve II. esas form katsayilarindan f i¢in F = f = 0 olmalidur.

O halde (4.38) ve (4.43) esitliklerinden F = R?t = 0 olur ve f = Rt = 0 olacaktir. Bu

durumda R = /(r — A3)% + A3 oldugundan r # 0 olur ve 1,, A5 sifirdan farkli sabitler
olduguna gore R # 0 olup, T = 0 olacaktir. Bu da c(s) merkez egrisinin diizlemsel

olmast demektir.

Tersine, c(s) egrisi diizlemsel ise T = 0 olacaktir. Boylece, F = f = 0 olur. Bu da yine

Teorem 2.2.18 den parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi demektir.

Teorem 4.2.7: ¢(s,0) Frenet ¢atili regiiler bir tiip yiizeyi, c(s) bu yilizeyin merkez
egrisi ve bu tiip yiizeyinin A; = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yizeyi Y (s,y)
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olsun. Y (s, y) nin s-parametre egrilerinin asimptotik egri olmas i¢in gerek ve yeter sart

c(s) merkez egrisinin egriliklerinin

T2 <(r — A3)cos6 — A,sinf
K

r— 122 + 12 ) (1 —k((r — A3)cos8 — Azsine))

esitligini saglamasidir.

Ispat: Teorem 2.2.16 dan biliyoruz ki parametre egrileri ayn1 zamanda asimptotik egri
ise II. esas form katsayilarindan e = g = 0 olmalidir. Buna gore, s-parametre egrisi ise

e = 0 olmalidir. O halde (4.42) esitliginde
e = —kcosy(1 — Rkcosy) + Rt2 =0

olur. Buradan cosy i¢in (4.31), (4.32), (4.34) esitlikleri kullanilir ve R nin (4.36) daki

degeri yerine yazilip diizenlenirse,

T2 <(r — A3)cos6 — A,sinf

K (r—23)% + A2 ) (1 — k((r — A3)cos6 — Azsine))

K
esitligi elde edilir.
Sonug 4.2.8: ¢ (s, 8) Frenet catili regiiler bir tiip ylizeyi, c(s) bu yiizeyin merkez egrisi

ve bu tiip yiizeyinin paralel yiizeyi ¥ (s,y) olsun. ¥ (s,y) nin s-parametre egrilerinin

asimptotik egri olmast i¢in gerek ve yeter sart c(s) merkez egrisinin egriliklerinin

t?  (cos8(1 — k(r — A3)cosh)
K r—A5

esitligini saglamasidir.
Onerme 4.2.9: ¢(s,0) Frenet catili regiiler bir tiip yiizeyi, c(s) bu yiizeyin merkez

egrisi ve bu tiip yiizeyinin A; = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyi Y (s,y)

olsun. ¥ (s, y) nin y-parametre egrileri asimptotik egri degildir.
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Ispat: Teorem 2.2.16 dan biliyoruz ki parametre egrileri ayn1 zamanda asimptotik egri
ise II. esas form katsayilarindan e = g = 0 olmalidir. Buna gore, y-parametre

egrilerinin asimptotik olmasi i¢in g = 0 olmalidir. Fakat (4.44) esitliginden
9=, )=R%0

oldugu goriiliir. Boylece y-parametre egrileri asimptotik egri olamaz.

Teorem. 4.2.10: ¢ (s, 8) Frenet catili regiiler bir tiip yiizeyi, c(s) bu yiizeyin merkez
egrisi ve bu tiip ylizeyinin A4; = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyi ¥ (s,y)
olsun. ¥ (s,y) nin s-parametre egrilerinin geodezik egri olmalari igin gerek ve yeter sart

c(s) merkez egrisinin egriliklerinin

—2 2 2
\/(r —23)%2+ 23 < i cosf — 2 sin@) K2
VT —23)% + A2 Vo —23)% + A2

< r—2A; Ay , )
-2 cos — sinf |k
Vo —23)2 + A2 VT = 23)% + A2

+\/(r—/13)2+/1§rz =c

denklemini saglamasidir (¢ € R).

Ispat: M yiizeyi iizerinde ki bir a egrisinin geodezik olmasi icin '’ vektérii ile yiizey
normalinin lineer bagimli olmasi gerekir. Buna gore, bu vektorlerin lineer bagiml

olmasi demek, n yiizey normalini géstermek tizere, n X @'’ = 0 olmas1 demektir.
O halde (4.39) ve (4.40) ifadelerinden

nf X Pgs = (ksiny — Rk?sinycosy — Rt')T + (Rk'sinycosy — Rkt sin? y)N
+ (—Rk' cos? y + Rktsinycosy)B

vektorel ¢arpimi elde edilir. Buradan s-parametre egrilerinin geodezik egri olmalari i¢in

ksiny — Rix?sinycosy — Rt' = 0

Rx'sinycosy — Rktsin?y =0
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—Rk' cos?y + Rktsinycosy =0

esitliklerinin saglanmasi gerekir. Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden
k'cosy — Rkx' cos?y —Rtt' =0

esitligi elde edilir. Her iki tarafin integrali alinirsa,
Rk? cos?y — 2kcosy + Rt2 = ¢

bulunur. Son olarak, R ve cosy degerlerini yerlerine yazarsak,

-2 2 2
\/(r —23)%2+ 23 < i cosf — 2 sin@) K2
VT —23)% + A2 Vo —23)% + A2

< r—2A; A, , )
-2 cos — sinf |k
Vo —23)2 + A2 VT —23)% + A2

+\/(r—/13)2+/1§rz =c

olur.

Sonuc¢ 4.2.11: ¢(s,6) Frenet gatili regiiler bir tlip yiizeyi, c(s) bu ylizeyin merkez
egrisi ve bu tiip yiizeyinin paralel yiizeyi ¥(s,y) olsun. y(s,y) nin s-parametre
egrilerinin geodezik egri olmalari igin gerek ve yeter sart c(s) merkez egrisinin

egriliklerinin
(r —23) cos? O k? — 2cosOk + (r — A3)12 = ¢
denlemini saglamasidir.
Onerme 4.2.12: ¢ (s, 0) Frenet catili regiiler bir tiip yiizeyi, c(s) bu yiizeyin merkez

egrisi ve bu tiip yiizeyinin A; = 0 sart1 dahilinde sabit sirt uzaklikli yiizeyi Y (s,y)

olsun. Y (s, y) nin y-parametre egrileri geodeziktir.
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Ispat: M yiizeyi iizerinde ki bir a egrisinin geodezik olmasi i¢in a’ vektorii ile yiizey
normalinin lineer bagimli olmasi gerekir. Buna gore, bu vektorlerin lineer bagiml
olmasit demek, n yiizey normalini géstermek {iizere, n X a’’ = 0 olmasi demektir. O

halde (4.39) ve (4.41) degerlerinin vektorel carpimi
nf x,, =0

oldugundan y-parametre egrileri birer geodeziktir.

4.3. Regle Yiizeyin Sabit Sirt Uzakhikh Yiizeyi

Bu béliimde regle yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyi elde edilerek, elde edilen bu
yiizeyin hangi durumda regle yiizey oldugu gosterilecektir. Sonra silindir yiizeyi igin
aynt durum ele alinarak egrilikleri hesaplanacak ve daha sonra silindir yiizeyinin

egrilikleri ile sabit sirt uzaklikli yiizeyinin egrilikleri arasinda bagintilar kurulacaktir.

4.3.1. Regle yiizeyin sabit sirt uzakhikh yiizeyinin ifadesi

Tamm. 4.3.1: E3 de bir regle yiizey;

¢(a,X):1 XE - E3
(u,v) » ¢p(a, X)(u,v) = a(u) + vX(u)

doniigiimii ile tammlamr. Burada a:I — E3,X:1 - E3\{0} diferensiyellenebilir
dontigiimler ve I bir agik araliktir. a ya dayanak egrisi ve X e dogrultman egri denir.

v = a(u) + vX(u) dogrularina ana dogrular denir.

Eger ¢(u,v) = a(u) + vX(u) bigimindeki bir regle yiizey i¢in X(u) sabit ise regle
ylizey genel silindir yiizeyi olarak isimlendirilir. Genel bir silindir a’(u) x X(u) # 0

olmak tizere regiiler bir yiizeydir.
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¢(u,v) = a(u) + vX(u) bigiminde tamimh regle yiizeyin {¢,, ¢, np} bazmma gore,
sabit sirt uzaklikli ylizeyinin denklemi

lp(u! v) = ¢(u, U) + Al(pu(ul 7.7) + )'Zd)v (u’ U) + /13nP (u, U)

X
Y(u,v) =a(w) +vX(w) + A (a' () + vX'(w)) + 1,X(w) + A5 M (4.59)
ll$u % ¢l
seklindedir. Burada np vektorii regle yiizeyin herhangi bir P noktasindaki yiizey
normalidir ve
o Guxdy,  [a' W), XW)]+v[X'(w),X(w)]
P

gy X doll N’ (W), X )] + v[X' (), X )]
bigiminde hesaplanir.

Eger a dayanak egrisi yay parametresi ile alinirsa ve yiizeyin birim normali n olmak
tizere, T = a'(u) i¢in (T, X) = 0 olacak sekilde bir X vektorii segilirse, {T, X, n} sistemi

a boyunca bir ortonormal sistem olusturur.

Lemma 4.3.2: M regle ylizeyinin dayanak egrisi, her bir noktasinda bu noktadan gecen

ana dogruya dik olacak bi¢gimde birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

a=(T"X)
b=(T",n)
c=(X",n)
olmak iizere,
T'=aX + bn (4.60)
X' =—aT +cn (4.61)

n' = —bT — cX (4.62)
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dir (Hacisalihoglu 1983).

Bu durumda Lemma 4.3.2°deki (4.60), (4.61) ve (4.62) degerleri (4.59) da yerlerine
yazilirsa regle yiizeyin sabit sirt uzaklikl yiizeyi

Aszcv
Y(u,v) =aluw) + <Al —avl, — > )T + v+ 1,)X
\/(1 —av)? + c2v? (4.63)
( A3(1 —av) > '
+ | cvAy + n
V(1 — av)? + c2v?
seklinde bulunur.
. . N . s bs .. .
Ornek 4.3.3: y(s) = (acos (ﬁ) ,asin ( W) , m) birim hizli dairesel
« e o es e _ S _ _ S e S
helisini gozoniine alalim. u = T Ve X(s) = ( COS ==, —SIN ==, 0) olmak
uzere
@(s,t) =y(s) + tX(s)
¢(u, t) = (acosu, asinu, bu) + t(—cosu, —sinu, 0)
= ((a — t)cosu, (a — t)sinu, bu)
¢(u, v) = (vcosu, vsinu, bu)
helikoidi elde edilir. Bu helikoidin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin denklemi
AV + A3b
(u,v) =| (v+ A,)cosu — (—) sinu, (v + A,)sinu
v 2 N 2
/1117 + A3b Alb - 1317 (464)
+ (—) cosu,———+ bu
orr )

bi¢imindedir.

Helikoidin sabit sirt uzaklikli yiizeyi i¢in elde ettigimiz (4.64) denkleminde b =5 ve

Ay = 3,1, = 2,13 = 1 alinirsa, grafigi asagidaki gibi olur.
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Sekil 4.7. Helikoid ve A, = 3,1, = 2,13 = 1 degerleri i¢in sabit sirt uzaklikli yiizeyi

Eger, b=5 ve 1; =13 =0, A, =2 degerleri (4.64) denkleminde yazilirsa grafik
asagidaki gibi olur.

Sekil 4.8. Helikoid ve 4, = 2 degeri i¢in sabit sirt uzaklikli yiizeyi

Buradan goriilebilirki helikoidin sabit sirt uzaklikli yilizeyi helikoid olmadigi halde
A, = 2 degeri i¢in sabit sirt uzaklikli yiizeyi ayni helikoidi verir. Bu 6rnekten asagidaki

sonug ¢ikarilabilir:

Sonug¢ 4.3.4: Regle yiizeyin 1; = A3 = 0 sart1 dahilindeki sabit sirt uzaklikli yiizeyide
ayni regle yiizeyi ifade eder.

Ispat: ¢(u,v) = a(u) + vX(u) parametrizasyonuyla verilen regle yiizeyin sabit sirt

uzaklikli yiizeyi i¢in elde edilen (4.63) esitliginde A, = A3 = 0 alindig1 takdirde,

Y(u,v) =aluw) + (v+1,)X
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elde edilir. Burada A, sabit oldugundan, bu ifade ayni1 regle yiizeyi ifade eder.

Sonug¢ 4.3.5: Regle ylizeyin dagilma parametresi ile A; = 13 = 0 sart1 dahilindeki sabit

sirt uzaklikli yiizeyinin dagilma parametresi aynidir.
Ispat: Tanim 3.5.4 de (3.38) esitliginden X(s,v) = a(s) + vd(s) icin (s,a nin yay
parametresi) dagilma parametresinin

_ det(T,d,d")
¢ lld’||>

olarak hesaplandigi biliniyor. Buna gore hem regle yilizeyin hem de 4; = 1; = 0 sart1
dahilindeki sabit sirt uzaklikli ylizeyinin X dogrultmanlar1 ayn1 oldugundan, dagilma

parametreleri aynidir.

Teorem 4.3.6: Dayanak egrisi parametre egrisi olarak secilen regle yiizeyin sabit sirt
uzaklikl1 ylizeyinin de regle yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart regle yiizeyin silindir

yiizeyi olmasidir.
Ispat: Dayanak egrisi a(u) ve dogrultu vektorii de X(u) olan bir M regle yiizeyinin
denklemi,

¢, v) = a(w) + vX(w)

seklinde olsun. Bu yiizeyin dayanak egrisi birinci parametre egrisi olarak segildigi
takdirde

¢u = a,(u) =T
olur. Burada

¢, =a'(w)+vX'(u) =1 —av)T + cvn



89

olarak hesaplanir. ¢, = a’(u) = T oldugu g6z 6niine aliirsa, 1 —av =1 ve cv =0
esitlikleri elde edilir. Burada v, regle yiizeyin ikinci parametre egrisinin yay parametresi
oldugundan, a = 0 ve ¢ = 0 degerleri elde edilir. Bu degerler daha 6nce elde edilen
regle ylizeyin sabit sirt uzaklikli yilizeyinin parametrik denklemi olan (4.63)

denkleminde yazilirsa
Y(u,v) =a(u) + 4T+ 1,X + Asn+vX (4.65)
esitligi elde edilir. Burada
Bw) = a(u) + ;T + 1,X + A3n

olarak alinabilir. Bu durumda S egrisi, @ egrisinin sabit sirt uzaklikli yiizey tizerindeki

goriintlisli oldugundan

Y(u,v) = W) + vX(w) (4.66)

yazilabilir. Elde edilen (4.66) esitligi M regle yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi olan
M/ yiizeyinin ifadesidir. Bu yiizey bir regle yiizey ifadesidir. Burada a = 0 ve ¢ = 0
oldugundan, Lemma 4.3.2 de ki (4.61) e gore X'(u) = 0 olup, X sabittir. O halde, X
sabit olduguna gore (4.66) ifadesi ayn1 zamanda bir silindirik yiizey denklemini ifade

eder. Yani M bir silindir yiizeyi olur.

Tersine, M bir silindir yiizeyi olsun. Bu durumda M/ in regle yiizey olacag: asikardur.

Dolayisiyla bu da ispat1 tamamlar.

Sonug 4.3.7: Silindirik bir yiizeyin sabit sirt uzaklikl ylizeyi de silindirik bir yiizeydir.

Simdi silindir ylizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi iizerinde durulacaktir.

4.3.2. Silindir yiizeyinin sabit sirt uzakhkh yiizeyi

Dayanak egrisi a(u) ve dogrultu vektorii de X (u) olan regle yiizeyin denklemi,
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o(u,v) = alu) + vX(u)

biciminde ifade edilmisti. Silindir yiizeyi ayn1 zamanda bir regle yiizey oldugundan
regle ylizey denkleminde X dogrultu vektorii sabit alinarak bir silindir yiizeyi elde
edilebilir. Silindir yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyini bulmak i¢in regle yiizeyin sabit
sirt uzaklikli yiizeyi elde edilirken yapilan benzer islemlerle yine (4.63) denklemi elde

edilir.

Fakat burada, X dogrultmani sabit oldugundan, Lemma 4.3.2 de ki (4.61) e gore,
X' =—aT + cn = 0 olup T ve n lineer bagimsiz olduklarindan a = ¢ = 0 bulunur. Bu
degerler (4.63) de yerine yazilirsa (4.65) ve daha sonra (4.66) esitligi bulunur. Buradan
hareketle Sonug 4.3.7 de belirtildigi gibi silindir yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi de

yine bir silindir yiizeyi olarak bulunmus olur.

Ayrica Lemma 4.3.2 deki (4.60), (4.61) ve (4.62) esitlikleri de

T' =bn (4.67)
X' =0 (4.68)
n' = —bT (4.69)

olarak yeniden elde edilir.

Ornek 4.3.8: E3 de
¢, v) = (wu?v)
denklemi ile verilen silindirin sabit sirt uzaklikli yiizeyi

2u m 2u A3
4u?

1
+A.3 Al - )
V1 + 4u? V1+ V1+4u?2 1+ 4u?

Y(u,v) = (u + A4 v+ Az>

bi¢iminde hesaplanir. Bu durumda silindir yiizeyinin ve A, = 1,4, =2 ve 13 =3

degerleri i¢in sabit sirt uzaklikli yiizeyinin sekilleri asagidaki gibidir:
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Sekil 4.9. Silindir ylizeyi ve onun sabit sirt uzaklikli yiizeyi

Simdi de silindir ylizeyinin sabit sirt uzaklikli ylizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri

ile silindir yiizeyinin Gauss ve ortalama egriliklerini karsilagtiralim.
Dayanak egrisi a(u) ve sabit dogrultu vektori de X(u) olan silindir yiizeyinin
denklemi,
¢(u,v) = alu) +vX
ve sabit sirt uzaklikli yiizeyinin denklemi de,
Y, v) =a(w) + 4T+ 1,X + Azn+ vX

olsun. Buna gore u ve v ye gore kismi tirevler alinir ve (4.67), (4.68) ve (4.69)

esitlikleri tiirev degerlerinde yerlerine yazilirsa

Yy = X
olur. Béylece,
E = (y, ) = (1 = A3b)* + A7b? (4.70)
F = (hyhy) =0 (4.71)

G =y ihy) =1 (4.72)
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ve
Yuu = (_Albz — A3b")T + (b — ).3[92 + A:b")n
Yy =Py =0

Yy, =0

- YuxWy _ —hbT+ (1= Asb)n
gy X Pl JA = 23b)% + 22b? (4.73)

olmak lizere

A1b(A41b% + A3b") + b(1 — A3b)? + A4,b'(1 — A3b)  (4.74)

€ = () = JA = 23b)% + 22b2
f=u,n)=0 (4.75)
g=Wmn)=0 (4.76)

esitlikleri elde edilir.

Bilindigi gibi silindir yiizeyinin Gauss egriligi
K=0 4.77)

dir. Daha once belirtildigi gibi silindir yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi de silindir
yiizeyi oldugundan onunda Gauss egriliginin (4.70), (4.71), (4.72), (4.74), (4.75) ve
(4.76) esitliklerinden

. eg—f* (4.78)

Kf=— - =
EG — F? 0

oldugu goriiliir. Silindir yiizeyinin ortalama egriligi ise

_eG—-2fF+gE (4.79)
- 2(EG-F?)
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dir. Sabit sirt uzaklikli yiizeyinin ortalama egriligi ise yine (4.70), (4.71), (4.72), (4.74),
(4.75) ve (4.76) esitliklerinden

ur = eG —2fF + gE b+ Ab'— 2A3b% + (A5 + A5)b®
2(EG — %) (JA=70)2 + Aib)2)

(4.80)

olarak hesaplanr.

Bu durumda asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.3.9: Silindir yiizeyi ile silindir yiizeyinin sabit sirt uzaklikli ylizeyinin Gauss

ve ortalama egrilikleri arasindaki baginti
Kf=K=0 (4.81)

2 2 2 3

3
((1 — 23H)2 + A2H?)2

biciminde olur.

Ispat: Silindir yiizeyi ve onun sabit sirt uzaklikli yiizeyinin Gauss ve ortalama
egrilikleri (4.77), (4.78), (4.79) ve (4.80) esitlikleri ile gosterilmisti. Bu esitlikler
yardimiyla kolaylikla (4.81) ve (4.82) esitlikleri elde edilebilir.

Sonug 4.3.10: Silindir yiizeyi i¢in k; = b = H olup, sabit sirt uzaklikl yiizeyi i¢inde bu

durum korunup, «/ = H7 dir,

4.3.3. Silindir yiizeyinin a dayanak egrisinin sabit sirt uzakhkh yiizey iizerindeki

goriintiisii

Yay parametresi ile verilmis olan dayanak egrisi a(u) ve sabit dogrultu vektorii de

X (u) olan silindir yiizeyinin denklemi,

o(u,v) = alu) +vX
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ve sabit sirt uzaklikli yiizeyinin denklemi de,
Y(u,v) =a) + 44T + 4,X + Azn +vX
olarak verilsin. Bu durumda
Bw) =a(uw) + 4T + 1,X + A3n (4.83)
egrisi a egrisinin sabit sirt uzaklikli yiizey lizerindeki goriintiisii olarak ele alinabilir.

Boylece sabit sirt uzaklikli ylizey lizerindeki [ egrisinin herhangi bir noktasindaki

ortonormal {T7, X/, n/} catis1 olusturulabilir. Bunun icin
B'(w) = a'(w) + ,T" + 1,X" + A3n’
tiirevinde (4.67), (4.68) ve (4.69) esitlikleri kullanilirsa
B'(w) =T+ A1bn — A3bT = (1 — A3b)T + A,bn

esitligi elde edilir. Ayrica,

1B' @Il = /(1 — A3b)% + (A,b)?
olur. O halde,

_ B _ 1
BN /(1= 23b)2 + (A,b)?

T/ ((1 — A3b)T + A,bn)

olarak bulunur. Diger taraftan, silindir yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin denklemi
Y(u,v) = au) + ;T + 1,X + Azn + vX

oldugundan, bu yiizey tizerindeki baz vektorler yine (4.67), (4.68) ve (4.69) yardimiyla
Yy, =T+ Abn+ A3(=bT) = (1 — A3b)T + A,bn

Yy =X
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seklinde ifade edilebilir. Yiizeyin birim normali ise

L Yu Xy _ —hbT +(1—23b)n
lbu X ol /(1 = 23b)2 + 22D2

olur. Yine vektorel ¢arpimla;

—AabT + (1= Ab)n (1= 25b)T + 3bn)

X =n/ xT/ =
JA = 2A3b)2 + 22b2 /(1 — A3b)% + (A,b)?

X=X

bulunur.

Teorem 4.3.11: M, E3 de bir silindir yiizey ve M/ de bu yiizeyin sabit sirt uzaklikli
ylizeyi olsun. M yiizeyi iizerinde yatan a(u) dayanak egrisinin, sabit sirt uzaklikli yiizey
lizerindeki goriintiisi B(u) egrisi olduguna gore, (a,M) ve (B, M) egri-yiizey

ikililerinin gatilar1 arasindaki iliski,

(1 — A3b)T + A, bn

T/ =

V(1 = 23b)% + (4,b)?
X=X
- —2:bT + (1 — A3b)n

~ JA = 3b)2 + 222
bi¢imindedir.
Simdi, E3 de silindir yiizeyinin a dayanak egrisinin sabit sirt uzaklikli yiizey iizerindeki

goriintiisii f egrisi olmak iizere, (8, M/) egri-yiizey ikilisinin sirasiyla, geodezik

egriligi K; , normal egriligi K,]: ve geodezik burulmasi t{ egrilikleri hesaplanacaktir:

Hesaplamay1 yapabilmek i¢in Teorem 2.3.5 de ki,
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1

Kn = =@ n)
1 144

Kg = ;(a ,X)
1

ty=—— (')

formiilleri kullanilacaktir. Oyleyse (4.83) ile ifade edilen S egrisinin tiirevi alinir ve
(4.67), (4.68) ve (4.69) esitlikleri de kullanilirsa

bulunur. Ayni sekilde ikinci tiirev alinarak
B”(u) = T’ + Albln + Albn, - }{3bIT - /‘13le

ﬁ”(u) = (_Albz - ){3bl)T + (b + Alb’_ /‘{3b2)n

esitligi elde edilir. Boylece

f — 1 " f
KA T R
k! = !

9 (1—-23b)* + (A,1b)?
(=A% — A3b)T + (b + A.b' — A5b®)n, X)

olarak bulunur. Normal egrilik ise

1
S = ————(B" (W), 1)

K
18" WII?
K-f _ ((_Albz - A3b’)T + (b + Alb’_ A3b2)n _Ale + (1 - /13b)n
" (1 —23b)? + (A1b)? , V(1 = A3b)2 + A2b2
o (=A;b% — A3b)A,b — (1 — A3b) (b + A, b’ — A3b?)
n =

((1 = 23b)% + (A15)2)y/ (1 = A3b)2 + (A4 b)?
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b+ A,b' — 225b% + (22 + 22)b3
3
(\/(1 — A3b)? + (Alb)z)

of =

olarak hesaplanir. Son olarak geodezik burulma ise

F__ 1 Foxf

I T TR TR

g 1 <—/1le +(1- /13b)n>' Y
" J@ = 23b)2 + (A1b)2 \J(1 = A3b)% + A2D2

bulunur.

Teorem 4.3.12: M, E2 de bir silindir yiizey ve M/ de bu yiizeyin sabit sirt uzaklikli
yiizeyi olsun. M ylizeyi lizerinde yatan a(u) dayanak egrisinin sabit sirt uzaklikli ylizey
lizerindeki goriintiisii B(u) egrisi olduguna gore, (B, M) egri-yiizey ikilisinin

sirastyla, i) , K,’:, t{ egrilikleri,

Kg =0

o b+ Ab' — 22;b% + (A% + ,153)193
(\/(1 —A3b)? + (Alb)z)

t/ =0

T

bigimindedir.
Yukarida ki teoremden su sonuglar ¢ikarilabilir:
Sonug 4.3.13: E3 de ki bir M silindir yiizeyi iizerinde ki a dayanak egrisinin geodezik

egri olmas1, M/ sabit sirt uzaklikl yiizeyi iizerindeki resmi olan f egrisinin de geodezik

egri olmasi demektir.
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Sonug 4.3.14: E3 de ki bir M silindir yiizeyi iizerinde ki a dayanak egrisinin birinci
egriligi normal egrilige esittir. Aymi sekilde bu egrinin M/ sabit sirt uzaklikli yiizeyi
tizerindeki resmi olan S egrisininde birinci egriliginin normal egriligine esit oldugu

goriiliir.

Sonug 4.3.15: E3 de ki bir M silindir yiizeyi iizerinde ki a dayanak egrisinin geodezik
burulmasi t, = 0 oldugundan egrilik c¢izgisidir. Benzer sekilde, t{ = 0 olmasi, bu
egrinin M/ sabit sirt uzaklikli yiizeyi iizerindeki resmi olan 8 egrisinin de egrilik ¢izgisi

oldugunu ifade eder.

Sonug 4.3.16: E3 de ki bir M silindir yiizeyi iizerinde ki a dayanak egrisinin M nin
sabit sirt uzaklikli yiizey tizerindeki goriintiisii olan £ egrisinin asimptotik egri olmasi

icin gerek ve yeter sart a egrisinin asimptotik olmasidir.
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5. SONUC

Yapilan bu calismada, ilk olarak Oklid uzayda donel yiizeyler ele alinmustir.
¢(t,0) = (r(t)cosd, r(t)sinb, h(t))

parametrizasyonuna sahip olan bir donel yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyi elde
edilerek, elde edilen bu sabit sirt uzaklikli yilizeyinde bir doénel ylizey oldugu

ispatlanmistir. ¢p(¢t, ) parametrizasyonuna sahip olan bir dénel yiizeyin

sabit sirt uzaklikli yiizeyinde A, = 0 secilereck elde edilen donel yilizeyin sabit sirt
uzakliklt yiizeyinin Gauss, ortalama egrilik ve asli egrilikleri hesaplanmis ve donel
yiizeyin egrilikleri ile karsilagtirilarak aralarinda bagintilar kurulmustur. Buna ilaveten
bu durumda asli egrilik dogrultusu olma 6zelliginin korundugu sonucuna varilmistir.
Ayrica donel ylizey lizerindeki meridyen (boylam) egrilerinin ve paralel dairelerin donel
yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizey tizerindeki goriintiileri elde edilmistir. Bu egrilerden
meridyen egrilerinin sabit sirt uzaklikli ylizey iizerindeki goriintii egrileri igin egri-
yiizey ikilisinin egrilikleri bulunup, meridyen egrisinin egri-yiizey ikilisinin egrilikleri
ile karsilastirilmistir ve sonug olarak geodezik egrilik, egrilik ¢izgisi olma 6zelliklerinin
korundugu gosterilmistir. Daha 6zel olarak, 4, = 0 sartina ilaveten A; = 0 alinarak
paralel yiizey i¢in daha 6zel sonuglar elde edilmistir. Bu béliimde son olarak meridyen
egrisinin bir P noktasindaki egrilik cemberinin merkezi ile meridyen egrisinin sabit sirt
uzaklikli yiizey iizerindeki gorlintlisiiniin f(P) noktasindaki egrilik g¢emberinin

merkezinin kesisme sart1 bulunmustur.

Ikinci olarak Frenet catili bir tiip yiizeyinin sabit sirt uzaklikl yiizeyi elde edilmistir. Bu
yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizeyi i¢in 4; = 0 sart1 alinarak merkez egrisi degismeyen
yeni bir tlip yiizeyi elde edilmistir. Elde edilen bu yeni tiip yiizeyinin birinci ve ikinci
esas form katsayilari, Gauss ve ortalama egrilikleri ve asli egrilikleri hesaplanmistir. Bu

hesaplamalarla elde edilen egriliklerle 6nceki durumdaki egrilikler arasinda bagintilar



100

kurulmustur. Sonra donel yiizeylerde ki duruma benzer sekilde 1; = 0 sartina ilaveten
A, = 0 alinarak paralel yiizey i¢in daha 06zel sonuglar verilmistir. Daha sonra yine
A1 =0 i¢in elde edilen ¢(s,6) parametrizasyonuna sahip olan Frenet catili tiip
ylizeyinin sabit sirt uzaklikli ylizeyinin parametre egrileri incelenmistir. Bu parametre
egrilerinin ne zaman egrilik ¢izgisi olacagi gosterilmis ve yine bu sart altinda aym
parametre egrilerinin birer asimptotik egri olup olamayacaklari, eger asimptotik iseler
hangi sart altinda olacaklar1 ispatlanmistir. Benzer durum parametre egrilerinin

geodezikligi i¢in de gosterilmistir.

Uciincii ve son olarak, regle yiizeyler ele alinmis ve regle yiizeyin sabit sirt uzaklikl
yiizeyl bulunmustur. Bu durumda elde edilen sabit sirt uzaklikli yiizeyin regle yiizey
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul iki farkli sekilde ortaya ¢ikmustir. Birincisi, regle
yiizeyin sabit sirt uzaklikli yiizey ifadesinde 4, = A3 = 0 alinmasiyla regle yiizey elde
edilebilecegi gosterilmistir. Aslinda bu durumda regle yiizeyin yine kendisi elde
edilmistir. Ikinci olarak, dayanak egrisi parametre egrisi olan regle yiizeyin sabit sirt
uzaklikli yiizeyinin regle ylizey olmasi icin gerek ve yeter sartin silindir yiizeyi olmasi
gerektigi ispat edilmistir. Boylece silindir yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyinin de
silindir ylizeyi oldugu goriilmiis ve yine egrilikleri hesabedilerek onceki durumdaki
egrilikleri ile arasindaki iliskiler gosterilmistir. Son olarak silindir yiizeyinin dayanak
egrisinin sabit sirt uzaklikli ylizey tizerindeki; yani yeni elde edilen silindir yiizeyi

tizerinde ki goriintiisii bulunmustur. Bu goriintii egrisi i¢in Darboux ¢atis1 elde edilerek
KSJ; , K,];,tf egrilikleri hesabedilmistir. Sonu¢ olarak goriintli egrisinin geodezikligi ve
egrilik ¢izgisi olma 6zelliginin korundugu goriilmiistiir. Ayrica normal egriligin goriintii

egrisinin egriligine esit oldugu sonucu ortaya ¢ikmistir.
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