
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

PARABOLİK BİR PROBLEMDE 

NEUMANN SINIR KONTROLÜ 
 

S. Şule ŞENER 
 

Doktora Tezi 

Matematik Anabilim Dalı 

Uygulamalı Matematik Bilim Dalı 

Prof. Dr. Murat SUBAŞI 

2016 

Her hakkı saklıdır 



 

 

 

ATATÜRK ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 
 

 

 

DOKTORA TEZİ 

 
 

 

 

PARABOLİK BİR PROBLEMDE NEUMANN SINIR KONTROLÜ 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

S. Şule ŞENER 

 

 

 

 

 

 
 

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

Uygulamalı Matematik Bilim Dalı 

 

 

 

 

 

 
 

 

ERZURUM 

2016 

 

Her hakkı saklıdır 



 

 

 

  



 

 

i 

ÖZET 

Doktora Tezi 

 

PARABOLİK BİR PROBLEMDE NEUMANN SINIR KONTROLÜ 

 

S. Şule ŞENER 

 

Atatürk Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Uygulamalı Matematik Bilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Murat SUBAŞI 

 

Bu tezde, bir boyutlu parabolik bir sistemde çözümün final anında istenilen konuma 

yakın olabilmesi için sağ sınır şartının kontrolü incelenmiştir. Parabolik sistemin 

çözümü ifade edildikten sonra, optimal kontrol probleminin çözümü ele alınmıştır. Bu 

çözümün varlığı ve tekliği ispatlanarak nasıl elde edilebileceği tartışılmıştır. Bunun için 

amaç fonksiyonelinin türevlenebilmesi üzerine ekstra şartlar konulmuştur. Bu şartlar 

altında optimal çözüme yakınsayan minimalleştirici dizi kurularak bu dizinin yakınsama 

hızına ait sonuçlar elde edilmiştir. Probleme ait sonuçlar nümerik örnekler üzerinde 

tartışılmıştır. 

2016, 61 sayfa 

Anahtar Kelimeler: ikinci mertebeden parabolik denklemler, optimal kontrol 

problemleri, düzgünleştirme, iyi tanımlı problemler 
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In this thesis, for a-one dimensional parabolic system the right boundary condition has 

been controlled in order to the solution of the system be near desired location at final 

time. After stating the solution of parabolic system, the solution of optimal control 

problem has been investigated. By proving the existence and uniqueness of this 

solution, it’s obtainity has been discussed. To do this extra conditions have been put on 

the differentiability of cost functional. Under this conditions, by constructing 

minimizing sequence converging to optimal solution the results have been obtained 

about the rate of convergence of this sequence. The obtained results have been 

discussed on numerical examples.  
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1. GİRİŞ 

Parabolik denklemler için optimal kontrol problemleri çeşitli uygulamalı alanlardaki 

öneminden dolayı oldukça yaygındır. Bu konuyla ilgili günümüze kadar değişik bilim 

adamları tarafından çok sayıda çalışma yapılmıştır. 

Literatürde, parabolik denklemlere ait ters problemler ve optimal kontrol problemleri 

farklı yönleriyle ele alınmıştır. Kontrolün sınırlarda, katsayıda ve denklemin başlangıç 

şartlarında olması durumları birçok yazar tarafından ayrıntılı olarak çalışılmıştır. 

Dhamo ve Tröltzsch (2009) çalışmasında  

  ( )    (   )        ,   Neumann 

  ( )    (   )   (   )         ,   Robin 

  ( )   (   )       ,   Drichlet 

sınır şartları için, 

  (   )     (   ) (   )  (   )  (   - 

  (   )         ,   - 

         ,   -   

 (   )         (   ) 

problemini ele alıp, 

    (   )  
 

 
∫( (   )    ( ))

 
  

 

 

 

fonksiyonelini minimaleştirerek   fonksiyonunu kontrol etmiştir. 
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Raymond (2010) çalışmasında 

  

  
      (   )    

 (   )            

  

  
       

problemini inceleyerek, 

 (   )  
 

 
∫(    )   

 

 
 

 
∫, ( )    ( )-   

 

 
 

 
∫     

 

 

  fonksiyonunu   (   ) fonksiyonelini minimalleştirerek kontrol etmiştir. 

Tröltzsch (2010) çalışmasında ise 

  

  
         (   )      (   )  

 (   )    ( )     

  

  
           (   ) 

probleminde aşağıdaki fonksiyoneli kullanarak 

    (   )  
 

 
∫, (   )    ( )-   

 

 
 

 
∫∫| (   )|   ( )  

 

 

 

 

  fonksiyonunu kontrol etmiştir. 

Altmüller ve Grüne  (2010) çalışmasında 

  (   )     (   )    (   )     (   )    (   ) 
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 (   )    ( )      (   ) 

 (   )        (   )   ( )   (   ) 

problemi için   nün farklı değerleri için 

 (   )  
 

 
‖ (    )‖  ( )

  
 

 
‖( (  ))‖  ( )

  

amaç fonksiyoneli ile  ( ) sınır şartını kontrol etmişlerdir. 

Phan (2011) çalışmasında 

  (   )     (   ) (   )    

 (   )    ( )     

  

  
  (   )     

problemini ele almış, 

 (   )  
 

 
∫, (   )   ̅( )-   

 

 
 

 
〈    〉  

fonksiyoneliyle   fonksiyonunu kontrol etmiştir. 

Dhamo ve Tröltzsch (2011) çalışmasında amaç fonksiyonelini 

 (   )  
 

 
∫, (   )    ( )-   

 

 

 

şeklinde seçerek 

  (   )     (   )    (   )  (   )  (   ) 
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 (   )         (   ) 

 

  (   )        (   )   ( )   (   ) 

problemi için   fonksiyonunu kontrol ettiği bir optimal kontrol problemi düşünmüş ve 

amaç fonksiyonelinin seçimleri hakkında bilgi vermiştir.  

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. İlk olarak giriş bölümünde literatür bilgisi 

verildikten sonra ikinci bölümde, bu tezin oluşturulmasında temel teşkil edecek olan    

uzayları ve Sobolev uzayları verilerek, bunun yanı sıra bir sonraki bölümde 

kullanacağımız teoremler ve lemmalar ile bazı kavramların tanımları verilmiştir. 

3. bölümde genel anlamda parabolik başlangıç sınır değer proleminde sınır şartlarının 

final anındaki optimal kontrol problemi tanıtılmış. Bu problemin çözümünün varlığını 

ve tekliğini ifade eden bir teorem verilmiş ve bu teoremin ispatı yapılmıştır. 

4. bölümde, bir parabolik denklem için bir optimal kontrol problemi tanıtılmış ve 

öncelikle parabolik denklemin zayıf çözümünün varlığı ve tekliği ifade ve ispat 

edilmiştir. Daha sonra optimal çözümün varlığı ve tekliğinin ispatı incelenmiştir. 

Probleme karşılık gelen eşlenik problem elde edilmiş ve bu problem aracılığıyla amaç 

fonksiyonelinin Frechet türevi belirlenmiştir. Gradyen metodu ile Frechet türevini 

kullanan bir minimalleştirici dizi kurulmuştur. Problemin kararlılığı, yani     iken 

*  + minimalleştirici dizisi için,   (*  + )    (   ) olmasının ‖     ‖  (   )    

olmasını gerektirdiği ispat edilmiştir. Bunun için ise   (  ) fonksiyonelinin güçlü 

konveks olduğunu ispat edilmiştir. Bu bölümde son olarak, problemin iyi tanımlı 

olmadığı durumları içeren nümerik örnekler oluşturulmuştur. 

5. bölümde ise bu çalışmanın daha önceki yapılan çalışmalardan farklılığı ortaya 

koyulmuş ve tezin önemi vurgulanmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde, sonraki bölümler için temel teşkil eden teorem ve lammalar ile birlikte 

bazı kavramların ve uzayların tanımlarına yer verilmiştir.  

Tanım 2.1 (Yakınsaklık): (   ) bir metrik uzay ve (  )    kümesinde bir dizi olsun. 

Eğer her     ve her      için  (    )    olacak şekilde   ( )    sayısı varsa  

(  ) dizisine   kümesinde yakınsak ve   elemanına da dizinin limiti denir. 

Tanım 2.2 (Cauchy Dizisi): (   ) bir metrik uzay ve (  ),   kümesinde bir dizi olsun. 

Eğer her     için         iken   (    )     olacak şekilde   ( )    sayısı 

mevcutsa (  ) dizisine Cauchy dizisi adı verilir. 

Tanım 2.3 (Tam Metrik Uzay): (   ) bir metrik uzay olsun. Eğer bu uzaydaki her 

Cauchy dizisi bir     limitine yakınsıyorsa (   )  uzayına tam metrik uzay denir. 

Tanım 2.4 (Lineer Uzay):   kümesi üzerinde tanımlanan toplama ve skalerle çarpma 

işlemleri olmak üzere, her           ve her           için 

L1.          

L2. (   )      (   )                                 

L3.  (   )                                                     

L4.   (   )                           

L5.   (  )  (  )                                 

L6.            

L7.        olacak şekilde       vardır 

L8.        olacak şekilde       vardır 

şartlarını sağlıyorsa     kümesine reel sayılar kümesi üzerinde bir lineer uzay denir. 
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Tanım 2.5 (Normlu Uzay):   bir lineer uzay olmak üzere ‖ ‖     fonksiyonu her    

       ve her        için 

N1. ‖ ‖    ve ‖ ‖        

N2.  ‖  ‖  | |‖ ‖                  

N3.   ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖          

şartlarını sağlıyorsa bu fonksiyona   üzerinde norm ve (  ‖ ‖) ikilisine normlu lineer 

uzay denir. 

Tanım 2.6 (Banach Uzay):   (  ‖ ‖), normlu lineer uzay olsun.   uzayı  (   )  

‖   ‖ metriğine göre tam uzay ise bu uzaya Banach uzayı denir. 

Tanım 2.7 (Kapalı Küme):   kümesinde her yakınsak dizinin yakınsadığı nokta bu 

kümeye ait ise   kümesine kapalı küme denir. 

Tanım 2.8 (Konveks Küme):      herhangi bir küme olsun. Eğer her   ,   - ve 

her         için 

    (   )     

şartı sağlanıyorsa   kümesine konveks küme adı verilir. 

Tanım 2.9 (Konveks Fonksiyon):  ,     uzayının boştan farklı konveks bir alt kümesi 

olsun.       fonksiyonu her   ,   - ve her         için 

 (    (    )  )     (  )  (    ) (  ) 

eşitsizliğini sağlıyorsa bu fonksiyona   kümesi üzerinde konveks fonksiyon denir.  

Ayrıca     (   ) ve         için 
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 (    (    )  )     (  )  (    ) (  ) 

eşitsizliği geçerli ise   fonksiyonu kesin konveks olur. 

Tanım 2.10 (Güçlü Konveks Fonksiyon):      uzayının boştan farklı konveks bir alt 

kümesi olsun.       fonksiyonu için her   ,   -  ve her          olmak üzere 

 (    (    )  )     (  )  (    ) (  )    (   )‖     ‖
  

eşitsizliği sağlanacak şekilde     sabiti varsa bu fonksiyona   sabiti ile güçlü 

konveks fonksiyon adı verilir. 

Tanım 2.11 (Dönüşüm):   ve   boştan farklı iki küme olmak üzere      kümesinden 

  kümesine bir bağıntı olsun. Eğer   bağıntısı   kümesinin her elemanını   

kümesinden yalnız bir eleman ile eşliyorsa bu bağıntıya   kümesinden   kümesine bir 

dönüşüm denir. 

Tanım 2.12 (Süreklilik):       bir fonksiyon ve      olsun. Eğer her     için 

  (    )    iken   ( ( )  (  ))     olacak şekilde    ( ) pozitif sayısı 

mevcutsa   fonksiyonu    noktasında süreklidir denir. 

Eğer   fonksiyonu   kümesinin her noktasında sürekli ise bu fonksiyona   kümesinde 

sürekli fonksiyon denir. 

Tanım 2.13 (Operatör): Lineer uzayda tanımlı dönüşümlere operatör denir. 

Tanım 2.14 (Lineer Operatör):   ve     cismi üzerinde birer lineer uzay olsun. 

      operatörü, her        ve       için 

 (     )    ( )    ( ) 
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şartını sağlıyorsa bu dönüşüme lineer operatör denir. 

Tanım 2.15 (Fonksiyonel):      veya     olmak üzere      üzerinde bir vektör 

uzayı olsun.       operatörüne fonksiyonel adı verilir. 

Tanım 2.16:  (  )  bir reel sayı dizisi olsun. 

   
   

         
   

,   *      +-

   
   

         
   

,   *      +-
 

olur.  Başka bir gösterim 

   
   

         ̅̅ ̅̅
   

        
   

         
   

    

şeklindedir.    *      +     veya    *      +     ise              

veya               diyebiliriz. 

Tanımdan                         diyebiliriz, üstelik (  ) dizisinin yakınsak 

olması için gerek ve yeter şart                          olmasıdır. 

Tanım 2.17 (Aşağıdan Yarı Süreklilik):        bir fonksiyon olsun.      ve her 

      dizisi için 

   
   

    (  )   (  ) 

ise   fonksiyonuna    noktasında aşağıdan yarı sürekli fonksiyon denir. 

Tanım 2.18 (Koersiv Bilineer Form):         fonksiyonu 

   
‖ ‖  

 ( )    
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şartını sağlıyorsa koersiv olarak adlandırılır. Başka bir ifadeyle herhangi     sayısı 

için ‖ ‖    iken  ( )    olacak şekilde     sayısı varsa   fonksiyonuna koersiv 

adı verilir. 

 , Hilbert uzayı olmak üzere her     için 

 (   )   ‖ ‖  

olacak şekilde     sabiti varsa         bilineer formuna koersiv adı verilir. 

Burada ‖ ‖  √〈   〉   şeklindedir. 

Tanım 2.19 (Gradyen – Frechet Türevi):   kümesinde tanımlanan  ( ) fonksiyoneli 

için,  

  ( )   (    )   ( )  〈  ( )   〉   (‖  ‖ 
 ) 

şartı sağlanırsa bu fonksiyonele     elemanında Frechet anlamında 

diferensiyellenen fonksiyonel,   ( ) elemanına ise  ( ) fonksiyonelinin gradyeni veya 

Frechet türevi denir. 

Teorem 2.1 (Vasilyev, 1981):     Banach uzayının konveks alt kümesi,  ( ) 

fonksiyoneli bu kümede birinci mertebeden sürekli türevlenebilir fonksiyonel ve 

   *     ( )          ( )+ kümesi  ( ) fonksiyonelinin minimum 

noktalarının kümesi olsun. Bu takdirde her       ve her     için 〈  (  )   

  〉    şartı sağlanır. 

Lemma 2.1 (Cauchy-Schwarz Eşitsizliği): (  〈 〉)  bir iç çarpım uzayı olsun. 

      için 

|〈   〉|  ‖ ‖‖ ‖ 

eşitsizliği geçerlidir. Burada norm, ‖ ‖  √〈   〉 olarak tanımlanmaktadır. 
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Lemma 2.2 ( -Cauchy Eşitsizliği): Keyfi     sayıları ve her     olmak üzere 

   
 

 
   

 

  
   

eşitsizliği geçerlidir. 

Tanım 2.20 (Hilbert Uzayı): (  〈 〉)  bir iç çarpım uzayı olsun. Eğer bu uzay 

 (   )  √〈       〉 metriğine göre tam ise Hilbert uzayı olarak adlandırılır. 

Tanım 2.21 (Zayıf Yakınsaklık): (  )   Hilbert uzayında bir dizi olsun. Eğer her 

    için 

   
   

〈    〉  〈   〉  

ise (  ) dizisi     elemanına zayıf yakınsıyor denir. 

Tanım 2.22 (Zayıf Kapalı Küme):   kümesinde her zayıf yakınsak dizinin zayıf limiti 

bu kümeye ait ise   kümesine zayıf kapalı küme denir. 

Tanım 2.23:   (   ) (   ) aralığında ölçülebilir ve karesiyle integrallenebilir 

fonksiyonları içeren bir Hilbert uzayıdır. Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla 

〈   〉  (   )  ∫  ( ) ( )  
 

 

  

‖ ‖  (   )  √〈   〉  (   ) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.24:   ( )   (   )  (   - bölgesinde ölçülebilir ve karesi 

integrallenebilir fonksiyonları içeren Hilbert uzayıdır.  
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Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla 

〈   〉  ( )  ∬ (   ) (   )    

 

  

‖ ‖  ( )  √〈   〉  ( ) 

ile tanımlanır. 

Tanım 2.25:   (   )  Hilbert uzayı olup kendisi ve birinci mertebeden genelleştirilmiş 

türevleri   (   ) uzayına ait olan fonksiyonları içeren Sobolev uzayıdır. 

Sobolev uzayları, genelleştirilmiş türevleri    uzayından olan Banach uzaylarıdır.  

  
 (   )   (   ) uzayının alt uzayı olup (   ) aralığının sınırlarında sıfıra dönüşebilen 

fonksiyonları içermektedir. Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla 

〈   〉  
 (   )  ∫ 4 ( ) ( )  

  ( )

  

  ( )

  
 5  

 

 

  

‖ ‖  
 (   )  √〈   〉  

 (   ) 

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.26:   ( )  Sobolev uzayı olup, kendisi ve birinci mertebeden genelleştirilmiş 

kısmi türevleri   ( ) uzayına ait olan fonksiyonların oluşturduğu Hilbert uzayıdır. 

Bu uzayda iç çarpım ve norm sırasıyla aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

〈   〉  ( )  ∬4 (   ) (   )  
  (   )

  

  (   )

  
 

  (   )

  

  (   )

  
5     

 

  

‖ ‖  ( )  √〈   〉  ( ) 
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Tanım 2.27:   kümesinde  

 ( )      

problemini ele alalım. Eğer bir *  +    dizisi         (  )         ( )  şartını 

sağlıyorsa *  + dizisine problem için minimalleştirici dizi denir. 

Tanım 2.28:  Bir fiziksel olayın matematiksel modelinin çözümü var, çözüm tek ve 

çözüm başlangıç şartlarına sürekli bağımlı ise problem iyi tanımlı olarak adlandırılır. İyi 

tanımlı olma şartlarını sağlamayan bir probleme iyi tanımlı olmayan problem denir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

  (   )  (   ) bölgesinde verilmiş  

{
 
 

 
 

        (   )   

 (   )          (   )

  

  
(   )    

  

  
(   )   ( )   (   )

 

problemi ile yönetilen  

  ( )  ∫, (     )   ( )-   

 

 

  ∫  ( )  

 

 

 

fonksiyoneli için  

  (  )     
     

  ( ) 

problemi genel anlamda parabolik başlangıç sınır değer probleminde sınır şartlarının 

final anında optimal kontrolü olarak adlandırılır. Burada     kümesi       (   ) 

şeklinde kapalı ve konveks bir kümedir. 

   (     )   (     ) 

dönüşümü lineer olduğundan   ( ) fonksiyoneli 

  ( )  ∫, (     )   (     )   (     )   ( )-   

 

 

  ∫  ( )  

 

 

 

şeklinde yeniden düzenlenebilir. Bu fonksiyonel 
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 (   )  ∫, (     )   (     )-, (     )   (     )-  

 

 

  ∫   ( )  

 

 

 

   ∫, (     )   (     )-, ( )   (     )-  

 

 

 

ve 

  ∫, ( )   (     )-   

 

 

 

için kısaca aşağıdaki gibi yazılır: 

   ( )   (   )        

Genel anlamda optimal kontrol problemleri incelenirken bir takım durumlar ele alınır. 

Bunlar, 

1. Optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı ve tekliği incelenmesi 

2. Optimal kontrol probleminin çözümü için gerek şart elde edilmesi 

3. Optimal kontrol probleminin nümerik çözümü için uygun hesaplama metotları 

kullanılması şeklindedir. 

Optimal kontrol problemlerinde çözümün varlığı ve tekliği (Lions 1971) çalışmasında 

verilen şu teoremin şartlarının sağlandığı ispatlanarak elde edilir. 

Teorem 3.1:    bir reel Hilbert uzayı ve    ,   uzayının kapalı ve konveks bir alt uzayı 

olsun. Aşağıdaki şartların sağlandığını kabul edelim. 

a)  (   ),   uzayında koersiv, sürekli, simetrik, bilineer bir fonksiyoneldir. 
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b)   ,   uzayında sürekli, lineer bir fonksiyoneldir. 

Bu durumda  

   ( )   (   )          (3.1) 

fonksiyoneli için     aday kontroller kümesinde  

  ( )     
     

   ( ) (3.2) 

probleminin bir tek       çözümü vardır. 

İspat :          ,    ( ) fonksiyoneli için bir minimalleştirici dizi olsun. Yani bu dizi  

   (  )     
     

   ( )     (  ) (3.3) 

özelliğinde olsun.   koersiv ve   sürekli olduğundan  

| (   )|   ‖ ‖                (   ) (3.4) 

ve  

|  |     ‖ ‖              (    ) (3.5) 

eşitsizlikleri sağlanır. Buradan  

   ( )   (   )         ‖ ‖    ‖ ‖ (3.6) 
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olduğu görülür. (3.3) ve (3.6) ifadelerinden ‖  ‖        olduğu sonucu çıkar. Bu 

durumda *  + dizisinin      elemanına zayıf yakınsayan bir *   + alt dizisi vardır. 

    kümesi kapalı ve konveks olduğundan zayıf kapalıdır. O halde  

      (3.7) 

şeklindedir.   aşağıdan zayıf yarı sürekli (konveks ve sürekli) ve   zayıf sürekli 

(konveks ve sürekli) olduğundan bunların birleşiminden oluşan    fonksiyoneli de 

aşağıdan zayıf yarı süreklidir. Yani 

   ( )            (   ) (3.8) 

eşitsizliği geçerlidir. Ayrıca (3.3) ve (3.8) eşitsizliklerinden de  

   ( )     
    

   
       

    (   ))     
     

    ( )     (  ) (3.9) 

olduğu görülür. Böylece optimal çözümün      olduğu ispatlanır.  

Bu çözümün ait olduğu kümeyi    {         (  )     
     

    ( )} ile gösterelim. 

Şimdi çözümün tekliğini inceleyelim. 

   fonksiyoneli konveks ve   (   ) fonksiyoneli de kesin konveks olduğundan   ( ) 

fonksiyoneli de kesin konvekstir. Yani 

   (    (   )  )      (  )  (   )   (  ) 

eşitsizliği sağlanır. Buradan    
 

 
  olarak seçilirse 
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  (
 

 
   

 

 
  )  

 

 
  (  )  

 

 
  (  ) 

yazılır.    ve     fonksiyonları   (  )     (  )          
   ( ) eşitliğini sağlayan 

iki eleman olsun. Buradan 

   (
 

 
   

 

 
  )  

 

 
   (  )   

 

 
   (  )     

     

   ( ) 

eşitsizliği  
 

 
   

 

 
   elemanının fonksiyoneli minimumundan daha düşük bir değere 

götürdüğü çelişkisine sebep olur. O halde hem    hem de    minimum eleman olamaz. 

Yani minumum eleman tekdir. 

Optimal kontrol probleminin çözümü için gerek şart elde edilirken probleme karşılık 

gelen Lagrange fonksiyoneli 

 (     )  ∫, (     )   ( )-   

 

 

  ∫  ( )   

 

 

 ∫∫ [
  

  
      (   ) ]     

 

 

 

 

 

şeklinde yazıldıktan sonra bu fonksiyonelin   değişkenine göre birinci varyasyonu  

   ∫,  (     )    ( )   (   )-  (   )  

 

 

 ∫ ∫(      )      

 

 

 

 

        ∫    (   )  (   )  

 

 

 ∫    (   )  (   )  

 

 

 

olarak elde edilir. Burada   fonksiyonu Lagrange çarpanıdır.      stasyonerlik 

şartından 



18 

 

          

 (   )    , (     )   ( )-  

  (   )         (   )     

eşlenik problemi bulunur. Bu eşlenik problemin   çözümü kullanılarak,   ( ) 

fonksiyonelinin   fonksiyonuna karşılık gelen değişimi 

|   ( )|  ∫   ( ) (   )  

 

 

 ∫   (   )  

 

 

                 ∫  ( )  ( )  

 

 

  ∫    ( )  

 

                    

 

olarak ifade edilir. Frechet türevin tanımı 

|   ( )|  〈  
 ( )   〉  (   )   (‖  ‖  (   )

 ) 

olduğuna göre amaç fonksiyonelinin Frechet türevi 

  
 ( )    (   )      

şeklinde belirlenir.  Böylece bir    elemanının optimal çözüm olabilmesi için gerek ve 

yeter şart her       için  

〈   (   )           〉  (   )    

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. Burada    (   ),     elemana karşılık gelen eşlenik 

problemin çözümüdür (Vasilyev 1981). 

Optimal kontrol probleminin nümerik çözümü için genellikle gradyen medodu 

kullanılarak optimal çözüme yakınsayan bir minimalleştirici dizi kurulur. 
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Bu metoda göre    elemanına karşılık gelen Frechet türevi   
 (  ) olmak üzere    

başlangıç elemanı seçilerek 

            
 (  )          

kuralı ile minimalleştirici dizi oluşturulur. Şimdi bu *    + dizisinin minimalleştirici 

dizi olduğunu ispatlayalım. 

Frechet türevin tanımından  

  (    )    (  )  〈  
 (  )        〉  (   )   (‖       ‖  (   )

 ) 

yazılabilir. Minimalleştirici dizinin tanımı gereği 

             
 (  ) 

olur. Bu ifade yukardaki türevin tanımında yerine konulursa 

  (    )    (  )  〈  
 (  )      

 (  )〉  (   )   (‖     
 (  )‖  (   )

 ) 

veya  

  (    )    (  )     ‖  
 (  )‖  (   )

   (  ) 

elde edilir. O halde 

  (    )    (  )    6 ‖  
 (  )‖  (   )

  
 (  )

  
7 
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olup, yeteri kadar küçük    sayıları için  

  (    )    (  )    

olacağı görülür. Bu ifade *    + dizisinin minimalleştirici dizi olduğunu gösterir. 

Minimalleştirici dizideki    parametresinin seçimi (İskenderov et al. 2002) 

çalışmasında verilen metotlardan biri ile yapılabilir. 

Minimalleştirici dizi bu kural ile kurulduktan sonra fonksiyonelin verilen kümede güçlü 

konveks olduğu gösterilerek, bu dizinin optimal çözüme aşağıdaki eşitsizliğe göre 

yakınsadığı ispatlanır; 

‖     ‖  (   )
  

 

 
(  (  )    (  ))  
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 Bu bölümde çalışmalarımızda elde ettiğimiz çözüm ve sonuçlara yer verilmiştir. 

4.1. Parabolik Denklem için Optimal Kontrol Problemi 

İlk olarak parabolik bir denklem için bir optimal kontrol problemi tanımlanmış ve bu 

problemin çözümü incelenmiştir.  

4.1.1. Optimal kontrol probleminin konulması 

Bu tezde 

  

  
  

   

   
  (   ) (   )    (   )  (   ) (4.1) 

 (   )    ( )     (   ) (4.2) 

  

  
(   )    

  

  
(   )   ( )   (   ) (4.3) 

parabolik başlangıç-sınır değer problemi ele alınmıştır. Burada     ile 

  ( )    ( )  (   )    ( )     ( )    (   ) 

şartlarının sağlandığını kabul edelim. Amacımız,  ( )    (   ) fonksiyonu     

final anında (4.1)-(4.3) probleminin çözümünün yaklaşmasını istediğimiz hedef 

fonksiyonu olmak üzere, 

  ( )  ‖ (     )   ( )‖  (   )
   ‖ ‖

  (   )
  (4.4) 
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fonksiyonelini kullanarak          ( )    (  ) probleminin çözümü olan   

fonksiyonunu bulmaktır. 

Problemde     olduğunda iyi tanımlılık sağlanmamaktadır. Bunun manası 

fonksiyoneli minimum yapabilen değişik normlara sahip   fonksiyonunun 

bulunabileceğidir. Burada     ise ‖ (     )   ( )‖  (   )
  ile ‖ ‖

  (   )
  arasında 

denge kuran ve çözümün tekliğini garanti eden düzgünleştirme parametresidir. 

Fonksiyonelde     alındığında problemin kötü tanımlanmış olduğu nümerik 

örneklerle gösterilmiştir (Vasilyev 1988). 

İfade edilen parabolik problemi aşağıdaki şekilde görselleştirebiliriz: 

 

Şekil 4.1. Parabolik problemin görsel ifadesi 

(4.1)-(4.3) denklemi ısı iletim denklemi olarak ele alınır. Burada   ısı yayılım sabiti,   

süreksiz ısı kaynağının yoğunluğu,    başlangıç anındaki ısı dağılım fonksiyonudur. 

Sağ uçtaki ısı akısı  ( ) fonksiyonu olup, sol uç ise yalıtılmıştır.  (     ) fonksiyonu, 

 ( ) fonksiyonuna karşılık gelen (4.1)-(4.3) probleminin çözümüdür. Ele aldığımız 
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optimal kontrol probleminde,   değerleri kullanılarak  ( ) ile   final anındaki   ısı 

dağılım fonksiyonu arasındaki mesafe ve  ( ) ısı akısı fonksiyonun büyüklüğü kontrol 

edilmiştir. Bunu sağlayan optimal değerler    ve    ile gösterilmiştir.  

Bu çalışmada önceki çalışmalardan farklı olarak sürekli fonksiyonlar olan kontroller 

seçilmiştir. Kontrol fonksiyonlarının uzayı olarak kapalı ve konveks       (   ) 

kümesi alınmıştır. Kontrollerin kümesinin bu şekilde seçimi ise fonksiyonele, kontrolün 

  (   ) uzayındaki normunun eklenmesine sebep olmuştur. Materyal ve Yöntem 

bölümünde gösterdiğimiz gibi kontrolün    uzayından seçildiği durumda Frechet türevi 

sadece eşlenik denklemin çözümünü içerir.   (   ) uzayından seçildiğinde ise Frechet 

türevi sadece eşlenik denklemin çözümünü değil, aynı zamanda ikinci mertebeden bir 

diferansiyel denklemin çözümünü de içerir. Bu durum daha fazla şartın sağlanma 

zorunluluğunu ortaya çıkarır.  

4.1.2. Bir boyutlu parabolik denklem için başlangıç sınır değer probleminin 

çözümünün varlığı ve tekliği 

Bu bölümde (4.1)-(4.3) probleminin zayıf çözümünün var ve tek olduğu ispat edilmiştir. 

Öncelikle verilen parabolik problemin zayıf çözümün tanımını yapalım. 

Tanım 4.1.2.1: (4.1)-(4.3) probleminin çözümü deyince her     ( ) fonksiyonu için 

∫
  

  

 

 

 ( )   ∫ 
  

  

 

 

  

  
   ∫ (   ) ( )  

 

 

      ( )

 (   )    ( )

 (4.5) 

eşitliğini sağlayan       ( ) fonksiyonu anlaşılacaktır. Bu çözüme zayıf veya 

genelleştirilmiş çözüm de denilmektedir. Bu çözümün var olabilmesi için  

  ( )    ( )  (   )    ( )     ( )    (   ) 
(4.6) 
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şartlarının sağlanması gerekir. 

Teorem 4.1.2.2:   ( )    ( )  (   )    ( ) ve  ( )    (   )
 
için (4.1)-(4.3) 

sınır değer probleminin tek bir       ( ) çözümü vardır ve       ve  
 
fonksiyonları 

için 

 ‖ ‖
    ( )
    (‖ ‖  ( )

  ‖  ‖  ( )
  ‖ ‖

  (   )
 )   (4.7) 

eşitsizliği geçerlidir (Lions 1972). 

İspat: Teoremin ispatı Feado-Galerkin metodu ile yapılır. (4.1)-(4.3) probleminin 

çözümü,    
  

  
 ( ) seçilerek ve         formunda düşünülerek ele alınır. 

Homojen sınır şartlı parabolik problem    için aşağıdaki gibi elde edilir. 

   

  
  

    

   
  (   )  

 

 
 ( )  

  

  
  ( )      (4.8) 

  (   )    ( )  
  

  
 ( )      (4.9) 

   

  
(   )    

   

  
(   )         (4.10) 

Bu (4.8)-(4.10) denklem sistemi çözüldükten sonra bu çözüme    eklenerek (4.1)-(4.3) 

denklem sisteminin çözümü elde edilir. (4.8)-(4.10) Neumann probleminin zayıf 

çözümü aşağıdaki gibidir;  

∫
   

  

 

 

 ( )   ∫ 
   

  

 

 

  

  
   ∫ (   ) ( )  

 

 

                                  

                            
 

 
∫ ( ) ( )  

 

 

 ∫
  

  
  ( ) ( )                                          

 

 

  (   )    ( )  
  

  
 ( )

 
(4.11) 
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Bu zayıf çözümün hesaplanmasında Feado-Galerkin metodunu kullanılır. Bu metoda 

göre        ( ) fonksiyonuna 

  
 (   )  ∑   ( )  ( )

 

   

    
(4.12) 

fonksiyonlarıyla yaklaşılır. Yaklaşık   
 (   )  ∑   ( )  ( ) 

    fonksiyonu 

kullanılarak (4.8)-(4.10) problemi çözülebilir (Ladyzhenskaya 1985). Burada   ( ) 

fonksiyonları   ( ) uzayında ortagonal fonksiyonlardır. Sınır şartları ile uyumlu olarak 

bu fonksiyonlar aşağıdaki gibi alınabilir: 

 2
 

√ 
    

 

 
     

  

 
       

(   )

 
   3 

Eğer (4.11) eşitliğinde            için    ∑   ( )  ( ) 
    ve  ( )    ( ) 

alınarak yerine yazılırsa  

 
  

  
     

 ( )    

 (4.13) 

birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. 

Burada  

  

[
 
 
 
 
 
  

 ( )

  
 ( )
 

  
 ( )]

 
 
 
 
 

 

bilinmeyenler matrisi, 
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[
 
 
 
 
 
 
 
 ∫ 6  ( )  

  

  
 ( )7   ( )  

 

 

∫ 6  ( )  
  

  
 ( )7   ( )  

 

 

 

∫ 6  ( )  
  

  
 ( )7  ( )  

 

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

başlangıç matrisi, 

  

[
 
 
 
 
    

    

 
 

 
  

 
 ]
 
 
 
 

      

[
 
 
 
 
 

    

 .
 

 
/
 

  

 
 

 
  

 

(
(   ) 

 
)
 

]
 
 
 
 
 

 

katsayı matrisleri ve 

  

[
 
 
 
 
 
 
 
 ∫  (   )  ( )  

 

 

 ∫
 

 
 ( )  ( )   ∫

  

  
  ( )  ( )  

 

 

 

 

∫  (   )  ( )  
 

 

 ∫
 

 
 ( )  ( )   ∫

  

  
  ( )  ( )  

 

 

 

 

 

∫  (   )  ( )  
 

 

 ∫
 

 
 ( )  ( )   ∫

  

  
  ( )  ( )  

 

 

 

 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

sağ taraf matrisidir. 

  ve   köşegen olduğu için (4.13) sisteminde her denklem bir adi diferansiyel denklem 

verir. Bu yüzden   ( ) fonksiyonlarını tam olarak bulunabilir ve (4.13) eşitliği 

çözülebilir. Böylece   
  çözüm fonksiyonu elde edilir. Son olarak bu çözüme    

eklenerek yaklaşık   çözümü elde edilir. 
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4.1.3. Optimal kontrol probleminin çözümünün varlığı ve tekliği 

Bu bölümde (4.1)-(4.3) problemi için 

  ( )  ∫, (     )   ( )-   

 

 

  ∫(  ( )    ( ) )  

 

 

 

amaç fonksiyonelini minimum yapan bir  ( ) fonksiyonunun varlığı ve tekliği materyal 

ve yöntemde kullanılan tekniklerin bu fonksiyonel için de geçerli olduğu ispatlanarak 

elde edilmiştir.  

Aday kontrollerinin kapalı ve konveks       (   ) alt kümesini tanımlayalım. 

Optimal çözüm için varlık ve teklik teoremini vermeden önce,   ( ) amaç 

fonksiyonelini yeniden düzenleyelim. Amaç fonksiyoneli 

  ( )  ∫, (     )   (     )   (     )   ( )-   

 

 

 

  ∫(  ( )    ( ) )                                    

 

 

 

(4.14) 

şeklinde yazılabilir. Buradan  

 (   )  ∫, (     )   (     )-, (     )   (     )-  

 

 

  ∫ 0  ( )  (  ( ))
 
1   

 

 

 (4.15) 

   ∫, (     )   (     )-, ( )   (     )-  

 

 

 (4.16) 
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  ∫, ( )   (     )-   

 

 

 (4.17) 

İçin    ( ) amaç fonksiyoneli kısaca  

   ( )   (   )        (4.18) 

biçiminde yazılır. 

(4.15) ve (4.16) ile tanımlanan fonksiyoneller aşağıdaki özellikleri sağlar; 

Lemma 4.1.3.1: (4.15) eşitliğindeki  (   )  bilineerdir. 

İspat:    , -   , -  dönüşümü lineer olduğundan her          ve           

  (   ) için  

 (           )  ∫, (             )   (     )-, (     )   (     )-  

 

 

                                      ∫,(         )  (    
      

 )  -  

 

 

                                       ∫ , (      )   (     )-, (     )   (     )-  
 

 

                                      ∫ , (      )   (     )-, (     )   (     )-  
 

 

                                       ∫(      
   )  

 

 

    ∫(      
   )  

 

 

 

bulunur. Buradan 

 (           )     (    )     (    ) (4.19) 
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elde edilir. Bu eşitlik  (   ) fonksiyonelinin bilineer olduğunu gösterir. 

Lemma 4.1.3.2:  (4.15) eşitliğindeki  (   ) koersivdir. 

İspat:  ( )    (   )  artışı için    (   )   (     )   (     )  fark fonksiyonu 

aşağıdaki problemin çözümüdür: 

   

  
  

    

   
   (   )   (   ) (4.20) 

  (   )         (   ) (4.21) 

   

  
(   )    

   

  
(   )   ( )   (   ) (4.22) 

O halde her     için ve     (   )  için   

| (   )|  ∫ (  (   )) 
 

 

    ‖ ‖
  (   )
 

                                              ‖  (   )‖  (   )
   ‖ ‖

  (   )
   ‖ ‖

  (   )
 

 (4.23) 

elde edilir. Bu eşitsizlik  (   ) fonksiyonelinin koersiv olduğunu gösterir. 

Lemma 4.1.3.3:  (4.15) eşitliğindeki   (   ) süreklidir. 

İspat:  (   ) fonksiyonelinin sürekli olduğunu göstermek için öncelikle aşağıdaki 

lemmayı verelim 

Lemma 4.1.3.4: (4.20)-(4.22) probleminin   (   )   (     )   (     )    çözümü 

her   ,   -  için 

‖  (   )‖  (   )
    .‖ ‖

  (   )
 / 

(4.24) 
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eşitsizliğini sağlar. 

Lemma 4.1.3.1 kullanılarak, her         (   ) için 

| (     )|  ∫, (      )   (     )-, (      )   (     )-  

 

 

                                      ∫(       
   

 )  

 

 

                       ‖ (      )   (     )‖  (   )‖ (      )   (     )‖  (   )

                                       ‖  ‖  (   )‖  ‖  (   )

                        ‖  (      )‖  (   )‖  (      )‖  (   )   ‖  ‖  (   )‖  ‖  (   )

                          ‖  ‖  (   )‖  ‖  (   )   ‖  ‖  (   )‖  ‖  (   )

                           ‖  ‖  (   )‖  ‖  (   )

 

yazılır ve       *    +  olmak üzere  

| (     )|    ‖  ‖  (   )‖  ‖  (   ) 

bulunur. Bu eşitsizlik  (   ) fonksiyonelinin sürekli olduğunu gösterir. 

Lemma 4.1.3.5: (4.15) eşitliğindeki  (   )  kesin konvekstir. 

İspat:   Her   (   ) ve       için  

 (    (   )       (   )  )    (     )  (   ) (     ) 

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmelidir. Öncelikle  
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 (    (   )       (   )  ) 

 ∫ , (        (   )  )   (     )-, (        (   )  )
 

 

  (     )-     

  ∫,(    (   )  )
  (   

  (   )  
 ) -  

 

 

 

 ∫ , (        (   )  )   (     )-   
 

 

   

  ∫,(    (   )  )
  (   

  (   )  
 ) -  

 

 

 

yazılabilir. Buradan   fonksiyonelinin bilineer olması kullanılarak 

 (    (   )       (   )  ) 

 ∫ [ ( (      )   (     ))  (   )( (      )   (     ))]
 
  

 

 

   

  ∫,(    (   )  )
  (   

  (   )  
 ) -  

 

 

 

elde edilir. 

Bu son ifadede öncelikle  

∫ [ ( (      )   (     ))  (   )( (      )   (     ))]
 
  

 

 

 

integralinde 
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[ ( (      )   (     ))  (   )( (      )   (     ))]
 

  , (      )   (     )-  (   ), (      )   (     )-  

olduğunu gösterelim. Bunun için 

 ( (      )   (     ))
 
 (   )( (      )   (     ))

 

   ( (      )   (     ))
 
 (   ) ( (      )   (     ))

 

   (   )( (      )   (     ))( (      )   (     ))    

şartının sağlandığını gösterelim. Bu eşitsizlik düzenlenerek 

(    )( (      )   (     ))
 
 (    )( (      )   (     ))

 
   ( 

  ) ( (      )   (     ))( (      )   (     ))    

elde edilir. Her iki taraf (    )    sayısına bölünürse 

( (      )   (     ))
 
  ( (      )   (     ))( (      )   (     ))

 ( (      )   (     ))
 

   

veya buna denk olarak 

[( (      )   (     ))  ( (      )   (     ))]
 

   

bulunur. Böylece       için 
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∫[ ( (      )   (     ))  (   )( (      )   (     ))]
 
  

 

 

 ∫* , (      )   (     )-  (   ), (      )   (     )- +  

 

 

 

eşitsizliği sağlanır. 

Aynı şekilde 

∫(    (   )  )
   

 

 

 

integralinde 

(    (   )  )
     

  (   )  
  

olduğunu gösterelim. O halde 

   
  (   )  

      
  (   )   

    (   )       

şartının sağlandığını gösterelim. Bu eşitsizlik düzenlenirse 

(    )  
  (    )  

    (   )       

yazılır. Her iki taraf  (    )    sayısına bölünürse 

  
    

          

veya buna denk olarak 
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(     )
    

bulunur.  

Böylece       için 

∫(    (   )  )
   

 

 

 ∫,   
  (   )  

 -  

 

 

 

eşitsizliği sağlanır. 

Aynı şekilde 

∫(   
  (   )  

 )   

 

 

 

integralinde 

(   
  (   )  

 )   (  
 )  (   )(  

 )  

olduğunu gösterelim. Bu eşitsizliği göstermek için 

 (  
 )  (   )(  

 )    (  
 )  (   ) (  

 )    (   )  
   

    

şartının sağlandığı gösterilmelidir. Bu eşitsizlik düzenlenerek 

(    )(  
 )  (    )(  

 )    (   )  
   

    

elde edilir. Her iki taraf  (    )    sayısına bölünürse 
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(  
 )  (  

 )     
   

    

veya buna denk olarak 

(  
    

 )    

olduğu görülür. Böylece   
    

  için 

∫(   
  (   )  

 )   

 

 

 ∫, (  
 )  (   )(  

 ) -  

 

 

 

eşitsizliği sağlanır. 

Elde edilen son üç eşitsizlik   fonksiyonelinde yerine konulursa 

 (    (   )       (   )  ) 

 ∫ [ ( (      )   (     ))  (   )( (      )   (     ))]
 
  

 

 

   

  ∫,(    (   )  )
  (   

  (   )  
 ) -  

 

 

 

 ∫,  (      )   (     )-  (   ), (      )   (     )-   

 

 

  ∫,   
  (   )  

 -  , (  
 )  (   )(  

 ) -  

 

 

 

  ∫, (      )   (     )-     ∫,  
  (  

 ) -  
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(   )∫, (      )   (     )-     ∫,  
  (  

 ) -  

 

 

 

 

 

bulunur. Buradan 

 (    (   )       (   )  )    (     )  (   ) (     ) 

yazılır. O halde  (   ) fonksiyoneli kesin konveks olur. 

Lemma 4.1.3.6: (4.15) eşitliğindeki  (   ) simetriktir. 

İspat: Her          (   ) için 

 (     )  ∫, (      )   (     )-, (      )   (     )-  

 

 

                               ∫(       
   

 )  

 

 

                   ∫, (      )   (     )-, (      )   (     )-   

 

 

                               ∫(       
   

 )  

 

 

 

elde edilir. Buradan 

 (     )   (     ) 

bulunur. Bu eşitlik  (   ) fonksiyonelinin simetrik olduğunu gösterir. 

Lemma 4.1.3.7: (4.16) eşitliğindeki     fonksiyoneli lineerdir. 
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İspat:    , -   , -  dönüşümünün lineer olduğu kullanılarak, her          ve  

        (   ) için 

 (         )

 ∫, (             )   (     )-, ( )   (     )-  

 

 

   ∫ , (           )   (     )-, ( )   (     )-  
 

 

   ∫ , (           )   (     )-, ( )   (     )-  
 

 

                         

bulunur. Bu ifade    fonksiyonelinin lineer olduğunu gösterir. 

Lemma 4.1.3.8: (4.16) eşitliğindeki     fonksiyoneli süreklidir. 

İspat:    fonksiyoneline Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygulanarak,   (   )  

 (     )   (     ) olmak üzere 

 |  |  ‖  (   )‖  (   )‖ ( )   (     )‖  (   ) 

‖ ( )   (     )‖  (   )     

 |  |    ‖  (   )‖  (   ) 

bulunur ve  (4.24) göz önüne alınırsa 

|  |    ‖ ‖  (   )              (   √    ) (4.25) 

elde edilir. Bu eşitsizlik    fonksiyonelinin sürekli olduğunu gösterir. 
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Lemma 4.1.3.9: (4.16) eşitliğindeki    fonksiyoneli konvekstir. 

İspat: Tüm         (   ) ve    (   ) için 

 (    (   )  )

 ∫ , (        (   )  )   (     )-, ( )   (     )-  
 

 

  ∫ , (      )   (     )-, ( )   (     )-  
 

 

 (   )∫ , (      )   (     )-, ( )   (     )-  
 

 

 

bulunur ve buradan 

 (    (   )  )    (  )  (   ) (  ) 

elde edilir. Bu eşitlik    fonksiyonelinin konveks olduğunu gösterir. 

Şimdi materyal ve yöntem kısmında verilen varlık ve teklik teoreminin tezde seçilen 

optimal kontrol problemi için de geçerli olduğunu ispatlayabiliriz. 

Teorem 4.1.3.10:   (   )  koersiv, bilineer, sürekli ve simetrik form ve    lineer, 

sürekli bir fonksiyonel olsun. Bu durumda (4.18) ile verilen fonksiyonel için 

  (  )     
     

  ( ) (4.26) 

olacak şeklinde bir tek          elemanı vardır (Lions 1971). 

İspat: *  +      ,   ( )  için minimalleştirici dizi olsun. Yani      için 
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  (  )     
     

  ( ) (4.27) 

sağlansın. (4.23) ile (4.25) birlikte düşünüldüğünde  

  ( )   ‖ ‖
  (   )
     ‖ ‖  (   ) (4.28) 

eşitsizliği elde edilir. 

(4.27) ifadesinde (4.28) göz önüne alınarak 

‖  ‖  (   )     (4.29) 

olduğu sonucuna varılır. Bu durumda *  + dizisinin      (   ) elemanına 

yakınsayan zayıf yakınsak {   
} alt dizisi vardır.     kümesi kapalı ve konveks 

olduğundan zayıf kapalıdır. O halde   

       (4.30) 

şeklindedir. 

Ayrıca    (   )  aşağıdan zayıf yarı sürekli ve        zayıf sürekli olduğundan  

    ( ) dönüşümü aşağıdan zayıf yarı süreklidir. Bu durumda aşağıdan zayıf yarı 

sürekiliğin tanımına göre 

   (  )           (   
) 

eşitsizliği yazılır. (4.27) eşitlliği ile birlikte 

   (  )          
  ( ) 

ve (4.30) ifadesinden 
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   (  )          
  ( ) 

olduğu görülür. 

Böylece (4.1)-(4.3) probleminin çözümünün varlığı elde edilmiştir. Tekliği için    ( ) 

fonksiyonelinin kesin konveks olduğunu gösterelim. Her         (   ) ve 

  (   ) için  

  (    (   )  )   (    (   )       (   )  )    ((   )  )   

                                            (     )  (   ) (     )   (     (   )   )   

                                          , (     )        -  (   ), (     )        -

 

olup, buradan 

  (    (   )  )     (  )  (   )  (  ) 

yazılır. Bu durumda    ( ) kesin konvekstir. 

Şimdi    ve    

  (  )    (  )     
     

  ( ) 

eşitliğini sağlayan iki eleman olsun.     kümesi konveks olduğundan 

 

 
(     )      

ve        için   ( )  kesin konveks olduğundan 

  

  4
 

 
(     )5  

 

 
  (  )  

 

 
  (  )     

     

  ( ) 
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eşitsizliği elde edilir ki bu bir çelişkidir. Dolayısıyla       olmalıdır. Yani minumum 

eleman tektir. Teorem 4.1.3.10 ispatlanmış olur. 

4.1.4. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi ve minimalleştirici dizinin kurulması 

Bu bölümde    ( ) fonksiyonelinin diferansiyellenebilir olduğu gösterilmiştir. Bu 

amaçla parabolik problemin eşlenik sınır değer problemi elde edilmiştir. Eşlenik sınır 

değer problemini elde etmek için Lagrange fonksiyoneli 

 (     )  ∫, (     )   ( )-   

 

 

  ∫  ( )   

 

 

  ∫(  ( ))
 
   

 

 

 ∫∫ 6
  

  
  

   

   
  (   ) 7     

 

 

 

 

 
(4.31) 

 

 

şeklinde tanımlanır.  (     ) çözümüne   (   )       (   )    ve    (   )    

olacak şekilde    artımını verelim. O halde 

 (         )   (     )  ∫,(     )(     )   ( )-   

 

 

                                                         ∫  ( )   

 

 

  ∫(  ( ))
 
   

 

 

                                                        ∫∫ , (     )   (     )    (   )-    

 

 

 

 

                                                        ∫, (     )   ( )-   

 

 

  ∫  ( )   

 

 

                                                         ∫(  ( ))
 
   

 

 

 ∫∫ ,          (   )-    

 

 

 

 

 

yazılır. Bu ifadeye iki kare farkı uygulanırsa 
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 (         )   (     )  ∫,  (     )    ( )-   (   )  

 

 

                                                        ∫∫ ,         -    

 

 

 

 

 

bulunur. 

Lagrange fonksiyonelinin birinci varyasyonu 

      
   

 (         )   (     )

 
 

olup,  

   ∫,  (     )    ( )-  (   )  

 

 

        ∫ ∫ ,         -    

 

 

 

 

     (4.32) 

yazılır. 

(4.32) ifadesinde son integralde bazı düzenlemeler yapalım. Kısmi integrasyon 

kullanılarak 

∫∫        

 

 

 

 

 ∫{   | 
  ∫      

 

 

}  

 

 

                              ∫* (   )  (   )   (   )  (   )+  

 

 

 ∫∫        

 

 

 

 

 

bulunur. Burada   (   )    olduğu kullanılırsa 
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∫∫        

 

 

 

 

 ∫ (   )  (   )  

 

 

 ∫ ∫        

 

 

 

 

 
(4.33) 

elde edilir. 

Benzer şekilde (4.32) ifadesindeki diğer integrale kısmi integrasyon uygulanırsa 

∫∫          

 

 

 

 

 ∫ {     | 
  ∫        

 

 

}  

 

 

                                   ∫*  (   )   (   )    (   )   (   )+  

 

 

 ∫∫          

 

 

 

 

 

yazılır. Ardından bir kez daha kısmi integrasyon uygulanır,     (   )    ve 

   (   )     olduğu kullanılırsa  

∫∫          

 

 

 

 

 ∫ {     | 
  ∫        

 

 

}  

 

 

                                     ∫*   (   )  (   )     (   )  (   )+              

 

 

                                    ∫∫          

 

 

 

 

 (4.34) 

elde edilir. 

Şimdi (4.32) ifadesinde (4.33) ve (4.34) eşitlikleri yerine yazılırsa 

   ∫,  (     )    ( )-  (   )  

 

 

 ∫ (   )  (   )  

 

 

 ∫∫        

 

 

 

 

        ∫    (   )  (   )  

 

 

 ∫   (   )  (   )  

 

 

 ∫∫          
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veya 

   ∫,  (     )    ( )   (   )-  (   )  

 

 

 ∫ ∫(       )      

 

 

 

 

        ∫    (   )  (   )  

 

 

 ∫    (   )  (   )  

 

 

 

bulunur.      stasyonerlik şartından 

          (4.35) 

 (   )    , (     )   ( )- (4.36) 

  (   )         (   )    (4.37) 

eşlenik sınır değer problemi elde edilir. 

Şimdi    ( )  amaç fonksiyonelinin türevini elde edelim. Bunun için ilk olarak (4.20) 

denklemi   ile çarpılır ve   bölgesinde integrali alınırsa 

∫∫(         )     

 

 

 

 

   

yazılır. Yukarıdaki her iki intagrale kısmi integrasyon uygulanırsa 

∫{   | 
  ∫      

 

 

}  

 

 

 ∫{     | 
  ∫        

 

 

}  

 

 

   

olup, 
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∫ (   )  (   )  

 

 

 ∫ (   )  (   )  

 

 

 ∫∫        

 

 

 

 

  ∫  (   )  (   )  

 

 

  ∫ (   )  (   )  

 

 

 ∫∫          

 

 

 

 

  

 

bulunur.    (   )       (   )    ve    (   )    ( ) şartları kullanılarak, son 

integral ifadesine tekrar kısmi integrasyon uygulanırsa 

∫ (   )  (   )  

 

 

 ∫ ∫        

 

 

 

 

  ∫ (   )    

 

 

 ∫ {     | 
  ∫        

 

 

}  

 

 

  

 

veya 

∫ (   )  (   )  

 

 

  ∫  (   )    

 

 

 ∫∫(       )      

 

 

 

 

  

 

elde edilir. Burada (4.36) şartı kullanılarak 

∫ , (     )   ( )-  (   )  

 

 

  ∫  (   )    

 

 

 (4.38) 

yazılır.   elemanına    artımı verilirse   ( ) fonksiyonelindeki değişim 

   ( )    (    )    ( ) 

şeklinde olacaktır. O halde 
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|   ( )|  ∫*, (        )   ( )-  , (     )   ( )- +  

 

 

                    ∫ ( )  ( )  

 

 

  ∫   ( )  

 

 

                     ∫  ( )  ( )  

 

 

  ∫(   ( ))
 
  

 

 

 

olur. İki kare farkı uygulanarak,   (   )   (        )   (     ) olarak 

düşünülürse 

   ( )   ∫, (     )   ( )-  (   )  

 

 

 ∫   (   )  

 

 

                 ∫  ( )  ( )  

 

 

  ∫    ( )  

 

 

                 ∫   ( )  ( )  

 

 

  ∫(   ( ))
 
  

 

 

 

yazılır. Bu denklemde (4.38) ifadesi yerine yazılırsa 

|   ( )|  ∫   ( ) (   )  

 

 

 ∫   (   )  

 

 

                 ∫ ( )  ( )  

 

 

  ∫   ( )  

 

 

                       ∫  ( )  ( )  

 

 

  ∫(   ( ))
 
  

 

 

 (4.39) 

elde edilir. 
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 , fonksiyonu 

 
        (   )

  ( )    ( )   
  (4.40) 

probleminin çözümü olsun. 

Buna göre (4.39) ifadesini düzenlemeye devam edelim. 

|   ( )|  ∫      ( )  

 

 

 ∫   ( )  

 

 

 ∫   (   )  

 

 

   ∫ ( )  ( )  

 

 

  ∫    ( )  

 

 

        ∫   ( )  ( )  

 

 

  ∫(   ( ))
 
  

 

 

 

olup, kısmi integrasyon uygulanarak  

|   ( )|  ∫     ( )  

 

 

 ∫   ( )  

 

 

 ∫   (   )  

 

 

   ∫ ( )  ( )  

 

 

  ∫    ( )  

 

 

   ∫  ( )  ( )  

 

 

  ∫(   ( ))
 
  

 

 

 

elde edilir. Yukarıdaki eşitlik yeniden düzenlenirse 
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|   ( )|  ∫(     ( ))  ( )  

 

 

 ∫(       ( ))   ( )  

 

 

              ∫   (   )  

 

 

  [∫   ( )  

 

 

 ∫(   ( ))
 
  

 

 

]

 

ifadesi bulunur. Frechet türevin tanımının 

|   ( )|  〈  
 ( )   〉  (   )   (‖  ‖

  (   )
 ) (4.41) 

olduğunu biliyoruz. Buna göre amaç fonksiyoneli için Frechet türevi 

  
 ( )        (4.42) 

şeklinde elde edilir.  

Böylece bir    elemanının optimal çözüm olabilmesi için gerek ve yeter şart    bu 

elemana karşılık gelen çözüm olmak üzere her        için  

〈            〉  (   )    

eşitsizliğinin sağlanması şeklinde ifade edilir (Vasilyev 1981). 

Şimdi Gradyen medodunu kullanarak optimal çözüme yakınsayan bir minimalleştirici 

dizi kuralım.    elemanına karşılık gelen Frechet türevi   
 (  ) ile gösterilir ve    

başlangıç elemanı seçilerek 

            
 (  )         

(4.43) 

kuralı ile minimalleştirici dizi oluşturulur. Burada    aşağıdaki eşitsizliği sağlayan 

yeterince küçük bir sayıdır:  
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  (    )    (  )    6 ‖  
 (  )‖

  
 (  )

  
7    

(4.44) 

   parametresinin seçimi (İskenderov et al. 2002) çalışmasında verilen metotlardan biri 

yapılabilir. Amaç fonksiyoneli aşağıdan zayıf yarı sürekli olduğundan  

      ( )     
   

  (  )      

eşitsizliği yazılabilir.  

Bu iterasyonu durdurmak için aşağıdaki durdurma kriterlerinden biri seçilebilir:  

‖       ‖     |  (    )    (  )|     ‖  
 (  )‖     

(4.45) 

4.1.5. Minimalleştirici dizinin yakınsaması 

Bu bölümde ise     iken minimalleştirici *  ( )+ dizisi için,   (*  +)    (  ) 

olmasının     için ‖     ‖  (   )    olmasını gerektirdiği ispat edilmiştir. Yani 

minimalleştirici dizinin optimal çözüme yakınsadığı gösterilmiştir. Bunun için   ( ) 

fonksiyonelinin güçlü konveks olduğu kanıtlanmıştır. 

Teorem 4.1.5.1:   ( ) fonksiyoneli güçlü konvekstir. 

İspat: İlk önce ‖ ‖
  (   )
   fonksiyonelinin güçlü konveks olduğunu gösterelim. Her bir 

           ve   ,   - için 
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‖    (   )  ‖  (   )
  ∫,(    (   )  )

  (   
  (   )  

 ) -  

 

 

                                               ∫(   
  (   )  

   (   )(     )
 )  

 

 

                                                          ∫( (  
 )  (   )(  

 )   (   )(  
    

 ) )  

 

 

                            ‖  ‖  (   ) 
  (   )‖  ‖  (   ) 

 

            (   )‖     ‖  (   ) 
 

 

yazılır. Böylece ‖ ‖ (   ) 
  fonksiyoneli güçlü konvekstir.  (   ) fonksiyonelinde 

yukarıdaki eşitlik kullanılırsa 

 (    (   )       (   )  )

 ∫[ ( (      )   (     ))  (   )( (      )   (     ))]
 
  

 

 

   ‖  ‖  (   )
   (   )‖  ‖  (   )

    (   )‖     ‖  (   )
 

 

elde edilir.  (   ) kesin konveks olduğundan 

 (    (   )       (   )  )

            ∫, (      )   (     )-   

 

 

 (   )∫, (      )   (     )-   

 

 

              ‖  ‖  (   )
   (   )‖  ‖  (   )

    (   )‖     ‖  (   )
 

             (     )  (   ) (     )    (   )‖     ‖  (   )
 

 

bulunur. Böylece   (   ) fonksiyoneli güçlü konvekstir. Bu durumda   ( ) 

fonksiyoneli için 
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  (    (   )  )    (     )  (   ) (     )    (   )‖     ‖  (   )
 

  (     (   )   )   
 

yazılır. Buradan   

  (    (   )  )

    (  )  (   )  (  )    (   )‖     ‖  (   )
 

 (4.46) 

olur. Dolayısıyla   ( ), güçlü konvekstir. 

Teorem 4.1.5.2: Güçlü konveks olan   ( )  fonksiyoneli için    elemanına yakınsayan 

bir minimalleştirici dizi mevcuttur ve bu dizi  

‖     ‖  (   )
  

 

 
(  (  )    (  )) 

eşitsizliği sağlar. 

İspat: Bu ispat fonksiyonelin güçlü konveks olması kullanılarak yapılır. (4.46) 

ifadesinde   
 

 
 alırsak  

  (
 

 
   

 

 
  )  

 

 
  (  )  

 

 
  (  )   

 

 
‖     ‖  (   )

  

elde edilir. Diğer taraftan  

  (  )    (
 

 
   

 

 
  ) 

olduğundan   



52 

 

  (  )  
 

 
  (  )  

 

 
  (  )   

 

 
‖     ‖  (   )

  

yazılır.  

 

Buradan 

‖     ‖  (   )
  

 

 
(  (  )    (  )) 

bulunur.  

4.2.     için Problemin İyi Tanımlı Olmadığını Gösteren Nümerik Örnekler 

Bu bölümde nümerik bir örnek üzerinde, fonksiyonelde     alındığında problemin iyi 

tanımlanmamış olduğu gösterilmiştir. 

Örnek 4.1: (   )    (   )  (   - bölgesinde             seçimi ile 

aşağıdaki optimal kontrol problemini ele alalım. 

       

 

{
 
 

 
                                 

 

 
      

                    

 
 

 
                 

 

 
          

 

(4.47) 

 (   )  {
          

 

 

        
 

 

 

 
    

 (4.48) 

  (   )         (   )   ( ) (4.49) 
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probleminde    

  ( )  ∫ [ (     )  {
   ( ) (      )     

 

 

   ( ) (        
 

 
)

 

 
    

]

 

  

 

 

  ‖ ‖
  (   )
 

 (4.50) 

amaç fonksiyonelini minumum yapacak olan   fonksiyonunu kontrol edelim. Yani 

      (  )       ( ) (4.51) 

eşitliğini sağlayacak olan    fonksiyonunu belirleyelim. 

Feado-Galerkin metodu ile   sayısına bağlı olarak (4.47)-(4.49) problemi için yaklaşık 

çözümler elde edilir. Bazı   değerleri için çözümlerin hataları Çizelge 4.1 de 

verilmiştir. 

Çizelge 4.1.   ( ) de bazı   değerleri ve hata normları 

  ‖      
 ‖

  ( )
 

10 0.0000826 

20 0.0000133 

30          

40           

50           

İlk olarak     için 
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 ( )  ∫ [ (     )  {
   ( ) (      )     

 

 

   ( ) (        
 

 
)

 

 
    

]

 

  

 

 

 (4.52) 

amaç fonksiyonelini düşünelim. 

Bu fonksiyoneli minimum yapan değer      olduğu aşikardır. Fonksiyonel bu değeri 

       ( ) için alır.      alınarak Feado-Galerkin metodu ile elde edilen yaklaşık 

çözüm için minimum değer               olarak elde edilir.  

        başlangıç elemanı ile başlanır ve       değeri için             
 (  ) 

        kuralıyla minimalleştirici dizi oluşturulursa 101. iterasyondan sonra  

                              (         )             (         )

                     (         )             (          )

                     (          )             (          )

                     (          )             (          )

                     (          )

 

optimal control fonksiyonu elde edilir. 

     elemanı için fonksiyonelin değeri  (    )              şeklindedir. Fakat bu 

fonksiyonele bu değerleri aldıran   fonksiyonları arasındaki farkın normu ‖     

  ‖  (   )           olur. Bu çözümlerin grafiği Şekil 4.2 de verilmiştir. 

Başka bir başlangıç elemanı      ile başlanılır ve       değeri için         

   
 (  )         kuralıyla minimalleştirici dizi oluşturulursa 101. iterasyondan 

sonra  
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                         (         )             (         )

                      (         )             (          )

                      (          )             (          )

                      (          )             (          )

                      (          )

 

elemanı elde edilir. 

Bu      elemanı için fonksiyonelin değeri  (    )              şeklindedir. Fakat 

bu durumda  ‖       ‖  (   )             olur. 

   final zamanı artarken optimal çözüm ve optimal değere yaklaşan diğer bir çözüm 

arasındaki fark artar. Eğer aynı problem     için ele alınırsa amaç fonksiyoneli  

 ( )  ∫[ (     )  {
   ( ) (      )     

 

 

   ( ) (        
 

 
)

 

 
    

]

 

  

 

 

 
(4.53) 

olarak değişir. 

Feado-Galerkin metodu ile      için elde edilen yaklaşık çözüme karşılık minimum 

değer              olarak elde edilir. Tekrar başlangıç elemanı          alınıp 

      değeri için            
 (  )          kuralıyla minimalleştirici dizi 

oluşturulursa 101. iterasyondan  

                              (         )

                     (         )             (         )

                     (         )              (         )

                     (         )             (         )

                     (         )             (         )

 

elemanı bulunur. 
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     elemanı için fonksiyonelin değeri  (    )              şeklindedir. O zaman 

‖       ‖  (   )           olarak bulunur. Bu      ile    fonksiyonlarının grafiği 

Şekil 4.3 de verilmiştir. 

 

 

Şekil 4.2.      için iki çok farklı fonksiyon yaklaşık aynı fonksiyonel değeri verir 
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Şekil 4.3.      için iki çok farklı fonksiyon yaklaşık aynı fonksiyonel değeri verir 

Bu örnekler problemin     için nümerik olarak iyi tanımlanmadığını gösterir.  
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5. SONUÇ 

Parabolik sistemler için optimal kontrol problemleri daha önce Dhamo ve Tröltzsch, 

Raymond, Rröltzsch, Altmüller ve Grüne, Phan, Dham ve diğer bilim adamlarının 

çalışmalarında incelenmiştir. Bu çalışmalarda kontroller karesel integrallenebilen 

fonksiyonların uzayından seçilmiştir. Bu tez çalışmasında ise parabolik bir sistemde sağ 

sınır şartı sürekli fonksiyonların uzayından seçilerek oluşturulan optimal kontrol 

problemi literatürdeki diğer çalışmalardan oldukça farklı bir şekilde konulmuştur.  

Kontrol fonksiyonu   (   ) uzayına aittir ve aday kontrollerin kümesi bu uzayının 

kapalı ve konveks bir alt kümesi olarak alınmıştır. Bu seçim amaç fonksiyoneline 

kontrolün   (   ) normunun eklenmesini doğurmuştur. Bu durumda fonksiyonelinin 

Frechet türevi sadece bir eşlenik problemi değil aynı zamanda ikinci mertebeden bir adi 

diferansiyel denklemin çözümünü de içerir. Dolayısıyla fonksiyonelin 

diferansiyellenebilme şartı ekstra koşullar ortaya çıkarmıştır. Ayrıca bu çalışmada 

optimal kontrol probleminin iyi tanımlı olmama şartı da nümerik örneklerle 

açıklanmıştır. 

Bu tezden elde edilen bulgular aşağıdaki makalede yayınlanmıştır. 

Sener, S. S. and Subasi M., 2015. On a Neumann Boundary Control in a Parabolic 

System , Boundary Value  Problems 2015, 2015:166 
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