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OZET

Doktora Tezi

PARABOLIK BIR PROBLEMDE NEUMANN SINIR KONTROLU

S. Sule SENER

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Murat SUBASI

Bu tezde, bir boyutlu parabolik bir sistemde ¢6ztimiin final aninda istenilen konuma
yakin olabilmesi i¢in sag sinir sartinin kontrolii incelenmistir. Parabolik sistemin
¢oziimi ifade edildikten sonra, optimal kontrol probleminin ¢6ziimii ele alinmigtir. Bu
¢Ozlimiin varlig1 ve tekligi ispatlanarak nasil elde edilebilecegi tartisilmistir. Bunun i¢in
ama¢ fonksiyonelinin tiirevlenebilmesi lizerine ekstra sartlar konulmustur. Bu sartlar
altinda optimal ¢6zlime yakinsayan minimallestirici dizi kurularak bu dizinin yakinsama
hizina ait sonuclar elde edilmistir. Probleme ait sonucglar niimerik ornekler iizerinde

tartisilmistir.

2016, 61 sayfa

Anahtar Kelimeler: ikinci mertebeden parabolik denklemler, optimal kontrol

problemleri, diizgiinlestirme, iyi tanimli problemler



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

NEUMANN BOUNDARY CONTROL IN A PARABOLIC PROBLEM

S. Sule SENER

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Discipline of Applied Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat SUBASI

In this thesis, for a-one dimensional parabolic system the right boundary condition has
been controlled in order to the solution of the system be near desired location at final
time. After stating the solution of parabolic system, the solution of optimal control
problem has been investigated. By proving the existence and uniqueness of this
solution, it’s obtainity has been discussed. To do this extra conditions have been put on
the differentiability of cost functional. Under this conditions, by constructing
minimizing sequence converging to optimal solution the results have been obtained
about the rate of convergence of this sequence. The obtained results have been

discussed on numerical examples.

2016, 61 pages

Keywords: Second-order parabolic equations, optimal control problems, regularization,

well-posedness problems
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1. GIRIS

Parabolik denklemler i¢in optimal kontrol problemleri cesitli uygulamali alanlardaki
oneminden dolay1 olduk¢a yaygindir. Bu konuyla ilgili glinimiize kadar degisik bilim

adamlar tarafindan ¢ok sayida calisma yapilmistir.

Literatiirde, parabolik denklemlere ait ters problemler ve optimal kontrol problemleri
farkli yonleriyle ele alinmistir. Kontroliin sinirlarda, katsayida ve denklemin baslangig
sartlarinda olmas1 durumlar bir¢ok yazar tarafindan ayrintili olarak calisilmistir.
Dhamo ve Troltzsch (2009) calismasinda
By(t) = y,(1,t) B =1, Neumann
By(t) = y,(1,t) + a(1,t) 0< B = a, Robin
By(t) =y(1,t) B =1, Drichlet
sinir sartlari igin,
ye(,0) =y (x,t),  (x,t) € (0,1) x (0, T]
Yx(0,t) =0, t€[0,T]
By: = Bu, te[0,T]
y(x,0) =0, x € (0,1)

problemini ele alip,

1 1
min () =5 [ (/G T) = ya@) dx
0

fonksiyonelini minimalestirerek u fonksiyonunu kontrol etmistir.



Raymond (2010) ¢alismasinda

——Az=f, (x,t) €Q

problemini inceleyerek,
J(z,u) = %f (z —24)%dQ + %J [z(T) — Z4(T)]?dQ + gj u?dr
Q Q r

u fonksiyonunu J(z,u) fonksiyonelini minimallestirerek kontrol etmistir.

Troltzsch (2010) ¢alismasinda ise

d
Zoay=0 @NeQ=0x(0T)

y(x,0) =yo(x), x€Q

ay
= = eErx(0,T
5, T pu,t (0,7)

probleminde asagidaki fonksiyoneli kullanarak

T

1 A
min ) =5 [ G = yaCoPda+ 5 [ [l olPdsde
r

Q 0

u fonksiyonunu kontrol etmistir.

Altmiiller ve Griine (2010) ¢alismasinda

yt(x; t) = yxx(x' t) + ﬂ}’(x, t)' (x' t) € ‘Q X (0, OO)



y(x,0) =yo(x), x€(0,1)
y(0,t) =0, y.(1,t) =v(t), t € (0, )

problemi i¢in u niin farkli degerleri igin

1 2 A 2
10, v) =5 YD IR, ) + 5 IEOTIE, o

amag fonksiyoneli ile v(t) sinir sartin1 kontrol etmislerdir.

Phan (2011) ¢alismasinda

ut(xﬂ t) = uxx(x' t), (x, t) € Q

u(x,0) = uy(x), x €N

aZ_ t terl
on w(x, 1),

problemini ele almais,

1 a
Juw) =3 [ 1) = 2P0 + 5 (v whr
Q

fonksiyoneliyle w fonksiyonunu kontrol etmistir.

Dhamo ve Troltzsch (2011) ¢alismasinda amag fonksiyonelini

1

1
Jow =5 [ 6T - yaGPax

0

seklinde secerek

yl(x, t) = yxx(x' t) (x, t) € (0'1) X (0, OO)



y(x,0) =0, x€(0,1)

¥2(0,8) =0, y(1,t) =u(®), te(0,T)

problemi i¢in u fonksiyonunu kontrol ettigi bir optimal kontrol problemi diisiinmiis ve

amag fonksiyonelinin segimleri hakkinda bilgi vermistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik olarak giris béliimiinde literatiir bilgisi
verildikten sonra ikinci boliimde, bu tezin olusturulmasinda temel teskil edecek olan Ly,
uzaylart ve Sobolev wuzaylar1 verilerek, bunun yani sira bir sonraki bolimde

kullanacagimiz teoremler ve lemmalar ile bazi kavramlarin tanimlari verilmistir.

3. boliimde genel anlamda parabolik baslangi¢ sinir deger proleminde sinir sartlarinin
final anindaki optimal kontrol problemi tanitilmis. Bu problemin ¢6ziimiiniin varligin

ve tekligini ifade eden bir teorem verilmis ve bu teoremin ispat1 yapilmstir.

4. boliimde, bir parabolik denklem icin bir optimal kontrol problemi tanitilmis ve
oncelikle parabolik denklemin zayif ¢oziimiinliin varligi ve tekligi ifade ve ispat
edilmistir. Daha sonra optimal ¢6ziimiin varligi ve tekliginin ispati incelenmistir.
Probleme karsilik gelen eslenik problem elde edilmis ve bu problem araciligiyla amag
fonksiyonelinin Frechet tlirevi belirlenmistir. Gradyen metodu ile Frechet tilirevini
kullanan bir minimallestirici dizi kurulmustur. Problemin kararliligi, yani k — oo iken
{g1} minimallestirici dizisi icin, J,({gx}) = Jo(g.) olmasmm ||gx — g.llz1 o) — O
olmasin1 gerektirdigi ispat edilmistir. Bunun i¢in ise J/,(g ) fonksiyonelinin giiglii
konveks oldugunu ispat edilmistir. Bu boliimde son olarak, problemin iyi taniml

olmadig1 durumlari i¢ceren niimerik drnekler olusturulmustur.

5. boliimde ise bu calismanin daha Onceki yapilan caligmalardan farkliligi ortaya

koyulmus ve tezin 6nemi vurgulanmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, sonraki boliimler i¢in temel teskil eden teorem ve lammalar ile birlikte

bazi kavramlarin ve uzaylarin tanimlarina yer verilmistir.

Tamim 2.1 (Yakinsakhik): (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X kiimesinde bir dizi olsun.
Eger her € > 0 ve her n > n, i¢in d(x,, x) < & olacak sekilde ny(e) € N sayis1 varsa

(x,) dizisine X kiimesinde yakinsak ve x elemanina da dizinin limiti denir.

Tamim 2.2 (Cauchy Dizisi): (X, d) bir metrik uzay ve (x,,), X kiimesinde bir dizi olsun.
Eger her € > 0 i¢in n,m = ny iken d(x,, x) < & olacak sekilde ny(¢) € N sayisi

mevcutsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi ad1 verilir.

Tamim 2.3 (Tam Metrik Uzay): (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger bu uzaydaki her

Cauchy dizisi bir x € X limitine yakinsiyorsa (X, d) uzayma tam metrik uzay denir.

Tamim 2.4 (Lineer Uzay): X kiimesi {izerinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma

islemleri olmak tizere, her x,y,z € X veher a,f € R i¢in

LlL. x+y=y+x

L2 (x+y)+z=x+ W +2)

L3. (a+B)x = ax + fx

L4. a(x+y)=ax+ay

L5. a(Bx) = (af)x

L6.ax=x= a=1

L7. x + u = x olacak sekilde u € X vardir

L8. x + y = u olacak sekilde y € X vardir

sartlarin1 sagliyorsa X kiimesine reel sayilar kiimesi iizerinde bir lineer uzay denir.



Tanim 2.5 (Normlu Uzay): X bir lineer uzay olmak tizere ||. ||: X — R fonksiyonu her

x,y € Xveher A€ R igin

N1 |[x|]| > 0vellx]| =0 x=0
N2. [|Ax]| = [A]|[x]|
N3. [lx +yll < llx]l + Iyl

sartlarin1 sagliyorsa bu fonksiyona x tizerinde norm ve (X, ||.||) ikilisine normlu lineer

uzay denir.

Tamim 2.6 (Banach Uzay): X = (X, ||.||), normlu lineer uzay olsun. X uzay1 d(x,y) =

|lx — y|| metrigine gore tam uzay ise bu uzaya Banach uzayi denir.

Tanmm 2.7 (Kapah Kiime): X kiimesinde her yakinsak dizinin yakinsadigi nokta bu

kiimeye ait ise X kiimesine kapali kiime denir.

Tamim 2.8 (Konveks Kiime): X c R" herhangi bir kiime olsun. Eger her 4 € [0,1] ve

her x;,x, € X igin

sart1 saglaniyorsa X kiimesine konveks kiime ad1 verilir.

Tamim 2.9 (Konveks Fonksiyon): X, R™ uzayinin bostan farkli konveks bir alt kiimesi

olsun. f: X — R fonksiyonu her 1 € [0,1] ve her x;,x, € X igin

fQx + (1= Dxx) < Af (x) + (1 = Df(x)

esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona X kiimesi lizerinde konveks fonksiyon denir.

Ayrica A € (0,1) ve x; # x, igin



fAx; + (1= Dxp) < Af () + (1= Df(xz)

esitsizligi gecerli ise f fonksiyonu kesin konveks olur.

Tanmim 2.10 (Giiglii Konveks Fonksiyon): X, R" uzayinin bostan farkli konveks bir alt

kiimesi olsun. f: X — R fonksiyonu i¢in her A € [0,1] ve her x;,x, € X olmak tizere

fQx; + (11— Dxz) < Af () + (1 = Df(xz) — xAA = Dllxq — x2||2

esitsizligi saglanacak sekilde y > 0 sabiti varsa bu fonksiyona y sabiti ile giiglii

konveks fonksiyon adi verilir.

Tanim 2.11 (Doéniisiim): X ve Y bostan farkli iki kiime olmak tizere f, X kiimesinden
Y kiimesine bir bagmti olsun. Eger f bagmtis1 X kiimesinin her elemanini Y
kiimesinden yalniz bir eleman ile esliyorsa bu bagintiya X kiimesinden Y kiimesine bir

doniistim denir.

Tamm 2.12 (Siireklilik): f: X — Y bir fonksiyon ve x, € X olsun. Eger her € > 0 i¢in
dy(x,xy) < 6 iken dy(f(x),f(xo)) <& olacak sekilde § = §(e) pozitif sayisi

mevcutsa f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda siirekli ise bu fonksiyona X kiimesinde

stirekli fonksiyon denir.

Tamim 2.13 (Operator): Lineer uzayda tanimli doniisiimlere operatdr denir.

Tamm 2.14 (Lineer Operator): X ve Y,F cismi lizerinde birer lineer uzay olsun.

T:X - Y operatoril, her A, u € F ve x,y € X igin

T(Ax + py) = AT (x) + uT (y)



sartin1 sagliyorsa bu doniigiime lineer operator denir.

Tamm 2.15 (Fonksiyonel): F c R veya F c C olmak iizere X, F iizerinde bir vektor

uzayi olsun. J: X = F operatoriine fonksiyonel adi verilir.

Tamim 2.16: (x,,) bir reel say1 dizisi olsun.

lim supx,, = lim [sup{x) : k = n}]
n—-oo

n—-oo

lim infx,, = lim [inf{x, : k = n}]
n—oo n—oo

olur. Baska bir gosterim

lim supx,, = lim x,, lim infx,, = lim x,
n—oo n—oo n—oo n—oo

seklindedir. sup{x; : k >n} =0 veya inf{x; : k >n} = —oo ise limsupx, = o

veya lim infx,, = —oco diyebiliriz.

Tanimdan lim,,_, infx,, < lim,_. supx, diyebiliriz, iistelik (x,) dizisinin yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim,,_,, infx,, = lim,,_,,, supx,, olmasidir.

Tamm 2.17 (Asagidan Yan Siireklilik): f: X — R bir fonksiyon olsun. x, € X ve her

Xn = X dizisi i¢in
lim inf f (x,,) = f(x0)
n—oo
ise f fonksiyonuna x, noktasinda asagidan yari siirekli fonksiyon denir.

Tamim 2.18 (Koersiv Bilineer Form): f: R" — R fonksiyonu

lim f(x) =0

llxII—0



sartin1 sagliyorsa koersiv olarak adlandirilir. Bagka bir ifadeyle herhangi M > 0 sayisi
i¢in ||x|| = R iken f(x) = M olacak sekilde R > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna koersiv

ad1 verilir.
H, Hilbert uzay1 olmak iizere her x € H i¢in
a(x,x) = c|lx||?

olacak sekilde ¢ > 0 sabiti varsa a: H X H — R bilineer formuna koersiv ad1 verilir.

Burada ||x]|| = +/{x, x)y seklindedir.

Tamim 2.19 (Gradyen — Frechet Tiirevi): W kiimesinde tanimlanan J(w) fonksiyoneli

i¢in,
AJ(w) =J(w + Aw) — J(w) = (J'(w), Aw)y, + o([lAw (1)

sarti saglanirsa bu fonksiyonele w € W  elemaninda Frechet anlaminda
diferensiyellenen fonksiyonel, J'(w) elemanina ise J(w) fonksiyonelinin gradyeni veya

Frechet tiirevi denir.

Teorem 2.1 (Vasilyev, 1981): U,B —Banach uzaymin konveks alt kiimesi, J(u)
fonksiyoneli bu kiimede birinci mertebeden stirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve
U, ={ueU:J(uw) =], =Infy J(u)} kimesi J(u) fonksiyonelinin  minimum
noktalariin kiimesi olsun. Bu takdirde her u, € U, ve her u € U i¢in {(J'(u,),u —

u,)p = 0 sart1 saglanur.

Lemma 2.1 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): (X,( )),bir i¢ carpim uzayr olsun.
x,y € X i¢in

1 < Hlxllllyll

esitsizligi gecerlidir. Burada norm, ||x|| = /(x, y) olarak tanimlanmaktadir.
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Lemma 2.2 (e-Cauchy Esitsizligi): Keyfi a, b sayilar1 ve her € > 0 olmak tizere

£ 1
< — 2 _bZ
ab_za +2‘g

esitsizligi gecerlidir.

Tammm 2.20 (Hilbert Uzayir): (X,( )),bir i¢ ¢arpim uzayr olsun. Eger bu uzay

d(x,y) = +/{x — y,x — y) metrigine gore tam ise Hilbert uzayi olarak adlandirilir.

Tamim 2.21 (Zayif Yakinsakhk): (x,), H Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger her
y € H i¢in

lim (x, y) = (x, )
ise (x,) dizisi x € H elemanina zayif yakinsiyor denir.

Tanim 2.22 (Zayif Kapah Kiime): X kiimesinde her zayif yakinsak dizinin zayif limiti

bu kiimeye ait ise X kiimesine zayif kapali kiime denir.

Tammm 2.23: L,(0,1),(0,1) araliginda Oolgiilebilir ve Kkaresiyle integrallenebilir

fonksiyonlar1 igeren bir Hilbert uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢carpim ve norm sirastyla

l
<wwmw=Ju@W@Mm
0

lullz, o0 = /(u, UL, (0,0)
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.24: L,(Q), @ =(0,1) X (0,T] bolgesinde Olgiilebilir ve Kkaresi

integrallenebilir fonksiyonlar1 igeren Hilbert uzayidir.
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Bu uzayda i¢ carpim ve norm sirasiyla

(W, V), = || ulx, v(x, t)dxdt,
I

ile tanimlanir.
Tamm 2.25: H1(0, 1), Hilbert uzay: olup kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis
tirevleri L, (0, l) uzayina ait olan fonksiyonlar1 igeren Sobolev uzayidir.

Sobolev uzaylari, genellestirilmis tiirevleri L,, uzaymndan olan Banach uzaylaridir.

H2(0,1),H(0,1) uzayinm alt uzay: olup (0,1) arahiginin sinirlarinda sifira doniisebilen

fonksiyonlar1 igermektedir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirastyla

du(x) dv(x) p
dx  dx ) x

”u”H(}(O,l) = /(u:u>H(}(O,l)

l
(u, U)Hol(o’l) =f (u(x)v(x) +
0

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.26: H1(Q), Sobolev uzay1 olup, kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis

kismi tiirevleri L, (Q)) uzayma ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzayidir.

Bu uzayda i¢ carpim ve norm sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

ou(x,t) ov(x,t) odulx,t)ov(x,t
(u,v)m(m:y (u(x,t)v(x,t)+ ug; ) vg; )+ u(ai ) vg; )>dxdt,

lullgry = /<u,U>H1<n)
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Tanim 2.27: v kiimesinde
J(v) — min
problemini ele alalm. Eger bir {v,} € V dizisi lim,_ J(v,) = inf,e, J(v) sartini

sagliyorsa {v,} dizisine problem i¢in minimallestirici dizi denir.

Tamm 2.28: Bir fiziksel olayin matematiksel modelinin ¢oziimii var, ¢6zim tek ve
¢dziim baslangic sartlarma siirekli bagimli ise problem iyi taniml1 olarak adlandirilir. lyi

taniml1 olma sartlarin1 saglamayan bir probleme iyi tanimli olmayan problem denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Q = (0,0) x (0,T) bolgesinde verilmis

( u; —kAu=nh (x,t) €Q

4 u(x,0) = u, x€Q=(00

F 8
=0.0=0=00=g0 te@D

problemi ile yonetilen
l T
Ja9) = [l Tig) = yG)Pdx + @ | g*(0)dt
0

0

fonksiyoneli i¢gin

Jo(g") = inf J,(g)
9€Gad

problemi genel anlamda parabolik baglangi¢ sinir deger probleminde sinir sartlarinin
final aninda optimal kontrolii olarak adlandirilir. Burada G,4 kiimesi G4 < L,(0,T)

seklinde kapali ve konveks bir kiimedir.

g - ulxT;g)—ulxT;0)

dontistimii lineer oldugundan J,(g) fonksiyoneli

l T

J.(g9) = f[u(x, T;9) —u(x,T;0) + u(x,T; 0) — y(x)]?dx + ajgz(t)dt
0 0

seklinde yeniden diizenlenebilir. Bu fonksiyonel
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l
7(g,9) = f [, T; g) — u(x, T; 0)][uCe T 9) — uCx, T; 0)]dx

0

T
+af g2(t)dt
0

l

Lg = f[u(x, T;g) —u(x, T;0)][y(x) —u(x,T;0)]dx
0

ve

!
b= f[y(x) —u(x,T; 0)]%dx
0

icin kisaca asagidaki gibi yazilir:

Ja(g) =7m(g,9) —2Lg + b

Genel anlamda optimal kontrol problemleri incelenirken bir takim durumlar ele alinir.

Bunlar,

1. Optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi incelenmesi
2. Optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gerek sart elde edilmesi

3. Optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in uygun hesaplama metotlar

kullanilmas1 seklindedir.

Optimal kontrol problemlerinde ¢6zlimiin varlig1 ve tekligi (Lions 1971) ¢aligmasinda

verilen su teoremin sartlarinin saglandigi ispatlanarak elde edilir.

Teorem 3.1: G bir reel Hilbert uzay1 ve G,4, G uzaynin kapali ve konveks bir alt uzay:

olsun. Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.

a) m(h,g), G uzayinda koersiv, siirekli, simetrik, bilineer bir fonksiyoneldir.
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b) Lg, G uzayinda siirekli, lineer bir fonksiyoneldir.

Bu durumda

Jo(g9) =7(9,9) —2Lg +b (3.1)

fonksiyoneli i¢in G4 aday kontroller kiimesinde

]a(h)= inf ]a(g) (32)
9€Gqq

probleminin bir tek h € G4 ¢6ziimii vardir.

Ispat: g, € G,4, J,(g) fonksiyoneli i¢in bir minimallestirici dizi olsun. Yani bu dizi

Ja(gi) = inf Ja(9) = Ja(g.) (33)
ozelliginde olsun. rr koersiv ve L siirekli oldugundan
In(g,9)1 = cligll? (c>0) (3.4)
ve
ILgl < cllgll (c1>0) (3.5)

esitsizlikleri saglanir. Buradan

Jo(g9) =m(g,9) —2Lg + b = cllgll — c1ligll (3.6)
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oldugu gorilir. (3.3) ve (3.6) ifadelerinden ||g,|| < sabit oldugu sonucu ¢ikar. Bu
durumda {g;} dizisinin w € G elemanina zayif yakinsayan bir {gy,,} alt dizisi vardur.

G .4 kiimesi kapal1 ve konveks oldugundan zayif kapalidir. O halde

w € Gad (37)

seklindedir. mw asagidan zayif yari siirekli (konveks ve siirekli) ve L zayif siirekli
(konveks ve siirekli) oldugundan bunlarin birlesiminden olusan ] fonksiyoneli de

asagidan zayif yar stireklidir. Yani

]a(W) < lim inf ]a (gkm) (3-8)

esitsizligi gecerlidir. Ayrica (3.3) ve (3.8) esitsizliklerinden de

Jo) < i, ot

=0 grkm€lg

4 Ja(Grm)) < g‘ifgid ]a(g) = Ja(g+) (3.9)

oldugu goriiliir. Boylece optimal ¢6ziimiin g, = w oldugu ispatlanir.

Bu ¢oziimiin ait oldugu kiimeyi G, = {g € Gaa: Jo(9:) = gclf ]a(g)} ile gosterelim.
9gebad

Simdi ¢oztimiin tekligini inceleyelim.

Lg fonksiyoneli konveks ve (g, g) fonksiyoneli de kesin konveks oldugundan J,(g)

fonksiyoneli de kesin konvekstir. Yani
Ja(Bg1 + (1 = B)g2) < B Ja(g) + (1 = B) Ja(g2)

esitsizligi saglanir. Buradan f = % olarak secilirse
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1 1 1 1
]a (Egl + Egz) < E]a(gl) + E]a(gz)

yazilir. g; ve g, fonksiyonlart J,(g1) = Ja(9g2) = infgeq,, Jo(g) esitligini saglayan
iki eleman olsun. Buradan

(501 +302) <5 Julg) + 5 Julg) = inf Ja(9)
a 291 292 2 a1 2 alg2 _Q‘lfrgad a9

esitsizligi % g1+ % g» elemanmin fonksiyoneli minimumundan daha diisiik bir degere

gotiirdiigii celiskisine sebep olur. O halde hem g; hem de g, minimum eleman olamaz.

Yani minumum eleman tekdir.

Optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gerek sart elde edilirken probleme karsilik

gelen Lagrange fonksiyoneli

l T

L(u,g,1) = f [w(x,T; 9) — y(OPdx + @ f F(O)dt
0 0

T 1
du
+jjn[E—kAu—h(x,t)]dxdt
00

seklinde yazildiktan sonra bu fonksiyonelin u degiskenine goére birinci varyasyonu

l T 1
6L = f[Zu(x, T;g) — 2y(x) + n(x, T)]6u(x, T)dx — f f(nt + kAn)dudxdt
0

0 0
T T

+ j kn, (L, t)éu(l, t)dt — f kn,(0,t)6u(0, t)dt
0 0

olarak elde edilir. Burada n fonksiyonu Lagrange carpanidir. §L = 0 stasyonerlik

sartindan
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N, T) = =2[ulx,T; g) — y(x)]
Nx(0,8) =0, (L) =0
eslenik problemi bulunur. Bu eslenik problemin 7 ¢6ziimii kullanilarak, J,(g)
fonksiyonelinin g fonksiyonuna karsilik gelen degisimi

T !
1A],(g)] = jkAg(t)n(l, t)dt+]Au2(x,T)dx
0

0
T

T
+2afg(t)Ag(t)dt + angz(t)dt
0 0

olarak ifade edilir. Frechet tiirevin tanimi1

10 (D] = Ua(9), A9 1,01 + 0(I1AGI1E 0.1))

olduguna gore amag fonksiyonelinin Frechet tiirevi

Ja(9) = kn(L,t) + 2ag

seklinde belirlenir. Boylece bir g, elemaninin optimal ¢dziim olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart her g € G4 igin

(kn.(L,t) + 2a9.,9 — 91,01 = 0

esitsizliginin saglanmasidir. Burada n,(l,t), g. elemana karsilik gelen eslenik

problemin ¢oziimiidiir (Vasilyev 1981).

Optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in genellikle gradyen medodu

kullanilarak optimal ¢éziime yakinsayan bir minimallestirici dizi kurulur.
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Bu metoda gore g elemanina karsilik gelen Frechet tirevi Jo(gy) olmak iizere g,

baslangi¢ elemani segilerek
k1 = 9k — PiJa(gr), k=01,

kural1 ile minimallestirici dizi olusturulur. Simdi bu {gy 1} dizisinin minimallestirici

dizi oldugunu ispatlayalim.

Frechet tirevin tanimindan

Ja(Gr+1) — Ja(Gk) = Ua(Gr)s Gr+1 — Gid1,0m) T o(llgx+1 — gk”fz(oj))
yazilabilir. Minimallestirici dizinin tanim1 geregi
Ire+1 — Ik = —BiJa(gr)
olur. Bu ifade yukardaki tiirevin taniminda yerine konulursa
Ja(Gr+1) = Ja(GK) = Ua(9k), —BiJo(Gid),0m) + O(”_,Bk]éc(gk)lllz,z(o,r))
veya
Ja(Gr+1) — Ja(gK) = —ﬁk||]&(gk)||1%2(o,T) + 0(Br)

elde edilir. O halde

0(Bi)

Ja(Gr+1) — Joa(gx) = Br —II]&(gk)IIi(o,r) + B
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olup, yeteri kadar kiiciik 3, sayilari i¢in
]a(gk+1) _]a(gk) <0
olacagi goriiliir. Bu ifade {gy 41} dizisinin minimallestirici dizi oldugunu gosterir.

Minimallestirici dizideki ) parametresinin secimi (Iskenderov et al. 2002)

caligmasinda verilen metotlardan biri ile yapilabilir.

Minimallestirici dizi bu kural ile kurulduktan sonra fonksiyonelin verilen kiimede giiglii
konveks oldugu gosterilerek, bu dizinin optimal ¢oziime asagidaki esitsizlige gore

yakinsadig1 ispatlanir;

2
”gk - g*”%z(O,T) < E(]a(gk) _]a(g*))-
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde ¢alismalarimizda elde ettigimiz ¢6ziim ve sonuglara yer verilmistir.

4.1. Parabolik Denklem icin Optimal Kontrol Problemi

Ik olarak parabolik bir denklem igin bir optimal kontrol problemi tanimlanmis ve bu

problemin ¢dziimii incelenmistir.

4.1.1. Optimal kontrol probleminin konulmasi

Bu tezde

ou 0%u

;= kaz+hxt, (k) EQ=00)x(0T) (4.1)
u(x,0) = uy(x), x€Q=(010) (4.2)
du du

parabolik baglangig-sinir deger problemi ele alinmistir. Burada k > 0 ile
up(x) € H'(Q),  h(x,0) € L,(Q), g(t) € H'(0,T)

sartlarinin saglandigin1 kabul edelim. Amacimiz, y(x) € L,(0,1) fonksiyonu t =T
final aninda (4.1)-(4.3) probleminin ¢oziimiiniin yaklagsmasini istedigimiz hedef

fonksiyonu olmak tizere,

Ja(9) = luCx, T; 9) =y, 0p + @llglfiom (4.4)
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fonksiyonelini kullanarak J,- = infJ,(g) = J,(g.) probleminin ¢6ziimii olan g

fonksiyonunu bulmaktir.

Problemde a =0 oldugunda iyi tanmimlilik saglanmamaktadir. Bunun manasi
fonksiyoneli minimum yapabilen degisik normlara sahip g fonksiyonunun
bulunabilecegidir. Burada a > 0 ise ||lu(x,T; g) — y(x)llfz(o,l) ile || gllfil(oﬂ arasinda
denge kuran ve ¢Oziimiin tekligini garanti eden diizgiinlestirme parametresidir.
Fonksiyonelde « =0 alindiginda problemin kot tanimlanmis oldugu niimerik

orneklerle gosterilmistir (Vasilyev 1988).

Ifade edilen parabolik problemi asagidaki sekilde gorsellestirebiliriz:

final ammda vaklagimak istenen konum y(x)
&

L”f T
final am 7 PR l H-H\H
optimal ¢oziim; w.(x.T:g.) —
. _ e
ED.E Ly S +mx,.rq Jo(&) = (xT:8.) = »(X),.,, + @lgelsior
et &x” :

1 A
h(x,t) e L,(Q) //‘
dis k?j.—“nak /

-

cu, K \ Eu
Ceio,)=0 R — (L) =g.

= (1) . \_/HE ),I:E::- a.-“” g.(r) —»
vahtilmis - sag uctald

] b daslim g ug

sol ug b aslangic 151 dag | 151 akast (optimal kontrol)

0 i

Sekil 4.1. Parabolik problemin gorsel ifadesi

(4.1)-(4.3) denklemi 1s1 iletim denklemi olarak ele alinir. Burada k 1s1 yayilim sabiti, h
stireksiz 1s1 kaynaginin yogunlugu, u, baslangi¢c anindaki 1s1 dagilim fonksiyonudur.
Sag ugtaki 1s1 akis1 g(t) fonksiyonu olup, sol ug ise yalitilmistir. u(x, t; g) fonksiyonu,
g(t) fonksiyonuna karsilik gelen (4.1)-(4.3) probleminin ¢oziimidiir. Ele aldigimiz
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optimal kontrol probleminde, a degerleri kullanilarak y(x) ile T final anindaki u 1s1
dagilim fonksiyonu arasindaki mesafe ve g(t) 1s1 akisi fonksiyonun biiyiikliigii kontrol

edilmistir. Bunu saglayan optimal degerler g, ve J, ile gosterilmistir.

Bu calismada Onceki ¢aligmalardan farkli olarak siirekli fonksiyonlar olan kontroller
secilmistir. Kontrol fonksiyonlarmin uzay: olarak kapali ve konveks G,; € H(0,T)
kiimesi alinmistir. Kontrollerin kiimesinin bu sekilde se¢imi ise fonksiyonele, kontroliin
H'(0,T) uzayindaki normunun eklenmesine sebep olmustur. Materyal ve Yontem
boliimiinde gosterdigimiz gibi Kontroliin L, uzayindan se¢ildigi durumda Frechet tiirevi
sadece eslenik denklemin ¢dziimiinii icerir. H1(0, T) uzayindan secildiginde ise Frechet
tiirevi sadece eslenik denklemin ¢oziimiinii degil, ayn1 zamanda ikinci mertebeden bir
diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii de igerir. Bu durum daha fazla sartin saglanma

zorunlulugunu ortaya cikarir.

4.1.2. Bir boyutlu parabolik denklem icin baslangi¢ simir deger probleminin

¢oziimiiniin varhgi ve tekligi

Bu boliimde (4.1)-(4.3) probleminin zayif ¢oziimiiniin var ve tek oldugu ispat edilmistir.

Oncelikle verilen parabolik problemin zayif ¢dziimiin tanimimi yapalim.

Tamm 4.1.2.1: (4.1)-(4.3) probleminin ¢dziimii deyince her v € H*(Q) fonksiyonu i¢in

l ) l 1
fa— (x)dx+fk——dx = fh(x, tv(x)dx, Vv e H (Q) (4.5)
0

u(x, O)0= ugy(x)

esitligini saglayan u € H>1(Q) fonksiyonu anlasilacaktir. Bu ¢oziime zayif veya

genellestirilmis ¢oziim de denilmektedir. Bu ¢oziimiin var olabilmesi i¢in

1) € '@,  h(x o) € L,(Q), g(t) € HY(0,T) (4.6)
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sartlarinin saglanmasi gerekir.

Teorem 4.1.2.2: uy(x) € HX(Q), h(x,t) € L,(Q) ve g(t) € H*(0,T) igin (4.1)-(4.3)
sinir deger probleminin tek bir u € H%1(Q) ¢6ziimii vardir ve h,u, ve g fonksiyonlar:

icin
lullfz gy < cr(IRIIE, @ + Nuollfaqy + gl om) (4.7)
esitsizligi gecerlidir (Lions 1972).

Ispat: Teoremin ispati Feado-Galerkin metodu ile yapilir. (4.1)-(4.3) probleminin
2
¢Ozimi, u, =Z—l g(t) secilerek ve u = u; +u, formunda diistiniilerek ele alinir.

Homojen sinir sartli parabolik problem u; icin asagidaki gibi elde edilir.

ou, 0%u, k x?
W _ ___ g 4.8
o =k + ) + 790 — 579 (®) (4.8)
xZ
u1 (%, 0) = o (%) — 57 9(0) (4.9)
M ion=0 hue=o
ax ) - ) ax ) - (4.10)

Bu (4.8)-(4.10) denklem sistemi ¢oziildiikten sonra bu ¢oziime u, eklenerek (4.1)-(4.3)
denklem sisteminin ¢oziimii elde edilir. (4.8)-(4.10) Neumann probleminin zayif

¢Oziimii asagidaki gibidir;

! ! !
ouy du, dv
jﬁv(x)dx+JkEadx —fh(x,t)v(x)dx
0 0 0
K¢ f (4.11)
+7fg(t)v(x)dx—JZg’(t)v(x)dx
0 0

XZ
(6,0) = up(x) = 7. 9(0)
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Bu zayif ¢6ziimiin hesaplanmasinda Feado-Galerkin metodunu kullanilir. Bu metoda

gore u; € H(Q) fonksiyonuna

N

u, N (x, t) = Z cx () pr(x)

k=1

(4.12)

fonksiyonlariyla  yaklagilir.  Yaklasitk ul (x,t) = X¥_; cx (£) @i (x)  fonksiyonu
kullanilarak (4.8)-(4.10) problemi ¢oziilebilir (Ladyzhenskaya 1985). Burada ¢y (x)
fonksiyonlar1 H1(Q) uzayinda ortagonal fonksiyonlardir. Sinir sartlar1 ile uyumlu olarak

bu fonksiyonlar asagidaki gibi alinabilir:

(n-1)
T,cos xcosTx ) COS ==X, ..

Eger (4.11) esitliginde r = 1,2,...,N igin u; = Yh_; e (D)@r(x) ve v(x) = ¢, (%)

alinarak yerine yazilirsa

ac

M—+AC=H
dt (4.13)
C(O) = Cy

birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

Burada
CY (8)]

co|d®

[CN(t)]

bilinmeyenler matrisi,
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— l' xz -
[ fuo = 5190 1Grdx
0L J

lr 2
o | [0 =590 g:00dx
0 — 0L |

r xZ
[ fuo - 5190 | onGordx
LJo | ] |

baslangi¢ matrisi,

katsay1 matrisleri ve

1,2

-l 'k X §
| he 00+ | Ta@eidx~ | Fro' O Codx

1,2

l l
b = | [ nn 0 x+ [ Fo00ar = [ To' Ot

1,2

! 'k ' x
| 100+ | To@pudx - [ Fro©ontds]

sag taraf matrisidir.

M ve A koésegen oldugu i¢in (4.13) sisteminde her denklem bir adi diferansiyel denklem
verir. Bu yiizden c¢,(t) fonksiyonlarini tam olarak bulunabilir ve (4.13) esitligi
coziilebilir. Boylece ul ¢oziim fonksiyonu elde edilir. Son olarak bu ¢oziime u,

eklenerek yaklasik u ¢6ziimii elde edilir.
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4.1.3. Optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varhg ve tekligi

Bu boliimde (4.1)-(4.3) problemi i¢in

l T

Ja(9) = f u(x,T; g) — y()2dx + a f (G2(0) + g'(O?)dt
0

0

amag fonksiyonelini minimum yapan bir g(t) fonksiyonunun varligi ve tekligi materyal
ve yontemde kullanilan tekniklerin bu fonksiyonel i¢in de gecerli oldugu ispatlanarak

elde edilmistir.

Aday kontrollerinin kapali ve konveks G,y < H(0,T) alt kiimesini tanimlayalim.
Optimal ¢6ziim i¢in varlik ve teklik teoremini vermeden once, J,(g) amag

fonksiyonelini yeniden diizenleyelim. Amag fonksiyoneli

l

Ja(9) = j [w(x,T; 9) — uCx T 0) + u(x, T; 0) — y(x)]2dx
o (4.14)

T
+a [ (620 + g @Dt
0
seklinde yazilabilir. Buradan
l

n(g,9) = j [, T; g) — u(x, T; O)1[uCe T; g) — uCe, T; 0)]dx
0 (4.15)

T
+af [gz(t) + (g’(t))z] dt
0

!
Lg = f[u(x, T;g) —u(x, T;0)][y(x) —u(x,T;0)]dx (4.16)
0
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l
b= f[y(x) —u(x,T; 0)]%dx (4.17)
0

Icin J,(g) amag fonksiyoneli kisaca
Ja(g) =m(g.9) —2Lg +Db (4.18)

biciminde yazilir.

(4.15) ve (4.16) ile tanimlanan fonksiyoneller asagidaki 6zellikleri saglar;
Lemma 4.1.3.1: (4.15) esitligindeki (g, g) bilineerdir.

Ispat: g —» u[g] — u[0] doniisimii lineer oldugundan her 8,5, € Rve g1,9,,9 €
H(0,T) igin
l

n(B191 + B292.9) = J[u(x, T; B1g1 + B292) —ulx, T; 0)][u(x,T; g) — u(x, T; 0)]dx
0

+aj[(,31g1 + B292)9 + (B191" + B292))g'1dt
0

= 5, [ e T3 0) ~ ue T ONuCe T3 ) — (e, T 0)lax
0

+£, Jl[u(x, T;9,) —ulx,T;0)][ulx,T; g) —ulx,T;0)]dx
0

T T
+Blaf(glg +g:'g")dt + ﬁzaf(gzg +g,'g")dt
0 0

bulunur. Buradan

(B191 + B292, 9) = b1m(g1, 9) + B2m(g2, 9) (4.19)
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elde edilir. Bu esitlik (g, g) fonksiyonelinin bilineer oldugunu gosterir.

Lemma 4.1.3.2: (4.15) esitligindeki (g, g) koersivdir.

Ispat: g(t) € HY(0,T) artis1 icin Au(x,t) = u(x, t; g) — u(x,t;0) fark fonksiyonu

asagidaki problemin ¢oziimudiir:

0Au 0%Au
= 4.20
R kaxz,tE(O,T), x € (0,1 (4.20)
Au(x,0) =0, x € (0,0 (4.21)
dA dA
SO0, =0,5500) = g(0,t € O) (4.22)

O halde her a > 0 i¢in ve g € H1(0,T) igin

l

|m(g, |=f Au(x, T))? dx + allgl)?
(g g) 0( ( )) g 1-11(0,7‘) (4.23)

= 16wz, 12,0 + allglor = allglZs g

elde edilir. Bu esitsizlik (g, g) fonksiyonelinin koersiv oldugunu gosterir.

Lemma 4.1.3.3: (4.15) esitligindeki (g, g) siireklidir.

Ispat: (g, g) fonksiyonelinin siirekli oldugunu gostermek icin oncelikle asagidaki

lemmay1 verelim
Lemma 4.1.3.4: (4.20)-(4.22) probleminin Au(x,t) = u(x,t; g) — u(x,t;0) ¢ozimi
hert € [0,T] i¢in

4.24
IIAu(-,t)“fz(o,z) =6 (||g”1211(o,r)) (424
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esitsizligini saglar.

Lemma 4.1.3.1 kullanilarak, her g, g, € H(0,T) i¢in
!

I7(g1,92)1 = f[u(x, T;91) —u(x, T; 0)][ulx,T; g2) —u(x,T; 0)]dx
0

T
+a f (9192+9:'9.")dt
0
< llulx, T; g1) — ulx, T; 0) I, o llulx, T; g2) — ulx, T; 0) ||, 0,00
+allgillgromllg2llaror
= ||Au(x, T; 91)||L2(0,l)||Au(X: T; gz)||L2(0,l) + a’||g1||H1(o,T)||92||H1(0,T)
< llgallwromllg2llaror + @llgilluromllg2llnior

< allgalluromllgzllmror

yazilir ve ¢c; = max{c,, @} olmak tiizere

|7(g1,92)1 < C3”gl”1—11(0,T)”92”1-11(0,T)

bulunur. Bu esitsizlik (g, g) fonksiyonelinin siirekli oldugunu gosterir.
Lemma 4.1.3.5: (4.15) esitligindeki (g, g) kesin konvekstir.
Ispat: Her g € (0,1) ve g, # g, igin

n(Bgr + (1 —B)g2Bg:1 + (1 — B)gz) < Br(g, g0 + (1 — B)n(gz g2)

esitsizliginin saglandigi gosterilmelidir. Oncelikle
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n(Bgy+ (1 —=P)g2 g1+ (1 —P)gs)
l
= f [ux,T; 891+ (1 —L)gz) —ulx, T; 0)][ulx, T; Bg: + (1 — B)gz)
0

—u(x,T;0)]dx

T
ta f [(Bgs + (1 — B)g2)? + (Bgr' + (1 — B)ga)?ldt
0
l
- f [, T; Bgs + (1= B)ga) — u(x,T; 0)]dx
0
T
ta f [(Bgs + (1= B)g»)? + (Bgr’ + (1 — B)g,))?]de
0

yazilabilir. Buradan m fonksiyonelinin bilineer olmasi kullanilarak

n(Bgr+ (1 —B)g2 B9+ (1 —F)gz)

l
_ ] [B(u(x,T; g1) — uCx, T; 0)) + (1 — B)(u(x, T g) — ux, T; 0)) dx
0
ta j [(Bgr + (1= B)gx)? + (Bgs’ + (1 — B)gx)21dt
0

elde edilir.

Bu son ifadede oncelikle

l
j [B(u(x,T; g0) — u(x, T;0)) + (1 - B)(u(x, T; g2) — u(x, T; 0))] dx
0

integralinde
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[B(u(x,T; g1) —uCx, T;0) + (1 = B)(ulx, T; g2) — u(x, T; 0))]”
< Blulx,T; g,) —ulx,T;0)]* + (1 = B)[ux,T; g;) — ulx,T; 0)]?

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

Bulx,T; g0) - u(x,T;0)° + (1= B)(ulx, T; g2) — u(x,T; 0))’
— B?(u(x,T; g1) — ulx, T; 0))2 — (1= B)?*(ulx,T; g5) — ulx,T; 0))2

—2B(1 - B (ulx,T; g1) — ulx,T; 0))(u(x,T; g5) — u(x,T;0)) = 0

sartinin saglandigini gosterelim. Bu esitsizlik diizenlenerek

(B — B(u(x,T; g1) — u(x, T;0))* + (B — B (u(x, T; g;) — u(x, T; 0))* — 2B(1

—B) (u(x,T; g1) — u(x, T; 0))(ulx, T; g2) — u(x,T;0)) = 0

elde edilir. Her iki taraf (8 — ) > 0 sayisina boliiniirse

(u(x, T;91) —u(x,T; O))2 — Z(u(x, T;91) —u(x,T; 0))(u(x, T;g,) —u(x,T; 0))

+ (u(x, T; g2) —u(x, T50))* = 0
veya buna denk olarak
[(u(x, T;91) —u(x,T;0)) — (u(x,T; g2) — ulx, T; 0))]2 =0

bulunur. Boylece g, # g, igin
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1
f[ﬁ(u(x, T;g1) —u(x, T;0)) + (1= B)(u(x, T; g2) — ulx, T; 0))] dx
0
1

< f{ﬁ[u(x, T;91) —u(x, T;0]° + (1 — B)[ulx, T; g2) — ulx, T; 0)]*}dx

0

esitsizligi saglanir.

Ayni1 sekilde

j (Bgs + (1 — B)g2)dt
0

integralinde
(Bgr+ (1= p)g2)* <Bgi* + (1 - B)g.’
oldugunu gosterelim. O halde
Bgi* + (1= B)g.? — B*9:* — (1 = B)?g,* — 2B(1 — B)g1g. > 0
sartinin saglandigini gosterelim. Bu esitsizlik diizenlenirse
(B —B*g:* + (B —B*g* —2B(1—p)gig> >0
yazilir. Her iki taraf (8 — £?) > 0 sayisina boliiniirse

912+ 92> — 2919, >0

veya buna denk olarak
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(91— g2)* >0
bulunur.
Boylece g, # g, i¢in
T T
[ 6o+ a=pgde < [16a + (1 - prg.1ae
0 0

esitsizligi saglanir.

Ayni1 sekilde

j (Bgl + (1 — B)gy)dt
0

integralinde
(Bg1+ (1= B)g)? <Blg*+ (1 — B)(g2)?
oldugunu gosterelim. Bu esitsizligi gostermek i¢in
BlgD? + (1= B)(g2)? — B*(gD* — (1 = B)*(g2)* — 2B(1 - B)gigz >
sartinin saglandig gosterilmelidir. Bu esitsizlik diizenlenerek
(B —BH(gD? + (B - (g5)* — 281 — B)gigs >

elde edilir. Her iki taraf (8 — %) > 0 sayisma bdliiniirse
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(g)* + (92)* — 29195 > 0
veya buna denk olarak
(91— 92)* >0
oldugu goriilir. Boylece g1 # g3 i¢in

T

f Bl + (1 - B)gh)?de < j [B(g))? + (1 — B)(g2)?1de
0

0
esitsizligi saglanir.

Elde edilen son {ig esitsizlik m fonksiyonelinde yerine konulursa

t(Bgr+ (1 —B)g2 B9+ (1 —F)gz)

!
= f [B(uCx, T; g1) —u(x, T;0) + (1 — B)(ux,T; g2) — ulx,T; 0))]2dx
0

T
ta f (B + (1 — B)g2)? + (B + (1 — B)gh)?]de
0
< [1BuCaT; g = uGo T OF + (1 = M T: g2) - uCe T 00 dx
0
+a[[89:2+ (1= Pg?1 + (B + (1 - P)(gp?lde
0

1 T
= p f [w(x, T; g1) — uCo T; 0)]2dx + a f g2 + (g))?dt
0 0
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1-p) f [w(x, T g5) — uCe, T; 0)2dx + a j g% + (g)?1de

bulunur. Buradan

n(Bgy + (1= B)g2B9: + (1 — B)gz) < r(g1,91) + (1 — BIn(gz, g2)
yazilir. O halde (g, g) fonksiyoneli kesin konveks olur.
Lemma 4.1.3.6: (4.15) esitligindeki (g, g) simetriktir.

ispat: Her g,,g, € H*(0,T) icin

l

1(91,92) = f[u(x, T;91) —u(x, T; 0)][ulx,T; g2) — u(x,T;0)]dx
0

T
+a J (9192t91'92)dt
0

[u(x, T; g2) — ulx, T; 0)][ux, T; g1) — u(x,T; 0)]dx

O —

T
+ j(éhgz + g197)dt
0

elde edilir. Buradan

(g1, 92) = 1(g2, 91)

bulunur. Bu esitlik (g, g) fonksiyonelinin simetrik oldugunu gosterir.

Lemma 4.1.3.7: (4.16) esitligindeki Lg fonksiyoneli lineerdir.
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Ispat: g > u[g] — u[0] doniisiimiiniin lineer oldugu kullanilarak, her 8,5, € R ve

91,92 € HY(0,T) i¢in
L(B191 + B292)

l
- f [, T; Bigs + Bags) — u(x, T; ][y (x) — ule, T; 0)]dx

l
= 8, f (W, T; g1 + Boga) — u(, T; 0]y (x) — ux, T; 0)]dx
0

l
8, f [0, T g3 + Bag) — uCe, T; Oy(x) — ulx, T; 0)]dx
0

= P1Lgs + B2Lg;
bulunur. Bu ifade Lg fonksiyonelinin lineer oldugunu gésterir.
Lemma 4.1.3.8: (4.16) esitligindeki Lg fonksiyoneli siireklidir.

Ispat: Lg fonksiyoneline Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulanarak, Au(x,t) =

u(x, t; g) — u(x, t; 0) olmak tizere

ILgl < l1Au(x, DI, 0plly(x) = ulx, T;0)lL, 0.

ly(x) — ulx, T; 0|1, 0,0) < Ca
ILg| < callAu(x, T |1, 0,0

bulunur ve (4.24) gz oniine alinirsa

ILgl < C5||g||H1(o,T) (cs = \/C_2C4) (4.25)

elde edilir. Bu esitsizlik Lg fonksiyonelinin siirekli oldugunu gosterir.
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Lemma 4.1.3.9: (4.16) esitligindeki Lg fonksiyoneli konvekstir.
Ispat: Tiim g,, g, € H*(0,T) ve B € (0,1) igin
L(Bgs+ (1 —p)g2)
l
= [ T pgr + (1 = Bg2) — we T OGO = w5 0
0

l
y f [w(x, T; g1) — u(x, T; 0]y (x) — u(x, T; 0)]dx
0

l
+(1-pB) f [z, T; g2) — ule T; O]y () — ulx, T; 0)]dx
0

bulunur ve buradan

L(Bgr+ (1 —B)gz) = BL(91) + (1 — BIL(g2)
elde edilir. Bu esitlik Lg fonksiyonelinin konveks oldugunu gosterir.

Simdi materyal ve yontem kisminda verilen varlik ve teklik teoreminin tezde secilen

optimal kontrol problemi i¢in de gegerli oldugunu ispatlayabiliriz.

Teorem 4.1.3.10: m(g,g) koersiv, bilineer, siirekli ve simetrik form ve Lg lineer,

stirekli bir fonksiyonel olsun. Bu durumda (4.18) ile verilen fonksiyonel igin

Ja(g.) = ggGlgd]a 9) (4.26)

olacak seklinde bir tek g, € G,4 elemani vardir (Lions 1971).

Ispat: {g,} € Go4 , J,(g) icin minimallestirici dizi olsun. Yani k — oo igin
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Ja(gi) = Inf Ja(9) (4.27)
saglansin. (4.23) ile (4.25) birlikte diistiniildigiinde

Jo(g) = allgllfil(”) - 2C5”g”H1(0,T) (4.28)

esitsizligi elde edilir.

(4.27) ifadesinde (4.28) goz Oniine alinarak

||gk||H1(o,T) < ¢Ce (4.29)

oldugu sonucuna varilir. Bu durumda {g,} dizisinin g, € H'(0,T) elemanma
yakinsayan zayif yakinsak {gkm} alt dizisi vardir. G,4; kiimesi kapali ve konveks

oldugundan zayif kapalidir. O halde

I+« € Gad (430)

seklindedir.

Ayrica g » m(g,g) asagidan zayif yar siirekli ve g — Lg zayif siirekli oldugundan
g — Jo(g) doniisimii asagidan zayif yari siireklidir. Bu durumda asagidan zayif yari

stirekiligin tanimina gore

]a(g*) < lim inf]a(gkm)
esitsizligi yazilir. (4.27) esitlligi ile birlikte

]a (g*) < infgeGad ]a (g)

ve (4.30) ifadesinden
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Jo(g.) = infgeGad Jo(9)

oldugu goriiliir.

Boylece (4.1)-(4.3) probleminin ¢oziimiiniin varligi elde edilmistir. Tekligi i¢in J,(g)
fonksiyonelinin kesin konveks oldugunu gosterelim. Her g, # g, € H*(0,T) ve

B € (0,1) igin

Joe(Bgr + (1 —=P)g2) =n(Bgy + (1 —B)g2 g1 + (1 —B)gs) — ZL((l - ﬂ)gz) +b
< pr(g1,91) + (1 — BIn(gz 92) — 2(BLg, + (1 — B)Lg;) + b

< Bln(g1,91) —2Lgy + bl + (1 — B)[n(g2, g2) — 2Lg, + b]

olup, buradan

Ja(Bg1 + (1= B)g2) < BJa(g1) + (1 = B)]a(g2)

yazilir. Bu durumda J,(g) kesin konvekstir.

Simdi g, ve g,

Ja(g1) =Ja(g2) = inf Jo(g)
9E€Gad
esitligini saglayan iki eleman olsun. G4 kiimesi konveks oldugundan

1
> (91t 92) € Ggq

ve g, # g, i¢in J,(g) kesin konveks oldugundan

1 1 1
]a <E (gl + gz)) < E]a(gl) + E]a(gz) = g(iErGlgd]a(g)
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esitsizligi elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla g; = g, olmalidir. Yani minumum

eleman tektir. Teorem 4.1.3.10 ispatlanmis olur.
4.1.4. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi ve minimallestirici dizinin kurulmasi

Bu bolimde J,(g) fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugu gosterilmistir. Bu
amagla parabolik problemin eslenik sinir deger problemi elde edilmistir. Eslenik sinir

deger problemini elde etmek i¢in Lagrange fonksiyoneli

l

T T
LG, g,1) = f [u(x,T; 9) — y(OPdx + @ f PWdt +a f (¢'(®)%dt
0 0 (4.31)
T 1
+ff77 —— T—h(xt) dxdt

seklinde tanimlanir. u(x, T; g) ¢6ziimiine du(x,0) = 0,8u,(0,t) = 0 ve du,([,t) =0

olacak sekilde du artimini verelim. O halde

l

L(u+¢edu,g,m) — L(u,g,n) = f[(u + edu)(x,T; g) — y(x)])?dx
0

+a | g*(t)dt +«a (g'(t))zdt
firoa s

0

—+

T 1
J J nl (u+ edu), — k(u + €8u),, — h(x, t)]dxdt
00

l T

—J[u(x, T;9) —y(x)])?dx — « j g*(t)dt
0

0

T T 1
—a (g’(t))zdt — Nl us — kg, — h(x, t)]dxdt
Jora-]]

yazilir. Bu ifadeye iki kare farki uygulanirsa



42

l

L(u+&du,g,m) —L(u,g,n) = f[Zu(x, T; g) — 2y(x)]edulx, T)dx
0

T 1
+ffr][6ut — kbu,, |dxdt
00

bulunur.

Lagrange fonksiyonelinin birinci varyasyonu

L(u+ &du, g,n) — L(u, g,
s (u+edu,g,m) —L(uw, g,n)

£-0 &

olup,
6L = | [2u(x, T; g) — 2y(x)]du(x, T)dx
(4.32)

+

OR‘_\IO\N

l
fn[dut — kéu,, |dxdt
0

yazilir.

(4.32) ifadesinde son integralde bazi diizenlemeler yapalim. Kismi integrasyon

kullanilarak

l T

T 1
ffnSutdxdt =f néul|? —fnt(?udt dx
00 0 0

! T 1
= f{n(x, T)Su(x,T) — n(x, 0)du(x, 0)}dx—ffnt6udxdt
0 0 0

bulunur. Burada 6u(x, 0) = 0 oldugu kullanilirsa
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l T 1

T 1
= _ (4.33)
!!n&utdxdt fn(x T)éu(x, T)dx ffm&idxdt

elde edilir.

Benzer sekilde (4.32) ifadesindeki diger integrale kismi integrasyon uygulanirsa

T

T 1
]]kéuxxndxdt =f kndu,|} —jknxduxdx dt
0 0 0

T T 1

= f{kn(l, t)ou,(l,t) — kn(0,t)6u,(0,t)}dt — f f kdu,n,dxdt

0 00

yazilir. Ardindan bir kez daha kismi integrasyon uygulanir, d&u,(0,t) =0 ve
du,(l,t) = 0 oldugu kullanilirsa

T

T 1
jjk(Suxxndxdt =j kn, Sul} —fknxxSudx dt
00

0

=— f {kn,. (L, )Su(l, t) — kn, (0, £)5u(0,t)}dt (4.34)

T 1
+ffknxx6udxdt
00

elde edilir.

Simdi (4.32) ifadesinde (4.33) ve (4.34) esitlikleri yerine yazilirsa

l l T 1

oL = j[Zu(x, T;g) — 2y(x)]6u(x, T)dx +fn(x, T)Su(x, T)dx — jjntfﬁudxdt

0 0
T T T 1

+fk77x(l, t)ou(l, t)dt—fknx(o, t)ou(o, t)dt+ffknxx6udxdt
0 0
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veya
l T 1
6L = f[Zu(x, T;9) — 2y(x) + n(x, T)]6u(x, T)dx — J f(nt + kny,)dudxdt
0 00
T T
+ f kn, (L, t)éu(l, t)dt — f kn,(0,t)6u(0,t)dt
0 0
bulunur. §L = 0 stasyonerlik sartindan
Ne+ KNy =0 (4.35)
n(x,T) = =2[u(xT;g) —y(x)] (4.36)
1,(0,t) =0, n,(,t) =0 (4.37)

eslenik siir deger problemi elde edilir.

Simdi J,(g) amag fonksiyonelinin tiirevini elde edelim. Bunun i¢in ilk olarak (4.20)

denklemi 7 ile garpilir ve Q bolgesinde integrali alinirsa
T 1
j j(Aut — kAu,, )ndxdt = 0
00

yazilir. Yukaridaki her iki intagrale kismi integrasyon uygulanirsa
T

! T !
] nAu|l —JntAudt dx—J knAu, |} —JknxAuxdx dt =0
0 0 0 0

olup,



45

l l T 1

fn(x, T)Au(x, T)dx—fn(x, 0)Au(x, 0)dx — f fntAudxdt
00

0 0
l

T T T
—kfn(l, tAu(l, t)dt + kfr](O, t)Au(0,t)dt +J kn,Au,dxdt = 0
0 0 0

0

bulunur. Au(x,0) = 0,Au,(0,t) = 0 ve Au,(l,t) = Ag(t) sartlar1 kullanilarak, son

integral ifadesine tekrar kismi integrasyon uygulanirsa
l T 1 T

fn(x, T)Au(x, T)dx — j JntAudxdt — kfn(l, t)Agdt
00 0

0

T l
+f kn,Aul} —fknxxAudx dt =0
0 0

veya
l

T
fn(x, T)Au(x, T)dx — kfn(l, t)Agdt
0 0

T 1
- j j(nt + kN, )Audxdt = 0
00
elde edilir. Burada (4.36) sart1 kullanilarak

! T
f 2[ulx,T; g) — y(x)]Au(x, T)dt = —f kn(l, t)Agdt (4.38)
0 0

yazilir. g elemanina Ag artimu verilirse /,(g) fonksiyonelindeki degisim

A]a(g) =]a(g + Ag) _]a(g)

seklinde olacaktir. O halde
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l
0o (9)] = f (w(x,T; g +Ag) — yOI - [u(x,T; g) — y(0)]2)dx
0

T T
+2afg(t)Ag(t)dt + aJAgZ(t)dt
0 0
T T

+2afg'(t)Ag(t)dt + af(Ag’(t))zdt

0

olur. Iki kare farki uygulanarak, Au(x,T) =u(x,T;g +Ag) —u(x,T;g) olarak

diistiniiliirse

! !
A, (g) =2 j-[u(x, T; g) — y(x)]|Au(x, T)dt + f Au?(x, T)dt

0 0
T T
+2a]g(t)Ag(t)dt + ajAgz(t)dt
0 0
T T

+2ajg’(t)Ag(t)dt+ aj(Ag'(t))zdt
0

0

yazilir. Bu denklemde (4.38) ifadesi yerine yazilirsa

l

T
AT, ()] =kag(t)n(l, t)dt+fAu2(x,T)dx
0 0

+2an(t)Ag(t)dt + aJAgz(t)dt (4.39)
0 0

+2an’(t)Ag(t)dt+ af(Ag’(t))zdt
0

0

elde edilir.
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&, fonksiyonu

no__ — k ,
§"=¢&=kn(,1t) (4.40)
§'(0)=¢'"(T)=0

probleminin ¢6ziimii olsun.

Buna gore (4.39) ifadesini diizenlemeye devam edelim.

l

T T
AT, (9)] =fE”Ag(t)dt+f€Ag(t)dt+fAu2(x,T)dx
0 0

0
T T

+2ajg(t)Ag(t)dt + ajAgz(t)dt

0 0
T T

+zaf g'(®OAg(D)dt + aJ(Ag’(t))zdt

0 0
olup, kismi integrasyon uygulanarak

l

A (9)] =Jf’Ag'(t)dt+f€Ag(t)dt+JAuz(x,T)dx
0 0

0
T

T
+2afg(t)Ag(t)dt + angz(t)dt
0 0

T T
+2afg’(t)Ag(t)dt+ af(Ag’(t))zdt
0 0

elde edilir. Yukaridaki esitlik yeniden diizenlenirse
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T T
1A],(9)] = f(f + 2ag(t))Ag(D)dt + f(f’ + 2ag'(t))Ag’ (t)dt
0 0

l T T

+fAu2(x, Tdx + a ngz(t)dt+0f(Ag’(t))2dt

0 0

ifadesi bulunur. Frechet tiirevin taniminin

18] (D] = (9, AD w10y + 0(I1Ag N2 07) (4.41)

oldugunu biliyoruz. Buna gore amag fonksiyoneli i¢in Frechet tiirevi

Ja(g) =&+ 2ag (4.42)
seklinde elde edilir.

Boylece bir g, elemaninin optimal ¢éziim olabilmesi igin gerek ve yeter sart &, bu

elemana karsilik gelen ¢6ziim olmak iizere her g € G,  igin

<€* + Zag*:g - g*)Hl(OIT) 2 0

esitsizliginin saglanmasi seklinde ifade edilir (Vasilyev 1981).

Simdi Gradyen medodunu kullanarak optimal ¢6ziime yakinsayan bir minimallestirici
dizi kuralim. g; elemanina karsilik gelen Frechet tiirevi J,(gy) ile gosterilir ve g,

baslangic eleman1 secilerek

1 4.43
Ir+1 = 9k — BrJa (Gr), k=0,1,-- (4.43)

kurali ile minimallestirici dizi olusturulur. Burada f; asagidaki esitsizligi saglayan

yeterince kiiciik bir sayidir:
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Je(Grr) — Ju(91) = B —||/a<gk)||2+% <0 (4.44)

S parametresinin se¢imi (iskenderov et al. 2002) calismasinda verilen metotlardan biri

yapilabilir. Amag fonksiyoneli asagidan zayif yar1 siirekli oldugundan
Jor < Ja(9) < Ili_r)rc}o]a(gk) = Jor
esitsizligi yazilabilir.

Bu iterasyonu durdurmak i¢in asagidaki durdurma kriterlerinden biri segilebilir:

I gr+1 — il < &1, 1a(Gr+1) = Ja (@i < &2, e (gl < &5 (4.45)

4.1.5. Minimallestirici dizinin yakinsamasi

Bu béliimde ise @ > 0 iken minimallestirici {g,(t)} dizisi i¢in, J,({gx}) = J(9:)
olmasinin k — oo igin ||gx — g.lly1ory) = O olmasim gerektirdigi ispat edilmistir. Yani
minimallestirici dizinin optimal ¢6ziime yakinsadigi gosterilmistir. Bunun igin J,(g)

fonksiyonelinin giiglii konveks oldugu kanitlanmigtir.

Teorem 4.1.5.1: J,(g) fonksiyoneli giiclii konvekstir.

Ispat: Ik 6nce ||gl|%2 o) fonksiyonelinin giiclii konveks oldugunu gosterelim. Her bir

91,92 € Ggq Ve B € [0,1] igin
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189, + A = B)gallgrcor) = f [(Bgr + (1= B)g2)* + (Bgr + (1 — Pgz)*ldt

=fuw%+u—ﬁm5—m1—ﬁx%—ga%w
T

+fwm9’+ﬂ—BX%V—ﬁﬂ—ﬁxm—gbﬂﬁ
0

= Bllgillirory + 1 = Blgallirr
B = Bllgs = a2l r)

yazilir. Boylece ||g||,§(0_T) fonksiyoneli giiclii konvekstir. m(g,g) fonksiyonelinde
yukaridaki esitlik kullanilirsa

(g1 + (1 —B)g2 B9+ (1 —B)gz)
!
= f[ﬁ(u(x, T;91) —u(x, T;0)) + (1 — B)(ulx, T; go) —ulx, T; 0))]2dx

0
+aﬁ|lgllllz-]1(0"]‘) + C((l - B)”gZHIZ-Il(O'T) - aﬁ(l - ﬁ)llgl - 92”?11(0"1")
elde edilir. (g, g) kesin konveks oldugundan

(g, + (1 —B)g2 891+ (1 —B)gz)
S,BJ [u(x,T; g,) —u(x, T; 0)]? dx+(1—ﬁ)f [u(x,T; g,) —u(x,T;0)]%d

+aﬁ”g1”Hl(0,T) + Gf(l ﬁ)”gzqu(olT) (Xﬁ(l ﬁ)”gl gZHHI(O,T)

< pr(g1,91) + (1 = BIn(gz g2) — a1 — B)llg: — 92”,%11(01)

bulunur. Boylece m(g,g) fonksiyoneli giiclii konvekstir. Bu durumda J,(g)

fonksiyoneli i¢in



o1

Ja(Bgs + (1 = B)gz) < Br(g1,91) + (1 —BIn(gz g2) — af(1 —B)llgr — .92”1211(0;)

—2(PLg; + (1 —p)Lg,) + b

yazilir. Buradan

Jo(Bg1 + (1 —B)g2)

(4.46)
< Bla(g1) + (1 = Ba(g2) — aB = Pllgs — g2l 07y

olur. Dolayisiyla J,(g), gli¢lii konvekstir.

Teorem 4.1.5.2: Giiglii konveks olan J,(g) fonksiyoneli i¢in g, elemanina yakinsayan

bir minimallestirici dizi mevcuttur ve bu dizi
> 2
”gk F g*”Hl(O,T) < a (]a(gk) _]a(g*))
esitsizligi saglar.

Ispat: Bu ispat fonksiyonelin giiclii konveks olmasi kullanilarak yapilir. (4.46)

ifadesinde g = %ahrsak

1 1 1 1 1 2
Ja (E‘gk + Eg*) =< E]a(gk) + 51"‘(‘9*) —ay g — 9*||H1(0,T)

elde edilir. Diger taraftan

Ja(9:) < Ja (%gk + %g*)

oldugundan
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1 1 1
Ja(9.) < 5Ja(91) +3)a(9.) — a7 llgk = 9.l o)

yazilir.

Buradan
) 2
”gk — G+ ”1—11(0,7") = a (]a(gk) _]a(g*))
bulunur.
4.2. @ = 0 icin Problemin Iyi Tanimh Olmadigim1 Gosteren Niimerik Ornekler

Bu boliimde niimerik bir 6rnek iizerinde, fonksiyonelde @ = 0 alindiginda problemin iyi

tanimlanmamig oldugu gosterilmistir.

Ornek 4.1: (x,t) € Q = (0,1) x (0,T] bolgesinde k=1,1=1,T =1 secimi ile

asagidaki optimal kontrol problemini ele alalim.

U = Uyxy

1
(—x3sint — 2x?sint — 6xcost —4cost 0<x < > 0<t<1

(4.47)
+ —x3sint — x%sint — xsint
1 1
k +Zsmt—6xcost—2605t E<x§1,0£t£1

1

x3 + 2x? 0<x< 5
u(x,0) = 1 1 (4.48)

x3+x2+x—z ssxs1

u,(0,t) =0, u,(1,t) = g(t) (4.49)
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probleminde

H cos(1) (x3 + 2x?)
Ja(9) = f u(x, 1, 9) —

1
cos(1) <x3 +x2+x— Z)
+a”g”1211(0,1)
amag fonksiyonelini minumum yapacak olan g fonksiyonunu kontrol edelim. Yani

Ja :](x(g*) = inf]a(g) (451)

esitligini saglayacak olan g, fonksiyonunu belirleyelim.
Feado-Galerkin metodu ile N sayisina bagli olarak (4.47)-(4.49) problemi igin yaklasik
coziimler elde edilir. Bazi N degerleri i¢in ¢6ziimlerin hatalart Cizelge 4.1 de

verilmistir.

Cizelge 4.1. L,(Q)) de baz1 N degerleri ve hata normlari

N [Ju - utrzlpp”Lz(g)
10 0.0000826
20 0.0000133
30 0.5x 1075
40 0.23 x 107°
50 0.13 x 1075

[k olarak & = 0 icin
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cos(1) (x3 + 2x?)

] 1
J(g) = f u(x, 1, 9) — 21 dx (4.52)
0 1

0
N 1
cos(l)(x3+x2+x—z> ESxS

amagc fonksiyonelini diigtinelim.

Bu fonksiyoneli minimum yapan deger J, = 0 oldugu asikardir. Fonksiyonel bu degeri
g« = 6.cos(t) igin alir. N = 10 alinarak Feado-Galerkin metodu ile elde edilen yaklagik

¢Oziim i¢in minimum deger J, = 0.27 x 1078 olarak elde edilir.

Jo = cost baglangi¢ elemant ile baglanir ve f = 0.2 degeri i¢in gx4+1 = gx — L) (9r),

k = 0,1, --- kuraliyla minimallestirici dizi olusturulursa 101. iterasyondan sonra

G101 = cost +4.186083 + 0.140257 cos(3.141592t) — 0.030318 cos(6.283185t)
+0.010470 cos(9.424777t) — 0.004550 cos(12.566370t)
+0.002299 co0s(15.707963t) — 0.001294 cos(18.849555¢)
4+0.000791 c0s(21.991148t) — 0.000514 cos(25.132741¢t)
+0.000351 cos(28.274333t)

optimal control fonksiyonu elde edilir.

9101 €leman i¢in fonksiyonelin degeri J(g191) = 0.020786097 seklindedir. Fakat bu
fonksiyonele bu degerleri aldiran g fonksiyonlar1 arasindaki farkin normu |[g;9; —

9+llg10.1) = 2.354540 olur. Bu ¢dziimlerin grafigi Sekil 4.2 de verilmistir.

Bagka bir baslangi¢ eleman1 g, = 1 ile baslanilir ve f = 0.2 degeri igin gy41 = gx —
Bt (9x), k = 0,1, kuraliyla minimallestirici dizi olusturulursa 101. iterasyondan

sonra
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G101 = 5.023377 + 0.171417 cos(3.141592t) — 0.037049 cos(6.283185t)
4+0.012793 c0s(9.424777t) — 0.005558 cos(12.566370t)
4+0.002807 cos(15.707963t) — 0.001580 cos(18.849555t)
4+0.000965 c0s(21.991148t) — 0.000627 cos(25.132741t)
+0.000428 cos(28.274333t)

elemani elde edilir.

Bu g1 elemani igin fonksiyonelin degeri J(g191) = 0.029751947 seklindedir. Fakat
bu durumda ||g101 — g:llg1(0,1) = 2.81784707 olur.

T final zamani artarken optimal ¢6ziim ve optimal degere yaklasan diger bir ¢6ziim

arasindaki fark artar. Eger ayni1 problem T = 4 igin ele alinirsa amag fonksiyoneli

! cos(4) (x3 + 2x?)
1@) = [ e a9 -
0

1
cos(4) <x3 +x%+x— Z)

olarak degisir.

Feado-Galerkin metodu ile N = 10 i¢in elde edilen yaklasik ¢6ziime karsilik minimum
deger J, = 0.4 x 1078 olarak elde edilir. Tekrar baslangi¢c eleman1 g, = cost alinip
B = 0.2 degeri i¢in gx+1 = gx — BiJ (gx), kK =0,1,--+ kuraliyla minimallestirici dizi

olusturulursa 101. iterasyondan

J101 = cost — 0.948142 + 0.560110 cos(0.785398t)
—0.256643 cos(1.570796t) + 0.132016 cos(2.356194t)
—0.076579 cos(3.141592¢) + 0.0483633 cos(3.926990¢)
—0.032417 cos(4.712388¢) + 0.022690 cos(5.497787t)
—0.016412 cos(6.283185¢) + 0.012183 cos(7.068583t)

eleman1 bulunur.
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J101 elemant i¢in fonksiyonelin degeri J(g191) = 0.052649735 seklindedir. O zaman
lg101 — g«lly1(o,1) = 9401466 olarak bulunur. Bu g4, ile g. fonksiyonlarmin grafigi

Sekil 4.3 de verilmistir.

6_
|710: — /.| = 0.020786097
g-(2)

9] |0 — &L, = 2-354540

5_

Eio1 (f)

4.5

‘_
3.5

0 02 04 06 08 1

Sekil 4.2. T = 1 i¢in iki ¢ok farkli fonksiyon yaklasik ayn1 fonksiyonel degeri verir
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|T0: — | = 0.052649735

pay = 2401466

A1(0,4)

g*(r) | &10: — &-

101 (7)

Sekil 4.3. T = 4 i¢in iki ¢ok farkli fonksiyon yaklasik ayn1 fonksiyonel degeri verir

Bu 6rnekler problemin @ = 0 igin niimerik olarak iyi tanimlanmadigini gosterir.
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5. SONUC

Parabolik sistemler i¢in optimal kontrol problemleri daha énce Dhamo ve Troltzsch,
Raymond, Rréltzsch, Altmiiller ve Griine, Phan, Dham ve diger bilim adamlarinin
caligmalarinda incelenmistir. Bu c¢alismalarda kontroller karesel integrallenebilen
fonksiyonlarin uzayindan secilmistir. Bu tez ¢alismasinda ise parabolik bir sistemde sag
smir sart1 siirekli fonksiyonlarin uzayindan segilerek olusturulan optimal kontrol
problemi literatiirdeki diger caligmalardan oldukca farkli bir sekilde konulmustur.
Kontrol fonksiyonu H'(0,T) uzaymna aittir ve aday kontrollerin kiimesi bu uzayinin
kapali ve konveks bir alt kiimesi olarak alinmistir. Bu se¢im amag¢ fonksiyoneline
kontroliin H1(0,T) normunun eklenmesini dogurmustur. Bu durumda fonksiyonelinin
Frechet tiirevi sadece bir eslenik problemi degil ayn1 zamanda ikinci mertebeden bir adi
diferansiyel ~ denklemin  ¢6ziimiini de igerir.  Dolayisiyla  fonksiyonelin
diferansiyellenebilme sarti ekstra kosullar ortaya g¢ikarmistir. Ayrica bu c¢aligmada
optimal kontrol probleminin iyi tanimli olmama sarti da nilimerik Orneklerle

aciklanmustir.

Bu tezden elde edilen bulgular asagidaki makalede yaymlanmaistir.

Sener, S. S. and Subasi M., 2015. On a Neumann Boundary Control in a Parabolic
System , Boundary Value Problems 2015, 2015:166
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