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1. GİRİŞ 

Gauss'un zamanından bu yana geometriyi tanımlamada iki yaklaşım mevcuttur. Bu 

yaklaşımdan ilki F. Klein'ın kullandığı yöntemdir. Bu yöntemde geometri, herhangi bir 

uzay ve bu uzayda verilen dönüşümler grubu kullanılarak tanımlanmaktadır. Klein'e 

göre, bu uzayın geometrisini oluşturan problemlerin incelenmesi, geometrik objelerin, 

dönüşümler grubu altında invaryant kalan özelliklerinin incelenmesidir. Buna göre, 

Öklid geometrisi düzlemde "katı" dönüşümler altında değişmeyen bir geometridir. 

Diğer yöntem ise Gauss'un yüzeyler üzerine olan teorisini n -boyutlu duruma taşıyan 

Riemann'ın çalışmalarına dayanır. Bu n -boyutlu durum Riemann manifoldu olarak 

adlandırılmış olup yüzeylerde olduğu gibi burada da bir noktadan başka bir noktaya 

değişen eğrilik kavramı mevcuttur (Şahin 2015).  

İlk kez Riemann'ın "Mannigfaltigkeit" olarak adlandırdığı, Clifford'un "Manifoldness" 

olarak İngilizce'ye çevirdiği "manifold" kavramı esas itibari ile yüzey kavramını çok 

boyutlu uzaylara taşıyabilmek amacı ile ortaya çıkmıştır. En genel tanımı ile manifold, 

her bir noktasında bu noktayı içine alan ve Öklid uzayının açık bir alt kümesine 

homeomorfik olacak şekilde açık bir kümesi bulunan bir Hausdorff uzayıdır. Yani, 

manifoldlar yerel olarak n  Öklid uzayına benzeyen nokta kümeleridir. 

Manifoldu örten bu açık kümeler "haritalar" ve bu haritaların topluluğu ise "atlas" 

olarak adlandırılır. Manifold ile Öklid uzayı arasında birer homeomorfizm olan bu 

haritalar ve atlaslarla manifold üzerinde bir "diferensiyel yapı" kurulmakta, böylece 

manifoldun yapısından dolayı gerçekleştirilemeyen türev ve integral alma gibi çeşitli 

işlemler, bu işlemleri kolaylıkla yapabileceğimiz Öklid uzayı aracılığı ile manifold 

üzerinde yapılabilir hale gelmektedir. Ayrıca üzerinde bir diferensiyel yapı kurulan 

manifold ise artık "diferensiyellenebilir manifold" olarak adlandırılmaktadır (Şuhubi 

2008). 
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Bir diferensiyellenebilir manifoldun bir p  noktasındaki "tanjant vektörler" ve bu 

vektörlerin oluşturduğu "tanjant uzay" tanımlanırken iki amaç gözetilir: 

 Öklid uzaylarında olduğu gibi fonksiyonların bir doğrultu boyunca türev kavramını 

manifoldlara genişletmek, 

 p  noktası civarında manifolda yerel olarak vektör uzayı yapısı kazandırmak. 

Tanımlanan diferensiyel yapı ve tanjant vektör sayesinde manifold üzerinde sırasıyla 

diferensiyel ve cebirsel işlemler yapmak olanaklı hale gelmektedir. Bu suretle, mekanik 

sistemlerin incelenmesine imkan bulunabilir ve hareketler modellenebilir (Şuhubi 2008; 

Şahin 2012). 

Bir M  diferensiyellenebilir manifoldu verildiğinde, M  üzerindeki temel 

diferensiyellenebilir elemanların (fonksiyon, vektör alanı, 1-form, tensör alanı, metrik) 

diğer manifoldlara taşınması ve M  üzerindeki geometrik yapılarla diğer manifoldlar 

üzerindeki geometrik yapılar arasındaki ilişki diferensiyel geometri açısından önemli bir 

problemdir. Bu yolla, M  ve diğer manifoldların geometrisi arasındaki ilişki 

incelenebilir (Özkan 2006). 

M  manifolduna difeomorfik olan manifoldlar haricinde, M  ile en yakın ilişkili olan 

manifold M  nin tanjant demetidir. M  manifoldunun her bir noktasındaki tanjant 

uzayların ayrık birleşimine "tanjant demet" denir ve )(MT  ile gösterilir. Bu durumda 

M , )(MT  nin baz manifoldu olur.  

Tanjant demetler, matematik ve fiziğin birçok alanında büyük bir öneme sahiptir. 

Mesela Lagrange ve Hamilton sistemleri verilen Q  konfigürasyon manifoldunun hız ve 

momentum faz uzayları olan tanjant ve kotanjant demetlerde tanımlı uygun bir X  

vektör alanı tarafından karakterize edilir (Çağlar 2011). 
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Yarım asrı aşkın süredir farklı yaklaşımlar ve değişik notasyonlar kullanılarak tanjant 

demetin diferensiyel geometrik özelliklerini belirlemek için pek çok çalışma yapıldı. 

Tanjant demetin en az iki sebepten dolayı dikkat çekici bir yapı olduğunu söyleyebiliriz: 

 Bir manifold üzerinde Riemann tensör alanının var olduğunu düşünürsek, tanjant 

demet, kotanjant demet ile "ikili" bir yapı oluşturur ve kotanjant demet doğal bir 

simplektik yapıya sahip olur. 

 Riemann tensör alanı, tanjant demet üzerinde jeodezik akış olarak adlandırılan doğal 

bir akış meydana getirir (Şimşir 2005). 

Tanjant demetlerin diferensiyel geometrisi hakkındaki ilk veriler Sasaki' nin "temel" 

olarak görülen 1958 tarihli yayınına aittir. Sasaki, diferensiyellenebilir bir M  

manifoldu üzerinde verilen g  metriğini kullanarak )(MT  tanjant demette gS
 metriğini 

inşa eder. Günümüzde bu metrik "Sasaki metriği" (veya IIII   metriği) olarak 

adlandırılmaktadır. Sasaki metriğinde olduğu gibi, )(MT  tanjant demetteki herhangi bir

G  metriği, M  baz manifoldu üzerinde verilen g  Riemann metriğinden elde 

edilebiliyorsa bu tür metriklere " g - doğal metrik" adı verilir.  

Sasaki metriği, doğal bir metrik olmasına rağmen rijit (katı, değişmez) yapıya sahiptir. 

Yani, M  baz manifoldu lokal flat ise,   

  gMT S),(  de lokal flat olmaktadır. 

  gMT S),(  lokal simetrik olmaktadır (Kowalski 1971). 

  gMT S),(  sabit skaler eğriliğe sahip olmaktadır (Musso and Triccerri 1988; 

Sekizawa 1991). 

Kowalski (1971),  gMT S),(  üzerinde tanımlı Levi-Civita konneksiyonunun eğrilik 

tensörünü hesaplamış; Dombrowski (1962), )(MT  de Lie parantezi ile ilgili 

hesaplamalar yapmıştır. 
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Yano and Ledger (1965), )(MT  nin lokal simetrik olmasının ancak ve ancak M  nin 

lokal simetrik olması ile mümkün olduğunu göstermiştir (Kowalski 1971).  

Kandatu (1966), lineer olmayan konneksiyon tanımlı bir manifoldun tanjant demetinin 

geometrik özelliklerini çalışmıştır. 

Tensör alanlarının ve konneksiyonların "dikey ve tam liftleri" Yano and Kobayashi 

(1966); "yatay liftleri" ise Yano and Ishihara (1967) tarafından geliştirilerek )(MT  

tanjant demetin ne tür geometrik özelliklere sahip olduğu araştırılmıştır. 

Yano ve Ishihara (1973), M  üzerinde tanımlı bir Riemann metriğinin klasik liftleri 

vasıtasıyla )(MT  de Riemann ya da pseudo- Riemann metrikler olarak addedilen 

metrikleri tanımlayarak, geometrik özelliklerini incelemişlerdir. 

Bir diğer iyi bilinen g - doğal metrik ise, Musso and Tricerri (1988) tarafından 

adlandırılan Cheeger-Gromoll ( gCG
) metriğidir. Bu metrik Cheeger and Gromoll(1972) 

tarafından tanımlanmasına rağmen, anlaşılabilir bir şekilde Musso and Tricerri (1988) 

tarafından ifade edilmiştir. Sasaki metriğinin aksine ),( gM  baz manifoldu lokal flat 

olsa da  gMT CG),(  lokal flat olmamaktadır (Gezer and Bilen 2012).  

Sekizawa (1991),  gMT CG),(  üzerinde tanımlı Levi-Civita konneksiyonunu ve bu 

konneksiyonun Riemann eğriliği ile skaler eğriliğini hesaplamıştır. Eğrilik 

formüllerindeki hatalar Gudmundsson and Kappos (2002) tarafından düzeltilmiştir  

Diğer yandan, Oproiu (1999), ),( gM  sabit negatif kesitsel eğriliğe sahipken  GMT ),(  

sabit pozitif skaler eğriliğe sahip olacak biçimde doğal G metrikleri tanımlamıştır 

(Abbassi and Sarih 2005a).  
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Abbassi and Sarih (2005a), tanjant demette g  Riemann doğal metriğinin dikey, yatay 

ve Sasaki liftlerinin kombinasyonu olarak gcgbgaG VHS   şeklinde tanımlanan 

metriği çalışmışlardır. Burada , , ;a b c  0a  ve 0)( 2  bcaa  şartlarını sağlayan 

katsayılardır. 

Eğer  GMT ),(  sırasıyla flat, ya da lokal simetrik, ya da sabit kesitsel eğrilikli, ya da 

sabit skaler eğrilikli, ya da Einstein manifoldu ise ),( gM  de sırasıyla aynı özelliklere 

sahiptir (Abbassi and Sarih 2005b). 

Salimov and Kazimova (2009), )(MT  tanjant demette Cheeger-Gromoll metriğinin 

jeodeziklerini araştırmışlardır.  

Semi-simetrik metrik konneksiyon da matematik ve fiziğin birçok alanında önem arz 

etmektedir. Şimdi de semi-simetrik metrik konneksiyonun tarihsel gelişiminden 

bahsedelim. 

İlk kez Friedmann and Schouten (1924) tarafından düzgün bir manifold üzerinde 

tanımlanan "semi-simetrik lineer konneksiyon" kavramını Bartoletti (1930) geometrik 

olarak yorumlamıştır (Pandey et al.2014).  

"Semi-simetrik metrik konneksiyon" ise 1932'de Hayden tarafından Riemann manifoldu 

üzerinde tanımlanmıştır. "Hayden konneksiyonu" olarak da adlandırılan bu konneksiyon 

aslında burulmalı bir metrik konneksiyondur. 

Yano (1970), "Bir Riemann manifoldu üzerindeki semi-simetrik metrik konneksiyonun 

eğrilik tensörünün 0R  olması için manifoldun konformal flat olması" gerektiğini 

ispatlamıştır. 
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Imai (1972), semi-simetrik metrik konneksiyona göre bir Riemann manifoldunun 

hiperyüzeylerini çalışmış ve bu konneksiyona göre Gauss eğrilik denklemi ile Codazzi-

Mainardi denklemini elde etmiştir. 

Nakao (1976), bir Riemann manifoldunun alt manifoldlarında semi-simetrik metrik 

konneksiyonu çalışarak Gauss eğrilik denklemi ile Codazzi-Mainardi denklemini elde 

etmiştir. 

Duggal and Sharma (1986), bir semi-Riemann manifoldu üzerinde semi-simetrik metrik 

konneksiyonu incelemiş ve bu konneksiyona göre Riemann ve semi-Riemann 

geometriler arasında bir etkileşimin var olduğunu göstermişlerdir. 

Zhao and Song (2001), izdüşüm yolu ile Levi-Civita konneksiyonuna eşdeğer olan ve 

"projektif semi-simetrik konneksiyon" olarak adlandırılan semi-simetrik konneksiyonu 

çalışmışlardır. 

Konar and Biswas (2001), Lorentz manifoldları üzerinde; Yücesan (2008) ise bir semi-

Riemann manifoldunun semi-Riemann alt manifoldlarında semi-simetrik metrik 

konneksiyonun özelliklerini incelemişlerdir. 

Prvanovic (1975), Agashe and Chafle (1992), Liang (1994) ve Sengupta et al. (2000) 

gibi birçok araştırmacı değişik yaklaşımlarla "semi-simetrik metrik olmayan 

konneksiyonu" tanımlamışlardır. 

Bu tezde ise tam lift (II) metriğine sahip )(MT  tanjant demette semi-simetrik metrik 

konneksiyonun tanımlanması; bu konneksiyonun eğrilik, Ricci ve skaler eğrilik 

tensörlerinin hesaplanması ve hesaplanan bu tensörlerin bazı özelliklerinin incelenmesi 

amaçlanmaktadır. Ayrıca, çalışmamızda tanjant demette daha kolay tensör hesabı 

yapmaya imkan veren adapte olmuş çatı kullanılmıştır. 
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Bu amaçla kuramsal temeller adlı ikinci bölümde, temel tanım, kavram ve teoremlere 

yer verilmiştir. 

Materyal ve yöntem adlı üçüncü bölümde, tanjant demet, baz manifoldda tanımlı bazı 

geometrik nesnelerin tanjant demete liftleri, tanjant demette bir afin konneksiyona 

adapte olmuş çatı, semi-simetrik metrik konneksiyon ve tam lift (II) metriği hakkında 

bilgiler verilmiştir. 

Araştırma ve bulgular adlı dördüncü bölümde, tam lift (II) metriğine sahip tanjant 

demette semi-simetrik metrik konneksiyon tanımlanarak, bu konneksiyonun eğrilik, 

Ricci ve skaler eğrilik tensörleri hesaplanmıştır. Ayrıca bu tensörlerin bazı özellikleri 

araştırılmıştır. 

Beşinci bölümde ise tezden elde edilen sonuçlara yer verilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

Tanım 2.1.1: M  ve N  birer topolojik uzay olmak üzere, NMf :  fonksiyonu 

birebir, örten ve sürekli iken 
1f  de sürekli ise f  fonksiyonuna M  den N  ye bir 

homeomorfizm (topolojik dönüşüm) adı verilir. 

Burada f  bir homeomorfizm olduğu taktirde M  ve N  uzaylarına da topolojik olarak 

birbirlerine denktir veya homeomorfiktir denir (Hacısalihoğlu 1998).  

Tanım 2.1.2: M  bir Hausdorff uzayı olmak üzere, Mp  için n
 uzayının açık bir 

alt kümesine homeomorfik olacak şekilde p  noktasının bir U  açık komşuluğu varsa 

M  ye bir topolojik manifold ya da kısaca manifold denir. Yani bir manifold yerel 

olarak Öklid uzayına eşdeğerdir (Şuhubi 2008). 

Bu taktirde ( )nboy n  olduğundan, manifoldun boyutu da n  dir ve n -boyutlu M

manifoldu nM  olarak gösterilir (Şahin 2012). 

Tanım 2.1.3: Tanım 2.1.2 ye göre, herhangi bir MU   açık kümesinden 
nV  açık 

bölgesine olan VU :  bir homeomorfizm ise ),( U  ikilisine bir harita veya 

koordinat sistemi denir (Salimov ve Mağden 2008).  

Haritanın boyutu n  dir. U  açık kümesi ise haritanın tanım bölgesi veya koordinat 

bölgesi (koordinat komşuluğu) olur (Şuhubi 2008; Salimov ve Mağden 2008). 
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Tanım 2.1.4:   bir homeomorfizm olduğundan , MUp   noktası için  

1( ) ( ( ),..., ( ))np x x p x p    

yazılır. Böylece   homeomorfizmi, M manifoldunun bir p  noktasına 

1( ( ),..., ( ))nx p x p  n  lisini karşılık getirmiş olur. 1( ),..., ( )nx p x p  reel sayılarına Mp  

noktasının ),( U  haritasındaki yerel koordinatları adı verilir. Yani Mp  noktasının 

koordinatları, ( ) nx p   noktasının koordinatları olarak tanımlanır (Şuhubi 2008; 

Şahin 2012).  

Buna göre bir harita bir "yerel koordinat takımı" oluşturur. Bir topolojik manifoldun her 

bir noktasında n -boyutlu bir harita varsa manifoldun boyutu bu n  sayısıdır. Tüm 

haritalardaki yerel koordinat takımlarının birleşimi ise M  manifoldunun "koordinat 

örtüsünü" oluşturur. 

UV  :1  ters dönüşümü U  kümesinin bir parametrelemesi adını alır ve 
1 2, ,..., nx x x

koordinatlarına U  kümesinin parametreleri denir. 

M  manifoldu üzerindeki koordinat çizgileri, 
n  deki kartezyen koordinat çizgilerinin 

UV  :1  dönüşümü altındaki görüntüleri olan eğriler olup M  manifoldu p  noktası 

civarında yerel olarak 
n  uzayının bir açık alt kümesi gibi davranmaktadır (Şuhubi 

2008).  

Tanım 2.1.5: Keyfi I ,  için U U    olmak üzere ),(  U  ve ),(  U  iki 

farklı harita olsun.  UU   arakesit kümesinin   ve   altında 
n  deki görüntüleri 

genellikle farklı kümeler olacaktır.   ve   homeomorfizmlerinin ortak tanım bölgesi 

 UU   üzerinde, bir noktanın   altındaki koordinatları 
1 2( , ,..., )nx x x       olsun.   
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homeomorfizminin 
1

  tersi var olduğundan,  UU   de bir tek p  noktası vardır. Bu 

p  noktasının   altındaki koordinatları ise 
1 2( , ,..., )ny y y  olmak üzere bu koordinatlar 

arasında, 

)()(:
1

  UUUU 
  

)()(:
11

  UUUU 
   

olacak şekilde, 

 
 

Şekil 2.1. Diferensiyellenebilir yapı     

 1 2 1 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )i n n i

iy f x x x x x x     , (2.1) 

 

 1 2 1 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )i n n i

ix g y y y y y y      (2.2) 

 

bağıntıları elde edilir. Bu bağıntıların  UU   açık kümesi üzerinde bir koordinat 

dönüşümüne karşılık geldiği açıktır. n
 üzerinde kısmi türevleri tanımlayabileceğimizi 
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biliyoruz. Eğer 
if  ve ig  fonksiyonlarının sırasıyla ix  ve iy  değişkenlerine göre .k  ve 

daha küçük mertebeden sürekli kısmi türevleri var ise ),(  U  ve ),(  U  haritaları 

.k  mertebeden uyumludur (
kC -bağdaşır veya 

kC -uzlaşır) denir.  

Eğer U U    ise bu haritalar uyumlu olarak kabul edilir. Burada 

1 2( , ,..., ) ( )nx x x U U    , 
1 2( , ,..., ) ( )ny y y U U     ve ni ,...,2,1  şeklindedir 

(Şuhubi 2008; Şahin 2012). 

 

Tanım 2.1.6: nM , n - boyutlu bir manifold olsun. Eğer nM  üzerindeki haritaların bir 

ailesi olan   IUA   :,  kümesi için aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa A

koleksiyonuna "
kC -sınıfından atlas" adı verilir (Şuhubi 2008). 

 i   U  açık kümelerinin koleksiyonu nM  manifoldunun açık bir örtüsüdür. Yani  


I

n UM





  

dir. 

 ii  A  daki herhangi iki harita .k  mertebeden uyumludur (veya 
kC sınıfındandır). 

kC  sınıfından bir atlas tüm haritaları 
kC -uzlaşır olan bir atlastır. 

Tanım 2.1.7:    ,1 UA   ve    ,2 UA  , 
kC sınıfından herhangi iki atlas olsun. 

Bu atlasların keyfi ),(  U  ve ),(  U  haritaları 
kC -uzlaşan ise, yani 1A ve 2A

atlaslarının birleşimi de 
kC  sınıfından ise verilen atlaslara "denk atlaslar" denir 

(Salimov ve Mağden 2008). 
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Atlasların 
kC -uzlaşır olması bir denklik bağıntısı olup bu ise 

kC atlaslar kümesini 

denklik sınıflarına ayırır. 

Tanım 2.1.8: nM  manifoldu üzerindeki 
kC atlasların bir denklik sınıfına .k  

mertebeden diferensiyellenebilir yapı (veya 
kC -yapı) adı verilir (Salimov ve Mağden 

2008). 

Böyle bir denklik sınıfının içindeki atlasların birleşimi de bu sınıfın içinde kalmak 

zorundadır. Yani her bir denklik sınıfı bir tane en büyük atlası içerir ki bu atlasa 

"maksimal atlas" denir (Şuhubi 2008). 

Tanım 2.1.9: nM  manifoldu üzerinde .k  mertebeden maksimal bir atlas var ise nM  

manifolduna 
kC  diferensiyellenebilir manifold denir.  

 

Eğer (2.1) ve (2.2) reel değişkenli ve reel değerli fonksiyonlarının her mertebeden 

sürekli kısmi türevleri var ise nM  manifolduna 
C atlas veya 

C diferensiyellenebilir 

manifold adı verilir.
C diferensiyellenebilir manifolduna kısaca düzgün manifold denir 

(Şuhubi 2008). 

2.2. Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar 

Tanım 2.2.1: nM , n -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve :f M   olsun.    

nMp  noktasını içine alan bir ),(  U  haritası için 
nx  olmak üzere, 

))(())(()(
11

xfxfpf
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yazılır. ( ) nU    açık kümesi üzerinde 1 : nf    reel değerli, n  değişkenli 

fonksiyonu için )(px   olmak üzere,   )()( 1 xfpf    eşitliği vardır. 

 1 1( ,..., )nf x x 
 fonksiyonunun )(  Ux  noktasında .k  mertebeye kadar sürekli 

kısmi türevleri varsa f  fonksiyonuna nMp  noktasında .k  mertebeden 

diferensiyellenebilirdir denir (Şuhubi 2008).      

.k  mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 
kC sınıfından bir fonksiyon olarak 

nitelenir ve ( , )kf C U  olarak gösterilir. Burada ( ) nU V     dir. Eğer 

 1 1( ,..., )nf x x 
 fonksiyonunun )(  Ux  noktasında her mertebeden sürekli 

kısmi türevleri varsa f  fonksiyonuna düzgün fonksiyon denir ve ( , )f C U  

şeklinde gösterilir. 

2.3. Tanjant Vektörler ve Vektör Alanları 

Tanım 2.3.1: nM , n -boyutlu bir manifold, Mp ve manifold üzerindeki düzgün 

fonksiyonların kümesi ( , )nC M
 ve ( , )nf C M  olsun. p  noktasındaki bir harita   

 ,U  ise 1( ) ( ,..., )n np x x    iken ),...,( 11 nxxp   olup  

),...,()),...,(()( 111 nn xxgxxfpfy    

yazılır. Burada 1 fg  şeklindedir. f ve g  fonksiyonları için 

)(: pipi x

g

x

f










 

eşitliğini göz önüne alalım. Burada pix

f




 yerine )( f

x
pi


 de yazılır. 
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n tane olan i   sayıları için,  


 




n

i

pi

i

p
x

f
fV

1

)(   

biçiminde tanımlanan : ( , )pV C M   lineer fonksiyonuna bakalım. Bu fonksiyon, 


 




n

i

pi

i

p
x

V
1

  

şeklinde olup ve bu şekildeki tüm fonksiyonların kümesini de )( np MT  ile gösterelim. 

)( np MT  kümesi,  

) ( )( ) ( ) ( )p p p pi V W f V f W f    

) ( )( ) ( )p pii a V f aV f  

şeklinde tanımlanan toplama ve skalerle çarpma işlemleriyle beraber  cismi üzerinde 

bir vektör uzayı olur. Bu vektör uzayına nM  manifoldunun p  noktasındaki tanjant 

uzayı, bu uzayın elemanlarına da nM  manifoldunun p  noktasındaki tanjant vektörleri 

denir (Salimov ve Mağden 2008). Burada , ( )p nV W T M  ve a  dir. 

Sonuç 2.3.1: nM , n -boyutlu düzgün bir manifold olmak üzere, nMp ve manifold 

üzerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonların kümesi ( , )nC M
 olsun. Bu durumda

, ( , )nf g C M ve ,a b  olmak üzere her  npp MTV   tanjant vektörü için, 

) ( )p p pi V a f bg aV f bV g    

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p pii V f g V f g p f p V g   

yazılır (Hicks 1971; O'Neill 1983).  
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Teorem 2.3.1: )( np MT , n -boyutlu nM  manifoldunun p  noktasındaki tanjant uzayı ve 

p  noktasının ),(  U  haritasındaki koordinatları ),...,( 1 nxx  olsun. Bu durumda 

)( np MT  vektör uzayının bir bazı 





































p

n

p
xx

...,,
1

 dır. 

Tanım 2.3.2: Teorem 2.2.1 de verilen 





































p

n

p
xx

...,,
1

 bazına nM  manifoldunun 

p  noktasındaki doğal çatısı denir (Altunbaş 2014). 

Kısalığın hatırı için 
 

n

i
i

i

x1

  yazılışını 
i

i

x


  şeklinde göstereceğiz. 

i

i

x




yazılışındaki i  indisi toplama indisi adını alır. Benzer olarak 
ix


 bazı ise iix






şeklinde gösterilecektir. 

Tanım 2.3.3: nM , n -boyutlu bir manifold ve )( np MT  bu manifoldun p  noktasındaki 

tanjant uzayı olsun. Bu durumda her Mp  noktasına )( np MT  uzayından bir tanjant 

vektörü karşılık getiren 
C  sınıfından bir fonksiyona bir "vektör alanı" denir. Böylece 

nM  manifoldu üzerinde bir V vektör alanı, 


Mp

np MTMV


 )(:  

şeklinde tanımlı diferensiyellenebilir bir dönüşümdür (Şahin 2012). 

Aslında vektör alanı büyük bir tanjant vektör kolleksiyonu olup nM  manifoldunun her 

bir noktasında bir tanjant vektöre sahiptir. Burada vektör alanının diferensiyellenebilir 

olması, ( , )nf C M   için  
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:

( ) ( )

n

p

V f M

p V f p V f



 
 

şeklinde tanımlı fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasıdır. 

Vektör alanlarının kümesi )(1

0 nM  ile gösterilecektir. Yerel koordinat sisteminde bir V  

vektör alanı, 

i

i

x
VV




  

olarak ifade edilir (Şahin 2012). 

)(1

0 nM , nM  manifoldu üzerindeki diferensiyellenebilir vektör alanlarının kümesi 

olsun. nMp  olmak üzere, 
1

0, ( )nX Y M   ve , ( , )nf g C M   için, )(1

0 nM

kümesi 

) ( ) ( ) ( ) ( )p p pi X Y f X f Y f    

) ( ) ( ) ( ) ( )p pii gX f g p X f  

şeklinde tanımlanan toplama ve çarpma işlemleri ile beraber ( , )nC M
 halkası 

üzerinde bir modüldür. 

2.4. Kotanjant Vektörler ve 1-Formlar 

Tanjant uzayı bir vektör uzayı olduğundan onun cebirsel dualinden bahsedebiliriz. 

Tanım 2.4.1: nM , n -boyutlu bir manifold ve ( , )nf C M  olmak üzere, f  

fonksiyonunun nMp noktasındaki diferensiyeli, 
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  i

pip

f
d f dx

x





 

biçiminde tanımlanır. , ( , )nf g C M   ve a  için, ( , )nf g C M 

fonksiyonunun diferensiyeli dgdf   ve ( , )naf C M  fonksiyonun diferensiyeli de 

)(dfa  şeklinde olup bu fonksiyonların nMp  noktasındaki diferensiyelleri  

üzerinde )(*

np MT  uzayını oluşturur.  

( , )i

nx C M  koordinat fonksiyonları için )(* MTxd p

i   olacağı aşikardır. 

pi

f

x





 olduğundan, )(*

np MTdf   diferensiyeli 
idx  diferensiyellerinin lineer 

terkibi olur. 
idx  diferensiyelleri, bağımsız ),...,1( nixi   değişkenlerinin 

diferensiyelleri olduğundan 
idx  lerde lineer bağımsız olacaktır. O halde 

   ni dxdxdx ,...,1 , )(*

np MT uzayının bir bazı olur. Dolayısıyla nMTboy np ))(( *
 dir.  

)( np MTX   için )(*

np MT  uzayının keyfi df elemanı, 

: ( )

( ) ( )

p ndf T M

X df X X f



 
 

şeklinde bir lineer dönüşüm tayin eder. Bu eşitlikte jxf   ve 
ix

X



  olarak alınırsa, 

j

ii

j

i

j

x

x

x
dx 









)(  elde edilir. Yani,  jdx  ve 












ix

bazları dual bazlar olup  jdx  

bazına kobaz denir. Bu durumda )(*

np MT  uzayı, )( np MT  uzayının duali olur.  

Tanım 2.4.2: nM  bir manifold ve )( np MT , nMp  noktasındaki tanjant uzay olsun. 

)( np MT  vektör uzayının dual uzayı olan )(*

np MT  uzayına nM  nin p  noktasındaki 
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kotanjant uzayı, bu uzayın elemanlarına da kotanjant vektör (lineer form) veya kısaca 

kovektör denir (Salimov ve Mağden 2008). 

Tanım 2.4.3: )( np MT  vektör uzayının 











ix

çatısına, )(*

np MT  uzayında karşılık 

gelen  jdx  bazına, yani 

j

ii

j

i

j

x

x

x
dx 









)(  

şartını sağlayan    nj dxdxdx ,...,1  kobazına nMp  noktasındaki koçatı adı verilir. 

Tanım 2.4.4: nM  manifoldunun her bir noktasına bir kovektör karşılık getiren 

dönüşüme kovektör alanı veya 1-form adı verilir. 

2.5. Tensörler ve Tensör Alanları 

2.5.1. Tensörün tanımı 

Tanım 2.5.1: nM , n -boyutlu bir manifold ve )( np MT  ile )(*

np MT  sırasıyla nMp  

noktasındaki tanjant ve kotanjant uzayı olsun. qjMTx npj ,...,1),(    vektör ve 

piMT np

i ,...,1),(*   kovektör değişkenlerinin  

),...,,,,...,,( 21

21

p

qxxxtw   

reel değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer bu fonksiyon her bir değişkene göre 

lineerlik şartını sağlıyorsa, bu fonksiyona multilineer fonksiyon denir. Mesela birinci 

vektör değişkenine göre lineerlik şartı, R,  olmak üzere, 



19 
 

 

),...,,,,...,,(),...,,,,...,,( 21

2

21

2

p

q

p

q xxxtxxyxt    

                                   ),...,,,,...,,( 21

2

p

qxxyt   

biçiminde gösterilir. Bu ),...,,,,...,,( 21

21

p

qxxxtw   multilineer fonksiyonuna 

karşılık gelen 

* *: ( ) ... ( ) ( ) ... ( )

p

p p p p

q

t T M T M T M T M       

operatörüne nM  manifoldunda p . dereceden kontravaryant, q . dereceden kovaryant 

tensör adı verilir. ),( qp  sıralı ikilisine ise tensörün tipi denir.  

2.5.2. Tensörler üzerinde işlemler  

Tanım 2.5.1: Aynı tipli 1t ve 2t tensörlerinin toplamı, 

),...,,,...,(),...,,,...,(),...,,,...,)(( 1

12

1

11

1

121

p

q

p

q

p

q xxtxxtxxtt    

şeklinde ve keyfi ),( qp  tipli t  tensörü ile   sayısının çarpımı, 

),...,,,...,(),...,,,...,)(( 1

1

1

1

p

q

p

q xxtxxt    

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 2.5.2: nM  manifoldunda tanımlı tüm ),( qp  tipli tensörlerin kümesini )( n

p

q MT

ile gösterelim. )( n

p

q MT  kümesi Tanım 2.5.1 de tanımlanan toplama ve skalerle çarpma 
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işlemleri ile beraber bir vektör uzayı yapısına sahiptir. Bu vektör uzayına tensör uzayı 

denir ve )( n

p

q MT  ile gösterilir. 

Tanım 2.5.3: Keyfi ),( qp  ve ),( sr  tipli 1t ve 2t tensörlerini göz önüne alalım. Bu 

tensörlerin çarpımı ),( sqrp   tipli 21 tt   tensörüdür. Bu tensör  

 
 ),...,,,...,,,...,,,...,)(( 11

1121

rppp
sqqq xxxxtt   

                                     ),...,,,...,(),...,,,...,( 1
12

1
11

rpp
sqq

p
q xxtxxt 

   

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.5.4: nM , n -boyutlu bir manifold ve )(*

np MT  uzayı da )( np MT  vektör 

uzayının dual vektör uzayı olsun. )( n

p

q MT , nM  üzerindeki ),( qp  tipli tensörlerin uzayı 

olmak üzere, 

 ),...,,.,...,,...,,(.),...,,,...,)((

)()(:

11

11

11

11

1

1

















q

p

q

p

i

j

n

p

qn

p

q

i

j

wwXXACwwXXACA

MTMTC
 

ve 

),...,,,,...,,( 11

11



 q

m

m

pm

i

j wwwXXXAAC  

ile tanımlanan operatöre kontraksiyon (daraltma) operatörü denir. Böylece kontraksiyon 

operatörü ),( qp  tipli bir tensörü )1,1(  qp  tipli bir tensöre dönüştürür (Şahin 2012). 

Tanım 2.5.5: t , .q  mertebeden kovaryant bir tensör olsun. )(,...,, 21 npq MTvvv   ve 

permütasyonu için, 
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),...,,(),...,,() 21)()2()1( qq vvvtvvvti   ise t  ye kovaryant simetrik tensör, 

)ii ),...,,()(sgn),...,,( 21)()2()1( qq vvvtvvvt    ise t  ye kovaryant anti-simetrik tensör 

adı verilir. 

Kontravaryant tensörler içinde simetrik ve anti-simetrik tensör tanımı benzer biçimde 

yapılabilir (Şahin 2012). 

Tanım 2.5.6: ),( qp  tipli bir tensör hem kovaryant simetrik hem de kontravaryant 

simetrik ise simetrik tensör adını alır (Bishop and Goldberg 1968). 

2.5.3. Tensörün koordinatları 

Tanım 2.5.7:            ),...,,,,...,,( 21

21

p

qxxxtw   

multilineer fonksiyonu ile nM  de ),( qp  tipli t  tensörü verilsin. )( npi MT  baz ve 

)(
*

np

j MTdx   dual kobaz vektörleri için, 

),...,,,...,( 1

1

1

1

...

...
p

q

p

q

ii

jj

ii

jj dxdxtt   

izlerine t  tensörünün  i  bazındaki koordinatları denir.  

Şimdi ise nM  de koordinat komşuluğu (sistemi) değiştikçe )( n

p

q Mt   tensörünün 

koordinatlarının değişme kuralını bulalım. i

i

ii A    olmak üzere, 

               ),...,,,...,( 1

1

1

1

...

...
p

q

p

q

ii

jj

ii

jj dxdxtt






   

               ),...,,,...,( 11

11

1

1

pp

pq

q

q

ii

i

ii

ij

j

jj

j

j dxAdxAAAt
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                  ),...,,,...,(...... 1

1

1

1

1

1

p

q

p

p

q

q

ii

jj

i

i

i

i

j

j

j

j dxdxtAAAA 


  

                 p

q

p

p

q

q

p

q

ii

jj

i

i

i

i

j

j

j

j

ii

jj tAAAAt
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...

...
1

1

1

1

1

1

1

1
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olarak bulunur. Bu eşitliğe "tensör kanunu" denir. 

2.5.4. Tensör alanları 

Tanım 2.5.8: nM , diferensiyellenebilir bir manifold olmak üzere manifoldun her 

nMm  noktasına )( n

p

q MT  tensör uzayından ),( qp  tipli bir tensör karşılık getiren  

)(: n

p

qn MTMt   

)()( n

p

q

p

q MTmtm   

dönüşümüne ),( qp  tipli tensör alanı adı verilir (Bishop and Goldberg 1968). 

Bu tanımdan hareketle, 

 0,1  qp  iken )0,1(  tipli tensör alanı olan vektör alanı, 

 1,0  qp  iken )1,0(  tipli tensör alanı olan kovektör alanı (1-form) elde edilir. 

 0,0  qp  iken nMm  noktasına skaler bir değer karşılık gelir. Yani )0,0(  tipli 

tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur. 

Dolayısıyla vektör alanların kümesi  nM1

0 , kovektör alanlarının kümesi  nM0

1  ve 

reel değerli fonksiyonların kümesi ise  nM0

0  şeklinde gösterilir. 
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Eğer nMU   bölgesinde f  fonksiyonu 
C  sınıfından ise Up  için 

)(0

1 npp Mdf  olur. Böylece f  fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatörü )1,0(  

tipli bir tensör alanıdır. 

nM , 
C sınıfından bir manifold olmak üzere bu manifold üzerindeki tüm ),( qp  tipli 

tensör alanlarının kümesi )( n

p

q MT ,  üzerinde bir vektör uzayıdır. Tensör alanlarının 

toplamı,  

)()(
0,

n

qp

p

qn MM 




  

şeklinde gösterilir. Eğer üçüncü bir işlem olarak tensörel çarpım işlemi )(  de dahil 

edilir ise )( n

p

q MT ,  üzerinde bir cebir olur. Tensörel çarpım işlemi noktasal olarak 

    )(,,,
212121

MttMptttt
pp

  

biçiminde tanımlanır. 

2.6. Tensör Diferensiyellemesi 

Tanım 2.6.1: , ( )ns t M   ve ,a b   için aşağıdaki şartları sağlayan 

)()(: nn MMD   dönüşümüne )( nM  cebirinin tensör diferensiyellemesi işlemi 

denir (O' Neill 1983). Burada C  kontraksiyon operatörüdür. 

) ( ) ( ) ( )i D at bs a D t b D s    

) ( ( )) ( )p p

q qii D M M   

) ( ) ( ) ( )iii D t s D t s t D s      

) ( ) ( )iv D Ct C Dt  
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2.7. Lie Parantezi ve Lie Türevi 

Tanım 2.7.1: nM , 
C  sınıfından bir manifold; nM  manifoldunun bir U açık kümesi 

üzerinde 
1

0, ( )nX Y M  ve ( , )f C U olmak üzere, 

fXXf i

i)(  ve fYYf j

j)(                     (2.3) 

iken 

)()()( 2 fYfYXfYXYfX ji

j

j

j

i

i

j

j   

)()()( 2 fXfXYfXYXfY ji

i

i

i

j

j

i

i   

bulunur. Bu ifadeler kullanılarak 

fXYYXXfYYfX j

j

i

ij

i

i  )()()(  

şeklinde yeni bir vektör alanı elde edilir.  

],[ YXYXXY   

ile tanımlanan bu vektör alanının i  doğal çatısına göre ifadesi 

j

j

i

ij

i

i XYYXYXXYYX  )(],[                (2.4) 

biçimindedir.  

Tanım 2.7.2: (2.4) eşitliği ile tanımlanan ],[ YX  vektör alanına X  ile Y  vektör 

alanlarının Lie parantezi denir. (2.3) eşitliğinde  Xf , f  fonksiyonun X  vektör alanı 

yönündeki türevini ifade etmektedir (Salimov ve Mağden 2008).  
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(2.4) eşitliğinde, k

k

ii    ve k

k

jj    vektör alanları kullanılırsa  

0],[  ji  

olduğu görülür. 

Lie parantezi aşağıda verilen özellikler sahiptir (Şahin 2012; Salimov ve Mağden 2008). 

1) ],[],[],[ ZXYXZYX   (Lineerlik) 

2) ],[)(],[ YXfYXffYX                        (Leibniz şartı) 

3) ],[],[ XYYX                                (Antisimetriklik) 

4) 0]],[,[]],[,[]],[,[  YXZXZYZYX  (Jacobi Özdeşliği) 

Tanım 2.7.3: 
1

0, ( )X Y M   ve )(0

0 Mf   olmak üzere, XLD   şeklinde 

gösterilen diferensiyelleme işlemi,  

XffLi X )  

],[) YXYLii X   

şartlarını sağlarsa XL  e X  vektör alanı yönündeki Lie diferensiyellemesi denir 

(Kobayashi and Nomizu 1963). 

(2.4) formülüne göre, YLX  vektör alanının yerel koordinatlardaki ifadesi, 

i

k

ki

k

ki

X XYYXYL   

şeklindedir. Lie diferensiyellemesi sonucu bulunan değere ise Lie türevi adı verilir 

(Salimov ve Mağden 2008). 



26 
 

 

Keyfi ),( qp tipli t tensörünün Lie türevi, 

p

q

p

q

p

q

p

q

iki

jj

i
p

k

ii

jkj

k
q

j

ii

jjk

kii

jjX tXtXtXtL
......

...

1

...

......

1

...

...

...

...
1

1

1

1

1

1

1

1
)()( 








  

şeklindedir (Salimov ve Mağden 2008).   

2.8. Afin(Lineer) Konneksiyon ve Kovaryant Türev 

Tanım 2.8.1: nM , C  sınıfından n -boyutlu bir manifold ve nM  üzerindeki vektör 

alanlarının kümesi )(1

0 nM  olmak üzere, 
1

0, , ( )nX Y Z M   ve , ( , )nf g C M   

için  

)()()(: 1

0

1

0

1

0 nnn MMM   

YYXYX X ),(),(  

işlemi, 

) fX gY X Yi Z f Z g Z      

) ( )X X Xii Y Z Y Z     

) ( ) ( )X Xiii fY Xf Y f Y     

şartlarını sağlıyorsa   dönüşümüne afin veya lineer konneksiyon; ),( nM çiftine ise 

afin konneksiyonlu uzay adı verilir (Hicks 1971; O' Neill 1983). 

Tanım 2.8.2:  , 
C  sınıfından nM  manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon olmak 

üzere, 
1

0, ( )nX Y M  , ( )p

q nt M   ve , ( , )nf g C M   için,  

)()(: nnX MMD   
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diferensiyelleme işlemi, 

) fX gY X Yi t f t g t      

) Xii f Xf   

şartlarını sağlıyorsa, X  e X  vektör alanı yönündeki kovaryant türev adı verilir 

(Salimov ve Mağden 2008). 

Tanım 2.8.3:  , nM  manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve ),( U , nM  

manifoldunun )( ix  yerel koordinatlarına sahip bir haritası olsun. iix





 doğal vektör 

alanı olmak üzere, ii
  gösterimini göz önüne alalım. i  kovaryant türevini, j  

vektör alanına uygularsak 

k

k

ijji   

olacak şekilde yeni bir vektör alanı elde ederiz. Burada )(xk

ij

k

ij  , U  komşuluğunda 

tayin edilmiş olan 
C sınıfından fonksiyonlardır. 

k

ij  fonksiyonlarına   konneksiyonun 

katsayıları veya 2. tür Christoffel sembolleri denir. 

k

k

ijji   ifadesini yeni bir koordinat sistemine geçerek de ifade edebiliriz. Bu yeni 

koordinat sistemindeki yerel koordinatlar )( iii xxx


 biçiminde olsun. Bu taktirde,  

k

k

jiji 



   

olarak yazabiliriz. Yeni koordinatlarda 
ii

x





 olacağından, 
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     ji

i

j

xx

xjik

k

ji i

ii

i

x

x












 







 
























 jj

j

i

i

xx

x

x

x
i

 







































  jj

j

jj

j

ii

i

ix

x

xx

x

xx

x
 

kj
x

x

x

x

xxx

x
k

k

ijj

j

i

i

jji

j

,
2





















 yazılırsa, 

k

k

ijj

k

i

i

ji

k

kk

k
k

ji
xx

x

x

x

xx

x

xx

x



















































2

 












































k

ijj

k

i

i

ji

k

k

k
k

ji
x

x

x

x

xx

x

x

x 2

 

ji

k

k

k
k

ijk

k

j

k

i

i
k

ji
xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x































2

 

k

ji

k

k

k

ij

k

k

j

j

i

i

k

ji AAAAA 







   

eşitliği elde edilir. Bu ifadeye konneksiyon dönüşüm kuralı adı verilir. 

Şimdi ilk olarak bir vektör alanının kovaryant türevini koordinatlarla yazalım. 

i

iXX  ve j

jYY  olmak üzere, 

           )()( j

ji

j

j

XX YXYY
ii

i  
 

))(( ji

j

j

j

i

i YYX   

))(( k

k

ji

j

j

j

i

i YYX   
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k

jk

ji

k

i

i YYX  )(  

olmak üzere si

i

si

iXX    (yani 
i

s

iX   ) olarak alınırsa, 

                  k

jk

ji

k

i

i

sk

k YYY
s

 )()(   

jk

js

k

s

k

s YYY  )(  (2.5) 

elde edilir. Bu ise Y  vektör alanının kovaryant türevinin koordinatlarla ifadesidir. 

İkinci olarak bir kovektör alanının kovaryant türevini koordinatlarla yazalım. 0

1w  ve 

1

0, YX  için,  

)]([))(()()( 1

1

1

1 YwCYwYwCYw XX   

)]([1

1 YwC X   

)]()[(1

1 YwYwC XX   

)()( YwYw XX   

olmak üzere,  

)())(()( YwYwYw XXX   

)())(()( YwYwXYw XX   

olup iX  ve jY  yazılırsa  

                        )())(())(( jijiji www   

k

k

ijji ww   
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k

k

ijjiji www                               (2.6) 

elde edilir. 

Son olarak keyfi ),( qp tipli t tensörünün yerel koordinatlarda kovaryant türevi, 

p

q

p

q

p

q

p

q

ii

jmj

q
m

jk

imi

jj

p
i

km

ii

jjk

ii

jjk tttt
...

......

1

......

...

1

...

...

...

...
1

1

1

1

1

1

1

1 







  

şeklindedir. 

2.9. Burulma ve Eğrilik Tensörleri 

),( nM  afin konneksiyonlu uzayında ( , )f C U  fonksiyonun tam diferensiyelinin

i

i fdxdf   şeklinde olduğu ve bir kovektör (1- form) belirttiği (2.5). alt başlıkta ifade 

edilmişti. df ye koordinatları ff ii  olan kovektör karşılık gelir. Schwarz teoremine 

göre f sürekli bir fonksiyon olduğundan f  için ikinci türevler sıraya bağlı olmayıp yer 

değiştirebilir. Dolayısıyla, 

ijjiijji ffff   

yazılır. if  nin kovektör olmasından dolayı yer değiştirme özelliğinin kovaryant türevler 

için de geçerli olup olmadığı düşünülebilir. (2.6) eşitliğinden  

k

k

ijijij fff    ve  k

k

jijiji fff   

olmak üzere kovaryant türevlerin farkları alınırsa  

)( k

k

jijik

k

ijijjiij ffffff   
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( )k k k

i j ji k i j kf T f        (2.7) 

bulunur (Şuhubi 2008; Altunbaş 2014).  

Tanım 2.9.1: (2.7) eşitliğindeki )2,1(  tipli 
k

ij

k

ji

k

jiT   tensörüne   konneksiyonun 

burulma tensörü adı verilir. 
k

ji

k

ji TT  olduğu açıktır.  

Burulma tensörü sıfır olan uzaylara burulmasız uzaylar adı verilir. Bu tür uzaylarda 

konneksiyon katsayıları  

00  k

ij

k

ji

k

jiT  

olmak üzere simetriktir )( k

ij

k

ji  . Bu da   konneksiyonunun simetrik olması 

anlamına gelir. Burulma tensörünün invaryant formdaki yazılışı ise, 

1

0( , ) [ , ], , ( )X YT X Y Y X X Y X Y M       

şeklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963; Hicks 1971) Dolayısıyla 

],[0),( YXXYYXT YX   

olduğu görülür. 

Yukarıda burulma tensörünü elde etmek için f  fonksiyonuna uygulanan işlemleri keyfi

i

ivv  vektörü için tatbik edelim. (2.5) eşitliğinden i

ivv   vektörünün kovaryant 

türevi 
ki

sk

i

s

i

s vvv   şeklinde idi. )1,1(  tipli 
i

sv  kovaryant türevinin tekrar 

kovaryant türevi alınırsa 

i

m

m

rs

m

s

i

rm

i

sr

i

sr vvvv   
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i

m

m

rs

km

sk

m

s

i

rm

ki

sk

i

sr vvvvv  )()(  

i

m

m

rs

km

sk

i

rm

m

s

i

rm

k

r

i

sk

ki

skr

i

rs vvvvvv  )()(2
 

          (2.8) 

 

ve benzer olarak 

i

m

m

sr

m

r

i

sm

k

s

i

rk

km

rk

i

sm

i

rks

i

sr

i

rs vvvvvv  )()(2
  (2.9) 

bulunur.. (2.8) eşitliğinden (2.9) eşitliğinin çıkarılmasıyla 

)()( i

m

m

sr

i

m

m

rs

km

rk

i

sm

m

sk

i

rm

i

rks

i

skr

i

rs

i

sr vvvvv   

olmak üzere 

 

  (2.10) 

 

elde edilir. Bu eşitliğe 
iv vektör alanı için Ricci özdeşliği denir. Burada  

 
m

rk

i

sm

m

sk

i

rm

i

rks

i

skr

i

rskR    (2.11) 

şeklindedir (Şuhubi 2008; Altunbaş 2014).  

Tanım 2.9.2: (2.10) da elde edilen 
i

rskR  tensörüne   konneksiyonunun eğrilik tensörü 

denir. 

)(,, 1

0 nMZYX   için eğrilik tensörünün invaryant yazılımı  

i

m

m

rs

m

s

i

rm

k

r

i

sk

km

sk

i

rm

i

skr

i

rs vvvvv  )()(2

[ ]

i i k k i

r s rsk rs kv R v T v    
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ZZZYXR YXYX ],[],[),,(   

[ , ]X Y Y X X YZ Z Z                 (2.12) 

şeklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

(2.11) eşitliğinden  

),,(),,( ZXYRZYXR   

olduğu görülür. Bu eşitliği koordinatlarla 

s

jik

s

ijk RR    

veya 

0)( s

kijR  

şeklinde yazabiliriz. Yani, eğrilik tensörü alttaki ilk iki indise göre antisimetriktir. 

Teorem 2.9.1: nM , 
C sınıfından bir manifold ve  , bu manifold üzerinde simetrik bir 

afin konneksiyon olsun. ),( nM  burulmasız uzayında konneksiyonun R  eğrilik 

tensörü aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

1)  0)(
3

1
][  s

kij

s

jki

s

ijk

s

ijk RRRR                    (1. Bianchi özdeşliği) 

2)  0)(
3

1
][  s

kijl

s

jkil

s

ijkl

s

kijl RRRR           (2. Bianchi özdeşliği) 

2. Bianchi özdeşliği, Bianchi-Padov özdeşliği olarak da bilinir. 
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2.10. Riemann Manifoldu 

Tanım 2.10.1: 
C sınıfından bir nM  manifoldu üzerinde tanımlı, 

1 1

0 0: ( ) ( ) ( , )n n ng M M C M    

g bilineer formu (veya (0,2) tipli tensörü) )(, 1

0 nMYX  için, 

) ( , ) ( , )i g X Y g Y X                               (simetriklik) 

) ( , ) 0ii g X X   ve ( , ) 0 0g X X X    (pozitif tanımlılık) 

şartlarını sağlarsa g  ye Riemann metriği veya metrik tensör adı verilir. ),( gM n  

ikilisine ise Riemann manifoldu denir (Yano and Kon 1984). 

Manifold üzerinde Riemann metriğinin tanımlı olması bir vektör alanının uzunluğunu 

ve iki vektör alanı arasındaki açıyı tanımlamayı mümkün kılmaktadır. Ayrıca bu metrik 

tensör ile manifold üzerinde tanımlı bir tensörün kovaryant ve kontravaryant bileşenleri 

arasında geçiş yapılabilir 

),( U  haritasındaki 1,..., nx x  yerel koordinatlarına göre, g  metriğinin kovaryant ve 

kontravaryant bileşenleri sırasıyla ijji gg  ),(  ve ijji gdxdxg ),( şeklinde olup 

k

i

jk

ijgg   

olur. 
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Tanım 2.10.2:  , ),( gM n  Riemann manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon olmak 

üzere,  

0g  

ise,   konneksiyonuna metrik konneksiyon adı verilir (Yano and Kon 1984). 

Teorem 2.10.1: ),( gM n  Riemann manifoldu üzerinde, 

) ( , ) [ , ] 0X Yi T X Y Y X X Y     

) 0ii g   

şartlarını sağlayan bir ve yalnız bir afin konneksiyon vardır (Yano and Kon 1984). 

Tanım 2.10.3: Teorem 2.10.1’de ifade edilen burulmasız metrik konneksiyona Levi-

Civita veya Riemann konneksiyonu adı verilir (Yano and Kon 1984). 

Teorem 2.10.2: ),( gM n  Riemann manifoldu ve )(,, 1

0 MZYX   olmak üzere, Levi-

Civita konneksiyonu olan   için Koszul formülü adı verilen  

]),[,(]),[,(]),[,(

),(),(),(),(2

YXZgXZYgZYXg

YXZgXZYgZYXgZYg X




 

denklemi geçerlidir. Bu denklemde , ,i j kX Y Z       alınırsa 

]),[,(]),[,(]),[,(

),(),(),(),(2

jikikjkji

jikikjkjikj

ggg

gggg
i




 

ijkkijjkikh

h

ij gggg  ),(2  



36 
 

 

ijkkijjkihk

h

ij gggg  2  

)(
2

1
ijkkijjki

hkh

ij gggg   (2.13) 

elde edilir. Bulunan 
h

ij  fonksiyonlarına Levi-Civita konneksiyonunun katsayıları denir. 

Tanım 2.10.3:  , ),( gM n  Riemann manifoldu üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu 

olsun. )(,, 1

0 MZYX  için 

[ , ]( , , ) X Y Y X X YR X Y Z Z Z Z       

olarak tanımlanan )3,1(  tipli R  tensörüne, Levi-Civita konneksiyonunun Riemann 

eğrilik tensörü adı verilir. 

Tanım 2.10.4: Bir ),( gM n  Riemann manifoldunun Riemann eğrilik tensörü ( R ) özdeş 

olarak sıfır ise nM  ye flat (düz) manifold denir (Wilkins 2005; Altunbaş 2014). 

Herhangi bir afin konneksiyonun eğrilik tensörünün aksine, )3,1(  tipli Riemann eğrilik 

tensörünün kontravaryant indisi indirilerek )4,0(  tipli kovaryant tensör elde edilebilir. 

Yani, 

ijklml

m

ijk RgR   

şeklindedir. 

Teorem 2.10.3: )4,0(  tipli Riemann eğrilik tensörü aşağıdaki özelliklere sahiptir. 

1) ijkl jiklR R   

2) ijkl ijlkR R   
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3) ijkl klijR R  

4) 0ijkl jkil kijlR R R    

[ ]5) 0s ij klR   

Tanım 2.10.5: )3,1(  tipli 
l

ijkR  eğrilik tensörüne kontraksiyon uygulanarak elde edilen 

)2,0( tipli 

jk

l

ljk

l

ijk RRRC )(1

1  

tensörüne Ricci (eğrilik) tensörü denir (Kühnel 2005).  

Tanım 2.10.6: Bir ),( gM n  Riemann manifoldunun )2,0( tipli Ricci eğrilik tensörü R , 

0R   

şartını sağlarsa, ),( gM n  Riemann manifoldu lokal Ricci simetriktir. 

Tanım 2.10.7: Ricci tensörünün tam kontraksiyonu sonucu elde edilen tensöre, skaler 

eğrilik denir ve   ile gösterilir. Buna göre, 

jk

jkRg  

şeklindedir (Karaman 2015). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Tanjant Demet 

Tanım 3.1.1: nM , 
C  sınıfından n -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve nM

manifoldunun p noktasındaki tanjant uzay )( np MT olmak üzere, 

 

 

şeklinde tanımlanan )( nMT  kümesine, nM  manifoldu üzerindeki tanjant demet denir. 

)( nMT  nin herhangi bir )(~
np MTp  noktası için )~( pp   ilişkisi, nM  manifoldu 

üzerindeki )( nMT  nin tabii demet yapısını gösteren 

ppp

MMT nn





)~(~
)(:




 

demet izdüşümünü belirler. )(~)(1

np MTpp   kümesine ise nM  baz manifoldunun 

p noktasındaki fibresi adı verilir (Yano and Ishihara 1973). 

)( hx , U  koordinat komşuluğundaki yerel koordinatlar olmak üzere; nM  baz manifoldu 

 hxU;  koordinat komşuluklar sistemiyle örtülmüş olsun. )()(1

nMTU   açık 

kümesi için 
1: ( ) ( ) n

nU T M U       dönüşümü diferensiyellenebilir bir 

homeomorfizm olur. Burada 
n
,  üzerindeki n -boyutlu vektör uzayıdır.  


Mp

npn MTMT


 )()(
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)(~
np MTp  noktası, ),( Xp  sıralı çifti ile gösterilir. 

nX   vektörünün bileşenleri, 














hh
x

 doğal bazına göre )( np MT  tanjant uzayındaki p~  noktasının )()( hh xy   

)2,...,1( nnh   kartezyen koordinatları ile verilir. Yani 
nX   vektörü, 

h

h

h

h xyX   

şeklinde yazılabilir. 

U  koordinat komşuluğundaki )~( pp   noktasının koordinatları )( hx ),...,1( nh   ile 

gösterilir ve pyx hh ~),(   ilişkisi dikkate alınırsa )()(1

nMTU   açık kümesinde 

),( hh yx  yerel koordinatlar sistemi elde edilir. Burada ),(),( hhhh xxyx   sistemine, 

)( hx  yerel koordinatlarından indirgenmiş (elde edilmiş) koordinatlar (veya )(1 U daki 

indirgenmiş koordinatlar) denir. 

nM  manifoldu üzerinde )~( pp   noktasını ihtiva eden diğer bir koordinat komşuluğu 

 hxU
;  olmak üzere )(~ 1 Up    dir. )(1 U   ye göre p~  nin indirgenmiş 

koordinatları ),( hh yx


olarak verilsin. Koordinatlar arasındaki dönüşüm, 

 



















h

h

h
h

hhh

y
x

x
y

xxx )(

                (3.1) 

şeklindedir. )( hh xx
 , p  noktasındaki 

nxx ,...,1
 değişkenlerinin 

C  sınıfından olan 

diferensiyellenebilir fonksiyonlarıdır. ,h h h hx y x y
 

  gösterimini kullanarak (3.1) 

dönüşümü  

nnhnhhhHxxx HHH 2,...,1;,...,1),,(),( 


 

olarak ifade edilebilir. (3.1) koordinat dönüşümünün Jakobiyeni, 
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h

h
s

sh

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

H

H

x

x
y

xx

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
2

0

 

matrisi şeklindedir. (3.1) dönüşümünün tersi ise,  

  

      (3.2) 

 

veya 

nnnHxxx HHH 2,...,1,,...,1),( 


 

olarak yazılır. (3.2) dönüşümünün Jakobiyeni ise, 





















































h

h
s

sh

h

h

h

H

H

x

x
y

xx

x
x

x

x

x
2

0

 

matrisi şeklindedir.  

Sonuç 3.1.1: 00)( 


















H

H

h

h

x

x
Det

x

x
Det  ve 00)( 

















 H

H

h

h

x

x
Det

x

x
Det

olmak üzere, 0













H

H

x

x
Det  ve 0












H

H

x

x
Det  olacağından (3.1) ve (3.2) denklemleri 

)( nMT  tanjant demetinin daima yönlendirilebilir olduğunu gösterir. 

nM  manifoldu üzerindeki 
C  sınıfından ),( sr  tipli tüm tensör alanlarının kümesini 

)( n

r

s M  ve nM  deki tüm tensör alanlarının kümesini de 





0,

)()(
sr

n

r

sn MM  olarak 





















h

h

h
h

hhh

y
x

x
y

xxx )(
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göstereceğiz. Benzer olarak )( nMT  tanjant demetindeki ),( sr  tipli tüm tensör 

alanlarının kümesini ))(( n

r

s MT  ve )( nMT  deki tüm tensör alanlarının kümesini de 

))(( nMT  ile göstereceğiz (Yano and Ishihara 1973). 

3.2. Fonksiyonun Dikey (Vertikal) Lifti 

Tanım 3.2.1: f , nM  de bir fonksiyon olsun. : nf M   ve nn MMT )(:  olmak 

üzere, 

ffV  , : ( )V

nf T M   

 şeklinde tanımlanan fonksiyona f  fonksiyonunun dikey lifti denir. 

)(~ 1 Up   noktasının indirgenmiş koordinatları ),(),(~ iiii xxyxp   olmak üzere,  

                                            )()()~(),()~( xfpfpfyxfpf VV                                       (3.3) 

olacağından )~(pfV  değeri her bir fibre boyunca sabittir ve nMpp  )(  noktasındaki 

)( pf  değerine eşittir (Yano and Ishihara 1973). 

Teorem 3.2.1:  )(, 0

0 nMgf  olmak üzere, 

) ( )V V Vi f g f g    

) ( . ) .V V Vii f g f g  

şeklindedir.  
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Tanjant demette farklı bir şekilde de fonksiyon tanımlanabilir. 
0

1 ( )nM  olmak 

üzere, ı  operatörünü kullanarak )( nMT  tanjant demette ı  fonksiyonunu yazalım. nM  

in bir U  koordinat komşuluğunda   yerel olarak 
i

idx   şeklinde ifade 

edilebildiğine göre, )()(1

nMTU   deki indirgenmiş koordinatlara göre 

0

0 ( ( ))nı T M fonksiyonu,  

s

sı y   

olarak yazılır. Böylece f , nM  de bir fonksiyon ise )(0

1 nMdf   olmak üzere, )(dfı

fonksiyonu )()(1

nMTU   deki indirgenmiş koordinatlara göre, 

s

s yfdfı )()(   

şeklinde ifade edilir (Yano and Ishihara 1973). 

3.3. Vektör Alanının Dikey (Vertikal) Lifti 

Tanım 3.3.1 (Dikey Vektör Alanı): )((
~ 1

0 nMTX   ve )(0

0 nMf   için 0
~

fX V  

ise X
~

 e dikey vektör alanı denir. X
~

 vektör alanının indirgenmiş koordinatlara göre 

bileşenleri 













i

i

X

X
~

~

olmak üzere, bileşenler 

                           0
~

0
~

 fXfX V

I

IV
 

0
~~

 fXfX V

i

iV

i

i
 

0
~~

 fXfX
i

i

i

i
 

0
~

,0
~

 ii XX  
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olarak bulunur. Yani, 























ii

i

XX

X
X ~

0
~

~
~

 şeklindedir. 

Tanım 3.3.2. (Vektör Alanının Dikey Lifti): )(1

0 nMX   ve 
0

1 ( )nM  olmak 

üzere )( nMT  tanjant demette,  

( ) ( ( ))V VX ı X   

şeklinde tanımlanan XV
 vektör alanına, X  vektör alanının dikey lifti denir. XV

 vektör 

alanının indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri, 

 ( ) ( ( )) ( ) ( )V V V J V j

J jX ı X X ı X        

( ) ( )V j s V j s j

j s s jj
X y X y X        

(( ) ( )) (( ) ( ))V j s s V j s s j

j s s j s s jj j
X y y X y y X              

jjVjV XXX  ,0  

























jjV

jV

V

XX

X
X

0
     (3.4) 

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

Sonuç 3.3.1: O halde bir vektör alanının dikey lifti, bir dikey vektör alanıdır. 

Sonuç 3.3.2:  
ii

V

i

V

j

V

xX
X 























0
 dir. 

Teorem 3.3.1: )(0

0 nMf   ve )(, 1

0 nMYX  olmak üzere, 
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) ( )V V Vi X Y X Y    

) ( )V V Vii fX f X  

) [ , ] 0V Viii X Y   

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

3.4. 1-formun Dikey (Vertikal) Lifti 

Tanım 3.4.1 (Dikey 1-form):   0

1 nT M  ve  nMX 1

0  için ( ) 0V X   ise 

  ya dikey 1-form denir.   nın indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri ( , )i i
 

olmak üzere,  

             ( ) 0 ( ) 0V V I

IX X     

( ) ( ) 0V i V i

i i
X X     

0, 0i i
     

( , ) ( ,0)i ii
       

şeklindedir. 

Tanım 3.3.2. (1-formun Dikey Lifti):  

)(i )(0

0 nMf   için )(0

1 nMdf   olup tanjant demete df  1- formunun dikey lifti, 

)()( fddf VV                                (3.5) 

şeklinde tanımlanır.  
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)(ii  )(, 0

0 nMgf   için tanjant demete )(gdf  1- formunun dikey lifti,  

)()()( fdgdfggdf VVVVV                        (3.6) 

şeklinde tanımlanır. 

Bu hazırlıklardan sonra 
0

1 ( )nM  1- formunun 
V  dikey liftini tanımlayalım. 

)(iii i

idx   olmak üzere 
0

1 ( )nM  1- formunun ( )V

nT M  dikey lifti, 

( ) ( )V V V i

i dx   

olarak tanımlanır. (3.3), (3.5) ve (3.6) eşitliklerini dikkate alarak V  dikey lifti )( nMT

tanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre,  

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )V V V i V i V V i

i i idx dx dx       

( )V V i V V i V V i

i i i
d x dx dx      

i V i V i

i i i
dx dx dx      

, 0V V

i i i
w     

( ,0)V

i    

bileşenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973). 

Sonuç 3.4.1: ( ,0) ( )V V i i

i dx dx     dir. 
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Teorem 3.4.1: )(0

0 nMf   ve 
0

1, ( )nM    olmak üzere, 

) ( ) .V V Vi f f   

) ( )V V Vii        

şeklindedir. 

3.5. Tensör Alanlarının Dikey Lifti 

nM  manifoldu üzerindeki keyfi )(,, nMRQP   tensör alanlarının dikey lifti, 

RPRPQPQP VVVVVV  )(,)(  

şartları sağlayacak şekilde tanımlanır (Yano and Ishihara 1973).  

3.6.   Operatörü 

)(1 n

p

q MS   tensör alanı koordinatlarla,  

q

p

p

q

jjl

ii

ii

jjl dxdxdx
xx

SS 








 ...... 1

1

1

1

...

...  

olarak verilsin. )(1 U  da  hh yx ,  indirgenmiş koordinatlarına göre   operatörü, 

q

p

p

q

jj

ii

ii

jjl

l

X dxdx
yy

SXS 








 ......)( 1

1

1

1

...

...  

ve 

q

p

p

q

jj

ii

ii

jjl

l dxdx
yy

SyS 








 ......)( 1

1

1

1

...

...  
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şeklinde tanımlanır. Burada SX  ve S , )( nMT  tanjant demette birer tensör alanıdır. 

Eğer 0)(0

0  SSMS Xn   olarak kabul edilir (Yano and Ishihara 1973). 

3.7. Fonksiyonun Tam (Complete) Lifti  

Tanım 3.7.1: nM  manifoldu üzerinde : nf M   fonksiyonu verilsin. )( nMT  tanjant 

demette,  

)(dfıfC   

ile tanımlanan fC  fonksiyonuna f  fonksiyonunun tam lifti denir. fC  fonksiyonu 

indirgenmiş koordinatlara göre yerel olarak 

ffydfıf s

sC  )()(                       (3.7) 

şeklinde ifade edilir (Yano and Ishihara 1973). 

Teorem 3.7.1: )(, 0

0 nMgf  olmak üzere, 

) ( )C C Ci f g f g    

) ( . ) . .C C V V Cii f g f g f g   

şeklindedir. 

3.8. Vektör Alanının Tam (Complete) Lifti  

Tanım 3.8.1: )(1

0 nMX   ve )(0

0 nMf  fonksiyonu için )( nMT  tanjant demette, 

)(XffX CCC   
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olarak tanımlanan ))((1

0 n

C MTX   vektör alanına, X  vektör alanının tam lifti denir. 

XC
 vektör alanının )(1 U  komşuluğunda indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri, 
































i

s

s

i

iC

iC

C

Xy

X

X

X
X                             (3.8) 

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973).  

Sonuç 3.8.1: ii

C  )(  dir. 

Teorem 3.8.1: )(0

0 nMf  ve )(, 1

0 nMYX   olmak üzere, 

) ( )C C Ci X Y X Y    

) ( ) . .C C V V Cii fX f X f X   

) [ , ] [ , ]C C Ciii X Y X Y  

) [ , ] [ , ]V C Viv X Y X Y  

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

3.9. 1-Formun Tam (Complete) Lifti 

Tanım 3.9.1: 
0

1 ( )nM  ve )(1

0 nMX   olmak üzere,  

( ) ( ( ))C C CX X                   

şeklinde tanımlanan 
0

1 ( ( ))C

nT M  ye,   nın tam lifti denir.  

0

1 ( ( ))C

nT M  1- formu indirgenmiş koordinatlara göre, 
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( , ) ( , )C C C s

i s i ii
y                             (3.9) 

bileşenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973). 

Sonuç 3.9.1: 
hhhC dydxdx )(  dır. 

Teorem 3.9.1: )(0

0 nMf  ve 
0

1, ( )nM    olmak üzere, 

) ( )C C Ci        

) ( ) . .C C V V Cii f f f     

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

3.10. Tensör Alanlarının Tam Lifti: 

nM  manifoldu üzerindeki keyfi )(,, nMRQP   tensör alanlarının tam lifti, 

RPRPQPQPQP CCCCVVCC  )(,)(  

şartlarını sağlayacak şekilde tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 

3.11.  2,0  tipli Tensör Alanlarının Tam Lifti 

nM  manifoldu üzerindeki )(0

2 nMG   tensör alanının tam lifti,  

       )()()()()( jiC

ij

VjiV

ij

Cji

ij

CC dxdxGdxdxGdxdxGG   

( )( ) ( )( )C V i V j V C i V j V i C j

ij ijG dx dx G dx dx dx dx       
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( ) ( )s i j i j i j

s ij ijy G dx dx G dx dx dx dx        

( ) ( ) ( )s i j i j i j

s ij ij ijy G dx dx G dx dx G dx dx        

bileşenlerine sahiptir. Yani, 













 


0ij

ijijs

s

C

G

GGy
G                           (3.10) 

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

Teorem 3.11.1: nM  de 
ji

ij dxdxgds 2
şeklinde verilen g  Riemann metriğinin )( nMT  

tanjant demette gC  tam lifti, 

ji

ij

C dxygg 2  

şeklindedir. Burada klii ydx
kl

i
dyy









  ve 








kl

i
, ijg  nin Christoffel sembolleridir. 

İspat : (3.10) eşitliğinde bileşenleri verilen  2,0  tipli G  tensör alanının tam liftinden 

hareketle )(0

2 nMg   Riemann metriğinin )( nMT  tanjant demette gC  tam lifti, 

                    
ji

ij

ji

ij

ji

ijs

sC dxdygdydxgdxdxgyg  )(  

ji

ij

ji

ijs

s dxdygdxdxgy 2)(   

şeklinde olup bu eşitlikte ihhjijs g
js

h
g

is

h
g


















  olduğu kullanılırsa, 
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ji

ij

ji

ihhj

sC dxdygdxdxg
js

h
g

is

h
yg 2)( 


















  

ji

ij

jsl

ij dxdygdxydx
sl

i
g 22 









  

jsli

ij dxydx
sl

i
dyg )(2









  

ji

ij dxyg 2  

elde edilir (Yano and Ishihara 1973). 

3.12. Fonksiyonun Yatay (Horizantal) Lifti 

Tanım 3.12.1:  , nM  de bir afin konneksiyon olmak üzere, )(0

0 nMf   

fonksiyonunun gradientini f  şeklinde yazabiliriz. Ayrıca (3.6). alt başlıkta tanımlanan 

  operatörü f gradientine uygulanırsa,  

fyff s

s )(  

olur. )(0

0 nMf  fonksiyonu için )( nMT  tanjant demette, 

fff CH

  

şeklinde tanımlanan fH  fonksiyonuna, f  in yatay lifti denir (Yano and Ishihara 1973).  

(3.7) eşitliğinden fyf s

sC   olup f fonksiyonunun yatay lifti, 

0fH
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bulunur.  

3.13. Vektör Alanın Yatay (Horizantal) Lifti 

Tanım 3.13.1:  , nM  de bir afin konneksiyon olmak üzere )(1

0 nMX   için,  

XXX CH

  

ile tanımlanan XH
 vektör alanına, X  vektör alanının yatay lifti denir. Ayrıca 

)( XX    dir. X  vektör alanının ve   afin konneksiyonun nM  deki yerel 

koordinatları sırasıyla 
hX  ve 

h

ij  olmak üzere, )( nMT  tanjant demette XC  ve X ,  


















h

s

s

h

C

Xy

X
X ,       












h

s

s Xy
XX

0
)(  

yerel bileşenlerine sahiptir. 
ih

si

h

s

h

s XXX   olmak üzere XH
 in bileşenleri, 


















ih

si

s

h

H

Xy

X
X                              (3.11) 

şeklinde bulunur (Yano and Ishihara 1973). 

3.14. Adapte Olmuş Çatı 

Adapte olmuş çatı, )( nMT  tanjant demette tensörlerle ilgili işlemlerin daha kullanışlı 

bir şekilde yapılmasına imkan veren bir yapıdır.  ,nM  manifoldunun her bir  hxU ;  

koordinat komşuluğunda  
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h

h

iiii
x

X
x

X ,   ni ,...,1  

olarak alınırsa  11.3  ve  4.3  eşitliklerinden sırasıyla 

     

h

H H h s h H s hi

i h si i sii i ih hs h m

sm i

X X y X y
y






 
             

  
 

ve  

     

0
0. .V V h V

h i ii h i ih

i

X X X


 
         
 

 

olacak şekilde n2  boyutlu vektör alanları elde edilir. Bu vektör alanları lineer bağımsız 

olup sırasıyla   nın yatay dağılımını ve )( nMT  nin dikey dağılımını meydana getirir. 

    ,H V

i i
X X  kümesine,   konneksiyonuna "adapte olmuş çatı" denir.     

 

 

H

i i

V

i i

E X

E X

 




 

olarak alındığında adapte olmuş çatı    
ii EEE ,  şeklinde yazılır.  

 hx  yerel koordinatları ile verilen )(1

0 nMX   vektör alanının yatay  H X , dikey 

 V X  ve tam  C X  liftleri adapte olmuş çatıya göre, 

                   

h i h

H H i

s h m i s h m

sm sm i

X X
X X

y X X y





   
     

      
 

                  

i

h

H i i

s h

si

E

X X
y
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0

i

H i

i X

X
X X E H

 
      

 
, 

ve 

                 
00

V V

i hh

i

X X
XX 

  
     
   

  

                    
0

i

V i

h

i

E

X X


 
   

 
  

                    
0

V i V

i i
X X E X

X

 
     

 
 

olmak üzere,  

                    
 

i hh
iC C

s h s i h

s s i

XX
X X

y X y X





  
    
     

 

                    
0

ii

h

C i s ii

s hs h
isi

EE

X X y X
y





   
      

    
 

                    .C i s i

i s i
X X E y X E     

                    

i

C

s i

s

X
X

y X

 
   

 
 

olarak elde edilir (Yano and Ishihara 1973; Gezer et al. 2015). 
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Lemma 3.14.1: Lie parantezi, )( nMT  de adapte olmuş çatıya göre aşağıdaki özellikleri 

sağlar. 

0],[ 
ij

EE , 

    a

a

jiij EEE ],[ , 

      a

a

ijb

b

ij ERyEE ],[  

Burada, 
a

ijbR , nM  nin eğrilik tensörünün bileşenlerini tanımlar (Yano and Ishihara 

1973). 

3.15. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyon 

Tanım 3.15.1: 


, 
C  sınıfından bir nM  manifoldu üzerinde tanımlı afin (lineer) 

konneksiyon olsun. )(, 1

0 nMYX   olmak üzere,    

],[),( YXXYYXT YX 


 

olarak tanımlanan 


 konneksiyonunun T  burulma tensörü, 

0T  

ise 


ya simetrik konneksiyon;  

0T  

ise, 


ya simetrik olmayan konneksiyon adı verilir (Hicks 1971). 
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Tanım 3.15.2: 


 , ),( gM n  Riemann manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon olmak 

üzere,  

0g


 

ise, 


 konneksiyonuna metrik konneksiyon; 

0g


 

ise, 


 konneksiyonuna metrik olmayan konneksiyon adı verilir (Yano and Kon 1984). 

Tanım 3.15.3: 


, 
C  sınıfından ),( gM n  Riemann manifoldu üzerinde bir afin 

konneksiyon ve )(, 1

0 nMYX   olmak üzere, 


 konneksiyonunun T  burulma 

tensörü, 

   ( , )T X Y Y X X Y    

şeklinde ise, 


 ya semi-simetrik konneksiyon denir (Friedman and Schouten 1924; Pak 

1969). Burada, )(1

0 nM  olmak üzere  , 

   ,X g X   

şeklinde tanımlanan 1-formdur. 

Tanım 3.15.4: Tanım 3.15.4 de verilen 


 konneksiyonu, 

   ( , )T X Y Y X X Y    

şartına ek olarak  
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0g


 

özelliğine de sahipse, 


 konneksiyonuna semi-simetrik metrik konneksiyon adı verilir 

(Yano 1970). 

Teorem 3.15.1: ),( gM n  bir Riemann manifoldu olsun. 


 ve  , nM  de sırası ile semi-

simetrik metrik konneksiyon ve Levi-Civita konneksiyonu olsun. İki konneksiyon 

arasında )(,, 1

0 nMYX    olmak üzere, 

   ,X XY Y Y X g X Y      

şeklinde bir ilişki mevcuttur (Yano 1970). 

Teorem 3.15.2: Bir ),( gM n  Riemann manifoldunda,


 ve   konneksiyonlarının 

eğrilik tensörleri sırası ile R


 ve R  olsun. )(,,, 1

0 nMZYX    olmak üzere, 

         YYX ZXgXZgYZgZYXRZYXR  ,,,,),(


 

       , , ,Xg Y Z g X Z Y g Y Z X         

             , ,g Y Z X g X Z Y Z Y X X Y                

şeklinde R


 ve R  eğrilik tensörleri arasında bir bağıntı vardır (Yano 1970; Sular and 

Özgür 2011; Gürler 2012). 

3.16. Riemann Manifoldunun Tanjant Demetinde Metrikler 

),( gM n  Riemann manifoldunun U  koordinat komşuluğunda, g  metriğinin bileşenleri 

ijg  ve Christoffel sembolleri de 
j

ij  ile gösterilsin. U , nM  in bir koordinat komşuluğu 
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olmak üzere; eğer   )(1

nMTU   komşuluğunda  hh yx ,  indirgenmiş koordinatlara 

göre, 

 h

ij

ih

j

ih

j

hh ydxdyy  ,  

yazılır ise  nMT  tanjant demette, 

ji

ij dxdxgI : , 

ji

ij ydxgII 2: , 

ji

ij yygIII :  

şeklinde global olarak tanımlanan ikinci dereceden diferensiyel formlar elde edilir ve 

                           
ji

ij ydxgII 2: , 

                        
ji

ij

ji

ij ydxgdxdxgIII 2:  , 

                        
ji

ij

ji

ij yygdxdxgIIII  : , 

                       
ji

ij

ji

ij yygydxgIIIII   2:  

şeklindeki diferensiyel formlarının tamamı singüler olmayıp bu formlar  nMT  de 

Riemann ya da pseudo- Riemann metrikler olarak addedilir (Yano and Ishihara 1973). 

3.17. Riemann Manifoldunun Tanjant Demetinde Tam Lift (II) Metriği 

Tanım 3.17.1: Lokal bileşenleri ijg  olan g  metriği ile beraber ),( gM n  bir Riemann 

manifold olsun.  nMT  de,    hhA yxx ,  indirgenmiş koordinatlarına göre lokal olarak 

ji

ij

BC

CB ydxgdxdxg 2~   
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şeklinde ifade edilen metriğe "II metriği" adı verilir. Burada,  

 h

ij

ih

j

ih

j

hh ydxdyy  ,  

şeklinde olup 
j

ij  ler Christoffel sembolleridir. Ayrıca, CBg~ , gC  metriğine ait 

bileşenleridir. Dolayısıyla g~  metriğinin  nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre 

kovaryant bileşenleri, 

  














0
~

ij

ijij

CB g

gg
g  

ve kontravaryant bileşenleri ise, 

  
















ijij

ij

CB

gg

g
g

0~  

şeklindedir. 

Şimdi )(1

0 nMX   vektör alanını dikkate alalım. Bu vektör alanının XV
 dikey lifti, 

XC
 tam lifti ve XH

 yatay lifti,  nMT  deki indirgenmiş koordinatlara göre sırasıyla, 

      









































ih

i

h

A

h

h

A

h

A

X

X
X

X

X
X

X
X ,

~
,

0
`  

bileşenlerine sahipti. Dolayısıyla, buradan 0 ih

h

kjhj

h

kiijkijk gggg  özdeşliği 

kullanılarak 

                    0~,0``
~  BC

CB

BC

CB XXgXXg                  (3.12) 

 elde edilir. Yani, II metriğine göre )(1

0 nMX   vektör alanının XV
 dikey lifti ve XH

yatay lifti sıfırdır.  
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nM  de, sırasıyla 
hX  ve 

hY bileşenlerine sahip X  ve Y  vektör alanlarının X
~

 ve Y
~

 

tam liftlerinin iç çarpımı,  

    YXgYXg
CCCC ,,   

eşitliği kullanılarak 

   ji

ij YXgYXg 
~

,
~~         (3.13) 

elde edilir. Yani, nM  deki iki vektör alanının  nMT  de tam liftlerinin iç çarpımının 

sıfır olması için ancak ve ancak nM  deki iç çarpımları sabit olmalıdır (Yano and 

Ishihara 1973). 

(3.12) ve (3.13) eşitlikleri ile beraber 0hX  olarak alınırsa adapte olmuş çatıya göre 

g~  metriğinin kovaryant ve kontravaryant bileşenleri  

  














0

0~

ij

ij

CB g

g
g  ve   















0

0~
ij

ij

CB

g

g
g  

olarak bulunur. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Tanjant Demette Tam Lift (II) Metriğinin Konneksiyon Katsayıları 


~

, )( nMT  de Riemann konneksiyonunu göstersin. )( nMT  tanjant demette adapte 

olmuş çatıya göre Riemann konneksiyonunun katsayıları, 

)(
2

1
)~~~(~

2

1~ 









  gEgEgEg           (4.1) 

eşitliği kullanılarak bulunur (Yano and Ishihara 1973). Burada,  




 EEE ],[                           (4.2) 

ve  





  gg ~~                          (4.3) 

biçiminde olup göz önüne alınacak (yani sıfırdan farklı) 


  elemanları ise, 

kh

jik

h

ij

h

ji yR ,                          (4.4) 

h

ji

h

ji

h

ij
  

şeklindedir. Ayrıca işlemlerimizde (3.17). alt başlıkta bahsedilen ve adapte olmuş çatıya 

göre kovaryant ve kontravaryant bileşenleri,  

  














0

0~

ij

ij

CB g

g
g  ve   















0

0~
ij

ij

CB

g

g
g  
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olarak verilen tam lift (  ) metriğini kullanacağız. O halde, (4.1), (4.2) ve (4.4) den 

tanjant demette Riemann konneksiyonunun katsayıları, 

     

0 0

1 1
( ) ( )

2 2

k k k k k

ij i j j i ij ij ij jig E g E g E g

           

     
1 1

2 2

kh s l s l k A k A

i sj j sj Aj i Ai jl hj l ih
g y g y g g g g g 

 
              
   

   
1 1

2 2

kh kh a kh a

i hj j ih aj aihi hj
g g g g g g g         

 
1 1

2 2
h ij

kh kh a a

i hj j ih ih aj jh ai

g

g g g g g g



 
      
 
 
 

 

 
1

2

kh

i hj j ih h ijg g g g      

k

ij   

ve benzer olarak

1) 
k

ij

k

ij 
~

 

2) 0
~

k

ji  

3) 0
~

k

ji  

4) 0
~

k

ji  

5) 
k

sij

sk

ij Ry
~

 

6) 0
~

k

ji  

7) 
k

ij

k

ji


~
 

8) 0
~

k

ji  

şeklinde elde edilir. Burada, 
k

ij  katsayıları, nM  deki jig  metriği ile şekillenen 

Christoffel sembollerini; 
k

sijR  ise  jin gM ,  manifoldunun eğrilik tensörüne ait 

bileşenleri göstermektedir. 
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Şimdi tanjant demette farklı bir semi-simetrik metrik konneksiyon tanımlayalım. 

4.2. Tanjant Demette Semi-Simetrik Metrik Konneksiyon 

Tanjant demette konneksiyon katsayıları, 











 U
~

                          (4.4) 

şeklinde olan bir   konneksiyonu olsun. Bu konneksiyonun bir metrik konneksiyon 

olabilmesi için 0~  gk  olmalıdır. O halde, 

0~~~0~  





 gggg kkkk  

    0~~~~~  















 gUgUg kkkkk  

  0~~~~~~~

0~





















gUgUggg kk

g

kkk

k

  
 

0~~  





 gUgU kk  

0  kk UU                                                       (4.5) 

elde edilir. Yani,  2,1  tipli U  tensörü, alttaki son iki indise göre antisimetriktir. 

Tanjant demette, 
~

 Riemann konneksiyonuna ve   konneksiyonuna ait burulma 

tensörleri sırasıyla, 















 
~~~

0 T                         (4.6) 

ve  
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 T                         (4.7) 

şeklinde olup (4.4) eşitliği dikkate alınarak 





   farkına bakılırsa, 

 



















 UU 
~~

 

 
 

 
4.7 (4.6)

U U     

     

 

         
























 UUTT 

0

~
 

 






  ,UUT  










 gUUT   

 UUT                   (4.8) 

yazılır. Buradan, 

 UUT   

 UUT   

 UUT   

olmak üzere, 

 UTTT .2                           (4.9) 

elde edilir. 










 U
~

 olarak ifade ettiğimiz 


  katsayılarını bulmak için  2,1  

tipli 


U  tensörlerini belirlemeliyiz. 


U  tensörleri ise T  burulmasına bağlı olmakla 

beraber   nın semi-simetrik bir konneksiyon olması için T , 
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k k k

ij j i i jT y y                          (4.10) 

olarak alınacaktır. Burada 
s

i siy y g  şeklindedir. Ayrıca, 




 TgT ~  

olmak üzere  0,3  tipli burulma tensörleri T , 

ijk ij kT T g   

0

h h

ij hk ij hk
T g T g   

 h h

j i i j hky y g    

h h

j i hk i j hky g y g    

ijk j ik i jkT y g y g   

ve benzer olarak 

1) i j k j ik i jkT y g y g   

2) 0
kji

T  

3) 0
kji

T  

4) 0
kji

T  

5) 0
kji

T  

6) 0
kji

T  

7) 0
kji

T  

8) 0
kji

T  

şeklindedir. (4.9) eşitliğinden  2,1  tipli 


U  tensörleri, 

     2. ijk ijk kij kjiU T T T    

     j ik i jk i kj k ij j ki k jiy g y g y g y g y g y g       
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 2 j ik k ijy g y g   

   / kh kh kh

ijk j ik k ijU y g y g g g g     

h kh kh

ij j ik k ijU y g g y g g    

h h h

ij j i ijU y y g    

ve benzer olarak 

1) 0h

jiU  

2) 
h h h

i j j i ijU y y g   

3) 0h

ji
U  

4) 0h

ji
U  

5) 0h

ji
U  

6) 0h

ji
U  

7) 0h

ji
U  

8) 0h

ji
U  

biçiminde bulunur. (4.4) eşitliğinden   konneksiyonunun 


  katsayıları ise, 

1) k

ji

k

ji   

2) 0 k

ji
 

3) 0 k

ji
 

4) 0 k

ji
 

5) 
k s k k k

i j sij j i ijy R y y g     

6) 0 k

ji  

7) 
k

ij

k

ji
  

8) 0 k

ji  

olarak elde edilir.  
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4.3. Tanjant Demette Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonun Eğrilik Tensörü 


  katsayıları, adapte olmuş çatıya göre  konneksiyonunun bileşenleri olmak üzere, 


























  EER  

eşitliği, adapte olmuş çatıya göre   nın  1,3  tipli R  eğrilik tensörünün bileşenlerini 

verir. Bu bileşenler, 

0 0 0 0

l l l l l l

i ik i ik ki j k j k j j k j i j
R E E   

 
           

 s l l l

sik k i ikj
y R y y g     

     s l l l

sik k i ikj j j
y R y y g        

 s l s l l

j sik sk i j ikj
R g y g       

 
 

 l s l l

jik sk i j ikj
R g y g      

 
 

l s l l

jik sk j i j ikR g g       

l l l l

ijk ik j jk ii j k
R R g g     

ve benzer şekilde 

1) l

ijk

l

ijk RR   

2) 0l

jki
R  

3) 0l

kji
R  

4) 0l

kij
R  

5) 0l

kji
R  

6) 0l

kji
R  

7) 0l

kji
R  

8) 0l

kji
R  

9)  
l

ijks

sl

ijk RyR   

10)  
l

ijk

l

jik

l

ijk

l

jki
ggRR    
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11)  
l

ijk

l

jik

l

ijk

l

kji
ggRR    

12)  
l

ijk

l

kij
RR   

13)  0l

kji
R  

14)  0l

kji
R  

15)  0l

kji
R  

16)  0l

kji
R  

olarak bulunur.  

Ayrıca, 

R g R

    

olmak üzere,  semi-simetrik metrik konneksiyonun  0,4  tipli R  eğrilik tensörünün 

bileşenleri ise, 

1) s

ijkh s ijkhR y R   

2) ijkhijkh
R R  

3) ijkhij k h
R R  

4) 0
ij k h

R   

5) ijkh ik jh jk ihi j kh
R R g g g g    

6) 0
i j kh

R   

7) 0
i j k h

R   

8) 0
i j k h

R   

9) ijkh ik jh jk ihi jkh
R R g g g g    

10)  0
i jkh

R   

11)  0
i j k h

R   

12)  0
i j k h

R   

13)  0
i j kh

R   

14)  0
i j k h

R   

15)  0
i j k h

R   

16)  0
i j k h

R 

 

şeklindedir. 

Teorem 4.3.1:  ,nM g  Riemann manifold ve  ( ),nT M g  de nM  nin tanjant demeti 

olsun.  ( ),nT M g  de tanımlı   semi-simetrik metrik konneksiyonun  0,4  tipli R  

eğrilik tensörü ilk iki indise göre antisimetriktir. Yani, 
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R R  
 

şeklindedir. 

Teorem 4.3.2:  ,nM g  Riemann manifold ve  ( ),nT M g  de nM  nin tanjant demeti 

olsun.  ( ),nT M g  de tanımlı   semi-simetrik metrik konneksiyonun  0,4  tipli R  

eğrilik tensörü son iki indise göre antisimetriktir. Yani, 

R R    

şeklindedir. 

Şimdi, 

K R R     

şeklinde  0,4  tipli bir tensör tanımlayalım. K  tensörünün bileşenleri, 

1) 0ijkhK   

2) ik jh jk ihijkh
K g g g g   

3) ik jh jk ihij k h
K g g g g   

4) 0
ij k h

K   

5) ik jh jk ihi j kh
K g g g g   

6) 0
i j kh

K   

7) 0
i j k h

K   

8) 0
i j k h

K   

9) ik jh jk ihi jkh
K g g g g   

10)  0
i jkh

K   

11)  0
i j k h

K   

12)  0
i j k h

K   

13)  0
i j kh

K   

14)  0
i j k h

K   

15)  0
i j k h

K   

16)  0
i j k h

K 

 

olarak elde edilir.  
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Teorem 4.3.3:  ,nM g  Riemann manifold ve  ( ),nT M g  de nM  nin tanjant demeti 

olsun.  ( ),nT M g  de tanımlı   semi-simetrik metrik konneksiyonun  0,4  tipli 

eğrilik tensörü R  nin ilk iki ve son iki indisinin yer değişimi için gerek ve yeter şart  

nM  deki g  Riemann metriği için,  

0ik jh jk ihg g g g   

olmasıdır. 

4.4. Tanjant Demette Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonun Ricci Tensörü 




 RR   

olmak üzere Ricci tensörünün bileşenleri, 

        jk jkR R 

  

h h

hjk h jk
R R   

h h h h

hjk hjk hk j h jkR R g g      

.jk jk jk jkR R g n g     

 2 1jk jkR n g    

ve benzer şekilde

1)   jkjkjk gnRR  12  

2) 0
kj

R  

3) 0
kj

R  

4) 0
kj

R

olarak bulunur.  
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Teorem 4.4.1:  ,nM g  Riemann manifold ve  ( ),nT M g  de nM  nin tanjant demeti 

olsun.  ( ),nT M g  de tanımlı   semi-simetrik metrik konneksiyonun Ricci tensörü 

simetriktir. 

Şimdi de  ( ),nT M g  tanjant demetin semi-simetrik metrik konneksiyona göre lokal 

Ricci simetrik olup olmadığına bakalım. 

i jk i jk ij k ik jR E R R R 

      

00

h h h h

i jk ij hk ij ik jh ikh k jh
E R R R R R      

     2 1 2 1s p h

i si p jk jk ij hk hky R n g R n g               

 2 1h

ik jh jhR n g      

  2 1

i jk

h h h h

i jk ij hk ik jh i jk ij hk ik jh

g

R R R n g g g



            

 
0

2 1i jk i jkR n g      

2i jk i jkR R    

ve benzer olarak

1) 2i jk i jkR R    

2) 0i j k
R   

3) 0i j k
R   

4) 0i j k
R   

5) 0jki
R   

6) 0
i j k
R   

7) 0
i j k
R   

8) 0
i j k
R 

elde edilir. 
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Teorem 4.4.2:  ,nM g  Riemann manifold ve  ( ),nT M g  de nM  nin tanjant demeti 

olsun.  ( ),nT M g  tanjant demeti   semi-simetrik metrik konneksiyonun lokal Ricci 

simetrik olması için gerek ve yeter şart  ,nM g  baz manifoldunun lokal Ricci simetrik 

olmasıdır. 

4.5. Tanjant Demette Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonun Skaler Eğriliği 

 ,  semi-simetrik metrik konneksiyonunun skaler eğriliğini göstersin. Bu taktirde, 


 gR ~  

olmak üzere skaler eğrilik, 







 j

j

j

j gRgR ~~   

   
0000

~~~~ kj

kj

kj

kj

kj

kj

jk

jk gRgRgRgR   

0  

dır. 

Teorem 4.5.1:  ,nM g  Riemann manifold ve  ( ),nT M g  de nM  nin tanjant demeti 

olsun.  ( ),nT M g  de tanımlı   semi-simetrik metrik konneksiyonun skaler eğriliği 

sıfırdır. 
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5. SONUÇ 

Sunulan bu tezde ilk olarak, )( nMT  tanjant demette adapte olmuş çatıya göre kovaryant 

ve kontravaryant bileşenleri sırasıyla, 

  














0

0~

ij

ij

CB g

g
g  ve   















0

0~
ij

ij

CB

g

g
g  

şeklinde olan g  tam lift (II) metriği ve  

)(
2

1
)~~~(~

2

1~ 









  gEgEgEg  

eşitliği kullanılarak 
~

 Riemann konneksiyonuna ait konneksiyon katsayıları 

hesaplanmıştır.  

İkinci olarak, hesaplanan bu konneksiyon katsayıları    vasıtasıyla, 











 U
~

 

şartını sağlayan,   semi-simetrik metrik konneksiyonunun katsayılarını    elde 

etmek için  2,1  tipli U 

  tensörleri belirlenmiştir. Bu yapılırken   konneksiyonunun,  

0~  gk  

metrik olma özelliğinden,  2,1  tipli U 

  tensörlerinin, 

0k kU U    
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alttaki son iki indise göre antisimetrik olması gerektiği gösterilmiştir.  

Üçüncü olarak, 
~

 ve   konneksiyonlarına ait burulma tensörleri ve konneksiyon 

katsayıları arasındaki  











 U
~

 

şart dikkate alınarak  

0

T T U U   

   



    

T U U  

     

olduğu ve buradan da   konneksiyonun burulma tensörü ile  0,3  tipli U  tensörleri 

arasında  

 UTTT .2  

şeklinde bir ilişkinin mevcut olduğu gösterilmiştir.   konneksiyonunun semi-simetrik 

olması için burulma tensörü,  

k k k

ij j i i jT y y    

olarak alınmış ve sırasıyla önce  0,3  tipli T  burulma tensörleri ile akabinde bu 

tensörlere bağlı olarak  1,2  tipli U 

  tensörleri hesaplanmıştır. Hesaplanan U 

  

tensörleri de kullanılarak   semi-simetrik metrik konneksiyonunun katsayıları elde 

edilmiştir. 
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Dördüncü olarak,  


























  EER  

eşitliği kullanılarak )( nMT  de   semi-simetrik metrik konneksiyonunun R  eğrilik 

tensörünün bileşenleri bulunmuş ve  0,4  tipli R  eğrilik tensörünün ilk iki ve son iki 

indise göre antisimetrik olduğu; ilk iki ve son iki indisin yer değişiminin ise nM  deki g  

Riemann metriğinin 

0ik jh jk ihg g g g   

şartını sağlamasıyla mümkün olduğu gösterilmiştir. 

Beşinci olarak, )( nMT  de   semi-simetrik metrik konneksiyonunun Ricci tensörünün 

bileşenleri bulunarak konneksiyonun Ricci tensörünün simetrik olduğu ifade edilmiştir. 

Ayrıca,  ( ),nT M g  tanjant demetin   semi-simetrik metrik konneksiyona göre ancak 

ve ancak  ,nM g  baz manifoldu lokal Ricci simetrik ise lokal Ricci simetrik olacağı 

gösterilmiştir. 

Altıncı olarak, )( nMT  de   semi-simetrik metrik konneksiyonun skaler eğriliğinin 

sıfır olduğu gösterilmiştir. 
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