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OZET

Yiksek Lisans Tezi
RIEMANN VE SEMi-RIEMANN MANIiFOLDLARINDA LiFT PROBLEMLERI
Serkan DOGAN

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Geometri Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Arif SALIMOV

Sunulan tezde Riemann ve Semi-Riemann Manifoldlarinda Lift problemleri incelendi.
Manifold, Diferensiyellenebilir Manifold tanimlar1 verilip konu ile ilgili kavramlar
tanimlanmistir. Lie Tiirevi, Kovaryant Tiirev, Tanjant ve Kotanjant Demet kavramlari
verilip (1,1) ve (0,2) tipli Tensorlerin Dikey, Yatay, Tam Liftleri incelenmistir. Levi-
Civita Konneksiyonunun katsayilart ve Tam Lifti hakkinda bilgi verilmistir. Eger
Vg=0ise, "g ve “g metriklerinin Levi-Civita Konneksiyonunun ayni oldugu
gosterildi. Ayrica Tam Liftin Geodezikligi, Diagonal Lift, Ricci Tensoriiniin Tam Lifti,
Tanjant ve Kotanjant Demetde Sasaki Metrigi kavramlari incelenmigtir. Ayrica

Kotanjant demetde Riemann genislemesi formiillerine deginilmistir.

2016, 94 sayfa

Anahtar Kelimeler: Dikey Lift, Tam Lift, Yatay lift, Levi-Civita Konneksiyonu,
Diagonal Lift, Tanjant Demet, Kotanjant Demet, Sasaki Metrigi.
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Lift problems in Riemannian and Semi-Riemannian Manifolds were researched in
presented thesis. Firstly, explanations of Manifold, Differential form Manifold were
given; then concepts about the subject were described. Lie Derivate, Covariant
Derivative, Tangent and Cotangent as Bundle concepts were given, then (1,1) and (0,2)

type Tensors of Vertical and Horizontal Lifts were researched. Information about Levi-
Civita Connection multiples and Complete Lift. If V =0, it shows that "g and C,
Metrics are the same with Levi-Civita Connections. Furthermore, definite lift’s
Geodesic, Diagonal Lift, Complete Lift of Ricci Tensor, Tangent, Cotangent and
conceptions of Sasaki Metrics at Bundle. Were researched. Moreover, it was mentioned

about extension of Riemannian at Cotangent Bundle.

2016, 94 pages
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1. GIRIS

Geometrinin bir bolimii olan Diferensiyel Geometri Yiizey ve Egrilerin Matematik
Analizinin metodlarinin incelenme yolunun se¢ilmesi ile ortaya ¢ikmaya baslamistir. Bu
tiir incelemede 6nemli rolii, XVII. ylizyilda Descartes ve Fermat tarafindan kesfedilen
koordinat metodu oynamaktadir. Leibniz’in ¢alismalarinda ise Egrilerin Tegeti,

Egrilerin kusatan egrisi gibi Diferensiyel Geometri anlamlar1 ortaya ¢ikmustir.

1827 yilinda Gauss, “Yiizeylerin Egrilgi Hakkinda Genel Incelemeler” adli eserinde
Yiizeylerin Geometrisi fikrini gelistirmis ve Yizeylerin tam egriliginin bir dahili
Geometri problemi oldugunu gostermistir. Lobachevski, Euclidean Geometrisinden
baska diger Geometrilerin oldugunu ispatlamistir. Riemann, 1854 yilinda Riemann
Geometrisi denilen Geometriyi tanimlamistir. Bu Geometriler XIX. yiizyilin ikinci
yarisinda yogun olarak gelismis, Mekanik ve Relativite teorisinde 6nemli uygulama

alanlar1 bulmustur.

Diferensiyel Geometride 6nemli bir kisim ise Grup Teorisidir. 1872 yilinda Klein,
Erlang projesinde Geometriyi siirekli doniisiimler grubunun invaryantlari teorisi olarak
tanimlamistir. Lie ise bu doniistimler grubunun teorisini Lie Grubu teorisi denecek

seviyeye kadar gelistirmistir.

XX. yiizyillda Diferensiyel Geometride gelisen metodlardan biri, Geometride lokal
incelemeleden global incelemelere gecis olmustur. Bununla ilgili olarak, Topoloji ve
Lie Grubu teorisinin metodlar1 Diferensiyel Geometride 6nemli rol oynamistir. Modern
Diferensiyel Geometride, Klasik Diferensiyel Geometrinin esas inceleme konulart olan
Egri ve Yizeyler {izerinde ¢esitli Geometrik yapilarin verildigi n— boyutlu
Diferensiyellenebilen Manifold tarafindan ikinci plana atilmigtir. Diferensiyel

Geometride 6nemli rolii ise E. Cartan oynamuistir.



Diferensiyel Geometride dnemli bir konu olan Riemann Manifoldda Tanjant demetlerin
Diferensiyel Geometrisinin incelenmesi ilk olarak 1958 yilinda Sasaki tarafindan
yapilmistir. Daha sonra 1962 yilinda Dombrowski, Tanjant Demet’deki Geometrilerin
gelismesinde katkida bulunmustur. 1965 yilinda Yano ve Ledger, simetrik uzaylarda
Tanjant Demeti tanimlamiglar ve Tanjant Demetle ilgili ¢aligmalarda bulunmuglardir.
1966 yilinda da Kandatu, Lineer olmayan Konneksiyona sahip bir Manifoldda Tanjant

Demet’i tanimlamistir.

1965 yilinda Tanjant Demet’te Liftler calisiimaya baslanmstir. Ilk calisma 1965 yilinda
Kobayashi ve Yano tarafindan Tanjant Demet’te Tensor Alanlarmin ve
Konneksiyonlarin Tam ve Dikey Liftleri olmustur. 1967 yilinda Yano and Ishihara
Tanjant Demet’te Konneksiyonlarin ve Tensor Alanlarmin Yatay Liftleriyle ilgili
calismalarda bulunmusturlar. 1970 yilinda Moritimo Tanjant Demet’te Tensor

Alanlarinin ve Konneksiyonlarin Liftleri hakkinda ¢alismalarda bulunmustur.

Sunulan bu tezde Manifold, Tensér, Riemann Manifoldu, Semi-Riemann Manifoldu,
Afin Konneksiyon, Ricci Tensorii, Christoffel sembolii, Tanjant Demet, Kotanjant
Demet tanimlanmistir. Fonksiyonun, 1-Formun, Vektor Alaninin, Tensor Alanlarinin
ve Konneksiyonun Tam, Dikey ve Yatay Lifti ayrtili olarak incelenmistir. Ikinci
kisimda buna bagl olarak konuyla ilgili baz1 kavramlarin tanimlar1 verilmistir. Tam

Lift, Dikey Lift, Yatay Lift ile ilgili tanimlar kuramsal temeller ad1 altinda verilmistir.

Uciincii boliimde ise Tam Lift, Dikey Lift ve Yatay Lift ile ilgili baz1 6zellikler
ispatlanmistir. Ayrica Tensor Alanlarinin, Vektor Alanimmin ve Afin Konneksiyonun

Tam Lifti, Dikey Lifti ve Yatay Lifti incelenmistir.

Dérdiincii boliimde ise Tanjant Demetin Geodezikligi, Levi-Civita Konneksiyonu ve
Ricci Tensoriinin  Tam Lifti, Sasaki Metrigi, Diagonal Lift, simetrik Afin

Konneksiyonun Tam Lifti ve Riemann genislemesi incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tammm 2.1.1: X Hausdorff topolojik uzay olmak iizere herhangi U < X acik

kiimesinin V < R" bolgesinde

p:U->V

homeomorfizmine X de n— boyutlu koordinat sistemi veya harita, U ’ya ise ¢
haritasinin koordinat komsulugu veya koordinat bolgesi denir. Bazen harita (U,(o)

seklinde de gosterilir. Eger xeU ise
o(x) :(xl,..., x”) eR"
olur. x',...,x" reel sayilarina ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlar1 denir.

Eger X Hausdorff topolojik uzayin n— boyutlu (  haritalarmin U , bolgeleri bu

uzayi Orterse, yani

X =|JU, (A-indisler kiimesi)

aehA

ise X'e n-— boyutlu topolojik manifold veya sadece n— boyutlu manifold denir
(Salimov and Magden 1999).

Tanmim 2.1.2: M topolojik uzaymn her p noktasinin bir komsulugu R" (veya agik alt

kiimesine) homeomorfik ise M ’ye manifold denir.



Diferensiyellenebilir manifold kavrami en genel anlamda yerel olarak oklidyen uzaya
denk olan topolojik bir uzaydir (Sahin 2015).

Tamm 2.1.3: X Hausdorff topolojik uzay ve k e N (N —dogal sayilar kiimesi) olsun.
Asagidaki sartlar1 saglayan {(Uagoa):a eAU, c X} lokal haritalalar ailesine X

tizerinde C*sinifindan n—boyutlu atlas denir.

I. Lokal haritalarin U bolgesi X 'i orter, yani X , n—boyutlu manifolddur.

il. Keyfi o, fe Aigin U, NU, =g ise

D0, 0, (Ua muﬂ) = Pp (Ua muﬂ)

déniisiimii C* sinifindandir. U, U ;=¢ ise bu durumda (pﬂogo;l doniisimii C*

siifindan oldugu kabul edilir. M Hausdorff sayilabilir baza sahip olan topolojik uzay
olsun. Eger , M iizerinde n—boyutlu C” yapisi verilmis ise M uzayma n— boyutlu
C” sinifindan olan diferensiyellenebilir veya diizgiin manifold denir ve M ile gosterilir

(Salimov and Magden 2008).

Tammm 2.1.4: B , M topolojik uzay1 igindeki m boyutlu koordinat sistemlerinin
Kiimesinin bir alt kiimesi olsun. B kiimesi asagidaki iki Onermeyi dogrularsa B

kiimesine,” M topolojik uzay1 iistiinde m boyutlu bir atlas™ ad1 verilir.

1) M 'nin her bir noktasi, B kiimesinin en az bir elemaninin tanim bdlgesinde bulunur.

2) B igindeki her iki koordinat sistemi diizgiin olarak ortiisiir (Sabuncuoglu 2010).

Tamim 2.1.5: B, M topolojik uzay iistiinde bir atlas olsun. B "nin elemanlariyla diizgiin
ortiisen her koordinat sistemi yine B ’nin elemani oluyorsa B ’ye M iistiinde bir tam

atlas, denir.



M Hausdorff uzay iistiinde bir tam atlas varsa bu tam atlasla birlikte M ’ye bir diizgiin
(diferensiyellenebilir) manifold, denir. M bir manifold ise bu manifold tstiindeki tam

atlasin boyutuna, M manifoldunun boyutu adi verilir. (Sabuncuoglu 2010).

Tamm 2.1.6: M, C” sinifindan olan bir manifoldun p e M, noktasindaki tanjant

uzay T,(M,) ve buuzaylarin birlesimi de U T,(M,) olsun.

peM,

x:M, > |JT,(M,)

peM,

doniisiimii ve 7: U T, (M n) — M, dogal izdiisiimii i¢in

peM,

—>M

n n

moXily M

0zdeslik doniisiimii olacak sekilde

7roX donlstimi varsa X e M tzerinde vektor alani denir. Vektor alani tanjant

uzaylarmin birlesimi yardimiyla tanimlanir (Hacisalihoglu 1993).

Tamm 2.1.7: M, manifoldu iizerinde Ty (M, ) vektor alanlarmnin modiilii olmak iizere,

V.Y =V(X,Y):Tol(Mn)xTol(Mn)aTol(Mn)

doniistimii

i VpowZ=1V,Z+gV,Z, Vf,geF(M,)

X+gY

ii. V,(fX+gY)=(Zf )X+ fV,X +(Zg)Y +gV,Y



sartlarn1 sagliyorsa V ’ya afin konneksiyon denir. Burada
Vy :Tol(Mn)—>T01(Mn)
doniisiimiine kovaryant differensiyellenme denir.

Lokal koordinatlarda x eU < M olmak iizere go(X):(Xl,...,X") olsun.

V, =V , =V, olmak lizere,

K
Dy

0\ « O kK _ k(1 n
Vi(%j—rijy, rijzrij(x,...,X) (21)

yazilir. Diger taraftan x eU "' olacak sekilde l//(X) = (Xi ey X" ) koordinat komsulugunu

alalim. Burada

V,=V., V. 9 =Tk 9 (2.2)
o i i axj‘ ij an.
i 0 y TP
olur. P =A. P oldugundan ve kovaryant tiirevin 6zelliginden dolay1
X X
0 i 0
V — | = '.Vi - 23
AE-;(axJ j A (Gx‘ j (2:3)
yazilir. Ayrica
0 a0 _x o



oldugundan bu ifade (2.3) denkleminde kullanilirsa;

(o0 o) of X & 8 o, 0
ox" o ax! ) x| ox ex" ax" ox!ax) P axt

o*xd .0 - .0
=| ——— A" — + AATKA —
(ax‘ax' o TAATIA aka

bulunur. (2.3) esitliginden

I = ACAAIT g Ax OXD 2.4)
g R

yazilir.

Bu kurala gore doniisen n® sayidaki F:} sayilarina afin konneksiyon katsayilari denir.
Bazen afin konneksiyon yerine bu katsayilar kullanilir.
VY=V (v'o;)=xV,(y'd,)
=X'0,y"0, +X'y'T}0,
=X (8,y* +T5y')o,
seklinde lokal koordinatlarda yazariz. Buradan

Viy =0,y  +T}y! (2.5)



olur. Buradan yukaridaki esitlik du' ile carpilirsa,
du'v,y* =dy* +TIdu'y’ (2.6)
olarak yazilir. Buradan Sy =du'V,y“ve wf =T}du' ile gosterilirse,
Sy* =dy* +wiy’ (2.7)
olur. (2.7) denklemine du yoniinde kovaryant tiirev denir. Bu kovaryant tiirev vektor
alanin1 Gteler. Eger 5y" =0 ise vektor alanina paralel vektor alani denir. f =w, y*

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Eger df =0 ise w, vektor alami paralel olur. df =0

esitligi kullanilarak f 'nin tiirevi alinirsa;
df =dm y* + o 5y"
0=, Y+, (dyk +a)'j‘yj)
=om Y +(-da y* +a.0fy’)

olur. Buradan

oo, =da, +a)ja)kj
olarak bulunur. Boylece

Viay, = 0,0, _rijka)j (2.8)



elde edilir.

Vy _6y +Fy ve V o, =00, — F

(2.5) ve (2.8) esitlikleri yardimiyla tensorlerin kovaryant tiirevi

km*™jy, K, Ii,..m,.. Jg

Vit =a, p+2r e P—Zr”‘ b (2.9)
u=1

............

denklemleriyle verilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Tamm 2.1.8: M n boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. p € M noktasindaki

kotanjant uzay T, (M, ) ve bu uzaylarim birlesimi de U T, (M, )olsun.

peM,

oM, > [JT,(M,)

peM,

doniisimii ve  7: U T —) M, dogal izdiistimii i¢in
peM,

row:ly, ‘M, ->M

n n

0zdeslik doniistimii olacak sekilde

7o@ doniisiimii varsa @ doniisiimiine M lzerinde 1-form denir (Hacisalihoglu

1993).
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Tamm 2.1.9: M_ diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde X vektor alan1 olmak iizere

X vektdr alami icin asagidaki sartlar1 saglayan L, operatdrine Lie tiirevi denir

(Kobayashi and Nomizu 1963).

i L (K®K)=LK®K +K®LK, VK,K'eT(M,)
ii. L f =XF, f eT2(M,)=F(M,)
jii. L, df =dL, f

iv. LY =[X,Y]

Tamm 2.1.10: B, vektér uzayinda tayin edilmis z=o(X) vektor degiskenli reel

degerli fonksiyonunu gz oniine alalim. Eger VX,y e B, ve VA, ueR igin
a(/l)?+,u)7) = /10:(7()+,ua(y)

sart1 saglanirsa z = r(X) fonksiyonuna lineer fonksiyon denir. Bu durumda «: B, - R
doniisiimiine lineer operator de denir. z=a(X) degerine « operatoriiniin X vektoril

{izerindeki izi denir. B, vektdr uzaymm biitiin lineer operatérlerinin olusturdugu B,

vektor uzayina B, uzaymnin dual uzay: denir (Bishop and Goldberg 1968).

2.2. Tensor Alanlari

Tamm 2.2.1: X, €B,, j=1..,qvektdr ve € B ,i=1..,p kovektor degiskenlerinin
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reel degerli fonksiyonunu goz Oniine alahm. VA, € R olmak lizere birinci vektor

degiskenlerine gore lineerlik sart1
~ o ~ 1 2 p L N 1 2 p o _ 1 2 p
t(/ix+yy,xz,...,xq,§,§,...,§)=lt(x,x2,...,xq,g,é,...,g}rm(y,xz,...,xq,§,§,...,§j

olmak {iizere bu fonksiyon her bir degiskene gore lineerlik sartin1 saglarsa, bu

fonksiyona multilineer fonksiyon denir.

1 2 p
B, bir vektor uzay olsun. a):t()?l, Xy yeney iq,g,g,...,gj multilineer fonksiyona karsilik

gelen

t:B, x..xB xB x..xB  —>R

reel degerli operatdrine B, uzaymnda p dereceden Kontravaryant, q dereceden

kovaryant tensor ad1 verilir (Bishop and Goldberg 1968).

Tamm 2.2.2: Ec M, olmak iizere T:E —T/(M,)seklindeki fonksiyona (r,s)tipli
bir T tensér alani denir. Burada her me E i¢in T(m)eT,(M,) seklindedir (Bishop
and Goldberg 1968).

Tamm 2.2.3: A afin konneksiyonlu uzayda f = f(ul,uz,...,u”) diferensiyellenebilir

fonksiyonlarin olusturdugu alana (skaler alan) bakalim. Bu fonksiyonun tam

diferensiyeli, yani df =0, fdu' ifadesi, koordinatlarin déniisiimii halinde invaryant kalir

ve df fonksiyonun du' vektoriiniin lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona

karsilik gelen kovektoriin koordinatlari
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V, =0, f (2.10)

olur. Bu vektore f alaninin gradienti denir. f fonksiyonuna ise bu kovektdr alaninin
potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi V. vektoriiniin skaler alanin gradienti olmasi igin

gerek ve yeter sart

o,V =0 (2.11)

olmasidir. V, gradient kovektoriiniin kovaryant tiirevini alirsak;
V.V, =0V, -T%Y, (2.12)

olur. (2.12) denkleminden j ve i indislerine gore alternelestirme islemi yapilir ve (2.11)

esitligi kullanilirsa;

ViV =SV, (2.13)

yazilir. Burada

k k
S; = r[ij] (2.14)

bi¢cimindedir. (2.13) denkleminin sag tarafindaki V, keyfi kovektdr, sol tarafindaki
kovaryant tiirev ise (0,2) tipli tensdr olduguna gore Si‘j‘ asagl indislerine gore
antisimetrik olan (1,2) tipli tensor tayin eder. (2.14) tensériine A uzaymin burulma
tensorii denir. A manifoldundan almmis keyfi X,Y vektor alanlari igin burulma

tensorlinlin invaryant formda yazilisi ise
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S(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y] (2.15)
bigimindedir.
(M, g) bir Riemann manifoldu, V’de M {izerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun.

R:T(M)xT(M)xT(M,)>T(M,)

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V,, Z

[x¥]

ile tanimlanan R fonksiyonu M {izerinde (1,3) tipinde tensor alanidir. Bu tensér M 'nin

Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir.

R =0T —-oI" +I' T _' ™"

rsk r— sk s™ rk rm~ sk sm™~ rk

= 2(8 Fi]k +Fi[r\m\r~:ik)

[r™s

seklinde ifade edilir.

VoeT(M,)i¢in K(X,Y,Z,w)=9g(R(X,Y)Z,w) tensdrine de M ' nin Riemann-

Christoffel egrilik tensorii adi verilir.

vX,Y,Z,weT(M,)icin Riemann egrilik tensorii asagidaki 6zelliklere sahiptir (O’Neill
1983).

i. R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z,
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i. g(R(X,Y)V,0)=-g(R(X,Y)n,V),
ii. R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,

iv. g(R(X.Y)V,0)=g(R(V,0)X,Y),

Keyfi v vektoriiniin kovaryant tiirevi V' =0V +T" v" bigimindedir. (1,1) tipli
tensorlin kovaryant tiirevini hesaplayalim:

V,VV' =0,VV +T V" TV V'

m- s s m

s m

=0, (0 + T4V )+, (0" + TGV ) -V, V

=02V +0, IV + T 0V + T oV —V V'

r~ sk rm~ sk s’ m

son esitligin her iki tarafin1 r,s indislerine gore alternelestirme islemi yaparsak;

2V, V V' =RV =25V, V' (2.16)

[r"s]

denklemini elde ederiz. (2.16) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki
ikinci terim tensor olduklarindan ve V' keyfi vektor oldugundan R! ifadesi (1,3) tipli
tensordiir. Bu tensére A uzaymin egrilik tensorii veya Riemann —Christoffel tensorii

denir.

(2.16) formiiliine benzer olarak asagidaki formiilleri yazariz.

2V V W, =—Rgw, =25V, w, (2.17)

rsk ' 'm
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ZV[ V ](P R mw erq)m 2SrksvkqolJ (218)

PAVARV, tll ..... |,.J Rll mlz,.:.,p+ +R t|1 ,,,,, m_RMt i eenp —R"t i seenip —28 tll ..... |p (2 19)

[+ 7 s] g rsm Juredg rSM ™ jyeen Jg rSjy mj ..... iq rsjq J ..... rs” jiyen
(2.18) formiiliine bazen ¢ afinorunun Ricci 6zdesligi de denir (Salimov 2013).

Tamm 2.2.4: Riemann manifoldu tizerinde V, g; =0 sartin1 saglayan burulmasiz lineer

konneksiyona Riemann konneksiyonu denir. Riemann konneksiyon
ri=lgee 0 0
”_Eg ( igsj+ jgis_ sgij)

seklinde ifade edilir (Salimov and Magden 2008).

Tanmm 2.2.5: R,iks egrilik tensoriinde iile | ayn1 alinarak (kontraksiyon yapilarak) elde

edilen

Re = Rllks
tensoriine Ricci tensorii denir (Kobayashi and Nomizu 1963).
2.3. Riemann ve Semi-Riemann Manifoldu

Tamm 2.3.1: M diferensiyellenebilir manifoldu {iizerinde (O, 2) tipli, simetrik ve
regiiler g esas tensor alan1 verilmisse (M, g)'ye Riemann manifoldu denir.Riemann

metrigi pozitif tanimhidir. Yani detg; )0 dir. Eger detg; =0 ise manifolda Semi-

Riemann (Pseudo Riemann) manifoldu denir.
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Riemann manifoldu iizerinde V konneksiyonu verilmis olsun. Eger Vg =0 sartin
saglarsa V'ya Riemann konneksiyonu (veya Levi-Civita) denir. Bu sarti saglayan

burulmasiz konneksiyon tektir. Fikj semboliine Christoffel sembolii denir ve F:} :{E}
dir. Riemann konneksiyonuyla Christoffel sembolii ¢akisiktir (Salimov and Magden

2008).

Tamm 2.3.2: M, bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir Riemann konneksiyonu

V olsun.

VX,Y,ZeT(M,) ve Vf eC”(M,R) i¢in V Riemann konneksiyonu

i. Ve(Y+Z)=V,Y+V,Z,
i. V. (Y)=V, Y +V,Y,
iii. VY =fV,Y,

iv. V, (fY)=X[f]Y+fV,Y,
V. VY-V, X=[X,Y],

Vi Z[(X,Y)]=(V,X.Y)+(X,V,Y),
ozelliklerini saglar (Hacisalihoglu 2003).

Tamm 2.3.3:i. g(X,Y)=g(Y,X), VX,Y eT;(M,)

ii. g(X,X)20, VX eT;(M,) ve g(X,X)=0< X =0

sartlarin1 saglayan (0,2) tipli g tensor alanina Riemann metrigi denir.
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g Riemann metrigine sahip M, manifolduna Riemann manifoldu denir. M, ' de
{Xl, NG X"} lokal koordinat sistemi verilmis olsun. Bu lokal koordinatlara gére, g’nin

g; bilesenleri

g, =0/ =, 2|, i,j=L.un
IJ aXI1aXJ ) k) B |

ile verilir. g; 'ye g’nin kovaryant bilesenleri denir. g’nin ¢ U kontravaryant bilesenleri
g" =g(dx‘,dxj), i,j=1..,n

ile tanimlanir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Tanmm 2.3.4: Burulmasiz M, uzaynda V,,V,,...,V, vektorlerinin paralel taginmasi

durumunda V hacmi korunuyorsa bu tiir uzaylara es-afin uzay denir. Bu uzaymn

konneksiyonuna da es-afin konneksiyon denir (Yano ve Ishihara 1973).

Tamm 2.3.5: Bir metrik uzayda g; esas tensorii regiiler ise yani Det(g;) = Oise bu tiir

uzaylara weyl uzay: denir (Yano and Ishihara 1973).

Det(g;) =0 ise § Y tersi de vardir. Bu matrislerin tersi 6zelligine gore

gijgjkzéli

sart1 verilmis olur. Boylece weyl uzayi, burulmasiz uzayda esas tensoriin simetrik ve

regiiler verilmesi ile karakterize olunur. Weyl uzayindaki weyl konneksiyonu

F:} :{E}_(W5; +Wj5ir _Wkgrkgij)
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seklindedir. Burada @, uzayin ek kovektoriidiir. Weyl uzayr aslinda bir Riemann

uzayidir sadece konneksiyonlari farklidir.

Tamim 2.3.6: Es-afin weyl uzayina Riemann uzay denir (Yano and Ishihara 1973).

Riemann uzay1 bir metrik uzaydir. M manifoldu tizerinde g tensorii verilmis olsun. Bu

uzayda V,g; =0 sartim1 saglayan burulmasiz tek bir F:} = { :j }g konneksiyonu vardir ve
r={) =1g"(0,0,+0,0,-0,0;)
i =i}, =597 (019, +0,9:-0.9;

ile gosterilir.
2.4. Tanjant Demet

M,, C” smifindan n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M _manifoldunun

p noktasindaki tanjant uzay T, (M, ) olmak iizere

T(Mn): UTp(Mn) (2.20)

peM,
ile tammlanan T (M, ) kiimesine tanjant demet denir.

T(M,)"nin herhangi bir peT,(M,) noktast igin M manifoldu iizerindeki T (M, )
tabii demet yapisii tammlayalim 7:T(M,)— M, demet izdiisiimii p— p karsilik
getirir. Yani z(p)=p olur. z*(p)=peT,(M,) kiimesine M, temel uzaymmn p
noktasindaki fibre denir. Dogal olarak burada f:M —T (M, ) kesiti bulunur. M,

manifoldunun  keyfi p noktasindaki f(p), T,(M,) ’nin sifir vektoriidiir. Bu f



19

kesitine veya f (M, ) nin goriintiisine sifir kesit denir. f (M, ) sifir kesiti M temel
uzayr ile aymdir ve bu nedenle M, manifoldunun kendisi T(M )" de

differensiyellenebilir imbedding olmus (i¢ine daldirilmis) altmanifolddur.

(Xh ),U koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olmak iizere M, baz uzay: {U ; xh}
koordinat komsuluk sistemiyle ortiilmiis olsun. 7" (U)<T(M,) agik kiimesi igin
7 t:UcM, —-UxR" doniisiimiinii diferensiyellenebilir bir homeomorfizm olur.
Burada R" , R {izerindeki n-boyutlu vektér uzayidir. peT,(M,)(peU) noktasi

(p,X) smali gifti ile gosterilir ve X e R" vektoriiniin bilesenleri T (M) tanjant
uzayinda {ah}(ahzﬁj dogal bazmna P’ nin (y“):(xﬁ),ﬁ:n+l,...,2n kartezyen
koordinatlar ile verilir. U komsulugunda p =7 (p)'nin koordinatlari (Xh) h=1...n
ile gosterilirse P noktast uygun (Xh,xﬁ)—> per™(U) ile verilmis olur. Biz
7' (U)c=T(M,) acik kiimesinde (x“,xﬁ) lokal Kkoordinatlar sistemi elde ederiz.

Buradan (x“,xﬁ) ‘ya (x“) ‘dan indirgenmis (elde edilmis) z*(U)'da koordinatlar

denir.

M, manifoldunun p=7(p) noktasini ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{U ! xh'} ise 77'(U") koordinat komsulugu P noktasim ihtiva eder. ™' (U )'ya gore p'

nin indirgenmis koordinatlar: (xh‘ , yh‘) ile verilecektir. Burada

P (2.21)



20

olarak verilir. x" (Xh), p noktasindaki x',x,...,x" degiskenlerinin C* sinifindan olan

diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. x" = y", x" = y" ile gosterirsek (2.21) denklemi
XP =X (xP), (2.22)
olarak yazilir. (2.21) denkleminin Jacobiyeni
R

ox"ox!  ox"

(2.23)

matrisi ile verilir. (2.21) denkleminin tersi ise

(2.24)

veya

xP :xp(xp') (2.25)

olarak yazilir. (2.24) denkleminin Jacobiyeni

ox"

ox® PO

[a_j X (229
axoxt ox"

matrisi ile verilir. M manifoldu iizerindeki C* sinifindan (r,s) tipli tim tensor

alanlarinin kiimesinin T;(Mn) ve M, ‘deki tim tensér alanlarinin kiimesini ise
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T(M,)= iTS'(Mn) ile gosterecegiz. Benzer olarak T(M,) tanjant demetindeki

r,s=0
tensér alanlarmin  kiimelerini ise swasiyla T, (T(M,)) ve T(T(M,)) olarak

gosterecegiz (Yano and Ishihara 1973).

2.4.1. Fonksiyonun dikey lifti

f, M, "de bir fonksiyon olsun. T (M, ) tanjant demette ' f :T(M,)— R fonksiyonuna

bakalim.

f:M, >R ve z:T(M,)—> M, olmak iizere,

Vf="fox, 'f:T(M,)— R fonksiyonuna f fonksiyonunun dikey lifti denir.

pert(U), b:(x‘,yi):(x‘,xr)
koordinatlarina sahiptir.

“H(B)="1 (x.y)= fox(p)= £ (P)=  (¥)

oldugundan Y f(p) degeri fibre boyunca sabittir denir ve p=7z"'(p)eM,

noktasindaki f (p) degerine esit olur (Yano and Ishihara 1973).

2.4.2. Vektor alaninin dikey lifti

X eTy(T(M,)) alahm. vf T (M,) igin X"f =0 ise buradaki X'e dikey vektor

. X"
alan1 denir. X 'nin lokal koordinatlarda bilesenleri ( N hj olsun.
X
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buradanda

bulunur.

X,M," de bir vektor alani olsun. T(M,)' de w=wdx' olmak iizere
X (1w) =" (o(X)) ile ¥ X bir vektor alamdir. Bu vektor alanma M, *den T (M, ) ye

X vektdr alaninin dikey lifti denir. Simdi ¥ X dikey liftinin bilesenlerini bulalim:

oldugundan dolay1
X0, (ay' )+ X10; (ay')= o X
X+ X o, =0,X?, VX1 =0

esitliklerinden

P

—
S
Il
ES

>

elde edilir.
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Buradanda

esitliginden

o)
X=|_ (2.27)

seklinde bulunur. (Yano and Ishihara 1973).
2.4.3. Dikey vektor alani
X = Xi8i , {Gi} M, tlizerinde dogal cat1 olmak iizere,
Xf =X'0,f, X'9, X=X'9,+X"0;
olup
X'f=0=X'9,"f+X'6,'f =0

elde edilir.

>
I
—_
X X
D
S~~—
I

(f( ) vektorleri dik olup bu tip vektor alanlarina dikey vektor alani denir.

X €Ty (M,) olmak iizere X vektor alanmin tanjant demette dikey lifti

"X (100) =" (X))
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seklinde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

2.4.4. 1-Formun dikey lifti

T (T(M,)) olmak iizere VX eT(M,), @(X)=0 esitligini saglayan W 1-

formuna T (M, )'de dikey 1-form denir. @ lokal koordinatlar1 (@, ;) olsun.

c?)(v X ) =0 esitliginden

oldugundan dolay1
@ X'=0
@ =0
(8.)=(@,0)
olur.

weT(M,) 1-formunun Y& dikey liftini tamimlayalim.

Va)=v(a)l)v(dxi)=a)idxi (2.28)
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(2.28) ve (2.29)’dan

VaVdx +Vadx' = odx

elde edilir.Buradan

elde edilir. Sonug olarak;

olur (Yano and Ishihara 1973).

2.4.5. Tensor alanlariin dikey lifti

V:TOO(MH)—>T0°(T(I\/IH)) déniisiimii

(2.29)

(2.30)

a,beTy(M,) olmak iizere, V(af +bg):av f +b'gve V(fg):vag islemleri ile bir

izomorfizmdir.

ViIT(M,)>T (T (M, )) izomorfizmine bakalim.
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'(P®Q)="P®"'Q

abeR, '(aP+bQ)=a'P+b'Q
islemleriyle dikey lift tanimlanir.

S eT,,, (M, ) tensoriinii alalm. Bu tensorii koordinatlarla yazarsak;

S =8 "’8@ .®3; Rdx' ®...0dx™

181,84

seklinde olur. X vektor alan1 olmak {lizere » operatori

7S =X s;g‘ljj,'j’sa ®..00; ®dX' ®..@dx" (2.31)

yS=y'Sis " 0,©..90, @i ®...®dx* (2.32)

181,84

olarak tanimlanair.

Buradan da »,S =" (S,) yazilabilir. (2.30) ve (2.31)’den X eT(M,) ve F eT(M,)

olmak tizere lokal koordinatlarda

F= 0 F= 0 2.33
rE = XiFih y Y= yiFih (2.33)

seklinde yazilir (Yano and Ishihara 1973).
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2.4.5.a. (1,1) tipli tensoriin dikey lifti

f e T}(M,) olmak iizere,

"(p®a)="p®"q, " (p+q)="p+"q
esitliklerinden
f=flo,@d , Vf="(f ®d)
=" (f/0,)®" (dx')="fV5,®"dx' = f/0; @’

oldugundan

e (00
fl 0

elde edilir (Yano and Ishihara 1973).
2.4.5.b. (0,2) tipli tensoriin dikey lifti

GeT% (M), G=G.dx ®dx’ olmak iizere,
2 n ]

Vg (Gijdxi ® dx’ ) = (Gijdx‘)(@V (dxj ) _Y (Gij)v (dxi )®dxj

olarak bulunur.

(2.34)
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'G ="G,dx ®dx! +"Gdx’ ®@dx! + 'G;dx' ®@dx’ + 'Gdx' ®dx’

oldugundan

VG, VG- G. 0
T I B 2.35
(VG" VGJ [ 0 0) (2:39)

]

elde edilir (Yano and Ishihara 1973).
Onerme 2.4.1: VX°f =" (Xf)" dir.
ispat: VX'0,°f =VX'g,(Y°0,f)+"X"0; (Y0, f)
= X570, f =X, f =(Xf)="(Xf) (2.36)

2.4.6. Fonksiyonun tam lifti

feT (M,) olmak iizere T(M,)' de i(df)=»°0,f=0f =°f buradaki °f

fonksiyonuna f fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir (Yano ve Ishihara 1973).
2.4.7. Vektor alanimnin tam lifti

X €Ty (M,) olsun. X “f = °(Xf) ile tammlanan °X 'ye, X vektdr alamnin tam lifti

Cyi

denir. Simdi “X = ( cy ij bilesenlerini bulalim:

°X'9,°f +°X"0, °f =y°0, (X', )
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°X'o;(y'o,f)+ X", (v, f)=y*(8,X')a, f +y*X'0,0, f
Cxi =Xi, CXT — ysasxi

buradanda

cyx =(y5;(i)(‘} (2.37)

olur (Yano and Ishihara 1973).

2.4.8. 1-Formun tam lifti

weT’(M,) verilmis olsun. “@eT! (T (M, )) olmak iizere, C(o( ©X ) _© (a)(X ))
sartin1 sagliyorsa “@’ye ®'nin tam lifti denir. Simdi CweT. (T (Mn)) 1-formunun
bilesenlerini bulalim:

Cop X1 4+ S CXT =C(a)ixi)=ysas(a)ixi)

‘o X'+ @y o X' =y 0,mX +y@oX'

olup
Ca):(ysﬁ a)a)) (2.38)

seklinde olur (Yano and Ishihara 1973).
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2.4.9. Tensor alanlarinin tam lifti

p e T (M, )keyfi tipli tensorleri inceleyelim.

vf,geTy (M,); (f+g) “f+°q, (fg) ViCg+©fYg

VXY €TE(M,); S (X +Y) =X+, ° (X)) =CF VX + V£ °X

Va0, eT(M,); (@ +@,)= e+ @, (w)=fVo+"f°

esitlikleri ile

dontisiimlerinin her biri birer izomorfizmdir.

keyfi tipli tensoriin tam lifti asagidaki 6zelliklere sahiptir.

“(P+Q)=°P+°Q

(P®Q) ‘PRYQ+'P®°Q
2.4.9.a. (1,1) tipli tensoriin tam lifti

FeT(M,) tensor alanlarmimn tam lifti
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F=F/0,®dx
olmak iizere,

°F= C(Fijaj ®dxi): C(Fijai)®v(dxi)+v(':ijdi)®cdxi
:[C(Fij)vaj +V(Fij)cai}®vdxi+V<Fij)v(aj)®cdxi

= y°0.FR'o; + Rlo, |®dx + F'o; ®@dx’

=y°9,F'0, ®dx' +F'0, ®dX' +F'0, ®dx'

F 0
°F = - (2.39)
y'o,F’ F'

elde edilir.
2.4.9.b. (0,2) tipli tensoriin tam lifti

GeT.(M,), G=G;dx ®dx! olmak iizere,
G=" (Gijdxi ®dxj)
°G="(G,d)®" (dx')+ (G, )® " (ax’)

=(°G;Ydx' + G, “dx' ) ®Vdx’ + VG, Valx' ® “clx’
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=[ y°0,G;dx +G;dx |@dx! +[ G;dx' |@ax

= y°0,G,dx' ®dx’ +G,dx’ ®dx’ +G,dx' ®dx’

G; 0

]

°G= (y Gy Gii] (2.40)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).
2.4.10. Kovaryant diferensiyellemenin dikey ve tam lifti

V, M, "de bir afin konneksiyon ve V,'de X eTy(M,) elemanna gore M, 'de

kovaryant tiirev olsun. M, 'de X ve V 'nin lokal koordinatlarina gore bilesenleri
h jTh
v, =(X"xT")

seklindedir." V 5 Ve CVX indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

YV, = 0 ‘v, = X7 (2.41)
XM =xdyT '

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).
2.4.11. Afin konneksiyonun tam lifti

M,V afin konneksiyonuna sahip n—boyutlu bir manifold olsun. VX,Y eT; (M, )igin
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Ve Y = (VyY) (2.42)

seklinde tanimlanan T (M, )'de tek bir °V afin konneksiyonu vardir. M, 'de (xh)lokal
koordinatlarla V'nmn koordinatlart T, T(M,)'de (x“, y“) lokal koordinatlarla V'

nin koordinatlari CFJHI olsun. “V'nin katsayilarin1 bulalim:
X0, YN+ O oY+ O oY)+ X (0 Y+ ° T OY ' + O Oy )
=X'(a,Y"+I%Y") (2.43)
olur. Diger taraftan
CXT(8; O+ T oY TN oY )4 OX T (8 YT T oY+ O oY)
=y%o, (X (8" +T5v")) (2.44)

elde edilir.

(2.43) ve (2.44) denklemlerinden

Cr'}i 1"

ji?

I’ =0,°r% =0,°r =0,°r’ =ar’

ji?

Cr'}fi, -rh

ji?

Cth h Cyh
rh=r" Tl =0 (2.45)
olur. (2.42) ve (2.45) esitlikleri vasitasiyla, “I"} 'min T (M, )'de bir afin konneksiyon

tanimladigini sdyleyebiliriz. Bu afin konneksiyona V 'nin tam lifti denir (Yano and
Ishihara 1973).
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2.4.12. Fonksiyonun ve vektor alaninin yatay lifti

f €Ty (M,) fonksiyonunu alahm. Vv, M, ' de bir afin konneksiyon ise f

fonksiyonunun gradientini Vf seklinde yazabiliriz. Ayrica (2.32)’de tanimlanan y

operatorii i¢in

V,f=y(Vf)=y%8,f (2.46)

esitligi vardir. f TP (M, ) fonksiyonun yatay lifti,

HE = Cf —y(VF)

seklinde tanimlanir (Yano ve Ishihara 1973).

“f =y%0,f ve (2.41) esitliklerinden

HE = Cf —y(VF)

"f=y°0,f -y'o,f

HE =0 (2.47)

olur. Benzer bir yolla X €T, (M, )"nin yatay liftini bulabiliriz. X 'in yatay liftini

HX = °X —y(VX) (2.48)
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seklinde tanimlanir. T (M, )'de V X =y (VX) esitligi vardir. X'in ve V'nin M, 'deki

lokal koordinatlar1 sirasiyla X" ve F'}i' dir. ©X ve V. X"in T(M,)" de indirgenmis

koordinatlardaki koordinatlari

(VX)= 0 ve °X = X! (2.49)
4 - ysvsxh - ysasxh )

seklindedir. Buradaki V X", X"'in kovaryant tiirevidir ve
VX"=9 X" +TL X!

seklindedir. Simdi X vektor alaninin yatay liftini bulalim. (2.44) ve (2.45)’den

- X" (O
yo,.X") \y'v,x"

Hx_ Hxh ~ Xh ~ xh
= HXH - ysGSXh_ysvsXh - ysasxh_ysasxh_ysl—*zmxm

X" X"
Hx :(_ysl—\h xmj :(_rh ij (250)

bulunur. X vektor alaninin yatay lifti bir projectable (izdisiimsel) vektdr alanidir.
peT(M,) noktasinda "X'in degeri yalmzca p=r(p)eM, noktasinda X vektor

alaninin degeri verilerek tanimlanabilir. (2.48) ile (2.50) karsilastirirsak, herhangi bir

X €Ty (M,)igin
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x="(v,)
esitligini elde ederiz. Buradaki (V,), V,'intam liftidir ve vX,Y €T} (M, )igin

V.Y =V X +[X,Y] (2.51)

seklinde tanimlidir.

(2.50)’den, herhangi bir X e Ty (M, ) vektor alammin "X yatay lifti

Sy" =dy" +Idx’y'

esitligiyle tanimlanan T (M, )'de D dagilimma sahiptir, buradaki I, =T} koordinatlari

(2.51) ile tanimlanan V' nin koordinatlaridir. D dagilimi yatay dagilim olarak

adlandirilir. Eger T(M,)" deki X vektor alani bir D dagilimma sahip ise, X vektor

alanina yatay vektor alani denir (Yano and Ishihara 1973).
2.4.13. 1-Formun yatay lifti

®,V konneksiyonuna sahip M, 'de 1-form olsun.

o 'nin yatay lifti

"o="0-V o (2.52)

seklinde tanimlanir. Burada
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‘o=(00,1), V,0=(y'V,1,0) (2.53)
esitlikleri vardir. V@, @, 'nin kovaryant tiirevidir ve

Vo, =00, T, (2.54)

seklindedir. (2.52), (2.53) ve (2.54) ifadelerini kullanarak, indirgenmis koordinatlarda

" @' nin bilesenlerini bulalim:

=(yo,a.@)-(yo.a-yTim,0)
=(y'0.0 - y'0,0,+yTho,, 1)

=(Ma, o) (2:55)
olur (Yano and Ishihara 1973).

2.4.14. Yatay 1-form alam

& 1-formunu ve X €T, (M, ) vektor alanini alalim. Eger cb( "X ) =0 ise @'ya yatay 1-

form alan1 denir (Yano and Ishihara 1973).
2.4.15. Tensor alanlarimin yatay lifti

SeT, (M,) tensoriinii
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$=S1""5, ®..85, ®d®..@d" (2.56)

bigiminde yazabiliriz. V, M, 'de bir afin konneksiyon olsun. (2.32) esitliginden T (M)’

de (p,q+1) tipli V S tensér alanini indirgenmis koordinatlarda

v,8=(y'v,si )ii@)...@ii@)dxh ®..@dx" (2.57)
oy oy”

seklinde tanimlayabiliriz. Ozel durumda S €T, (M,) fonksiyonu i¢in bunu uygularsak

Hf=Cf -V f=0

seklindeydi. Buradan da

vV f=°f
olur.
(2.56) ve (2.57) ifadelerini kullanarak, herhangi P,Q eT (M, ) tensér alanlari igin
V,(P®Q)=(V,P)®"'Q+"P®(V,Q) (2.58)
ifadesi tanimlanabilir.

Simdi M 'de keyfi tipli bir S tensor alani i¢in yatay lifti tanimlayalim. Keyfi tipli bir S

tensor alamnin T (M, )" deki yatay lifti

"S=°S-V S (2.59)
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seklinde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

2.4.15.a. (1,1) tipli tensoriin yatay lifti

Fij fonksiyon olmak tizere,
"F="(Flo,®dx)="F (5, ®dx!)+"F " (0,®dx)
_ HF.‘(V(ai)®v(dxj))+VF;(“(ai)®v(dxi)+v(ai)®” (dxj))

]

elde edilir.

"F =0,YF =F," (8,)=0;," (8,)=0,~-T."y’8,
" (ax)=ax’, " (dx') = yTdx" +dx
oldugundan
F! ((ai _r;ysaﬁ)@)olxj )+aT ®( YT pdx" +dx’)
=F (6, ®dx))-TJy°F| (6, ®x' )+ Fy’ T} (6; ®@dx! )+ F (6; ®ax )
=F/ (0,00 )+(yT |- yT4F) (o ©dx’)+ F (or @ ax)

elde edilir.
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! HFji HFJ F»i O
Buradan "F=| , 1 , tl=| . o (2.60)
F. F ysl“sj R —-YT,, F'F

]

olur (Yano and Ishihara 1973).
2.4.15.b. (0,2) tipli G; tensdriin yatay lifti
G; fonksiyon olmak tizere,

\%
ij

e (Gijdxi ®dxj)= G (dxi ®dx’ )+V(_?,ij ; ((dxi ®dx’ ))

=76, (" ()" (0¢)) o, (@)@ (@) + (o) " (01"
olur.,
'G,; =G;,"G; =0,
Y (o) =, " () = (T ok +oxT)
oldugundan

G; (( y°I dx" +dx" ) ®dx )+ G; (dxi ®(ysl“s,{dxh ®dx ))

= y'T4G; (dx" ®@dx! ) +G; (o' @) )+ y T4 G, (o' @0x")+G; (dx' @ax’ )

=(yTJG, +Y'T)G,, )(dx ®@dx!)+G; (dx’ @dx’)+G; (dx' ®dx!)
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elde edilir.

h S h
iGhj +yTy; Gij (2.61)
G. 0

]

T
Buradan "G, =[y :

olur (Yano and Ishihara 1973).
2.5. Kotanjant demet

M, , C”smifindan n—boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M manifoldunun

P noktasindaki kotanjant uzay1 T, (M, ) olmak iizere

T (M)=J Ts (M,) (2.62)

peM,
Ile tanimlanan T~ (M n) kiimesine kotanjant demet denir (Yano ve Ishihara 1973).

T"(M, ) nin herhangi bir peT; (M, ) noktasi i¢in M manifoldu iizerindeki T*(M,)
tabii demet yapisini doguran 7:T" (M, )—>M,, 7(p)=p dogal demet izdiisiimiinii
tanimlar. ﬂ_l( p) =p eT; (I\/In) kiimesine M baz uzaymin p noktasindaki fibresi

denir (Yano and Ishihara 1973)
2.5.1. Kovektor alammin dikey lifti

weZ) (M,) iizerindeki &" = @BE™ lokal bilesenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi
o=amdx' seklindeki 1-form olmak iizere @ 1-formunun dikey lifti olan Y@ vektor

alani T"(M, ) kotanjant demetinde indirgenmis koordinatlara gore
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0
Vco=( ] (2.63)

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

2.5.2 Afinor alaninmin tam lifti

M, manifoldu iizerinde F € J;(M,) afinor alani verilmis olsun. T*(M,) kotanjant

demetinde F afinor alanmin tam lifti olan °F ei‘si(T*(Mn)) afinor alani indirgenmis

koordinatlara gore

‘F i ° (2.64)
B ps(aiFhs_ahFis) R -

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).

2.5.3. Afinor alaninin yatay lifti

Fe3;(M,)"in T"(M,) kotanjant demeti iizerindeki "F yatay lifti
HE = °F +y[VF] (2.65)
ile tanimhdir. Burada [VF], keyfi X,Y € 35(M,) vektor alanlar igin
[VF](X,Y)==V, (FY)+V, (FX) (2.66)

ile tamml1 (1,2) tipli bir tensér alanidir. F ’nin "F yatay lifti, T*(Mn) kotanjant

demeti lizerindeki indirgenmis koordinatlara gore
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= 0
HE = ' _ (2.67)
_Fis Fhs + Fhs FiS FhI

bilesenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973).



44

3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Riemann Konneksiyonu Egriliginin Ozellikleri
I. R(

V. Ry =0, v. V

ij)kszo, i R, =0, iii. Ry =R,

ij(ke)

(Rip =0,

Ispati. R; =0T ; -0,y +I T T, Ty

im~ jk jm™ ik

=(oT —OT s +T T ~T 3T, )=—Rys

it jk jmt ik imt jk
olur. Buradan Ry, +Rj; =0 oldugundan R, =0 elde edilir.
i 2V V105 =—Rei" 9y — Ry 0, —25,°V, 95 ise

Rei 94+ R 9 =0

elde edilir. Buradan R ;; +R,; =0 ise 2R ;) =0 eldeedilir. R, =0 olarak

bulunur.
i . Rijk( + Riki[ + Rkij[ =0 her iki tarafi g,, ile carparsak;

® Ry +Rys +R

jkis kijs

=0,
@ Ry +R;q +Rgi =0 iilesyer degisirse,

® Ry +Ry; +R

«i T Rag =0 jilesyer degisirse,
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@ Ry +Ry +Ry =0 (ileyer degisirse,

O+@—-B)—@ islemi yapilirsa;

Rits + Ris + Ruis T Ry T Risi T Rigi — Risg — Rugj — Ruisi — Rijs — Rysic — Ry =0 olur.
Buradan 2R +2R; —2R; =0 ise
Riks T Ryjs —Rigg =0
elde edilir.
D’den Rijks + Rkijs = —Rjkis
olup
—Rjis —Rigg =0 ise Ry + R =0
esitliginden
Rigk = Riis

elde edilir (Salimov and Magden 2008).

H S 1 S S S S S S
Iv. R[ijk] =a(Rijk + Rjki + Rkij - Rjik - Rikj - Rkji )
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burada Ry, =-R;;, Ry, =Ry, Ry =-R,] oldugundan
s 1 2R°> —2R.°+2R® _1 R>+R.°+R.®
R[ijk] —5( ijk jki+ kij)_§( ijk+ jki+ kij)
i

esitliginden

Rig =0
elde edilir.
V. Vi R :%(V[Rﬁi +ViRis +V Ryt ~ViR;s —V R =V R; )
olup
VR =-V,R;:
oldugundan

1

ViR :—I(zv(R“.; +2V,Rix +2V Rt )

[¢

%(vg (0 —0,T)+Vi (0,0 —oT )+ v, (o ~ar )
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olur. Burada V, = Xf 06zelliginden

1

ViR = §(acairjﬁ ~0,0,T4+0,0,T ;s —00T ;3 +0,0-0,0T ;)

[

]

elde edilir. I'S “lar fonksiyon olup Shwartz teoreminden 0,0;f=0,0,f, V[(Rij]ﬁ =

olur. Buradan Bianchi—Padov 6zdesligi ispatlanms olur (Salimov and Magden 2008).

3.2. Tam Lift

Onerme 3.2.1: X,Y €T (T (M, )) olmak {izere,

fspat: XCf =Y°f :>()Z —V)Cf =0=Z%f =0’dur.
Burada amacimiz Z =() oldugunu gostermektir.
Z'0° f =0 oldugunu gdstermeliyiz. Bu ifadeden
2'0°f+2'0,°f =0
yazilabilir.
Buradan z',(Y*8,f)+Z78; (Y°6,f)=0

elde edilir.
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Béylece Y°Z'(6,0,f)+2'50,f =0
yazilabilir.
Buradanda Z' =0, Z" =0 olur ve Z =0 oldugu gésterilmis olur. (3.1

Teorem 3.2.1 : Almost kompleks yapinin tam lifti yine almost kompleks yapidir.

Ispat : Almost kompleks yapida F?=—1 oldugundan F?=—I ise (CF)Z:—I

oldugunu gosterilmelidir.

(T (%)= (5() = ()

olarak bulunur.

(M,, F) almost kompleks yapi oldugundan F* =—1"dur.
Buradan (°F ) (°X) = (=1 (X))=~1(°X) esitliginden
(F) =1 elde edil.

Teorem 3.2.2 : Nijenhuis Tensoriiniin tam lifti demetdeki almost kompleks yapinin

Nijenhuis tensoriine esittir.
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ispat: N eT}(M,) ( Nijenhuis Tensérii) olmak iizere,

N, (X.Y)=[0X,0Y [+ 9[9X Y]+ @[ X, ]+ 97 [ X,Y] seklindedir Buradan

N, (6X,50) <[ SR X,F0Y T+ SRR X, & T SF X, oY ][, ]
=[7(F0). () P (P). Y [, (P[]
=% ([FX,FY])+ °F “([Px.Y )+ °F © (X, FY]) = °[X.Y]
=" ([FX.FY])+ “ (FIPX YD)+ (F[XFY])=*([X.Y])
=% ([FX.FY]+ F[FX.Y ]+ F[X,FY]-[X.Y])
= (Ne (x.)) 2

olur (Yano and Ishihara 1973).

3.3. Yatay Lift

(M,,V) afin konneksiyonlu uzay olsun. f eTOO(Mn) , VI gradientine y operatoriinii

uygularsak;

Vv, f =y (Vf)=y%,f
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olur.

f eTy(M,) fonksiyonunun tanjant demete yatay lifti "f =°f -V f seklinde

n

tanimlanir.

"f=y°0,f —y°0,=0
yani fonksiyonun tanjant demete horizontal lifti sifirdir (Yano and Ishihara 1973).
3.3.1. Afin konneksiyonunun yatay lifti

V, M, manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon olsun. Bu afin konneksiyonun tam lifti
VMY =" (V) +2(R(X)Y) (3.3)
esitligi ile tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

(M,,V) afin konneksiyonlu uzay olsun.V -nin yatay lifti X,Y T (M, ) olmak iizere

asagidaki ozellikleri saglar.

i "V, Y =0 i 'Y, MY =0 i "V, Y =T (V) iv Py, Py =TV, Y)

yatay liftin sagladig1 6zellikleri ispatlayacak olursak;

Ispati. "V, “Y =0 oldugu gosterilmeli.
HVVX VY :in Hvinj_FVxTHVTVYJ :O

esitliginde J = | alinrsa;
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YXTRV VYT VXY VYT =0
elde edilir.
J =7 almirsa;
YXTRV YT VXTIV YT = XYY T =0

elde edilir. Buradan

HrijM =O’Hriil\ﬁ =0
"Iy =T Ty =T T =T
"Iy =yoI —y Ry, T =0,"T =0,"T} =
elde edilir.
ii. "V, "Y =0 oldugu gdsterilmeli.
"V, Y =YXV Y VX RYCRYY =0

Burada J = | alinirsa;

0

X' ("V MY )=0= X (6, MY 4T MY

(3.4)
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elde edilir.

J = j alinirsa;
X'("V Y T)=0= X' (&Y +T{"Y ) =0
elde edilir.

ii. v, 'Y = . (VyY) oldugu gésterilmeli.

, 0
(VxY):(xi (@Y +T Y™ )J

"V, Y =TXEEVYY T RVYY! oldugundan
J = jise 0=0olur.
J=17 ise
X"V =Ty X (M VYD) =X (8 T, Y
=X'(@Y +"TYM )Ty o X ! (Y + "I YY)

=X (Y +T YY) =Ty X (MY M+ M YY)

(3.5)
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=X (Y +TIYM ) =Ty X My =X (a1 +T,Y™)
=0 (3.6)

elde edilir.

iv. " Vi, "Y =" (V,Y) oldugu gosterilmeli.

T(VRY)=(XT (@Y H T )T Y X (9 Y M + T YY)

oldugundan
HVHXHY _HY HViHYJ 4H XTVTHYI
=X (MY + 1D, MYM) =T, Yo XM (31 M, MY M)
yazilabilir. Buradan | = j ise

X(0 YT T MY )DL XY (8, Y )
=X'(8"Y) +T ")
- Xi<ain +H Y+ HYM)_FsiMYSXM (arYj +1 Ty Y + HF;%HYM)

olarak bulunur.
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Afin konneksiyonun yatay liftinin egrilik tensoriinii hesaplayalim:

"V, VY =0 ii."v, "Y=0 iii."v, YY="(V,Y) iv."v, Y ="(V,Y)
esitlikleri kullanilirsa;

AV ‘nin egrilik tensorii

R(X,Y)Z="v, "V, Z-"V "V Z-"V 7 seklindedir.

(7]
Egrilik tensoriiniin dikey ve yatay lifti icin asagidaki esitlikler gecerlidir.

1) R(Yx,"y)'z="v, "V, Yz-"v, v, V2"V

2)§(VX,Vy)HZ=HVVXHVVYHZ—HVVYHVV Hz-fv. "z=0,

x ViV ]

3) R(VX,"Y) "z ="V, v, "z-"v, My, "zt 7
="v, "(v,2)- "V " Z2=0,

4) R("X,'Y)"z="v, M, M-ty My, Rz-ty 7
=="Vy, "(VaZ)+ "V s 2 =0,

5) R(VX,"Y)'Z="v, "v, YZ-"v, "V, YZ-"v, 'Z
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= HVvX ! (VYZ)_ Hvv

([x 1vxY)

VZ =0,

6) FNQ(HX’Vy)VZZ HVHX HVVY 'Z- HVVY HVHX 'Z- HV[HXvVY]VZ
\%
= HVVY (VXZ)+ HVV([y,x]fwx)VZ :0’
7) F~2(Hx, Hy)Vz= "V, "V 2=V, Y V2= LY

\ \%
o HVHX (VYZ)_HVHY (vxz)_HV(H[X.Y]*V(R(X:Y)))VZ
:V(VXVYZ)—V(VYVXZ)_HVH[XYY]VZ+ Hvy(R(X,Y))VZ
v
:V(vavz)_v(vaXZ)_ (V[XvY]Z)
\%
= (R(X,Y)Z),
8) R("X,"Y)"z="v, "v, "Z-"v, "V, "z-"v, "7
= HVHX " (VYZ)_ HVHy " (VXZ)_ HVH[X,Y] HZ + HVV(R(X’Y)) HZ

H
- (vaYZ —VyVyZ —V[x,YJZ)

="(R(X,Y)Z) (3.7)
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olarak bulunur.

(M,,V,g) Riemann uzayr olsun. "V ifadesinin "I, konneksiyon katsayilarimi

hesaplayalim:

"V, RY =" (V,Y) ve HXM Ry, Ryt 2T (X"V,Y') esitliginden

Hy M HVM Hy i vamyi
(HXM iy “Yij:[—vsrgk(xmvmvk)J
elde edilir.
Buradan "X™HV Ayl HXMHY Ry =XV V!
olarak bulunur. Yukaridaki esitligi agarsak;
X (0, MY D MY )+ XM (8, MY T Y ) = XM (9, Y 4T, YY)
= MXT (0, MY P MY T R X (0, MY T PY ) =X (0, 4T YY)
= X0, MY T MY T Y ) FXT (0, MY T R LY
=X"(8,Y' +T,Y*)

elde edilir.
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Buradan X" (3,Y'+ "Iy Y* + "k (<Y T¥ )+ (=y T X* ) (8, + ¥ (y Y+ Ty
=X"0 Y'+ X" 1Y*
yazilabilir. Buradanda
"Lk =i "I =0," Ty =0,"Ti =0 (38)
elde edilir. Benzer sekilde
XMV YT XY RYT =y (XY Y)YV (XYY
esitligini acarsak;
X (0 YT+ M MY )+ X (8, MY T T YK
= Y20, (X" (Y + T Y")) =YV, (X" (8, +T "))
elde edilir. Buradan
X (B MY T Y P ) X (0, MY T YR Y
=y (0. X™) (8, Y + T Y )+ y*X™(0,0,Y" + 0, Y  +T,0.Y* )~

Yo (Vo X™M)(8Y T+ T Y )= y* X" (V, (8,Y )+ VLY + TV Y+
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elde edilir. Diger taraftan
X (6in TS WAL (—ySFSfYt))
+(y5r;‘x‘)-(am (=Y Ty )+ "Iy + 1 (—ySFSme))
=y (0, X™)(0,Y' + T Y )+ y* X" (8,0,Y' +0, i Y  +T 1 0.Y")
Y (B X 4TI X )@Y +T Y )=y X" (88, +0,L Y +T 0, Y +T Y

= Hrml :8srm:< - ySRsm:(’ Hrmi’ :Fm{(' Hrrﬁl :Fm:(’ Hrrﬁ:Z 0 (39)

benzer bigimde diger katsayilarda sifir olarak bulunur.

(M,,, V) afin konneksiyonlu uzay olsun. g Riemann metriginin, V afin konneksiyonuna

gore " g ‘nin Levi-Civita konneksiyon katsayilarini hesaplayalim:

Buradan "g"™ matrisinin koordinatlarmi "g"™,"g,, matrisinin tersi olmak iizere,

Hy H

gJI

g "=57 formiiliinii kullanarak hesaplayabiliriz.

H g — [ysrsggkj + ysrstjgit gJiJ
9, 0

esitliginde

J = j,H =h alinirsa;
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", Hg "=
olarak bulunur.

Buradan "g; "g"+"g;"g "=0="g;"g "=0="g "=0
elde edilir.

J = J,H =h alinirsa;

ngngih+ngTHgTh:5h

]

esitliginden g Hg = 5;’ elde edilir. Her iki tarafi g * ile iki tarafi arparsak,

9”"g;"g "=57g”"

olur. Buradan &;"g ™=g* ve (s=i) i¢in "g™" =g" elde edilir.

J=j,H= h alinirsa;

olur.

Buradan (ysrstj 9s +YSFS§gjt)g ih+gji "g "=0
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=9, "9 "=-y*(T;94 +I0; ) 9" esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi g ile

carpilirsa,
g"g;"g "=-y* (g, +T40,)a"g’
olarak bulunur.
si"g" =—y*(Ijo'g" +T45g")
esitliginden
"g" =—y*(Tjg" +T.g")
elde edilir.

J=J,H =h alnirsa;

HgTIHgIﬁ_'_HgJIHgTh :é}ﬁ :5Jh
olur.nBuradan g; " g" = 5 elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi g* ile garpilirsa,
g"g,"g" =567g”

olur.

5is Hgiﬁ _ gsh
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esitlignde

Hg" =g ves=i icin
olur. Boylece

0 gih

H o IH S ity k M M ,s

g = . , . =-TJy’g"X (6 Y" +I My (3.10)
g" -y (FSTQJ +Fs|glh) ( “ “ )

olarak bulunur (Yano and Ishihara 1973).

Onerme 3.3.1: X T3 (M,),F eT(M,) olmak iizere,
[ "X, 7F | =y (LeF)+y (VXF —=FVX)'dir.
ispat: | "X, yF |=[ °X —y(VX),yF |
=[ X, yF |-[7(VX).7F]
= 7(L¢F)+7(VXF —FVX) (3.11)

elde edilir

Onerme 3.3.2: X eTj(M,),F €T (M, ) olmak iizere,
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[ "X F =7 (L F )+ 7gF + 7 (FVX ) dir.
ispat: [ "X, F |=] °X =y (VX), 5 F |
=[ X, % F |-[7(VX). % F]
=7 (LkF )+ ¥ F +74 (FVX) (3.12)

elde edilir

Onerme 3.3.3: X,Y €T (M, ) olmak iizere,
(VXY ] =" [X Y] (VY ) == (W, X)) dir.
ispat: [ VX, "Y [=[ VX, Y —y(VY)]
=[YX, Y [ VX, (V)]
=" [X, Y] (v, Y) =" (V,X) (3.13)

elde edilir.

Onerme 3.3.4: (M, V) afin konneksiyonlu uzayda F almost kompleks yapi ise yatay

Iiftininde( . F) tanjant demette almost kompleks yapidir.
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ispat: "F"X =" (FX), "FYX =" (FX) esitliklerinden

HFHX =(CF_V}/F)HX =CFHX—(VyF)HX

yazilabilir.

Buradan (V F). i (vyp)_j Hy d ) (va)-iju(va)J Hy T
7 )3 (va); Hyd (va)'j Hyd _'_(Vylz)'T Hy T

elde edilir.

0 0
(V,F)=7(VF)= (Y (v, F) o] esitligi yukaridaki esitlikte kullanilirsa;

(V,F), "X’ :Lvm(vOF.i)xjjzy(VFOX)

m*J

elde edilir.

cFiHXJ_[CFJiHXJJ_[CFjiHXj+CFjiHXjJ
) B T Tl cpTHyi, CpiHyT
°F "X Fi X+ CF X

FiX! !
= Ymﬁijin+Fji(—Ysrsgnxm) - Ymaijin_Ftisrsranm

=" (FX)+y(VFoX)
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elde edilir.
Buradan "F"X =°F"X —(V,F)"X =" (FX)+y(VFoX)-y(VFoX)="(FX)
olarak bulunur. (3.14)

Teorem 3.3.1 :V, M, 'de afin konneksiyon olsun. Vv tam lifti ile "V yatay liftinin

esit olmasi icin gerek ve yeter sart V 'ya gore egriligin sifir olmasidir.

Teorem 3.3.2 : V, M, 'de bir afin konneksiyon olsun. "V vyatay liftine gére egriligin

sifir olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart V'ya gore egriligin sifir olmasidir (Yano and

Ishihara 1967).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Tanjant Demetde Geodeziklik

C:[0,1]>T(M) déniisimi T(M)' de bir egri olmak iizere C egrisi lokal

koordinatlarda
x*=x"(t) veya X" =x"(t),y" = y"(t) (4.1)
bilesenlerine sahiptir.

Burada T (M ) ’in t parametresine gore indirgenmis koordinatlari (Xh, y“) seklindedir.

Bu egrinin izdiisim egrisi C = 70 C seklinde ifade edilir.

M iizerinde C lokal olarak x"=x" (t) seklinde verilir. Bu ifade zC ile gosterilir,

h

Buradan C lokal koordinatlar1 T (M ) de X" =x" (1), y" =dst seklindedir.
Bu egri dogal lift egrisi olarak adlandirilir ve C* seklinde gésterilir.
T (M ) > de “V ’nin geodezik egrisi

d?x? -, dx©dx®

ax” ax— 4.2
ae gt dt (42)

seklindedir.
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Bu egrinin izdiisiim egrisi lokal olarak C = 7o C seklinde ifade edilir.
A=h oldugunda (4,2)‘deki esitlikten sade bir ifade olan

d’x" _dx!dx' _0

. 9
elde edilir.
2.,h i Ay i Ay
= . y ny Lk dx?odx n dy?! dx
A=h old d orI . — 42 ——=0 4.4
OugunadtZ’L(k”) dt dt < dt at (4.4)
olarak bulunur.
(4,4) ifadesi asagidaki sekilde ifade edilebilir.
h i k a i
R A0
o (4.5)
a A\ dx?dx'
(akr?i —00 + Tl =Tl )yk o a
sy" dy" dx!
at " 9
olup (4,6) ifadesini (4,5) de yerine yazarsak;
2.,h j i
OV LRy &I g (4.7)

—+R.'Yy — =
dt? MO dt dt

elde edilir (Yano and Ishihara 1973).
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Onerme 4.1.1: (4.1) ile verilmis olan geodezik egriye bakalim. Burada konneksiyonun
tam liftine bakilir. Bu geodezik egrinin izdiisiimiide geodezik egridir ve tanjant
demetdeki geodezikligi baz manifoldunun {izerindeki geodezik egrinin tizerindeki

Jacobi alanidir.
4.2. Dikey, Tam ve Yatay Lift ile Tlgili Ozellikler

i. TVOXYY = (V,Y)

i. "VEXMY =T (V,Y)

i. "VeXYo =" (V,0)

iv."VXMe=" (V,0)

v. X,Y €T3 (M,), @eT’(M,) olsun. "V"X"Y =0'dur.
vi."vYX"Y =0

vii. "VY X0 =0

viii. "VYX "0 =0

Ispati. X = 0 VY = 0 V(V Y)= ° dir
PEE A e ) Tl ) YT (vt y ) | T

Buradan "VEXYY = X" *VYYI4© XTHV.VYT ifadesi koordinatlara gore agilirsa;
J=jise
X'("VYT)+yo X (MVYYT) =0

elde edilir.
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J=7 ise
X' ("VIYT)+ya X (MY T)
=X (BYY T+ T, YM )+ yta X (0, T+ T, YY)
=X (8Y 4T YM) = (ViY) (4.8)
elde edilir,

i X'(oY) +T,)y"
. HY:( FiYsXM]’ H(VXY)L - ( k )

—Tuy Ly X (8 YM +T, YY)
oldugundan
HVCXHY :C Xi Hvi HYJ +C XT HVTHYJ
seklindedir. Bu ifade koordinatlara gére agilirsa;
J=jise
Cyi HviHYj 4C X7 HVT Hy i
=X'("V, Y )+ya X vty

= X'(8,"Y T+ T, MY MY )y X (8T T, MY 4 T YY)

M
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= X'oY + XT LY =X (Y +T,Y")
elde edilir.
J=17 ise
cxi HViHYT e xT HVTHYT
=X (8i A AIS FRLIVAE )+ y o X!(8; YT +Th, MyM +TE M yM)
=X'0, (- YY)+ X' (Yo, —Y* Ry ) Y +
X Y™ 4y 0, X (0 (T Jy*Y'))+y*a, X Ty ™
=—X'"0T 4y Y" = X0,y T, Y" = XTJyoy™+
X'yo.rLY" —x'ye,rLy" +x'vyor yM -
XY i YM + X e, Y - X'l r M yeyt -
y o X'T,LYM +yo X'T,),Y"
=T}y X'oY" -}y, XYy

elde edilir. Buradan
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TVEXPY = (V,Y) (4.9)
olur.
iii. "'VeXYo=X' ( "V, o, )+ °x’ ( "V o, ) ifadesi koordinatlara gore agilirsa;

J =7 ise bu ifade O olur.

J=jise
"VEXY o= X <8iva)j TV, "I Vo, )+
= X'0,0; - X'T}
= (Vyo) . (4.10)
elde edilir.

iv., " (an)):(ysrgfxt(ata)M ~Cho;), X! (0,0 —ijcos)) ve

VXM =" X'V, e, )+ X7 ("V; "))

esitlikleri koordinatlara gore agilirsa;
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J=] ise
X' (ai "o, " T Ha)s)+ y*o. X' (87 "o, - "T; Ha)s)
=X' (Gi "o, —-"T; "o, - "'T; Ha)g)+ y'o. X' (87 "o, =" e, - T HaLs>
=X'6, (YT @y )-X'T5 (Y THay ) - X'yY'oT e+ XY Ryo, +
y'o,X'6; (YT} &y )~ y'0,X Tjen,
=X'Y'OIY oy + XY TEom, - XYY, - XY'OT; 0+
XY'oIw, - XY oo, + XY T o, - XY T o, +
YO X' T} @, -y o, X T,
=X'Y'Tyd,ay, — XY T o,

=Yy X! (aia)M —FijMa)j)

elde edilir.

J=17 ise
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=X' (8,0, ~T} &, )+ y°a, X'
=Xi(‘aia"i _ri“iﬂa’M)
Buradan
"(Viw)="VeX e
elde edilir.
v. X,Y €T (M,),weT (M

,) olmak iizere,

HPYX VY = VXY YT VX T Ry vy
seklindedir. Bu ifade koordinatlara goére agilirsa;
J=17 ise
XYY T = X (oY T+ T, M TRy M) = 0
elde edilir.
vi. FVYXHY SVXR Y Y VX Ry Ry
bu ifade koordinatlara gore agilirsa;

J=] ise
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X (0 "Y1+ Tl Y M M YY) =0
olur. Buradan
HVYXHY = X (0 YT+ T Y T Y

= X' (07 (-, YY ™))+ X Tl Y™

=—XTjy" +X'Tj,y" =0
elde edilir.
Vii.HVVXV(o=VXT(HV7Va)j)= X' (87601- ="y Vay - HF%ZV(oM)=O
elde edilir.
viii. "VYX "o ="X"("V; "0,)
bu ifade koordinatlara gore agilirsa;
J=] ise

Xi(&Ha)- — HF%" "o, — HFT'\JZ Ha)m)

1 J

=X’ (aT(ySF'S\;'a)M )—Fi'}"a),v,)

(4.11)

(4.12)
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= X'T{ oy, = X'T}'@, =0
olur. Buradan
vawa:Xi(aTH@_HF%ﬂ Ha)M _Hl—le\? Ha)M)
= xiai,a)j =0 (4.13)

elde edilir.
4.3. Levi-Civita Konneksiyonunun Katsayilari

Riemann manifoldunda Kozsul formiiliinden yararlanarak Levi-Civita konneksiyon

katsayilarini elde eden formiilii bulalim:
29(7,¥,2) =X (5(¥,2))+Y (3(2.X))-Z (3 (X.Y))-
g(X.[Y.Z])-g(v.[2.X])+g(Z.[X.Y])

oldugundan bu ifadede

X =0,, Y=0,;, £L=0, alindiginda
[Y,Z]=O ve [Z,X]=O

esitliklerinden
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29(50,,0,) =0, (95 )+ (9 )+ 0, (9
21,9(0,,0,)=0,(9;)+2;(94) -2, (95)
I;9(0..0¢) :%(ai (95)+2;(96) -0 (94 ))
elde edilir. Son esitligin her iki tarafi §* ile carpilirsa;

=2 6%(a(9,)+0,(8)-(0)) 414

elde edilir (Yano and Ishihara 1973).
4.3.1. Levi-Civita konneksiyonun tam lifti

(M,,V,g) Riemann wuzaymda Vg=0 olup Levi-Civita konneksiyonudur.
(T(M,),°V,€g) isinde °V°g=0 olmali V,g;=0,0; -T50y —T}0; esitliginden

Tam lifti¢in 1 =i,7 J=j,] ve K=k,k olmak iizere,
Vi “9u =0k "0y =Ty “9s — ‘T, “ s
esitliginden
‘V,°9; =9'9,V,9;=0 (4.15)

elde edilir. Dolayistyla Vg ‘nin Levi-Civita konneksiyonu ise “V’de “g ’nin Levi-

Civita konneksiyonudur (Yano and Ishihara 1973).
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4.4, Ricci Tensoriiniin Tam Lifti

Ricci tensorii Rij:( =R;, biciminde tanimlidir. Ricci Tensoriiniin tam lifti Rl

olmak tzere,
IiJK = Ii|IJ|< =Ri +Ri, = Riijk + Riijk = 2Riijk

ijk ik

oldugundan dolay1

R, =Rl =Rl +Rl =0
RjE:R|Ij|z:RiijE+ i =0
5 & _ 5 . G7

Ry =Ry =Ry +Rp =0

elde edilir (Yano and Ishihara 1973).
4.5. Diagonal Lift

(0,2) tipli tensér iizerinde; G T, (M, )
Buradan G'nin diagonal lifti

6= (G,)" (a¢)@" (a¢)+" (6,)" (ax')@ " (ax')

olmak tizere,

= IiJK

(4.16)
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{H (8i),v (o, )} catl, {V (dxi), " (dxi )} kocat1 belirtir.

Catinin kogat1 lizerindeki izi Kronecker &' dir. Diagonal liftin koordinatlarla ifadesi

G O
°G :[ 0” J seklindedir. Bu koordinatlarla belirtilen ifadede G;'nin determinanti

ij
negatif olsada ikisinin ¢arpimi pozitif olur. G;'ler Riemann metrigi ise pozitif tanimli

olur. Buradan °G' de pozitif tanimli olup Sasaki metrigi olur. Sasaki metrigi I+III

metrigi ya da diagonal olarakta adlandirilir. G; Semi Riemann ise Det= 0’ dur. °G' de

Semi Riemann olur. (M,,g), Riemann manifold olsun.
o("%.Y)="(9(X.Y)
Sg(Vx,“Y)=o
"g("X."Y)="(g(x.Y)) (4.17)

seklinde tanimlanan *g Riemann metrigine Sasaki metrigi denir. Sasaki metrigi icin

ortogonallik sart1 °g(¥ X, "Y)=°g("X,"Y)=0 seklindedir. {0,} dual ¢atiya gore °g"

. . 0 X'
nin koordinatlart” X =| . |, "X = _ olmak iizere,
X -y, X"

°g, ' X'Y? =g, X'Y! seklindedir. Bu ifadeyi agacak olursak;
SgijVXiVYj+SgTjVXTVYj+SgﬁVXiVYj+SgﬁVXTVYT:gijxin

olarak bulunur.



78

Buradan °g; X'Y! =g; X'V elde edilir. Bu esitlikten
Sgﬁ =0

yazilabilir. Sasaki metriginin ortogonallik sartindan °g,, ' x' "y’ =0'dir. Bu ifade

agilirsa;
59, VXY T4 3G VXY TS g YXTY T 4 S YXTRYT =0
olup
"Gy XY =—g, X' (-yTLY")
g XY =y°g, XY
elde edilir. Buradan *g; = y°g,, 'y
olarak bulunur. Bu son ifadeyi agarsak;
sgij Hy iHyi sgﬁ_ HXT Hy i 4 sgﬁHxi HYT + Sgﬁ HXT HyT — gijxiyj
olur. Buradan
S0 XY (Y gL ) (Y T X )Y +y°g TaX! (Y TRY* )+g (—y Ty X" )(-Y'TIY') = g X'Y!

gy XY —yY'g, IaTy X YT —y°Y'g Tore XY  +
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yY'g M DXy =g, X'Y!

i+ sk

°g; XY =g, XY +yY'g, ol XY

Sgij =0;+ sttgmkrg;r;

olarak bulunur. O halde Sasaki metriginin dogal ¢atiya gére koordinatlari,

Sq= [gij + sttgmkrgiT; ysgmjrgJ (4.18)

ysgimrrsrj] i

seklindedir. Burada g, riemann metrigi ise °g' de riemann metrik olur (Yano and

Ishihara 1973).
4.6. Tanjant Demetde Sasaki Metrigi

Tanjant demette Sasaki metrigi i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir:

i SVEXHY =T(V,Y) -2 (R(X,Y)U),

1H
SVVX Py == R(U,X)Y

iv. *VVXYY =0,.

X=0, Y=08;, e="(3), ¢="(0) ve U=y'd, seklinde ozel bir vektor alam

olmak tizere,
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Ispat i. SVHaiH(aj)zH(vaiaj)_%v(R(ai’ai)U) ve Srgea:r;ek_%ysRilj(sek

oldugundan
Srk + SFE _ Fk _1 SRk
ij € i€ =13 ey 2y ijs €1
olarak bulunur. Buradan

_ 1 .
SF:} =1“;1 31":} =_§y Ri'j‘S (4.19)

elde edilir.

i Sv“aiv(aj)ﬁ(vaa.)%H(R(u,aj)ai) ve

oY
s -k S -k VoK 1w/ ook
et Tier= (Fijak)+§ (Y'R§iox)
oldugundan
S ok Sk 1
rie + rﬁegzrgaﬂiy Rie, (4.20)

olarak bulunur.

Burada °T =%ySR“ ST =1 esitlikleri gegerlidir.

sji ?

iii. Sv+o, " (aj)=%H(R(u,aj),aj) ve Sr;ehﬁrgeh:%“ (y°Rj0 )=%ySR;jeh

sij¢h
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oldugundan
SrgzéwR;frgzo (4.21)
elde edilir.
iv. vaaivaj =0=> SFﬁeH =0 oldugundan
Tie,+ e =0=°If=0°T}=0 (4.22)
elde edilir.

Sonug olarak Sasaki metriginin konneksiyon katsayilari

Sh _S~h _ St+h _ A Sth _ h
Il =°rf =°r%=0,°I'% =17

sij ! ijs

1 h 1
S=h sph Sy-h spk
I‘Tj—_—zyR [ —_——2y R

sji !

h 1 sph h h
T} :Ey R, ST =T (4.23)

olarak bulunur (Cengiz and Salimov 2002).

Kotanjant demetde ise

1
S H H S1-h S1h h m
VXY = Ijieh+ I jieﬁ:I jieh+zh EPnRjiheﬁ
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oldugundan
AP (r?iah)"'%y(R(aj'ai))Eh
H 1
_ (vajai)+§y(R(aj,ai))
=" (V)57 (R(XY))
elde edilir.

SV a'Q=" " (eaVQﬁ . srgvay)

esitliginde Q kovektor alani olmak iizere,

SVVa)VQ:Va)i (eiVQﬂ+SF£VQk + sri/;vQE)_l_vwi’(eTvQﬂ_l_sFﬁva _l_sF%vQE)
olarak bulunur.

0
Kotanjant demetde Vco=( j olup
)

pe 1= (6,"Q0+ T4Q + T QT) 0

B=T="0 (g,"Q"+°T,"Q +°T1 Q)= &,Q, =0
el K ik 171 <]
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koordinatlar elde edilir.

Buradan *V'®"Q =0 olarak bulunur. (4.24)

0 X'
Adapte olunmus catiya gore @ :[ j, 1 X :[ j
o

esitliklerinden
VoY =Yoo (@, MY/ +°T%, "Y7)
=Vo (g, MY/ + TR ST RY S )+ Ve (g MY/ + ST MY oy Y
elde edilir.
d=(§"w;)eTy(M,), GoR(\Y)@=(g"RLY @ )eT; (M,) olmak iizere,
p=] ise

VoY =a (g, Y+ 5T Y 4T YK

% Pm R.jk.imY ‘= % ng” g * RerlY k(oi
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olarak bulunur.
Cb:(gijwj)ETol(Mn), GoR(,Y)cb=(gstsT,Yka~)')eTOZ(Mn) olmak iizere,
p=1] ise

VYo' =a (g, YT +°TL Y  +°TL Y ) =0

olarak bulunur. Buradan

SVHX Vo= HXi(einﬁ+ TV ok + SF{;Va}R)-I- HXT(eTVa)ﬂ +°T0V o + Sfféva)i)
seklindedir.
GoR=§(R3,5) J,6eT’(M,),GoR(,X)@=9g"RyX"@ olmak iizere,

p=] ise
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SVAX Vo = X(e @ + F’V Kt SFijEVa)E)

=X (;PmRﬂ..k”“cokj X! ( P.g g"R..twkj

olarak bulunur.
p=1] ise
VX w="X"(g 0 +°TL o +°T} o ) =X (g, -Ti ) =" (V)

esitligi elde edilir. Buradan

SVHXVa)zv(VXa))+%H(P(goR(,X)&))) (4.25)
olarak bulunur. Bu ifadede
goR(, X)@=(g"RyX"d')
seklindedir (Cengiz and Salimov 2003).
Kotanjant demetde Sasaki metrigini kullanarak elde edilen egrilik tensorii
R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V

z

[xY]
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seklindedir. Buradan egrilik tensoriinii Sasaki metrigi kullanarak ifade edecek olursak;
DR(Y®,'Q) 3="V'0’v'Q'3-°V'Q*V'n"3- SV[VWVQ]VS
seklindedir. Bu ifadede [Va), VQ] =0 seklindedir.
Buradan

R(V®,"Q)"3=0 (4.26)
elde edilir.
2) R("0'Q)"Y = V"0 V'Q Y —*V'Q*V oY~V 1Y

seklindedir.

Burada [Va), VQ] =0 oldugundan

elde edilir.
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3) R(HX,VCO)VQZ syHY svva)VQ_SVVa)SVHXVQ—SV[HX’V ]VQ

seklindedir. Buradan *v'»'Q=0, ["X,"o|="(V o) ve

1H

VIXYo=" (Vie)+5 (P(G°R(.X)a))

esitliklerinden

¥ (P(goR(,P(goR(,x)Q))@)) (4.27)

elde edilir (Yano and Ishihara 1973).
4.7. Kotanjant Demetde Sasaki Metrigi

Kotanjant demetde Sasaki metrigi

*g("X,"Y)="(g(X.Y))
*g(Yo,"Y)=0
Sg(va),VQ):V(g’l(a),Q))

esitlikleri ile ifade edilir.
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4.8. Simetrik Afin Konneksiyonunun Tam Lifti ve Riemann Genislemesi

M de V simetrik afin konneksiyonu ve M 'nin koordinat komsulugu {U, X“} olmak

iizere U ile birlikte V'nin bilesenleri T’} seklindedir. Kotanjant demetde T"(M)" de

g (O, 2) tipli tensdr alani igin, §gg *nin 77 (U ) ya indirgenmis koordinatlara gore

n

gji:_zparofW Gﬂzﬁ}’ GjT:5}’ gTi:O (4-29)
bilesenlerine sahiptir.

g tarafindan verilen Pseudo Riemann metrigin ifadesi ds® =2dx'sp;, seklindedir. Bu
formiilin igindeki op, :dpi—pal“?idx" ifadesine V simetrik afin konneksiyonunun

Riemann genislemesinin tensér alani1 denir ve V" olarak gosterilir. Her X,Y eTOl(M)

ve @,Q e Tl0 (M ) icin agagidaki esitlikler gecerlidir.

VR (0",Q")=0, V¥ (", X%)=(a(X))", VF(XC,YO)=-Y(V,Y +V,X)  (4.30)

( g% ) matrisi (GCB ) matrisinin tersi olmak tizere;

0 7
(gCB):(ai 2p JFaJ

a i
ile tanimlidir. 77 (U ) >da “V’nin féB bilesenleri

r=h h
Fjizl".

i

=0, F} =0, 7} -0



89

I = p, (a5 —a Ty — g, + 20T, )
0 =1y, Th=-1}, T =0 (4.31)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

Onerme 4.8.1: T(M)'de M 'nin V afin simetrik konneksiyonu i¢in, V' tam liftinin

kovaryant diferensiyellenmesine gére X,Y €Ty (M), @, QeT°(M), PeT (M) igin
V'0'Q=0, *VY0 =—y(wo(VY)),°VEX'Q="(V,Q)
CVEXEY = C(VXY)+7/{(VX)(VY)+(VY)(VX)+ R(,X)Y+R(,Y)X}

“VVoy" =y(w-F), “VXyF =y(VXF —(VX)F)

(4.32)
esitlikleri gegerlidir.
Her Z €Ty (M) i¢in R egrilik tensorii
R(, X)Y)Z = R(Z, X)Y
seklindedir. Buradan

VVXY —VXVY =(VY)(VX)+R(,X)Y
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seklinde ifade edilir. (4.32)’nin dordiincii denklemi

SVEX Y = (VY )y (V(VXT +V, X)) =y (VXVY +VYVX)  (4.33)

olarak bulunur.(4.32) kullamlarak 7 (U) iizerinde iizerinde egrilik tensdriiniin Rl

bilesenlerini hesaplarsak;

Pl
Il
pu)

ki Kji
esitliginden

Ii1<jih =P, (Vh Rkjia -V, Rkjha +thaRkjit +FktaRihjt +thaRhikt +rita Rkjht) (4.34)

olarak bulunur. Buradan

5 h k

Rkj'h:_R i Rk“h:_Rhikj’ REji =Rhij

elde edilir.

Onerme 4.8.2: X,Y,Z eT;(M ) ve ®,Q,y eT,’(M) olmak iizere,

(VQ,VI//)VCOZO, ﬁ(VQ,Vl//)CZZO, ﬁ(VQ,CY)Va)=O,

R
R(YQ.°Y)°Z=-Qo(R(.Z)Y), R(°X,%Y) w=-"(w-R(X,Y)) (4.35)
esitlikleri elde edilir. Ayrica (4.35)den R(°X, °Y)=(R(X Y)) +7S(X,Y)  (4.36)
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elde edilir. X,Y eT;(M) i¢in (4.36) ’daki esitlikte R(X,Y)' nin diagonal lifti

R(X,Y)"ile gosterilir.

S, (1,3) tipli tensor alani olmak iizere, S(X,Y ):h = (Vthiji ~ ViR ) X" Y7 ile tanimhdur.

Burada X"ve Y", X ve Y ’nin sirastyla parcalaridr. (4.34) ve (4.36) ’dan

(§<°X,CY>2)—£R(X’Y)? ° ] (437)

«  —R(X.,Y)

elde edilir. Burada X,Y eT$(M) igin R(X,Y)'nin lokal koordinatlari R(X,Y)" ile

gosterilmistir.
R egrilik tensoriiniin VR kovaryant tiirevinin VR, bilesenleri

Vv, Iil?hi =V, Rl?ji

6I ﬁkjiﬁ =P, {V| (Vh ch,-’i _Vi Rﬁh)—rﬁ (Vh Riiji _Vi Rlijh)

+ Fﬁtvl Rliji + F;(ltvl Rithj + F?[tvl thﬂk + Fi(fvl Rﬁh

+Ri R + R Ry + RiRy + RiR, | (4.38)
ViR ==V R, ViRG =-V Ry,

6| ﬁ% =VI R:ij’ Vfﬁl?ji = vthlq'i _viRllqh

seklindedir. Burada diger koordinatlarda sifira esittir.

V, M iizerinde simetrik afin konneksiyon olmak iizere V, Rlz.i =0
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olup

Vkvj Rr?ﬁ _vjkaﬁi{I = _Rlijh ﬁ - RlijiRril - Rlijl Rrﬁt +RRy, =0

kit Shil

V,V,R% —VV,R% =R ‘RY —RLR% —RLR% +RERY, =0

it~ Rhin R+ Rnie R
elde edilir. Buradan

R Riji + R Rfﬂj +Rj Ry + RS Rijh =0
olur. (4,38)" den V,Ri =0 ise VRS, =0 olarak bulunur.

Onerme 4.8.3: V simetrik afin konneksiyon ile birlikte M lokal olarak simetrik ise

V'nin °V tam liftle T (M) kotanjant demetide ayrica lokal olarak simetriktir. Burada

T ( M ) ‘de “V°ZR ( °X, Y )'nin indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri

VR(X,Y) 0

CyCzR(CX, °Y B\ _ 4.39
(evezR(“x, Y )] [ e oY) (4.39)

i
h

seklindedir. Burada X,Y,ZeTj(M) olmak iizere, V,R(X,Y) M iizerinde

V,R ( X, Y ) ‘nin lokal bilesenleridir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde Riemann ve Semi-Riemann manifoldlarinda lift problemleri ayrintili olarak
verilmistir. Ayrica Levi-Civita konneksiyonun tam liftinin katsayilar1 hesaplanmustir.
Fonksiyonun, Vektor alaninin, Tensor alanlarinin, 1-formun, dikey, horizontal ve tam

liftleri ayrintili olarak incelenmistir.

Bu tezde ilk olarak Manifold, Atlas, Diferensiyellenebilir Manifold, Tensor, Afin
konneksiyon, Vektér alani, 1-Form, Lie tiirevi, Dual uzay, Tensor alani, Egrilik ve
Burulma tensorleri, Ricci tensorii, Kozsul formiilii, Riemann ve Semi-Riemann
manifoldu, Riemann metrigi, Riemann konneksiyon, Es afin konneksiyon, Riemann
uzayi, Weyl uzayi, Tanjant demet, Kotanjant demet, Fonksiyonun vertikal lifti, Vektor
alaninin vertikal lifti, Dikey vektor alani, 1-Formun vertikal lifti, Tensor alanlarinin
vertikal lifti, Fonksiyonun tam lifti, Vektor alaninin tam lifti, 1-Formun tam lifti, Tensor
alanlarinin tam lifti, Kovaryant diferensiyellemenin dikey ve tam lifti, Afin
konneksiyonunun tam lifti, Fonksiyonun ve Vektor alaninin yatay lifti, 1-Formun yatay
lifti, Yatay 1-Form alani, Tensor alanlarinin yatay lifti, Afin konneksiyonunun yatay

lifti tammmlanmustir.

Ikinci olarak Egrilik tensdriiniin dzellikleri ispatlanmustir. (O, 2) ve (1, l) tipli tensorlerin

vertikal lifti, tam lifti ve horizontal lifti incelenmistir. 1-Formun, Vektér alaninin,
Tensor alanlarmin, Afin konneksiyonunun vertikal, tam, horizontal lifti ile ilgili

aciklamalar yapilip bu konular ile ilgili teoremler ispatlanmistir.

Ucgiincii  olarak Levi-Civita konneksiyonunun katsayilart hesaplanip, tam lifti
incelenmistir. Ricci tensoriiniin tam lifti incelenip, vertikal lift, tam lift ve horizontal lift
ile ilgili 6zellikler verilip ispat edilmisrir. Diagonal lift hakkinda bilgi verilip, Tanjant
ve Kotanjant demetde Sasaki metrigi incelenmistir. Simetrik afin konneksiyonunun tam

lifti ve Riemann genislemesi hakkinda bilgi verilmistir.
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