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ÖZET 

   Yüksek Lisans Tezi 

 

RĠEMANN VE SEMĠ-RĠEMANN MANĠFOLDLARINDA LĠFT PROBLEMLERĠ 

 

Serkan DOĞAN 

 

Atatürk Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Geometri Bilim Dalı 

 

DanıĢman: Prof. Dr. Arif SALĠMOV 

 

Sunulan tezde Riemann ve Semi-Riemann Manifoldlarında Lift problemleri incelendi. 

Manifold, Diferensiyellenebilir Manifold tanımları verilip konu ile ilğili kavramlar 

tanımlanmıĢtır.  Lie Türevi, Kovaryant Türev, Tanjant ve Kotanjant  Demet kavramları 

verilip (1,1) ve (0,2) tipli Tensörlerin Dikey, Yatay, Tam Liftleri incelenmiĢtir. Levi-

Civita Konneksiyonunun katsayıları ve Tam Lifti hakkında bilgi verilmiĢtir. Eğer 

0g  ise, H g  ve 
C g  metriklerinin Levi-Civita Konneksiyonunun aynı olduğu 

gösterildi. Ayrıca Tam Liftin Geodezikliği, Diagonal Lift, Ricci Tensörünün Tam Lifti, 

Tanjant ve Kotanjant Demetde Sasaki Metriği kavramları incelenmiĢtir. Ayrıca 

Kotanjant  demetde  Riemann geniĢlemesi formüllerine değinilmiĢtir. 

2016, 94 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Dikey Lift, Tam Lift, Yatay lift, Levi-Civita Konneksiyonu, 

Diagonal Lift, Tanjant Demet, Kotanjant Demet,  Sasaki Metriği. 
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ABSTRACT 

Master Thesis 

 

RIEMANNIAN AND SEMI-RIEMANNIAN MANIFOLDS LIFT PROBLEMS 

 

Serkan DOĞAN 

 

Atatürk University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Deparment of Mathematics 

Discipline of Geometry 

 

Supervisor: Prof. Dr. Arif SALĠMOV 

 

Lift problems in Rıemannıan and Semı-Rıemannıan Manıfolds were researched in 

presented thesis. Firstly, explanations of Manıfold, Differential form Manıfold were 

given; then concepts about the subject were described. Lie Derivate, Covariant 

Derivative, Tangent and Cotangent as Bundle concepts were given, then (1,1) and (0,2) 

type Tensors of Vertical and Horizontal Lifts were researched. Information about Levi-

Civita Connection multiples and Complete Lift. If  0,g   it shows that H g  and 
gC  

Metrics are the same with Levi-Civita Connections. Furthermore, definite lift‟s 

Geodesic, Diagonal Lift, Complete Lift of Ricci Tensor, Tangent, Cotangent and 

conceptions of Sasaki Metrics at Bundle. Were researched. Moreover, it was mentioned 

about extension of Rıemannıan at Cotangent Bundle. 

2016, 94 pages 

Keywords: Vector field, Complete Lift, Horizontal Lift, Levi-Civita Connection, 

Diagonal Lift, Tangent Bundle, Cotangent Bundle, Sasaki Metrics.  
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1. GĠRĠġ                

Geometrinin bir bölümü olan Diferensiyel Geometri Yüzey ve Eğrilerin Matematik 

Analizinin metodlarının incelenme yolunun seçilmesi ile ortaya çıkmaya baĢlamıĢtır. Bu 

tür incelemede önemli rolü, XVII. yüzyılda Descartes ve Fermat tarafından keĢfedilen 

koordinat metodu oynamaktadır. Leibniz‟in çalıĢmalarında ise Eğrilerin Teğeti, 

Eğrilerin kuĢatan eğrisi gibi Diferensiyel Geometri anlamları ortaya çıkmıĢtır. 

1827 yılında Gauss, “Yüzeylerin Eğrilği Hakkında Genel Ġncelemeler” adlı eserinde 

Yüzeylerin Geometrisi fikrini geliĢtirmiĢ ve Yüzeylerin tam eğriliğinin bir dahili 

Geometri problemi olduğunu göstermiĢtir. Lobachevski, Euclidean Geometrisinden 

baĢka diğer Geometrilerin olduğunu ispatlamıĢtır. Riemann, 1854 yılında Riemann 

Geometrisi denilen Geometriyi tanımlamıĢtır. Bu Geometriler XIX. yüzyılın ikinci 

yarısında yoğun olarak geliĢmiĢ, Mekanik ve Relativite teorisinde önemli uygulama 

alanları bulmuĢtur. 

Diferensiyel Geometride önemli bir kısım ise Grup Teorisidir. 1872 yılında Klein, 

Erlang projesinde Geometriyi sürekli dönüĢümler grubunun invaryantları teorisi olarak 

tanımlamıĢtır. Lie ise bu dönüĢümler grubunun teorisini Lie Grubu teorisi denecek 

seviyeye kadar geliĢtirmiĢtir. 

XX. yüzyılda Diferensiyel Geometride geliĢen metodlardan biri, Geometride lokal 

incelemeleden global incelemelere geçiĢ olmuĢtur. Bununla ilgili olarak, Topoloji ve 

Lie Grubu teorisinin metodları Diferensiyel Geometride önemli rol oynamıĢtır. Modern 

Diferensiyel Geometride, Klasik Diferensiyel Geometrinin esas inceleme konuları olan 

Eğri ve Yüzeyler üzerinde çeĢitli Geometrik yapıların verildiği n boyutlu 

Diferensiyellenebilen Manifold tarafından ikinci plana atılmıĢtır. Diferensiyel 

Geometride önemli rolü ise E. Cartan oynamıĢtır. 
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Diferensiyel Geometride önemli bir konu olan Riemann Manifoldda Tanjant demetlerin 

Diferensiyel Geometrisinin incelenmesi ilk olarak 1958 yılında Sasaki tarafından 

yapılmıĢtır. Daha sonra 1962 yılında Dombrowski, Tanjant Demet‟deki Geometrilerin 

geliĢmesinde katkıda bulunmuĢtur. 1965 yılında Yano ve Ledger, simetrik uzaylarda 

Tanjant Demeti tanımlamıĢlar ve Tanjant Demetle ilgili çalıĢmalarda bulunmuĢlardır. 

1966 yılında da Kandatu, Lineer olmayan Konneksiyona sahip bir Manifoldda Tanjant 

Demet‟i tanımlamıĢtır. 

1965 yılında Tanjant Demet‟te Liftler çalıĢılmaya baĢlanmıĢtır. Ġlk çalıĢma 1965 yılında 

Kobayashi ve Yano tarafından Tanjant Demet‟te Tensör Alanlarının ve 

Konneksiyonların Tam ve Dikey Liftleri olmuĢtur. 1967 yılında Yano and Ishihara  

Tanjant Demet‟te Konneksiyonların ve Tensör Alanlarının Yatay Liftleriyle ilgili 

çalıĢmalarda bulunmuĢturlar. 1970 yılında Moritimo Tanjant Demet‟te Tensör 

Alanlarının ve Konneksiyonların Liftleri hakkında çalıĢmalarda bulunmuĢtur. 

Sunulan bu tezde Manifold, Tensör, Riemann Manifoldu, SemĠ-Riemann Manifoldu, 

Afin Konneksiyon, Ricci Tensörü, Christoffel sembolü, Tanjant Demet, Kotanjant 

Demet  tanımlanmıĢtır. Fonksiyonun, 1-Formun, Vektör Alanının, Tensör Alanlarının 

ve Konneksiyonun Tam, Dikey ve Yatay Lifti ayrıntılı olarak incelenmiĢtir. Ġkinci 

kısımda buna bağlı olarak konuyla ilgili bazı kavramların tanımları verilmiĢtir. Tam 

Lift, Dikey Lift, Yatay Lift ile ilğili tanımlar kuramsal temeller adı altında verilmiĢtir. 

Üçüncü bölümde ise Tam Lift, Dikey Lift ve Yatay Lift ile ilgili bazı özellikler 

ispatlanmıĢtır. Ayrıca Tensör Alanlarının, Vektör Alanının ve Afin Konneksiyonun 

Tam Lifti, Dikey Lifti ve Yatay Lifti incelenmiĢtir. 

Dördüncü bölümde ise Tanjant Demetin Geodezikliği, Levi-Civita Konneksiyonu ve 

Ricci Tensörünün Tam Lifti, Sasaki Metriği, Diagonal Lift, simetrik Afin 

Konneksiyonun Tam Lifti ve Riemann geniĢlemesi incelenmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar      

Tanım 2.1.1: X  Hausdorff topolojik uzay olmak üzere herhangi U X    açık 

kümesinin nV R  bölgesinde 

:U V   

homeomorfizmine X  de n boyutlu koordinat sistemi veya harita, U ‟ya ise   

haritasının koordinat komĢuluğu veya koordinat bölgesi denir. Bazen harita  ,U   

Ģeklinde de gösterilir. Eğer x U  ise   

   1,..., n nx x x R    

olur. 1,..., nx x  reel sayılarına   haritasında x  noktasının koordinatları denir. 

Eğer X  Hausdorff topolojik uzayın n boyutlu 


 haritalarının U 
bölgeleri bu 

uzayı örterse, yani 

A

X U



  ( A indisler kümesi) 

ise 'X e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n boyutlu manifold denir 

(Salimov and Mağden 1999).         

Tanım 2.1.2: M topolojik uzayın her p  noktasının bir komĢuluğu nR  (veya açık alt 

kümesine) homeomorfik ise M ‟ye manifold denir. 
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Diferensiyellenebilir manifold kavramı en genel anlamda yerel olarak öklidyen uzaya 

denk olan topolojik bir uzaydır (ġahin 2015). 

Tanım 2.1.3: X Hausdorff topolojik uzay ve k N  ( N  doğal sayılar kümesi) olsun. 

AĢağıdaki Ģartları sağlayan   : ,U A U X       lokal haritalalar ailesine X  

üzerinde  kC sınıfından n boyutlu atlas denir. 

i.  Lokal haritaların U bölgesi 'X i örter, yani X , n boyutlu manifolddur. 

ii. Keyfi , A    için U U     ise 

   1 : U U U U               

dönüĢümü kC sınıfındandır. U U     ise bu durumda 
1

   
 dönüĢümü kC  

sınıfından olduğu kabul edilir. M  Hausdorff sayılabilir baza sahip olan topolojik uzay 

olsun. Eğer , M  üzerinde n boyutlu C yapısı verilmiĢ ise M  uzayına n boyutlu 

C sınıfından olan diferensiyellenebilir veya düzgün manifold denir ve 
nM  ile gösterilir 

(Salimov and Mağden 2008). 

Tanım 2.1.4: B , M topolojik uzayı içindeki m boyutlu koordinat sistemlerinin 

kümesinin bir alt kümesi olsun. B  kümesi aĢağıdaki iki önermeyi doğrularsa B   

kümesine,” M  topolojik uzayı üstünde m   boyutlu bir atlas” adı verilir. 

1) 'M nin her bir noktası, B  kümesinin en az bir elemanının tanım bölgesinde bulunur. 

2) B  içindeki her iki koordinat sistemi düzgün olarak örtüĢür (Sabuncuoğlu 2010). 

Tanım 2.1.5: B , M topolojik uzayı üstünde bir atlas olsun. B ‟nin elemanlarıyla düzgün 

örtüĢen her koordinat sistemi yine B ‟nin elemanı oluyorsa B ‟ye M üstünde bir tam 

atlas, denir.  
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M Hausdorff uzayı üstünde bir tam atlas varsa bu tam atlasla birlikte M ‟ye bir düzgün 

(diferensiyellenebilir) manifold, denir. M bir manifold ise bu manifold üstündeki tam 

atlasın boyutuna, M manifoldunun boyutu adı verilir. (Sabuncuoğlu 2010). 

Tanım  2.1.6: ,nM  C


sınıfından olan bir manifoldun  np M  noktasındaki tanjant 

uzay  p nT M  ve  bu uzayların birleĢimi de  
n

p n

p M

T M


 olsun. 

 :
n

n p n

p M

x M T M


  

dönüĢümü ve   :
n

p n n

p M

T M M


  doğal izdüĢümü için 

: :
nM n nx I M M   

özdeĢlik dönüĢümü olacak Ģekilde 

x  dönüĢümü varsa x ‟e 
nM  üzerinde vektör alanı denir. Vektör alanı tanjant 

uzaylarının birleĢimi yardımıyla tanımlanır (Hacısalihoğlu 1993). 

Tanım  2.1.7: 
nM  manifoldu üzerinde  1

0 nT M vektör alanlarının modülü olmak üzere,  

       1 1 1

0 0 0, :X n n nY X Y T M T M T M     

dönüĢümü  

i.  ,fX gY X YZ f Z g Z       , nf g F M    

ii.      Z Z ZfX gY Zf X f X Zg Y g Y          



6 

 

Ģartlarnı sağlıyorsa  ‟ya afin konneksiyon denir. Burada 

   1 1

0 0:X n nT M T M   

dönüĢümüne kovaryant differensiyellenme denir. 

Lokal koordinatlarda nx U M   olmak üzere    1,..., nx x x   olsun. 

i
X

X i



    olmak üzere, 

                   ,k

i ijj kx x

  
   

  
   1,...,k k n

ij ij x x                     (2.1) 

yazılır. Diğer taraftan 'x U  olacak Ģekilde    
' '1 ,..., nx x x   koordinat komĢuluğunu 

alalım. Burada  

                       ' ,
i

i

x





    
.

. . .

. .j k

k

i i j

x x

  
   
  
 

                                         (2.2)                                                                               

olur. ''

i

ii i
A

x x

 


 
 olduğundan ve kovaryant türevin özelliğinden dolayı 

                          '

'

' 'i
i ix

i

i i jj
A

A xx




    
     

  
                                               (2.3) 

yazılır. Ayrıca 

                                             '' '

j
j

jj j j j

x
A

x x x x
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olduğundan bu ifade  (2.3) denkleminde kullanılırsa; 

2

' ' ' ' ' ' '

i j i j i j
k

i iji j j i j i i j j k

x x x x x x

x x x x x x x x x x

           
      

            
 

      
2

' '

' '' ' ' '

j
k i j k k

j i j ij kj i k k

x
A A A A

x x x x

   
   

    
 

 bulunur. (2.3) eĢitliğinden 

                  
2

' ' '

' ' ' ' ' '

j
k k i j k k

i j k i j ij k j i

x
A A A A

x x


   

 
                                           (2.4) 

yazılır. 

Bu kurala göre dönüĢen 3n  sayıdaki k

ij sayılarına afin konneksiyon katsayıları denir. 

Bazen afin konneksiyon yerine bu katsayılar kullanılır. 

   i
i

j i j

x j i jx
y y x y


       

i k i j k

i k ij kx y x y       

                                                      i k k j

i ij kx y y     

Ģeklinde lokal koordinatlarda yazarız. Buradan  

                           k k k j

i i ijy y y                                                    (2.5) 
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olur. Buradan yukarıdaki eĢitlik 
idu ile çarpılırsa, 

                                i k k k i j

i ijdu y dy du y                                    (2.6)                                            

olarak yazılır. Buradan k i k

iy du y   ve k k i

j ijw du   ile gösterilirse, 

                                      k k k j

jy dy w y                                               (2.7) 

olur. (2.7)  denklemine du  yönünde kovaryant türev denir. Bu kovaryant türev vektör 

alanını öteler. Eğer 0ky   ise vektör alanına paralel vektör alanı denir. k

kf w y

fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer 0df  ise 
kw vektör alanı paralel olur. 0df   

eĢitliği kullanılarak 'f nin türevi alınırsa; 

k k

k kdf y y     

 0 k k k j

k k jy dy y      

 k k k j

k k k jy d y y        

olur. Buradan  

j

k k j kd      

olarak bulunur. Böylece  

                                     j

i k i k ik j                                             (2.8) 
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elde edilir. 

k k k j

i i ijy y y     ve j

j k i k ik j       

(2.5) ve (2.8) eĢitlikleri yardımıyla tensörlerin kovaryant türevi 

1,..., 1,..., 1,..., ,..., 1,...,

1,...., 1,..., ,...,1,...., 1,...,
1 1

p p m p p

j j j q m qj qq

p q
i i i i i i i ii m

k k km j j kj j jt t t t



  

                                        (2.9) 

denklemleriyle verilir (Kobayashi and Nomızu 1963).  

Tanım 2.1.8: 
nM n  boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. np M  noktasındaki 

kotanjant  uzay  *

p nT M  ve bu uzayların birleĢimi de  *

n

p n

p M

T M


olsun. 

 *:
n

n p n

p M

M T M


  

dönüĢümü ve      *:
n

p n n

p M

T M M


  doğal izdüĢümü için 

: :
nM n nI M M    

özdeĢlik dönüĢümü olacak Ģekilde  

   dönüĢümü varsa   dönüĢümüne 
nM  üzerinde 1-form denir (Hacısalihoğlu 

1993). 



10 

 

Tanım  2.1.9: 
nM  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde X  vektör alanı olmak üzere 

X  vektör  alanı için aĢağıdaki Ģartları sağlayan XL  operatörüne  Lie türevi  denir 

(Kobayashi and Nomızu 1963). 

i.  ' ' ',X X XL K K L K K K L K       ', nK K T M    

ii.    0

0,X n nL f Xf f T M F M     

iii. X XL df dL f   

iv.  ,XL Y X Y   

Tanım 2.1.10: 
nB  vektör uzayında tayin edilmiĢ  z x  vektör değiĢkenli reel 

değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer , nx y B   ve , R    için 

     x y x y        

Ģartı sağlanırsa  z x  fonksiyonuna lineer fonksiyon denir. Bu durumda : nB R   

dönüĢümüne lineer operatör de denir.  z x  değerine  operatörünün x  vektörü 

üzerindeki izi denir. 
nB  vektör uzayının bütün lineer operatörlerinin oluĢturduğu *

nB  

vektör uzayına 
nB uzayının dual uzayı denir (Bishop and Goldberg 1968). 

2.2. Tensör Alanları 

Tanım  2.2.1: ,j nx B 1,...,j q vektör  ve 
*, 1,...,

i

nB i p    kovektör  değiĢkenlerinin 

1 2

1 2, ,..., , , ,...,
p

qt x x x   
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reel değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. , R    olmak üzere birinci vektör 

değiĢkenlerine göre lineerlik Ģartı 

1 2 1 2 1 2

2 2 2, ,..., , , ,..., , ,..., , , ,..., , ,..., , , ,...,
p p p

q q qt x y x x t x x x t y x x            
     

       
     

 

olmak üzere bu fonksiyon her bir değiĢkene göre lineerlik Ģartını sağlarsa, bu 

fonksiyona multilineer  fonksiyon  denir. 

nB  bir vektör uzay olsun. 
1 2

1 2, ,..., , , ,...,
p

qt x x x   
 

  
 

 multilineer fonksiyona karĢılık 

gelen  

: ... ...n n n nt B B B B R        

reel değerli operatörüne 
nB  uzayında p  dereceden kontravaryant, q  dereceden 

kovaryant tensör adı verilir (Bishop and Goldberg 1968). 

Tanım  2.2.2: 
nE M  olmak üzere   : r

s nT E T M Ģeklindeki fonksiyona  ,r s tipli 

bir T tensör alanı denir. Burada her m E  için    r

s nT m T M  Ģeklindedir (Bishop 

and Goldberg 1968). 

Tanım 2.2.3: 
nA afin konneksiyonlu uzayda  1 2, ,..., nf f u u u  diferensiyellenebilir 

fonksiyonların oluĢturduğu alana (skaler alan) bakalım. Bu fonksiyonun tam 

diferensiyeli, yani i

idf fdu   ifadesi, koordinatların dönüĢümü halinde invaryant kalır 

ve df  fonksiyonun 
idu vektörünün lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona 

karĢılık gelen kovektörün koordinatları 
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                                           i iV f                                                          (2.10) 

olur. Bu vektöre f alanının gradienti denir. f fonksiyonuna ise bu kovektör alanının 

potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi iV  vektörünün skaler alanın gradienti olması için 

gerek ve yeter Ģart 

                                             0
j i
V                                                        (2.11)                          

olmasıdır. iV  gradient kovektörünün kovaryant türevini alırsak; 

                                     k

j i j i ji kV V V                                                 (2.12) 

olur. (2.12)  denkleminden j ve i indislerine göre alterneleĢtirme iĢlemi yapılır ve (2.11) 

eĢitliği kullanılırsa; 

                                                
k

ij kj i
V S V                                               (2.13)

     

yazılır. Burada 

                                                   
k k

ij ij
S                                     (2.14)    

      

biçimindedir. (2.13) denkleminin sağ tarafındaki kV keyfi kovektör, sol tarafındaki 

kovaryant türev ise (0,2) tipli tensör olduğuna göre k

ijS aĢağı indislerine göre 

antisimetrik olan (1,2) tipli tensör tayin eder. (2.14)  tensörüne 
nA uzayının burulma 

tensörü denir. 
nA manifoldundan alınmıĢ keyfi ,X Y vektör alanları için burulma 

tensörünün  invaryant  formda yazılıĢı ise 
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                 , ,X YS X Y Y X X Y                                                  (2.15) 

biçimindedir. 

( , )M g bir Riemann manifoldu, ∇’de M üzerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. 

R : ( ) ( ) ( ) ( )n n n nT M T M T M T M    

                                            ,
, X Y Y X X Y

R X Y Z Z Z Z      

ile tanımlanan R fonksiyonu M  üzerinde (1,3) tipinde tensör alanıdır. Bu tensör 'M nin 

Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır. 

i i i i m i m

rsk r sk s rk rm sk sm rkR           

 

 

Ģeklinde ifade edilir. 

∀  ∈  nT M için ( , , , ) ( ( , ) , )K X Y Z g R X Y Z   tensörüne de 'M nin Riemann-

Christoffel eğrilik tensörü adı verilir. 

, , , ( )nX Y Z T M  için Riemann eğrilik tensörü aĢağıdaki özelliklere sahiptir (O‟Neill 

1983). 

i.      , , ,R X Y Z R Y X Z    

   2 i i m

k kr s sr m
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ii.       , , , , ,g R X Y V g R X Y V     

iii.      , , , 0,R X Y Z R Y Z X R Z X Y     

iv.      , , , , ,g R X Y V g R V X Y   

Keyfi v vektörünün kovaryant türevi i i i m

s s smv v v    biçimindedir. (1,1) tipli 

tensörün kovaryant türevini hesaplayalım: 

i i i m m i

r s r s rm s rs mv v v v          

   i i k i m m k m i

r s sk rm s sk rs mv v v v v          

2 i i k i k i m k m i

rs r sk sk r rm sk rs mv v v v v           

son eĢitliğin her iki tarafını ,r s  indislerine göre alterneleĢtirme iĢlemi yaparsak; 

                                        2 2i i k k i

rsk rs kr s
v R v S v                               (2.16) 

denklemini elde ederiz.  (2.16)  denkleminin sol tarafındaki terim ve sağ tarafındaki 

ikinci terim tensör olduklarından ve 
iv keyfi vektör olduğundan i

rskR ifadesi (1,3) tipli 

tensördür. Bu tensöre 
nA uzayının eğrilik tensörü veya Riemann –Christoffel tensörü 

denir. 

(2.16)  formülüne benzer olarak aĢağıdaki formülleri yazarız.  

                                                 
 

2 2
r s

m m

k rsk m rs m kw R w S w                                   (2.17) 
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2 2
r s

j j m m j k j

i rsm i rsi m rs k iR R S                                  (2.18)              

 
1 2 1 1 11 1

1 1 1 1 2 1 1

,..., , ,..., ,..., ,..., ,...,,...,

,..., ,..., ,..., , ,..., ,..., ,...,2 ... ... 2p p p p p p

q q q q q qr s

i i m i i i i i i i i ii i m m m k

j j rsm j j rsm j j rsj m j j rsj j m rs j jt R t R t R t R t S t          (2.19) 

(2.18) formülüne bazen j

i afinorunun Ricci özdeĢliği de denir (Salimov 2013). 

Tanım  2.2.4: Riemann manifoldu üzerinde 0k ijg   Ģartını sağlayan burulmasız lineer 

konneksiyona Riemann konneksiyonu denir. Riemann konneksiyon 

1
( )

2

k ks

ij i sj j is s ijg g g g       

Ģeklinde ifade edilir (Salimov and Mağden 2008). 

Tanım  2.2.5: i

lksR eğrilik tensöründe i ile l  aynı alınarak (kontraksiyon yapılarak) elde 

edilen 

l

ks lksR R  

tensörüne Ricci tensörü denir (Kobayashi and Nomızu 1963). 

2.3. Riemann ve Semi-Riemann Manifoldu 

Tanım 2.3.1: 
nM diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde  0,2  tipli, simetrik ve 

regüler ijg  esas tensör alanı verilmiĢse  , 'nM g ye Riemann manifoldu denir.Riemann 

metriği pozitif tanımlıdır. Yani 0'ijdetg   dır. Eğer 0ijdetg   ise manifolda Semi-

Riemann (Pseudo Riemann) manifoldu denir. 
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Riemann manifoldu üzerinde   konneksiyonu verilmiĢ olsun. Eğer 0g   Ģartını 

sağlarsa ' ya Riemann konneksiyonu (veya Levi-Civita) denir. Bu Ģartı sağlayan 

burulmasız  konneksiyon  tektir. 
k

ij sembolüne Christoffel sembolü denir ve   'k k

ij ij 

dır. Riemann konneksiyonuyla Christoffel sembolü çakıĢıktır (Salimov and Mağden 

2008). 

Tanım  2.3.2: 
nM bir Riemann manifoldu ve 

nM  üzerinde bir Riemann konneksiyonu 

  olsun.  

 , , nX Y Z T M   ve  ,f C M R   için   Riemann konneksiyonu 

i.      ,X X XY Z Y Z      

ii.     ,X Z X ZY Y Y     

iii.  ,fX XY f Y     

iv.      ,X XfY X f Y f Y     

v.    , ,X YY X X Y    

vi .  , , , ,Z ZZ X Y X Y X Y         

özelliklerini sağlar (Hacısalihoğlu 2003). 

Tanım 2.3.3: i. ( , ) ( , ),g X Y g Y X   1

0, nX Y T M    

                      ii.  , 0,g X X    1

0 nX T M   ve  , 0 0g X X X     

Ģartlarını sağlayan  (0,2) tipli g tensör alanına Riemann metriği denir. 
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g Riemann metriğine sahip 
nM  manifolduna Riemann manifoldu denir. 'nM de 

 1 2, ,..., nx x x  lokal koordinat sistemi verilmiĢ olsun. Bu lokal koordinatlara göre, g‟nin 

ijg  bileĢenleri 

, ,
i j

ij

x x

g g
  

  
   

 , 1,...,i j n   

ile verilir. 'ijg ye g‟nin kovaryant bileĢenleri denir. g‟nin 
ijg kontravaryant bileĢenleri 

 , ,ij i jg g dx dx  , 1,...,i j n   

ile tanımlanır (Kobayashi and Nomızu 1963). 

Tanım 2.3.4: Burulmasız 
nM  uzayında 

1 2, ,..., nV V V  vektörlerinin paralel taĢınması 

durumunda V hacmi korunuyorsa bu tür uzaylara eĢ-afin uzay denir. Bu uzayın 

konneksiyonuna da eĢ-afin konneksiyon denir (Yano ve Ishihara 1973). 

Tanım 2.3.5: Bir metrik uzayda ijg esas tensörü regüler ise yani ( ) 0ijDet g  ise bu tür 

uzaylara weyl uzayı  denir (Yano and Ishihara 1973). 

( ) 0ijDet g   ise 
ijg tersi de vardır. Bu matrislerin tersi özelliğine göre 

ij i

jk kg g   

Ģartı verilmiĢ olur. Böylece weyl uzayı, burulmasız uzayda esas tensörün simetrik ve 

regüler verilmesi ile karakterize olunur. Weyl uzayındaki weyl konneksiyonu  

                                            k k r r rk

ij ij i j j i k ijw w w g g       
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Ģeklindedir. Burada i  uzayın ek kovektörüdür. Weyl uzayı aslında bir Riemann 

uzayıdır sadece konneksiyonları farklıdır. 

Tanım  2.3.6: EĢ-afin weyl uzayına Riemann uzay denir (Yano and Ishihara 1973). 

Riemann uzayı bir metrik uzaydır. 
nM manifoldu üzerinde 

ijg tensörü verilmiĢ olsun. Bu 

uzayda 0k ijg   Ģartını sağlayan burulmasız tek bir  k k

ij ij g
  konneksiyonu vardır ve  

   
1

2

k k kr

ij ij i rj j ri r ijg
g g g g       

ile gösterilir. 

2.4. Tanjant Demet 

,nM  C  sınıfından n boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve 
nM manifoldunun  

p  noktasındaki tanjant uzay  p nT M  olmak üzere  

                                  
n

n p n

p M

T M T M


                                              (2.20) 

ile tanımlanan  nT M  kümesine tanjant demet denir. 

  'nT M nin herhangi bir  p np T M  noktası için 
nM  manifoldu üzerindeki  nT M  

tabii demet yapısını tanımlayalım  : n nT M M  demet izdüĢümü p p  karĢılık 

getirir. Yani  p p   olur.    1

p np p T M     kümesine 
nM temel uzayının p

noktasındaki fibre denir. Doğal olarak burada  : n nf M T M kesiti bulunur. 
nM

manifoldunun  keyfi p noktasındaki ( ),f p   p nT M ‟nin sıfır vektörüdür. Bu f  
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kesitine veya   'nf M nin görüntüsüne sıfır kesit denir.  nf M  sıfır kesiti 
nM temel 

uzayı ile aynıdır ve bu nedenle 
nM  manifoldunun kendisi   'nT M de 

differensiyellenebilir imbedding olmuĢ (içine daldırılmıĢ) altmanifolddur. 

  ,hx U koordinat komĢuluğunda lokal koordinatlar olmak üzere 
nM  baz uzayı  ; hU x

koordinat komĢuluk sistemiyle örtülmüĢ olsun.    1

nU T M   açık kümesi için 

1 : n

nU M U R     dönüĢümünü diferensiyellenebilir bir homeomorfizm olur. 

Burada nR , R  üzerindeki n-boyutlu vektör uzayıdır.   ( )p np T M p U   noktası 

 ,p X  sıralı çifti ile gösterilir ve nX R  vektörünün bileĢenleri  p nT M  tanjant 

uzayında  h h hx

 
   

 
doğal bazına 'p nin     , 1,..., 2h hy x h n n    kartezyen 

koordinatları ile verilir. U komĢuluğunda   'p p nin koordinatları  hx  1,...,h n  

ile gösterilirse p  noktası uygun    1,h hx x p U    ile verilmiĢ olur. Biz 

   1

nU T M    açık kümesinde  ,h hx x  lokal koordinatlar sistemi elde ederiz. 

Buradan  ,h hx x „ya  hx  „dan indirgenmiĢ (elde edilmiĢ)  1 'U  da koordinatlar 

denir. 

nM  manifoldunun  p p  noktasını ihtiva eden diğer bir koordinat komĢuluğu  

 
'

', hU x ise  1 'U   koordinat komĢuluğu p noktasını ihtiva eder.  1 'U  ya göre 'p

nin  indirgenmiĢ koordinatları  
' '

,h hx y  ile verilecektir. Burada 

                                           

 
' '

'

,

,

h h h

h h

h

x x x

y y
x

 

 




                                           ( 2 .21) 
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olarak verilir.  
'

,h hx x p  noktasındaki 1 2, ,..., nx x x  değiĢkenlerinin C
sınıfından olan 

diferensiyellenebilir fonksiyonlarıdır. 
' '

,h h h hx y x y  ile gösterirsek (2.21) denklemi 

                                     
' '

,p p px x x                                                       (2.22) 

olarak yazılır. (2.21) denkleminin Jacobiyeni  

                          

'

'

' '2

0h

p

h h
p

h j h

x
x

x xx
x x x

 
  

     
   

                                                 (2.23) 

matrisi ile verilir. (2.21) denkleminin tersi ise  

                                   

 
'

'

'

,

,

h h h

h
h h

h

x x x

x
y y

x

 

 
 



                                                      (2.24)          

veya 

                                       
'p p px x x                                                      (2.25) 

olarak yazılır. (2.24) denkleminin Jacobiyeni 

                               

'

'

' ' '

2

0
h

p h

h hp

h i h

x

x x

x xx

x x x

 
 

    
   
 
   

                                       (2.26)                        

matrisi ile verilir. 
nM  manifoldu üzerindeki C

sınıfından  ,r s tipli tüm tensör 

alanlarının kümesinin  r

s nT M  ve 
nM „deki tüm tensör  alanlarının kümesini ise 
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, 0

r

n s n

r s

T M T M




   ile göstereceğiz. Benzer olarak  nT M tanjant demetindeki 

tensör alanlarının kümelerini ise sırasıyla   r

s nT T M  ve   nT T M  olarak 

göstereceğiz (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.1. Fonksiyonun dikey lifti 

,f 'nM de bir fonksiyon olsun.  nT M  tanjant demette   :V

nf M R   fonksiyonuna 

bakalım.  

: nf M R  ve  : n nT M M   olmak üzere, 

,V f f     :V

nf M R   fonksiyonuna f  fonksiyonunun  dikey lifti denir. 

 1p U  ,    , ,i i i ip x y x x   

koordinatlarına sahiptir. 

         ,V Vf p f x y f p f p f x     

olduğundan  V f p  değeri fibre boyunca sabittir denir ve  1

np p M    

noktasındaki  f p  değerine eĢit olur (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.2. Vektör alanının dikey lifti  

  1

0 nX T T M  alalım.  0

0 nf T M   için 0vX f   ise buradaki 'X e dikey vektör 

alanı denir. 'X nin lokal koordinatlarda bileĢenleri 

h

h

X

X

 
  
 

 olsun. 
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0v i i

i i
X f X f X f      

buradanda 

0iX     0iX   

bulunur. 

, 'nX M de bir vektör alanı olsun.   'nT M de i

iıw w dx olmak üzere 

    V VX ı X   ile V X  bir vektör alanıdır. Bu vektör alanına 
nM ‟den  nT M ‟ye 

X vektör alanının dikey lifti denir. ġimdi V X  dikey liftinin bileĢenlerini bulalım: 

                                                            j i

j iX X   

                                                               i

iı y    

olduğundan dolayı   

   V j i V j i j

j i i jj
X y X y X       

,V i V j j

i j jX X X     0V jX    

eĢitliklerinden  

j i

j iX X   

elde edilir. 
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Buradanda 

j jX X  

eĢitliğinden 

                                            
0

V

j
X

X

 
  
 

                                                  (2.27) 

Ģeklinde bulunur.  (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.3. Dikey vektör alanı  

i

iX X  ,  i  
nM  üzerinde doğal çatı olmak üzere, 

i

iXf X f  , i

iX   i i

i i
X X X     

olup 

0 0v i v i v

i i
X f X f X f       

elde edilir. 

   0i

ii

X

XX
X    vektörleri dik olup bu tip vektör alanlarına dikey vektör alanı denir. 

 1

0 nX T M  olmak üzere X  vektör alanının tanjant demette dikey lifti  

( ) ( ( ))V VX ı X   
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Ģeklinde tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.4. 1-Formun dikey lifti 

  0

1 nT T M  olmak üzere  1

0 ,nX T M    0V X   eĢitliğini sağlayan w  1-

formuna   'nT M de dikey 1-form denir.   lokal koordinatları  ,i i
   olsun. 

  0V X   eĢitliğinden  

0V i V i

i i
X X    

0,V iX   V i iX X  

olduğundan dolayı 

0i

i
X   

0
i

   

   , ,0i ii
    

olur. 

 0

1 nT M  1-formunun 
V  dikey liftini tanımlayalım. 

                    
VVV i i

i idx dx                                                         (2.28)       
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                  V V i V V i

i i
dx dx                                                           (2.29)       

    

(2.28) ve (2.29)‟dan 

                                         V V i V V i i

i ii
dx dx dx     

elde edilir.Buradan  

                                         0
V

V i V V i

i i i
dx dx      

                                              V

i i  ,   0V

i
   

                                   ,0V

i                                                    (2.30) 

elde edilir. Sonuç olarak; 

                                                      0V V X   

olur (Yano and Ishihara 1973). 

 2.4.5. Tensör alanlarının dikey lifti 

    0 0

0 0:V

n nT M T T M  dönüĢümü 

 0

0, na b T M  olmak üzere,   
V V Vaf bg a f b g   ve  

V V Vfg f g  iĢlemleri ile bir 

izomorfizmdir. 

    :V

n nT M T T M  izomorfizmine bakalım. 
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                                                     V V VP Q P Q    

                                          ,a b R ,   
V V VaP bQ a P b Q     

iĢlemleriyle dikey lift tanımlanır. 

  1

P

q nS T M tensörünü alalm. Bu tensörü koordinatlarla yazarsak; 

1

1 1

,...,

, ,..., ... ...p q

q p

i i sI

l s s i iS S dx dx        

Ģeklinde olur. X vektör alanı olmak üzere   operatörü 

1

1 1

,...,

, ,..., ... ...p q

q p

i i sI l

x l s s i i
S X S dx dx                                                (2.31) 

1

1 1

,...,

, ,..., ... ...p q

q p

i i sl l

l s s i i
S y S dx dx                                             (2.32) 

olarak tanımlanır. 

Buradan da  
V

x xS S   yazılabilir. (2.30) ve (2.31)‟den  1

0 nX T M  ve  1

1 nF T M  

olmak üzere lokal koordinatlarda 

               
0

x i h

i

F
x F


 

  
 

, 
0
i h

i

F
y F


 

  
 

                                       (2.33) 

Ģeklinde yazılır (Yano and Ishihara 1973). 
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2.4.5.a.  (1,1) tipli tensörün dikey lifti 

f   1

1 nT M  olmak üzere,   

 
V V Vp q p q    ,  

V V Vp q p q    

eĢitliklerinden 

i j

j if f dx    ,  
V

V i j

jf f dx   

   
V V

i j V i V V j i j

j i j i j i
f dx f dx f dx          

olduğundan 

                                                                
0 0

0

V

j

i

f
f

 
  
 

                                            (2.34) 

elde edilir  (Yano and Ishihara 1973).    

2.4.5.b.  (0,2) tipli tensörün dikey lifti 

 0

2 ,nG T M
i j

ijG G dx dx  olmak üzere, 

                       
V V V VV

V i j i j i j

ij ij ijG G dx dx G dx dx G dx dx       

olarak bulunur. 
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V V i j V i j V i j V i j

ij ij ij ij
G G dx dx G dx dx G dx dx G dx dx         

olduğundan 

                                                   
0

0 0

V V

ij ij ijV

V V

ij ij

G G G
G

G G

   
     

  

                               (2.35) 

elde edilir (Yano and Ishihara 1973).      

Önerme 2.4.1:   '
VV CX f Xf  dir. 

Ġspat :    V C V i s V i s

i s si
X f X Y f X Y f

         

                           i s

i sX f  = s

sX f =    
V

Xf Xf   (2.36) 

2.4.6. Fonksiyonun tam lifti 

 0

0 nf T M  olmak üzere   'nT M de   s c

sı df y f f f      buradaki 
c f

fonksiyonuna f fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir (Yano ve Ishihara  1973). 

2.4.7. Vektör alanının tam lifti 

 1

0 nX T M  olsun.  
CC CX f Xf  ile tanımlanan 'C X ye, X vektör alanının tam lifti 

denir. ġimdi 
C i

C

C i

X
X

X

 
  
 

 bileĢenlerini bulalım: 

 C i C C i C s i

i s ii
X f X f y X f       
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     C i s C i s s i s i

i s s s i s ii
X y f X y f y X f y X f            

,C i iX X  C i s i

sX y X   

buradanda 

                                       

i

C

s i

s

X
X

y X

 
  

 
                                                (2.37) 

olur (Yano and Ishihara  1973). 

2.4.8. 1-Formun tam lifti 

 0

1 nT M  verilmiĢ olsun.   0

1

C

nT T M  olmak üzere,     
CC C X X 

Ģartını sağlıyorsa 
C ‟ye ' nin tam lifti denir. ġimdi   0

1

C

nT T M  1-formunun 

bileĢenlerini bulalım: 

   
C

C C i C C i i s i

i i s ii
X X X y X        

                                 C i C s i s i s i

i s s i i si
X y X y X y X          

,C s C

i s i ii
y       

olup 

                                         ,C s

s i iy                                                (2.38)         

Ģeklinde olur (Yano and Ishihara 1973). 
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2.4.9. Tensör alanlarının tam lifti 

 p

q np T M keyfi tipli tensörleri inceleyelim. 

   0

0, ; ,
C C C

nf g T M f g f g       
C V C C Vfg f g f g    

     1

0, ; ,
C CC C C V V C

nX Y T M X Y X Y fX f X f X        

     0

1 2 1 1 2 1 2, ; ,
C CC C C V V C

nT M fw f f               

eĢitlikleri ile 

    

    

    

0 0

0 0

1 1

0 0

0 0

1 1

:

:

:

C

n n

C

n n

C

n n

T M T T M

T M T T M

T M T T M







 

dönüĢümlerinin her biri birer izomorfizmdir. 

keyfi  tipli tensörün tam lifti aĢağıdaki özelliklere sahiptir. 

 

 

C C C

C C V V C

P Q P Q

P Q P Q P Q

  

    

                                                                      

2.4.9.a.  (1,1) tipli tensörün tam lifti  

 1

1 nF T M  tensör alanlarının tam lifti 
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F 
j i

i jF dx   

olmak üzere, 

            
C C V V

C j i j i j C i

i j i j i jF F dx F dx F d dx         

       
C V V V

j V j C V i j C i

i j i j i jF F dx F dx        
  

 

      s j j i j i

s i i j ij j
y F F dx F dx            

=
s j i j i j i

s i j i j i jy F dx F dx F dx          

          
0j

C i

s j j

s i i

F
F

y F F

 
  

 
                                            (2.39) 

elde edilir. 

2.4.9.b.  (0,2) tipli tensörün tam lifti 

 0

2 nG T M , 
i j

ijG G dx dx  olmak üzere, 

 
C

C i j

ijG G dx dx   

                                          
C V V C

C i j i j

ij ijG G dx dx G dx dx     

           C V i V C i V j V V i C j

ij ij ijG dx G dx dx G dx dx      
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s i i j i j

s ij ij ijy G dx G dx dx G dx dx            

s i j i j i j

s ij ij ijy G dx dx G dx dx G dx dx        

        
0

s

s ij ijC

ij

y G G
G

G

 
   
 

   (2.40) 

Ģeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.10. Kovaryant diferensiyellemenin dikey ve tam lifti 

,  'nM de bir afin konneksiyon ve 'x de  1

0 nX T M elemanına göre 'nM de 

kovaryant  türev olsun. 'nM de X ve ' nın lokal koordinatlarına göre bileĢenleri 

                                                    ,h j h

X jiX X    

Ģeklindedir. V

X  ve C

X indirgenmiĢ koordinatlara göre bileĢenleri 

                  
0

V

X hX

 
   

 
, 

h

C

X j i h

ji

X

X y

 
      

                                       (2.41) 

Ģeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.11. Afin konneksiyonun tam lifti  

,nM  afin konneksiyonuna sahip n boyutlu bir manifold olsun.  1

0, nX Y T M  için 
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X

CC C

C XY Y                                         (2.42) 

Ģeklinde tanımlanan   'nT M de tek bir 
C  afin konneksiyonu vardır.  'nM de  hx lokal 

koordinatlarla ' nın koordinatları  ,H

JI   'nT M de  ,h hx y  lokal koordinatlarla 'C

nın koordinatları C H

JI olsun. 'C nın katsayılarını bulalım: 

                      C j C h C h C i C h C i C j C h C h C i C h C i

j ji ji j ji ji
X Y Y Y X Y Y Y             

                                                              j h h i

j jiX Y Y                                         (2.43) 

olur. Diğer taraftan 

                     C j C h C h C i C h C i C j C h C h C i C h C i

j ji ji j ji ji
X Y Y Y X Y Y Y             

                                                               s j h h i

s j jiy X Y Y                               (2.44) 

elde edilir. 

(2.43) ve (2.44) denklemlerinden  

, 0, 0, 0, , , , 0C h h C h C h C h C h h C h h C h h C h

ji ji ji ji ji jiji ji ji ji ji ji
                          (2.45) 

olur. (2.42) ve (2.45) eĢitlikleri vasıtasıyla, 'C H

JI nın   'nT M de bir afin konneksiyon 

tanımladığını söyleyebiliriz. Bu afin konneksiyona ' nın tam lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 
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2.4.12. Fonksiyonun ve vektör alanının yatay lifti 

 0

0 nf T M  fonksiyonunu alalım. , 'nM de bir afin konneksiyon ise f

fonksiyonunun gradientini f Ģeklinde yazabiliriz. Ayrıca (2.32)‟de tanımlanan 

operatörü için  

                                     s

sf f y f                                                          (2.46) 

eĢitliği vardır.  0

0 nf T M  fonksiyonun yatay lifti, 

                                                        H Cf f f    

Ģeklinde tanımlanır (Yano ve Ishihara 1973). 

C s

sf y f   ve (2.41) eĢitliklerinden  

                                                      H Cf f f    

                                                     H s s

s sf y f y f     

                                 0H f                                                    (2.47)                                                          

olur. Benzer bir yolla  1

0 'nX T M nin yatay liftini bulabiliriz. 'X in yatay liftini  

                                H CX X X                         (2.48) 
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Ģeklinde tanımlanır.   'nT M de  X X     eĢitliği vardır. 'X in ve ' nın 'nM deki 

lokal koordinatları sırasıyla hX  ve 'h

ji  dır. C X ve 'X in   'nT M de indirgenmiĢ 

koordinatlardaki  koordinatları 

                    
0

s h

s

X
y X


 

   
 

 ve 

h

C

s h

s

X
X

y X

 
  

 
                (2.49) 

Ģeklindedir. Buradaki ,h

s X  'hX ın kovaryant türevidir ve  

h h h i

s s siX X X     

Ģeklindedir. ġimdi X vektör alanının yatay liftini bulalım. (2.44) ve (2.45)‟den 

                                    
0h

H

s hs h
ss

X
X

y Xy X

   
    

   
 

                  

H h h h

H

s h s h s h s h s h mH h
s s s s sm

X X X
X

y X y X y X y X y XX

     
                    

 

                            

h h

H

s h m h m

sm m

X X
X

y X X

   
    

     
           (2.50) 

bulunur. X vektör alanının yatay lifti bir projectable (izdüĢümsel) vektör alanıdır. 

 np T M  noktasında 'H X in değeri yalnızca   np p M   noktasında X vektör 

alanının değeri verilerek tanımlanabilir. (2.48) ile (2.50) karĢılaĢtırırsak, herhangi bir  

 1

0 nX T M için 



36 

 

 
C

H

xX    

eĢitliğini elde ederiz. Buradaki   ,
C

x  'x in tam liftidir ve  1

0, nX Y T M  için 

                                          ,x yY X X Y                (2.51) 

Ģeklinde tanımlıdır. 

(2.50)‟den, herhangi bir  1

0 nX T M vektör alanının  H X  yatay lifti  

                                                             h h h j i

jiy dy dx y    

eĢitliğiyle tanımlanan   'nT M de D dağılımına sahiptir, buradaki h h

ji ij    koordinatları 

(2.51) ile tanımlanan ' nın koordinatlarıdır. D dağılımı yatay dağılım olarak  

adlandırılır. Eğer   'nT M  deki X  vektör alanı bir D  dağılımına sahip ise, X vektör 

alanına yatay vektör alanı denir (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.13. 1-Formun yatay lifti 

,  konneksiyonuna sahip 'nM de 1-form  olsun.  

' nin yatay lifti 

                              H C

                                                         (2.52)     

Ģeklinde tanımlanır. Burada  
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                         , ,C

i i      ,0s

s iy                                              (2.53) 

eĢitlikleri vardır. ,s i  'i nin kovaryant türevidir ve  

                                    h

s i s i ji h                                                             (2.54) 

Ģeklindedir. (2.52), (2.53) ve (2.54) ifadelerini kullanarak, indirgenmiĢ koordinatlarda 

'H nin bileĢenlerini bulalım: 

     , , ,0H H H C s s

i s i i s ii
y y               

   , ,0s s s h

s i i s i si hy y y          

                              ,s s s h

s i s i si h iy y y          

                             ,h

i h i         (2.55) 

olur (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.14. Yatay 1-form alanı 

 1-formunu ve  1

0 nX T M  vektör alanını alalım. Eğer   0H X   ise ' ya yatay 1-

form alanı denir (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.15. Tensör alanlarının yatay lifti 

 P

q nS T M  tensörünü 
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                         1 1

1 1

,...,

,..., ... ...p q

q p

i i jj

j j i iS S dx dx                                (2.56) 

biçiminde yazabiliriz. , 'nM de bir afin konneksiyon olsun. (2.32) eĢitliğinden   'nT M

de  , 1p q  tipli S tensör alanını indirgenmiĢ koordinatlarda 

        1 1

1 1

,...,

,..., ... ...p q

q p

i i jjI

I j j ii
S y S dx dx

y y


 
       

 
                    (2.57)        

Ģeklinde tanımlayabiliriz. Özel durumda  0

0 nS T M  fonksiyonu için bunu uygularsak 

0H Cf f f    

Ģeklindeydi. Buradan da  

Cf f   

olur. 

(2.56) ve (2.57) ifadelerini kullanarak, herhangi  , nP Q T M  tensör alanları için 

                                 V VP Q P Q P Q                             (2.58) 

ifadesi tanımlanabilir. 

ġimdi 'nM de keyfi tipli bir S tensör alanı için yatay lifti tanımlayalım. Keyfi tipli bir S

tensör alanının   'nT M deki yatay lifti 

                                                      H CS S S                                                       (2.59) 
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Ģeklinde tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.15.a.  (1,1) tipli tensörün yatay  lifti 

j

iF  fonksiyon olmak üzere, 

     
H V H

H i j H i j V i j

j i j i j iF F dx F dx F dx          

               V V HV H VH i j V i j j

j i j i iF dx F dx dx          

elde edilir.  

   0, , ,
V HH i V i i h s

j j j i i i sii h
F F F y           

   ,
V H

i i i s i h i

shdx dx dx y dx dx     

olduğundan 

    i h s h j s j h j

j i si shi
F y dx y dx dx         

                        i j h s i j i s j j i j

j i si j j sh ji ih
F dx y F dx F y dx F dx              

      ji j s h s i h i j

j i s j sh j ji i
F dx y y F F dxdx             

elde edilir. 



40 

 

Buradan 
0

H i H i i

j jjH

H i H i s h i s i h i

j sj h sh j jj

F F F
F

F F y F y F F

   
           

                                               (2.60) 

olur (Yano and Ishihara 1973). 

2.4.15.b.  (0,2) tipli 
ijG tensörün yatay lifti 

ijG  fonksiyon olmak üzere, 

 

 

             V V H V V H
H i j V i j i j

ij ijG dx dx G dx dx dx dx       

olur. 

, 0V H

ij ij ijG G G  ,  

     ,
V H

i i i s i h i

shdx dx dx y dx dx     

olduğundan 

     s i h i j i s j h j

ij sh ij shG y dx dx dx G dx y dx dx        

                      s i h j i j s ij i h i j

sh ij ij sh ij ijy G dx dx G dx dx y G dx dx G dx dx           

      s h s h i j i j i j

si hj s j ih ij ijy G y G dx dx G dx dx G dx dx          

      
HH V

H i j H i j V i j

ij ij ijG G dx dx G dx dx G dx dx     



41 

 

elde edilir. 

Buradan 
0

s h s h

si hj s j ijH

ij

ij

y G y G
G

G

   
   
 

                                                                   (2.61) 

 olur (Yano and Ishihara 1973). 

2.5. Kotanjant demet 

nM , C sınıfından n boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve 
nM  manifoldunun 

P  noktasındaki kotanjant uzayı  P nT M
olmak üzere 

                                  
n

n P n

p M

T M T M 



                                             (2.62) 

Ġle tanımlanan  nT M
 kümesine kotanjant demet denir (Yano ve Ishihara 1973). 

 nT M
‟nin herhangi bir  P np T M  noktası için 

nM  manifoldu üzerindeki  nT M

tabii demet yapısını doğuran  : ,n nT M M     p p   doğal demet izdüĢümünü 

tanımlar.    1

p np p T M     kümesine 
nM  baz uzayının p  noktasındaki fibresi 

denir (Yano and Ishihara 1973) 

2.5.1. Kovektör alanının dikey lifti 

 0

1 nM  üzerindeki A BAB    lokal bileĢenlerine sahip ve koordinatlarla ifadesi 

i

idx   Ģeklindeki 1-form olmak üzere   1-formunun dikey lifti olan V  vektör 

alanı  nT M
 kotanjant demetinde indirgenmiĢ koordinatlara göre 
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0

V

i




 
  
 

                                                          (2.63) 

bileĢenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973). 

2.5.2 Afinor alanının tam lifti 

nM  manifoldu üzerinde  1

1 nF M  afinor alanı verilmiĢ olsun.  nT M
 kotanjant 

demetinde F  afinor alanının tam lifti olan   1

1

c

nF T M  afinor alanı indirgenmiĢ 

koordinatlara göre  

                                 
 

0h

ic

s s i

s i h h i h

F
F

p F F F

 
 
  
 

                                      (2.64) 

bileĢenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973). 

2.5.3. Afinor alanının yatay lifti 

 1

1 'nF M in  nT M
 kotanjant demeti üzerindeki H F  yatay lifti  

                                    H CF F F                                                        (2.65) 

ile tanımlıdır. Burada  F , keyfi  1

0, nX Y M  vektör alanları için  

                               , X YF X Y FY FX                                       (2.66) 

ile tanımlı (1,2) tipli bir tensör alanıdır. F ‟nin H F  yatay lifti,  nT M
 kotanjant 

demeti üzerindeki indirgenmiĢ koordinatlara göre  
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0h

H i

s s i

is h hs i h

F
F

F F F

 
  

  
                                         (2.67) 

bileĢenlerine sahiptir (Yano and Ishihara 1973). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Riemann Konneksiyonu Eğriliğinin Özellikleri 

i.     
0,s

ij k
R   ii.   

 
0,

ij k
R    iii.  ,ijk k jiR R  

 iv.    0,s

ijk
R    v.   0s

kij
R  ,  

 

Ġspat i . 
s s s s m s m

ijk i jk j ik im jk jm ikR           

 s s s m s m s

j ik i jk jm ik im jk jikR             

olur. Buradan 0s s

ijk jikR R   olduğundan  
0s

kij
R   elde edilir. 

ii .  2 2s s s

ij k i sj k j is k s ijk
g R g R g S g        ise 

0s s

k i sj k j isR g R g   

 elde edilir. Buradan 0k ij k jiR R     ise  
2 0

k ij
R    elde edilir.  

0
k ij

R    olarak 

bulunur.                         

iii . 0ijk jki kijR R R    her iki tarafı sg   ile çarparsak; 

①  0,ijks jkis kijsR R R     

②  0sjki jksi ksjiR R R     i ile s yer değiĢirse, 

③  0iskj skij kisjR R R     j ile s yer değiĢirse, 
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④  0ijks jsik sijkR R R     k ile s yer değiĢirse, 

①+②−③−④ iĢlemi yapılırsa; 

0ijks jkis kijs sjki jksi ksji iskj skij kisj ijks jsik sijkR R R R R R R R R R R R             olur.  

Buradan 2 2 2 0ijks kijs iskjR R R     ise 

0ijks kijs iskjR R R    

 elde edilir. 

①‟den  
ijks kijs jkisR R R      

olup 

0jkis iskjR R     ise 0jkis isjkR R     

eĢitliğinden   

isjk jkisR R  

elde edilir  (Salimov and Mağden  2008). 

iv. 
   

1

3!

s s s s s s s

ijk jk i ki j jik ik j kjiijk
R R R R R R R        
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burada ,s s

ijk jikR R   ,s s

jk i kjiR R  
s s

ki j ik jR R    olduğundan 

     
1 1

2 2 2
3! 3

s s s s s s s

ijk jk i ki j ij k jk i ki jijk
R R R R R R R         

                                     
1

3

s s s s s s

i jk j ik j k i k ji k i j i k j                

eĢitliğinden 

                              0s

ijk
R   

elde edilir.                                                                                              

v. 
   

1

3!

s s s s s s s

k ijk i j k j ik i jk jik j i kij
R R R R R R R           

olup  

                                  s s

ijk jikR R     

olduğundan 

                           
   

1
2 2 2

3!

s s s s

k ijk i j k j ikij
R R R R        

                                            
1

3

s s s s s s

i jk j ik i j k jk j ik i k                  
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 olur. Burada X Xf    özelliğinden 

 
   

1

3

s s s s s s s

k i jk j ik i j k i jk j ik j i kij
R                      

elde edilir. 
k

i j „lar fonksiyon olup Shwartz teoreminden ,i j j if f        0s

kij
R    

olur. Buradan Bianchi−Padov özdeĢliği ispatlanmĢ olur  (Salimov and  Mağden 2008). 

3.2. Tam Lift    

Önerme 3.2.1:   1

0, nX Y T T M  olmak üzere, 

'C CX f Y f X Y    dir.  

Ġspat:   0 0C C C CX f Y f X Y f Z f      ‟dır. 

Burada amacımız Z =0 olduğunu göstermektir. 

0ı C

ıZ f   olduğunu göstermeliyiz. Bu ifadeden  

0i C i C

i i
Z f Z f     

 yazılabilir. 

 Buradan     0i s i s

i s si
Z Y f Z Y f        

elde edilir. 
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Böylece   0s i i s

i s i sY Z f Z f      

yazılabilir. 

Buradanda 0,iZ   0iZ   olur ve 0Z   olduğu gösterilmiĢ olur.  (3.1) 

Teorem 3.2.1 : Almost kompleks yapının tam lifti yine almost kompleks yapıdır. 

Ġspat : Almost kompleks yapıda 2F I   olduğundan 2F I   ise  
2

CF I   

olduğunu gösterilmelidir. 

         
2 CC C C C C CF X F F X F FX   

                  2
CC

F FX F X   

olarak bulunur. 

 ,nM F  almost kompleks yapı olduğundan 2 'F I  dır. 

Buradan         
2 CC C CF X I X I X     eĢitliğinden 

 
2

CF I   elde edilir. 

Teorem 3.2.2 : Nijenhuis Tensörünün tam lifti demetdeki almost kompleks yapının 

Nijenhuis tensörüne eĢittir.  
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Ġspat :  1

2 nN T M  ( Nijenhuis Tensörü) olmak üzere, 

         2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Y            Ģeklindedir.Buradan  

 , , , , ,
F

C C C C C C C C C C C C C C C C

CN X Y F X F Y F F X Y F X F Y X Y                    

                        =        , , , ,
C C C CC C C C C CFX FY F FX Y F X FY X Y                

  

                        =           , , , ,
C C C CC CFX FY F FX Y F X FY X Y     

                        =            , , , ,
C C C C

FX FY F FX Y F X FY X Y     

                        =         , , , ,
C

FX FY F FX Y F X FY X Y     

                        =   ,
C

FN X Y  (3.2)         

olur  (Yano and Ishihara 1973).                                                                      

3.3. Yatay Lift 

 ,nM   afin konneksiyonlu uzay olsun.  0

0 nf T M  , f  gradientine   operatörünü 

uygularsak; 

  s

sf f y f       
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olur. 

 0

0 nf T M  fonksiyonunun tanjant demete yatay lifti 
H Cf f f   Ģeklinde 

tanımlanır. 

0H s s

s sf y f y      

yani fonksiyonun tanjant demete horizontal lifti sıfırdır  (Yano and Ishihara 1973).                                                       

3.3.1.  Afin konneksiyonunun yatay  lifti 

, nM manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon olsun. Bu afin konneksiyonun tam lifti  

                                     ,
X

HC H

H XY Y R X Y                              (3.3) 

eĢitliği ile tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). 

 ,nM   afin konneksiyonlu uzay olsun. ‟nın yatay lifti  1

0, nX Y T M  olmak üzere 

aĢağıdaki özellikleri sağlar. 

i.  0
X

H V

V Y    ii. 0
X

H H

V Y 
 
  iii.  

X

VH V

H XY Y     iv.  
X

HH H

H XY Y     

yatay liftin sağladığı özellikleri ispatlayacak olursak; 

Ġspat i. 0
X

H V

V Y   olduğu gösterilmeli. 

0
X

H V V i H V J V i H V J

V i i
Y X X Y         

eĢitliğinde J j  alınırsa; 
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0V i H V j V i H V j

i i
X Y X Y      

elde edilir. 

J j  alınırsa; 

0V i H V J V i H V j i H j

i i i
X Y X Y X Y        

elde edilir. Buradan 

                      0H j

Mi
    

                                                  

0, 0

, ,

H j H j

iM iM

H M M H M M H M M

ij ij ij ijij ij

   

        

 

           , 0, 0, 0H M s M k M H M H M H M

ij s ij kij ij ij ij
y y R                            (3.4) 

elde edilir. 

ii. 0
X

H H

V Y   olduğu  gösterilmeli. 

0'
X

H H V i H H J V i H H J

V i i
Y X Y X Y      dır. 

Burada J j  alınırsa; 

   0 0i H H j i H j j H k

i i ik
X Y X Y Y        
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0,j

ki
   0,j

i k
   0j

i k
    

elde edilir. 

J j  alınırsa; 

                                      0 0i H H j i H j j H k

ki i i
X Y X Y Y        (3.5) 

elde edilir. 

iii.  
X

VH V

H XY Y    olduğu gösterilmeli. 

                                            
 

0
V

X i j j M

i iM

Y
X Y Y

 
   

  
 

 

                       
X

H V H i H V I H i H V I

H i i
Y X Y X Y      olduğundan  

J j ise 0=0 olur. 

J j  ise 

     i H V j i s t H V j i j j M

i st i iMi
X Y Y X Y X Y Y       

                              i j H j V M i s t j H j V M

i iM st iMi
X Y Y Y X Y Y         

   i j j V M i s t H j V M H j V M

i iM st Mi i M
X Y Y Y X Y Y        
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         i j j M i s t H j M i j j M

i i st i iMiM M
X Y Y Y X Y X Y Y         

           , 0H J j H j

i iM iM M
                                                              (3.6) 

elde edilir. 

iv.  
X

H H H

H XY Y    olduğu gösterilmeli. 

      H i j j k j s k M M t

X i ik sM k ktY X Y Y Y X Y Y         

olduğundan 

X

H H H i H H J H i H I

H i i
Y X Y X Y      

   i H I H I H M i s M H I H I H M

i iM sM Mi i
X Y Y Y X Y Y           

yazılabilir. Buradan  I j  ise  

   i H j H j H M i s M H j H j H M

i iM sM i Mi
X Y Y Y X Y Y         

 i H j j k

i ikX Y Y     

   i j H j M H j H M i s M j H j M H j H M

i iM i sM Mi i iM M
X Y Y Y Y X Y Y Y             

olarak bulunur. 
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Afin konneksiyonun yatay liftinin eğrilik tensörünü hesaplayalım: 

i. 0
X

H V

V Y      ii. 0
X

H H

V Y      iii.  
X

VH V

H XY Y       iv.  
X

HH H

H XY Y     

eĢitlikleri kullanılırsa; 

H  „nın eğrilik tensörü 

  ,
, H H H H H

X Y Y X X Y
R X Y Z Z Z Z

 
 

         Ģeklindedir. 

Eğrilik tensörünün dikey ve yatay lifti için aĢağıdaki eĢitlikler geçerlidir. 

1)  
,

, 0
x y y x x y

V V V H H V H H V H V

V V V V V V
R x y z z z z

 
 

         ,  

2)  
,

, 0
x y y x x y

V V H H H H H H H H H

V V V V V V
R x y z z z z

 
 

         , 

3)    ,
,

X Y Y X X Y

V H H H H H H H H H H

V H H V V H
R X Y Z Z Z Z          

    
  ,

0
X X Y YX

HH H H

V Y VZ Z


      ,  

4)    ,
,

X Y Y X X Y

H V H H H H H H H H H

H V V H H V
R X Y Z Z Z Z          

       ,
0

Y Y

HH H H

V X Y X X
Z Z


       , 

5)    ,
,

X Y Y X X Y

V V V H H V H H V H V

V H H V V H
R X Y Z Z Z Z         
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  ,

0
X X Y YX

VH H V

V Y VZ Z


      , 

6)    ,
,

X Y Y X X Y

H V V H H V H H V H V

H V V H H V
R x y z Z Z Z          

  
  ,

0
Y Y X XY

VH H V

V X VZ Z


      , 

7)    ,
,

X Y Y X X Y

H H V H H V H H V H V

H H H H H H
R x y z Z Z Z          

     
     , ,X Y
X Y

V VH H H V

H Y H X H R X Y
Z Z Z


         

     
    , ,X Y

V V H V H V

X Y Y X H R X Y
Z Z Z Z


           

        ,

VV V

X Y Y X X Y
Z Z Z         

    ,
V

R X Y Z , 

8)    ,
,

X Y Y X X Y

H H H H H H H H H H H

H H H H H H
R X Y Z Z Z Z          

       
    , ,X Y X Y

H HH H H H H H

H Y H X H R X Y
Z Z Z Z


           

     ,

H

X Y Y X X Y
Z Z Z       

      ,
H

R X Y Z                                              (3.7) 
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olarak bulunur.                                                     

 , ,nM g  Riemann uzayı olsun. H  ifadesinin H K

I J  konneksiyon katsayılarını 

hesaplayalım: 

 
X

HH H

H XY Y    ve  
H

H M H H I m i

M mX Y X Y    eĢitliğinden 

 

m iH M H H i
mM

s i m kH M H H i

sk mM

X YX Y

Y X YX Y

  
  
      

 

elde edilir. 

Buradan H m H H i H m H H i m i

m m mX Y X Y X Y       

olarak bulunur. Yukarıdaki eĢitliği açarsak;  

 H m H i H i H K

m mKX Y Y       H m H i H i K m i i k

m mK m mkX Y Y X Y Y       

     H m H i H i H k H i H k H m H i H i H K m i i k

m mk m m mK m mkk
X Y Y Y X Y Y X Y Y              

   H m H i H i H k H i H k H m H i H i H k H i H k

m mk m m mK mk k
X Y Y Y X Y Y Y             

 m i i k

m mkX Y Y    

elde edilir. 
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Buradan        m i H i k H i s i t s m k i H i s i t H i k

m mk m st sk m m st mkk k
X Y Y y Y y X Y y Y Y                  

m i m i k

m mkX Y X Y      

yazılabilir. Buradanda 

                                      , 0, 0, 0H i i H i H i H i

mk mk m mk mk k
           (3.8) 

elde edilir. Benzer Ģekilde 

   H m H H i H m H H i s m i s m i

m m s m s mX Y X Y y X Y y X Y          

eĢitliğini açarsak; 

   H m H i H i H K H m H i H i H K

m mK m mKX Y Y X Y Y        

     s m i i k s m i i k

s m mk s m mky X Y Y y X Y Y         

elde edilir. Buradan  

   H m H i H i H k H i k H m H i H i H k H i H k

m mk m m mk mk k
X Y Y Y X Y Y Y            

    s m i i k s m i i k i k

s m mk s m s mk mk sy X Y Y y X Y Y Y             

     s m i i k s m i i k i k

s m mk s m s mk mk sy X Y Y y X Y Y Y           
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elde edilir. Diğer taraftan 

  m i H i k H i s k t

m mk m stk
X Y Y y Y        

      s m t s i k H i k H i s k m

st m sk mk m stk
y X y Y Y y Y             

    s m i i k s m i i k i k

s m mk s m s mk mk sy X Y Y y X Y Y Y            

    s m m k i i k s m i i k i k i k t

s sk m mk s m s mk mk s mk sty X X Y Y y X Y Y Y Y               

               , , , 0H i i s i H i i H i i H i

mk s mk smk m mk mk mk mk k
y R                             (3.9)                  

benzer biçimde diğer katsayılarda sıfır olarak bulunur.   

 ,nM   afin konneksiyonlu uzay olsun. g Riemann metriğinin,   afin konneksiyonuna 

göre H g  „nın Levi-Civita konneksiyon katsayılarını hesaplayalım: 

Buradan 
H IHg  matrisinin koordinatlarını ,H IH H

IHg g  matrisinin tersi olmak üzere, 

H H IH H

JI Jg g   formülünü kullanarak hesaplayabiliriz. 

0

s t s t

H si kj s j it Ji

Ji

y g y g g
g

g

   
  
 

 

eĢitliğinde 

,J j H h   alınırsa; 
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H H Ih h

jI j
g g    

olarak bulunur. 

Buradan 0 0 0H H ih H H ih H H ih H ih

ji ij ji
g g g g g g g        

elde edilir. 

,J j H h   alınırsa; 

H H ih H H ih h

ji jji
g g g g     

eĢitliğinden  
H ih h

ji jg g   elde edilir.  Her iki tarafı  jsg  ile iki tarafı çarparsak, 

js H ih h js

ji jg g g g  

olur. Buradan  s H ih sh

i g g   ve  s i  için H ih ihg g  elde edilir. 

,J j H h   alınırsa; 

0
jiH H ih H H ih h

ji jg g g g      

olur. 

Buradan   0s t s t ih H ih

s j ti si jt jiy g Y g g g g       
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 H ih s t t ih

ji s j ki si jtg g y g g g    eĢitliği elde edilir. Bu eĢitliğin her iki tarafı 
jlg  ile 

çarpılırsa, 

 jl H ih s t t ih jl

ji s j ti si jtg g g y g g g g     

olarak bulunur. 

 l H ih s t h jl t l ih

i s j t si tg y g g       

eĢitliğinden  

 H lh s h ji i lh

s j slg y g g     

 elde edilir. 

,J j H h   alınırsa; 

H H ih H H ih h h

ji jji j
g g g g      

olur.nBuradan 
H ih h

ji jg g  elde edilir. Bu eĢitliğin her iki tarafı jsg  ile çarpılırsa, 

js H ih h js

ji jg g g g   

olur. 

s H ih sh

i g g   
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eĢitliğnde  

H sh shg g  ve s=i  için 

H ih ihg g  

 olur. Böylece 

 
 

0 ih

H IH

ih s h Ji i lh

s j sl

g
g

g y g g

 
 
   
 

 j s it k M M s

st k k sy g X Y y            (3.10)  

olarak bulunur (Yano and Ishihara 1973).   

Önerme 3.3.1:    1 1

0 1,n nX T M F T M   olmak üzere, 

   , 'H

XX F L F XF F X          dir. 

Ġspat:  , ,H CX F X X F            

                              , ,C X F X F           

                                 XL F XF F X       (3.11) 

elde edilir 

 Önerme 3.3.2:    1 1

0 1,n nX T M F T M   olmak üzere, 
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     ,
, 'H

Y Y X YX Y
X F L F F F X          dir. 

Ġspat:  , ,H C

Y YX F X X F             

                               , ,C

Y YX F X F            

                                   ,Y X YX Y
L F F F X        (3.12) 

elde edilir 

Önerme 3.3.3:  1

0, nX Y T M  olmak üzere, 

     , , '
V V VV H

X YX Y X Y Y X          dir.  

Ġspat:  , ,V H V CX Y X Y Y           

                             , ,V C VX Y X Y           

                                 ,
V V V

X YX Y Y X        (3.13) 

elde edilir. 

Önerme 3.3.4:  ,nM   afin konneksiyonlu uzayda F  almost kompleks yapı ise yatay 

liftininde  H F  tanjant demette almost kompleks yapıdır. 
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Ġspat:  ,
HH HF X FX   

VH VF X FX  eĢitliklerinden 

   H H C H C H HF X F F X F X F X       

yazılabilir. 

Buradan  
 

 

   

   

i ii H J H jH J

I j jjH J

i iJ i H J H jH J

j jJ

F X F XF X
F X

F X F XF X

 



 

     
  

     
     
   

 

elde edilir. 

   
 

0 0

0m i

m j

F F
Y F

 
 

     
 
 

 eĢitliği yukarıdaki eĢitlikte kullanılırsa; 

 
 

 
0I H J

m i jJ
m j

F X F X
Y F X

 
 

    
 
 

 

 elde edilir. 

                   

C i H j C i H jC i H J
j jC i H J J

J C i H j C i H jC i H J
j jJ

F X F XF X
F X

F X F XF X

  
         

 

                           
 

i j i
j j

m i j i s j mm i j i s j m
m j j smm j j sm

F X F

Y F X F Y XY F X F Y X

   
               

 

                            
H

FX F X     
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elde edilir. 

Buradan          
H HH H C H HF X F X F X FX F X F X FX             

olarak bulunur.  (3.14)          

Teorem 3.3.1 : ,  'nM de afin konneksiyon olsun. C  tam lifti ile H  yatay liftinin 

eĢit olması için gerek ve yeter Ģart ' ya göre eğriliğin sıfır olmasıdır. 

Teorem 3.3.2 :  , 'nM de bir afin konneksiyon olsun. H  yatay liftine göre eğriliğin 

sıfır olması için gerek ve yeter Ģart ' ya göre eğriliğin sıfır olmasıdır (Yano and 

Ishihara 1967).                                                            
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4. ARAġTIRMA BULGULARI 

4.1. Tanjant Demetde Geodeziklik 

   : 0,1C T M dönüĢümü   'T M de bir eğri olmak üzere C  eğrisi lokal 

koordinatlarda 

                   A Ax x t  veya    ,h h h hx x t y y t    (4.1) 

bileĢenlerine sahiptir. 

Burada  T M ‟in t  parametresine göre indirgenmiĢ koordinatları  ,h hx y Ģeklindedir. 

Bu eğrinin izdüĢüm  eğrisi C C  Ģeklinde ifade edilir. 

M üzerinde C  lokal olarak  h hx x t  Ģeklinde verilir. Bu ifade C ile gösterilir. 

Buradan  C  lokal koordinatları  T M ‟de   ,
h

h h h dx
x x t y

dt
   Ģeklindedir. 

Bu eğri doğal lift eğrisi olarak adlandırılır ve C Ģeklinde gösterilir. 

 T M ‟ de C ‟nın geodezik eğrisi 

                               
2

2
0

A C B
A

CB

d x dx dx

dt dt dt
                                        (4.2) 

Ģeklindedir.           
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Bu eğrinin izdüĢüm  eğrisi lokal olarak C C  Ģeklinde ifade edilir.  

A h  olduğunda (4,2)„deki eĢitlikten sade bir ifade olan 

                            
2

2
0

h j i
h

ji

d x dx dx

dt dt dt
                                           (4.3) 

elde edilir. 

A h  olduğunda  
2

2
2 0

h j i j i
h k h

k ji j i

d y dx dx dy dx
y

dt dt dt dt dt
         (4.4) 

olarak bulunur. 

 (4,4)  ifadesi aĢağıdaki Ģekilde ifade edilebilir. 

   

  0

h j k a j
h i h a i

ji k a ji

j i
h h h a h a k

k ji j k i k a ji j a k i

d dy dx dx dy dx
y y

dt dt dt dt dt dt

dx dx
y

dt dt

   
       

   

        

                           (4.5) 

                                                
h h j

h i

j i

y dy dx
y

dt dt dt


                                                  (4.6) 

olup  (4,6) ifadesini (4,5)‟ de yerine yazarsak; 

                                               
2

2
0

h j i
h k

kji

y dx dx
R y

dt dt dt


                                              (4.7) 

elde edilir (Yano and Ishihara 1973). 
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 Önerme 4.1.1: (4.1) ile verilmiĢ olan geodezik eğriye bakalım. Burada konneksiyonun 

tam liftine bakılır. Bu geodezik eğrinin izdüĢümüde geodezik eğridir ve tanjant 

demetdeki geodezikliği baz manifoldunun üzerindeki geodezik eğrinin üzerindeki 

Jacobi alanıdır. 

4.2. Dikey, Tam ve Yatay Lift Ġle Ġlgili Özellikler 

i.   H C V V

XX Y Y     

ii.  H C H H

XX Y Y     

iii.  H C V V

XX       

iv.  H C H H

XX       

v.  1

0, ,nX Y T M  0

1 nT M  olsun. 0'H V VX Y  dır.  

vi. 0H V HX Y     

vii. 0H V VX     

viii. 0H V HX     

Ġspat i.  
 

00 0
, ,

VC V

Xs i i j j Mi

s i iM

X Y Y
y X X Y YY

    
                

 dir. 

Buradan H C V C i H V j C i H V j

i i
X Y X Y X Y      ifadesi koordinatlara göre açılırsa; 

J j  ise 

    0i H V j s i H V j

i s i
X Y y X Y      

 elde edilir. 
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J j  ise 

   i H V j s i H V j

i s i
X Y y X Y     

   i V j H j V M s i j H j V M

i iM s i iM
X Y Y y X Y Y          

                    i j j M V

i iM XX Y Y Y      (4.8) 

elde edilir. 

ii. ,
i

H

i s M

sM

Y
Y

y X

 
  

 
  

 

 

i j j k

i ikH

X j s k M M t

sM k k t

X Y Y
Y

y X Y Y

  
  
   
 

 

olduğundan 

H C H C i H H J C i H H J

i i
X Y X Y X Y      

Ģeklindedir. Bu ifade koordinatlara göre açılırsa; 

J=j ise 

C i H H j C i H H j

i i
X Y X Y    

 i H H j s i H H j

i s i
X Y y X Y      

                    i H j H j H M H j H M s i j H J H M H j H M

i iM i s Mi i iM M
X Y Y Y y X Y Y Y               
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                  i j i j M i j j M

i iM i iMX Y X Y X Y Y         

elde edilir. 

J j  ise 

C i H H j C i H H j

i i
X Y X Y    

   i H j j H M j H M s i H j j H M j H M

i iM s i iMiM iM
X Y y y y X Y y y          

   i j s t i s j k j H M

i st s iM kiMX y Y X y Y R Y         

  i j H M s i j s t s i j M

iM s st s iMi
X Y y X y Y y X Y         

i j s M i s j M i j s M

i sM i sM sM iX y Y X y Y X y Y            

i s j M i k j M i k j M

s iM k iM i kMX y Y X Y Y X Y Y          

i k j t M i k j t M i j M s t

kt iM it kM iM stX Y Y X Y Y X y Y          

s i j M s i j M

s iM s iMy X Y y X Y       

j s i M j t i k M

sM i kt iMy X Y X Y y      

elde edilir. Buradan  
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                                   H C H H

XX Y Y          (4.9) 

olur. 

iii.    H C V C i H V C i H V

i J Ji
X X X        ifadesi koordinatlara göre açılırsa; 

J j  ise bu ifade 0 olur. 

J j  ise 

 H C V C i V H M V H M V

i j ij M ij M
X X            

 s i V H M V H M V

s j Mi ij ij M
y X          

                                           
i i M

i j ij MX X      

                                            V

X   .                                            (4.10) 

elde edilir. 

iv.        ,
H s M t j j s

X si t M tM j j i ji sy X X            ve 

   H C H C i H C i H H

i J Ji
X X X        

eĢitlikleri  koordinatlara göre açılırsa; 
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J j  ise 

   i H H s H s i H H s H

i j ij s s j si ij
X y X            

   i H H s H H s H s i H H s H H s H

i j ij s ij s s j s si ij ij
X y X                   

=    i t M i s t M i s t s i t s

i ts M ij ts M t ij s tij sX Y X Y X y Y X Y R            + 

 s i t M s i s

s tj M s ij si
y X Y y X        

i t M i t M i t s M i t s

i ts M ts i M ij ts M t ij sX Y X Y X Y X Y                 

i t s i t s i t s k i t s k

t ij s i tj s tk ij s ik tj sX Y X Y X Y X Y              + 

s i M s i s

s ij M s ij sy X y X       

i t M i t s k

ts i M ik tj sX Y X Y        

 t M i j

ts i M iM jY X       

elde edilir. 

J j  ise  

   i H H M H H M H s i H H M H H M H

i M s Mj ij ij i j ij ijM M
X y X                  
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 i M s i

i j ij M sX y X       

 i M

i j ij MX      

Buradan   

 
H H C H

X X     

elde edilir. 

v.    1 0

0 1, ,n nX Y T M T M   olmak üzere, 

 H V V V i H V j V i H V J

i i
X Y X Y X Y      

Ģeklindedir. Bu ifade koordinatlara göre açılırsa; 

J j  ise 

  0i H V j i V j H j V M H j V M

i i iM iM
X Y X Y Y Y         

elde edilir. 

vi. 
H V H V i H H J V i H H J

i i
X Y X Y X Y      

bu ifade koordinatlara göre açılırsa; 

J j  ise 



73 

 

  0i H j H j H M H j H M

i iM iM
X Y Y Y       

olur. Buradan 

 H V H i H j H j H M H j H M

i iM iM
X Y X Y Y Y        

  i j s M i j M

sM iMi
X Y Y X Y      

                                         0i j M i j M

iM iMX y X y                                            (4.11) 

elde edilir. 

Vii.     0H V V V i H V i H M V H M V

j j Mi i ij ij M
X X X                            (4.12)                       

elde edilir. 

viii.  H V H V i H H

Ji
X X      

bu ifade koordinatlara göre açılırsa; 

J j  ise 

 i H H M H H M H

j Mi ij ij M
X         

  i s M M

sj M ij Mi
X y       
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                                            0i M i M

ij M ij MX X       

olur. Buradan  

 H V H i H H M H H M H M

Mi j ij ij
X X           

                                                  0i

ji
X                                                          (4.13) 

elde edilir. 

4.3. Levi-Civita Konneksiyonunun Katsayıları 

Riemann manifoldunda Kozsul formülünden yararlanarak Levi-Civita konneksiyon 

katsayılarını elde eden formülü bulalım: 

          2 , , , ,Xg Y Z X g Y Z Y g Z X Z g X Y      

        , , , , , ,g X Y Z g Y Z X g Z X Y   

olduğundan bu ifadede  

,iX    ,jY    kZ     alındığında 

 , 0Y Z   ve  , 0Z X   

eĢitliklerinden 
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       2 ,t

ij t k i jk j ki k ijg g g g        

       2 ,t

ij t k i jk j ki k ijg g g g         

        
1

,
2

t

ij t k i jk j ki k ijg g g g        

elde edilir. Son eĢitliğin her iki tarafı 
tkg  ile çarpılırsa; 

                                                
1

2

t tk

ij i jk j ki k ijg g g g                                        (4.14) 

elde edilir (Yano and Ishihara 1973). 

4.3.1. Levi-Civita konneksiyonun tam lifti 

 , ,nM g  Riemann uzayında 0g   olup Levi-Civita konneksiyonudur.

  , ,C C

nT M g  içinde 0C Cg   olmalı 
s s

k ij k ij ki sj kj isg g g g     eĢitliğinden 

Tam lift için ,I i i   ,J j j  ve ,K k k  olmak üzere, 

C C C C S C C S C

K IJ K IJ KI SJ KJ ISg g g g        

eĢitliğinden 

                                    
C C t

k ij t k ijg g g    =0                                        (4.15) 

elde edilir. Dolayısıyla g  „nin Levi-Civita konneksiyonu ise C ‟de 
C g ‟nin Levi-

Civita konneksiyonudur  (Yano and  Ishihara 1973). 
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4.4. Ricci Tensörünün Tam Lifti 

Ricci tensörü 
i

ij k jkR R  biçiminde tanımlıdır. Ricci Tensörünün tam lifti I

IJK JKR R  

olmak üzere,  

                                      2I i i i i i

JK IJK ijk ijk ijk ijkijk
R R R R R R R       

olduğundan dolayı 

0I i i

jk ijk ijkljk
R R R R     

0l i i

jk ljk ijk ijk
R R R R     

                                                  0l i i

jk ljk ijk ijk
R R R R                                            (4.16) 

elde edilir  (Yano and Ishihara 1973). 

 4.5. Diagonal Lift 

(0,2) tipli tensör üzerinde;  0

2 nG T M  

Buradan 'G nin diagonal lifti  

           
V V H HV V

D i j i j

ij ijG G dx dx G dx dx     

olmak üzere, 
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     ,
H V

i i   çatı,     ,
V H

i idx dx  koçatı belirtir. 

Çatının koçatı üzerindeki izi Kronecker ' dır. Diagonal liftin koordinatlarla ifadesi

0

0

ijD

ij

G
G

G

 
  
 

 Ģeklindedir. Bu koordinatlarla belirtilen ifadede 'ijG nin determinantı 

negatif  olsada ikisinin çarpımı pozitif olur. 'ijG ler Riemann metriği ise pozitif tanımlı 

olur. Buradan  'DG  de pozitif tanımlı olup Sasaki metriği olur. Sasaki metriği I+III 

metriği ya da diagonal olarakta adlandırılır. 
ijG  Semi Riemann ise Det 0 ' dır. 'DG  de 

Semi Riemann olur.  , ,nM g  Riemann manifold olsun. 

      , ,
VS V Vg X Y g X Y  

                                                   , 0S V Hg X Y   

                                   , ,
VS H Hg X Y g X Y                           (4.17) 

Ģeklinde tanımlanan 
S g  Riemann metriğine Sasaki metriği denir. Sasaki metriği için 

ortogonallik Ģartı ( , ) ( , ) 0S V H S H Vg X Y g X Y    Ģeklindedir.  i  dual çatıya göre 'S g  

nin koordinatları
0

,V

i
X

X

 
  
 

i

H

s i m

sm

X
X

y X

 
  

  
 olmak üzere, 

S V I V J i j

IJ ijg X Y g X Y  Ģeklindedir. Bu ifadeyi açacak olursak; 

S V i V j S V i V j S V i V j S V i V j i j

ij ijij ij ij
g X Y g X Y g X Y g X Y g X Y     

 olarak bulunur. 
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Buradan 
S i j i j

ijij
g X Y g X Y  elde edilir. Bu eĢitlikten 

S

ijij
g g  

yazılabilir. Sasaki metriğinin ortogonallik Ģartından 0'S V I H J

IJg x y  dır. Bu ifade 

açılırsa; 

0S V i H j S V i H j S V i H j S V i H j

ij ij ij ij
g X Y g X Y g X Y g X Y      

olup 

 S i j i s j m

ij smij
g X Y g X y Y     

S i j s m i j

im sjij
g X Y y g X Y   

elde edilir. Buradan 
S s m

im sjij
g y g   

 olarak bulunur.  Bu son ifadeyi açarsak; 

S H i H j S H i H j S H i H j S H i H j i j

ij ijij ij ij
g X Y g X Y g X Y g X Y g X Y     

 olur. Buradan  

       S i j s m t i k j s m i s j k s i k t j l i j

ij im sj tk mj si sk ij sk tl ijg X Y y g Y X Y y g X Y Y g y X Y Y g X Y               

S i j s t m i k j s t m j i k

ij im sj tk mj si tkg X Y y Y g X Y y Y g X Y        
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s t i j k l i j

ij sk tl ijy Y g X Y g X Y    

S i j i j s t m j i k

ij ij mj si tkg X Y g X Y y Y g X Y     

S s t m k

ij ij mk si tjg g y Y g     

olarak bulunur. O halde Sasaki metriğinin doğal çatıya göre koordinatları; 

s t m k s m

ij mk si tj mj siS

s m

im sj ij

g y Y g y g
g

y g g

    
    

  (4.18) 

Ģeklindedir. Burada g, riemann metriği ise 'S g  de riemann metrik olur (Yano and 

Ishihara 1973). 

4.6. Tanjant Demetde Sasaki Metriği 

Tanjant demette Sasaki metriği için aĢağıdaki özellikler geçerlidir: 

i.      
1

, ,
2

VHS H H

XX Y Y R X Y U      

ii.     
1

, ,
2

HVS H V

XX Y Y R U Y X                                                                

iii.   
1

, ,
2

HS V HX Y R U X Y    

iv. 0,S V VX Y  . 

,iX    ,jY     
H

i ie   ,  
V

ii
e    ve i

iU y   Ģeklinde özel bir vektör alanı 

olmak üzere, 
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Ġspat i.       
1

,
2i

VHH
S H

i j j i jR U          ve 
1

2

S k s k

ij ij ijsk k
y Re e e




   

olduğundan 

                                                  
1

2

S k S k k s k

ij ij ij ijsk k k k
y Re e e e       

olarak bulunur. Buradan  

                                                   
1

,
2

S k k S k s k

ij ij ij ijsy R        (4.19) 

elde edilir. 

ii.       
1

,
2i

HVV
S H

i j j j iR U          ve 

   
1

2

V H
S k S k k s k

ij k sji kij ijk k
y Re e         

olduğundan 

                   
S k S k

kij ij k
e e  

1

2

k s k

ij sjik k
y R e      (4.20) 

olarak bulunur. 

Burada 
1

,
2

S h s h S h h

sji ijij ij
y R      eĢitlikleri geçerlidir. 

iii.     
1

, ,
2

HH
S H

i j j jR U       ve  
1

2

H
S h S h s h

sij hij ijh h
y Re e    

1

2

s h

sij h
y R e  
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olduğundan 

                                     
1

, 0
2

S h s h S h

sijij ij
y R                                    (4.21) 

elde edilir. 

iv. 0 0S V V S

i j ij He        olduğundan 

                     0 0, 0S h S h S h S h

ij ij ij ijh he e                                    (4.22) 

elde edilir.  

Sonuç olarak Sasaki metriğinin konneksiyon katsayıları 

                                   0,S h S h S h S h h

ijij ij ij ij
          

1 1
,

2 2

S h s h S h s k

sij ij ijsij
y R y R      

                                    
1

,
2

S h s h S h h

sji ij ijij
y R       (4.23) 

olarak bulunur (Cengiz and Salimov 2002). 

Kotanjant demetde ise 

1

2

S H H S h S h h m

ji ji ji n jihh h h h
h

X Y P Re e e e         
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olduğundan 

S H HX Y     
1

,
2

H
h

ji h j i h
R e       

                                       
1

,
2j

H

i j iR       

             
1

,
2

H

XY R X Y    

elde edilir. 

 VS V V V S VQ Q Qe
   


      

eĢitliğinde  Q  kovektör alanı olmak üzere, 

                      

   S V V V i V S V k S V k V i V S V k S V k

ik ikik iki i
Q Q Q Q Q Q Qe e

                    

olarak bulunur. 

Kotanjant demetde  
0

V

i




 
  
 

 olup

    

 

  0V i V j S V j S j V j

ik iki
j Q Q Qe

         

  0V i V j S j V j S j V j

i jik iiki
j Q Q Q Qe            
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koordinatları elde edilir. 

Buradan 0S V VQ   olarak bulunur. (4.24) 

Adapte olunmuĢ çatıya göre 
0

,
0

i

V H

i

X
X



  
    
   

  

eĢitliklerinden  

 S V H V H S HY Y Ye
   


      

   V i H S H k S H k V i H S H k S H k

ik ikik iki i
Y Y Y Y Y Ye e

                 

elde edilir.  

   1

0

ij

j ng T M   ,      2

0, js m k l

skl ng R Y g R Y T M    olmak üzere, 

j   ise 

 s V H H j S j H k S j H k

i ik iki
Y Y Y Ye        

1

2

j j im k

i m ki
Y P R Ye  

 
  

 
 

                            
1 1

2 2

j im k il js m k

m k m skl iP R Y P g g R Y     
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1

2

js m k l

m sklP g R Y   

                                                   
1

,
2

H

P g R Y   

olarak bulunur. 

   1

0

ij

j ng T M   ,      2

0, js m k l

skl ng R Y g R Y T M    olmak üzere, 

j   ise 

 

 

   
1

,
2

H
S V HY P g R Y    

olarak bulunur. Buradan  

 S H V H i V S V k S V k

ik iki
X X e

             H i V S V k S V k

ik iki
X e

         

Ģeklindedir.  

 ,g R g R     0

1, nT M  ,  , ls m k l

sklg R X g R X   olmak üzere, 

j   ise 

  0s V H H j S j H k S j H k

i ik iki
Y Y Y Ye       
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                         S H V i V j S j V k S j V k

ik iki
X X e           

      
1 1

2 2

i j km i kt jl m

m i k m lit kX P R X P g g R  

   
    

   
 

                                          
1

,
2

H

P g R X   

olarak bulunur. 

j   ise  

 S H V H i V j S j V k S j V k

ik iki
X X e          i k

j ij ki
X e    

V

X   

eĢitliği elde edilir. Buradan 

                                       
1

,
2

HVS H V

XX P g R X                               (4.25)                                 

olarak bulunur. Bu ifadede  

   , js m k l

sklg R X g R X   

Ģeklindedir (Cengiz and Salimov 2003). 

Kotanjant demetde Sasaki metriğini kullanarak elde edilen eğrilik tensörü  

   ,
, X Y Y X X Y

R X Y Z Z Z Z      
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Ģeklindedir. Buradan eğrilik tensörünü Sasaki metriği kullanarak ifade edecek olursak; 

1)  
,

,
V

Q

V V S V S V V S V S V V S V

V V
R Q Q Q



  
 
 

           

Ģeklindedir. Bu ifadede , 0V VQ     Ģeklindedir. 

 Buradan 

                                                       , 0V V VR Q                                                    (4.26) 

elde edilir. 

2)  
, Q

V V H S V S V H S V S V H H

V V
R Q Y Q Y Q Y Y



  
 
 

        

Ģeklindedir.  

Burada , 0V VQ     olduğundan 

   
1

,
2

H
S V HY P g R Y    

     1
, ,

2

H
V V H S VR Q Y P g R Y Q 

 
   

 
   

1
,

2

H
S VQ P g R Y 

 
  

 
 

     1
, ,

4

H

P g R P g R Y Q         1
, ,

4

H

P g R P g R Y Q  

elde edilir. 
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3)    ,
,

X

H V V S H S V V S V S H V S V

H V
R X Q X Q X Q Q


            

Ģeklindedir. Buradan 0S V VQ  ,   ,
VH V

XX        ve 

                     
1

,
2

HVS H V

XX P g R X       

eĢitliklerinden 

           1
, ,

2

HVH V V S V

XR X Q Q P g R X Q 
 

     
 

 

                                                       1
, ,

4

H

P g R P g R X Q     (4.27) 

elde edilir (Yano and Ishihara 1973). 

4.7.  Kotanjant Demetde Sasaki Metriği 

Kotanjant demetde Sasaki metriği  

    

 

    1

, ,

, 0

, ,

VS H H

S V H

V
S V V

g X Y g X Y

g Y

g Q g Q



 







                                                                                        

eĢitlikleri ile ifade edilir.   
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4.8. Simetrik Afin  Konneksiyonunun Tam Lifti ve Riemann GeniĢlemesi 

M  de   simetrik afin konneksiyonu ve 'M nin koordinat komĢuluğu  , hU X  olmak 

üzere U  ile birlikte ' nın bileĢenleri h

ji  Ģeklindedir. Kotanjant demetde   'T M
 de 

g   0,2  tipli tensör alanı için, CBg ‟nin  1 U 
 ya indirgenmiĢ koordinatlara göre  

                  2 ,ji jig p 

    ,i

jji
g   

i

jji
g  , 0

ji
g     (4.29) 

bileĢenlerine sahiptir. 

g  tarafından verilen Pseudo Riemann metriğin ifadesi 2 2 i

ids dx p  Ģeklindedir. Bu 

formülün içindeki 
j

i i jip dp p dx

     ifadesine   simetrik afin konneksiyonunun 

Riemann geniĢlemesinin tensör alanı denir ve R  olarak gösterilir. Her  1

0,X Y T M  

ve  0

1,Q T M   için aĢağıdaki eĢitlikler geçerlidir. 

 , 0R V VQ  ,     ,
VR V CX X   ,    ,R C C

X YX Y Y Y X       (4.30)

 BAg  matrisi  CBg  matrisinin tersi olmak üzere;  

 
0

2

i

jCB

j

i ji

g
p 







 
    

 

ile tanımlıdır.  1 U 
‟ da C ‟nın A

CB  bileĢenleri  

                                      ,h h

ji ji    0,h

ji
   0,h

ji
   0,h

ji
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                     2h t

ji h ji j ih i jh ht jip a    

             

                    ,h i

jhji
    

h j

hiji
   , 0h

ji
    (4.31) 

Ģeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

Önerme 4.8.1:   'T M
de 'M nin   afin simetrik konneksiyonu için, C  tam liftinin 

kovaryant  diferensiyellenmesine göre   1

0, ,X Y T M ,  0

1 ,Q T M  1

1P T M  için 

                    0,C V VQ       ,
VC V C C C V

XY Y X Q Q          

             , ,
CC C C

XX Y Y X Y Y X R X Y R Y X            

            ,C V F F       C C F FX X X F                                     

 (4.32) 

eĢitlikleri geçerlidir. 

 Her  1

0Z T M  için R eğrilik tensörü  

    , ,R X Y Z R Z X Y  

Ģeklindedir. Buradan  

                ,YX X Y Y X R X Y        
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Ģeklinde ifade edilir. (4.32)‟nin dördüncü denklemi 

      
CC C C Y

X YX Y Y X X X Y Y X                (4.33) 

olarak bulunur.  4.32  kullanılarak  1 U 
 üzerinde üzerinde eğrilik tensörünün A

DCBR  

bileĢenlerini hesaplarsak; 

h h

kji kjiR R  

eĢitliğinden 

 h t t t t

kji h kji i kjh ht kji kt ihj jt hik it kjhR p R R R R R R     

        (4.34) 

olarak bulunur. Buradan 

,h i

kjhkji
R R   ,h j

hikkji
R R   

h k

hijkji
R R  

elde edilir. 

Önerme 4.8.2:  1

0, ,X Y Z T M  ve  0

1, ,Q T M    olmak üzere, 

 , 0,V V VR Q      , 0,V V CR Q Z    , 0,V C VR Q Y    

    , , ,V C CR Q Y Z Q R Z Y       , ,
VC C VR X Y R X Y     (4.35) 

eĢitlikleri elde edilir. Ayrıca (4.35)‟den       , , ,
DC CR X Y R X Y S X Y    (4.36) 
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elde edilir.  1

0,X Y T M için  4.36 ‟daki eĢitlikte  , 'R X Y nin diagonal lifti 

 ,
D

R X Y ile gösterilir.  

,S  1,3  tipli tensör alanı olmak üzere,    ,
l l l k j

h kji i kjhih
S X Y R R X Y   ile tanımlıdır. 

Burada hX ve hY , X  ve Y ‟nin sırasıyla parçalarıdır.  4.34   ve  4.36 ‟dan  

                  
 

 

, 0
,

,

h

A
C C i

iB

h

R X Y
R X Y

R X Y

 
 
   

  (4.37) 

elde edilir. Burada  1

0,X Y T M  için  , 'R X Y nin lokal koordinatları  ,
h

i
R X Y ile 

gösterilmiĢtir. 

R  eğrilik tensörünün C R  kovaryant  türevinin A

E DCBR  bileĢenleri 

h h

l khi l kjiR R   

    h t t

l kji l h kji i kjh lt h kji i kjhR p R R R R  

         

+
t t t

ht l kji kt l ihj jt l hik it l kjhR R R R             

                         ,t t t t

htl kji ktl hij tjl hik til kjhR R R R R R R R                     (4.38) 

,h i

l l kjhkji
R R   ,h j

l l hikkji
R R    

,h k

l l hijkjl
R R   

h l l

kji h kji i kjhl
R R R    

Ģeklindedir. Burada diğer koordinatlarda sıfıra eĢittir. 

, M üzerinde simetrik afin konneksiyon olmak üzere 0h

l kjiR    
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olup 

k j hil j k hilR R     0t t t t

kjh til kji htl kjl hit kjt hilR R R R R R R R          

h i jkl i h jklR R    0t t t t

hij tkl hik jtl hil jkt hit jklR R R R R R R R          

elde edilir. Buradan 

0t t t t

htl kji ktl hij tjl hik til kjhR R R R R R R R        

olur.  4,38 ‟ den  0h

l kjiR   ise 0A

E DCBR   olarak bulunur. 

Önerme 4.8.3:  simetrik afin konneksiyon ile birlikte M lokal olarak simetrik ise    

' nın C  tam liftle  T M
 kotanjant demetide ayrıca lokal olarak simetriktir. Burada 

  'T M
de   , 'C C C CZR X Y nin indirgenmiĢ koordinatlara göre bileĢenleri 

  
 

 

, 0
,

* ,

h

B ZC C C C i

iA

Z h

R X Y
ZR X Y

R X Y

 
  
  

   (4.39) 

Ģeklindedir. Burada  1

0, ,X Y Z T M  olmak üzere,  ,
h

Z i
R X Y M üzerinde 

 ,Z R X Y ‟nin lokal bileĢenleridir. 
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5. TARTIġMA ve SONUÇ 

Bu tezde Riemann ve Semi-Riemann manifoldlarında lift problemleri ayrıntılı olarak 

verilmiĢtir. Ayrıca Levi-Civita konneksiyonun tam liftinin katsayıları hesaplanmıĢtır. 

Fonksiyonun, Vektör alanının, Tensör alanlarının, 1-formun, dikey, horizontal ve tam 

liftleri ayrıntılı olarak incelenmiĢtir. 

Bu tezde ilk olarak Manifold, Atlas, Diferensiyellenebilir Manifold, Tensör, Afin 

konneksiyon, Vektör alanı, 1-Form, Lie türevi, Dual uzay, Tensör alanı, Eğrilik ve 

Burulma tensörleri, Ricci tensörü, Kozsul formülü, Riemann ve Semi-Riemann 

manifoldu, Riemann metriği, Riemann konneksiyon, EĢ afin konneksiyon, Riemann 

uzayı, Weyl uzayı, Tanjant demet, Kotanjant demet, Fonksiyonun vertikal lifti, Vektör 

alanının vertikal lifti, Dikey vektör alanı, 1-Formun vertikal lifti, Tensör alanlarının 

vertikal lifti, Fonksiyonun tam lifti, Vektör alanının tam lifti, 1-Formun tam lifti, Tensör 

alanlarının tam lifti, Kovaryant diferensiyellemenin dikey ve tam lifti, Afin 

konneksiyonunun tam lifti, Fonksiyonun ve Vektör alanının yatay lifti, 1-Formun yatay 

lifti, Yatay 1-Form alanı, Tensör alanlarının yatay lifti, Afin konneksiyonunun yatay 

lifti tanımlanmıĢtır. 

Ġkinci olarak Eğrilik tensörünün özellikleri ispatlanmıĢtır.  0,2 ve  1,1 tipli tensörlerin 

vertikal lifti, tam lifti ve horizontal lifti incelenmiĢtir. 1-Formun, Vektör alanının, 

Tensör alanlarının, Afin konneksiyonunun vertikal, tam, horizontal lifti ile ilgili 

açıklamalar yapılıp bu konular ile ilgili teoremler ispatlanmıĢtır.   

Üçüncü olarak Levi-Civita konneksiyonunun katsayıları hesaplanıp, tam lifti 

incelenmiĢtir. Ricci tensörünün tam lifti incelenip, vertikal lift, tam lift ve horizontal lift 

ile ilgili özellikler verilip ispat edilmiĢrir. Diagonal lift hakkında bilgi verilip, Tanjant 

ve Kotanjant demetde Sasaki metriği incelenmiĢtir. Simetrik afin konneksiyonunun tam 

lifti ve Riemann geniĢlemesi hakkında bilgi verilmiĢtir. 
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