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1. GİRİŞ 

Diferansiyal cebirsel denklemler (DAEs) ilk kez Petzold (1982) tarafından 

kullanılmıştır. Bu denklemler son yıllarda güçlü potansiyel uygulamalarından dolayı 

büyük ölçüde önem ve popülerlik kazanmıştır. DAEs uygulamaları elektrik ağları, devre 

analizi, kontrol teorisi, robot teknolojisi, güç sistemleri, diferensiyal ve cebirsel 

denklemle ile modellenen kimyasal süreçlerin gösterimleri gibi bilim ve mühendislik 

alanlarında karşımıza çıkar (Brenan et al. 1989; Çelik et al. 2003; Çelik and Bayram 

2004; Çelik and Bayram 2005; Kunkel and Mehrmann 2006). Runge-Kutta metodu 

(Hairer et al. 1989; Ascher and Petzold 1991; Higueras and Carcia-Celayta 1999), Pade 

yaklaşım metodu (Çelik and Bayram 2003; Çelik 2004; Güzel and Bayram 2006), 

Adomain ayrıştırma metodu (Çelik et al. 2003; Hosseini 2006), varyasyonel iterasyon 

metodu (Soltanian et al. 2009), diferansiyel dönüşüm yöntemi (Ayaz 2004) gibi 

metodlar bu tür denklemlerin çözümünü bulmak için kullanılmıştır. 

Tam sayı mertebeli olmayan diferensiyal denklemler fizik (Barkari et al. 2000), kimya 

ve biokimya (Yuste et al. 2004), kontrol (Wang and Zhou 2011; Wang et al. 2012; 

Haghighi et al. 2014), tıp (Hall and Barrick 2008) ve diğer bilim alanlarında birçok 

sistemin matematik modellemesinde temel bir öneme sahiptir (Hilfer 2000; Kilbas et al. 

2006; Diethelm 2010). Kesirli diferansiyel denklemler hafızanın tanımı ve birçok 

materyal ve fiziksel işlemin kalıtsal özellikleri için mükemmel bir araç sağlamaktadır. 

Klasik tam sayı mertebeli modellerine nazaran kesirli operatör içeren modellerin esas 

avantajı budur. Kesirli diferansiyel denklemlerin çözümü çok zordur. Genelde Kesirli 

diferansiyel denklemler için gerçek sonucu elde eden bir metot yoktur. Çoğu kesirli 

diferansiyel denklem analitik çözüme sahip değildir, bu yüzden nümerik teknikler 

kullanılmaktadır. Bu amaçla son dönemde yapılan çalışmalarda varyasyonel iterasyon 

metodu (Odibat and Momani 2006; Abbasbandy 2007), homotopi analiz metodu (Song 

and Zhang 2007; Jafari and Seifi 2009; Liao 2014a, 2012b, 2004c), Adomian ayrışım 

metodu (Ray and Bera 2005; Jafari and Daftardar-Gejji 2006a, 2006b), Laplace 

ayrıştırma metodu (Khan and Austin 2010) gibi yaklaşık çözüm yöntemlerine sıklıkla 

yer verilmiştir. 
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Son yıllarda, önemli matematiksel modeller kesirli mertebeden diferansiyel cebirsel 

denklem sistemleri ile açıklanmaktadır. Kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel 

denklemlerin çözümlerini bulmak için varyasyonel iterasyon metodu (küçük 2014, İbiş 

and Bayram, 2011), Homotopi analiz metodu (Zurigat et al. 2010; Küçük 2014) ve 

Adomian Ayrışım Metodu (İbiş and Bayram 2011; Küçük 2014) gibi metodlar 

kullanılmıştır. 

İlk kez Daftardar-Gejji ve Jafari (2006) tarafından önerilen yeni iteratif metodu (NIM), 

lineer ve lineer olmayan fonksiyonel diferansiyel denklemlerin çözümü için bir tekniktir 

(Daftardar-Gejji and Jafari 2006). Bu metod, cebirsel denklemleri, integral denklemleri, 

tam sayı ve kesirli mertebeli adi ve kısmi diferansiyel denklemleri ve denklemler 

sistemi gibi lineer olmayan denklemlerin çözümü için yararlı olduğu İspatlanmıştır. 

NIM lineer ve lineer olmayan denklemler için etkili bir yöntemdir. Araştırmacılar bu 

metodu kullanarak diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleriyle ilgili çalışmalar 

yapmışlardır (Bhalekar and Daftardar-Gejji 2008; Noor et al. 2015). İlk kez bu tezde 

önerilen yeni iteratif dönüşüm metodu (NITM), yeni iteratif metodu ve Laplace 

dönüşümünün birleşimidir. 

Homotopi pertürbasyon metodu (HPM), 1998 yılında Ji-Huan He tarafından verilmiştir 

(He 1999). He, metodu oluştururken pertürbasyon tekniği ile homotopi kavramını 

birleştirmiş ve nonlineer problemleri, çözümü kolay lineer problemlere dönüştürmüştür. 

Çözümlerin seri şeklinde olması ve bazı durumlarda çözümlerin kapalı formlarının elde 

edilebilmesi, bu yöntemleri farklı dallarda çalışan bilim adamları arasında popüler 

kılmış ve çözümlerin farklı yorumlarının yapılabilmesini sağlamıştır. Birçok araştırmacı 

homotopi pertürbasyon metodunu çeşitli problemlere uygulamıştır (Odibat and Momani 

2006; Abbasbandy 2006; Momani and Odibat 2007; Ozis and Agirseven 2008). 

Homotopi pertürbasyon dönüşüm metodu, Sumudu dönüşümü, homotopi pertürbasyon 

metodu ve He polinomlarının bir kombinasyonudur. Önerilen algoritma kapalı bir 

biçimde çözüme yol açabilecek bir hızla yakınsak seri çözüm sağlar. Bu yöntemin 

avantajı, lineer ve lineer olmayan, kesirli ve kesirli olmayan, adi ve kısmi diferansiyel 
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denklemlerin çözümlerini elde etmek için iki güçlü metodun birleştirmesidir (Singh et 

al. 2011, 2013). 

Bu tezde, kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemlerin analitik ve nümerik 

çözümü incelenecektir. Önce kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, diferansiyel-

cebirsel denklemler ve kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemler tanıtılacak 

ve daha sonra kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemlerin analitik ve nümerik 

çözümlerine geçilecektir. 

Yeni iteratif dönüşüm yöntemi ise diferansiyel denklemler ve diferansiyel cebirsel 

denklemlere ilk kez tarafımızdan uygulanmaktadır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde tezde kullanılan bazı temel kavramlar verilecektir. 

Tanım 2.1: Bir bağımsız değişken ile bir bağımlı değişken ve bağımlı değişkenin 

bağımsız değişkene göre türevlerini ihtiva eden denkleme diferansiyel denklem denir. 

Genel olarak; 

 (              ( ))                                                                                   (   ) 

şeklinde gösterilir. Burada  ( ) ,  ‘nun  ‘ye göre   inci mertebeden türevidir. (2.1) 

denklemi  ( ) ye göre çözülebilirse; 

 ( )   (              (   ))                                                                       (   ) 

formu elde edilir. Bu ise (2.1)’in açık formda yazılmış şeklidir. 

Tanım 2.2:    bir reel değişken olmak üzere 

  ( ) ( )   (   )( ) 
(   )      ( ) 

    ( )   ( ) 

şeklindeki denklemlere lineer diferansiyel denklem denir. Burada, eşitliğin sağ 

tarafındaki   ve sol tarafta ki               …,  (   )    katsayıları   değişkenine 

bağlıdır. 

Tanım 2.2: Bir bağımlı değişken (bilinmeyen fonksiyon) ile iki veya daha çok bağımsız 

değişken ve bağımlı değişkenin bağımsız değişkenlere göre kısmi türevlerini ihtiva eden 

bir bağıntıya kısmi diferansiyel denklem denir. Buna göre     bağımlı             

bağımsız değişkenler olmak üzere 
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 (                
    

      
      

      
  )                              (   ) 

bağıntısı bir bağımlı ve   bağımsız değişkenli kısmi diferansiyel denklemdir. Örneğin, 

                 (Helmholtz’s denklemi) 

                   (Telegraph denklemi) 

                    (KdV denklemi) 

birer kısmi diferansiyel denklemdir. 

Tanım 2.3:    dereceden bir 

 ( )     
       

              

polinomunu göz önüne alalım. Bu polinomun sıfıra eşitlenmesiyle elde edilen 

   
       

                

şeklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif    tamsayısına  ( )    

denkleminin derecesi denir.  ( )    polinomunda  (  )    denklemini sağlayan    

ye denklemin kökü denir. 

Tanım 2.4: Diferansiyel-cebirsel denklem genel halde               olmak 

üzere 

 (   ( )  ̇( ))                                                                                               (   ) 

ve 
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 (   ( )  ̇( ))  (

  (   ( )  ̇( ))

  (   ( )  ̇( ))
 

  (   ( )  ̇( ))

,  

formundadır. (2.4) denklemine genel lineer olmayan kapalı diferansiyel-cebirsel 

denklem denir. Diferansiyel-cebirsel denklem yarı açık formda, 

 ̇   (     )                                                                                                        (   ) 

   (     )                                                                                                        (   ) 

şeklinde yazılabilir. Dikkat edilirse   değişkeninin türevi yukarıda bulunmamaktadır 

işte böyle bir   değişkeni cebirsel değişken,   değişkeni ise diferansiyel değişken olarak 

adlandırılır. (2.6) denklemine ise cebirsel denklem denir. Diferansiyel cebirsel 

denklemler 
  

  ̇
 Jakobiyen matrisinin singüler olmasıyla açıklanır (Kunkel and 

Mehrmann 2006). 

Örnek 2.5: Van der Pol denklemi 

 ̇     

  ̇  (    )     

limit     durum olarak aşağıdaki gibi diferansiyel-cebirsel denkleme sahiptir, 

 ̇     

  (    )     
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Tanım 2.6: (Gamma Fonksiyonu) Euler gamma fonksiyonu kesirli analizin temel 

fonksiyonlardan birisi olup aşağıdaki şekilde tanımlanır.     için 

 ( )  ∫    
 

 

        

Gamma fonksiyonunun en belirgin özelliklerinden birkaçı aşağıdaki gibi verilebilir: 

 )  ( )     

  )  (   )    ( )  

   )  (   )                              

  )  ( ) (   )  
 

     
  

Gamma fonksiyonu pozitif bölgede her noktada tanımlı olmasına karşın, negatif tamsayı 

değerlerinde sonsuza gitmektedir (Diethelm, 2010). 

Tanım 2.7: (Beta Fonksiyonu)        olsun. Bu takdirde Beta fonksiyonu  

 (   )  ∫     (   )   
 

 

   

şeklinde tanımlanır. En belirgin özelliklerinden birisi ise 

 (   )  
 ( ) ( )

 (   )
  

dir (Diethelm 2010). 

Tanım 2.8: (Laplace Dönüşümü)     için  ( )  fonksiyonu verilmiş olsun.   nin 

Laplace dönüşümü 



8 

 

 ( )   , ( )-  ∫      ( )  
 

 

 

genelleştirilmiş integralinin yakınsak olduğu tüm   değerleri için tanımlanan   

fonksiyonudur. Bazı fonksiyonların Laplace dönüşümleri aşağıdaki gibidir: 

 

 ( )                               ( )  
 

 
  

 ( )                           ( )  
 ( )

  
          

 ( )                            ( )  
 

   
            

 ( )                       ( )  
 ( )

(   ) 
                 

Laplace dönüşümünün bazı özellikleri aşağıdaki teoremlerle verilebilir (Belgacem et al. 

2003; 2006; Dyke 2014). 

Teorem 2.9:  ( ) ve  ( ) sırasıyla  ( ) ve  ( ) fonksiyonlarının Laplace dönüşümü 

olmak üzere 

 , ( )   ( )-   , ( )-   , ( )-=  ( )   ( ) 

dir. 

Teorem 2.10:  ( )   ( )  fonksiyonun Laplace dönüşümü ise  (   )      ( ) 

fonksiyonunun Laplace dönüşümüdür. 

Teorem 2.11:  ( )   , ( )- olmak üzere 

 ,  ( )-    , ( )-   ( )    ( )   ( ) 
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dir. 

Teorem 2.12:  ( ),  ( ) fonksiyonun Laplace dönüşümü olmak üzere 

 *∫  ( )  
 

 

+  
 ( )

 
 

dir. 

Tanım 2.13: (Konvolüsyon) 

∫  (   ) ( )  
 

 

 

integraline konvolüsyon integral veya   ve   fonksiyonlarının konvolüsyonu denir ve 

(   )( )  ∫  (   ) ( )  
 

 

 

ile gösterilir. 

Teorem 2.14:   ( ) ve  ( ) sırasıyla  ( ) ve  ( ) fonksiyonların Laplace dönüşümü 

olmak üzere 

 ,(   )( )-   , ( )-   , ( )-=  ( )   ( ) 

dir. 

Tanım 2.15: Laplace dönüşümünün tersi     ile gösterilir ve 
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şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.16: Sumudu dönüşümü 

  , ( )              ( )    
   
      (  )  ,   )-  

fonksiyonlar kümesi üzerinde  

 ( )   , ( )-  ∫  (  )      
 

 

          (      )                               (   ) 

şeklinde tanımlanır (Watugala 1993; Belgacem et al. 2003, 2006). 

Sumudu dönüşümüyle, Laplace dönüşümü arasında aşağıdaki gibi bir bağıntı vardır: 

 (
 

 
*    ( )               (

 

 
*    ( )                                                           (   ) 

burada  ( ),  ( ) fonksiyonun Laplace dönüşümüdür. 

Bazı fonksiyonların Sumudu dönüşümü aşağıdaki gibi verilebilir: 

 , -    

 ,   -  
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 ,  -   (   )             

 ,     -  
  

      
 

 ,     -  
 

      
 

 ,  ( )-    
  ( )

  
   ( ) 

 ,  ( )-  
 ( )   ( )

 
 

 ,   ( )-   
  ( )

  
 

ve Sumudu dönüşümünün tersi ise; 

   , ( )-   ( )                                                                                               (   ) 

ile verilir. 

2.1. Kesirli Analiz 

Kesirli mertebeden türevlerin birbirinden farklı ve görünürde birbiriyle uyuşmayan 

birçok tanımı literatürde mevcuttur. Kesirli analiz integral ve türevin tamsayı olmayan 

mertebeye genellemesidir. Son on yılda, kesirli analizin çeşitli olayları modellemede 

temel bir rol oynadığı görülmüştür. Kesirli mertebeden türevlerin farklı bir çok tanımı 

bulunmaktadır. Esasen bu tanımlar Riemann-Liouville türev tanımının varyantlarıdır. 

Çalışmamızda başlangıç koşullarını içeren kesirli diferansiyel-cebirsel denklemlerin 
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analitik ve nümerik çözümü esas alındığından, bu tip problemler için her ikisi de 

kullanılabilir durumda olan Riemann-Liouville ve Caputo türev tanımları birlikte 

verilmiştir (Samko et al 1987; Podlubny 1999; Diethelm 2010). 

Tanım 2.1.1:     olmak üzere     ,   -  fonksiyonunun   (   )  mertebeli 

Riemann-Liouville kesirli integrali  

  
  ( )  

 

 ( )
∫ (   )    ( )  

 

 

                                                         (    ) 

şeklinde tanımlanır.     için   
    birim operatörü tanımlanır. 

Kesirli integral için aşağıdaki özellikler yazılabilir: 

  
   

 
 ( )    

 
  
  ( )    

   
 ( ) 

  
     

 (   )

 (     )
                    

2.1.1. Riemann-Liouville kesirli türev 

Tanım 2.1.1.1:   (   )  ve   , -    olsun.     ,   -  fonksiyonunun 

Riemann-Liouville kesirli türevi  

  
  ( )      

    ( )  
 

 (   )

  

   
∫ (   )    ( )  

 

 

 

şeklinde tanımlanır.     için   
    birim operatörü tanımlanır. 

Kesirli türev için aşağıdaki özellikler geçerlidir: 
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  ( )   ( )             ,   -      

  
    2

        *         + 
 (   )

 (     )
                

 

2.1.2. Caputo kesirli türev 

Tanım 2.1.2.1:   (   )  ve   , -    olsun.  ( )  fonksiyonunu Caputo 

anlamında kesirli türevi aşağıdaki gibi tanımlanır: 

  
  ( )    

      ( )  
 

 (   )
∫ (   )      ( )( )  

 

 

 

burada       ,   -     dır. 

Caputo kesirli türeve ait özellikler aşağıdaki gibi yazılabilir; 

  
    2

                                                           *         +

 (   )

 (     )
                                           

 

 

Teorem 2.1.2.2:   (   )  ve   , -    olsun.  ( )  nin (   ) . türevi mutlak 

sürekli olmak üzere 

  
   

  ( )   ( )  ∑
  

  

   

   

 ( )(  )                                                         (    ) 
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dır. 

Teorem 2.1.2.3:   (   ),   , -    olsun. O halde 

  
  ( )    

  ( )  ∑
    

 (     )

   

   

 ( )(  ) 

yazılabilir. 

Teorem 2.1.2.4:   (   ) olsun.  ( ) sürekli olmak üzere 

  
   

  ( )   ( ) 

dır. 

2.1.3. Kesirli operatörlerin Laplace ve Sumudu dönüşümü 

Teorem 2.1.3.1:   
  kesirli integral operatörünün Laplace dönüşümü 

 ,  
  ( )-      , ( )-                                                                                 (    ) 

dir. 

İspat: 

 ,  
  ( )-  

 

 ( )
 *∫ (   )    ( )  

 

 

+  
 

 ( )
 ,      ( )- 
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 ( )
 ,    -   , ( )-      , ( )-  

Teorem 2.1.3.2:   
  kesirli integral operatörünün Sumudu dönüşümü 

 ,  
  ( )-     , ( )-                                                                                   (    ) 

dir. 

İspatı önceki teoremin ispatıyla aynıdır. 

Teorem 2.1.3.3:   (   )  ve   , -    olsun. Caputo kesirli türevinin Laplace 

dönüşümü  

 ,  
  ( )-     , ( )-  ∑       

   

   

 ( )(  )                                    (    ) 

şeklindedir. 

İspat: (2.11) den 

 ,  
   

  ( )-   , ( )-  ∑
 ,  -

  

   

   

 ( )(  ) 

yazılabilir. Teorem 2.2.4.1 den 

    ,  
  ( )-   , ( )-  ∑      

   

   

 ( )(  ) 
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elde edilir ve 

 ,  
  ( )-     , ( )-  ∑       

   

   

 ( )(  ) 

yazılabilir. 

Teorem 2.1.3.4:   (   ) ve   , -    olsun. Caputo kesirli türevinin Sumudu 

dönüşümü 

 ,  
  ( )-      , ( )-  ∑     

   

   

 ( )(  )                                     (    ) 

olarak tanımlanır. 

İspatı önceki teoremin ispatıyla aynıdır. 

2.2. Mittag-Leffler Fonksiyonu 

Mittag-Leffler fonksiyonu üstel fonksiyonunun genelleştirilmiş halidir ve kesirli 

analizde önemli bir rol oynar (Diethelm 2010; Gorenflo et al. 2014). 

Tanım 2.2.1:     olsun. 

  ( )  ∑
  

 (    )

 

   

                                                                                   (    ) 

serisinin yakınsak olması durumunda,   ( ) fonksiyonu bir parametreli Mittag-Leffler 

fonksiyonu olarak adlandırılır. 
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Tanım 2.2.2:       olmak üzere 

    ( )  ∑
  

 (    )

 

   

                                                                                (    ) 

ile tanımlanan     ( )  fonksiyonu iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak 

adlandırılır, burada     ( )    ( )  dir.       değerleri için     ( )  ile tanımlı 

kuvet serisi, bütün     için yakınsaktır (Diethelm 2010). 

Tanım 2.2.3:         olsun. 

    
 ( )  ∑(

     

 
*

  

 (    )

 

   

                                                         (    ) 

ile tanımlanan     
 ( )  fonksiyonu üç parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak 

adlandırılır,     için     
 ( )      ( ) dir. 

Teorem 2.2.4: Üç parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace ve Sumudu 

dönüşümü aşağıdaki gibidir: 

 [        
 

(   )]  
     

(    ) 
   

 [        
 

(   )]  
    

(     ) 
   

İspat (Gorenflo et al. 2014)’de ayrıntılı bir şekilde verilmiştir. 
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2.3. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemler 

Bu bölümde kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere ait bazı temel tanımlar 

verilecektir. Daha detaylı bilgi Podlubny tarafından verilmiştir (Podlubny 1999). 

Tanım 2.3.1: Bir veya daha fazla değişkenin kesirli türevlerini içeren denklemlere 

kesirli diferansiyel denklem denir. Yani, kesirli diferansiyel denklemler, tam sayı 

türevleri yerine, kesirli türevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir (Samko et al. 

1987; Podlubny 1999; Benghorbal 2004; Diethelm 2010). 

Örnek 2.3.2: Aşağıdaki gibi verilen denklem, bir kesirli diferansiyel denklemdir; 

  
 

  ( )   
 

  ( )   ( )     ( )                                                     (2.19) 

Kesirli diferansiyel denklemler aşağıdaki gibi sınıflandırılabilir: 

I) Kesirli mertebeden adi diferansiyel denklemler. 

  
  ( )    

 
  ( )    ( )   ( )                                                              (    ) 

kesirli mertebeden Bagley–Torvik adi diferansiyel denklemidir. 

II) Kesirli mertebeden kısmi diferansiyel denklemler. 

  

 
  (   )    

   (   )

   
                                                                               (    ) 

denklemi kesirli mertebeden yayılma (diffusion) kısmi diferansiyel denklemdir. 
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  ( )  
   ( )      ( )  

     ( )      ( )  
   ( )    ( ) ( )

  ( )                                                                                                      (    ) 

formunda yazilmiş denklem kesirli mertebeden lineer diferansiyel denklem olarak 

adlandırılır. Aksi taktirde denkleme lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel 

denklem denir. 

Örnek 2.3.3: 

  ( )     
  ( )    ( )   ( )                       (Kesirli Basset denklemi) 

kesirli mertebeden lineer diferansiyel denklem dir. 

  
  ( )     ( )                               (Kesirli Riccati denklemi) 

ve 

  
    ( )   ( )  

  ( )   ( )                         (Kesirli Liénard denklemi) 

lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemleridir, burada   ve   keyfi 

sabitlerdir. 

Tanım 2.3.4: Kesirli diferansiyel denklemdeki en yüksek mertebeli türevin mertebesine 

kesirli diferansiyel denklemin mertebesi denir. Örneğin, 

  

 
  ( )    (   

 
  ( ))  

denklemi bir  
 

 
 .mertebeden lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemdir. 
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2.4. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerle İntegral Denklemler Arasındaki 

İlişkiler 

Teorem 2.4.1:   (   )    , -    ve farzedelimki   
( )

   
( )

      
(   )

   

     ve      olsun. 

  {(   )    ,    - |  ∑
  

( )

  
  

   

   

|   }  

olmak üzere        sürekli bir fonksiyon, ayrıca      (   )    (   )  olmak 

üzere 

  

{
 

 
                                                                    

   2   (
  (   )

 
)

 
 

3                              
 

olarak tanımlasın. Bu taktirde öyle bir    ,   - fonksiyonu vardır ki; 

  
  ( )   (   ( ))                                                                                        (    ) 

   ( )    
( )

                                                                             (    ) 

başlangıç değer probleminin çözümüdür. 

Lemma 2.4.2: Kabul edelimki teorem 2.4.1 hipotezleri sağlansın    ,   -   (2.23)-

(2.24) başlangıç değer probleminin bir çözümüdür ancak ve ancak   aşağıdaki ikinci tip 

Volterra integral denkleminin bir çözümüdür; 
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 ( )  ∑
  

( )

  
  

   

   

 
 

 ( )
∫ (   )    (   ( ))  

 

 

  

(Diethelm 2010). 

2.5. Kesirli Mertebeli Diferansiyel-Cebirsel Denklemler 

Tanım 2.5.1: Kesirli mertebeden bir Diferansiyel-Cebirsel denklem başlangıç koşulları 

ile birlikte, 

  
    ( )   (                

    
       

 )                              

 (              )              ( )                                           (2.25) 

formundadır (Zurigat et al.  2010). 

Bu forma göre bir sonraki bölümde üzerinde çalışacağımız denklemlere örnek olarak 

aşağıdaki denklemleri verebiliriz. 

Örnek 2.5.2: 

 ( )   ( )           

   ( )   ( )   ( )      ( )                           

 ( )    

 ( )    

Örnek 2.5.3: 

    ( )   ( )   ( ) ( )    
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    ( )   ( )    ( )   ( )                               

 ( )    ( )    

 ( )   ( )   ( )    

Bu örnekten de görüldüğü gibi kesirli diferansiyel-cebirsel denklemin içerisinde farklı 

kesirli mertebelerden türevler de bulunabilmektedir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Homotopi Kavramı 

Shijun Liao tarafından öne sürülen homotopi analiz metodu (HAM), topoloji ve 

diferansiyel geometrinin temel konusu olan homotopi kavramına dayanır. Matematikte 

homotopi, sürekli değişim veya deformasyonu tanımlar. Örneğin, bir daire, bir kare 

veya elipse sürekli olarak deforme olabilir. Yani, Matematikte homotopi ayni 

karakteristikler içeren farklı şeyler arasındaki ilişkiyi tanımlar. 

Örnek olarak,   ,   -  aralığında     (  )  ve   (   )  fonksiyonları  (   ) 

şeklinde oluşturulan fonksiyonlar ailesi ile ilişkilendirilebilir: 

 (   )  (   )    (  )   ,  (   )-  

burada   ,   - olarak gömme parametresi olarak adlandırılır. Dikkat edilirse  (   ) 

sadece   ,   -  bağımsız değişkenine değil aynı zamanda   ,   -  gömme 

parametresine de bağlıdır.     olduğunda 

 (   )     (  )                         ,   -  

ve     olduğunda 

 (   )    (   )                    ,   -  

elde edilir. Böylece şekil 4.1’de görüldüğü gibi   ,   -  0 dan 1’e arttıkça  (   ) 

reel fonksiyonu    (  ) trigonometrik fonksiyonundan,   (   ) polinomuna sürekli 

olarak değişir. 
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Şekil 3.1. Sürekli deformasyon  (   )    (  )   (   ) homotopisi 

Topolojide,  (   )  homotopi olarak adlandırılır,    (  )  ile   (   ) ’e de 

homotopiktirler denir ve 

     (  )   (   )  

ile gösterilir. 

Genelde,    ,   -  sürekli fonksiyonu başka bir    ,   -  sürekli fonksiyonuna 

deforme edilebilirse 

 (   )  (   ) ( )    ( )           ,   -   ,   -                      (   ) 

yoluyla 

       

homotopisi kurulabilir. Burada   gömme parametresi veya homotopi parametresi olarak 

adlandırılır (Liao 2012). 
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Tanım 3.1.1:   topolojik uzayından   topolojik uzayına   ( )  ve  ( )  sürekli 

fonksiyonları arasındaki homotopi  

    ,   -    

 (   )  (   ) ( )    ( )              ,   - 

 (   )   ( )          

 (   )   ( )          

şeklinde tanımlanır. 

3.2. Homotopi Pertürbasyon Metodu (HPM) 

 ( )    ,   - sürekli reel bir fonksiyon olmak üzere: 

 ( )                                                                                                                   (   ) 

cebirsel denklemini göz önüne alalım. Varsayalımki (3.2) nin   ,   - aralığında en az 

bir kökü olsun ve    ,   - ,  ’in bir başlangıç tahmini olsun.   ( )   (  )  

  ,   - ,  ( )    ,   -  fonksiyonuna sürekli deforme olabilir, yani bunlar 

homotopiktirler. Böylece aşağıdaki gibi bir Homotopi kurulabilir: 

 (   )  (   ), ( )   (  )-    ( )  

burada   ,   -   homotopi parametresidir.     ve     için sırasıyla aşağıdaki 

eşitlikler elde edilir: 
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 (   )   ( )   (  )                             (   )   ( )  

Yani   parametresi 0 ile 1 arasında arttıkça,  (   ) sürekli olarak  ( )   (  ) dan 

 ( )’e değişir.  (   )    alınarak, 

(   ), ( )   (  )-    ( )                ,   -                                 (   ) 

veya 

 ( )   (  )    (  )                              ,   -  

elde edilir. Böylece cebirsel denklemlerin bir parametre ailesi elde edilmiş olur. 

Cebirsel denklemlerin parametre ailesinin çözümü homotopi parametresi olan  ’ya 

bağlıdır. (   ) denkleminde  ’i  ( ) olarak değiştirirsek: 

 , ( )-   (  )    (  )                                                                          (   ) 

yazılabilir.     olduğunda 

 , ( )-   (  )     

denklemini elde ederiz, ki onun çözümü 

 ( )      

dir.     olduğunda 

 , ( )-     
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elde edilirki bu da  ( )    cebirsel denkleminin kendisidir. Yani; 

 ( )     

olur. Bu nedenle,   homotopi parametresi 0’dan 1’e değiştikçe,  ( )     başlangıç 

tahmininden  ( )    denkleminin çözümü olan  ’e deforme olur. (3.4) sıfırıncı derece 

deformasyon denklemi olarak adlandırılır. 

 ( )’nun     da analitik olduğunu varsayalım. Böylece  ( )     olmak üzere bu 

homotopi parametresine göre bir Maclaurın serisine genişletilebilir, yani: 

   ( )     ∑    
  

 

   

                                                                             (   ) 

Burada 

   
 

  

   ( )

   
|
   

   ( )                                                                         (   ) 

dir. Böylece (3.5) serisi homotopi-Maclaurın serisi,    homotopi türev operatörü  ve 

  ( )   ’nin    mertebeden homotopi türevi olarak adlandırılır. (3.5) homotopi serisi 

   ’de yakınsaksa,  ( )    olduğu kullanılarak 

     
   

     ∑   

 

   

  

homotopi seri çözümü elde edilir. 
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Pertürbasyon tekniği uygulanarak, (3.3) denkleminin yaklaşık çözümünü elde etmek 

için  ( ) fonksiyonu,    noktası civarında Taylor serisine açılırsa: 

 ( )   (  )    (  ),       
   -  

 

  
   (  ),       

   -      (   ) 

elde edilir. (3.7) eşitliği, (3.3) eşitliğinde yerine yazılıp,  ’nun kuvvetlerine göre 

katsayılar eşitlenirse: 

         
 (  )   (  )                                                                                  (   ) 

         
 (  )  

 

  
  

    (  )                                                                     (   ) 

         
 (  )       

  (  )  
 

  
  

     (  )                                     (    ) 

… 

denklemleri elde edilir. (3.8) denkleminden yola çıkarak    

    
 (  )

  (  )
  

bulunur. Örneğin, birinci dereceden yaklaşık çözüm, 

            
  (  )

  (  )
  

dir.     iken, 



29 

 

     
 (  )

  (  )
  

biçiminde elde edilir. Bu çözümden, 

        
 (  )

  (  )
                                                                                         (    ) 

elde edilir. Dikkat edilirse (3.11) Newton iterasyon formülüdür. Benzer olarak ikinci 

dereceden yaklaşık çözüm, 

            

        
 (  )

  (  )
 

   (  )

   (  )
(

 (  )

  (  )
)

 

  

2. dereceden Newton iterasyon formülü olarak düşünülebilir. Homotopi pertürbasyon 

yönteminin kullanıldığı en geniş alan diferansiyel denklemlerdir. Homotopi 

pertürbasyon yöntemi, çeşitli lineer ve lineer olmayan denklemlerin çözümü için 

alışılmamış ve etkin bir yöntemdir. Genel lineer olmayan bir denklem üzerinde 

yöntemin diferansiyel denklemlere uygulanışını gösterelim. 

Aşağıdaki genel lineer olmayan fonksiyonel denklemi düşünelim; 

     ( )                                                                                                    (    ) 

burada   bir lineer olmayan operatör,   bilinmeyen fonksiyon ve   bilinen 

fonksiyondır. 
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Homotopi pertürbasyon yöntemini (HPM) göstermek için,    çözüm olmak üzere (3.12) 

denklemini aşağıdaki gibi göz önüne alalım: 

 ( )       ( )                                                                                 (    ) 

 (   )  homotopi tanımlayabiliriz: 

 (   )   ( )             (   )   ( )  

Böylece  ( ) bir operatör,     çözümule, ki bu çözüm kolayca elde edilebilir. Homotopi 

tekniği ile,  (   )   ,   -    homotopisini kurabiliriz. Genelde, 

 (   )  (   ) ( )    ( )                                                            (    ) 

şekilde bir homotopi seçebiliriz. Burada   ,   - gömme parametresidir, bu nedenle 

monoton olarak   parametresi 0 ile 1 arasında arttıkça,  (   ) sürekli olarak  ( )    

dan  ( )   ’a değişir. Topolojide bu konu, deformasyon olarak adlandırılır,  ( )     

ve  ( )    homotopi diye isimlendirilmektedir. 

  gömme parametresi yeteri kadar küçük kabul edilirse, klasik pertürbasyon tekniği 

uygulanarak, (3.14)’ün çözümü olarak  ’nun kuvvet serisini alarak 

                     ∑      

 

   

                                       (    ) 

şeklinde yazılır. (3.15)’te       alınırsa, 

     
   

                                                                          (    ) 
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elde edilir. Pertürbasyon ve Homotopi yöntemlarinin kombinasyonu tüm avantajlarını 

muhafaza ederken, geleneksel pertürbasyon yöntemnin dezavantajlarını ortadan kaldıran 

yönteme Homotopi pertürbasyon metodu adı verilir. Seri (3.16) bir çok durumda 

yakınsaktır. Bununla birlikte, yakınsama hızı lineer olmayan  ( )   operatörüne 

bağlıdır. 

Teorem 3.2.1: Kabul edelimki   ( ) lineer olmayan bir fonksiyon ve   ∑     
 
    

olsun. Bu taktirde 

  

   
 ( )    

  

   
 (∑     

 

   

+

   

 

olur. 

Bu teoremin İspatı Ghorbani 2009 da ayrıntılı bir şekilde verilmiştir. 

 ( ( ))   ( )   ( ) alarak ve (3.13)’ü (3.14) te yerine yazarak; 

 (   )   ( )   ( )    ( )                                                           (    ) 

elde ederiz.  ‘ya göre  ( )‘nin Maclauren açılımına göre; 

 ( )   ( )    (
 

  
 ( )   *   (

 

  

  

   
 ( )   )    

 (
 

  

  

   
 ( )   *      

yazabiliriz. (3.15)‘i yukarıdaki denklemde yerine yazarsak; 
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 ( )   (∑     

 

   

+

   

 .
 

  
 (∑     

 

   

+

   

/ 

 .
 

  

  

   
 (∑     

 

   

+

   

/     .
 

  

  

   
 (∑     

 

   

+

   

/  

   

elde edilir. Teorem 3.2.1’e göre; 

 ( )   (  )  (
 

  
 (      )   *   (

 

  

  

   
 (           )   )    

 .
 

  

  

   
 (∑     

 

   

+

   

/  

                                                                                                                  (    ) 

yazılır. (3.15) ve (3.18)‘i (3.17) de yerine yazarsak ve  ’nun özdeş kuvvetleri cinsinden 

terimleri  eşitlersek; 

     ( )   ( )  

     ( )   (  )  

     ( )  {
 

  
 (      )}

   

  

     ( )  
 

  
,

  

   
 (           )-

   

  

… 

         ( )  
 

  
{
  

   
 (∑     

 

   

+}

   

  

… 

elde ederiz. 
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Tanım 3.2.2: He polinomları 

  (             )  
 

  
{
  

   
 (∑     

 

   

+}

   

                         

şeklinde tanımlanır. Dolayısıyla, homotopi pertürbasyon yöntemi ile elde edilen 

yaklaşık çözüm He polinomları ile 

 ( )   ( )  ∑   (             )

 

   

 

olur. 

Örnek 3.2.3: Aşağıdaki Lineer olmayan diferansiyel denklemini başlangıç koşulu ile 

birlikte düşünelim: 

                            ( )     

buna göre, denklem (3.14); 

 (   )    ( )    ( )  ( )        

veya 

 (   )  (  
     

      
      

   )

  (                  )(  
     

      
      

   )

       

olur. Benzer şekilde; 
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(  
     )   (  

      
 ⏟

  

+    (  
      

      
 ⏟        

  

+

   (  
      

      
      

 ⏟            
  

+      

elde edilmiş olur. He polinomları: 

       
 

       
      

 

       
      

      
 

   

 

biçiminde tanımlanır ve denklemin çözümü, 

 ( )    (
 

 
   

 

 
  *  (

 

 
   

 

 
  *      

olarak bulunur (Ghorbani 2009). 

3.3. Homotopi Pertürbasyon Dönüşüm Metodu (HPTM) 

Metodun temel mantığını anlamak için, başlangıç koşullarıyla birlikte aşağıdaki 

denklemi ele alalım; 

  (   )    (   )    (   )   (   )                                                  (    ) 

  

   
 (   )       ( )                                                            (    ) 

burada   
  

    en yüksek mertebeden lineer diferansiyel operatörü,   derecesi   

operatöründen küçük olan lineer diferansiyel operatör,   genel lineer olmayan 



35 

 

diferansiyel operatörü ve  (   ) kaynak terimi temsil eder. Denklem (3.19)’un her iki 

tarafına Sumudu dönüşümü uygulanırsa; 

 ,  (   )-   ,  (   )-   ,  (   )-   , (   )-                           (    ) 

elde edilir. Sumudu dönüşümünün  ’ye göre diferansiyel özelliğini kullanarak; 

    , (   )-  ∑     
  

   

   

   

 (   )      ,  (   )-   ,  (   )-   , (   )-  

elde ederiz. Daha sade olarak; 

 , (   )-  ∑     ( )    * ,  (   )-   ,  (   )-+

   

   

    , (   )-       (    ) 

yazılabilir. Denklem (3.22)’nin her iki tarafına Sumudu dönümüşünün tersini 

uygularsak; 

 (   )   (   )     [   ,  (   )    (   )-]                               (    ) 

elde ederiz. Burada  (   ) , kaynak terimden kaynaklanan terimi ve başlangıç 

koşullarını temsil eder. Standart Homotopi pertürbasyon yöntemine göre,   çözümü, 

 (   )  ∑     

 

   

(   )                                                                                 (    ) 

şeklindedır. Burada   ,   - gömme parametresidir ve lineer olmayan terim aşağıdaki 

gibi ayrışabilir: 
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  (   )  ∑     (   )                                                                             (    )

 

   

 

burada   'ler He polinomlarıdır ve aşağıdaki şekilde verilir; 

  (             )  
 

  
{
  

   
[ (∑    

 

   

+]}

   

                         

Denklem (3.24) ve (3.25), denklem (3.23) te yerine yazılırsa: 

∑     

 

   

(   )

  (   )

  2   0   [ ∑     

 

   

(   )  ∑     

 

   

( )]13                     (    ) 

elde edilir.  ’nun kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse aşağıdaki yaklaşımlar elde 

edilir; 

     (   )   (   )  

     (   )      [   ,   (   )    ( )-]  

     (   )      [   ,   (   )    ( )-]  

     (   )      [   ,   (   )    ( )-]  

… 

sonuç olarak 

 (   )    (   )    (   )    (   )    (   )    
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çözümü elde edilir (Singh et al. 2011). 

Örnek 3.3.1: Aşağıdaki homojen olmayan problemini dikkate alalım; 

  (   )   (   )  (   )                                                     (    ) 

 (   )                                                                                                            (    ) 

Denklem (3.27) de  ’ye göre Sumudu dönüşümü uygulanır ve başlangıç koşulu 

kullanılırsa; 

 ( )                    (   )  

elde edilir. Şimdi Sumudu dönüşümünün tersi uygulanırsa; 

 (   )        
 

 
   

 

 
       ,  (   )-                                  (    ) 

elde edilir. Homotopi pertürbasyon yöntemini kullanırsak: 

∑     

 

   

(   )        
 

 
   

 

 
        0  .∑     

 

   

( )/1  

ifadesini elde ederiz. Burada   ( )  He polinomlarıdır ve lineer olmayan terimleri 

temsil etmektedir. He polinomlarının ilk birkaç bileşeni aşağıdaki gibidir; 

  (  )         
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  (     )  
 

  
{
 

  
,(      )(      ) -}

   

              

  (        )  
 

  
,

  

   
,(           )(           ) --

   

                    

  

 ’nun kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse, aşağıdaki yaklaşımlar elde edilir; 

     (   )        
 

 
   

 

 
     

     (   )      [  ,  ( )-]   
 

 
   

 

  
   

 

  
    (

 

 
   

 

  
   

 

  
  *  

     (   )       [  ,  ( )-]  
 

  
   

   

    
   

    

      
    

 

    
    

  (
 

  
   

  

   
   

  

    
   

 

    
   *  

… 

Sonuç olarak; 

 (   )    (   )    (   )    (   )    (   )          

3.4. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemler İçin Homotopi Pertürbasyon 

Sumudu Dönüşüm Metodu (HPSTM) 

Bu yöntemin temel fikrini göstermek için, aşağıdaki genel lineer ve homojen olmayan 

kesirli mertebedan kısmi diferansiyel denklemi başlangıç koşulları ile birlikte göz önüne 

alalım: 
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  (   )    (   )    (   )   (   )                                               (    ) 

  

   
 (   )       ( )                                                            (    ) 

  
  kesirli Caputo türevi,   , -   , R lineer diferansiyel operatörü, N genel lineer 

olmayan diferansiyel operatörü ve  (   ) kaynak terimi temsil eder. Denklem (3.30)’un 

her iki tarafına Sumudu dönüşümü uygulanırsa; 

 ,  
  (   )-   ,  (   )    (   )-   , (   )-                              (    ) 

elde edilir. Teorem 2.2.4.4 ve Sumudu dönüşümünün diferansiyel özelliği kullanılarak; 

    , (   )-  ∑     
  

   

   

   

 (   )      ,  (   )    (   )-   , (   )-  

veya 

 , (   )-    ∑       ( )

   

   

    , (   )-     ,  (   )    (   )-        (    ) 

elde edilir. Denklem (3.33)’ün her iki tarafına Sumudu dönümüşünün tersini 

uygularsak; 

 (   )   (   )     [   ,  (   )    (   )-]                                (    ) 

bulunur. Burada  (   ), kaynak terimden kaynaklanan terimi ve başlangıç koşullarını 

temsil eder. Şimdi, Homotopi pertürbasyon yöntemini uygulayabiliriz; 
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 (   )  ∑     

 

   

(   )                                                                                 (    ) 

olmak üzere, lineer olmayan terim aşağıdaki gibi ayrışabilir: 

  (   )  ∑      (   )                                                                           (    )

 

   

 

burada   'ler He polinomlarıdır ve 

  (             )  
 

  
{
  

   
[ (∑    

 

   

+]}

   

                         

şeklindedır. Denklem (3.35) ve (3.36), (3.34)’te yerine yazılırsa: 

∑     

 

   

(   )   (   )   2   0   [ ∑     

 

   

(   )  ∑     

 

   

(   )]13      (    ) 

elde edilir.  ’nun kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse aşağıdaki yaklaşımlar elde 

edilir; 

     (   )   (   )  

     (   )      [   ,   (   )    ( )-]  

     (   )      [   ,   (   )    ( )-]  

     (   )      [   ,   (   )    ( )-]  

… 

Bu metodla denklemin çözümü 



41 

 

 (   )    (   )    (   )    (   )    (   )    

olarak elde edilir (Singh et al. 2013). 

Örnek 3.4.1: Başlangıç koşulu ile birlikte aşağıdaki lineer olmayan zaman-kesirli gaz 

dinamik denklemini düşünelim: 

  
  (   )  

 

 
,  (   )-   (   ),   (   )-                                       (    ) 

 (   )                                                                                                          (    ) 

(3.38)’un her iki tarafına Sumudu dönüşümü uygulanır ve başlangıç koşulunu 

kullanılırsa; 

 , (   )-         {
 

 
,  (   )-   (   ),   (   )-}            (    ) 

elde edilir. (3.40)’in her iki tarafına Sumudu dönümüşünün tersi uygulanırsa; 

 (   )         ,   {
 

 
,  (   )-   (   ),   (   )-}-  

elde edilir. Şimdi homotopi pertürbasyon yöntemi kulanılarak; 

∑     (   )     

 

   

  {   2   {
 

 
[∑     ( )

 

   

]  [∑     

 

   

]  [∑     
 ( )

 

   

]}3}  
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elde ederiz. Burada   ( )  ve   
 ( )  He polinomlarıdır ve lineer olmayan terimleri 

temsil eder. 

∑     ( )

 

   

 ,  (   )-  

olmak üzere He polinomlarının ilk birkaç bileşeni aşağıdaki gibi ortaya çıkmaktadır: 

  ( )  (  
 )  

  ( )  
 

  
{
 

  
(,(      )

 - )}
   

  (    ) 

  ( )  
 

  
,

  

   
(,(           )

 - )-
   

 (  
       ) 

     

 

ve   
 ( ) için 

∑      ( )

 

   

   (   )

  
 ( )    

 

  
 ( )       

  
 ( )    

       

   

 

elde edilir.  ’nun kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse; 

     (   )       

     (   )      *   [
 

 
  ( )       

 ( )]+  
     

 (   )
  

     (   )      *   [
 

 
  ( )       

 ( )]+  
      

 (    )
  



43 

 

     (   )      *   [
 

 
  ( )       

 ( )]+  
      

 (    )
  

… 

elde edilir ve  (   ) seri çözümü 

 (   )  *  
  

 (   )
 

   

 (    )
 

   

 (    )
  +      (  )          (    ) 

olarak bulunur. (3.38) ve (3.41) de     alınarak; 

 (   )  *    
  

  
 

  

  
  +    

çözümü elde edilir. Bu çözüm ise 

 (   )       

dır. (Singh et al. 2013). 

Örnek 3.4.2: Zaman kesirli kısmi diferansiyel KdV denklemini dikkate alalım: 

  
         (  )                                                                  (    ) 

 (   )                                                                                                            (    ) 

Denklem (3.42)’nin her iki tarafına  ’ye göre Sumudu dönüşümünü uygulanırsa; 

 ,  
  -   ,      (  ) -                                                                     (    ) 
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elde edilir. Sumudu dönüşümünün türev özelliğini kullanarak denklem (3.44); 

 , -       ,      (  ) -                                                                  (    ) 

şeklinde yazılır. Denklem (3.45)’nin her iki tarafına Sumudu dönümüşünün tersini 

uygularsak; 

 (   )       *   ,      (  ) -+                                                    (    ) 

elde edilir. Şimdi, homotopi pertürbasyon yöntemini uygulayabiliriz: 

 (   )  ∑     

 

   

(   )                                                                                 (    ) 

olmak üzere lineer olmayan terim aşağıdaki gibi ayrışabilir: 

  (   )  ∑     ( )                                                                                 (    )

 

   

 

Bu durumda (3.47) ve (3.48) denklemlerini, (3.46) denkleminde yerine yazılırsa; 

∑     

 

   

(   )        {
 

  
 [∑        

 

   

  ∑     ( )

 

   

]}                        (    ) 

elde edilir. 

∑     ( )

 

   

 (  )   
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olmak üzere He polinomlarının ilk birkaç bileşeni 

  ( )  (  
 ) 

  ( )   (    ) 

  ( )  (  
       ) 

   

 

şeklindedır.  ’nun kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse; 

     (   )     

     (   )      [   ,         ( )-]  
    

 (   )
  

     (   )      [   ,         ( )-]  
      

 (    )
  

     (   )      [   ,         ( )-]  
    * (    )   , (   )- +   

, (   )-  (    )
  

… 

elde edilir. Bu metodla denklemin seri çözümü; 

 (   )    
    

 (   )
 

      

 (    )
 

    * (    )   , (   )- +   

, (   )-  (    )
   

dir.     için, (3.4.13) ve (3.4.14) probleminin çözümü; 

 (   )                       
 

    
 

olarak bulunur, burada        dir. 
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3.5. Yeni İteratif  Metodu (NIM) 

Söz konusu yöntemi açıklamak için  

 ( )   ( )   ( ( ))                                                                                 (    ) 

genel fonksiyonel denklemini ele alalım. Burada          lineer olmayan bir 

operatör,   Banach uzay ve   bilinen bir fonksiyondur.  ( )’i  

 ( )  ∑  

 

   

( )                                                                                              (    ) 

gibi seri çözüm olarak elde etmek istiyoruz. Lineer olmayan N operatörü aşağıdaki gibi 

ayrıştırılabilir; 

 (∑  

 

   

+   (  )  ∑2 (∑  )   (∑  )

   

   

 

   

3                             (    )

 

   

 

Denklem (3.51) ve (3.52)’den, denklem (3.50) 

∑  

 

   

    (  )  ∑2 (∑  )   (∑  )

   

   

 

   

3

 

   

                              (    ) 

şeklinde yazılır ve aşağıdaki rekürans bağıntısı elde edilir; 

     

    (  ) 

      (          )   (            )                   
 (    ) 
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Buradan ise; 

              (          )                    

  ∑  

 

   

    (∑  

 

   

+                                                                        (    ) 

elde edilir. Eğer N daraltma operatörü ise, yani, 

  ( )   ( )          

ise bu taktirde; 

          (          )   (            )          

                                      (    ) 

yazılabilir ve  ∑   
 
     serisi mutlak ve düzgün şekilde (3.50) denkleminin çözümüne 

yakınsaktır, bu çözüm Banach sabit nokta teoremi açısından tektir. (3.50) ve (3.51)’nin 

k-terim yaklaşık çözümü ∑   
   
    ile açıklanır. (Daftardar-Gejji and Jafari 2006) 

Örnek 3.5.1: Aşağıdaki lineer olmayan cebirsel denklemi düşünelim; 

                     
 

 
    

Bu denklemi aşağıdaki gibi yeniden yazalım; 

   
 

  
 

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
       ( )  
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.   (  )    olmak üzere 

    
 

  
  

    (  )  
 

 
  

  
 

 
  

  
 

 
  

  
 

 
  

  
 

 
  

  

      (          )   (            )                   

yazılabilir. ilk beş terimi aşağidaki gibi hesaplayabliriz: 

    (  )  
 

 
  

  
 

 
  

  
 

 
  

  
 

 
  

  
 

 
  

                   

    (     )   (  )                     

    (        )   (     )                        

    (           )   (        )                        

    (              )   (           )                      

Buradan; 

                                    

dir. Bu sonuç ise Ouedraogo ve arkadaşları ile elde edilen çözümle aynıdır (Daftardar-

Gejji and Jafari 2006). 

Örnek 3.5.2: Aşağıdaki lineer Volterra integral denklemini göz önüne alalım; 

 ( )  ∫
   ( )

   

 

 

    

Buradan yola çıkarak; 
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  ( )     

  ( )   ,  ( )-  ∫
    ( )

   

 

 

     (   )  

  ( )   ,  ( )    ( )-   ,  ( )-  ∫
  (   )

   

 

 

   
,  (   )- 

  
 

  ( )   ,  ( )    ( )    ( )-   ,  ( )    ( )-  
,  (   )- 

  
 

    ( )   ,  ( )    ( )      ( )-   ,  ( )    ( )        ( )-

 
,  (   )-   

(   ) 
                   

yazılabilir. Buradan; 

 ( )  ∑   ( )

 

   

    ,  (   )-       

olur (Daftardar-Gejji and Jafari 2006). 

3.6. Yeni İteratif Laplace Dönüşüm Metodu (NILTM) 

Bu yöntemin temel fikrini göstermek için, genel lineer ve homojen olmayan kesirli 

mertebeden kısmi diferansiyel denklemi başlangıç koşulları ile birlikte göz önüne 

alalım; 

  
  (   )    (   )   (   )                                       (    ) 

   (   )

   
|
   

   ( )                                                         (    ) 

  
  Caputo anlamında türev olmak üzere,   , -   ,   genel lineer olmayan 

diferansiyel operatörü ve  (   ) kaynak terimi temsil eder. Denklem (3.57)’nin her iki 

tarafına Laplace dönüşümü uygulanırsa; 
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 ,  
  (   )-   ,  (   )-   , (   )-                                                    (    ) 

elde edilir. Laplace dönüşümünün diferansiyel özelliği kullanılarak; 

   , (   )-  ∑     
  

   

   

   

 (   )      ,  (   )-   , (   )-  

veya 

   , (   )-  ∑       ( )

   

   

  ,  (   )-    , (   )-                  (    ) 

elde edilir. Denklem (3.60)’ın her iki tarafını   ’ya bölüp ve sonra Laplace 

dönümüşünün tersini uygularsak; 

 (   )   (   )     *
 

  
 ,  (   )-+                                                   (    ) 

elde ederiz. Burada  (   ) , kaynak terimden kaynaklanan terimi ve başlangıç 

koşullarını temsil eder. Şimdi, yeni iteratif metodunu uygulayabiliriz. Burada  (   ) 

 (   )  ∑  

 

   

(   )                                                                                       (    ) 

şeklindedir. Lineer olmayan terim aşağıdaki gibi ayrışabilir: 

   0
 

  
 [ (∑  

 

   

+]1     *
 

  
 ,   -+   
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∑{   [
 

  
 0 .∑  

 

   

/1]     [
 

  
 0 .∑  

   

   

/1]}  

 

   

                     (    ) 

Denklem (3.62) ve (3.63), denklem (3.61)’de yerine yazılırsa; 

∑  

 

   

  (   )     *
 

  
 ,   -+   

∑{   [
 

  
 0 .∑  

 

   

/1]     [
 

  
 0 .∑  

   

   

/1]}

 

   

 

  (   )     *
 

  
 ,   -+

 ∑{   [
 

  
 0 (∑  )   (∑  )

   

   

 

   

1]}  

 

   

                                    (    ) 

elde edilir. Aşağıdaki rekürans bağıntıntısı yazılabilir; 

  (   )   (   )  

  (   )      *
 

  
 ,   -+  

  (   )      *
 

  
 , (     )-+     *

 

  
 ,   -+

     *
 

  
 , (     )     -+  

  (   )      *
 

  
 , (        )-+     *

 

  
 , (     )-+

     *
 

  
 , (        )   (     )-+  

… 
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    (   )      *
 

  
 , (          )-+     *

 

  
 , (            )-+

     *
 

  
 , (          )   (            )-+  

… 

Örnek 3.6.1: Aşağıdaki lineer olmayan zaman-kesirli gaz dinamik denklemini 

başlangıç koşulu ile birlikte düşünelim; 

  
        (   )                                              (    ) 

 (   )                                                                                                          (    ) 

(3.65) denkleminin her iki tarafına Laplace dönüşümü uygularsak; 

 , (   )-  
 

 
 (   )      ,        -                                          (    ) 

elde edilir. Daha sonra, (3.67)’nin her iki tarafına ters Laplace dönüşümü uygulanarak 

ve (3.66) başlangıç koşulunu kullanılarak aşağıdaki denklem edilmiş olur; 

 (   )         *    ,        -+                                               (    ) 

Bu durumda,  ( ) 

 ( )     *    ,        -+                                                              (    ) 

şeklindedir. Rekürans bağıntısı ise 

  (   )       
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  (   )     
  

 (   )
  

  (   )     
   

 (    )
  

  

  (   )     
   

 (    )
  

  

şeklindedir. Dolayısıyla; 

 (   )  ∑   (   )

 

   

 ∑
      

 (    )

 

   

      (  )                           (    ) 

elde edilir (Najafi et al. 2016). 

Örnek 3.6.2: Şimdi, aşağıdaki uzay-kesirli telgraf denklemini 

  
  (   )     (   )    (   )   (   )                                                 (    ) 

sınır koşulları ile birlikte düşünelim; 

 (   )                    
  (   )

  
|
   

                                                  (    ) 

(3.71)’in her iki tarafına  ’e göre Laplace dönüşümü uygulanırsa; 

   , (   )-       (   )         
  (   )

  
|
   

  ,   (   )    (   )   (   )- 
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elde edir ve sınır koşullarını da kullanılırsa; 

 , (   )-  
   

 
 

   

  
 

 

  
 ,   (   )    (   )   (   )-            (    ) 

bulunur. (3.73) denkleminin her iki tarafına ters Laplace dönüşümü uygulanarak  

 (   )     (   )     {
 

  
 ,   (   )    (   )   (   )-}      (    ) 

denklemi elde edilir. (3.74) de  ( ) 

 ( )     {
 

  
 ,   (   )    (   )   (   )-}  

şeklindedir. Rekürans bağıntısı 

  (   )     (   )  

  (   )     *
  

 (   )
 

    

 (   )
+  

  (   )     *
   

 (    )
 

     

 (    )
+  

  

  (   )     *
   

 (    )
 

     

 (    )
+  

  

olarak bulunur. Dolayısıyla; 

 (   )  ∑   (   )

 

   

    [    ( 
 )       ( 

 )]                              (    ) 

elde edilir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin Homotopi Pertürbasyon Dönüşüm 

Metodu ve Yeni İteratif Dönüşüm Metoduyla Çözümü 

Örnek 4.1.1: Aşağıdaki diferansiyel-cebirsel denklem sistemini başlangıç koşulları ile 

birlikte düşünelim: 

  ( )     ( )      ( )   ( )  (   ) ( )  (     ) ( )    

  ( )     ( )   ( )  (   ) ( )    

 ( )       

            (   ) 

 ( )   ( )               ( )                                                                        (   ) 

(4.1) denkleminin her iki tarafına  ’e göre Sumudu dönüşümünü uygular ve başlangıç 

koşullarını kullanılırsa; 

 , ( )-  
 

   
 

  

   

 

  
 , ( )    ( )-  

 

   
 ,(   ) ( )  (    ) ( )- 

 , ( )-  
 

   
 

  

   

 

  
 , ( )-  

 

   
 ,(   ) ( )- 

 ( )       

(   ) 

elde edilir. (4.3) sisteminin her iki tarafına ters Sumudu dönüşümü uygulanırsa; 

 ( )         ,
  

   

 

  
 , ( )    ( )-  

 

   
 ,(   ) ( )  (    ) ( )--  

 ( )        ,
  

   

 

  
 , ( )-  

 

   
 ,(   ) ( )--  

 ( )       

(   ) 

bulunur. 
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(   ), ( )   ( )-   0 ( )         2

  

   

 

  
 , ( )    ( )-  

 

   
 

 ,(   ) ( )  (    ) ( )-

31    

(   ), ( )   ( )-   * ( )        ,
  

   

 

  
 , ( )-  

 

   
 ,(   ) ( )--+    

(   ), ( )   ( )-   , ( )      -    

(   ) 

olacak şekilde homotopi kurulabilir. 

 ( )  ∑     ( ) 

 

   

 ( )  ∑     ( ) 

 

   

 ( )  ∑     ( ) 

 

   

                                                                                     (   ) 

olmak üzere (4.6) denklemleri (4.5) denklemlerinde yerine koyulursa ve  ’nun 

kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

   2

  ( )    

  ( )    

  ( )    

 

   

{
  
 

  
   ( )           ,

  

   

 

  
 ,  ( )     ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )  (    )  ( )--

          , -          

  ( )          ,
  

   

 

  
 ,  ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )--       

  ( )       
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{
  
 

  
   ( )     ,

  

   

 

  
 ,  ( )     ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )  (    )  ( )--

              

  ( )     ,
  

   

 

  
 ,  ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )--        

  ( )    

 

   

{
  
 

  
   ( )     ,

  

   

 

  
 ,  ( )     ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )  (    )  ( )--

        

  ( )     ,
  

   

 

  
 ,  ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )--    

  ( )    

 

   

{
  
 

  
   ( )     ,

  

   

 

  
 ,  ( )     ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )  (    )  ( )--

   

  ( )     ,
  

   

 

  
 ,  ( )-  

 

   
 ,(   )  ( )--    

  ( )    

 

… 

Bu durumda, (4.1) ve (4.2) probleminin çüzümü; 

 ( )  ∑   ( )

 

   

         

 ( )  ∑   ( )

 

   

          

 ( )  ∑   ( )

 

   

      

 

olarak bulunur. 
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Örnek 4.1.2: Aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel-cebirsel denklem sistemini 

başlangıç koşullar ile birlikte ele alalım; 

  ( )   ( ) ( )      ( )    

 ( )   ( ) ( )     
                                                              (   ) 

 ( )   ( )                                                                                                    (   ) 

(4.7) nin ilk denkleminin her iki tarafına Sumudu dönüşümünü uygular ve başlangıç 

koşulunu kullanırsak; 

 , ( )-        , ( ) ( )      ( )-                                                (   ) 

elde edilir. (4.9)’un her iki tarafına ters Sumudu dönüşümü uygularsak; 

 ( )         *  , ( ) ( )      ( )-+                                          (    ) 

bulunur. Şimdi, homotopi pertürbasyon yöntemi uygulanabilir; 

(   ), ( )   ( )-   { ( )         *  , ( ) ( )      ( )-+}    

(   ), ( )   ( )-   , ( )   ( ) ( )    -    
          (    ) 

olacak şekilde homotopi kurulabilir. 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

                                                                                  (    ) 

olmak üzere (4.12), (4.11)’de yerine yazılırsa; 
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∑   

 

   

  ( )       ∑     

 

   

{   *  ,       
 -+} 

∑   

 

   

  ( )     (    )  ∑     

 

   

   

             (    ) 

elde edilir. Burada    ve   
  He polinomlarıdır ve lineer olmayan terimleri temsil 

etmektedir; 

∑     (   )

 

   

  ( ) ( )  

   polinomlarının ilk birkaç bileşeni aşağıdaki gibi elde edilir; 

  (   )    ( )  ( ) 

  (   )    ( )  ( )    ( )  ( ) 

  (   )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( ) 

  (   )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( ) 
   

            (    ) 

  
  için ise; 

∑     
 ( )

 

   

   ( ) 

  
 ( )    

  

  
 ( )        

  
 ( )    

        

  
 ( )              
   

                                                             (    ) 

elde edilir.   nun katsayılarına göre katsayılar eşitlenirse; 
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   {
  ( )    

  ( )    
 

   {
  ( )        *  ,       

 -+        *  ,         
 -+      

  ( )                       
 

   {
  ( )     *  ,       

 -+     *  ,                -+     

  ( )                 
 

   {
  ( )     *  ,       

 -+     *  ,                   
        -+      

  ( )                      
 

… 

elde edilir. Dolayısıyla, 

 ( )  ∑   ( )

 

   

              
 

    
 

 ( )  ∑   ( )

 

   

      

 

seri çözümleri bulunur. 

Örnek 4.1.3: Aşağıdaki diferansiyel-cebirsel denklem sistemini başlangıç koşullar ile 

birlikte ele alalım; 

  ( )     ( )      ( )   ( )  (   ) ( )  (     ) ( )    

  ( )     ( )   ( )  (   ) ( )    

 ( )       

         (    ) 

 ( )   ( )               ( )                                                                     (    ) 

(4.16)’in ilk iki denkleminin her iki tarafına Laplace dönüşümünü uygularsak ve 

başlangıç koşullarını kullanırsak; 
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 , ( )-  
 

   
 

 

   

 

  
 , ( )    ( )-  

 

   
 ,  ( )     ( )- 

 , ( )-  
 

   
 

 

   

 

  
 , ( )-  

 

   
 ,  ( )- 

 ( )       

          (    ) 

elde ederiz. (4.18)’in her iki tarafına Laplace dönüşümünün tersini uygularsak, 

aşağıdaki denklem sistemi oluşur: 

 ( )         {
 

   

 

  
 , ( )    ( )-  

 

   
 ,  ( )     ( )-}  

 ( )        {
 

   

 

  
 , ( )-  

 

   
 ,  ( )-}  

 ( )       

        (    ) 

Şimdi, yeni iteratif yöntemi uygulayabiliriz; 

 ( )  ∑   ( ) 

 

   

 ( )  ∑   ( ) 

 

   

 ( )  ∑   ( ) 

 

   

                                                                                        (    ) 

olmak üzere (4.19) denklemlerini göz önüne aldğımızda  ( )’lar aşağıdaki gibi olur: 

  (     )      {
 

   

 

  
 , ( )    ( )-  

 

   
 ,  ( )     ( )-}  

  (     )      {
 

   

 

  
 , ( )-  

 

   
 ,  ( )-}  

  (     )    

      (    ) 

Yeni  iteratif yöntemi kullanılarak aşağıdaki adımlar hesaplanır; 



62 

 

2

  ( )      

  ( )     

  ( )       

 

{
 
 

 
   ( )    (        )      {

 

   

 

  
 ,  ( )     ( )-  

 

   
 ,   ( )      ( )-}

            

  ( )    (        )      {
 

   

 

  
 ,  ( )-  

 

   
 ,   ( )-}        

  ( )    (        )    

 

2

  ( )    (                 )    (        )         

  ( )    (                 )    (        )    

  ( )    (                 )    (        )    

 

2

  ( )    (                          )    (                 )    

  ( )    (                          )    (                 )    

  ( )    (                          )    (                 )    

 

… 

Dolayısıyla, (4.16)-(4.17) nin çözümü aşağıdaki gibi elde edilir; 

 ( )  ∑   ( )

 

   

         

 ( )  ∑   ( )

 

   

          

 ( )  ∑   ( )

 

   

      

 

Örnek 4.1.4: Aşağıdaki lineer olmayan diferansiyel-cebirsel denklem sistemini 

başlangıç koşullar ile birlikte düşünelim; 

  ( )   ( ) ( )      ( )    

 ( )   ( ) ( )     
                                                           (    ) 

 ( )   ( )                                                                                                  (    ) 
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(4.22)’nin ilk denkleminin her iki tarafına Laplace dönüşümünü uygularsak ve başlangıç 

koşulunu kullanırsak 

 , ( )-  
 

 
 

 

 
 , ( ) ( )      ( )   -                                             (    ) 

elde edilir. (4.24)’ün her iki tarafına Laplace dönüşümünün tersini uygularak aşağıdaki 

sistem oluşur: 

2
 ( )       {

 

 
 , ( ) ( )      ( )   -}  

 ( )   ( ) ( )     
                                   (    ) 

Şimdi, yeni iteratif yöntemi uygulayabiliriz 

 ( )  ∑   ( ) 

 

   

 ( )  ∑   ( ) 

 

   

                                                                                        (    ) 

olmak üzere (4.25) denklemlerini göz önüne aldğımızda  ( )’lar aşağıdaki gibi olur: 

  (   )     {
 

 
 , ( ) ( )      ( )   -}  

  (   )   ( ) ( )       
                                 (    ) 

Yeni iteratif yöntemi kullanılarak aşağıdaki sonuçlar elde edilir 

{
  ( )    

  ( )    
 

{
  ( )    (     )    (   )      

  ( )    (     )    (   )     
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2
  ( )    (           )    (     )    (         )    (   )     

  

 
 

  

 
 

  ( )    (           )    (     )    (         )    (   )      

 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  ( )    (                 )    (           )  

  (        
  

 
 

  

 
        )    (         )  

 
   

  
 

    

   
 

    

   
 

    

   
 

     

   
 

     

   
 

     

   
 

    

   
 

   

  
 

  ( )    (                 )    (           )  

  (        
  

 
 

  

 
        )    (         )  

 
  

 
 

   

 
 

  

 
 

   

 
 

  

 
 

   

 
 

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ( )    (                       )    (                 )  

 
  

  
 

    

   
 

     

   
 

      

    
 

       

     
 

         

      
 

         

      
 

         

      

 
          

        
 

       

       
    

          

          
    

        

         
    

      

       
   

 
         

          
    

         

          
    

      

       
    

        

          
   

 
         

          
    

         

           
    

       

         
    

       

          
   

 
     

        
    

    

       
    

  

      
    

 

     
    

  ( )    (                       )    (                 )  

 
  

 
 

    

  
 

    

   
 

     

   
 

     

   
 

       

   
 

         

      
 

        

     
 

          

       

 
         

     
 

            

        
 

        

     
 

           

        
 

          

       
 

          

        

 
         

      
 

         

       
 

       

      
 

     

    
 

   

   
 

 

… 

Dolayısıyla, (4.22)-(4.23) ün seri çözümü 
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 ( )          
 

 
   

  

  
   

   

   
   

  

  
   

    

    
   

     

     
   

 
      

      
    

      

      
    

      

      
    

       

        
   

 
       

       
    

          

          
    

        

         
    

      

       
   

 
         

          
    

         

          
    

      

       
   

 
        

          
    

         

          
    

         

           
   

 
       

         
    

       

          
    

     

        
    

    

       
   

 
  

      
    

 

     
       

 ( )          
   

 
 

    

  
 

    

   
 

     

   
 

     

   
 

      

   
 

         

      

 
        

     
 

          

       
 

         

     
 

            

        

 
        

     
 

           

        
 

          

       
 

          

        

 
         

      
 

         

       
 

       

      
 

     

    
 

   

   
    

olarak elde edilir. 
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Şekil 4.1. (4.22)’de NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne ve tam çözüme ait 

grafik 

Çizelge 4.1. (4.22) diferansiyel cebirsel denklem sistemindeki  ( )  fonksiyonu için 

mutlak hata tablosu 

t TÇ NILTM |TÇ-NILTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 0.99009900990099 0.99009695287677 2.05702422029219×10
-6

 

0.2 0.96153846153846 0.96147541150148 0.00006305003698 

0.3 0.91743119266055 0.91699958178710 0.00043161087345 

0.4 0.86206896551724 0.86050673071946 0.00156223479778 

0.5 0.80000000000000 0.79604516529895 0.00395483470105 

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

NILTM

TÇ
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Şekil 4.2. (4.22)’de NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne ve tam çözüme ait 

grafik 

Çizelge 4.2. (4.22) diferansiyel cebirsel denklem sistemindeki  ( )  fonksiyonu için 

mutlak hata tablosu 

t TÇ NILTM |TÇ-NILTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 1.01000000000000 1.00989652814327 0.00010347185673 

0.2 1.04000000000000 1.03842304966537 0.00157695033463 

0.3 1.09000000000000 1.08288947570570 0.00711052429430 

0.4 1.16000000000000 1.14094144026743 0.01905855973257 

0.5 1.25000000000000 1.21168269571375 0.03831730428625 

4.2. Kesirli Mertebeden Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin Homotopi 

Pertürbasyon Dönüşüm Metodu ve Yeni Iteratif Dönüşüm Metoduyla Çözümü 

Örnek 4.2.1: Aşağıdaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemleri 

düşünelim: 

  
  ( )   ( )   ( )        

 ( )   ( )           
                                                           (    ) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.5

1.0

1.5

2.0

y

NILTM

TÇ
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 ( )       ( )                                                                                            (    ) 

(4.28)’in birinci denkleminin her iki tarafına Sumudu dönüşümünü uygulanarak 

 ,  
  ( )-   , ( )-   , ( )-   ,    -  

elde edilir. Sumudu dönüşümünün diferansiyel özelliğini kullanarak 

    , ( )-       , ( )-   , ( )-   ,    -  

veya; 

 , ( )-  
 

    
 

  

    
 , ( )-  

  

    
 ,    -                           (    ) 

denklemi elde edilir. Yukarıdaki denklemin her iki tarafına Sumudu dönüşümünün 

tersini uygularsak 

 ( )    (   )     {
  

    
 , ( )-}     {

  

    
 ,    -}                            (    ) 

denklemi bulunur. Dolayısıyla (4.28) denklem sistemini 

 ( )    (   )     {
  

    
 , ( )-}     {

  

    
 ,    -}  

 ( )            ( ) 

 

şeklinde yazabiliriz. Şimdi, Homotopi pertürbasyon yöntemini uygulayabiliriz 
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(   ), ( )   ( )-   { ( )    (   )     {
  

    
 , ( )-}     {

  

    
 ,    -}}    

(   ), ( )   ( )-   * ( )            ( )+    

(    ) 

veya 

 ( )     ,  (   )   -      {
  

    
 , ( )-}     {

  

    
 ,    -}  

 ( )     ,          -    ( ) 

          (    ) 

olur. 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

                                                                                  (    ) 

olmak üzere (4.34) denklemlerini, (4.33) denklemlerinde yerine yazarsak 

∑   

 

   

  ( )     [  (   )       {
  

    
 ,    -}]      {

  

    
 [∑   

 

   

  ( )]}  

∑   

 

   

  ( )     ,          -  ∑     

 

   

  ( ) 

(    ) 

denklemleri bulunmuş olur.  ’nun kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse aşağıdaki 

yaklaşımlar elde edilir: 

   {
  ( )    
  ( )    

 

   2
  ( )    (   )       {

  

    
 ,    -}     {

  

    
 ,  ( )-}  

  ( )               ( ) 
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   2
  ( )     {

  

    
 ,  ( )-}  

  ( )     ( ) 

 

   2
  ( )     {

  

    
 ,  ( )-}  

  ( )     ( ) 

 

… 

   2
  ( )     {

  

    
 ,    ( )-}  

  ( )       ( ) 

 

… 

böylece 

{
  ( )    
  ( )    

 

2
  ( )      {

  

    
 ,    -}  

  ( )             

 

{
 
 

 
   ( )     {

  

    
 ,   -}     {

  

    
 ,    -}      {

  

    
}  

  ( )     {
  

    
 ,    -}  

 

{
 
 

 
   ( )     ,

   

(    ) 
 ,    --  

  ( )      {
  

    
 ,   -}     {

  

    
 ,    -}      {

  

    
}  

 

{
 
 

 
   ( )      ,

   

(    ) 
 ,   --     ,

   

(    ) 
 ,    --      ,

   

(    ) 
-  

  ( )      ,
   

(    ) 
 ,    --  

 

{
 
 

 
   ( )      ,

   

(    ) 
 ,    --  

  ( )     ,
   

(    ) 
 ,   --     ,

   

(    ) 
 ,    --      ,

   

(    ) 
-  
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{
 
 

 
   ( )     ,

   

(    ) 
 ,   --     ,

   

(    ) 
 ,    --      ,

   

(    ) 
-  

  ( )     ,
   

(    ) 
 ,    --  

 

… 

yazarak  hesap edilir. Bu durumda, (4.28)-(4.29) probleminin çüzümü 

 ( )  ∑   ( )

 

   

    ∑(  )    {
   

(    ) 
}  ∑(  )    {

   

(    ) 
 ,   -}

 

   

 

   

 

    ∑(  )           
 

 

   

(   )  ∑ ∑(  )   (
     

 
*

 

   

 

   

           (  )  

 ( )              ∑(  )    {
   

(    ) 
}  ∑(  )    {

   

(    ) 
 ,   -}

 

   

 

   

 

             ∑(  )           
 

 

   

(   )  ∑ ∑(  )   (
     

 
*

 

   

 

   

           (  )  

olarak bulunur. 

Örnek 4.2.2: Aşağıdaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemleri 

düşünelim: 

  
  ( )     ( )   ( )  (   ) ( )    

 ( )         
                                              (    ) 

 ( )       ( )                                                                                            (    ) 



72 

 

(4.36)’in birinci denkleminin her iki tarafına Sumudu dönüşümünü uygulanarak ve 

Sumudu dönüşümünün diferansiyel özelliğini kullanarak 

 , ( )-  
 

    
 

  

    
 ,   ( )  (   ) ( )-                              (    ) 

elde edilir. Yukarıdaki denklemin her iki tarafına Sumudu dönüşümünün tersini 

uygularsak 

 ( )    (   )     {
  

    
 ,   ( )  (   ) ( )-}                    (    ) 

denklemi bulunur. Dolayısıyla (4.36) denklem sistemini 

 ( )    (   )     {
  

    
 ,   ( )  (   ) ( )-}  

 ( )       

 

şeklinde yazabiliriz. Şimdi, Homotopi pertürbasyon yöntemini uygulayabiliriz 

(   ), ( )   ( )-   { ( )    (   )     {
  

    
 ,   ( )  (   ) ( )-}}    

(   ), ( )   ( )-   * ( )      +    

(    ) 

veya 

 ( )     ,  (   )   -      {
  

    
 ,   ( )  (   ) ( )-}  

 ( )        

          (    ) 

yazılır. 
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 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

                                                                                  (    ) 

olmak üzere (4.42) denklemlerini, (4.41) denklemlerinde yerine yazarsak 

{
  
 

  
 
∑   

 

   

  ( )     ,  (   )   -      2
  

    
 0 .∑   

 

   

  ( )/

 

 (   ) ∑   

 

   

  ( )13  

∑   

 

   

  ( )                                                                                                                                            (    )

 

denklemleri bulunmuş olur.  ’nun kuvvetlerine göre katsayılar eşitlenirse aşağıdaki 

yaklaşımlar elde edilir: 

   {
  ( )    

  ( )    
 

   2
  ( )    (   )       {

  

    
 ,   

 ( )  (   )  ( )-}    (   )    

  ( )                                                                                                                                   

 

   

{
 
 

 
   ( )     {

  

    
 ,   

 ( )  (   )  ( )-}    

 ∑(  )   [            
 (   )              

 (   )]

 

   

 

  ( )    

 

   2
  ( )     {

  

    
 ,   

 ( )  (   )  ( )-}    

  ( )    

 

… 

Bu durumda, (4.36)-(4.37) probleminin çüzümü 
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 ( )  ∑   ( )

 

   

   (   )   ∑(  )   [            
 (   )              

 (   )] 

 

   

 

 ( )  ∑   ( )

 

   

       

olarak bulunur. (4.36) da     olmak üzere, çözüm 

 ( )    (  )         
 (   )            

 ( )       
 

şeklinde olur. 

Örnek 4.2.3: Aşağıdaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklem sistemini 

başlangıç koşulları ile birlikte düşünelim: 

  
   ( )   ( )   ( ) ( )    

  
   ( )   ( )    ( )   ( )    

 ( )    ( )    

                                                       (    ) 

 ( )        ( )     ( )                                                                (    ) 

(4.44)’ün her iki tarafına Sumudu dönüşümü uygulanır ve başlangıç koşulunu 

kullanırsak 

 , ( )-            , ( )   ( ) ( )- 

 , ( )-        , ( )    ( )   ( )- 

 ( )    ( ) 

                                     (    ) 

elde edilir. (4.46)’in her iki tarafına Sumudu dönümüşünün tersini uygularsak, aşağıdaki 

denklem sistemi oluşur: 



75 

 

 ( )    
   

 (    )
    *    , ( )   ( ) ( )-+ 

 ( )       *    , ( )    ( )   ( )-+ 

 ( )    ( ) 

                    (    ) 

Şimdi homotopi pertürbasyon yöntemini uygularsak 

 ( )     
   

 (    )
     *    , ( )   ( ) ( )-+ 

 ( )        *    , ( )    ( )   ( )-+ 

 ( )         ( ) 

              (    ) 

elde ederiz. 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

                                                                                  (    ) 

olmak üzere (4.49) denklemlerini, (4.48) denklemlerinde yerine yazarsak 

∑   

 

   

  ( )     
   

 (    )
     {    [∑   

 

   

  ( )  ∑     

 

   

]}  

∑   

 

   

  ( )        {    [∑   

 

   

  ( )  ∑     
 

 

   

 ∑   

 

   

  ( )]}  

∑   

 

   

  ( )       ∑     
 

 

   

 

        (    ) 

elde edilir. Bu durumda    ve   
  He polinomlarıdır ve lineer olmayan terimleri temsil 

etmektedir 
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∑     (   )

 

   

  ( ) ( )  

   polinomlarının ilk birkaç bileşeni aşağıdaki gibi elde edilir 

  (   )    ( )  ( ) 

  (   )    ( )  ( )    ( )  ( ) 

  (   )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( ) 

  (   )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( ) 

  (   )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( )    ( )  ( ) 
   

 

  
  için ise, aşağıdaki gibi yazabiliriz 

∑     
 ( )

 

   

   ( ) 

  
 ( )    

  

  
 ( )        

  
 ( )    

        

  
 ( )              

  
 ( )    

              
   

 

  nun katsayılarına göre katsayılar eşitlenirse 

   2

  ( )    

  ( )    

  ( )    

 

   

{
 
 

 
   ( )  

   

 (    )
    *    ,  ( )    -+  

   

 (    )
 

  ( )     *    ,  ( )    
    ( )-+   

   

 (    )
 

  ( )       
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{
  
 

  
   ( )     *    ,  ( )    -+  

      

 (       )
 

  ( )     *    ,  ( )    
    ( )-+  

        

 (       )
 

    

 (     )
 

  ( )    
  

    

 (    )
 

 

   

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
   ( )     *    ,  ( )    -+  

 (       )       

 (    ) (    ) (        )

 
        

 (        )
 

       

 (        )
 

  ( )     *    ,  ( )    
    ( )-+  

       

 (       )

 
 (     )       

, (    )-  (        )
 

    

 (     )
 

  ( )    
  

    

, (    )- 
 

       

 (       )
 

 

   

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   ( )     *    ,  ( )    -+  

         

 (        )
 

 (        )        

 (    ) (     ) (         )

 
 (        )        

 (    ) (       ) (         )
 

  (        )       

 (    ) (       ) (        )

 
 (     )       

, (    )-  (        )
 

       

 (        )
 

  ( )     *    ,  ( )    
    ( )-+  

 (     )       

, (    )-  (        )

 
  (        )        

 (    ) (       ) (         )
 

         

 (         )

 
  (       )        

 (    ) (    ) (         )
 

 (     )        

, (    )-  (         )

 
        

 (        )
 

    

 (     )
 

  ( )    
  

        

 (    ) (       )
 

  (       )       

 (    ) (    ) (        )

 
        

 (        )
 

        

 (        )
 

 

… 

olarak hesaplanır. Bu nedenle, seri çözümü 
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 ( )    
   

 (    )
 

      

 (       )
 

 (       )       

 (    ) (    ) (        )

 
       

 (        )
 

        

 (         )

 
 (        )        

 (    ) (     ) (         )

 
 (        )        

 (    ) (       ) (         )
    

 ( )    
    

 (    )
 

    

, (    )- 
 

       

 (       )
 

        

 (    ) (       )

 
        

 (        )
 

  (       )       

 (    ) (    ) (        )
    

 ( )    
   

 (    )
 

    

 (     )
 

       

 (        )
 

         

 (         )

 
       

 (        )

                                                                                                                  (    ) 

olarak bulunur. (4.44) ve (4.51) de         dersek, çözüm 

 ( )      
  

  
 

  

  
 

  

  
 

    

  
    

 ( )           
   

  
        

 ( )      
  

  
 

  

  
 

   

  
 

    

  
    

şeklinde olur. 
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Şekil 4.3.         için (4.44)’te HPSTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne 

ve tam çözüme ait grafik 

Çizelge 4.3.         için (4.44) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel 

denklem sistemindeki  ( ) fonksiyonu için mutlak hata tablosu 

t TÇ HPSTM |TÇ-NILTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 1.10517091807565 1.10517408333333 3.16525768551124×10
-6

 

0.2 1.22140275816017 1.22150400000000 0.00010124183983 

0.3 1.34985880757600 1.35062725000000 0.00076844242400 

0.4 1.49182469764127 1.49506133333333 0.00323663569206 

0.5 1.64872127070013 1.65859375000000 0.00987247929987 

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

x

HPLTM

TÇ
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Şekil 4.4.         için (4.44)’te HPSTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne 

ve tam çözüme ait grafik 

Çizelge 4.4.         için (4.44) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel 

denklem sistemindeki  ( ) fonksiyonu için mutlak hata tablosu 

t TÇ HPSTM |TÇ-HPSTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 1.22140275816017 1.22153333333333 0.00013057517316 

0.2 1.49182469764127 1.49386666666667 0.00204196902540 

0.3 1.82211880039051 1.83220000000000 0.01008119960949 

0.4 2.22554092849247 2.25653333333333 0.03099240484087 

0.5 2.71828182845905 2.79166666666667 0.07338483820762 

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

2

4

6

8

y

HPLTM

TÇ
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Şekil 4.5.         için (4.44)’te HPSTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne ve 

tam çözüme ait grafik 

Çizelge 4.5.         için (4.44) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel 

denklem sistemindeki  ( ) fonksiyonu için mutlak hata tablosu 

t TÇ HPSTM |TÇ-HPSTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 0.90483741803596 0.90485091666667 0.00001349863071 

0.2 0.81873075307798 0.81889600000000 0.00016524692202 

0.3 0.74081822068172 0.74139775000000 0.00057952931828 

0.4 0.67032004603564 0.67133866666667 0.00101862063103 

0.5 0.60653065971263 0.60703125000000 0.00050059028737 

 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
t

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

z

HPLTM

TÇ
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Şekil 4.6. (4.44)’te HPSTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözüm fonksiyonunun farklı   

değerlerine ait grafiği 

 

Şekil 4.7. (4.44)’te HPSTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözüm fonksiyonunun farklı   

değerlerine ait grafiği 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

2

4

6

8

x

0.5
0.75
1

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

5

10

15

y

0.5
0.75
1
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Şekil 4.8. (4.44)’te HPSTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözüm fonksiyonunun farklı   

değerlerine ait grafiği 

Örnek 4.2.4: Aşağıdaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemi başlangıç 

şartıyla birlikte ele alalım; 

  
  ( )   ( )   ( )        

 ( )   ( )           
                                                           (    ) 

 ( )       ( )                                                                                          (    ) 

(4.52) de birinci denklemin her iki tarafına Laplace dönüşümü uygulanırsa 

 ,  
  ( )-   , ( )-   , ( )      -  

elde edilir. Laplace dönüşümünün diferansiyel özelliği kullanılarak 

   , ( )-        , ( )-   , ( )      -  

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafını     ile çarparsak 

0.5 1.0 1.5 2.0
t

15

10

5

z

0.5

0.75

1
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 , ( )-  
    

    
 

 

    
 , ( )      -  

denklemini yazabiliriz, söz konusu denklemin her iki tarafına Laplace dönümüşünün 

tersini uygularsak 

 ( )     ,
    

    
-     {

 

    
 , ( )      -}                               (    ) 

elde edilir. (4.52) sistemi aşağıdaki gibi yazılır 

 ( )     ,
    

    
-     {

 

    
 , ( )      -}  

 ( )            ( ) 

                       (    ) 

Şimdi, yeni iteratif yöntemini uygulayabiliriz 

 ( )  ∑   

 

   

( ) 

 ( )  ∑   

 

   

( ) 

                                                                                        (    ) 

olmak üzere. (4.55) de  ( )’lar aşağıdaki gibi yazılır 

  (   )     {
 

    
 , ( )      -}  

  (   )    ( ) 
                                              (    ) 

ve aşağıdaki rekürans bağıntısı elde edilir 
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2
  ( )     ,

    

    
-

  ( )           

 

{
 
 

 
   ( )     {

 

    
 ,  ( )      -}     {

 

    
 ,   -}  

  ( )     ( )      ,
    

    
-  

 

{
 
 

 
   ( )     {

 

    
 ,  ( )-}      ,

    

(    ) 
-  

  ( )     ( )      {
 

    
 ,   -}  

 

{
 
 

 
   ( )     {

 

    
 ,  ( )-}      {

 

(    ) 
 ,   -}  

  ( )     ( )     ,
    

(    ) 
-  

 

{
 
 

 
   ( )     {

 

    
 ,  ( )-}     ,

    

(    ) 
-  

  ( )     ( )     {
 

(    ) 
 ,   -}  

 

{
 
 

 
   ( )     {

 

    
 ,  ( )-}     {

 

(    ) 
 ,   -}  

  ( )     ( )      ,
    

(    ) 
-  

 

{
 
 

 
   ( )     {

 

    
 ,  ( )-}      ,

    

(    ) 
-  

  ( )     ( )      {
 

(    ) 
 ,   -}  

 

… 

Bu durumda, (4.52)-(4.53) problemin çüzümü 

 ( )  ∑   ( )

 

   

  ∑(  )    ,
    

(    ) 
-  ∑(  )    {

 

(    ) 
 ,   -}
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   (   )  ∑(  )           
 

 

   

(   )  ∑ ∑(  ) (
   

   
*

 

   

 

   

          (  )  

 ( )           ∑(  )    ,
    

(    ) 
-  ∑(  )    {

 

(    ) 
 ,   -}

 

   

 

   

 

            (   )  ∑(  )           
 

 

   

(   )  ∑ ∑(  ) (
   

   
*

 

   

 

   

          (  )  

olarak bulunur. 

Örnek 4.2.5: Aşağıdaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemi başlangıç 

şartıyla birlikte ele alalım: 

  
  ( )     ( )   ( )  (   ) ( )    

 ( )         
                                              (    ) 

 ( )       ( )                                                                                            (    ) 

(4.58) de birinci denklemin her iki tarafına Laplace dönüşümü uygulanırsa ve Laplace 

dönüşümünün diferansiyel özelliği kullanılarak 

 , ( )-  
    

    
 

   

    
 ,  ( )-  

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafına Laplace dönümüşünün tersini uygularsak 

 ( )    (   )     {
   

    
 ,  ( )-}                                                  (    ) 
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elde edilir. Şimdi, yeni iteratif yöntemini uygulayabiliriz 

 ( )  ∑   

 

   

( ) 

 ( )  ∑   

 

   

( ) 

                                                                                        (    ) 

olmak üzere (4.60) ve (4.58) den  ( )’lar aşağıdaki gibi yazılır 

  (   )     {
   

    
 ,  ( )-}  

  (   )    
                                                         (    ) 

ve aşağıdaki rekürans bağıntısı elde edilir 

{
  ( )    (   )

  ( )               
 

{
  ( )     {

   

    
 ,   ( )-}   ∑(  )   [            

 (   )              
 (   )]

 

   

 

  ( )                                                                                                                                                            

 

2
  ( )     {

   

    
 ,  ( )-}    

  ( )                                                 
 

… 

Bu durumda, (4.58)-(4.59) probleminin çüzümü 

 ( )  ∑   ( )

 

   

   (   )   ∑(  )   [            
 (   )              

 (   )] 
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 ( )  ∑   ( )

 

   

                                                                                      (    ) 

olarak bulunur. (4.58) ve (4.63) te     olmak üzere, çözüm 

 ( )    (  )         
 (   )            

 ( )       
 

şeklinde olur. 

Örnek 4.2.6: Aşağıdaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklem sistemini 

başlangıç koşulları ile birlikte düşünelim: 

  
   ( )   ( )   ( ) ( )    

  
   ( )   ( )    ( )   ( )    

 ( )    ( )    

                                                       (    ) 

 ( )        ( )     ( )                                                                (    ) 

(4.64)’ün her iki tarafına Laplace dönüşümünü uygularsak ve başlangıç koşulunu 

kullanırsak 

 , ( )-  
 

 
 

 

   
 ,   ( )   ( ) ( )- 

 , ( )-  
 

 
 

 

   
 , ( )    ( )   ( )- 

 ( )    ( ) 

                                         (    ) 

elde edilir. (4.66)’nın her iki tarafına Laplace dönümüşünün tersini uygularsak 
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 ( )       {
 

   
 ,   ( )   ( ) ( )-}  

 ( )       {
 

   
 , ( )    ( )   ( )-}  

 ( )    ( )

                                   (    ) 

denklemi elde edilir. Şimdi, yeni iteratif yöntemini uygulayabiliriz 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

 ( )  ∑   

 

   

  ( ) 

                                                                                  (    ) 

olmak üzere (4.67) de  ( )’lar aşağıdaki gibi yazılır 

  (     )     {
 

   
 ,   ( )   ( ) ( )-}  

  (     )     {
 

   
 , ( )    ( )   ( )-}  

  (     )    ( )    

                                (    ) 

ve aşağıdaki rekürans bağıntısı elde edilir 

2

  ( )    

  ( )    

  ( )    

 

{
 
 

 
   ( )    (        )     {

 

   
 ,         -}  

   

 (    )
 

  ( )    (        )     {
 

   
 ,     

    -}   
   

 (    )
 

  ( )    (        )    
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
   ( )    (                 )    (        )     {

 

   
 ,                 -}

 
      

 (       )
 

 (       )       

 (    ) (    ) (        )
 

  ( )    (                 )    (        )     {
 

   
 ,           

    -}

 
    

 (     )
 

       

 (       )
 

 (     )       

, (    )-  (        )
 

  ( )    (                 )    (        )          
  

    

 (    )
 

    

, (    )- 
 

 

  ( )    (                          )    (                 )   

        

 (        )
 

       

 (        )
 

 (        )        

 (    ) (       ) (         )
 

 
 (     )       

, (    )-  (        )
 

  (        )       

 (    ) (       ) (        )
 

 
 (        )        

 (     ) (    ) (         )
 

 (     ) (        )       

, (    )-  (        ) (        )
 

 
  (         )        

, (       )-  (         )
 

 (        )        

 (       ) (     ) (         )
 

 
 (       ) (         )        

 (    ), (    )-  (        ) (         )
 

 
 (       ) (         )        

 (    ) (    ) (        ) (     ) (         )
 

 
 (     ) (         )        

, (    )-  (       ) (        ) (         )
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  (         )        

 (    ) (    ) (        ) (         )
 

 
 (       ) (     ) (         )        

, (    )-  (    ), (        )-  (         )
  

  ( )    (                          )    (                 )   

       

 (       )
 

 (     )       

, (    )-  (        )
 

    

 (     )
 

 
 (     )        

, (    )-  (         )
 

  (       )        

 (    ) (    ) (         )
 

 
  (        )        

 (    ) (       ) (         )
 

 (         )        

, (       )-  (         )
 

 
  (       ) (        )        

, (    )-  (    ) (        ) (         )
 

 
  (         )        

 (    ) (    ) (        ) (         )
 

 
, (       )-  (         )        

, (    )- , (    )- , (        )-  (         )
  

  ( )    (                          )    (                 ) 

 
       

 (       )
 

  (       )       

 (    ) (    ) (        )

 
        

 (    ) (       )
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  (       )       

, (    )-  (    ) (        )
 

        

, (       )- 
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Bu durumda, (4.64)-(4.65) probleminin çüzümü 
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şeklinde olur. 

 

Şekil 4.9.         için (4.64)’te NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne ve 

tam çözüme ait grafik 
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Çizelge 4.6.         için (4.64) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel denklem 

sistemindeki  ( ) fonksiyonu için mutlak hata tablosu 

t TÇ NILTM |TÇ-NILTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 1.10517091807565 1.10517112687275 2.08797100498259×10
-7

 

0.2 1.22140275816017 1.22141134646123 8.58830105698871×10
-6

 

0.3 1.34985880757600 1.34994397160475 0.00008516402875 

0.4 1.49182469764127 1.49229780789296 0.00047311025169 

0.5 1.64872127070013 1.65063638888346 0.00191511818333 

 

Şekil 4.10.         için (4.64)’te NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne 

ve tam çözüme ait grafik 
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Çizelge 4.7.         için (4.64) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel 

denklem sistemindeki  ( ) fonksiyonu için mutlak hata tablosu 

t TÇ NILTM |TÇ-NILTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 1.22140275816017 1.22140615509638 3.39693621209669×10
-6

 

0.2 1.49182469764127 1.49195559529631 0.00013089765504 

0.3 1.82211880039051 1.82332189776053 0.00120309737002 

0.4 2.22554092849247 2.23171482248607 0.00617389399360 

0.5 2.71828182845905 2.74139768066176 0.02311585220271 

 

Şekil 4.11.         için (4.64)’te NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözümüne 

ve tam çözüme ait grafik 
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Çizelge 4.8.         için (4.64) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel 

denklem sistemindeki  ( ) fonksiyonu için mutlak hata tablosu 

t TÇ NILTM |TÇ-NILTM| 

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000 

0.1 0.90483741803596 0.90485694547951 0.00001952744355 

0.2 0.81873075307798 0.81909581941191 0.00036506633393 

0.3 0.74081822068172 0.74297287583295 0.00215465515124 

0.4 0.67032004603564 0.67824416809356 0.00792412205792 

0.5 0.60653065971263 0.62900215245457 0.02247149274193 

 

 

Şekil 4.12. (4.64)’te NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözüm fonksiyonunun farklı 

  değerlerine ait grafik 
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Şekil 4.13. (4.64)’te NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözüm fonksiyonunun farklı 

  değerlerine ait grafik 

 

Şekil 4.14. (4.64)’te NILTM ile elde edilen  ( ) yaklaşık çözüm fonksiyonunun farklı   

değerlerine ait grafik 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Tezde kullanılan homotopi pertürbasyon dönüşüm metodu ve yeni iteratif dönüşüm 

metodu, tamsayı ve kesirli mertebeden diferansiyel cebirsel denklemlere ilk kez 

tarafımızdan uygulanmıştır. Homotopi pertürbasyon dönüşüm metodu uygulanırken He 

polinomlarının kullanılması metodu daha güçlü kılmıştır. Elde edilen sonuçlar 

gösteriyor ki her iki metotla elde edilan sonuçlar hem birbirleriyle, hem de analitik 

çözümlerle uyumludur. Yeni iteratif dönüşüm metodu uygulanabilirlik açısından 

homotopi pertürbasyon dönüşüm metoduna göre daha kolaydır. Her iki metot da 

nümerik ve analitik çözümleri elde etmede oldukça etkili metotlardır. Sonuçlar Maple 

ve Mathematica programları yardımıyla elde edilmiştir. 
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