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1. GIRIS

Diferansiyal cebirsel denklemler (DAEs) ilk kez Petzold (1982) tarafindan
kullanilmistir. Bu denklemler son yillarda gii¢lii potansiyel uygulamalarindan dolayi
bliyiik 6l¢iide 6nem ve popiilerlik kazanmistir. DAES uygulamalar elektrik aglari, devre
analizi, kontrol teorisi, robot teknolojisi, gii¢ sistemleri, diferensiyal ve cebirsel
denklemle ile modellenen kimyasal siireglerin gdsterimleri gibi bilim ve miihendislik
alanlarinda karsimiza ¢ikar (Brenan et al. 1989; Celik et al. 2003; Celik and Bayram
2004; Celik and Bayram 2005; Kunkel and Mehrmann 2006). Runge-Kutta metodu
(Hairer et al. 1989; Ascher and Petzold 1991; Higueras and Carcia-Celayta 1999), Pade
yaklasim metodu (Celik and Bayram 2003; Celik 2004; Giizel and Bayram 2006),
Adomain ayristirma metodu (Celik et al. 2003; Hosseini 2006), varyasyonel iterasyon
metodu (Soltanian et al. 2009), diferansiyel doniisiim yontemi (Ayaz 2004) gibi

metodlar bu tiir denklemlerin ¢ézliimiinii bulmak igin kullanilmistir.

Tam say1 mertebeli olmayan diferensiyal denklemler fizik (Barkari et al. 2000), kimya
ve biokimya (Yuste et al. 2004), kontrol (Wang and Zhou 2011; Wang et al. 2012;
Haghighi et al. 2014), tip (Hall and Barrick 2008) ve diger bilim alanlarinda birgok
sistemin matematik modellemesinde temel bir 6neme sahiptir (Hilfer 2000; Kilbas et al.
2006; Diethelm 2010). Kesirli diferansiyel denklemler hafizanin tanimi ve birgok
materyal ve fiziksel islemin kalitsal 6zellikleri i¢in miikemmel bir ara¢ saglamaktadir.
Klasik tam sayr mertebeli modellerine nazaran kesirli operatér iceren modellerin esas
avantaji budur. Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ¢ok zordur. Genelde Kesirli
diferansiyel denklemler i¢in gercek sonucu elde eden bir metot yoktur. Cogu kesirli
diferansiyel denklem analitik ¢6ziime sahip degildir, bu yiizden niimerik teknikler
kullanilmaktadir. Bu amagla son dénemde yapilan ¢aligmalarda varyasyonel iterasyon
metodu (Odibat and Momani 2006; Abbasbandy 2007), homotopi analiz metodu (Song
and Zhang 2007; Jafari and Seifi 2009; Liao 2014a, 2012b, 2004c), Adomian ayrisim
metodu (Ray and Bera 2005; Jafari and Daftardar-Gejji 2006a, 2006b), Laplace
ayristirma metodu (Khan and Austin 2010) gibi yaklasik ¢6ziim yontemlerine siklikla

yer verilmistir.



Son yillarda, 6nemli matematiksel modeller kesirli mertebeden diferansiyel cebirsel
denklem sistemleri ile agiklanmaktadir. Kesirli mertebeye sahip diferansiyel-cebirsel
denklemlerin ¢dziimlerini bulmak igin varyasyonel iterasyon metodu (kiiciik 2014, ibis
and Bayram, 2011), Homotopi analiz metodu (Zurigat et al. 2010; Kiigiik 2014) ve
Adomian Ayrisim Metodu (Ibis and Bayram 2011; Kiiciik 2014) gibi metodlar

kullanilmistir.

Ik kez Daftardar-Gejji ve Jafari (2006) tarafindan onerilen yeni iteratif metodu (NIM),
lineer ve lineer olmayan fonksiyonel diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin bir tekniktir
(Daftardar-Gejji and Jafari 2006). Bu metod, cebirsel denklemleri, integral denklemleri,
tam sayr ve Kkesirli mertebeli adi ve kismi diferansiyel denklemleri ve denklemler
sistemi gibi lineer olmayan denklemlerin ¢oziimii icin yararli oldugu Ispatlanmistir.
NIM lineer ve lineer olmayan denklemler i¢in etkili bir yontemdir. Arastirmacilar bu
metodu kullanarak diferansiyel denklemlerin niimerik ¢ozlimleriyle ilgili ¢aligmalar
yapmislardir (Bhalekar and Daftardar-Gejji 2008; Noor et al. 2015). ilk kez bu tezde
Onerilen yeni iteratif donlisim metodu (NITM), yeni iteratif metodu ve Laplace

dontistimiiniin birlesimidir.

Homotopi pertiirbasyon metodu (HPM), 1998 yilinda Ji-Huan He tarafindan verilmistir
(He 1999). He, metodu olustururken pertiirbasyon teknigi ile homotopi kavramini
birlestirmis ve nonlineer problemleri, ¢6ziimii kolay lineer problemlere doniistiirmiistiir.
Cozlimlerin seri seklinde olmasi ve bazi durumlarda ¢oziimlerin kapali formlarinin elde
edilebilmesi, bu yontemleri farkli dallarda calisan bilim adamlar1 arasinda popiiler
kilmis ve ¢ozlimlerin farkli yorumlariin yapilabilmesini saglamistir. Bir¢ok arastirmaci
homotopi pertiirbasyon metodunu ¢esitli problemlere uygulamistir (Odibat and Momani
2006; Abbasbandy 2006; Momani and Odibat 2007; Ozis and Agirseven 2008).
Homotopi pertiirbasyon doniisiim metodu, Sumudu doniisiimii, homotopi pertiirbasyon
metodu ve He polinomlarinin bir kombinasyonudur. Onerilen algoritma kapali bir
bigimde ¢oziime yol acabilecek bir hizla yakinsak seri ¢oziim saglar. Bu yontemin

avantaji, lineer ve lineer olmayan, Kkesirli ve Kkesirli olmayan, adi ve kismi diferansiyel



denklemlerin ¢6ziimlerini elde etmek i¢in iki giiglii metodun birlestirmesidir (Singh et
al. 2011, 2013).

Bu tezde, kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemlerin analitik ve niimerik
¢dziimii incelenecektir. Once kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, diferansiyel-
cebirsel denklemler ve kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemler tanitilacak
ve daha sonra kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemlerin analitik ve niimerik

¢oziimlerine gegilecektir.

Yeni iteratif doniisim yontemi ise diferansiyel denklemler ve diferansiyel cebirsel

denklemlere ilk kez tarafimizdan uygulanmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezde kullanilan bazi temel kavramlar verilecektir.

Tammm 2.1: Bir bagimsiz degisken ile bir bagimli degisken ve bagimli degiskenin
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini ihtiva eden denkleme diferansiyel denklem denir.

Genel olarak;

F(t,wu', u”, .., u™) =0, (2.1)

seklinde gosterilir. Burada u™, u‘nun t‘ye gore n inci mertebeden tirevidir. (2.1)

denklemi u™ ye gore ¢oziilebilirse;

u® = f(t, w,u’,u”, ...,u(”_l)), (2.2)

formu elde edilir. Bu ise (2.1)’in agik formda yazilmis seklidir.

Tamm 2.2: ¢ bir reel degisken olmak iizere

P (U™ + oy (OUPD + -+ p (DU + po(Du =7(t)

seklindeki denklemlere lineer diferansiyel denklem denir. Burada, esitligin sag
tarafindaki r ve sol tarafta ki py, p1, D2, ..., P(n—1), Pn Katsayilari t degiskenine

baglidir.

Tamim 2.2: Bir bagimli degisken (bilinmeyen fonksiyon) ile iki veya daha ¢cok bagimsiz
degisken ve bagiml degiskenin bagimsiz degiskenlere gére kismi tiirevlerini ihtiva eden
bir bagintiya kismi diferansiyel denklem denir. Buna gére u bagimlhi xy,x,, ..., x,

bagimsiz degiskenler olmak {izere



F(xl,xz, oo Xy Uy U Uy ovey Uy U s U x5 ) =0, (2.3)
bagintis1 bir bagimli ve n —bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklemdir. Ornegin,
Uyx + Uyy + Au =0, (Helmholtz’s denklemi)

Uy + auy — Uy, = 0, (Telegraph denklemi)
U + UUy, + Uyye = 0, (KdV denklemi)
birer kismi diferansiyel denklemdir.
Tamm 2.3: k. dereceden bir
gx) = qx® + ap_x¥1+ -+ ajx + a,
polinomunu g6z 6niine alalim. Bu polinomun sifira esitlenmesiyle elde edilen

agx® 4+ ap_1x¥ 1+ -+ a;x +ag =0,

seklindeki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif k tamsayisina g(x) =0
denkleminin derecesi denir. g(x) = 0 polinomunda g(x;) = 0 denklemini saglayan x;

ye denklemin kokii denir.

Tammm 2.4: Diferansiyel-cebirsel denklem genel halde F € R", x € R", t € R olmak

uzere

F(t,x(),x()) =0, (2.4)

ve



Fy (¢, x(t), x(t))
F(t,x(t),)'c(t)) — FZ (t’ x(:t)' x(t)) ,
Fu (8, x(t), x(t))

formundadir. (2.4) denklemine genel lineer olmayan kapali diferansiyel-cebirsel

denklem denir. Diferansiyel-cebirsel denklem yar1 agik formda,
x=f(txy), (2.5)
0=g(txYy), (2.6)
seklinde yazilabilir. Dikkat edilirse y degiskeninin tiirevi yukarida bulunmamaktadir

iste boyle bir y degiskeni cebirsel degisken, x degiskeni ise diferansiyel degisken olarak
adlandirtlir. (2.6) denklemine ise cebirsel denklem denir. Diferansiyel cebirsel

denklemler % Jakobiyen matrisinin singililer olmasiyla agiklanir (Kunkel and

Mehrmann 2006).
Ornek 2.5: VVan der Pol denklemi
X =y,
ey =(1-x*)y—x,
limit € = 0 durum olarak asagidaki gibi diferansiyel-cebirsel denkleme sahiptir,
xX=y,

0=_1-x¥)y—x.



Tanmm 2.6: (Gamma Fonksiyonu) Euler gamma fonksiyonu kesirli analizin temel

fonksiyonlardan birisi olup asagidaki sekilde tanimlanir. z > 0 i¢in
I'(2) =f e~ttz1dt.
0

Gamma fonksiyonunun en belirgin 6zelliklerinden birkagi asagidaki gibi verilebilir:

DI() =1,
IDT(z+ 1) =2zl (2),
rz+1) =z, z €N,

WNTI@ra -z = pr—

Gamma fonksiyonu pozitif bolgede her noktada tanimli olmasina karsin, negatif tamsay1

degerlerinde sonsuza gitmektedir (Diethelm, 2010).

Tanmm 2.7: (Beta Fonksiyonu) z, w € R* olsun. Bu takdirde Beta fonksiyonu

1

B(z,w) = f tZ71(1 -0 ldt
0

seklinde tanimlanir. En belirgin 6zelliklerinden birisi ise

B I'(z)I'(w)
T T(z+w)

B(z,w)
dir (Diethelm 2010).

Tamim 2.8: (Laplace Doéniisiimii) t > 0 icin f(t) fonksiyonu verilmis olsun. f nin

Laplace doniigiimii



o

F(s) = LIF(D)] = f eStF(t)dt

0

genellestirilmis integralinin yakinsak oldugu tiim s degerleri i¢in tanimlanan F

fonksiyonudur. Bazi fonksiyonlarin Laplace doniisiimleri asagidaki gibidir:

1
fO=1 F(5)=;,
_ I'(a)
ft) =te1 F(S):s“’ a>0
f(t) = et F(s)=£, a>0
f(t) =th1lest F(s) = (sF—(Z))k’ k>0a>0.

Laplace doniisiimiiniin bazi1 6zellikleri asagidaki teoremlerle verilebilir (Belgacem et al.
2003; 2006; Dyke 2014).

Teorem 2.9: F(s) ve G(s) sirasiyla f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin Laplace doniigiimii

olmak tizere

LIf®) +g@] = LIf (O] + L[g(O]=F(s) + G(s)

dir.

Teorem 2.10: F(s), f(t) fonksiyonun Laplace doniisiimii ise F(s —a), e® f(t)

fonksiyonunun Laplace doniisiimiidiir.

Teorem 2.11: F(s) = L[f(t)] olmak tizere

LIf' (] = sLIf(©)] = f(0) = sF(s) = £(0)



dir.
Teorem 2.12: F(s), f(t) fonksiyonun Laplace dontisiimii olmak tizere
‘ F(s)
L f f(oydr|=——
0 s
dir.

Tanim 2.13: (Konvoliisyon)

t
Lfa—nmnw

integraline konvoliisyon integral veya f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu denir ve

t
(ﬂwX@=ff@—ﬂMﬂﬁ
0

ile gosterilir.

Teorem 2.14: F(s) ve G(s) sirasiyla f(t) ve g(t) fonksiyonlarin Laplace doniisiimii

olmak tizere
LI(f*g)®] = LIfF (O] x LIg(®)]=F(s) X G(s)
dir.

Tamm 2.15: Laplace doniisiimiiniin tersi L™t ile gosterilir ve
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L loL =1
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.16: Sumudu donisimii

Itl
A= {f(t)|EIM,T1,TZ >0,|f(t)] <Me', t € (—=1)/ x [0, oo)},
fonksiyonlar kiimesi iizerinde
) =SlFOl= | fEoetd,  pe (- 2.7)
0

seklinde tanimlanir (Watugala 1993; Belgacem et al. 2003, 2006).

Sumudu dontisiimiiyle, Laplace doniisiimii arasinda asagidaki gibi bir baginti vardir:

G (%) = sF(s) F (%) = pG(p) (2.8)

burada F (s), f(t) fonksiyonun Laplace doniisiimiidiir.

Baz1 fonksiyonlarin Sumudu doéniisiimii asagidaki gibi verilebilir:
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S[t*] =TA+a)p%* a>0

S[sinat] = %szzpz
1
S[cosat] = Tazpz
dG
S[Lf ()] = p* <> + G (D)
G —f(0
s (o) =22/
dG
Slef (0] = p =g 2
ve Sumudu doniistimiiniin tersi ise;
STHG@)] = f(®) (2.9)

ile verilir.

2.1. Kesirli Analiz

Kesirli mertebeden tiirevlerin birbirinden farkli ve goriiniirde birbiriyle uyusmayan
birgok tanimu literatiirde mevcuttur. Kesirli analiz integral ve tiirevin tamsay1 olmayan
mertebeye genellemesidir. Son on yilda, Kkesirli analizin gesitli olaylar1 modellemede
temel bir rol oynadig1 goriilmiistiir. Kesirli mertebeden tiirevlerin farkli bir ¢ok tanimi
bulunmaktadir. Esasen bu tanimlar Riemann-Liouville tiirev taniminin varyantlaridir.

Calismamizda baslangi¢ kosullarini igeren kesirli diferansiyel-cebirsel denklemlerin
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analitik ve niimerik ¢6ziimii esas alindigindan, bu tip problemler icin her ikisi de
kullanilabilir durumda olan Riemann-Liouville ve Caputo tiirev tanimlari birlikte

verilmistir (Samko et al 1987; Podlubny 1999; Diethelm 2010).

Tanmm 2.1.1: b > 0 olmak iizere f € L,[0, b] fonksiyonunun a € (0, ) mertebeli

Riemann-Liouville kesirli integrali

1 t
wfa)=F@5L<t—€r%vwadf (2.10)

seklinde tanimlanir. @ = 0 i¢in I§ = I birim operatorii tanimlanir.

Kesirli integral igin asagidaki 6zellikler yazilabilir:
1§10 f(©) = R I§f(©) = 157 £

P+ g

[8th=—— 2 )
0 Fa+pB+1)

g>—1.

2.1.1. Riemann-Liouville kesirli tiirev

Tanom 2.1.1.1: a € (0,0) ve m=|[a]+1 olsun. f € L,[0,b] fonksiyonunun

Riemann-Liouville kesirli tiirevi

DEf(t) = D™IFf(t) =ﬁdtmf (t — O 1f(&)dE

seklinde tanimlanir. @ = 0 i¢in D§ = I birim operatorii tanimlanir.

Kesirli tiirev i¢in asagidaki 6zellikler gegerlidir:
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D§ =DM ¢, meN,m> a.
Dglgf(t) = f(), f€L[0,b],b>0.

0 , m—a+pBe{01,..,m—1},
pgtf =1 T+

_— Aksi halde.
TG+1i-a) , si halde

2.1.2. Caputo Kesirli tiirev

Tanim 2.1.2.1: a € (0,0) ve m=[a]+1 olsun. f(t) fonksiyonunu Caputo

anlaminda kesirli tlirevi agagidaki gibi tanimlanir:

1 t
DEF(O) = D" (D) = s | (6= (s
0

(m—a)
burada D™f € L,[0, b], b > 0 dir.

Caputo kesirli tiireve ait 6zellikler asagidaki gibi yazilabilir;

0 , Be01,..,m—1)
path =4 TB+1D

mt , B€Nvep=mveya BE¢Nvef >m-—1

Teorem 2.1.2.2: @ € (0,) ve m = [a] + 1 olsun. f(t) nin (m —1). tirevi mutlak

siirekli olmak tzere

m-—1 k

DS = fO = ) =f®0+), 211)

k=0
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dir.
Teorem 2.1.2.3: a € (0,0), m = [a] + 1 olsun. O halde

m-1 a

k—
DEF(O) = DEF®) = ). =g 90 )
k=0

— )

yazilabilir.
Teorem 2.1.2.4: a € (0, ) olsun. f(t) strekli olmak tizere
DIgf(t) = f(©)

dir.

2.1.3. Kesirli operatorlerin Laplace ve Sumudu doniisiimii

Teorem 2.1.3.1: I§ kesirli integral operatoriiniin Laplace doniisiimii
LIgf®] = s “LIf ()]

dir.

Ispat:

1

LIIgf (D] = (@)

L Jt(t— ) (©)d - L[
. fE f—r(a) [

* f(1)]

(2.12)
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= %L[t“‘l] X LIf(®)] = s™*L[f ()]

Teorem 2.1.3.2: I§ kesirli integral operatoriiniin Sumudu dontisiimii

S5 f(©)] = p*S[f (D], (2.13)
dir.
Ispat1 6nceki teoremin ispatiyla aynidir.

Teorem 2.1.3.3: a € (0,) ve m = [a] + 1 olsun. Caputo kesirli tiirevinin Laplace

dontisimi
m—1
LIDEFO] = s°LIF (O] = ) 57 f00+) (214)
k=0
seklindedir.

Ispat: (2.11) den

m—1

LUgDIf(®O)] = LIfF ()] -

k=0

L[t"]
k!

yazilabilir. Teorem 2.2.4.1 den

m—1

STOLDEF (O] = LI (O] = ) s™7 f9(0+)

k=0
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elde edilir ve
m—1
LIDEF(O)] = sLIF O] = ) s%+1 f0+)
k=0
yazilabilir.

Teorem 2.1.3.4: a € (0,) ve m = [a] + 1 olsun. Caputo kesirli tiirevinin Sumudu

doniigtimii

m-1

SIDIf ()] = p~*S[f ()] - 2 P90 +) (2.15)

k=0
olarak tanimlanr.
Ispat1 6nceki teoremin ispatiyla aynidir.
2.2. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu tistel fonksiyonunun genellestirilmis halidir ve Kkesirli

analizde 6nemli bir rol oynar (Diethelm 2010; Gorenflo et al. 2014).

Tamm 2.2.1: ¢ > 0 olsun.

Eq(2) = ;m (2.16)

serisinin yakinsak olmasi durumunda, E, (z) fonksiyonu bir parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonu olarak adlandirilir.
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Tanmim 2.2.2: a, f > 0 olmak {izere

Eqp(z) = ;W ) (2.17)

ile tammlanan E, z(z) fonksiyonu iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak
adlandinlir, burada E;(z) = E,(z) dir. @, > 0 degerleri i¢in E, g(2) ile tanimh

kuvet serisi, biitiin z € C i¢in yakinsaktir (Diethelm 2010).

Tamim 2.2.3: a, 8,y > 0 olsun.

Eep(@ 2 (y "o 1) F(a]Z:— 5’ (2.18)

ile tanimlanan E(’x’ ﬁ(z) fonksiyonu ti¢ parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak

adlandirilir, y = 1 icin EX ap(2) = Eq p(2) dir,

Teorem 2.2.4: Uc parametreli Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace ve Sumudu

doniistimii asagidaki gibidir:

ﬁ 1oy Say_ﬁ
- a j—
L[tPEL j(at®)] = =
B-1
p
(B-1gY _pr
S[¢F1E ﬁ(,wf)] oy roTE

Ispat (Gorenflo et al. 2014)’de ayrintili bir sekilde verilmistir.
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2.3. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere ait bazi temel tanimlar

verilecektir. Daha detayli bilgi Podlubny tarafindan verilmistir (Podlubny 1999).

Tammm 2.3.1: Bir veya daha fazla degiskenin kesirli tiirevlerini igeren denklemlere
kesirli diferansiyel denklem denir. Yani, kesirli diferansiyel denklemler, tam say1
tiirevleri yerine, kesirli tiirevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir (Samko et al.

1987; Podlubny 1999; Benghorbal 2004; Diethelm 2010).

Ornek 2.3.2: Asagidaki gibi verilen denklem, bir kesirli diferansiyel denklemdir;

1 2
xD3y(x) — Dsy(x) — y(x) = sin(x). (2.19)
Kesirli diferansiyel denklemler agagidaki gibi siniflandirilabilir:

I) Kesirli mertebeden adi diferansiyel denklemler.

3
D2u(t) + D2u(t) + 2u(t) = g(t) (2.20)

kesirli mertebeden Bagley—Torvik adi diferansiyel denklemidir.
I1) Kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemler.

1 , 0%u(x, t)

DZu(x,t) =c 352 (2.21)

denklemi kesirli mertebeden yayilma (diffusion) kismi diferansiyel denklemdir.
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an(t)Dg"u(t) + an_l(t)Dg"‘lu(t) + -+ al(t)Dg‘lu(t) + ay(t)u(t)
=g(t) (2.22)

formunda yazilmis denklem Kkesirli mertebeden lineer diferansiyel denklem olarak
adlandirilir. Aksi taktirde denkleme lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel

denklem denir.

Ornek 2.3.3:

Du(t) + aDfu(t) + bu(t) = g(t), 0<a<l, (Kesirli Basset denklemi)
kesirli mertebeden lineer diferansiyel denklem dir.

D&u(t) + au?(t) = bt™2¢, 0<a<1, (Kesirli Riccati denklemi)

ve

D& u(t) + f(w)D&u(t) + g(u) = 0, 0<a<l, (Kesirli Liénard denklemi)

lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemleridir, burada a ve b keyfi

sabitlerdir.

Tamim 2.3.4: Kesirli diferansiyel denklemdeki en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine

kesirli diferansiyel denklemin mertebesi denir. Ornegin,

3 1
Dgu(t) =x+ (ngu(t))4

denklemi bir ; .mertebeden lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemdir.
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2.4. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemlerle integral Denklemler Arasindaki
Mliskiler

Teorem 2.4.1: a € (0,00), m = [a] +1 ve farzedelimki u{”,u{”, .. u{" ™ €R,

K >0 veh* > 0olsun.

m-—1 u(k)

— * ~0
=1(t,u)|t € [0,h7], T

k=0

olmak iizere f:G — R siirekli bir fonksiyon, ayrica M := sup ,)eq|f(t,y)| olmak

uzere

h* eger M =0

1
= Kl'(a + 1 a
L min{ h*, <%> Aksi halde

olarak tanimlasin. Bu taktirde 6yle bir u € C[0, h] fonksiyonu vardir ki;
D&u(t) = f(t,u(t)), (2.23)
Dru(t) =ul®,  k=01,..,m-1, (2.24)
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimidiir.

Lemma 2.4.2: Kabul edelimki teorem 2.4.1 hipotezleri saglansin u € C[0, k], (2.23)-
(2.24) baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimiidiir ancak ve ancak u asagidaki ikinci tip

Volterra integral denkleminin bir ¢6ziimiidiir;
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ml()

u(x)—z ot s [ =0 u)

(Diethelm 2010).

2.5. Kesirli Mertebeli Diferansiyel-Cebirsel Denklemler

Tamm 2.5.1: Kesirli mertebeden bir Diferansiyel-Cebirsel denklem baslangi¢ kosullar
ile birlikte,

DIxi(t) = F(t, %0, Xy oo s Xy X1, X'y o %) 1=1,23,..,m—1,t20,0<q; <1
gt x1,%9,...,%,) =0 xi(0)=a;, i=123,...,n (2.25)
formundadir (Zurigat et al. 2010).

Bu forma gore bir sonraki boliimde iizerinde ¢alisacagimiz denklemlere 6rnek olarak

asagidaki denklemleri verebiliriz.

Ornek 2.5.2:
x(t) + y(t) = et +sint
D%x(t) + x(t) — y(t) = —sin(t) 0<ac<1
x(0)=1
y(0)=0
Ornek 2.5.3:

D%x(t) —x(t) + z(t)x(t) =1
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D%z(t) —y(t) + x?(t) + z(t) = 0 0<a,a,<1
y() —x*@) =0
x(0) =y(0) =z(0) =1

Bu ornekten de goriildigi gibi kesirli diferansiyel-cebirsel denklemin igerisinde farkli

kesirli mertebelerden tiirevler de bulunabilmektedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Homotopi Kavram

Shijun Liao tarafindan One siiriilen homotopi analiz metodu (HAM), topoloji ve
diferansiyel geometrinin temel konusu olan homotopi kavramina dayanir. Matematikte
homotopi, siirekli degisim veya deformasyonu tamimlar. Ornegin, bir daire, bir kare
veya elipse siirekli olarak deforme olabilir. Yani, Matematikte homotopi ayni

karakteristikler igceren farkli seyler arasindaki iliskiyi tanimlar.

Omek olarak, x € [0,1] araliginda sin(mx) ve 8x(x — 1) fonksiyonlart #(x;q)

seklinde olusturulan fonksiyonlar ailesi ile iligkilendirilebilir:
H(x;q) = (1 — q) sin(mx) + q[8x(1 — x)],

burada q € [0,1] olarak gomme parametresi olarak adlandirilir. Dikkat edilirse 7 (x; q)
sadece x € [0,1] bagimsiz degiskenine degil aynm1 zamanda q € [0,1] gomme
parametresine de baglidir. ¢ = 0 oldugunda

H (x;0) = sin(mx), x € [0,1],
ve ¢ = 1 oldugunda

H(x;1) =8x(1 —x), x € [0,1].
elde edilir. Boylece sekil 4.1°de goriildiigii gibi g € [0,1],0 dan 1’e arttik¢a H (x; q)

reel fonksiyonu sin(mx) trigonometrik fonksiyonundan, 8x(1 — x) polinomuna siirekli

olarak degisir.
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Sekil 3.1. Siirekli deformasyon H (x; q): sin(mx) ~8x(1 — x) homotopisi

Topolojide, H(x;q) homotopi olarak adlandirilir, sin(mx) ile 8x(1 —x) ’e de

homotopiktirler denir ve

H:sin(mx) ~8x(1 — x),

ile gosterilir.

Genelde, f € C[a, b] siirekli fonksiyonu baska bir g € C[a, b] siirekli fonksiyonuna

deforme edilebilirse

Hxq)=A-q@f(x)+qg9(x), xE€]lablq€l01], 3B.1

yoluyla

H:f~g,

homotopisi kurulabilir. Burada g gdmme parametresi veya homotopi parametresi olarak
adlandirilir (Liao 2012).



25

Tammm 3.1.1: X topolojik uzayindan Y topolojik uzaymna f (x) ve g(x) siirekli
fonksiyonlar: arasindaki homotopi

H:Xx[01] =Y
Hxe)=A-fx) +q9(x) x€X,qel01]
Hx0)=fx) xeX
Hx1)=gkx) xe€X
seklinde tanimlanr.
3.2. Homotopi Pertiirbasyon Metodu (HPM)
f(x) € C*|a, b] stirekli reel bir fonksiyon olmak tizere:
f(x) =0, (3.2)
cebirsel denklemini goz ontine alalim. Varsayalimki (3.2) nin x € [a, b] araliginda en az
bir kokii olsun ve x, € [a,b], x’in bir baslangi¢ tahmini olsun. f(x) — f(x,) €

C*®la,b] , f(x) € C®[a,b] fonksiyonuna siirekli deforme olabilir, yani bunlar

homotopiktirler. Béylece asagidaki gibi bir Homotopi kurulabilir:

Hx;q) =A—-lf (x) — f(x)] + qf (x),

burada q € [0,1] homotopi parametresidir. ¢ = 0 ve q¢ = 1 igin sirasiyla asagidaki

esitlikler elde edilir:



26

H(x;0) = f(x) = f(xo), Hx;1) = f(x).

Yani g parametresi O ile 1 arasinda arttikga, F (x; q) siirekli olarak f(x) — f(x,) dan
f(x)’e degisir. H (x; q) = 0 alinarak,

A=lf ) = fx)] +af(x) =0,  q€[01], (3.3)

veya

fx) = f(xo) +af (xo) = 0, q €[01],

elde edilir. Boylece cebirsel denklemlerin bir parametre ailesi elde edilmis olur.
Cebirsel denklemlerin parametre ailesinin ¢6ziimii homotopi parametresi olan q’ya

baglidir. (3.3) denkleminde x’i ¢ (q) olarak degistirirsek:

fle(@] — f(x0) + qf (x0) =0, (3.4)

yazilabilir. ¢ = 0 oldugunda

fle(0)] = f(x0) =0,

denklemini elde ederiz, ki onun ¢6ziimii

@(0) = x,,

dir. ¢ = 1 oldugunda

fle(] =0,



27

elde edilirki bu da f (x) = 0 cebirsel denkleminin kendisidir. Yani;

p(1) = x,

olur. Bu nedenle, g homotopi parametresi 0’dan 1’e degistik¢e, @(q), x, baslangi¢
tahmininden f(x) = 0 denkleminin ¢6ziimi olan x’e deforme olur. (3.4) sifirinc1 derece

deformasyon denklemi olarak adlandirilir.

@(q)’nun g = 0 da analitik oldugunu varsayalim. Boylece ¢ (0) = x, olmak iizere bu

homotopi parametresine gore bir Maclaurin serisine genisletilebilir, yani:

z=¢(q) =xo + Z xrq", (3.5)
k=1
Burada
1 d*¢(q)
Xk = 5% = Dy (@), (3.6)
k! dqgk 4=0

dir. Boylece (3.5) serisi homotopi-Maclaurin serisi, D, homotopi tiirev operatorii  ve
Dy (@), @’nin k. mertebeden homotopi tiirevi olarak adlandirilir. (3.5) homotopi serisi

q = 1’de yakinsaksa, ¢(1) = x oldugu kullanilarak

x—llmz—x0+2xk,

homotopi seri ¢oziimii elde edilir.
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Pertiirbasyon teknigi uygulanarak, (3.3) denkleminin yaklasik ¢6ziimiinii elde etmek

icin f(z) fonksiyonu, x, noktasi civarinda Taylor serisine agilirsa:

1
f(2) = f(xo) + f'(xo)[x1q + x20* + - ] + 5" Godlxaq + Xq% + 12+ (3.7)

elde edilir. (3.7) esitligi, (3.3) esitliginde yerine yazilip, g 'nun kuvvetlerine gore

katsayilar esitlenirse:

g xif'(xo) + f(x) = 0,
1
q*: xof"(xo) + §x12f”(xo) =0,

1
g3 x3f'(xg) + 2322 f" () + §x13f”'(x0) =0,

denklemleri elde edilir. (3.8) denkleminden yola ¢ikarak x;

Yo = — f(xo)
! f'(x0)

bulunur. Ornegin, birinci dereceden yaklasik ¢ziim,

_ qf (xo)
f'(x0)’

X =Xx9+qgxs = xg

dir. g = 1 iken,

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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_ f(xo)
f'(x0)

biciminde elde edilir. Bu ¢6ziimden,

f(xn)

X+t = X T mE N (3.11)

elde edilir. Dikkat edilirse (3.11) Newton iterasyon formiiliidiir. Benzer olarak ikinci

dereceden yaklasik ¢oziim,

x=x0+x1+x2,

o Sl ) <f(xn)>2
T ) 2f () \f1 () )

2. dereceden Newton iterasyon formiilii olarak diisiiniilebilir. Homotopi pertiirbasyon
yonteminin  kullanildigi en genis alan diferansiyel denklemlerdir. Homotopi
pertiirbasyon yontemi, cesitli lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii igin
alisitilmamis ve etkin bir yontemdir. Genel lineer olmayan bir denklem iizerinde

yontemin diferansiyel denklemlere uygulanisini gosterelim.
Asagidaki genel lineer olmayan fonksiyonel denklemi diisiinelim;
u=f+N), (3.12)

burada N bir lineer olmayan operator, u bilinmeyen fonksiyon ve f bilinen

fonksiyondir.
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Homotopi pertiirbasyon yontemini (HPM) gostermek i¢in, u ¢6ziim olmak tizere (3.12)

denklemini asagidaki gibi gbz oniine alalim:
Lw)=v—f—Nw) =0, (3.13)
H (r, q), homotopi tanimlayabiliriz:
H(w,0) =F(v), H(v,1) = L(v).

Boylece F(v) bir operator, v, ¢dziimule, ki bu ¢6ziim kolayca elde edilebilir. Homotopi

teknigi ile, H (r, q): Q x [0,1] = R homotopisini kurabiliriz. Genelde,
Hw,q) =10 -q@FW)+qLWw) =0, (3.14)

sekilde bir homotopi segebiliriz. Burada g € [0,1] gbmme parametresidir, bu nedenle
monoton olarak g parametresi O ile 1 arasinda arttik¢a, H (x; q) siirekli olarak F(v) = 0
dan L(v) = 0’a degisir. Topolojide bu konu, deformasyon olarak adlandirilir, F(v) = 0

ve L(v) = 0 homotopi diye isimlendirilmektedir.

q gomme parametresi yeteri kadar kiiciik kabul edilirse, klasik pertiirbasyon teknigi

uygulanarak, (3.14)’iin ¢éziimii olarak q’nun kuvvet serisini alarak

[ee]

vV =vy+qus + q*v, + PP + - =quvk: (3.15)
k=0

seklinde yazilir. (3.15)’te ¢ — 1 alinirsa,

u=lin}v=v0+v1+v2+v3+--- (3.16)
q—)
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elde edilir. Pertiirbasyon ve Homotopi yontemlarinin kombinasyonu tiim avantajlarini
muhafaza ederken, geleneksel pertiirbasyon yontemnin dezavantajlarini ortadan kaldiran
yonteme Homotopi pertiirbasyon metodu adi verilir. Seri (3.16) bir ¢ok durumda
yakinsaktir. Bununla Dbirlikte, yakinsama hiz1 lineer olmayan N(v) operatoriine

baghdir.

Teorem 3.2.1: Kabul edelimki N(v) lineer olmayan bir fonksiyon ve v = Y%, q*vy

olsun. Bu taktirde

n

0
5 V(gm0 = (Zq w)

q=0
olur.

Bu teoremin Ispat1 Ghorbani 2009 da ayrintil bir sekilde verilmistir.
F(v(x)) = v(x) — f(x) alarak ve (3.13)’ii (3.14) te yerine yazarak;

Hw,q) =v(x) - f(x) —qN() =0, (3.17)
elde ederiz. g‘ya gore N(v)‘nin Maclauren agilimina gore;

2

0 1
N(v) =N(v)q=0+< N(v)g4= O)q+< — NW)4= 0) 4.

210q?
1 9™
+( |a n (v)q 0)

yazabiliriz. (3.15)‘1 yukaridaki denklemde yerine yazarsak;
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=0 q=0 k=0 =0
+ l—2N<§.o:qu> q>+-+ ——nN<§:q"v) q"
2107 "\ &t o logn "\ &t -
4.

elde edilir. Teorem 3.2.1°¢ gore;

2

0 1
N(v) = N(Uo) + (%N(vo + qvl)q=0) <2| a 2

10" [~
+ EWN zquk q"

N(vo + quy + q*v3) 4= 0) + -

L. (3.18)

yazilir. (3.15) ve (3.18)‘i (3.17) de yerine yazarsak ve g’nun 6zdes kuvvetleri cinsinden

terimleri esitlersek;

q%:v(x) = f(x),
q':v1(x) = N(vy),

o) = o

3 N(v0+qv1)} )
q

q=0

1 (02
q° V3()— g ZN(Uo+qU1+q ;) )
q=0
n
1|0"
Qi vp (x) = E{a_qu <z quk>} :

elde ederiz.
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Tamm 3.2.2: He polinomlar1

HTL(UOP Uli UZ’ i Un) - Tl' {aq <z q vk)} ) n= 011121 e
q=0

seklinde tanimlanir. Dolayisiyla, homotopi pertiirbasyon yontemi ile elde edilen

yaklagik ¢6ziim He polinomlart ile

u(x) = f(x) + Z H, (v, V1, V5, .., V)
n=0

olur.

Ornek 3.2.3: Asagidaki Lineer olmayan diferansiyel denklemini baslangi¢ kosulu ile
birlikte diistinelim:

u' +uu' =1+x, u(0) = 0.
buna gore, denklem (3.14);
Hw,q) =v'(x)+qux)v'(x) —1—-x=0
veya

HW,q) = (o +qui + q*vz + vz + )
+qo +quy +q°v2 + @Pvs + ) (Vo + qUi + @7V + 7oz + )
—1-x=0

olur. Benzer sekilde;
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(wo—1—-x)+gq (171 + U0U6> + q* (vé + vovy + vlv(’))
THy D
0 1

+ g (U§ + vovy + vy + v2v6> +.=0

H;
elde edilmis olur. He polinomlart:
HO = Uov(,)
H, = VoV + V104

VoUy + V1V; + Vo1,

I

bi¢ciminde tanimlanir Ve denklemin ¢oziimii,

1 1 1 1
u(x) =x+ (—x2 — —xz) + (—x3 ——x3> +.=x
2 2
olarak bulunur (Ghorbani 2009).

3.3. Homotopi Pertiirbasyon Doniisiim Metodu (HPTM)

Metodun temel mantigin1 anlamak ig¢in, baslangi¢ kosullariyla birlikte asagidaki

denklemi ele alalim;

Du(x,t) + Ru(x,t) + Nu(x,t) = g(x,t), (3.19)
ak
Wu(x, =0 = fr(x), k=01,..,m-—1, (3.20)

burada D = ;t—m en yiiksek mertebeden lineer diferansiyel operatorii, R derecesi D

operatoriinden kiiciik olan lineer diferansiyel operator, N genel lineer olmayan
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diferansiyel operatorii ve g(x,t) kaynak terimi temsil eder. Denklem (3.19)’un her iki

tarafina Sumudu doniisiimii uygulanirsa;

S[Du(x,t)] + S[Ru(x,t)] + S[Nu(x,t)] = S[g(x,t)], (3.21)

elde edilir. Sumudu doniisiimiiniin t’ye gore diferansiyel 6zelligini kullanarak;

-1

3

k

9
p~"S[u(x, t)] — p"‘mmu(x, t)|¢=0 + S[Ru(x, t)] + S[Nu(x, t)] = S[g(x, )],
0

==
1l

elde ederiz. Daha sade olarak;

m-—1

Slux, )] = z P fi(x) — p™{S[Ru(x, )] + S[Nu(x, O]} + p™S[g(x, )],  (3.22)
k=0

yazilabilir. Denklem (3.22)’nin her iki tarafina Sumudu dontimiisiiniin tersini

uygularsak;
u(x, t) = G(x,t) — S7Y[p™S[Ru(x, t) + Nu(x, t)]], (3.23)

elde ederiz. Burada G(x,t), kaynak terimden kaynaklanan terimi ve baslangic

kosullarini temsil eder. Standart Homotopi pertiirbasyon yontemine gore, u ¢oziimii,

u(x, t) = Z q"u, (x,t), (3.24)
n=0

seklindedir. Burada q € [0,1] gomme parametresidir ve lineer olmayan terim asagidaki

gibi ayrigabilir:
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Nu(x,t) = Z q"H,(x,t), (3.25)
m=0

burada H,,'ler He polinomlaridir ve asagidaki sekilde verilir;

1(on <
H, (ug, uq, Uy, ..., Uy) = - W N (Z qlui> , n=20,12,..
=0 q=0

Denklem (3.24) ve (3.25), denklem (3.23) te yerine yazilirsa:

> qhu (60
n=0

=G(x,t)

—q{S7t[p™S : (3.26)

R Z qtu, (x,t) + Z q"H, (u)
n=0 n=0

elde edilir. g’nun kuvvetlerine gore katsayilar esitlenirse asagidaki yaklagimlar elde

edilir;

q%uy(x,t) = G(x, ),

q':1uy(x,0) = =S7[p™S[Ruo(x, t) + Ho(w]],
q? uy(x,t) = =S~ [p™S[Ruy (x, t) + Hy (w)]],
¢ us(x,t) = =S~ [p™S[Ru, (x, t) + Hy(w)]],

sonug olarak

ux, t) = uglx, t) +uy(x, t) + uy (x, t) + us(x, t) + -
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¢oztimii elde edilir (Singh et al. 2011).

Ornek 3.3.1: Asagidaki homojen olmayan problemini dikkate alalim;
u (o, t) +ulx, Ou, (x,t) = 2t + x + t3 + xt?, (3.27)
u(x,0) =0, (3.28)

Denklem (3.27) de t’ye gére Sumudu donlisimii uygulanir ve baslangic kosulu

kullanilirsa;
S(u) = 2p? + xp + 6p* + 2xp> — pS(uu,),

elde edilir. Simdi Sumudu doniisiimiiniin tersi uygulanirsa;
1 1
u(x,t) =t? +xt + Zt“ + §xt3 — S HpS(uu,)], (3.29)

elde edilir. Homotopi pertiirbasyon yontemini kullanirsak:

o

n 2 1 4 1 3 -1 N n
q"u, (x,t) =t +xt+Zt +§xt —qS™ |pS Zq H, (w) ||,

n=0 n=0

ifadesini elde ederiz. Burada H,(u) He polinomlaridir ve lineer olmayan terimleri

temsil etmektedir. He polinomlarinin ilk birkag bileseni asagidaki gibidir;

Ho(up) = ugUoy,
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1¢0
Hy(ug,uy) = F{% [(uo + quq)(uo + qul)x]} = UgUqx T UqUgy,
! 40

62

1
Hy(ug, uq,up) = E{O_qz [(uo + quy + quy) (up + quq + qzuz)x]}

q=0

= UgUpyx T UgUy T UpUgy,

q’nun kuvvetlerine gore katsayilar esitlenirse, asagidaki yaklasimlar elde edilir;

1 1
q%:ug(x, t) =t% + xt +Zt4 +§xt3,

1 7 1 1 2 1
1, L e1 _ 2t e_ 18 (13 5 7
qt:uy(x, t) S™[pS[Ho(w)]] 2t Tt gt x(gt gt ),

7 143 2783 5
2. _ P, A 8 10 12
q?:u,(x, t) LS [pS[H, (W)]] 72t +_2880t +302400t +_8064t

+ <2t5+22 g oy 2 t“)
“\15° "315° T2835° T2079° /)

Sonug olarak;

u(x, t) = ug(x, t) + ug (x, t) + uy (x, t) + ug(x, t) + - =t + xt

3.4. Kesirli Mertebeden Diferansiyel Denklemler i¢in Homotopi Pertiirbasyon
Sumudu Déniisiim Metodu (HPSTM)

Bu yontemin temel fikrini gostermek igin, asagidaki genel lineer ve homojen olmayan
kesirli mertebedan kismi diferansiyel denklemi baslangi¢ kosullart ile birlikte g6z 6niine

alalim:
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Dfu(x,t) + Ru(x,t) + Nu(x,t) = g(x,t), (3.30)
k
T —u(x, t)| =0 = fr(x), k=01,..m-—1, (3.31)

DZ kesirli Caputo tiirevi, m = [a] + 1, R lineer diferansiyel operatorii, N genel lineer
olmayan diferansiyel operatorii ve g(x, t) kaynak terimi temsil eder. Denklem (3.30)’un

her iki tarafina Sumudu donilisiimii uygulanirsa;
S[Dfu(x,t)] + S[Ru(x,t) + Nu(x,t)] = S[g(x, t)], (3.32)

elde edilir. Teorem 2.2.4.4 ve Sumudu doniisiimiiniin diferansiyel 6zelligi kullanilarak;

P %S[u(x, t)] — Z p*- “ u(x )]0 + S[Ru(x, t) + Nu(x,t)] = S[g(x, t)],
k=0

veya

m-1

S[u( 0 = p* ). PFf (0 + peSlg(x, 0] — pSIRux, O + Nu(x 0], (3.33)
k=0

elde edilir. Denklem (3.33)’tin her iki tarafina Sumudu dontimisiiniin tersini

uygularsak;
u(x, t) = G(x,t) — S [p*S[Ru(x, t) + Nu(x, 0)]], (3.34)

bulunur. Burada G (x, t), kaynak terimden kaynaklanan terimi ve baslangi¢ kosullarini

temsil eder. Simdi, Homotopi pertiirbasyon yontemini uygulayabiliriz;
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u(x,t) = z q"u, (x,t), (3.35)
n=0
olmak tizere, lineer olmayan terim asagidaki gibi ayrisabilir:
Nu(x,t) = z q"Hyu(x,t), (3.36)
n=0

burada H,,'ler He polinomlaridir ve

1(an <y
Hy (ug, Uy, Ug, vy Up) = s Ey N Eq‘ui> ) n=0,12,..

seklindedir. Denklem (3.35) ve (3.36), (3.34)’te yerine yazilirsa:

q"u, (x,t) = G(x,t) — g S {p*S|R > q"u,(x,t) + ) q"H, (x, t)] , (3.37)

elde edilir. g’nun kuvvetlerine gore katsayilar esitlenirse asagidaki yaklagimlar elde

edilir;

q%uy(x,t) = G(x, ),

qliug (x, £) = =S [p*S[Ruy (x, t) + Ho(w)]],
q%iuy(x,t) = =S~ p*S[Ruy(x, t) + H; (W],
q3ius(x, t) = =S~ p*S[Ru, (x, t) + Hy(w)]],

Bu metodla denklemin ¢6ziimii
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ux, t) = uglx, t) +uy(x, t) + uy (x, t) + us(x, t) + -
olarak elde edilir (Singh et al. 2013).

Ornek 3.4.1: Baslangic kosulu ile birlikte asagidaki lineer olmayan zaman-kesirli gaz

dinamik denklemini diisiinelim:
1
DZu(x,t) + 5 [u?(x, )], — ulx, t)[1 —ulx,t)] =0, 0<a<il, (3.38)

u(x,0) =e™*. (3.39)

(3.38)’un her iki tarafina Sumudu doniisimi uygulanir ve baslangi¢ kosulunu

kullanilirsa;
1
S[u(x, )] = e~ — p“S{E [ (x, )], — u(x, O[1 — ulx, t)]}, (3.40)
elde edilir. (3.40)’in her iki tarafina Sumudu doniimiisiiniin tersi uygulanirsa;
1
u(x,t) =e*—-§1 {p“S {E [u?(x, t)], — ulx, t)[1 — ulx, t)]}},

elde edilir. Simdi homotopi pertiirbasyon yontemi kulanilarak;

o)

Z q"u,(x,t) =e™*

n=0
-1 a 1 N n
—qsS pSEZan(u) +
n=0

- [Z qnun
n=0

PRAD
n=0

It
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elde ederiz. Burada H,(u) ve H;(u) He polinomlaridir ve lineer olmayan terimleri

temsil eder.

z q"Hp,(w) = [uz (x, )]
n=0

olmak tizere He polinomlarinin ilk birkag bileseni asagidaki gibi ortaya ¢ikmaktadir:

Ho(u) = (u(%)x =
B = ol +qu)) = 20,
1!(0q =0
1 az 2 2 2
H,(w) E{a—qz([(uo +quy +q°uy) ]x)} = (U1 + 2upuz)x
! -
ve H,, (u) igin
D@ = v
n=0
How) = ug
Hi(u) = 22Uy,
Hj(u) = u? + 2uqu,

elde edilir. g’nun kuvvetlerine gore katsayilar esitlenirse;

q%uy(x,t) =e™*,

1 tae—x
qtiuy(x,t) = -S71 lpag [EHO(u) —Ut H(’)(u)” “Ta+1)

1 tzae—x
g% uy(x,t) = -S1 Ip“g [EHl(u) —u t H{(u)” “TQa+ 1)
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t3ae—x

1

elde edilir ve u(x, t) seri ¢oziimii

ta tZa t3a

TerD ' TarD " TBa+ D 7

u(x,t) = |1 -le‘x = E,(t%e™, (3.41)

olarak bulunur. (3.38) ve (3.41) de @ = 1 alinarak;

3
sl — — cee _x
u(x, t) = 1+t+2!+3!+ le

¢Oziimii elde edilir. Bu ¢oziim ise
u(x,t) = et™*
dir. (Singh et al. 2013).
Ornek 3.4.2: Zaman kesirli kismi diferansiyel KdV denklemini dikkate alalim:
Dfu + Uyyy — 3(U?), =0, 0<ac<l, (3.42)
u(x,0) = x, (3.43)
Denklem (3.42)’nin her iki tarafina t’ye gore Sumudu doniigiimiinii uygulanirsa,

S[DZu] + Sty — 3(W?),] = 0, (3.44)
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elde edilir. Sumudu doniisiimiiniin tiirev 6zelligini kullanarak denklem (3.44);
S[u] =x - p“S[uxxx - 3(u2)x]' (3.45)

seklinde yazilir. Denklem (3.45)’nin her iki tarafina Sumudu déniimiistiniin tersini

uygularsak;
u(x' t) =X S_l{pag[uxxx - B(uz)x]}: (346)

elde edilir. Simdi, homotopi pertiirbasyon yontemini uygulayabiliriz:

u(x,t) = Z q"u, (x,t), (3.47)
n=0

olmak tizere lineer olmayan terim asagidaki gibi ayrisabilir:

Nu(x,t) = Z q"H,(uw), (3.48)
n=0

Bu durumda (3.47) ve (3.48) denklemlerini, (3.46) denkleminde yerine yazilirsa;

[ee] 1 (o] [ee]
Z qnun (x' t) =X— qS_l {S_QS [z qnunxxx -3 Z ann(u)
n=0 n=0 n=0

}, (3.49)

elde edilir.

Y atHa ) = (@,
n=0
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olmak {izere He polinomlarinin ilk birkag bileseni

H, (u) = (u(z))x
Hi(w) = 2(upuq)y

Hy(w) = (uf+2uguy)y

seklindedir. g’nun kuvvetlerine gore katsayilar esitlenirse;

q%uy(x,t) = x,

. rw 6xt*

q :ul(x, t) =-S5 [p S[quxx - 3H0(u)]] = F(CZ + 1)'
72xt2%

q*:up(x, ) = =S [pS[ugyny — 3H, W)]] = r2a+ 1)

216x{T2a + 1) + 4[T'(a + 1)]?}t3«
[[(a+ 1D]*TBa+1) ’

q3:u3(X, t) = _S_l[pag[uZxxx - 3H2(u)]] o

elde edilir. Bu metodla denklemin seri ¢oziimi;

6xt® 72xt?*  216x{T(2a + 1) + 4[['(a + 1)]?}t3¢
[(a+1) * [a+ 1) [[(a+ 1D]’TBa+1)

ulx,t) =x+

dir. @ = 1 i¢in, (3.4.13) ve (3.4.14) probleminin ¢6ziimi;

_ X
T 1-—6t

u(x,t) = x + 6xt + 36xt? + 216xt3 + ---

olarak bulunur, burada |6t| < 1 dir.
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3.5. Yeni iteratif Metodu (NIM)

S6z konusu yontemi agiklamak igin

u(x) = f(x) + N(u(x)), (3.50)

genel fonksiyonel denklemini ele alalim. Burada N: B — B lineer olmayan bir

operatdr, B Banach uzay ve f bilinen bir fonksiyondur. u(x)’i

(0]

u(x) = Zui (%), (3.51)

=0

gibi seri ¢oziim olarak elde etmek istiyoruz. Lineer olmayan N operatorii asagidaki gibi

ayristirilabilir;

0 oo i i—-1
N ( ui> = N(up) + z N(z ) — N(Z uw) b, (3.52)
i=0 i=1 j=0 j=0

Denklem (3.51) ve (3.52)’den, denklem (3.50)

iui=f+N(u0)+i N(Zi:uj)—N(iuj) , (3.53)
i=1 j=0 j=0

i=0
seklinde yazilir ve asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir;

uO = f;
uq = N(uo), (354‘)
Upy1 = N(UO + uy ++un) —N(uo + 1y +"'+un—1); n=123,..
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Buradan ise;

Ug+ U+ F+ Uy = N(ug +uq + -+ uy), n=123,..

u=Zui =f+N<'=Oui), (3.55)

i=0
elde edilir. Eger N daraltma operatorii ise, yani,
NGO - NG| < kllx =],

ise bu taktirde;
lmen |l = | N o + 21y + o 1) = NGt + 23 + o+ ) | < kel || < -+

< k™[|uo, n=012,.. (3.56)
yazilabilir ve Y72 u; serisi mutlak ve diizglin sekilde (3.50) denkleminin ¢dziimiine
yakinsaktir, bu ¢6ziim Banach sabit nokta teoremi agisindan tektir. (3.50) ve (3.51)’nin

k-terim yaklasik ¢oziimii Y%= u; ile agiklanir. (Daftardar-Gejji and Jafari 2006)

Ornek 3.5.1: Asagidaki lineer olmayan cebirsel denklemi diisiinelim;
1
x6—5x5+3x4+x3+2x2—8x—5= 0,

Bu denklemi asagidaki gibi yeniden yazalim;

1 1 5 3 1 1
x = —E+§x6—§x5+§x4+§x3+zx2 = xo + N(x),
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Xg = —i. N'(xy) < 1 olmak iizere
1
xO = _E,

1 5 3 1
x1 = N(xp) = §x8 —gxg +§x§ +§xg +ng

Xn+1 = N(xO + X1 + -+ xn) — N(XO + X1 + -+ xn_l) n = 1,2,3,
yazilabilir. ilk bes terimi asagidaki gibi hesaplayabliriz:

1 6 5 5 3 4 1 3 1 2

x3 = N(xg +x; +x,) — N(xy + x;) = 8.4940820811044 X 1077,

x4 = N(xg + %1 + x5 +x3) — N(xg + x; + x,) = —2.527994113539 x 1078,

x5 = N(xO + x1 + xz + x3 + X4) - N(XO + x1 + xz + X3) = 75237232810 X 10_10.
Buradan;

X = Xg+x1+ %X, +x3+ x4 +x5 =—0.06157535114,

dir. Bu sonug ise Ouedraogo ve arkadaglari ile elde edilen ¢oziimle aymidir (Daftardar-
Gejji and Jafari 2006).

Ornek 3.5.2: Asagidaki lineer Volterra integral denklemini goz 6niine alalim;

1+ u®)
u(x) —fo Ty W

Buradan yola ¢ikarak;
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up(x) =0,

() = N1 = [ RO

dt = In(1 ,
S n(1+x)

_ (@4t  [In(1+x)]?

Uy (x) = Nug(x) + ug (x)] = N[uo(x)] = L 1—+tdt =
In(1 3
3 () = Nl () + 11 () + 1] — Vg () + 1, ()] = Lo L

Un1(X) = Nfug(x) +uy (x) + -+ up (0] = Nuo (%) + uy (X)) + -+ + 1y (2)]

[[n(1 + x)]"*?

yazilabilir. Buradan;

o

u(x) = Z u,(x) = exp[ln(1 +x)] -1 =x.

n=0
olur (Daftardar-Gejji and Jafari 2006).
3.6. Yeni iteratif Laplace Doniisiim Metodu (NILTM)

Bu yontemin temel fikrini gostermek icin, genel lineer ve homojen olmayan kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemi baslangi¢ kosullar1 ile birlikte g6z Oniine

alalim;

D&u(x,t) + Nu(x,t) = f(x,t), m—1<a<m, (3.57)

oku(x,t

% = h(),  k=01,..,m-1, (3.58)
t=0

DZ Caputo anlaminda tirev olmak tizere, m = [a] + 1, N genel lineer olmayan
diferansiyel operatorii ve f(x, t) kaynak terimi temsil eder. Denklem (3.57)’nin her iki

tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa;
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L[D¥u(x,t)] + L[Nu(x,t)] = L[f (x, t)], (3.59)

elde edilir. Laplace doniisiimiiniin diferansiyel 6zelligi kullanilarak;

m—1 ak
STL[uGH 0] = ) s%F=ulx Oleso + LINUG O] = LIF (1,0,
k=0
veya
m—1
s%Llu(x, t)] = z s¥®h, (x) + L[Nu(x,t)] = L[f(x,1)], (3.60)
k=0

elde edilir. Denklem (3.60)’in her iki tarafim1 s* ’ya boliip ve sonra Laplace

doniimiistiniin tersini uygularsak;
4|1
u(x,t) =G6(x,t) —L S_aL[N”(x' 11, (3.61)

elde ederiz. Burada G(x,t), kaynak terimden kaynaklanan terimi ve baslangi¢

kosullarin1 temsil eder. Simdi, yeni iteratif metodunu uygulayabiliriz. Burada u(x, t)

[ee]

u(x,t) = Z u; (x, 0). (3.62)

i=0

seklindedir. Lineer olmayan terim asagidaki gibi ayrigabilir:




o1

) o

Denklem (3.62) ve (3.63), denklem (3.61)’de yerine yazilirsa;

1
— L s_“L

5o

i=1

(0e]

z w = G(x,t) — L1 L%L[Nuo]l -

gl

i=1
i i—-1
N(Z u) — N(Z uj)H}, (3.64)

elde edilir. Asagidaki rekiirans bagintintisi yazilabilir;

1
s_“L

=G(x,t)— L1 L%L[Nuo]l

s

i=1

uy(x, t) = G(x,t),

u(x,t) = —L71 [S%L[Nuo]l,
1 1
uy(x, t) = =Lt ls—aL[N(uo+u1)]l + L1 L—aL[NuO]l
=—L71 L%L[N(uo+u1) - Nuo]l,
1 1
uz(x,t) = —L71 Is—aL[N(u0+u1 + uz)]l + L7 L—aL[N(uO+u1)]l

=-—L71 L%L[N(uo+u1 +uy) — N(uo+u1)]l,
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Uppq(x, t) = —L7T L%L[N(u(ﬁul + -+ un)]l + L1 L%L[N(u(ﬁul + -+ un_l)]l

1
=L L—aL[N(uO+u1 + -+ u,) = Nuo+uy + -+ un_l)]l.

Ornek 3.6.1: Asagidaki lineer olmayan zaman-kesirli gaz dinamik denklemini

baslangi¢ kosulu ile birlikte diistinelim;
Dfu + uu, —u(l —u) =0, t>0,0<a<l, (3.65)
u(x,0) =e™*, (3.66)

(3.65) denkleminin her iki tarafina Laplace doniistimii uygularsak;
1
Llu(x,t)] = ;u(x, 0) + s %L[u — uu, —u?], (3.67)

elde edilir. Daha sonra, (3.67)’nin her iki tarafina ters Laplace doniistimii uygulanarak

ve (3.66) baslangi¢ kosulunu kullanilarak asagidaki denklem edilmis olur;

u(x,t) = e * + L s *L[u — uu, — u?]}. (3.68)
Bu durumda, N (u)

N(u) = L"Y{s *L[u — uu, — u?]}, (3.69)
seklindedir. Rekiirans bagintisi ise

uy(x, t) =e™,
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te
ul(x, t) = e_xm,

tZa
uz(x, t) = e_xm,

tna
un(x, t) = e_xm,

seklindedir. Dolayisiyla;

e —xXsna
et

u(x,t) = Z ey 2, D e, (t%),

n=0
elde edilir (Najafi et al. 2016).
Ornek 3.6.2: Simdi, asagidaki uzay-kesirli telgraf denklemini
DIu(x,t) = u(x, t) + us(x, t) + ulx, t), t=>0 1<a<?2,
sinir kosullari ile birlikte diisiinelim;

du(x,t)
0x

u(x, le=o = €7,

x=0
(3.71)’in her iki tarafina x’e gore Laplace doniigiimii uygulanirsa;

yep OU(x, t)

SaL[u(x: t)] - Sa_lu(x' t)|x=0 - Ix

x=0

(3.70)

(3.71)

(3.72)

= Llug;(x, t) +up(x, t) + ulx, t)]
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elde edir ve smir kosullarini da kullanilirsa;

Llu(x,t)] = % + es;z + S%L[utt(x, t) +u.(x, t) +ulx,t)], (3.73)

bulunur. (3.73) denkleminin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanarak
— ,—t -1 1
ulx,t) =e "1 +x)+1L S—aL[utt(x, t) +u(x, t) +ulx, )], (3.74)
denklemi elde edilir. (3.74) de N(u)
(1
mw=L{§u%@@+wmo+mLm}

seklindedir. Rekiirans bagintisi

uo(x, t) = e (1 + x),

a xa+1
) =e"t ,
w ) =e lF(a D) T+
x2a x2a+1
) =e"t ,
w60 =e [F(Za D) Ta+2
xna xna+1

Un(x,£) = ™" [F(na TD " Ta+2)|

olarak bulunur. Dolayisiyla;

oo

u(x,t) = Z Un(x,8) = e [Eg 1 (x%) + xEq2(x%))], (3.75)

n=0

elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin Homotopi Pertiirbasyon Doniisiim

Metodu ve Yeni iteratif Déniisiim Metoduyla Coziimii

Ornek 4.1.1: Asagidaki diferansiyel-cebirsel denklem sistemini baslangi¢ kosullar: ile

birlikte diistinelim:

x'(t) =ty (t) +t2z2'(t) + x(t) — (t + Dy(t) + (¢ + 2)z(t) = 0,
y'(t) —tz'(t) —y(t) + (t — 1)z(t) = 0, (4.1)
z(t) = sint,
x(0) =y(0) =1, z(0) = 0. (4.2)

(4.1) denkleminin her iki tarafina t’e gore Sumudu doniigsiimiinii uygular ve baslangig

kosullarimi kullanilirsa;

SX(O] = 135+ o 3 SO — (0] + oI+ Dy(© - (@ + 92(0)],
1 p> d p (4.3)
Sly(®©)] = = +1- pd_pS[Z(t)] - HS[@ - Dz(0)],
z(t) = sint,

elde edilir. (4.3) sisteminin her iki tarafina ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa;

x() = et+s1 { 171 pdiPS[y(t) —tz(D)] + 1%’5[@ +1)y(0) — (2 + t)z(t)]},

3 . ) p? d p (4.4)
Y@ = et + 57 {2 sla(o) - T2 site - 121},
z(t) = sint,

bulunur.
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p> d p
(1 = lx(®) — x(0)] + g |x(t) — et =573 m%g[y“)”(”“upxﬂ _—
S[(t + Dy (@) — (% + )z(t)]
2. d
(1= -y +q [,v(t) —et-s {1”_ gy SO sl - 1)z(t)]}] - o,
(1 - z() - 2(0)] + qlz(e) — sint] = o,
olacak sekilde homotopi kurulabilir.
X = ) ',
n=0
y(O = ) awn®), (46)
n=0

20 = ) a7,

olmak iizere (4.6) denklemleri (4.5) denklemlerinde yerine koyulursa ve g ’nun

kuvvetlerine gore katsayilar esitlenirse asagidaki sonuglar elde edilir:

xo(t) =1,
q°: {yo(t) =1,
zo(t) = 0.

2 d
x()=et—1+57 {1’1 3 S00(0) = 2001 + TSI+ Dyo(0) = (2 + 020 (0]
g4 =e‘t2—1+§‘1[p] =et—1+t,
d
() =ef =145 {1”_ 3 Slzo (0] sl - 1>z0<t>]} =et-1,

z,(t) = sint.

(4.5)
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(2,(t) = 51 P’ Sy () = t2: (O] + —P—S[( + Dy (6) — (62 + Oz, (0]
2 = 1+pdp V1 1 T+p Y1 1
=tet —t — t%sint,
R p2 d .
y, () =St {1 — p%S[Zl(t)] - ES[“ - 1)21(15)]} = tsint,
z,(t) = 0.
(2.(t) = 51 P’ STy, (0) = 2, (O] + —P—S[(t + Dy, (©) — (€ + )2, (0]
3 = 1+pdp Y2 2 T+p Y2 2
= t%sint,
| P d P _
7@ = 57 {2 0] - sl - D)) <o
\ z5(t) = 0.
x,(t) = S i LSy (6) = 2, (O] + —P— S + Dya (6) — (€ + )24 (0)]
4 1+pdp Y3 3 1+p Y3 3
=] 0’
© =5 [P LS 01 - —P—si(t - Dz O]} = 0
Val) = 1—pdp>73 1-p 3 =y,

z3(t) = 0.

Bu durumda, (4.1) ve (4.2) probleminin ¢liziimii;

o)

x(t) = an(t) = e t+tet,

n=0

y(t) = Zyn(t) = el + tsint,
n=0

2(8) = Zzn(t) - sint
n=0

olarak bulunur.
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Ornek 4.1.2: Asagidaki lineer olmayan diferansiyel-cebirsel denklem sistemini

baslangi¢ kosullar ile birlikte ele alalim;

x') = x(®)y(t) —2tx*(t) - 1,
y() = x(O)y(t) +t?,

4.7)
x(0) =y(0) = 1. (4.8)

(4.7) nin ilk denkleminin her iki tarafina Sumudu doniisimiini uygular ve baslangig

kosulunu kullanirsak;

S[x(®)] =1 —p + pS[x()y(t) — 2tx*(D)], (4.9)

elde edilir. (4.9)’un her iki tarafina ters Sumudu doniisiimii uygularsak;

x(t) =1—t+ S HpS[x(®)y(t) — 2tx?(t)]}. (4.10)

bulunur. Simdi, homotopi pertiirbasyon yontemi uygulanabilir;

(1= x() —x(0)] — qf{x(©) = 1+t = S H{pS[x(D)y () — 2tx*()}} = 0O,

4.11
(1 - QI(®) — y(O)] - qly(®) — x(O(©) — 2] - o @
olacak sekilde homotopi kurulabilir.
X = ) " w,
n=? (4.12)
y(O = ) ),
n=0

olmak iizere (4.12), (4.11)’de yerine yazilirsa;
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D aa® = 1-qt+ ) g {ST(pSIH, - 2tH; T}

n=0 n=0 - (4.13)
Zq”yn(t) = 1+ q(t? —1)+zq"“Hn,

n=0 n=0

elde edilir. Burada H,, ve H; He polinomlaridir ve lineer olmayan terimleri temsil

etmektedir;

D aH G y) = 2Oy (©),
n=0

H,, polinomlarinin ilk birkag bileseni asagidaki gibi elde edilir;

Ho(x,y) = xo(t)yo (L),
Hi(x,y) = xo(0)y1 () + x1(£)yo (1),
H,(x,y) = X0 ()y2 () + 21 (D) y1(8) + x2(D)yo (D), (4.14)

H, (J'C, y) xo(£)y3(t) + x1(£)y, () + x2(0)y1(6) + x5(0)yo(8),

H), i¢in ise;

D@m= X,
n=0
Hi(x) = %2,
0 4.15)
HGx) =  2xx, (
Hé (x) = xlz + 2x0x2l

H3(x) = 2X1Xy + 2XxpX3,

elde edilir. g nun katsayilarina gore katsayilar esitlenirse;
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0 xO(t) =1,
yo(t) =1,

|
1, {xl(t) = —t + SY{pS[H, — 2tH}]} = —t + S™HpS[xeyo — 2tx3]} = —t2,

)

yi(t) =t* =1+ Hy =t> — 14 xqy, =t
2 (%2(t) = STHpS[H; — 2tH{]} = S~ {pS[xoy1 + x1y0 — 4txox1]} = t*,
y2(t) = Hy = xoy; + X1 = 0,
3. {x3 (t) = SH{pS[H, — 2tH;]} = STH{pS[xoy, + x1y1 + X,V — 2tx] — 4txx,]} = —t6,
y3(t) = Hy = xoy, + X151 + %30 = 0,

L)

q

elde edilir. Dolayisiyla,

x(t) = an(t) = 1—-t?+t*—t°+ -

n=0
¥ = ) m®
n=0

1+ t2’

1+ t?,

seri ¢oziimleri bulunur.

Ornek 4.1.3: Asagidaki diferansiyel-cebirsel denklem sistemini baslangi¢ kosullar ile

birlikte ele alalim;

x'(t) =ty (£) +t22'(t) + x(t) — (t + Dy(t) + (¢ + 2)z(t) = 0,
y'(t) —tz'(t) —y(t) + (t — 1)z(t) = 0, (4.16)
z(t) = sint,
x(0) = y(0) =1, z(0) = 0. (4.17)

(4.16)’in ilk iki denkleminin her iki tarafina Laplace doniisiimiinii uygularsak ve

baslangi¢ kosullarini kullanirsak;
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Lx(O] = g e 2 LY(O) — 2] + — Lly(©) — £2(0)],

s+1 s+1ds
1 1
Ly®] = Lz - L[],
z(t) = sint,

(4.18)

elde ederiz. (4.18)’in her iki tarafina Laplace doniisiimiiniin tersini uygularsak,

asagidaki denklem sistemi olusur:

x(t) = e‘t—L‘l{LiL[y(t)—tz(t)]—LL[ty(t)—tzz(t)]},

s+1ds s+1
d 1 4.1
y© = et — 1 {le—L[z(t)] + —1L[tz(t)]} (4.19)
z(t) = sint,
Simdi, yeni iteratif yontemi uygulayabiliriz;
X = ) ),
n=0
y@) = z Yn(8), (4.20)
n=0
20 = ) 7,
n=0

olmak tizere (4.19) denklemlerini g6z 6niine aldgimizda N (u)’lar asagidaki gibi olur:

1
MGoyz) = —L g LY ® = (0] - 7 Ly - e2(01),

1 .
N,(x,y,2) = L {S L] + mL[tz(t)]}, (4.21)
N3 (x, Y Z) = 0.

Yeni iteratif yontemi kullanilarak asagidaki adimlar hesaplanir;
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xo(t) = e,
yO(t) = et’
Zy(t) = sint.

d 1
(51(©) = Ny o, y0,20) = =17 {2 Lo = £20(0)] = —= LIEyo (©) = 22001}

= tet — t?sint,
. s d 1 )
y1(£) = N3 (xq, Yo, 20) = —L {S_—l%ll[zo(t)] + S——lL[tZO(t)]} = tsint,
z,(t) = N3(x0, Y0, 20) = 0.
x2(t) = Ny (xo + x1, Yo + Y1, 20 + 21) — N1 (%0, 0, 20) = t?sint,
y2(t) = Na(xo + x1, Y0 + ¥1,Z0 + 21) — Na(Xo, Y0, 20) = 0,
7(t) = N3(xo + x1, Yo + ¥1, 20 + 21) — N3(x0, Yo, 20) = 0.

x3(t) = Ny(xg +x1 +x2, Y0 + V1 + Y2, 20 + 21 + 23) — Ny(xo + X1,Y0 + Y1,20 + 21) = 0,
V3(t) = Na(xg + %1 + X2, Y0 + V1 + V2,20 + 21 + 22) — Na (%9 + X1, Y0 + V1,20 + 21) = 0,
z3(t) = N3(xg + X1 + X2, Y0 + Y1 + Y2, 20 + 21 + 23) — N3(x9 + X1, Yo + ¥1,20 + ;) = 0.

Dolayistyla, (4.16)-(4.17) nin ¢dziimii asagidaki gibi elde edilir;

o)

x(t) = an(t) = e t+tet,

n=0

y(t) = Zyn(t) = e! +tsint,
n=0

z(t) = ZZn(t) = sint.
n=0

Ornek 4.1.4: Asagidaki lineer olmayan diferansiyel-cebirsel denklem sistemini

baslangi¢ kosullar ile birlikte disiinelim;

X'(t) = x(®)y) —2tx2(t) - 1,
y(® x(Oy(t) +t2, (4.22)

x(0) =y(0) = 1. (4.23)
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(4.22)’nin ilk denkleminin her iki tarafina Laplace doniisiimiinii uygularsak ve baslangig

kosulunu kullanirsak

Llx(t)] = % + %L[x(t)y(t) —2tx%(t) — 1], (4.24)

elde edilir. (4.24)’tin her iki tarafina Laplace doniisiimiiniin tersini uygularak asagidaki

sistem olusur:

1
x(t) =1+L7" {;L[x(t)y(t) — 2tx*(t) - 1]}' (4.25)
y(®) = x@®y() +t,

Simdi, yeni iteratif yontemi uygulayabiliriz

[ee]

X©) = ) (@),

n=0 (4.26)
O = )
n=0

olmak tizere (4.25) denklemlerini g6z 6niine aldgimizda N (u)’lar asagidaki gibi olur:

1
Moy = L@y - 2070 - 1}, (427)
N, (x,y) x(O)y(t) +t* - 1.

Yeni iteratif yontemi kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir

{xo(t) =1,

yo(t) =1,

{x1(t) = N;(x0,¥0) = N;(1,1) = —t?,
y1(8) = Ny(x0,¥0) = No(1,1) = t?,
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t
x5 (t) = Ny(xg + x1,¥0 + ¥1) — N1(x0,¥0) = Ny (1 — t%,1 + ¢*) = N;(1,1) = t* — T T3

Y2 (£) = Ny(xo + x1,¥0 + y1) — Na(x0, ¥0) = No(1 — t2,1 + t%) — N(1,1) = —t*,
( x3(t) = Ny(xg +x1 + %2, Y0 + ¥1 +¥2) = N1 (%9 + X1, Y0 +¥1) =

5 3
7t 37t7  77t®  32t° 47t10 17t11  47¢1% 4413 14

10 T705 T 120 " 135 150 165 ' 450 195 63’

t> 8
1%(1—t1+ﬁ—~———n1+t1—ﬁ>—Nﬂl—t%1+ﬂ)=

y3(t) = Na(xg + x1 + X2, Y0 + Y1 +¥2) — No(Xo + X1, Y0 +y1) =

5 3
t5 5t® t7 4t® 2 10
Y R R
x4(t) = Ny(xg +x1 + %2 + X3, ¥0 + Y1 + Y2 + ¥3) — Ny(xg + X1 + X2, Y0 + y1 + ¥2) =
t® 29t7 331t® 3753t° 9547t10 255503t!! 291421t'? 451423t13

307210 1840 7560 18900 ' 415800 ' 623700 772200

t> 8
1w<1—t1+ﬁ—u———n1+t1—ﬁ>—Nﬂl—t%1+ﬂ)=

4775509t'* 1307617 . 1487822957 , 88668131 . 222217 .
- + t + A t17 — o
15135120 3003000 9081072000 344594250 2882880
194530681 , 253382299 . = 304541 , 64394417 .
+ t* + - -
1540539000 7297290000 6081075 4459455000
151139981 ., ~ 134845619 2708941 . 3370709
+soncanoent o+ t2* — t2% = ot
9790530750 26756730000 760134375 2635132500
X L 51052 o, 1387 Ly 16 o 1 g
91216125 6707610 356265 59535 '

Ya(t) = Na(xg + 1 + X2 + 3,0 +y1 + Y2 +y3) — Np(xg + X1 + X2, Y0 + y1 +¥2) =
t> 29t® 37t7 367t® 298t° 2641t° 105307t' 53801t'%2 7847863t13

“5%30 TT05 120 Toa5s TT600 103950 12600 5405400
117913t* 10763065915 18142t16+_64528379t17+_1365229t18 3354271t1°
37800 81081000 10395 81081000 1801800 10135125
110563t2°4_193147t214_6373t22 41¢23 24
\ 450450 2252250 ' 122850 4095 189"

Dolayisiyla, (4.22)-(4.23) {in seri ¢oziimii
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1. 16, 103 , 29 . 1109 , 15469
— ] 2 ph S 6 4 T L 278 9 _ 10
*(t) CTE ST T a0t T28t T1s12t T 18900°
298343 . 356563 ., 467263 ., 5015749
415800 ' 623700 772200 15135120
1307617 . 1487822957 . 88668131 . 222217
_.|_— e e — _
3003000 ' 9081072000 344594250 2882880
194530681 , 253382299 304541
bt 20— ——
1540539000 ' 7297290000 6081075
64394417 . 151139981 . 134845619 _,
—— 22— 23 ¢
4459455000 ' 9790530750 ' 26756730000
_ 2708941 . 3370709 . = 51052 ,, 1387
760134375 2635132500 ' 91216125 ' 6707610
16

1
- 29 _ _ ©— 430 Yo
356265 59535°

)

, ., 2t° 79t® 16t7 527t® 487t° 947t'° 105307t
YO =1+ = =t o 105 T 120 T 945 T 200 103950
53801t12+_7847863t13+_117913t14__107630659t15
12600 5405400 37800 81081000
18142t16  64528379t17 1365229¢18  3354271¢1°
T 710395 ' 81081000 ' 1801800 10135125
110563t20 193147¢21  6373¢22 41t 24

450450 ' 2252250 ' 122850 4095 189 T "

olarak elde edilir.
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0.2

0.4 0.6 0.8

1.0

J— TC
— NILTM

Sekil 4.1. (4.22)’de NILTM ile elde edilen x(t) yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢dziime ait
grafik

Cizelge 4.1. (4.22) diferansiyel cebirsel denklem sistemindeki x(t) fonksiyonu igin
mutlak hata tablosu

t TC NILTM |TC-NILTM|

0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000
0.1 0.99009900990099 0.99009695287677 | 2.05702422029219x10°
0.2 0.96153846153846 0.96147541150148 0.00006305003698
0.3 0.91743119266055 0.91699958178710 0.00043161087345
0.4 0.86206896551724 0.86050673071946 0.00156223479778
0.5 0.80000000000000 0.79604516529895 0.00395483470105
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20t

15¢

1.0

05+

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

— TC
— NILTM

Sekil 4.2. (4.22)’de NILTM ile elde edilen y(t) yaklasik ¢6ziimiine ve tam ¢oziime ait
grafik

Cizelge 4.2. (4.22) diferansiyel cebirsel denklem sistemindeki y(t) fonksiyonu igin
mutlak hata tablosu

t TC NILTM TC-NILTM|
0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000
0.1 1.01000000000000 1.00989652814327 0.00010347185673
0.2 1.04000000000000 | 1.03842304966537 0.00157695033463
0.3 1.09000000000000 1.08288947570570 0.00711052429430
0.4 1.16000000000000 1.14094144026743 0.01905855973257
0.5 1.25000000000000 | 1.21168269571375 0.03831730428625
4.2. Kesirli  Mertebeden Diferansiyel-Cebirsel Denklemlerin  Homotopi

Pertiirbasyon Doniisiim Metodu ve Yeni Iteratif Doniisiim Metoduyla Co6ziimii

Ornek 4.2.1: Asagidaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemleri
diistinelim:
D&x(t t) —y(t —sint,

*(O) +x(0) = y(0) St O<a<t, (4.28)

x(t) + y(t) = e !+ sint,
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x(0)=1,y(0) =1. (4.29)
(4.28)’in birinci denkleminin her iki tarafina Sumudu doniisiimiinii uygulanarak
S[DIx()] + S[x(8)] = S[y(t)] — S[sint],
elde edilir. Sumudu doniigiimiiniin diferansiyel 6zelligini kullanarak

p~*S[x(®)] —p~* + S[x(O)] = S[y(©)] — S[sint],
veya;

a a

L - i  Slsint], (4.30)

S[x()] =

denklemi elde edilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafina Sumudu doniistimiiniin

tersini uygularsak

a a

x(t) = B, (—t%) + s-l{

§[y(t)]} - s—l{ S[Smt]}, (431)

1+ p® 1+ p®

denklemi bulunur. Dolayisiyla (4.28) denklem sistemini

a a

1+ p*

x(t) = Ea(—t“)+S_1{

y(t) =

- S[y(t)]} - S-l{ S[sint]},
!

t+ sint — x(¢t),

seklinde yazabiliriz. Simdi, Homotopi pertiirbasyon yontemini uygulayabiliriz
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a a

(1 = Qx() — x(0)] + qx(E) — Ey(~t%) — S {1 ipa S[y(t)]} +s5 {1 i - S[sint]}} = O

A-ply@® —yO)] + qly®) —e™" — sint + x(t)} = 0,

veya
x(t) = 1+4qlE,(—t*)—1]+qS7? {1 i T S[y(t)]} —qS™1 {1 f: T S[sint]}, (433)
y(t) = 1+ gle™t + sint — 1] — gx(t),
olur.
Yl 4= Z q" x,(0),
nat (4.34)

y(t)

I
s
)
S
N
=
N

olmak iizere (4.34) denklemlerini, (4.33) denklemlerinde yerine yazarsak

a

p“ C n
1+pa§LZ;q yn(t)l},

1+ gle™t + sint — 1] — Z q™ 1 x,(b),
n=0

Z qQq"x,(t) = 14¢ [Ea(—t“) _ 1_§_1{ p

11 S[sint]}] +gS™t {

(4.35)

_Q
S

S
~
o~
—

I

denklemleri bulunmus olur. g’nun kuvvetlerine goére katsayilar esitlenirse asagidaki

yaklagimlar elde edilir:

0_{x0(t) =1,
o) =1,
q: x(t) = Eg(-t%)—1-S7"1 {1 +apa S[sint]} +8°1! {1 +apa S[yo(t)]},

yi(t) = et +sint — 1 — x,(t),



70

a

0 =57 Tz sh )},
Y2(t) = —x, (),

X (0 = 57 Tz s},

y3(t) = —x,(b),

|
|

‘|

boylece

a

a

50 = 57 sl 0,

Ya(8) = X541 (1),

}

{xo(t) =1,
Yo(®) =1,
{xl(t) =-§1 {1 i "z S[sint]},
y.(t) = et + sint — 2,
( a a a
x,(t) =§71 {1 f_ o S[e‘t]} +S1! {1 i o S[sint]} - 28§71 {1 f_ p“}'
< a
L Yo(6) = $71 { ! = S[sint]},
( 2a
50 =57 o siomal,
4
e P I . . ( p*
(0 = s {1+paS[e 1}-s {1+pa§[smt]}+28 1{1+pa},
( - p2a ol _1{ p2a . } _1{ p2@
<x4(t)— S {(1+pa)2§[e ]} S (1+pa)zS[smt] + 2S a1 )2
2a
\ Ya(t) = =S71 {(1 T p%)? S[Sint]},
( 3a
xs(t) = =St {(1 e S[sint]},
9 2a 2a 2a
_ c-1 p -t -1 i _ -1 —p
LyS(t) =8 {(1 T2 S[e ]} +S {(1 )2 S[smt]} 2S {(1 n pa)z}'
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( o p3a . ~ p3a ) ~ p3a
!xﬁ(t) =§1 {—(1 R S[e ]} +S1! {—(1 e S[smt]} — 2871 {—(1 n p“)3}'
| o p3a )

k Ye(t) =S 1{(1 +pa)3§[SLnt]}:

yazarak hesap edilir. Bu durumda, (4.28)-(4.29) probleminin ¢iiziimii

[oe] [ee)

na na

x(t) = Z 2, () = 1+ 2 i(—nns—l {miw} - Z(—l)"S‘l {(ﬁw S[e‘t]}

n=0 n=1

= SR n+k—1
=142 ) (D" By (6 = Y > M (M T ) ekeE (o)
n=1

=1k=0

y(t) = et + sint — 1 — 2 i(—l)”S‘l {%} + i(—nng-l {% S[e-f]}

> ok n+k-1
=ef4sint—1-2 Z(_l)ntnaEg,na+1 (—t9)+ Z Z(_l)n+k ( k ) ke (D)
n=1

n=1k=0

olarak bulunur.

Ornek 4.2.2: Asagidaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemleri

diistinelim:

I
A

DIx(t) — ty' () + x(t) = (1 + )y(t)

< .
(O - sint _ o 0O<a<l, (4.36)

x(0) =1 ,y(0) = 0. (4.37)
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(4.36)’in birinci denkleminin her iki tarafina Sumudu donilisiimiinii uygulanarak ve

Sumudu doniisiimiiniin diferansiyel 6zelligini kullanarak

a

1 p
+
1+p* 1+p©

S[x(®)] = Sity’ (1) + (1 + Dy ()], (4.38)

elde edilir. Yukaridaki denklemin her iki tarafina Sumudu doniisiimiiniin tersini

uygularsak

a

1+ p®

x(t) = E,(—t%) + S‘l{ S[ty'(t) + (1 + t)y(t)]}, (4.39)

denklemi bulunur. Dolayisiyla (4.36) denklem sistemini

a

p '
Sl (9 + (L + 0y (1],

y(t) = sint,

x(t) = Ea(—t“)+§‘1{

seklinde yazabiliriz. Simdi, Homotopi pertiirbasyon yontemini uygulayabiliriz

a

1= x®) = x(0)] + g {x(t) — Eq(~t*) =S~} P S[ty'®) + 1+ )yl = 0,
(4.40)

1+ p”
1 - ly@®) —y(0)] + q{y(t) — sint} = 0,
veya
— _+ay __ -1 !
KO = 1+qlE(-t) ~ 1+ a8 Fasy' @+ A+ oyl 0
y(it) = gsint,

yazilir.
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x(t) q" x,(0),

3D

(4.42)

y(t) = q" yn(0),

S
I
o

olmak tizere (4.42) denklemlerini, (4.41) denklemlerinde yerine yazarsak

Z q" %, () = 1+ q[E,(—=t*) — 1] + qS7* {1 f_pa S|t <Z q" yn(t)> +(1+0) Z q" yn(t)]},
n=0 n=0 n=0

(Z q" ya(t) = gsint, (4.43)
n=0

denklemleri bulunmus olur. g 'nun kuvvetlerine gore katsayilar esitlenirse asagidaki

yaklagimlar elde edilir:

o_{xo(t) =1

“Wo(t) =0,

1510 = Ea(=t) = 14+ 57 TEosleyg(0) + (1L + 0301 = Ea(-t) = 1,
v, (t) = sint,
[ xa(0) = 57 a0 + (L 0y Ol = 1+

2, >

q-:s 2 Z(_l)n_l[tna+1E22,na+2(_t2) + tna+2E22'na+3(—t2)] )

\ " y2(t) =0,

a

5.0 =57 sl + (1 + oy = 0,

y3(t) = 0.

1+p©

Bu durumda, (4.36)-(4.37) probleminin ¢lizimii
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oo

x(t) = 2 X, (t) = Ep(—t%) + 2 z(—1)"‘1[t"“+1E22m+2(—t2) + "OF2ZEZ s (—t2)],
n=1

n=0

y(t) = Z yn(t) = sint.
n=0

olarak bulunur. (4.36) da @ = 1 olmak iizere, ¢6ziim

x(t) = Ej(=t)+2t?E33(-t?) = e " +tsint,
y@) = sint.

seklinde olur.

Ornek 4.2.3: Asagidaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklem sistemini

baslangic kosullari ile birlikte disiinelim:

DX x(t) —x(t) +z(®)x(t) = 1,
DXz(t) —y(t) + x2(t) + z(t) = 0, 0<a,a,<1, (4.44)

y(t) — x*(t) = 0,
x(0)=1, y(0)=1, z(0)=1. (4.45)

(4.44)’in her iki tarafina Sumudu donlisimi uygulanir ve baslangig kosulunu

kullanirsak
Slx(®] = 1+p™ +p“S[x(t) — z(O)x(@)],
S[z(®)] = 1+p*Sly) —x*@) —z(0)], (4.46)
y@) = x%(t),

elde edilir. (4.46)’in her iki tarafina Sumudu doniimiisiiniin tersini uygularsak, asagidaki

denklem sistemi olusur:
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O = 14+ ST OSI — 20O,
z(t) = L+ S57H{p"S[y(t) — x*(1) — 2O},
y@©) = x2(t),

Simdi homotopi pertiirbasyon yontemini uygularsak

O = 14 gy I8 SO — 20X
2(t) = L+qSTH{pSly(®) — x* (1) — z(O)]},
y@©) = 1—q+qx*(0),

elde ederiz.

x(t) = Zq"xn(t),

n=0

YO = ) " w®),
n=0

2(t) = Zq”zn(t),
n=0

olmak tizere (4.49) denklemlerini, (4.48) denklemlerinde yerine yazarsak

[oe]

anxn(t) = 1+Qm+q§_1{l?a1§[z qnxn(t)—z:qn n
— n=0 n=0

(4.47)

(4.48)

(4.49)

|

n=0

Z q"z,(t) = 1+4gS7! {p“ZS z q"yn(t) — z q"Hy — Z q" Zn(t)]}' (4.50)
n=0 n=0 n=0 n=0

Zq"yn(t) = 1—q+qu"Hr’l.

n=0 n=0

elde edilir. Bu durumda H,, ve H;, He polinomlaridir ve lineer olmayan terimleri temsil

etmektedir
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> aMH(x2) = 2(Ox(0),
n=0

H,, polinomlarinin ilk birkag bileseni asagidaki gibi elde edilir

Ho(x,z) = zo () x0 (1),

Hi(x,z) = Zo(£)x1(t) + 2z, (£)x(2),

Hy(x,z) = Zo(D)x2(t) + 21 (£)x1(t) + z2(£)x (L),
H3(x,z) = 7o (t)x3(6) + 21 (£)x2(t) + 22 (D) x4 (1) + z3(E) %0 (0),

Hy(x, z) Zo(0)x4(t) + 21 (£)x3(t) + 22 () x2(t) + z3(£)x1 (£) + 24 () %0 (2),

H,, igin ise, asagidaki gibi yazabiliriz

D aH ) = x2(0),

n=0
Hy(x) = X3,
Hi(x) = 2X0X1,
Hj(x) = xZ 4 2x0x5,
H;(x) = 2x1X5 + 2x0X3,

H,(x) = xZ 4 2x;X3 + 2x0Xy4,

q nun katsayilaria gore katsayilar esitlenirse

xo(t) =1,
q%:< zy(t) =1,
yo(t) =1,
o . __
x,(t) = m+ S~ H{p*1S[xo(t) — Hol} = T(a, +1)
qt: t*

' l 20 = SHpSlyo (1) = Ho = 2001} = — 5 =73

y1(6) = —1+4+Hy =0,
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a;t+a;

() = STHpMSka® ~ H) = ooy,

) —2taitaz t2az
N ay — H’ — = )
2(0) = ST ~ B - 2 OB = fo— o5 T Taa T D
2t%
yZ(t) - Hl - l"(al + 1)’

( [(ay + ay + Dt?ar+®
£) = SHp@S[xy(6) — Hy]} =
x3(0) = STPHSIR (0 — o} = r S r G, T DT T @ + D

2t2a1+a2 ta1+2a2

+ - ’
'Ra; +a,+1) TI'(a; +2a,+1)

2ta1+0.’2

t) = S H{p*§ t)—H' —z, (O =
7(0) = STHpUSDy.(0) ~ H ~ 201} = f s
F'2a; + 1)t?%taz t3%2
[[(a; + D]2TQRa; +a, +1) T'Ba, +1)’
t20c1 zt(x1+a2
t)=H, = + ,
\ y3(t) 2 M(ay + D)2 T(a;+a,+1)
—2t2ata; ['(a, + 2a; + Dt2a+2e
— g-1f,a; _ — _
xa(8) = STHSI(0) — Hsl = 5= 1y T T + DI 2a, + DI, + 20, + D
A [(a; + 2a, + 1)t?*1t2% N 2I(2ay + ay + 1)t3ate
F(a, + DI(a; + a, + DT'QRa; +2a, +1) T'(ay + DI(a; + ay, + DT'Ba; + a, + 1)
F(Zal + 1)t3a1+0.’2 ta1+3az

+ )
[[(a; + D]PTBa; +a, +1) T(a; +3a,+1)

[(2a; + 1)t?ate
z,(8) = STHp®S[ys(t) — Hy — zs(D]} = [T(a, _,(_ f)]ZF(Z)a'l Ya,+1)

2F(2a1 + a, + 1)t2a1+2a2 4t2a1+2a2
Flay + DI (a; + ay, + DTQRa; +2a, +1) TQRay + 2a,+ 1)
2T (ay + a, + 1)t2*+2a F2a, + 1)t2et2e2
I'(a, + DI(a, + DTQRay + 2a, + 1)  [[(ay + D]TRa; + 2a,+ 1)
Zta1+3a2 t4a2
+ + ,
I'(ay +3a,+1) T(4a,+1)
) = H 2t20ta N 2T (a; + ap + 1)t2*ate
YAl = =+ DI, + ay + 1) ' T(ay + DI (e, + DI 2a; + ay + 1)
4t2a1+a2 Zta1+2a2

+ - )
ray +a,+1) T(a;+2a,+1)

olarak hesaplanir. Bu nedenle, seri ¢6ziimii
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t* trtaz I(a; + a, + 1)t2%te
T+ T +a, +1) (@, + D@, + DT Q2a, + a, + 1)
F2a1+a; f2a1+2a;
TQRay+ay+ 1) * I2a; + 2a, + 1)
I'(a; + 2a, + 1)t2%rt+2a:
I'a; + DI'QRa, + DI'(2a; + 2a, + 1)
N I'(a; + 2a, + 1)t2%t+2a; e
I[(a, + DI(a; + a, + DT QRay + 2a, + 1) '

x(t) =1

24 $2a1 2pA1+a 2201+,
M+ D) [+ DP T +ap + 1) Ty + Dita, + a, + 1)
2t 7120z 2T (a; + a, + D20t
o +2a,+1) @+ D, + Do +a, + 1)

y(®) =1+

taz t2a2 ta1+2a2 4t2a1+2a2
+ - +
FNa,+1) TQRay+1) TI'(a;+2a,+1) TQRa;+2a,+1)
ta1+3a2
+
M'a; +3a, + 1)
T (4.51)

z(t)=1-

olarak bulunur. (4.44) ve (4.51) de a; = a, = 1 dersek, ¢6ziim

(t)—1+t+t2+t3+t4+13t5

= 2073w T a0
8t3

y(t)=1+2t+2t2+?+2t4+--~,

+ e,

O =1 t+t2 t3+5t4 13t°
2= 217317 24 T 40

seklinde olur.



05+

79

: : : : —
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— HPLTM

Sekil 4.3. a; = a, = 1 i¢in (4.44)’te HPSTM ile elde edilen x(t) yaklasik ¢6ziimiine
ve tam ¢Oziime ait grafik

Cizelge 4.3. @ = a, =1 igin (4.44) Kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel
denklem sistemindeki x(t) fonksiyonu i¢in mutlak hata tablosu

t TC HPSTM ITC-NILTM|

0 1.00000000000000 | 1.00000000000000 0.00000000000000
0.1 1.10517091807565 | 1.10517408333333 | 3.16525768551124x10°
0.2 1.22140275816017 | 1.22150400000000 0.00010124183983
03 1.34985880757600 | 1.35062725000000 0.00076844242400
0.4 1.49182469764127 | 1.49506133333333 0.00323663569206
05 1.64872127070013 | 1.65859375000000 0.00987247929987
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: : : : —
02 0.4 0.6 0.8 1.0

—  HPLTM

Sekil 4.4. a; = a, = 1i¢in (4.44)’te HPSTM ile elde edilen y(t) yaklasik ¢6ziimiine
ve tam ¢Oziime ait grafik

Cizelge 4.4. a; = a, =1 igin (4.44) Kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel
denklem sistemindeki y(t) fonksiyonu i¢in mutlak hata tablosu

t TC HPSTM [TC-HPSTM|

0 1.00000000000000 | 1.00000000000000 | 0.00000000000000
0.1 1.22140275816017 | 1.22153333333333 | 0.00013057517316
0.2 1.49182469764127 | 1.49386666666667 | 0.00204196902540
03 1.82211880039051 | 1.83220000000000 | 0.01008119960949
0.4 2.22554092849247 | 2.25653333333333 | 0.03099240484087
05 2.71828182845905 | 2.79166666666667 | 0.07338483820762




Sekil 4.5. a; = a, = 1 i¢in (4.44)’te HPSTM ile elde edilen z(t) yaklasik ¢6ziimiine ve

1.0

08+

0.6

0.4+

0.2¢
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0.1 0.2

tam ¢Oziime ait grafik

Cizelge 4.5. a; = a, =1 igin (4.44) Kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel
denklem sistemindeki z(t) fonksiyonu i¢in mutlak hata tablosu

0.3 0.4 0.5 0.6

0.7

¢

—  HPLTM

t TC HPSTM [TC-HPSTM|

0 1.00000000000000 | 1.00000000000000 | 0.00000000000000
0.1 0.90483741803596 | 0.90485091666667 | 0.00001349863071
0.2 0.81873075307798 | 0.81889600000000 | 0.00016524692202
03 0.74081822068172 | 0.74139775000000 | 0.00057952931828
0.4 0.67032004603564 | 0.67133866666667 | 0.00101862063103
05 0.60653065971263 | 0.60703125000000 | 0.00050059028737
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

— 1075

Sekil 4.6. (4.44)’te HPSTM ile elde edilen x(t) yaklasik ¢oziim fonksiyonunun farkli
degerlerine ait grafigi

y
15}
10}
5t
: : : : —t
0.2 0.4 0.6 0.8 10
— 111
— 11075
— 1105

Sekil 4.7. (4.44)’te HPSTM ile elde edilen y(t) yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun farkli «
degerlerine ait grafigi
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110}

115}

Sekil 4.8. (4.44)’te HPSTM ile elde edilen z(t) yaklasik ¢oziim fonksiyonunun farkli
degerlerine ait grafigi

Ornek 4.2.4: Asagidaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemi baslangig

sartiyla birlikte ele alalim;

D&x(t) +x(t) —y(t) = —sint,
x(t) +y(t) = et +sint,

0<a<l, (4.52)
x(0)=1,y(0) =1. (4.53)
(4.52) de birinci denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa
L[DZx(6)] + L[x ()] = L[y(¢) — sint],
elde edilir. Laplace doniisiimiiniin diferansiyel 6zelligi kullanilarak

SCLlx(8)] —s* 1 + L[x(t)] = L[y(t) — sint],

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafin1 s~% ile ¢arparsak
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s¥~1 1

+
s“+1 s*+1

Llx(®)] = Lly(t) — sint],

denklemini yazabiliriz, s6z konusu denklemin her iki tarafina Laplace doniimiisiiniin

tersini uygularsak

a-1 1
x(t) =Lt {Ssaﬁ} + L1 {s“ 1 Lly(t) — Sint]}, (4.54)

elde edilir. (4.52) sistemi asagidaki gibi yazilir

ARy _ 1 .
Ly {sa T 1} + {s“ Tib®- Smt]}‘ (4.55)
y@® = e~t + sint — x(t),

Simdi, yeni iteratif yontemini uygulayabiliriz

Ns

x(t) = Xp (£),
n=0 (4.56)
y©O = )
n=0
olmak tizere. (4.55) de N (u)’lar agagidaki gibi yazilir
N. = L ! L [
1(x;3’) - {Sa +1 [Y(t) _Slnt]}r (457)
N (x,y) = —x(t),

ve asagidaki rekiirans bagimntisi elde edilir
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a—1
{x(’(t) =L {ssa + 1}

yo(t) = e~t + sint,

(xl(t) = L‘l{

L[y, (t) — sint] } {

-1
y1(6) = —xo(t) = —L7* {Si n 1},

\
,

1 Sa—l
x(t) =L71 {S“ T 1L[Y1(t)]} =-L" {(S“ + 1)2},
y2(t) = =0a(®) = LM = Lle ™},

s®+1

v &Y &
Ly @) = ~1 gz e,
y3(t) = —x,(t) = L7 {(Sj + 1)2},

L Y
se+1 [y3(t)]} 2 {(s“ + 1)3}'
yu(0) = ~x,(0) = 17

( - 1
*3(t) =1L {s“ +1

e

24(£) = L—l{

G Jlr 1)2L[e_t]}'
x50 = 17 g 1O = 7 fes e}

a-1
Ys5(t) = —x4(t) = —L71 {(S‘f+ 1)3}:

1 a-1
x6(t) = L7 {S“ T 1L[J’5(t)]} =L {(S‘f + 1)4}:

1
y6(0) = ~x5(8) = ~1 {mpgys e

e

Bu durumda, (4.52)-(4.53) problemin ¢iiziimii

co

X(0) = ) (0 = - Z( "L 1{(:+1)n} Z(‘ i

n=0

(a+1)n

Le™]
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= Eo(- t“>+Z< DBy (1) - DS (i) P “Er (-0

n=1k=n

a-—1 had

N 1
y(t) = e "+ sint + Z(—l)nL_l {(S‘;‘ST)"} + 2(_1)nL—1 {(Sa D L[e_t]}

=e ' +sint — E,(—t%) — i(_l)ntnaEg,naﬂ (—t*) + i i( 1)k ( ) kaE1,1+ka(_t)-
n=1 n=1k=n

olarak bulunur.

Ornek 4.2.5: Asagidaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklemi baslangig
sartiyla birlikte ele alalim:

DIx(t) —ty' () +x(®&) — (1 +)y() = 0O,
2(6) — sint o 0<a<l, (4.58)
x(0) =1 ,y(0) = 0. (4.59)

(4.58) de birinci denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa ve Laplace

dontisiimiiniin diferansiyel 6zelligi kullanilarak

s*1 s+1
+
s*+1 s*4+1

Lix()] = Lity(@®],

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafina Laplace doniimiisiiniin tersini uygularsak

X = Eu(19) + 17

— L1} (4.60)
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elde edilir. Simdi, yeni iteratif yontemini uygulayabiliriz

[ee]

X© = ) a0,

n2e (4.61)
y©O = ) @,
n=0
olmak tizere (4.60) ve (4.58) den N (u)’lar asagidaki gibi yazilir
(sl }
MGy = o= Lyol, (462)
Ny(x,y) = 0,

ve asagidaki rekiirans bagtisi elde edilir

{xo(t) = Eqo(—t%)
Vo (t) = sint,

(0 = LS Lo 1] =2 (1 B g (<12) 4 02 (1],

s*+1 ]
y1(t) =0,
+1
60 = S L @1 =0,
y2(t) =0,

Bu durumda, (4.58)-(4.59) probleminin ¢liziimii

o)

X(O) = D 0 (6) = Ea(—t9) +2 ) (<" [t B g 1 (—17) + €72 B g5 (<),

n=0 n=1
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y(t) = z yn(t) = sint, (4.63)
n=0

olarak bulunur. (4.58) ve (4.63) te @ = 1 olmak tizere, ¢6zim

x(t) = Ei(=t)+2t°EF;(—t?) = e ' +tsint,
y(t) = sint.

seklinde olur.

Ornek 4.2.6: Asagidaki kesirli mertebeden diferansiyel-cebirsel denklem sistemini

baslangi¢ kosullari ile birlikte diistinelim:

DX x(t) —x() +z(®)x(t) = 1,
DXz(t) —y(t) + x2(t) + z(t) = 0, 0<a;,a,<1, (4.64)

y(t) — x*(t) = 0,
x(0)=1, y(0)=1, z(0)=1. (4.65)

(4.64)’in her iki tarafina Laplace doniisimiinii uygularsak ve baslangic kosulunu

kullanirsak
1 1
Lix(] = <+ L1+ - z()x(@)],
1 1
Lzl = <+ Lly® —x*®0) -z(0)], (4.66)
y@) = x%(t),

elde edilir. (4.66) nin her iki tarafina Laplace doniimiisiiniin tersini uygularsak
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1
X(t) = 1411 {STIL[l +x(6) - z(t)x(t)]},
26 = 1417 {S%L[y(t) _ X2 - z(t)]}, (4.67)
y@) = x%(t)
denklemi elde edilir. Simdi, yeni iteratif yontemini uygulayabiliriz
x© = )
n=0
y@) = Z q" yn(8), (4.68)
n=0
20 = ) a7,
n=0
olmak tizere (4.67) de N (u)’lar asagidaki gibi yazilir
1
N,(xy,7) = I {STIL[l +x(0) — Z(t)x(t)]},
My = 1oLy -0 - 201, (+69)
N3(x'y;2) = xz(t)—l,

ve asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir

xo(t) =1,
zo(t) =1,
Yo(t) =1,

( _ _ (A __
x1(t) = Ny (x9,¥0,20) = L {EL[l + X9 — Zoxo]} T+ D)
1 ) L
40 = Mooy ) = 17 o o =8 = 2ol =~ pe s,

\ Y1(0) = N3 (%o, Yor 20) = X2 — 1 = 0,
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( (1

x2(t) = Ny (xo + X1, Y0 + y1,20 + 21) — Ny (%0, Y0, 29) = L7* {ngL[xl — ZoX1 — Z1Xg — le1]}
3 tortaz N I(a; + a, + 1)t2ate:
T T(ay+a,+1) T(a, + DI(a, + DIQRay +a, + 1)’

1
Zy(t) = No(x + x1, Y0 + V1,20 + 21) — Ny (0, Y0, 20) = L1 {STZL[% — 2x0Xq — X — 21]}

tZ(ZZ 2t%taz F(Z(Zl + 1)t2a'1+a'2
"TRay+1) T(ay+a,+1) [[(ay+DPFQRay+ay + 1)’
Ztal t2a1

L)’z(t) = N3(xg + X1, Yo + Y1, 20 + 21) — N3 (X0, Yo, Z9) = 2XoX1 + X7 = T(a, + 1) + [T(a, + D2’

x3(t) = Ny(xo + x1+X2, Yo + Y1+Y2, 20 + 21+23) — N1 (%o + X1, Yo + V1,20 + 21) =

2t2a1+a2 ta1+2a2 l"(al + Zaz + 1)t2a1+2a2
—~ +
FrQRay+a,+1) T'(a;+2a,+1) T'(ay+DI(ag+a,+DIQRa; + 2a, +1)

[Qa, + DEF8re 2M2ay + ap + Dderte
[[(a; + D]’TBa;+a,+1) TI'(a; + DI (a; +a, + DITBa; + a, + 1)

T(a; + 2a, + 1)t2%1+292 N I'2a; + DI'Bay + a, + 1)t**ta
IF'Qa, + DI'(a; + DI'QRay + 2a, +1)  [I(a; + DIPTQRay + ay + DI'(da, +a, + 1)

n 2I2ay + 2a, + 1)t3“1+2a2 I'(a; + 3a, + 1)t2a1+3a2
[T(ay + a, + D]*TBa; +2a,+1) T'(a; +a, + DI Ra, + NI'2a; + 3a, + 1)

+ F(al + a, + 1)F(2a1 + Zaz + 1)t30£1+2a2
F(ay + DM (e + DIPT(Q2e; + @y + DI Bay + 2a, + 1)

F(al + a, + 1)F(2a1 + 3a2 + 1)t30£1+3a2
I'(a; + DI(ay + DIQ2ay + az + DIQ2a; + DT (Bay + 3a; +1)

N F'2a; + DI'Bay + 2a, + 1)t*or+2a:
[T(a; + D]°T(a; + a, + DT QRa; + a, + DI'(4ay + 2a, + 1)
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N 2I'(Bay + 2a, + 1)tr*t2ez
F(a; + DIl (a, + DI'QRay + a, + DI (4a; + 2a, + 1)

IM(a; + a, + DI'QRay + DI'(4a; + 2a, + 1)t>%1+2e2
[T(a; + D]PT(a, + D[TRay + ay + D]2T'(5ay + 2a, + 1)

z3(t) = Np(xg + x1+%x2, Y0 + Y1+Y2,20 + 21+2) — No (%9 + X1, Y0 + V1,20 + 21) =

2¢ata F2a, + Dt2ate t3a
+ —_
F(a; +a,+1) [I(a;+D]*’TQRa;+a,+1) T'(Ba,+1)

F'(2a; + 1)t?%1t+2a: 2T (ay + a, + 1)t20rt+2a:
[[(a; + D]*’TQRa; + 2a,+1) T'(a; + DI (ay + DI'Ray + 2a, + 1)

2I'2ay + ay + 1)t2at2az IQ2ay + 2a, + 1)t2a+3e:

B Fla; + DI'(a; + a, + DT Ra; + 2a, + 1) B [[(a; + a, + 1D]?’TQRa; +3a, + 1)

2I(ay + a, + DIBay + ay + 1)t3at2az
[T(a; + D)°T(ay, + DTQRa; + a, + DI'Bay + 2a, + 1)

2I'(Bay + 2a, + 1)t3*t3ez
Fa; + DIl (a, + DI'Ray + ay, + DI'Ba; + 3a, + 1)

[T(a; + ay + D]’ T(4a; + 2a, + 1)t**rt3ez
[T(ay + DT (ay + D]?[TQa; + ay + 1)]?*T'(4a, + 3a, + 1)

v3(t) = N3(xo + x1+x2, Y0 + Y112, 20 + 21+23) — N3 (%9 + X1, Yo + V1,20 + 21)

2ttt N 2T (a; + a, + 1t2*te
T T(ay+a,+1) T(a; + DI(a, + DIRay + a, + 1)
2t2a1+a2

+
I'(a; + DI (ay + a, + 1)
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2l (ay + a, + 1)t3ata t2aat2a;
+ +
[[(a; + D)°T(ay, + DITQRa; +a, +1) [I'(a; + a, +1)]?

2t3a1+2a2 [F(Ofl + a;, + 1)]2t4a1+2a2
+ +
[(a; + DI(a, + DT QRay +a, +1)  [T(ay + DI?[T(ay, + DIP[TQRa; + a, + 1)]?

Xns1(8) = NyCxo + Xy + o+, Yo + Y1+ o+ Yoy Zg + 21 + -+ + 2p)

—Ni(xo+x;+ - +xp_ 1, Yo+ Y1+t Yno1,20+ 21 + o+ 2 1),

Zne1(£) = Nap(xg + Xy + %0, Yo + Y1 + -+ Y, Zo + 21 + -+ 23)

—Ny(xg+x3+ - +xp_1, Yo+ Y1+ +Yn-1,20 + 2y + -+ 2_4),

Yna1 () = N3(xo + xq + - +20, Yo + Y1 + -+ Yo, 2o + 20 + -+ 2,)

—Ns(xo+ 31+ +xXp_1, Yo+ Y1+ -+ Yn-1,20 + 21+ + Zp_1).
Bu durumda, (4.64)-(4.65) probleminin ¢lizimii

t* tF1+a [(a; + ay + Dot
M+ 1) @ +a,+1)  T(a + D, + DI Cay + @, + 1)
t2ata; [(2a; + 1)t3*te
TQRay+ay,+1) [[(ay+ DPTBa; + a, + 1)
F(a; + a, + 1)¢3a+a: f2a1+2a;
T+ DI, + DTG+ a4y + 1) TQa +2a,+ 1) "

x(t) =1+

24 £2a 2p1+a Q21+

M+ [+ D T +ay + 1) T+ Dita, + a, + D)
N 2t%%ta; N 2t2atar (g, +a, + 1) e
Fra;+a,+1) T'(a;+ DI (a, + DI'QRa; + a, + 1) ’

y(®) =1+
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taz tZaZ ta1+2a2 2t2a1+2a2

_.|_ J— —
lNa, +1) T'QRa,+1) TI'(a;+2a,+1) T'QRa;+2a,+1)

z(t)=1-—
I'(2a; + 1)t2et2a;
[[(a; + D]*’TQRay + 2a, + 1)

l"(al + az + 1)t2a1+2a2 ta1+3az
+ +
I'a; + DI (a, + DI'Ray + 2a,+1) T'(a; +3a, + 1)
¥ (4.70)
olarak bulunur. (4.64) ve (4.70) de a; = a, = 1 dersek, ¢éziim
t2 3 t4- t5
— 1 —_— —_— —_— — cese
x(t) +t+2!+3!+4!+40+ i
() =1+2t+2t% + 4t + 2 + 118
Y= 3 773 "0 TV
=1 t+t2 t3+5t4+31t5+
Z) = 2 6 24 120 "
seklinde olur.
X
05+
0:2 0:4 0:6 0:8 1:0 t
— TC
— NISTM

Sekil 4.9. a; = a, = 1 i¢in (4.64)’te NILTM ile elde edilen x(t) yaklasik ¢oziimiine ve

tam ¢ozlime ait grafik
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Cizelge 4.6. @; = a, = 1 i¢in (4.64) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel denklem
sistemindeki x(t) fonksiyonu i¢in mutlak hata tablosu

t TC NILTM ITC-NILTM|

0 1.00000000000000 | 1.00000000000000 0.00000000000000
0.1 1.10517091807565 | 1.10517112687275 | 2.08797100498259x107
0.2 1.22140275816017 | 1.22141134646123 | 8.58830105698871x107
03 1.34985880757600 | 1.34994397160475 0.00008516402875
0.4 1.49182469764127 | 1.49229780789296 0.00047311025169
05 1.64872127070013 | 1.65063638888346 0.00191511818333

Sekil 4.10. @; = @, = 1 i¢in (4.64)’te NILTM ile elde edilen y(t) yaklasik ¢6ziimiine

0.2

ve tam ¢oziime ait grafik

0.4 0.6

0.8

=t
1.0

— NISTM
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Cizelge 4.7. a; = a, =1 icin (4.64) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel
denklem sistemindeki y(t) fonksiyonu i¢in mutlak hata tablosu

t TC NILTM [TC-NILTM|

0 1.00000000000000 | 1.00000000000000 |  0.00000000000000
0.1 1.22140275816017 | 1.22140615509638 | 3.39693621209669x10°
0.2 1.49182469764127 | 1.49195559529631 |  0.00013089765504
0.3 1.82211880039051 | 1.82332189776053 | 0.00120309737002
0.4 2.22554092849247 | 2.23171482248607 | 0.00617389399360
05 2.71828182845905 | 2.74139768066176 | 0.02311585220271

1.0

08¢

06+

0.4r

0.2+

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6

— NISTM

Sekil 4.11. a; = a, = 1i¢in (4.64)’te NILTM ile elde edilen z(t) yaklasik ¢6ziimiine
ve tam ¢oziime ait grafik
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Cizelge 4.8. a; = a, =1 icin (4.64) kesirli mertebeye sahip diferansiyel cebirsel
denklem sistemindeki z(t) fonksiyonu i¢in mutlak hata tablosu

t TC NILTM [TC-NILTM|
0 1.00000000000000 1.00000000000000 0.00000000000000
0.1 0.90483741803596 0.90485694547951 0.00001952744355
0.2 0.81873075307798 0.81909581941191 0.00036506633393
0.3 0.74081822068172 0.74297287583295 0.00215465515124
04 0.67032004603564 0.67824416809356 0.00792412205792
0.5 0.60653065971263 0.62900215245457 0.02247149274193
X
108t
108
106}
100}
t
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
111
— 11075
—_— 11705

Sekil 4.12. (4.64)’te NILTM ile elde edilen x(t) yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun farkli
a degerlerine ait grafik
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N A

0.5 1.0 15 .0 2.5 3.0

—_ 11
—_ 110.75
_— 1105

Sekil 4.13. (4.64)’te NILTM ile elde edilen y(t) yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun farkli
a degerlerine ait grafik

1 500000 ¢

1 1.07 108t

1.5 108}

1 2.00 108}

_— 111
_ 110.75
 — 1105

Sekil 4.14. (4.64)’te NILTM ile elde edilen z(t) yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun farkl
degerlerine ait grafik
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5. TARTISMA ve SONUC

Tezde kullanilan homotopi pertiirbasyon doniisiim metodu ve yeni iteratif doniisiim
metodu, tamsayr ve kesirli mertebeden diferansiyel cebirsel denklemlere ilk kez
tarafimizdan uygulanmistir. Homotopi pertiirbasyon doniisiim metodu uygulanirken He
polinomlarmin kullanilmas1 metodu daha giicli kilmistir. Elde edilen sonuglar
gosteriyor ki her iki metotla elde edilan sonuglar hem birbirleriyle, hem de analitik
¢coziimlerle uyumludur. Yeni iteratif donlisim metodu uygulanabilirlik agisindan
homotopi pertiirbasyon doniisim metoduna gore daha kolaydir. Her iki metot da
niimerik ve analitik ¢oziimleri elde etmede oldukga etkili metotlardir. Sonuglar Maple

ve Mathematica programlari yardimiyla elde edilmistir.
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