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Bu ¢aligma li¢ b6lum halinde dizenlenmigtir. Ilk bslim girig
bo1umiidiir. Ikirei b6lim bu ¢aligmada kullenmilan temel kavramlara
ayrilmigtir. Bu boliimde genel anlamda hareketler, bir parametreli
uzay hareketleri, regle ylzeyler ve regle yuzeylerin-hareket geo-
metrisinde 6nemii rol oynayan- invaryantlarina ait bilgiler sira-
lanmig, bu arada diferensiyel geometrinin egriler teorisinden de
kisaca bahsedilmigtir, o |

7 Bir takim teoremlerin ispati verilirken b5211ar1 ig¢in yalniz-

cakkaynak gﬁéterilmigtir. |

| Bu gailgmanln orjinal kism iiglincil bslimdedir. Burada regle
yuzeyler teorisi ag¢ilim uzunluZu ve agilim agisi cinsinden ele
. alindi. Kapali bif'uzay hareketine katilan bir dogrunun yoriingesi -
. olan kapali regle yizeyin; drali, agilim agisi ve agilim uzunluzu
ile i1lgili yeni 62elliklere varilda, Bu/cins‘regle'yﬁzeylerin Ozel
hailerigde inéélenmig ve tzellikle dayanak egrilerinin 62e1 éinsfeﬁ

olmalarina dair karakferizasyonlar ara$f1r11m1§t1r.



SUMMARY

This dissertation consists of three chapters. The first
chapter is the introduction, The second chapter deals with the
basic concepts that have been used in this study. In this
chapter; motions in general, one;parameter spatial motions,
rﬁled‘surfaces and the lmowledge about the invariants of the
ruled surfaces, which play an important role in the motion
b‘geometry, have been mentioned; and meanwhile, the curves theory
' of the differential geometry has also been briefly explained.

- While some thebrems are being proved, only the references have
been'pointed'out for the others.
o The original part of this study is in the third chapter,
Here, the teory Ofrruled surfaces subject %o the pitch
( sffnungsstrecke) and the nigle of pitch ( dffnungswinkel )
has been presented. It has led +to some new properties about the
distribution parameter, the angle of pitch and the pitch of the
élosed ruled surface that is the orbit of a straight line that
takes part in a dloSed spatial motion. The special cases of
. this kind of the ruled surfaces have also been examined and
- especially the characterizations subject ‘to the directrix

‘curve of the special kind have beer researched.



NOTASYONTLAR

Reel sayilar climlesi

n-boyutlu standard reel afin uzay
n-boyutlu 0klid uzayi |

Reel vektdr uzaylarinda ig c¢arpim fonksiyonu
Reel vektdr uzaylarinda norm fonksiyonu

E- Oklid uzayinin izometrilerinin climlesi
nxn tipirndeki ortogonal matrislerin climlesi
nx1 tipindeki reel matrislerin climlesi
Kronecker deltasi

nxn tipinde ve determinanti + 1 olan ortogonai matrislerin
climlesi

A matrisinin $ranspozu

{..;} ciimlesinin gerdizi uzay -

A matrisinin determinanti

PéE3 noktasindaki tanjant uzayi

P E’E3 nokta81ndaki k6tanjant vzay
l-formlarin uzayi
Vektorel garpim
Hareketli ¢izgiler uzay:
Sabit g¢izgiler uzayi ‘
"H uzayinin H' uzayina gore hareketi
Harmonik egrilik
Yervektoru T;’ olan kapali eZri
Kapali bir egri boyunca egrisel integral
Birim dogrultman vektori .E?Olan regle yluzeyin dagllma
péfametresi | _ ' |
Birim dogrultman vektori 2 olan regle ylzeyin agilim
E uzunlugu&

-l
Birim dogZrultman vektorii a olan regle ylizeyin acilim agisi



BOLUMI.

GIRIS .

Bir parémetreli harekétlere dair ilk ilgi gekici galigmalar J.
Steiner [8] ve A.Holditch[8] e dayanmaktadir. Daha sonra ayni konu
ile ilgili olarak birgok ¢aligma yapilmigtir. Bunlardan dlizlem ki-
nematizi ile ilgili olarak C.Leudesorf [1,2] ve A.B.Kempe [3] , ki~
resel hareketlerle ilgili olarak da E.B.Elliot [4] zikredilebilir.
E.Cartan[B] ise gizgileg uzaylr ve bilhassa regle ylzeylerle ilgili
birgok Bzellikleri ele alip incelemigbir.

W.Blaschke [7} bir parametreli reel kiresel harcketler igin
Stéiner vektorinu ve Stéiner noktasini tanlmlayarak regle yizeyler

i¢in bir integral invaryanta olan-aQ;llm uzunlugundan bahsefmigtir.

H.R.Muller [9] ise regle yizeyler ig¢in agilim uzunlugu ve agi-
lim acisi kavramlarini iééh ederek bunlarin birer integral invaryan-
t1 oldugunu gostermistir. b

Ayrica H.H.Hacisalihoglu {10,11} da Holditch ve Steiner teorem-
lerini reel ve dual kiire Uzerinde ele alip ¢izgiler uzayinda regle
| yuzeyler ve invaryantlari ile ilgili genellegtirmeler yapti.J.Hoschek
[12] ise ad1 gegen teoremleri g¢izgiler uzayinda dogrudan (direkt metod
ile ) ele aldi. | | o |

‘Bu gallgmalér bize regle ylizeyler teorisinin acilim uzunlufu ve
\bilhassa:aglllm agisi cinsinden yeniden ele allnabilecegi ve bunun
bizi yeni sonucglara gﬁtﬁrécegi fikrini verdi. Ayrica bir parametreli
uzay hareketlerinin regle ylzeylerle olan ¢gok yakin ilgisi nedeniyle
{5,7,12} uzaykhareketlerini de bu iki invaryant cinsinden tekrar in-
celemek yeni sonuglar verir diye diigiindiik. Caligmalarimizin esasini
bu iki konu olu@turmaktadlr.'Ancak bﬁ arada eérilef teorisindeki egi~-
1lim e¢izgileri ve Bertrand egrileri ile ilgili bir takim karakteris=
tikyﬁzellikleri de regle,yﬁzeylerin invaryantlarina bagli olarak ye-
niden ele almak gerektizini gordik. |

\



. BOLUMIIL, .
UZAY HAREKETLERT

IT.1. OKLID UZAYLART
TANIM II.1.1. (IC GARPIM UZAYLARI) :

.V sonlu boyutlu‘bir reel vektdr uzayi olsun. Bir

o A e
fonksiyonu eger bilineer, simetrik ve pozitif tamimli olarak
verilmig ise Wye V Uzerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu ve V

ye de i¢ carpim uzayi adi verilir.

TANIM IT.1.2. (OKLID UZAYLARI)
V bir n-~-boyutlu reel vektdr uzayr ve V lizerinde 0klid i¢ c¢ar-
pimi tanimlanmig olsun. V ile birlegen bir A afin uzayina n- bo-
yutlu 0klid uzay: denir.
TANIM II01030 ‘ i
0klid uzayinda bir nokta X olsun. Bu Uzayda bir afin koordinat
sistemine gire X noktasinin koordinatlara (xl,xz,;l.,xn) oleun.
X, 3 AR, 1€i €n,
fonksiyonuna A 0klid uzayinin i-yinci koordinat fonkksiyonu de-
nir,
n-bbyutlu reel Btandard a:fm uzayir ele alal:.m e bunu n-boyutlu
!‘eel btéaderd vektdr uzay: R ile egleyelim. B vektor uzayinda bir

4, D B x R—»R
. : 11
i¢ carppmni WX,Y€IR , X = (Xl,xzy---,xn),Y=(yl_,y2,-n,yn)

Oklld 3:?"9‘31‘131!111 adi verilir. <{2R‘n ' L9 /} ic. f}a.r'plm uzayi ile
egslenen reel standard afin vzay n-boyutlu 0klid uzayr adaini alir ve

En ile gosterilir.



PANTM II.1.4. (UZAKLIK) :

n-boyutlu bir reel ig ¢arpim uzayi B ile birlegen 0k1lid uzay:
E' olsun. Bir
dt E" X B R

 fonksiyonu ¢X,Y € F° icin R deki norm ile

a: (¥, 0)=—sd(X,7) = T)| = WE,T)  (11.1.2)

geklinde tanimlanir ve E' de X ile Y noktalar: arasindaki uzak-
- lik adini alar.
TEOREM IT.1.1.
o B 0klid uzayinda uzaklik fonksiyonu bir}metriktir.

IspaT

WX,Y,z € B igin |

i) T ile birlegen IRn reel garpim uzayinda ig¢ g¢arpim pozitif
tanimli oldugundan WOLER™ icin

N [aclizo
dir. Dolayisiyle
X=7

oluwak lizere
ax,1)= [JXF If20
elde edilir.jijk= 0> Q= O sldugundan
| / . a(x,y) = I} =0,

-_-’
2 1o

—

XY = E?veya X=X
olur. Tersine X=Y ise X¢ ==?;i§ }if?}}: 0 ve dolayisiyle d&(X,Y) =0
olur. 0 halde

A(X,Y) = O ¢&>X=Y
bulunur. -
ii) XX = - YX#HﬁH:: ]l YX }}ve buradan
- d(X,Y) = a(Y,X)

elde edilir.



iii) i§ carpim uzayinda normun Szeliklerinden
Nl = || &+ T AR T2}
olur ki bu da ’
Sa(x, Z) . a(X,Y) + d(Y Z)

-olmasi demektir.

PANIM IT.1.5.
En 0klid uzayinda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna En de Ok-

1id metrigi denir.

TANIM II.1.6.(0KLID CATISI) :

| E® 0klid uzayinda sirali bir {P PlyeersB, } nokta n+l-lisi
i¢in eger {P P ,...,P I%& vektor s1stem1 ]R nin bir orto-
normal bazi ise. {P 3 ,...,P } nokta climlesine E= de bir
Oklid g¢atisi (veya dik c¢ati) denir. Boyle bir ¢ati i¢in tanim-
lanan bir (xl,xz,_...xn) koordinat sistemi ise 0k1id koordinat
sistemi (veya dik koordinat sistemi) adini alir,

TANIM IT.1.7. (iZOMETRI)

E? ve Eg , Sirasi ile, IR? ve Eig n-boyutlu i¢ garpim uzayla-

r1 ile birlegen birer 0klid uzayi olsunlar. Bir

T g L
. f 1 Em—yE,
afin dontistmi Ve, ﬁémn igin
| ({(q;y(ﬁ) > = (9(,}5? (II.1.3)
bagintisi saglanacak qekilde bir -

, n
-EH'Z,IR1—~—f—ﬁ>BRQ

lineer doniigiimii ile birle§iyorsa f ye bir izometri adi verilir.
TEOREM IT.l.2.

Bir £ s EﬁLu_h_’E@
doniigimi izometri ise

D v e n
1) d(f(A)y f(B))= d(AyB)e 'vAyBe_El 9



ii) f birebir ve Yrtendir, |
iii) En e En -uzayinda iki Oklid koordinat sistemi, sirasi ile,
4x L0 Xpree e X } ve {y ,yz,...,y j f izometrisi, A &€0(n)

olmak lizere

o

(Yl [a ¢} x ]
=1 : ' (IL.1.4)
I 0 1 1

geklinde ifade edilebilir. Burada C,X,Y € mf dir [13,5.70].

Bir n- boyutlu Oklid uzayyr E~ in izemetrilerinin

‘ R(n) = n Izometri > E }
cumle81n1 ele alalim. R(n) de donu§Umler1n birlegimi islemi non
ile gbsterilirse (R(n),0) ikilisi bir gruptur. Bu gruba izometriler
grubu denir.
IT.2. HAREKETLER
TAFIM II.2.1. |
n~boyutlu bir E- Oklid uzayinin izometrilerinden biri f olsun.
dekl bir {x ,xz,z.‘,xn} Oklid koordlnat sistemine gbre
f nin matrisel ifadesi; A & 0(n) ve Cé]R olmak ilizere
x'T [a c]ix
= : (11.2.1)
1] 1o 1§ {1
seklindedir. f ye E® de bir hareket ady verilir.
A€0(n) oldupundan '

| detA = = 1 (11,2.2)
dir. Eger detA = + 1 ise f hareketine direkt hareket, detA =-1
isejkérslt}hareket denir. Hareket deyince daha ¢ok direkt hareket-
leri anlayaca@iz. Direkt hareketlerde iki cegit hereketin biiegi—
midir; Qirekt  donmé ‘vé Steleme.



CTANIM II.2.2. (DONME) :

EY §klid uzayinin bir f izometrisi igin

f(0) =
olacak gekilde bir 0 € E- noktasi var ise £ ye "O" noktasi
e’craflnda bir donme denir. |
TEOREM II.2.1. |
 E” de baglangici OEE" olan bir 0klid koordinat sistemi,
| _{xl,xz,...,xn} olsun. Bir

f 1 BT

izometrisi igin
i) O noktasi etrafinda bir dénme f ise f nin bu 0klid koor-
dinat’ sistemine gore ifadesi
X! = AX R (II.2.3)
geklindedir, burada A€ 0(n) ve X,X! & 1R dir.
ii) £ bir direkt donmedlr(:} X' = AX ve Aé so(n) dlr
[13,Sayfa 82-83) .
TANIM II.2.3. (OTELEME)
E" 0klid uzayinin bir f izometrisi ve ¥XEE  igin

f(X) =X+ h
olacak sekilde ".bir tek h&En noktasi varsa f ye £ nin
h ile belirtilen bir: btelemes:L denir,
I1.3. E3 OKLID UZAYINDA EGRILER
TANIM II 3.1. (PARAVETRIK EGRI) :
R reel sayilar ekseni uzermde bir aglk aralik I olsun.
3

E” de bir diferensiyellenebilir

«: I-—--——-‘)E3
3._de bir ezri belirler. Burada I intervali a,b&R
ve t &I oliek Uzere adt £ b,~ot £ b, ad t<{Pve hatta

I = IR olacak gekilde segilebilir. % ye ise parametre adi

donligliimu E

verilir. W't € I igin & eZrisi Uzerinde deZigen bir noktayi

E3*te bir 0=(0,0,0) baslangi¢ noktasina godre bir vektdr ile



TANIM

TANIM

Ci®) = (O0(0), (0, €L 6) ) (1.3
geklinde gtstermek mimkindur. ’
I1.3.2.

3

{XO I“"""“.—’E
dakl hiz vektori diye

s ,
n.-,...l DAL 3 o 3 ~ \3 )
o(t) = ( (t)s f ), {t))CQlt)  (II.3.2)

olmak iizere C‘.,(t) 6 TE3 (C{(’c)} tanjant vektorine denir.
II.3.3. (PARAMETRE DEGISIMI)

bir egri olsun. Y+t€1I 1g1n0( nin QK (+) noktasin-

IR reel sayllar ekseni lizerinde iki aglk aralik I ve J olsun.
C(:_I--.)EB-'bir egri ve h : J—-»I bir diferensiyellenebilir .
reel degerli"lbir fonksiyon olsun. 0 zaman

B xon N QU

bilegke fonksiyonuna parametresi h ile deglgtlrllmls b1r egri

denir.

| pls)= oLit)

_ Sekil IT.3.1
J mtervalmde her s degerine efri tizerinde /3(3) = (h(s) )

noktas:. kargilik gelir. Bu nokta I intervalindeki h(s)= t de'rerme

‘tekabul eder., Dolayls:.yle 4 ve }3 ayni errrlyl belirtmig olur.

TANIM

II.3.4.

o I-»—---——-oE

() = & (1)
olacak gekilde bir 0& T € R sayisi varsa X esrisine peryo-

3 egrisi verildizinde Yt € T icin

diktir, T sayilarinin en kligiifline ise peryot denir,



CPANIM II.3.5.

X: I -------)E3

bir efri olsun. Wt € I igin & efrisinin (%)
noktasindaki '_'hlz vektytsrii daima sifirdan farkli ise @ egrisine
regilerdir denir.

TANIM II3.6.

o &3 I-'—-?—) E3 bir s parametres_;pe gbre ifade edilmisg bir egri

olsun. ¥ s € I icin O((s) ..d (s) é‘ T 3 (Q(s) } hiz vek-

torinin boyu ,
-,
N A - (11.3.3)
' ise X egrlslne yayil cinsinden parametrlk olarak ifade edil-
migtir denir. Burada T 3 (q (t) ) ile xf)’ unQy(t) nokta-
sn.nda.kl tan;)ant uzayl goster:.llyor.

TEOREM IT.3.1.
Herbir parametrik egri daima kendi yayi cinsenden parametrik
olarak ifade edilebilir.

ISPAT

of: I'-—-)E3 egrisinin ilk parametresi +t ise, yay uzunludu

s(t) _5 ,\/<d€k(t) dc"\(f))‘

geklindedir. O halde s

OC(“H
s(t) fonksiyonunun gt tirevi (X = O(,(t)

]

egrisinin skalar hiza
ds
2 Xl

dir. Ever X regiler bir eZri ise Y+t € I igin

I )il > o,

i

as
at > 0
elde edilir. Buna gtre s=s (%) fonksiyonu monoton artandir. Bu

ters fonksiyonun tirevi

a4 L1
ds de
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seklindedir. Ayrica L = s(b), I = [a,b], F = [a',b'] olmak lzere
a' = 0, b' = L alinarak bir

-

h
h

J =3I
(0,L) ~» (a,b)
=P t(s) = h(s)
fonksiyonu tanimlanabilir. O zaman
(s) = (BLon) (9) ¢ (0,1)—>E

fonks:Lyonu 0( 0((1‘.) egrisini s parametresine gére (0,L) lizerinde

(4]

3

tanimlam s olur. Buradan -

>, ‘
/ 4B 4
ﬁ (s) = ds © ds (& Oh)
veva - ’
/(s) = dX dn
ﬁ’ T da ds

elde edilir. % h(s) oldugundan
de dt
_;
7-3’/(8) aoc( ds)-l
‘ at

bulunur. Bdvlece A ) _
-3 \
K, ds -1 aGl’ ds -1
f- =<.dt'< ) @ ( T% ) )’

<}3”<s>*./§”<s>>}3
.0} ﬁ<s>> li‘a n(am & >"2,,

| <)3 (s),)%(s))] = H e:vws)!ml },“"“"’")_(owh)"’
< R1s), )B(s>>i =1

elde edilir.
TANIM II.3.7. (EGILiM gizaisj:) ,
E3 de bir yiizey M olsun. I C]R olmak Uzere bir &: I-—-)M _

1]

(& oh)

-

egrisi verllsm. Ayrica E3 de sabit bir birim vektor u olsun.
Vs€ I igin®egrisinin O((s) noktasindaki hiz vaktorizﬂ(s)

olmak lzere

<O((s)}o“$) , T )= sabit | (I1.3.4)
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bagintisi var ise O efrisine M lzerinde bir efilim ¢izgisi

' denir.

;TEOREM II 3.2,

M bir yuzey ve (¢ Ic--o M bir diferensiyellenebilir egri olsun.

& bir egilim ¢izgisidir &3 .}..:... = sabittir
2

ISPAT
1) : _
C(_"bir' eZilim ¢izgisi aksun. Bu takdirde
<3(l(s), )= (F,3>= sabit
oldugundan tirev alinirsa
(T', u) =0,
k( N u) = 0,
<ﬁ,u )>=0
veya tékrar tiirev alinarak
(N' ,u > = 0y :
<-le+k ‘ﬁ u)_O
(T, )4 kz(ﬁ' Tp=0"

elde edilir. Eger é;(T u)

o ise

('l‘ T>= cos e,
(BT= ain o

ve dolayisiyle
»

-k _cos Ov+k2 sin @ = O? 0 # 2, k, £ 0,
k, i
= = tg 0 = sabit (I1.3.5)

elde edilir.

2)@:

W!HW

2
{izere

= ¢ (sabit) ise kl = ck, yazilabilir. Ayrica ¢ £ 0O olmak
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-
- """“’d (g+g"‘)=-—k-§+ ""‘"“"klN
. ds - 2 c !
i o
ds ( i*’ =
-—%— = (sabit)

bulunur. Bylece
- -
(B + T T):(T s WD
- l Q .
< =)
oldugundan & bir egilim g¢izgisidir.
TANIM IT.3.8.

=
¥

o: I —>E> eprisi verildizinde k bu egrinin egriligi,
k2 de burulmasi olmak lzere
kl _
ﬁ,_ - (II.3.6)

ifadesine @ egrisinin harmonik egriligi denir.

0 halde teorem II.3.2. yi goyle de ifade etmek mumkindir :
TEOREM I1.3.3.

Bir OL: I —>E

ve yeter gart harmonik efriliginin sabit olmasidar.
TANIM II.3.9. (BERTRAND EGRILERI )

3 efrisinin egilim ¢izgisi olmasi igin gerek

s I»—----?’E3 v‘e/S: I—-—---:)»E3 diferensiyellenebilir iki egri
olsunlar. ¥'s & I icin iki efri ayni asli normale sahip ise-
ler bu iki eZriye Bertrsddegri gifti‘teskil ediyorlar denir.

/
Bertrand egri ¢iftine dahil olan bir egrinin kl,k2 efrilikleri
arasinda a,b sabit reel sayilar olmak iizere -
ek + bk, = sabit (I1.3.7)

baglhtls:n. vardir. Ayrica bu dzelik Bertrazﬂegrileri icin gerek ve

yet erdir,
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II,4.E3 DE DIFERENSIYEL FORMLAR
TANIM IT.4.1.(GATI ALANLART)

E3 Oklid uzay:.nda‘birer vektor alani VJ’,VQ,,V3 olsun. Eger
WP & 5> noktasi igin {VJ.’VZ’VEX} sistemi P noktasindaki
T _3 (P) tanjant uzayinin bir tabani ise {vl,vz,VB} ticlisiine

5

E” de bir ¢atz alani denir.

£3 fklid wzayinda VP & o igin

e, (P) = (1,0,0)f5, 5 e,(P)= (0,1,0)[5 ,e5(P)=(0,0,1)} 5(II.4.1)
geklindeki {el,ez,eB}'gatl alanina ddgal ¢at: alani denir. E3 de
diger bir ortOnormal gati alani {El,E2,E3} olsun. VP E E3 igin

Ce E
l_ 1
©3 | E3)

olarak alirsak, _AEO(B) olmak izere

, ) E = Ae | (1I1.4.3)
geklindé yazilabilir. ' ’
TANIM II.4.2. _
o deki bir ortonormal {'EI,EZ,EB} g¢atl alani verildiginde
P €F° igin
aet [B (P), E,(), By (P)] =1
ise bu g¢ati alanina pozitif olarak yonlendirilmigtir denir.

P € E3 noktasindaki tanjant uzay TE3(P) olmak iizere QP

fonksiyonlarini

Pp ¢ 2,3(P)
olarak tanimlayalim. Bu sekilde elde edilen

TEB {P) .—:{% : TE3(P)._.}..1_1.33.8_I'_9]R}.\

lineer




13

ciimlesi IR reel sayilar clmlesi iizerinde bir vektdr uzayidir.
Bu uzaya T 3(P) tanjant uzayinin dual (kotanjant) uzayl denir.
v%e’l‘ 3(P) elemanina ise kovektdr denir.

# .

TANIM II.4.3. (l-FORM)

; R
Bir é o )P€E3 753 (P)
ddnlislimi ig¢in

Wo% o T s &3 bzdeglik 3

T e \-e-J3- T73(P) — o

(é )----—->(<§ ) =P

olacak sekilde tanimlanan bir 77 ddnuglmii varsa d}ye E3

de
“bir l-form denir.

E3 de l-formlarin tgplam:l. d‘b‘niigiimlerin toplami olarak tanim-

lanir. liformlarin toplami da l-formdur. Ayrica bir fonksiyonla
1-formun garpimi da yine l-formdur. Bu iki 1§leme gore E3 deki

'-‘l-forn lam.n cimlesi reel vektor uzayidair. Bu uzayi ﬁ ile gbstere~

l:Lm.

TEOREM II.4.1.

E3 0klid uzayinda 0klid koordinat fonksiyonlari X 3%y, X itn

2°73

dlferen51jeller1 ile tegkil edilen {dx dx dx3} sistemi

27
VPEE noktasindaki T 3(P) kotanjant uzayinin bir tabanini

olugtururlar fl4,pp.22-25}.

TEOREM II O4o 2o

E3‘ de herbir @ £1% 1-formu
$=2 f. x,, . ¢ B IR, (IT.4.4)
ooi=l i 1 1 o )

seklinde yazilabilir [14] .
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E3 Oklid uzayanda bir cati alani {E ,E2,E3} olsun, YP &€ E3

‘noktasindekidE, i (141 £3 )dlferens:Lyellerl T 3(P) tanjant uza-
yina ait vektorler oldugundan {E (P), E (P) ‘B?(P)} sistemi cinsin-
“den ifade edilebilirler. Buna gire wij(P)GJR (i,j= 1,2,3), olmak

lizere :
dﬁi“’) =w E(®) legz(l’) + Vg3 3(P)
aB,(p) = wzl'ﬁl(P) + wzz'ﬁ;(P) + w23E3(P)
| dgs(P) = w3lfl_(l-") . WBZEZ(P) + w'33.}'3’3(]?)

gel\{linde veya matris formunda

.d._)- _ . e
OB Ws W12 "3 E
a7, ' | | & (11 )
ol = | Vo1 Woo Wos 5 I.4.5
> :
A) T T A S T O O 7
: P ' P
Yazilabilir.
- TEOREM II.4.3.
E3-C5klid uzayinda bir c¢ati alam.{El,Ez,E?}; olsun, 0 zaman
VPER igin |

. : -’ .,..; . ) . ‘ :
w5 (B) = aE; (P), E;(P)), (1,3 = 1,2,3),(I.4.6)
reel deZerli fonksiyonlari antisimetrik 1-formlardirs,
ISPAT :
{El,Ez,EJ 0klid g¢ati alani ve YP & o igin

<E ’ Ey}‘
oldugundan dlferens::.vel allnlrsa
<dEi, Ej>‘P +<Ei, dEj)'P =
veya
-0 | (II.4.7)

bulunur.
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-

Ayrica Wi,j ’ ler birer lineer fonksiyon olduklarindan antisimetrik
; P 7 ; v

1-form olduklari gésterilmig olur.

Eger
"1 Y12 13
- Wo1 Woo Vo3
| | V31 P32 W33
dersek i=j icin (II.4.7) den dolayi
W,. = = W. N 3
ii ii
w,, =0
ii
ve i £ j icgin
7 wW.. = ~W,,
ij ii
olacagindan
Wo3 = WysWyy = = WpsWhp =Wy
olarak alirsak f¢matrisi
0 w3 -W,
Q= |- 0 "l (II.4.8)
i W, ~w, 0 i

olarak bulunur.
3

QOmatrisinin W ',wz,w3 elamanlarina E- Oklid uzaylndakl

{El,Ez,E}} gati alani igin bag formlari adi verilir.

TEOREM IT.4.4.

E3 0klid uzaylnda{e > } dogal ¢ati alani ve {E o B E3} de
diger bir ortonormal c;atl alani olsun. Bu tal'dlrde Aé 0(3) ve
£2 da { E:L’EZ’E3§ sistemi i¢in bag formlaranin matrisi olmak
uzere . ,

veya Q-— [w ] ve A = talJ] (i,ij = 1,2,3),cinsinden



Wij’

. geklindedair [14] .

1 7 | 16

dasy By

II,5. GIZGILER UZAYINDA HAREKETLER

B> Gklid uzayindaki l-perametreli hareketlerde B> in dogrulari

gle yiuizeyler teorisi igin onemlidir. DoZrular B> in lineer nokta
mleleridir. Bu ylizden B> Bklid uzayini yalnizca dogrulardan meyda-—
gelmis bir uZay olarak dliglinecek ve bunu belirtmekwigin de ¢izgi-
r uzayi adinl vereceZiz.
Uzayda hareketin gozlenebilmesi igin bir referans noktasina
tiyag vardir. Bu nokbtanin sabit veya ayni noktada.bulunan gdzleyi-
ye gbre sabit oldugu farzedilir. Bu noktayi OE-E3 ile gbsterelim

hareketi inceleyebilmek igin ortonormal bir

(B0, Feoy, Ty ={o: 3,9

stemini tesbit edelim. Ayrica bu uzayda bitin noktalarin sabit
1dig1 yani hereket etmedigi farzedilerek bu halde E3 uzayina sa-

t gizgiler uzayl denir ve H' ile gﬁsterilir. Yani

- w= s {Z0) ,Z0), T} . (11.5.1)

Dlger taraftan "O" toktasina gére hareketli bir P noktasimi
bu noktaya s1k1 bir §ek11de bagli olan ortonormal bir
(P), E (P), E (P)} eistemini dugunélm o Yani
| = SpiEl(P), EZ(P), E3(P)} (11.5.2)
3un. : ,

Qizgiler uzayinda artik noktalarin hereketi yorine dogrularin

*eketi alinabilir. Bu sgbeple uzayin en basit elemani olarak yonlii
rulari alairiz. Hareketli bir P noktasinin _0-5 yervektdrii ve bu

taya yerlestirilen bir ?birim vektorii ile belirlenen doZrunun
ametrik denklemi
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F=F+nD | (11.5.3)
seklindedir. P noktasinin dogru #zerinde keyfi bir nokta olmasi igin,
A vektdrel garpim gtstermek lizere,

2* . 2AE = FAE  (II.5.4)
vektorel momentini kullanarak doZruyu (g,g.fj ¢ifti ile belirleyebi-

liriz. 'é’_ve 2% vektdrlerinin bilegenlerine normlanmig Pliicker dogru

keoordinatlari denir.

Cizgiler uzayinda hereketleri li¢ gruba ayirabiliriz :

1) (&, 2 ) dogrusunun H' sabit uzayina gére hareketi,
; ii) (‘é?: 4-&;5) dogrusunun H hareketli uz‘aylna gore hareketi,
' iii) H hareketli uzayinin H' sabit uzayina gore hareketi.

H nan H' uzayina gore l-parametreli hareketine kisaca uzay
- hareketi diyerek H/H' ile gésterecegiz. |

- H/HY hareketini O noktasi etrafinda bir donme ve 0 noktasina
gére bir “teleme olmak iizere iki kisma ayirmak miimkiindiir.

Eger sabit ve hargketli gizgiler uzayinda ii{i bkiid koordinat

r'sis"bemi‘, sirasi- ile, {x{,r x! xé} ve{xl,xz,x3} ise

2

p ' ; - “

_ xll X
<)

x'= { %2} , x= | %2 | (I1.5.5)
'. '
| L *3) | *3) | |
olmak izere (II.2.1) den dolayi H/H' uzay hereketini matris formunda
Y& [ A c [ x
i 1l {o 1 l 1 ‘

geklinde gbsterebiliriz. Burada AEO0(3), CER 3 ~ geklindedir.

TANIM IX.5.1.

H/H' uzay hareketinin,
A Ct

)

i e
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matrisinde dénmeye karsilik gelen A£€0(3) ve Stelemeye kar-

g1lik gelen CfIRf matrisleri, '
A= A(t)q (I1.5.6) ... .
c = c(t) - (I1.5.7)

olacek gekilde birtek reel t parametresinin diferensiyelle-
nebilir fonksiyonlari iseler H/H' uzay hareketine bir paramet-
reli uzay harekefi denir.

BANIM Ii.5.2. |
H/H' uzay hareketini belirleyen A€ 0(3) ve Cé]Rf matrisleri
YtER igin, |

Alt)+ 2TT) = A (%), (II.5.8)

c(t+277) = ¢ (%) - (I1.5.9)
olacakygekilde peryodik iseler H/H' uzay hareketine kapali,

aksi halde agik hareket adi ~veri3.ir.

Kapall' bir H/H' uzay hareketinde hareketli uzayda"tesbi'b edilen
Dbir noﬁ%anln H ve H' deki yoriingeleri, sabit ve hareketli pol efri-
léri, birer kapali egridirlér [ lOJ/.

H/H' hareketinin deZigimini incelemek igin difeiensiyel alirsak
(I1.4.3) den dolaya '

| ' E = Ae, A €0(3),

oldugundan -

; v dE = dAe
elde edilir. Ayrica
‘ : e = ATE
olacagindan
adrE = dAATE

bulunur. Baz formlarinin §l= dAAT matrisi kullanilarak

ag ={E | (II.5.10)

vazilabilir.
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Simdi de hareketli uzayda bir (a, 2§ ) dogrusunu diginelinm.
F birim dozrultman vektdrini VPEH icin,

- - "‘_*1
- a B
1 1
E (II.5.11)
a=12a,l, B= E2 ¢
N Ef
E it 3- e 3»
- olmak izere

seklinde yazalim., Dogrunun hareketinin degigimi igin diferensiyel

alirsak,
d-’ daTE + aT dE .
ayrica (II, 5 10) dan dolayl,

a7 = aalE 4 oF dE,
= (aa +a) Ty (II.5.13)
elde edilir. (3,2°) dogrusu H hareketli uzayinda sabit bir dogru
ise. , | ‘
da = O (II.5014)
olacagindan , :
-3 T '

~ bulunur. Eger {1 matrisinin (1I1.4.8) deki ifadesinden bir W vektorint

W= (wl,wz',w3) . {II.5.16)

geklinde alacak olursak (II.5.15) ifadesi
dT = WANE (I1.5.17)°
| gekllnde yazilabilir, Burada/\\ektorel garplmdlr. leerens:r.yel

geometrideki Darboux ddnme vektdrinin rélini oynayan fv?mktorune

H/H' hareketinin ani Pfaff vektori den_ir.

TANIM II. 5 3. (STEINER VEKTORU)
X: I ----)E3 bir kapali epri olsun. Bir ortonormal
s
{E ,E2,E } gatl alanl efriye siki bir sekilde bagli ve ayrica
VtéI igin O(,(t) noktas:.ndakl hareketli g:lzgller uzayi
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-5 =3 =37
S )
olsun. H/H' uzay hareketindeki ;V)Pfaff vektoriniin Legrisi

boyunca. egrisel integraliyle belirtilen
§ w o (1I.5.18)

vektorune H/H' hareketinin Steiner vektoru denir.
- DANIM II.5.4.

X I—~—=>E
egriye siki bir gekilde bagll olarak hereket eden bir ortonor-

3

diferensiyellenebilir kapali bir eZri ve bu

 mal {E ,EZ,E3} sistemi H hareketli uzayl olarak segilsin.
,?hareketll uzay:x.n yer vektorii olmak tzere a¥ GT (CQr (%))
‘ oldugundan

X = q“lEl + GE, +0’3E3  (11.5.19)
.seklinde tek tiirlil olarak 1fade edlleblllr.megrlsl boyunca
edrisel mtegral ile belirtilen

ﬁdx - (11.5.20)

vektorine H/H' hareketinin Steiner dteleme vektoril denir.,

H hareketli uzayini gostermek iizere bir {:I ——-—-}E3 egrisini

glzen blr CX(S) noktasina siki bir gekilde bagli olarak hareket
eden {T N B}q( ) Frenet ¢ati alanini alalim. O zaman E3 deki hareke‘b-—

;l:L ¢izgiler uzayi olan H y1i

e oy S 4
seklinde duguneblllrlz. ,
(X I «---)E egrisinin s yay parametresine gore {T,N,B o(s)

~ sisteminin degigimi (II.4.8) dekif matrisini bu hal igin tegkil

- ederek .
&ifo k 0 &
> {
jant -kl 0 k2 dsi{ N (IX.5.21)
> } -
aBl Lo -k, 0 | B |
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geklinde yazabiliriz. Burada kl ve k2,. sirasi ile,\ ({ egrisinin eg-

rilik ve burulmasidir.
II.6. REGLE YUZEYLER

Bir M CE yuzeyi verilsin. VP € M noktasinda E3 Un tamamen
M de kalan bir dogrusu varsa M ye bir regle ylizey ve VPe M
noktasindan ge¢en ve M de kalan bu dogruya da regle yizeyin
dogrultmani denir.

; Regle yizeylerin parametrik denklemini elde etmek ig¢in dog-
“rultmanlari kesen ve ylizey iizerinde bulunan diferensiyellenebilir
bir
r § I E3
' -
egrisi segilir ve regle ylzeyin dayanak egrisi adi ile bilinir,
M regle ylizeyinin r dayanak egr'ls:mln r(t) noktasindaki dofZrultmani

- izerinde degisen bir nokta

-——-—j}(v)* v (t) + v (t)  (II.6.1)
gseklindedir. Burada '

~ a(t) "'(a (t)s a (t)s a (t) )
b1r1m dogrultman vektorini gostermektedlr. Boylece regle ylzey

\P: Ix IR-—-——»E3

déniigimii ile belirtilmis olur.

TANIM TI.6.2.

w: Ix E%—-}E3

(t, v)~—-—-——-)l?(t v) = r('b) + va (t) (I11.6.2)
regle yluzeyi Yt& I igin

Gt + 2T, V) = B(s,v)

olacak gekilde peryodik ise regle ylizeye kapalidir denir,



22

Kapali regle 'yiizeylerin dayanak egrileri ve anadogrularinin’
Kiiresel gdstergeleri kapali egrilerdir [157. |
TANIM II.6 _._2 .
Bir \P (t,v) regle yizeyinin anadefrularinin her birini dik
olarak kesen eZriye regle ylzeyin ortogonal ydmiingesi denir.
TANIiE II.6 ‘i .
Bir Y (t,v) regle yizeyinde komgu iki dojrultmanin ortak dik-
‘ mesinin dogruitﬁanlar iizerindeki ayaklarina boZaz (merkez ve-
ya striksiyon) noktasi adi verilir.
~PANIM II.6.5. \ |
Bir Qf(t,v) regle ylzeyinin dayanak egisi boyunca H/H!' hare-
57 ketinde bojgaz noktalarinin geometrik yerine regle yluzeyin
bogaz (striksiyon) ¢izgisi (eZrisi) ada verilir.

Bir W(s,v) regle ylizeyinin merkez noktasinin * yer vektori
dayanak egrisinin ‘I?(S) yer vektdrii, 'é?( s) dojrultman vektorii ve daya-

nak efrisine olan U 'uzaklijl cinsinden

? (s,3) = 2(s) + T As) (II.6.3)
seklinde ifade_ edilebilir. U parametresi regle yuzeyin dayanak eg-
risinin yer vektori ve doZrultman cinsinden bulunabilir. Regle yii-
zeyin ilk ikisi, a(s) ve 2(s) + dg(s) olan komsu ii¢ anadogrusu

verilsin (Sekil II.6.1). : i
\ 1 -

11T ‘ .
IT : _ -
i fe - . ey
I , g : Q 3 +ar'ds
: -
() .

P
Sekil IT.6.1.
P,P' ve Q,Q' komgu anadofrularin ortak dikmelérinin anadoz-
rular Uzerindeki ayaklari olsunlar. Ilk iki komsu anadogrunun
ortak dikmesi -

B -‘g(s)»/\ (:a?(s») + 3 (s) as ) = ?'(s)/’\.-e-ii7 (s) ds (Ii.6.4)
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bag;ntlslndan dolayx a/\23 vektorine paraleldir. lelt halinde
PQ vektoru Eg' ile gakigacak ve boZaz ¢izgisinin tegeti olacaktar.
Dolayls;yle

& R =0, (Ritas, WY=0  (I1.6.5)
olacagindan _

(aePO)*O | (II.6.6)
5ielde edilir. Ayrica (II.6.3) den dayanak egrisinin s yay paramet~

resine gore tirevi alinirsa ve (II.6.6) dan dolayi,

- ,
a &
‘a’% 9 ?‘75): 0, (111607)
@& P, odp g oady_,
{3 T+ qaat+V 3G ’

2, s T N2I® <o,
2D |
T — éi,g.?
Ha"[ (I1.6.8)
bulunur., Bdylece striksiyon egrlslnln yervektdri igin (II.6. 3) den

-
r (s) = I«’(s) - <---:;8_--"2?-—) "’( ) (IT1.6.9)

, : at

L -p .
elde edilir, EZer{[a'[f= 0 ise regle yizey striksiyon egrisine sahip
~degildir. Bu hal reglé yuzeyin siliadir olmasini karakterize eder.
FRegle yizeyler i¢in striksiyon egrisi dayanak efrisi olarak alinabi-

lir. Bunun icin (II.6.8) formiilinde

a =0, (a' T}—- 0o (II.6.10)

~alinmasi yeterlidir.
TANIM I1.6.6.

Bir qg(s v) regle ylizeyinin ana dOgrularl boyunoa teget diiz~

lemieri aynl kaliyorsa regle ylizeye a¢irlabilirdir denir.
TANIM II.6.7. (DASIIMA PARAMETRESI) : |

Regle yuzeyin komgu iki anadogrusu ar391ndaki-en kisa uzaklig;n

+ epnadogrular ara81ndak1 agiya oranina regle yuzeyin dagilma pa—

rametresi (drall) denlr.
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Anadogrularinin birim dogrultman vektori & olan bir regle
yizeyin dralini P ‘ile gBsterelim. Komgu anadogrularin ortak dik--
mesi dogrultusundakl bir vektsr (II.6.4) den dolayi a/\eﬂ oldugun—
dan bu dogrultudaki birim vektor

-y
2N
l-u*—.-

TE

dir.

o

Sekil IT.6.2.

~ .
Dayanak efrisinin Esisu iki noktasi 2(s) ve Z(s) + ar (s)
oldugundan bu noktalardaki anadogrular arasindaki én kisa uzaklik

>,
dr vektorinin %25%2{ vektori Uzerindeki izduglimudir, Boylece

k =<d?’ ?} %\ :Zl > ’
k =

en kisa uzakligl

~

det {47, &3]

20

olarak buluruz. EZer anadogrularin kiresel gostergelerini gtz dnune

(I1.6.11)

‘alirsak bu gostergenln yay elementi olan,

-3
- "_QE_‘ ds (I1.6.12)
komgu iki anadogru arasindaki ag¢i olarak alinabilir, Boylece regle
‘Juzeyin drali icin
k

P-_—:w

a ~d§f 4

e e Ak
det dr, a, a 'J

P_= Tks :}) 2 |) as, (11.6.13)
dr - >
&etgés 2a

P = ;g:l;éﬁﬂl (I1.6.14)

bulunur. Regle ylzeyler ig¢in dral koordinat defigimlerine gore
en basit diferensiyel invaryanttir [16,Sayfa 250] .
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‘TEOREM II.6.1.
Bir Ig(s,v) regle ylizeyinin agllabilir olmasi icgin gerek ve
yefer gart dagilma parametresinin sifir olmasidar,
ISPAT 3 -
1) =
Regle yuzeyin agilabilir olmasi igin anadofrular boyunca teget

dlizlemin, dolayls'iyle ylizey normallerinin ayni kalmasi gerekir.

Regle ylzeyin

> o .
P(s,v) = T(s) + V& (8)
denkleminden s ve v parametrelerine gore kismi tirev alinirsa
— t
‘?s - Tl*+ var
2 (s)

: elde edilir. Buradanv
7 N2
xps/\\Pv

ve ayrica ylizey normali

(11.6.15) -

oldugundan ? nin degigmemesi ig¢in v parametresinden bagimsiz olmasi
—

gerekir. Bu sebeple (II.6.16) deki T/\g ve ?,/\,“g vektorleri

lineer bagimli olmalidair. Bdylece '

T A a) VAN (a'/\“?a) =‘3,

1 -> - -
a(det[T at,2]) - T (det [g,a-,‘af}) = 0,
> > - ‘
: a(dc‘bCT, at,a ]) = 0, (II.6.16)
: > = A
~ - _* o
det [T, at, 23 =0, detL%"‘S—i , 7, %2]: 0
veya '

P =0 -

elde edilir.



26

Persine hareket edilerek P, = 0 ise regle yizey normallerinin

ayni kalacaz dolayisiyle regle yuzeyin acilabilir oldugu gorilir.

Agilabilir regle ylizeyler igin dralin sifir olmasi (II.6.11)
deki komsu anadogrular arasindaki en kisa k uzaklizinin sifir olma-
sinil yani bu_anadogrularln kesigmesini gerektirir.

/

II.7. REGLE YUZEYLERIN INTEGRAL INVARYANTLARI
' H/H"kapall uzay hareketinde H uzayinda tesbit edilen her
doZru bir regle ylzey ¢izer. Bir '
B §5(s V) = r(s) + va(s)

*regle yiuzeyinin anadonrularlnln dik yoringeleri ig¢in
<:a, d\ﬁ)- 0, |
T a4 avd 4 v ‘> 0,
(2, dr>+ dv 2“ 220,
-av ={ 2, a¥) ) (II.7.1)
bulunur. Bu formilin regle ylizeyin dayanak egrisi !eyunca egrisel

-2
L, = Poy <d’? :) = "95 (r) & (11.7.2)

a : I—> 1R
§ek11nde tanlmlanmls olan L fonksiyonuna regle ylzeyin agilim

integrali alinirsa

elde ediiir. Burada

wzunlugu (adimi) denir.

Agilim uzunlugu regle yuzeylerln bir 1ntegral 1nvaryant1d1r
[6:7. Eger- kapall regle yvizeyin ortogonal yoringelerinin bir tam
devri g6z onine alinirsa adim hi¢bir zaman regle ylzeyin striksiyon
egrisinin wzunlugunu agamaz [15] . Fakat egitlik hali mimkimdir.
Eger regle ylizeyi kapall ve agilabilir farzeder, daysnak cgrisini
\ de striksijon égrisi(olarak alirsak, s- striksiyon egrisinin

uzunlugu olmak lzere, '
(I1.7.3)
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elde edilir [151 . Diger taraftan bu 6zellik regle ylizeyin agilabi-
lir olmasy. igin bir karakterizasyondur [15] . Agilabilir kapali reg-
le yuzeyin ag¢ilim uzunlugu sifir ise striksiyon efrisi bir nokta ve do-

1aylsiyle\regle yuzey bir koni olur.

TANIM ITI.7.1. (AQILIM AGISI)
Anadogrusunun birim doZrultman vektodri 2 olan bir @( , V) regle
‘yizeyinin anadogrularina dik bir dofrultunun bir peryot‘sonra )
ilk konumu ile yapbtigi aciya regle yiizeyiﬁ agilim agisi denir ve

7\a ile gosterilir. -

W (s,v) regle yizeyinin gdogrultman vektorini
7 = (e) (II.7.4)
geklinde bir ortonormal ug ayakllnln ilk bllesenl olarak alalim.
Dogrultmana dik o},an vektori '32 birim vektoru olarak alairsak
> - o '
a3 = CAES

"geklinde 5:) ‘8?2, gﬁbrtonormal sistemini tesbit etmig oluruz. Boy-

lece regle vizevin davanek efrisi bovunca hareket eden H harcketli

H = 'S"-’{.g:t.j9 32’ 33} l r(s)

olarak alabiliriz. Bir tam dénmeden sonra dogrultmanin ilk ve son

uzavini

konumlari ayni olacagrndan al ve '3’1 ile gtsterilen bu konumlar ig¢in
2 v
a = &8
i R §

elde edilir. Ayni gekilde ¢ ayaklinin diger vektdrlerinin ilk ve son

konumlarini, sirasi ile, 52, a,

ve 32, 2 ile gosterelim, Bdylece

> 3
sabit sistemi

[ o “) - » :

ir (s ),. By By a?j ‘e hareketli s:.steml de
tr (s), a y ?2, a deklmde alalim. Ikineci ve liclincll eksenlerin

ilk ve son konumlarl aras:.ndakl agr 6 ise bu takdirde
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g
8o
> &,
T2
Sekil II.7.1
» 2 pg
a,. = a, cos6 - a sin®
23 = &, sino + a3 cos@, 8 = 6 (s) (I1.7.5)
ya21lab111r. H/H' hareketlnln degigimi 191n dlferen81yel alinirsa,
-l
da2 = da2 cos® - da3 sin@ + ( ~a2 5ing —a3cosO) ae,
- B 4 ~» - -
da3 = daz’sinO + da3 coso + (a cose ~a3 5in0)ae(II.7. 6)
elde edilir. 5’ ve ay s Bt sistemde olduklarlndan
= = ‘
bulunur. Dolaylsiyle, ' -
> 2>
‘dgé = (—a2 sing - ay cos® ) 4o,
‘;. -> g , .
da3 = { azcosO - aBSinQ) de
| olacagindan (II.7.5) den dolayi
: > >
a2, = - 85 46, (11.7.8)
i = = a0
3 2
olur. Buradan d6 g¢oziiliirse,
-40 = (daz, 2 ) = - d_z, "’2 (I1.7.9)

elde edilir. Eger (II.7.9) un, (s,v) regle yuzeyinin dayanak egrisi
boyunca integralini alirsak &¢ilim agisinin 2;3 degeri '

Ay = -_ﬁ@) ae - | (I1.7.10)
veya |

Ay = 56(1.) <da‘29 3} -55 day az)v (II.7.11)

olarak bulunur. :
| > > 2

Ayrica {r(s) &y 85, a3} sisteminin degigimi ig¢in (II.4.8)
deki SL matrisi kullanilarak
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=] [ o wg -w, - ‘a’l .
a2 |- v, 0 W, | 2, (II.7.12)
.dgi I w2 —w3 | 0 , "33_
gseklinde yazilabileceginden
<daz' a3)“ - —’3'6. =" (11.7.13)

ve agilim agisi igin

A =éwl (11.7.14)‘

elde edilir, Difer taraftan H/H' hareketinin (II.5.18) de tanimlenan

B Steiner vekitori icgin
-> ) ->
=Q§S(r) (Wial +.Wég; * 3%
ve dolayisiyle

<E§2§i> <§> a/ , : ( )
> §w | I1,7.15

elde edilir. (II 7.14) ve (II.7.15) formiillerinden regle yiizeyin

L

agilim ag¢isi ig¢in

Aa

ifadesi bulunur. Ayrica H/H' hareketinin (IT.5.20) deki Steiner

X3 2 ) (1I.7.16)

oteleme vektori

rullanilerek (II.7.2) deki agilim uzunlugu igin
LV, 2D (11.7.18)

elde edilir. Bdylece gu teoremi verebiliriz :

TEOREM II.7.1l.
Anadogrusunun birim dogrulitman vektsri & olan bir kapali regle
yizeyin L agilim uzunlugu ve A raglllm agisi, sirasi ile,
H/H! uzay hareketlnln Steiner oteleme vektoru.‘??ve Stelner

vektoru D uzer1ndek1 dik 1zdusumler1ne eglttlr, yani
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~ Ag¢ilam 59151 da regle ylizeyler ig¢in agilim uzunlugu gibi
bir integral invaryemtidir § .
Diger taféftan regle ylizeyin dayanak egrisi boyunca H/H!'
hareketlnde H hareketli Uzayini (II.5.21) deki gibi

Sp{fT B}» (g) Olarak segelim. Bu halde hareketin Steiner
vektorii ig¢in

Ji;( ) Tk B) as (II.7.19)

bulunur, burada T ve B, 31ra31 ile, dayanak egrisinin birim teget

vektdr alani ve binormal vektbr'alanldlr. k ile k2 de dayanak

egrisinin egrilik fonk91y0uLar1d1r.
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REGLE * YUZEYLERIN INVARYANTLARL
III.1. AGTLIM ACISI, ACILIM UZUNLUZU VE DA@IIMA PARAMETREST
UZERINE
1-5 (s,v) ile g’dsterdigimiz kapall regle ylizeyin dayanak egri-
sinin yay parametresi s, dogrultman vektsri & olsun., r @ I-E>
dayanak egrisi boyunca tanimlanan H/H' hareketinin Steiner vektdrii

: (II..7.19) da oldugu gibi

'T"fkds+'§95kds | (II1.1.1)
,dlr. Buradakl integral dayanak efrisi boyunca ejfrisel mtegraldlr.
-3 =P =)

Dayanek egrisinin T,N,B Frenet vektorlerinin hareket sirasinda ¢iz~-I -

d1kler1 regle yluzeylerin agilim agilari, sirasi ile, (I1.7.16) ge-

regince
, - 2
Aq ={D,T ), ,
Ap =4 k,ds; (II1.1.2)
3
Ay ={D.N ), ,
- O H (III.l.B)
AN T )
Ap = D,B 2,
Ap = klds (III.1.4)
dir. Ayni sekilde agilim uzunluklari da, sirasi ile,
- >
Ly =(@ ar , T),
. I'T =(¢7_i‘.ds, T,
Ly = ﬁdsf ; (I11.1.5)
e
Iy =($eF, 1),
Iy=0 3 (III.1.6)
Iy = 0

dir. (III 1.2) ve (III 1.4) formiillerinden dolay:r hareketin Steiner
vektoriniin (III.1. l) deki ifadesi 19111

2 T +7\ ;; (II1.1.7)

bulunur. Boylece su sonucu Vereblllrlz.



32

TEOREM III.1l.1.
Kapali bir regle ylizeyin dayanak egrisi boyunca {"}.",1-\?,;} Frenet
ii¢ ayaklisinin hareketinde, hareketin Steiner vektorinin bile-
senleri bu ii¢ ayaklinin ayaklarinin temsil 'ettikleri dogrularin

gizdikleri regle yuzeylerin agilim agilarandan ibarettir.

§1md1 de{ 3 N B} sistemine siki bir gekilde bagll olarak hareket
eden b:.r ¥ dogrusunun g¢izmig oldugu regle ylzeyi dilistnelim. 3 vek-

torii  bu sisteme gbre tek turlil olarak

2 > 3 > 2 2 2
a=aT+a2N+a3B al+a2+a3=l (117.1.8)
§ek11nde ifade edilebilir, Bu durumda al, 1<£i<3, bllesenlerl
H da sabittirler. 3 dogrusunun ¢izdigi regle yizeyin agilim agisini

hesaplayallm. (II.7.16) ve (III.1.7) den dolay: Aa agilim agisi

'\ =<3, 2),
= -s
(?‘ T+7§3B, 8, +a2 +aB)
7‘ =Ap 2, +Age 3 - - (I11.1.9)
Buradan su teoremler:. verebiliriz :

TEOREM III.l.2. | | |
Bir »r : I"“"“‘*’_E3 kapali egrisi boyunca tanimlanan bir H/H'
uzay hareketinde H uzayindaki sabit bir dogrunun H' de ¢izmis
ollduguvxjegl_e yuzeyin agilim agisi segilen dogrunun asli normal
dogrultusundaki bilegeninden bagimsizdir.

 TEOREM IIT.1.3.

Blrr 2 T |

3 kapall efrisi boyunea tanimlanan bir H/H!

"‘hareketlnde H daki sabit bir aadOgrusunun H! de ¢izdigi reg~
le ylzeyin acgilim agisi ile harekete katilan T B Frenet vek-
torleri ile belli olan dogrularain H' de ¢izdigi regle ylzey-

lerin agilim agilari arasinda
7\’a = ala.T * a33B

‘lineer bagntisi vardir.
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. > . s . . :
Aymi gekilde a dogrusunun ¢izdiZi regle ylzeyin La agilim
uzunlugu icin ise (IT.7.2) den -

=(§d? 2}
L, 7§Qm ds, a_ T + a N + a B),

L Za gg as (IIT.1.10)
a 1 , - .
ve ayrica (III.1.5) formiliinden dolayi
La = alLT (I11.1.11)

elde edileceginden gu teorem verilebilir :
TEOREM III.l.4. /
3

Birr : T —3E
ketinde H daki sabit bir 2 dogrusunun H' de ¢izdigi regle

-5
yizeyin agilim uzunlugu hareketi belirleyen r(s) egrisinin

kapall eprisi boyunce tanimlanan H/H' hare-

- ‘ -5
T tegetinin ¢izdigi regle ylizeyin ag¢ilim uzunlugu ile a dog-

rusunun teget yonindeki bileseninin garplmldlr.-

N Diger taraftan.{T N B}‘SlStGMlne bagli olarak hareket eden,
a-dogrusunun ledlgl regle yuzeyln agilabilir olmasi igin drali,
dolayisiyle (II.6.14) den d&et [ ,'7, g }1fad981 sifir olmalidar.
(I1T. 1. 18) ifadesinden dolay: tureV'hesaplanlrsa, = dogrusu H hareket-

1i sisteminde sabit oldugundan,

a3 kT (kT 4+ kB L
= = akN+a, (kT +k, ) + a (— gh),

2,

gé?~}~a,k:§? | (a k ay k, ) N k B

qs T TR T AR T + 8%
bulunur. Boylece

- -3
ds
,—-’ .
dr , = - ->
o8 = a,B - a3N | (111.1.12)

olduzundan
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> -,
¥ -> da - -3 ds
det[a-s-,- a,--g] ==<a2]3—a3 » ds/
- -, ' :
~dr - da 2
det -LEE g "g} = aj k, - a, (ak - ajky)=0, (ITT.1.13)
2 2
(a2 + ag ) k2 ala3kl =0,
a2 a ”
k 2 t 93 | 4
L}. = meee— (I11.1.14)
2 a.la3 :
ve ayrlca a + a, + a% 1 oldugundan
K, 1- 'af |
2 13
Ayrieca (III.1.9) ve (III.1.11l) den a Ve a, ¢bziilecek olursa
. I -
8 = e—— (II1.1.16)
 § L
T
La
‘Aa = waT + 8'3;‘B,
L
T
L, - I_A
ay = ZaLT a1 (III.1.17)
7 Ap
elde edilir. al vé a3 iin bu degerleriv(III.l.15)~de yerine yazilacak
olursa ' o
| k(I -I2)A |
- : - (I11.1.18)
k - .
2 (A, Ip-L, Ag) I,

—b—)-—%
bulunur. Diger taraften & dogruSu.{T N B} sisteminde sabit bir

dogru oldugundan, bu sisteme gbre bilegsenleri olan 8y 85y @ de

3
sabit olacak ve dolayisiyle (III.1.15) den
ky
f = ‘= sabit
k)

elde edilir. Boylece gu teoremiI verebiliriz :

TEOREM III.l.5.
| (2
Hareketli H = Sp{‘T ,Bf uzayinin sabit H' uzayina gbre ka—

-pali ve bir parametrell H/H' hareketinde H daki sabit bir Y
' dogrusunun H' de ¢izdifi regle yuzeyin agilebilir olmasi igin
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gerek ve yeter gart bu regle yuzeyin dayanak egrisinin, harmc-

- nik egriligi 2 2
| I (Ip - I )
.91— 1_::
I (A L -LA)L
“Ya P a ‘T a

olacak gekilde bir egilim gizgisi olmasidar,

Bir r¢ I ——> E3 efrisi. boyunca alinan H/H' kapali uzay hareke—
tinde H ya geren{’i" ,I\T’,%} Frenet lg¢ ayaklisinin ‘ayaklarlna kargalak -
gelen dogrularin H!' de giz.m'ig' olduklari regle ylizeylerin drallerini
hesap edelim, ' )

‘ﬂ?tegetine' karsilik gelen doZrunun H' de ¢izmig oldufu regle
yizeyin PT Areli

det [ds 9 ' ds
Pp = ‘ = ,  (IIT.1.19)
el |
'dst
—y
- => 4T i
det‘LT’ T, “5-)
Pp = - 2 . !
5=
S .
Pp =0 (III.1.20)

- :
dir. N asli normaline kargailik gelen dogrunun H' de ¢izdigi regle

ylizeyin P drali

N - -
dr =2 4Ny
| det [?1"5 il
Py = = 4
AN |
sl
-
. det [EF,N, -~k - T+ k,B]
P = .
TN . - 2 ?
)Hkl'l‘ + kB[]
. Bk T+ k;%))
N = 22 ]
1 2
P = 2  (TII.1.21)
NT T 22" L.l
. + k
1 2
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B binormaline kargilik gelen dogrunun H' de ¢izdigi regle yti-

zeyin PB drali / - - v -

=2, &)
det tds !’ '’ ds i
,PB = » .—’ 2 j 9
l|5=!]
ds
S 4
P, = Y
l‘”ng‘i*
- 2
{x, —kZN)
PB - k2 ?
2
. k2.
B~ k2 !
2
l, ; ;\\.
PB =" .‘-]5_{‘;‘ . ) (III:122) ’
‘ayrica (ITI.l.21) in pay ve paydasi kg ile boliniirse
1 . .
v kl
By = ik .
(5 +1
2

‘olur. Diger taraftan (IIT1.1.22) den dolayi

(w-ff-#) = . | (II1.1.23)
elde edilir. Bbylece gu teoremi verebiliriz

TEOREM TII.l.6.
Bir r ¢ T E

uzay hareketinde (r) ezrisinin harmonik egrilizi ile harekete

3 kapall ezrisi boyunca tanimlanan bir H/H!

igtirak eden asli normal ve binormal dofrularinin H' de ¢iz-
f, ; ~dikleri regle ylizeylerin dralleri arasinda
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kl 2 PB
(=)= —5—-1
2 N
bagintisi vardair.
Ayrica kl : EB ‘
7= = sabit ise === = sabit olacafZindan H/H' hare-
2 v P
3

etinde esas alinan r ¢ I~ E

P Py
it elde edilir. Tersine B cL s
T = sabit ise
N

kl 2
(T) = sabit,-
2

= sabit

NH‘ !HF."

lacagindan (r) egfrisi bir egilim ¢izgisi olur. Bdylece gu teoremi
spatlamg olduk : ‘

Bir r I”"""‘*E3 kapalil egrisi boyunca tanimlanan kapali bir
H/H' hareketinde (r) egrisinin bir ezilim c¢izgisi olabilmesi
igin gerek ve yeter sart H/H' hareketine igtirak eden asli

normal ve binormal doZrularinin H' de ¢izdikleri regle ylzey-
lerin dralleri orani ig¢in '

Ko — sabit
olmasidar.

Diger taraftan»(III.l.lB) formilinde iki tarafin karesi ali-
.rsa

2 2 24 2
ko, (LT - Ly ), A B
(=g )" = ——2 (III,1.24)

2 (A, LD, Ap)” o

tas o wams s s s B :
egrisi egZilim ¢izgisi ise =~ws= = sSg~
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. K :
(III.l,23)'den.('§£) gbzitlerek (III.1l.24) fornmiilinde yerine yazilir-
sa 2 |
2 2,2_2
Py (Tp - L))" B | ,
—-1= +1 (IIT.1.25)
N (7\aLT-La7\T) L2

elde edilir. Boylece teorem (IIT.1.5) e benzer gekilde gu teoremi

verebiliriz:

Bir r : I;_—_-9E3 kapall eZrisi boyunca tanimlanan H/H' kapali
hareketinde H deki sabit bir 3Ldogrusunun H' de ¢izdigi regle
yuzeyin ag¢ilabilir olmasi igin gefek ve yeter gart H/H;_hareke—
tine katilan g?ﬁ'dogmllarlnln H!' de ¢izdikleri regle ylizey-

lerin aglllm agilari ile drallerl arasinda

Ehﬂ ( 2 L );ﬁB '
P, +1
N T A,)

baglntlslnln var olma51d1r.

TII.2. 0OZEL HALLER

>3 :
{T,N,B Frenet ¢ ayaklisina kati *ir gekilde bagli olarak

hareket eden bir

| -
At T

a=a T+a N + a B j}a.” =1

dogrusu ig¢in gimdi de 6ze1 halleri inceliyelim
<+
- Eger a dojrusu normal diizlemde (sekil III.2.1) ise _ai=0
" .
olacaglndan (ITI.1.13) den dolaya . B (r)'

(a + a ) =0 rektiften: |

. normal
diizlem diizlem
elde edilir. Buradan ya -
N
‘ a2 + a3 =0 oskiilator
yva da 3 |
k2 =0 Sekil IIT.2.1.

olmalidir.
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Punlardan birinéi hal mumkin dezildir. Ikinci halde dayanak egrisi-
nin oskiilatér duzlewmde kalacafi, yani dlizlemsel bir efri olacafi,

biliniyor. Boylece su sonucu elde ederiz s -
SONUG III.2.1.

Bir r I;——-—,E3 kapalyl egrisi boyunca tanimlanan bir H/H!
'kapa11 uzay hareketinde H nin normal diizlemindeki sabitﬂbir
dogrunun H' de glzdlgl regle yuzeyin agilabilir olmasi igin
gerek ve yeter gart (r) efrisidin bir duzlemsel egri olmasi-

dir.

Oskﬁlatﬁr diizlemdeki bir dogru igin a. = 0 oldufundan yine

(IIT.1.13) den dolayi

3

k ag =0 (III.2.1)

= 0 veya k.= 0 olmalidir. a, = 0 olmasi;

olur. Bu hal igin ya a 5 5

a =1 ve dolayisiyle

olmasini gerektirir. k, = Ofolma31 ise, dayanak efrisinin dlizlem-

2
‘sel bir egri olmasi demektir.
Bger dogru rektifian diizlemde ise a

(III.1.14) den dolaya

5 = 0 olacagindan

o T (III.2.2)
k2 T ooa '

bulunur. Ayrlca a, ve a in (ITI.1.16) ve (IIT.1.17) deki deZer-

3
leri yerine yazilairsa

k - Ag N i’aa'l‘

i _ (III.2.3)
| k, L 3\B
seklinde (III 1.18) in bir bzel ha11 elde edlllr. Yine (III.1.23)
k
den -E5~ gozlilerek (III.2.3) de yerine yazilirsa -
2 .
P A L~ LA
B_1. e’ alne,

PN LazB
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Py ) Q‘a Ly - La'7\T )2

N LD A

seklinde rektifian dizlemdeki bir doZrunun ¢izdigi regle yﬁzeyih

+ 1 (I11.2.4)

acgilabilir olmasi ig¢in invaryantlar arasinda bir bagnti bulunmug
olur. |

Bir r.: I--—--—;E3 kapall egrisi boyunca tanimlanan bir H/H!

“kapali hareketinde H da sabit olan bir'3 dogrusunun H' de gizdigi'
" regle ylzeyin agilabilir olmasi icin (IIT.1.13) formiilinden dolayi

’ 2
--ala3kl + ( 1---al ) k2 = Q ,

—al(alkz +Aa3kl) + k, =0, (111.2.5)

2 2
a = kz
1 a1k2 + a3k:L
- olmalidir. Eger,
a1k2+'a3k1 = ¢ (sabit) (I11.2,6)

bagintisy sazlaniyorsa (yani (r) egrisi bir Bertrand egri c¢iftine

dehil ise) .
0 = 2 (III.2.7)
.= - | oo

elde edilir. Ayrica a dogrusunun ¢izdigi regle yﬁzéyin a¢ilim uzun-
lugu igin (III.1.11) den dolayi

L =a_l

| a~ T
veya kZLT
. L = =emeeesine
a c

bﬁlunur. Ayni sekilde regle ylizeyin agilim ag¢isi igin ise (II.7:16)
dan
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S &,

a.a z(D a

s ~<ﬁkT+kB)ds,aT+aZN+aB)
,  Ag j(ak-&-ak)ds,
Aa éds‘

elde edilir, Ayraca (III.1.5) den

= el

| | a T ’ - (III.2.9)
yazilabilir, q Ve La nin bulunan bu degerleri taraf tarafa garpi-
lirsa '

2 v
AL Iy =k T (111.2.10)
elde edilir, Diger taraftan (III.1l.22) gereginece PB = «l]-;-u oldu--
gundan L2 2
T .
aaLa - Py (111.2.11)

ya21»labilir. Boylece gu sonucu g:.karml’g. oluruz :
TEOREM III.2.2. '

Bir r : ZIE'--’-—------iE3

kapali egrisi boyunca tanimlanan H/H' uzay
hareketinde H deki sabit bir 'é.’ dogrusunun H' de ¢izdigi regle
yvizeyin (r) dayanak egrisi bir Bertrand egri ciftine dahil

ise regle ylizeyin agilim uzunlugu ve ag¢ilim agisi arasinda

; T
ﬂaLa - PB ,
bagintisinin var olmasi bu regle ylzeyin agilabilir olmasi
i¢in gerek ve yeterdir. ﬁurada LT tegetler ylzeyinin é.glllm
uzunlugu, PB ise binormaller ylzeyinin dafilma parametresidir,
 Aym: gekilde H deki bir bagka b dorusunun da A dozrusu
gibi {’i",f\l‘,g sistemine bagli olarak hareket ettizi farzedilir ve
meydana gelen regle ylizey agilabilir ise I’b agilim vzunlugu ve ab

agilim agisi arasinda (ITI.2,11) deki gibi
Lo

LZ
Ap Iy = T (III.2.12)
bagintisi yazilabilir. Boylece (111.2.10) ve (IIT.2.12) taraf
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tarafa boliniicek olursa

-2
Lip
P
ﬂa La _ B
ol 2
Py
A L. ’ |
2 B 2 1 (III.2.13)

Ab T
elde edilir. Boylece gu sonucu verebiliriz :
TEOREM III.Z2,3.

Bir r ¢ I~ E

11 uzay hareketinde H da verilen farkli iki E? ve b dogru-

3 kapaly efrisi boyunca tanimlanan H/H' kapa—

larainin H' de gizdikleri agilabilir regle ylizeylerin acgilim
fagllarl ve aglllm uzgunluklari oranlarinan garplmlnln bire egit
olmasi (r) nin bir Bertrand egri ¢iftine dahil olmasi igin ge-

rek ve yeterdir.

Bir - 3 e
. - -> -
qg(s,v) = r(s) + v a(s), "a“: 1
regle ylizeyi icin striksiyon egrisinin yer vektérii T ‘ve dayanak
egrisine uzaklif u olmak iizere (II.6.8) den dolaya
| -
;ﬁ a'>
1ES

oldugundan str1k81yon egrisinin dayanak egrisi olab11mes1 igin

u o= -

u =0
yani

™ ,‘23‘> =0

(111.2;14)
olmalldgxu‘E?dogrusunun, sfriksiyon egrisinin Frenet ¢ ayaklisina
kata gekilde ba#li kalarak hareket ettizini diigiinelim. DoZrunun
(ITI.1.8) deki denkleminde tiirev alinirsa

da g _
rrialie ak T + (a k - a k )N + azsz

“?olur. Bu ifade (III.2. lﬂ) de yarine yazlllrsa
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~ak =0 - | (II1.2.15)

elde edilir. Burada k £ 0 oldugundan a, = 0 olmsk zorundadir. Bura-

2
dan su sonuca varmak mimkiindir?
TEOREM III.2.4.

Bir r I«-ebE3

kapall egrisi boyunca tanimlanan H/H!' kapali
hareketinde (r)egrisini striksiyon efrisi olarak kabul eden,
H daki dogrularquyf de olugturduklari, regle ylzeylerin ana-

dogrulari daima T nin rektifian diizleminde kalirlar.

Ayrica (II.6.14) den regle yuzeyin P drali hesaplanirsa

det[T a?-}aaB (ak )N]

- P = ‘~§‘2

a
l’(alkl - a3k2 )N }H
) -+
| (-a_))ﬁ, (a k- ak,)N )
P = = ' . ’
a
(.:—le:L - a k )
- a3
A n , (III.2.16)

32

buluﬁur. S8z konusu mlan regle ylizeyin agilabilir olmasi icin gerek
ve yeter gart Pa = 0 olmasi yani (III.2.16) ya gore aq= 0 olmasidar.
Ayrica a, = 0 oldugundan regle yuzeyin agilabilir olmasi ig¢in gerek
ve yeter gart a, = a3 = O ve boylece

‘ a = 1
veya - 2.7 (III.2.17)
bulunur.
TEOREM III.2.5.

Bir v @ I-—--aE3

kapalil efrisi boyunca $animlanan H/H' kapali
hareketinde r yi striksiyon egrisi kabul edin, H daki sabit dog- -
rularin H' de ¢izmig olduklari, regle ylizeyler arasinda ac¢ilabi-

‘1lir olami sadece tegetler yiizeyidir. | g
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‘Eger T striksiyon egrisi ic¢in
| aikl - a3k2 = sabit
bagintisi varsa striksiyon egrisi (II.3.7) formillinden dolay:
bir Bertrand egri giftine‘dahildir‘ve boylece Pa = sabit elde

edilir. Bunun tersi de.sbylenebilir., Yani, P, = sabit ise

alk:L - a3k2 = sabit
elde edileceginden striksiyon egrisi bif Bertrand egri ¢iftine
‘dahildir.fBbviece su teoremi verebiliriz.
TEOREM III.2.6.

BT T & Ty T

kapali eérisi b@yuhca tanimlanan E/H'
kapali hareketinde T yi striksiyon egrisi kabul eden H!
deki regle ylizeylerin drallerinin ayni olmasi ig¢in gerek
ve yeter sart r nin bir Bertrand efgrri ¢ciftine dahil olma~

sidir.

ITI.3. REGLE YUZEYLERIN AGIIABILIRLIGI VE AGILIM
AGISI

Iﬁl‘@ﬁs,v) regle yuzeyi verilsin. Bu regle yuzeyin dayanak
egrisi olarak striksiyon egrisini alalim. Striksiyon ejfrisinin
harekeﬁli Frenet lglisiinde tesbit edilmig bir dogru.EfOlSun.
2 dogrusunun H/H' hareketinde H' de g¢izmig oldugu regle ylizeyin
‘agrlabilir olmasi igin gerek ve yeter sart (III.2.17) ye gore

- =

T=ar
olmasidir. Buna gbre regle ylizeyin 5\a agilim agisi (II.7.16) ve
(I1.7.19) geregince

el
2’1‘ =ﬁa =<D’T

veya

As = A, Sﬁkz ds. (II1.3.1)

. BOylece gu teoremi vermek miimkinmdiirs:
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TEOREM III.3.1l. A
‘Bir kapali agilabilir regle ylizeyin ag¢ilim ag¢isi onun strik-

siyon egrisinin toplam burulmasina egittir.

Kapali kiiresel bir egrimin toplam burulmasi sifirdir. Ayrica
bir ylzey ilizerindeki bltiin kapalil egrilerin toplam burulmalari sifir
ise bu yuzey ¥uredir [17].

Eger agilabilir bir regle yiizeyin strikeiyon ezrisi kiiresel
kapali bir egri ise (III.3.1) den

‘ :K a ;iT
elde edilir. DigZer taraftan tersine striksiyon efrisi kiiresel ve

kapali olan bir regle ylizey ig¢in ag¢ilim agisi
Ao =0
a

-~ ise (III.1.9) dan

0 = 8. ?\ +a 2
B,
0 = al§k2 ds + a3§kl ds,
a3 k:L ds = 0
bulunur. Burada ya
‘ _
) 83
veya (ﬁ
b klds = 0
olmalidar. EZer a3 = 0 ise (III.2.15) den a, = 0 oldugundan alzl

>
ve @ =T bulunur. ?klds = 0 ise k>0, ds20 oldugundan

¢$x ds integralinin igi yani
| k ds = 0
olmalidir. Buna gore k_ ,é 0 oldugundan s = 0, s = sabit olma-
lidir. Bu halde str1k31yon egrisi bir noktadan ibaret oldufundan

~regle ylizey bir konidir, Boylece su scnuglari verebiliriz s
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TEOREM III.3.2. |
Striksiyon egrileri kiiresel kapali birer ejri olan regle yuzey-
lerin ag¢ilabilir olmasi ig¢in gerek vefyeter gart agilim agila-

rinin sifir olmasidir.

/

TEOREM III.3.3.
M bir ylizey olsun., M lizerinde yatan bltin kapalil efriler boyun-
ca M nin yluzey normallerinin olusturdugu agilabilir regle yi-

zeylerin agilim agilari sifir ise M bir Kiredir.
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SONUG

Regle yﬁéeylérin dazilma parametresi,agilim uzunlugu'vé agilam
ag¢isyi invaryantlari ile dayanak efrisinin sekli arasinda bu efrinin
Bertrand ezrisi ve egilim g¢izgisi olmasi bakimindan yakin ilgi oldu-—
gu gorildi. |

’ Kapali bir H/H' uzay hareketine katilan ve hareketli uzayda
sabit olan bir dogrunun sabit uzayda ¢izdigi regle yﬁzeyin agilabi-
lir olmasina dair kapakterizasyonlar bulundu. Ayrica W.Scherrer {171
e beuzer gekilde;sﬁriksiyon egrileri kiiresel kapali olan regle yii-
~zeyler igin agilaim uzunluguna bagli oiarak karakﬁeriZasyonlar da

verildi.
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