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6 ZET

Bﬁ5¢a1;§ma<alt1'balﬁm halinde diizenlenmigtir.Ilk dért bolim temel
'kavramlaré'aYr1151§t1r.Daha sonraki béliimler,galigmanin esasini tegkil e-
den ve sonuglari ihtiva eden boliimlerdir.

| " WEATHERBURN [5]ve BLASCHKE T3ide E° , Oklid usayinda bir « ef-
risinin*eéilimﬁ@izgisi olmasina iligkin bir‘karakterizaSyon»verilmi§tir.
VVériléh burkarakter;2gsyondan yararlanafak OZDAMAR ve HACISALLHO@LU T,
ﬁ>3 igin B bklid uza&lnda bir « egr1s1n1n B (1¢ign-2) harmonik eg-
rlllklerlnl ve.: ayrlca Tepilim glzgllerlnl tanlmlayarak bu ¢izgilerin karak- :
terlzasyonunu h harmonlk egrilikleri 01n31nden vemiiglerdir. s

» Eglllm glzgllerl igin diger bir karakterlzasyon ise FORSYTH Tiif
fve WEATHERBURN §5] da E3 Oklld uzaylnda bir « efrisinin yay uzanlugv
na: gore turevlerlyle olu§turulan n detﬁx" a"" (I )) degerlnln gsifair -

olmasi eglllm glzgllerl igin bir karakterlstlktlr " §ek11nde ifade edil-
mlgtlr Verilen bu sonug , OZDAMAR ve HACISALIHOGLU T73 nun ga11§ma1ar1n1n
§1g1-a1t;nda;bu.gall§ma ile n)3 'igin (n-l)—boyutlu,Oklld uzayindaki eg-
»}ilefehgénelie§tirilmi§tir.Bu genellegtirmelere iii§kin‘ifade ve ispatlar
~verilmigtir. | |
Ayrica OZDAMAR ve HACISALIHOGLU {83 nun E 0klid uzayinda Sn;;
oskiilatdr kiiresinin merkezinin mi koordinatlari ile ki yiksek mertebe-
*/deﬁ eérilikleri'afésinda bulduklari baélntldan yararlanarak mi egrilik |

: fonk31yonlar1 cinsinden E — Oklid uzayinda egilim ¢izgilerine dair bir

1'd1ger karakterlzasyon bulunmustur.



SUMMARY

This sfudy consists of six chapters.The first four chapters

deal with basic concepts.The following chapters constitute the esenfial
part of ihis study includingithe results.

| The charééterizatibn spécifying that a curve « of the 3-di -
mensional Buclidean space. E3 is an inclined curve.This has been mention—
ed in WEATHERBURN [51and BLASCHKE 131{.Using this characterizatién v
'GZDAMAR and HACISALIHOGLU [7] have defined harmonic curvatures Hi(Iéisnjg)
in addition to‘the inclined curves of éufve « in BEuclidean n—épace En |
for| n}3 ; and have given the characterization of these curves subject to
harmonic curvatures.

L Another characterization in 3-dimensional Euclldéan space’. E3
“for 1ncllned curves is given by FORSYTH tl4land WEATHERBURN { 5] with the

foliowlng express1on constituted by the derivations of a curve « with

(IV))

- -respect to 1ts arc-length parameter " If the value of det@x",a'ﬂ'
is %o beivaniShed,then this is a charecterization for inclined curves .
In %his study,thevgbove mentioned result is generalized @o inglude inclined
curYes in (n—l)—di&ensional Euclidean spéce for ‘n>3 ;,using the expression
of @ZDAMAR and HACTSALIHOGLU 17}. Statements and proofs based on these gen-
'era}lzatlons have been given.
; Furﬁhermore yusing the relatlon between the curvature funciions
m;' of the center of (n—l)—osculatlng sphere ,S»n.1 y and higher curvatures
k, |found by OZDAMAR and HACISALIHOGLU 18l, anOuher characterization related

to incllned curves in (n—l)—dlmen81onal Euclldean spece, En—1 ywith respect

to the curvature functions mi' has been obtained.
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I¢ garpim fonksiyonu.

n-boyutlu reel standard vektdr uzayi.
n-bojutlﬁ Oklid uzayi.

i& vektoriniin normu.

Afin gata veyé Oklid gataisa.

Reel sayalar sistemi;Reelsayllar cismiy
k—ylnci s1n1ftah diferensiyellénebilir.
Koordinat komgulugu veya harita.
Koofdihat komgulufu sistemi veya Atlas.

4 afin uzaylnln PeA noktasindaki tanjant

wzayl.

X(E ) eeeesviliciiiiiniacions R reel sayllar cismi lizerinde bir n-boyut-
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lu vektor uzayl(E in vektdr alanlarinin u-

zgyl);

Y nin X ydniindeki kovaryant tirevi,
&..} nin gerdigi uzay.

Hl fonksiyonunun V1 yonilindeki tiirevi.
U ciimlesi V nin alt ciimlesidir.
U otimlesi V nin bir gergek alt ciimlesidirs,
Arakesit.

Birlegim. ,

(n-1)-boyutlu kiire.

i-yinci dereceden harmonik egrilik.
i-yinci dereceden eprilik..

33 ler veya kj lerle bunlarin s yay

parametresine gore tiirevleri.

Oskiilatdr kiirenin merkezinin koordinatlari.
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GIRIS

avpiférenéiyelvgeomefride,‘son yillarin en Onemli galisma alanlari

: diéef‘matematik dal1ér1nda'olduéu gibi genellemeierdir.Genellemeler‘hem bo-
»yuita Hé@fde'kérékterizasyonlarln yap1s1ndé kendilerini gﬁstermektedir;er.
n.n;bbyutlu (nQS) Okliad uzaylnda_yﬁkéegimertebeden egrilikler bir
‘m;egri‘igin‘én fazla n-1 tané olarak fanlmlanm;§ ve géometrik anlamlari in-
‘celenmigtir,Ancék Hac1Sa1ih6§lu ve.ﬁzdamar 71 1h tanimladiklara jﬁksek |
-mertébeden[harmonik éérilikler de bir egri igin bu\(n—l) egrilige eklendi-
éi zahan hu iki oins éérilikler arasinda hangisinin daha dnemli karakieriz-
asyonlafa gotiirecegi akla gelmek%edir; |

ne3 . 0ozel halinde bir
«: I ——s E

. : 3 _ dex . .
efrisi igin iyi bilinen, ' = = olmak iizere,
_det(oc",qc_"'gcx( ))

. b . .
degeri n)3 genel halinde de ilging olmalidir.Yiiksek mertebeden egrilikler

?erharmohik eériliklér}ile Frenet formﬁllerinin ele almak suretiyle bu de-
'.'terminanf degerini tart1§arék pif
.§,:‘I ;e—-»_E#
‘fegfisi igih < o . |
‘ defﬁxf'§&"f;,,,,&<h)> C | - L e,

‘degerini irdeleyebiliriz.Béylece « egrisinin E = de bir epilim gizgisi
‘olmasina dair karakterizasyopnlar elde edebiliriz. «« nin yay-parametresine

gbre yiikksek mertebeden tﬁrevlérini egrilikleri cinsinden ifade edebilirigz.



Bbylece na3 &6zel halinde biljirden kafakteriiasyonlarl tekrar elde edebi-
liriz.. « nlngtﬁrevlerini oskiilatdér hiper kiirenin merkezinin koordinétlarl‘

‘cinsinden de ifade edebiliriz.Bdylece benzer sonuglara varabiliris.



I1.B30L0MN

I.1.AFIN UZAY
I.I.I.TANTH | ’

Bog ~olmayan bir cimle A4 ve bir K eismi iistiinde bir vekior
uzayl -V olsun. A nin elemanlarini noktalar~ol§rak adlandlrallm;Aéaélda~
ki Onermeleri dogrulayan bir
' f: AiA ey ¥
1°)¥ P,Q,R€A igin f£(P,Q)4(Q, R)m£.(P,R)
2°)VPEA ve YxEV igin f(P Q)sx |
olacak bigimde bir tek ‘Q€A noktasa vardlr. K=E reel sayilar cismi olma-

s1 halinde A ya reel afin uzay deﬁirévboy 4 « boy V. kabul edilir.

1.2,0KLID UZAYI ‘
‘ Bir reel afin uzay A ve. A 1ile birlegen vektdr uzayida v

~olsun. V de birfig'garplm,i§lemi olarak,

<,_>'-VXV ===y R

(ny)-----%x,y)s Sx A

x=(x1,x2;,..,xﬁ) , y=(yi,y2,...;yn) ﬁkli§ i¢ ¢arpamx tanimlanirsa,bu igs
lem yardimi ile A dgluzakllk,agl,alan-ve!haclm gibi metrik kavramlar
tammlanabilif.Baylac'é A afin uzay:i da yeni bir ad olarak CKLID UZAYI
adlnl»éllr.Biz V=Rn olmasi halini esas alacaézz~ve bu durumda A Oklia
 :uzay1n1‘ STANDARD OKLID UZAYI ~anlaminda digerlerinden aylrdedebzlmek ig¢in

n
B 1le gostereceglz.

CI.z. I.TAI:II-’
: d E XE ---—w.—-,!R

‘ : - L} 3 .n
(X.y) mmemm A,y )= 1T = \/zgyi—xi) y ¥,y B,

~olarak tamimlanan @ forksiyonuna E° 0klid uzayinda UZUNLUK #OSKSL70LU

S e - : . n S i
Ve d(xiy)i‘reel,saylslna,da X,y E noktalari arasindaki UZAKLIK denir.—



I.2.I.TEOREN
E® de uzunluk fonksiyonu bir metriktir. [1j.

I.2.2.TANIM

"4t BUXE e

, n
(Xiy') L m——— d(xiy)"";yu y Vx,y€E ,
bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E' de OKLID METRIZI denir.

1.2.3.TANIN

Vx,y,z{En igin ':@z' agisinin Slgiisi,

den hesaplanan bir - @ "reel say1s1d1f.

T.2i4iTANIM |

E' de sirali bir {,P P yveeyP } nokta (n+1)-lisine = de
karglllk gelen {P P P P ,...,P P'-L vektdr n-lisi w? igin bir ortonor-
mal baz ise {Po’Pl""'PA} 81stem1ne E' in bir DIK GATISI vey? OKLID
CATISI denir. '

I.2.5.TANIN |
B deki. {EO,EI,...,Eh} gatisina STANDARD OKLID GATISI denir.

I.2.6.TANIM
,En de bir X noktasinin En deki standard Oklid ¢atisina go-

- re ifadesi

dir.Buradaki



kl : En “mewyfH , 1L i n , _
fonksiyonlarina X noktasinin OKLID KOORDINAT FONKSIYONLARI ve{xl,xz,..,xg
reel deperli fonksiyonlar n-lisine de E' in OKLID KOORDINAT SISTEMI .

denir.,.
1.3.TOPOLOJIK MANIFOLDLAR

 I.3.I.TANIM
' X ¢ ﬁ bir ciimle olsun. X in alt ciimlelerinin bir @»koleksiyo-
nu agagidaki 6ze1ik}eri sa§l1yorsak@.ya i ﬁzerindé bir TOPOLOJI denir.
1) X, €0,
ii) Bya ait herhangibir sonlu alt ciimle koleksiyonunun arakesi-
ti yine‘é ya aittir, »
iii)(;ya ait herhangibir alt clmle koleksiyonunun birlesimi yine
Tya aittir, | |
X in Topolojiye ait olan biitiin alt cﬁmlelefine bu topolojinin ag;k cim -
leleri dénirﬁ
- Bog olmayan bir X ciimlesi ve bu climlede tan1mlanm1§’bif ®

_ topolojisinden olusan (X, ®) ikilisine bir TOPOLOJIK UZAY denir {ITl.

I1.3.2.TANIM

' X bir topolojik ugay olsun. X in p ve q gibi herhangi iki
fafkll noktasi igih X de‘élra31 ile 7p ve ¢ noktalarani ig¢ine alan
‘A ve A, gk alt ciimleleri ANk = B olacak bigimde bulunabilirse

.. P
X topolojik uzayina bir HAUSDORFF UZAYI denir. I8 .

T.3.3.TANIM

X ve Y 4ki topblojik uzay oléun.Bir
£t X e ¥

fonksiyonu agafidaki Ozelikleri sagliyorsa,bu f fonksiyonuna X den Y

ye bir HOMEOKORFIZM denir :

i
e

S Ve



i) f iizerine ve birebir dir,
i) £ siiveklidir,
iii) £ stireklidir.
o y X dén VY ye bir homédmprfizm ise X ve Y. uzaylarina da Homeomorf-

tur denir [18].

' 1.3.5.TANIN
Agapardaki dzelikleri sagliyan bir M topolojik uzayina n-boyut-
lu TOPOLOJIK MANIFOLD denir : |
i) M bir Hausdorff uzayidir,
ii) M nin her noktasinin En .nin bir agik alt ciimlesine homeo-
morf bir agik eivari vardar,

iii)-M nin agxk ciimlelerinin-sayilabilir bir baz1 vardir{20]..

 1.4.DiFERENSIYELLENEBILIR MANIFOLDLAR

~

1.4.1.DIFFEOMORFIZM

o , p=boyutlu 8klid uzayinda bir ag¢ik climle U olmak {izere,bir
£ 1 U mmy E .
fonksiyonu verilmig olsun. [ nin diferensiyellenebilmesi agagidaki gibi

~tanimlanir...

T.4.I.TANTM

E' de bir agik ctimle- U olmak Uzere bir
f1.U == B -

1‘fbnk$iyohu knylnél'mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirev-
ler sﬁrekli’iéeler, f- fonksiyonuna En dé Ck "sinifaindan diferensiyel-
- lenebilirdir deniri{2j.

Ck(U,.R)s-{f\.f':,UL--~-+’ﬁ ve f - fonksiyonu Ck sinifindan}
¢ (v, R)eﬂ;f( f{_ck(u,sfjf,*fkekﬁ}



1.4.2.TANIM
E' deki bir agik alt ciimle U oldufuna gore,bir

Wi U —mems B
fonksiyonu verildiginde,biitiin
£ FENR) , 1¢itm
fonksiyonlari igin
K,
fiolpec (u,r)
ise

e (v, ")

" dir denir.

P

C(u,E" )q}éi we€ c®u, ") , yren}

dirf2].
I.4.3.TANIM
U ve V sirasiyla E' ve E# ‘in birér agik alt ciimlesi olsun.

Bir . : _

W: U~ V
x ----w(x) = (£, (x),f (x),---.f (x))

‘f., . U --"‘—'} ir
!
fdnkéiyonu‘igin'bﬁtﬁn fi koordinat fonksiyonlari
koo v .
fl'fz, s ,fn"€ C - (U,if'~' ‘: lSve

?;;{‘Ck(u,_v,)



dir denir,
k
c(u,v) =fwlwe™(u,v) , Yrewd
f’i fonksiyonlarina § nin C'kiidyen koordinat fonksiyonlari deniriZl.

I.4:4.TANIM

E" in iki agik alt ciimlesi U ve V olsun.Bir
: U ~mees V

.fonksiyonu agagidaki dzelikleri saéllyoréa,bu‘w.fonksiyonuna U dan V
ye ok sinifindan bir DIFFEOMORFIZM dir denir :
i) Y fizerine ve birebir dir ,
i1) e c(U,5Y) ,
111)4 € v, %)
air{193. '

I.4.5.TANIM
M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da M nin bir agik
ciimlesi olsun.Eger U bir 1 homeomorfizmi ile E" nin bir W agik

~alt ciimlesine eglenebiliyorsa :

W:uCH Homeomorf;zn1m> WeED

(U,4) ikilisine M de bir KOOEDINAT KOWSULUGU veya HARITA denir(2]}.
! . i !

I.4.6.TANIM

M bir n~-boyutlu tébolojik manifold ve M nin bir agaik Srtiisii
fU;& olsun. Uy agik cﬁmleleriniﬁ ® indislerinin eciimlesi A olmak {iizere
Tud Sriisii igin H%&&Ayazal;m. E' de Uy ya & homeomorfizmi altinda
homeomorf olan bir agik ciimle Wy olsun.BSylece certaya g¢ikan (233) harita—
larinin {(Q,QQ)LL ) koleksiyonuna bir ATLAS (veya KOORDINAT KOMSULULU
s\ismmi) denir[2].



- "M bir t0polojik/manifold ve M nin bir atlasa s={(qm,qm)}aeﬂ
olsun.Bger S atlasi igin anuﬁ,é $  olmak lizere ¥ux,p€A | ya kargilik
;¢PX=’h)ng: ve Q}g@dc@;fonksiyonlarl ok sinifindan diferensiyellenebilir
iseler S ye C sinifandan "diferensiyellenebilir‘* dir denir. S at-
B lasy M iizerinde Ck slnlflndaﬁ oldugu zaman S ye}* % -{izerinde C
[siniflndéh,DiFERENSiYELLENEBILIR YAPI ada #eri}ir[zjz
T.4.8.TANIN )
M bir topolojik n-manifold ve M nin bir atlasi S olsun.E'=
ger 8 atlasa \ Ck sinifindan diferensiyellenebilir ise, M yev k-yinci

slniftan'n-boyutlu DIFERENSIYELLENEBILIE MANiFoLD’denirtzlz



I.5.TANJANT VEKTORLER VE TANJANT UZAYLAR

I.5.ITANJANT VEKTORLER

Tanjant vektor kavramini geometri agisindan ele alacafiz.

I1.5.I.TANIM
v vektor uzayl ile birlegen bir afin uzay 4 olsun. P& A ve
‘3{:v igin (P, V) sirala 1k111s1ne A afin uzayinin P noktasindaki

bir tan3ant»vektoru denir.

Afin aksiyomlar gerefince her bir (P's) tanjant vektﬁrﬁngﬁir
tek Q€A noktasi kargilik gelir,8yleki P@ V dir.Buna gére A afin
uzayinda iki nokta verildiginde,bu ndktalarla birisi baglangig¢ noktasi
olmak lzere,bir tanjant vekidr,tek tiirlii belli olur.

~ A afin uzayinin P£ A noktasindaki tanjant vektérlerinin cilim=—

lesini TA(P) ile gbsterecefiz. O halde ;
. é ’}
TA(P) = {(P,V)T V€V

> > .

dir.Bundan sonra (P,V)C.TA(P) tanjant vektoriini VP‘ ile g8sterecefiz.
n-boyutlu bir A afin uzayinda bir afin gata {PO,Pl,...,P;}

> >

olduguna gére VéE TA(P) igin V,_ = PG ise,

-

P

olmak lizerse;j Vé vektorl (%’%J ide ,%J girali nélisine kargilik gelir.

= Ll i »

Bu sirali n-liye Vp ‘tanjant vektoriinin koordinatlari diyecegiz ve
> f

VP o= ()\‘, ?}., * s "hﬂ)’P

seklinde gbsterecefisz.

I.5.2.TANJANT UZAYLAR

TA(P) de toplama ve skular ile garpma iglemleri,sirasi ile,



@ TA(P)XTA(P)' —— TA(P) |
((,¥), (P,0))——> (»,1)® (»,0)

E}:inTA(P) ;——-A TA(P)
2 7,) ———-3EV,

bigimindéitanlmllyallm.Burada, E ile A nin birlegtigi V vektdr uza -
yinin reel sayilar cismi gbsterilmektedir. STA(P),gg,iR vt O}

altilisinin bir vektdr uzayi olduju bilinmektedir T ..

1.5.2.TANIM
{TA(P) W@ R o+, ,cﬂ' vekt6r uzayina; A afin uzaylnin P£A
noktasandaki tanjant uzayi denir ve kisaca TA(P) ile gbsterilir.

boy A = boy TA(P) , P€4 oldupunu biliyoruz[I3.

1,5.3.VEKTOR ALANLARI VE VEKTOR ALANLARININ UZAYI

M bir manifold ve M de bir komguluk & olsun.Bir P€W
nok%as;ndaki,tanjant uiay TW(P) olsun. W nin biitiin P noktalari iize-—
rindeki tanjant uzaylarin birlegimi L Tw(P) ile gbsterilsin.Bir

PEW

;U —— W
i P&WTW(P) >
d8niiglimii tPQTw(P) tanjant vektdril igin

‘n(tp) = P

bigiminde,tanlmlansnni b zaman W komgulufu lizerindeki bir vektér alan—

iny tanimlayabiliriz,

I!S' 3,TANII‘1

WCM iizerindeki bir vektdr alani operatdri

H b‘ —— L—)\«
X : W pEN TW_(P)
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bigiminde bir fonksiyondur.Oylelki,

NOX = I ¢ W wmawd §

‘dOniigiimi bir Ozdeglik fonksiyonudur.

"1.5.4.TANIM
' ) 2 _ ' »
- ‘P,"'—s‘;{'(?) = (1909'”10)!13 y PLE
1 1
> 2 o -
,a—-~—~2— P“_’.,.E';E;(P) = (O'l,O,-tt,O)\P

2 ? (0.
,S;c-r—llp = ?;;(P) I,,(Of !.','90!1)§P

olacak bigimde E  tizerindeki,her bir P noktasinda n tane vektor (tam-
gent vektor) segelim.Bunlarin En deki dagilimi ile n tane vektdr alani

}\
BAZ VEKTOR ALANLARI SISTEMI veya kisaca DOGAL BAZ ALAN SISTEMI denir.

» . n o
elde edilir. i 'D z%& 1 vektdr alani n-lisine L . lizerindeki DOCAL
e .

Demg& oluyor ki,;; , 2&ign vektdér alani pozitif x = ekseni
dogrultusu vé ybniindeki birim Vektor alanldlr. E bir némanifolddur. E
iizerindeki biitiin vektdr alanlarinin climlesini jK(En) ile gbsterélim. M(E")
in de IR reel sayilar cismi izerinde bir n-boyutlu vektor uzayl olauéunu
biliyoruz{I}.

Y€ X(E') igin vektdr uzaylaranda baz tanimindan,

g
Y = wTw——
‘yl EX

i

BVAD

ifadesi tek tiirltidiir.Burada gegen :

y, E' e R
koordinat fonksiyonlarina - Y vektoér alaninin Oklid koordinat fonksiyonlari

‘denir.
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“1.6.YONE GORE TUREV ‘ .

I1.6.1.YONE GORE TUREVLER
o En de tanlmll reel degerli fonks1yonlar1n tlirevlenebilmesi yar-
d1m1 1le,yone gore tirevi 1nce1eyeceglz.
Bir £ E w———3 R fonk51yonﬁnun tirevlenebilmesi ve. tiirevi

agagidaki gibi tanlmlanlr.

I1.6.I.TANIM
| £ :'En -~-~~3 R fonksiyonu vefilsin.Eéer bir anEEP noktasi
ig¢in,

£ (a+h )=£ (a =2
RHCEIE (O O
- uhu

.olacak gekilde bir

fonkeiyonu bulunabiliyorSa f ye a€E  noktasinda tirevienebilirdir de=
nir.ve >;liﬁeér fbnksiyoﬁuha da &<€E  noktasinda f nin tlirévi adi ves

rilir I5 .

Yukandaki tanim ile"En den [ .ye fonksiyoniar ciimlesinin -
bir alt elimlesi aylrd ed11m1§ olur.Daha ag¢ik olarak be111 bir  a€ E noke
taslnda turevlenebllen reel degerli fonk31yonlar -cimlesi elde edilir.Bu

ciimleyi,
¢(a,R)
gseklinde ngteréceéiz,

1.6.2.TANIH
. a | .
Ya€E  ig¢in f€C(a,R) ise, f fonksiyonu 5" de tiirevlenebi-~

lirdir denir.
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~Bundan sonra. E- de tirevlenebilir reel deferli fonksiyonlarin climlesini.

C(Enﬂﬁ):‘

ile gosterecefiz. _
- £ En,-;-—-iE fbnksiyonunun bir Pi.En noktasindaki tiirevini

de £, seklinde gstermek Sdettir.

I.6.1.TEOREM
3 . o n - n n : . L
Ve (vl,vz,...,vn){lR s P€E ve f 3 E -——=> Dbirtdifezehs
siyellenebilir fonksiyon olsun.Bu taktirde

< -

=&

. B n a '
VP£f1,=§jl S;ﬂ
dir 113}

I.6;4,TANIM
X{_X(En) ve ﬂ{.C(EnJR) olsun. PCE" i¢in,

(x(£))(P) = X 1£]

olmak iizere, X(f1€C(E",®) .fonksiyonuna, £ nin X yoniindeki tiirev fonk=

siyonu denir.,

X ve. YZQX(En) igin efer Y vektdr alaninin bilegenleri X

~sinifaindan igeler |

Dy¥ = XLy} o XDy dyesesXiyd)
" vektor alanxna' Y nin X'e gﬁré KOVARYANT TUREVI denir,burada'Xa(xl,..,xn)
n : .

(ul,...,un)"‘) yi(ul,‘.',un)

¢lmak iizere

' YT 3;3 __}: b...i: i Air.
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IT.BOLUM

I1.I.BCRILER TEORISi |
CICHE bir aglk aralik olmak iizere (I,x) koordinat komgulugu
ile tanlmlananixx(I)C:En egrisini bundan sonra,kisaca & ile gdsterece-

¢iz.Demek ki o efrisi dedifimiz zaman,
% [=——=> E , ISR

T ’
olmak iizere, «(I)CE anllyacaélz.Buradaki I¢E aralifina « egrlslnln
parametre arali@l diyeceéiz. Ve t£I deg1§ken1ne de &« efrisinin paramet-

resi diyecegiz.

II,I.I.TANIM
“ E° de bir (x) egrisinin (I,x) ve (J,p) gibi iki koordinat

", komgulugu verilsin.

-

45 = m,lo P:J’—-—;é I
diferensiyellenebilir fonksiyonuna (x) nin bir parametre degigimi (daha-

~dogrusu (x) nin I daki parametresinin J deki parametresine degigimi)

deniifil.

I1.1.2.TANIM

n - | o
E de (x) efrisi (I,x) koordinat komsulupu ile verilsin.
« ¢ I =w==3 E  fonksiyonunun Cklidyen koordinat fonksiyonlara «l,..,mn

olmak ilizere,

) ()€ )

= &
(xl’ 2

ve

\\‘ dxl' dxn‘ )

dt 2 ad e Tty ST Mg

s (t) wofg

dir.
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m'(t>l«(t5€:TEh (e(t)) tanjant vektoriine (x) /efrisinin t-€I parametre
degerine kargilik gelen «(t) noktasinda (I,x) koordinat komguluguna gé—

re HIZ VEKTORU denir.

IT.1L3.TANIM

| E' de bir (x) eprisi verilsin. (x). eér;§inin bir m noktas
sindaki tanjant uzay: diye, m noktasinda («x) nin hiz vektdrlerini igi-
ne alan T( )(m) vektbrrugayanaldenita mz&(x) segllm;§ birintkta olmak
iizere, B  in ( )(m) ile birlegen alt afin uzayina da, (x) egrisinin

m-€ (&) noktasindaki tefet dojrusu denir.

TEn(m) vektdr uzayainda,

{1 TEn(m)XTEn(m) R
((Vl)“'yvn) (U- 7*"11 )>=ZV u;

=t 11

§ekiinde tanimli 6kiid i§ garpimini g6z Oniline alalim.Bu i¢ ¢arpimin, TQX)(m)
alt uzayina klsitlahma81 da T( )(d) da bir ig¢-carpamdiriBuna gére
( )(m) uzayinda bir vektdriin normundan s8z edilebilir.B8ylece bir (&)

egrisi igin,skalar hiz fonksiyonu ve skalar hiz tanimi agagidaki glbldlr.

I1.1.4°TANIN

E' de bir (x) egrisi (I,x) koordinat komgulugu ile verilsin.

Hee'f: I wm—wd IR

t —m—mn nw ' (t) = (%)

geklinde tanimli y«'s fonksiyonuna (x) efrisinin (I,x) koordinat
komguiuéuna gbre skalar hiz fonksiyonu ve na'(t)u1 reel sayisina da

(x) nin (I,x) koordinat komgulupuna gbre w(t) noktasindaki skalar ha—

z1 denir.



I7.I.5.TANIM
| (x) egrisi (I,x) koordinat komgulupu ile verilmig olsun.Efer
s€I ig:in,

-

ne! (st =1

ise (x) efrisi (I,x) ya gére BIRIM HIZLI ECEIDIR denir.Bu durumda ej-

rinin s€1 parametresimne yay parametresi adi verilir [I31.

II.1.6.TANIM
(@) egrisi (I,x) koordinat komgulugu ile verilmig olsun.
a,b€I olmak lizere a dan b ye () efrisinin Yay-uzunlugu diye,eg—

rinin «(a) ile =(b) noktalari arasindaki uzunluge kargilik gelen

b

JLm%t)ndt , €I i
o '

reel sayisina denir.Kolayca goriilecegi gibi,bu deéér koordinat komgulufun~

dan bagimsizdar.

II.I.7.TANIM

Her noktasindaki hiz vektdri sifirdan farkli olan epriye REGULER
ECRI denir {I6]. - , '
II.1.I.TEOREM

Her bir parametrik efri daima yay: cinsinden pafamei:rik olarak

ifade edilebilir {9],{I03.

I11.2.SERRET-FRENET VEKTORLERI
EI1 Oklid uzayinda bir () eérisi (I,x) koordinat komgulugu

ile verilsin.Efrinin hiz vektdrii olan «'(t) tanjant vektori,

\ . 2 'dcx; P
w' (%) =§§‘a%‘t 5§:tx(t)
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u§ék1ipde.tanlmlanlrg§imdi,

me

ec'j:;, (@) ~—> U(éc)' T(@(m) -
m o= () —————x'(t)

dOnligimiinti gdz Oniine alalim.

B 5

T(&)(m) ——— (x)
@' (8) e w(8)€ ()

mi%m)

Vélmak ugere,
o' = I, Wheewey (o
I @)

oiduéu agiktir, O halde, «' , -&x) iistiinde bir vektor alanldir.-x' vektor
alanina (x) eprisinin (I,x) .koordinat komgulufuna gore TEGET VEKTOR
- ALANT diyecefiz.Bir efrinin diferensiyel geometri yoniinden incelenmesinde

tefet vektSr alaninin Snemi biiyiiktiir.

I1.2.I.TANIN |
» | En de birt () egrisi (I,m) koordinat komgulugu iie verilsin..
Bu durumda,;19::{&',@'45;..,q(r)} sistemi lineer bagimsiz ve m(k). kyr
iginjg ’ ‘ |
ol spivg)
3

» ‘ s ‘> _ .
olmak ilzere, Qp den elde~edilen§,Vl,V ,V;} “ortonormal sistemine (&)

2’. tee
. efrisinin SERRET-FRENET r—AYAKLI ALANI ve m<€ (&) igin
> > < v v
{Vl(m),gvz(m)'_,.,.,,Vr“(m)} ve ise m< (x) noktasindaki SERRET-FRENET

. o : > ; co e . se
r-AYAKLISI denir.Her bir Vi y 1.414r ye bir SERKET-FRENET VEKTORU adi

verilir [4%..
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IT.2.2.LEMMA
n s s s > > . : :
« 3 I =—==3%E egrisi igin {vl,?é,...,v;} bir ortonormal.sis—
>
(Fr, 7%= 0
i i
ve
SR IR 4
i' J = =N 39 i ) 1 J -
- dir.
II vlele TEOREP"’.{

" > . ) : e
{vl,ﬁz,.,.,v} ortonormal bir sistem ve ki { 14 is:ndgverilen
« efrisinin efrilik fonksiyonlari olmak Hizerg,bu sistem igin tiirev formiil-

leri agagidaki gibidir [47.

e, W k
1—-1- - i-? i-2 + i‘;—lii

LA v 'Y

-1 r-2 r-2 * -1 T
-

V! = =k ¥V
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IIT . BOL UM
III.IEGILIM ¢IZGILERI

IIT.I.I.TANIM

E? de bir (a) efrisi (I,m) koordinat komgulugu ile veriisin.
stﬁIrvigin. «'(s) hiz vektorii, bir % sabit vektérii ile sabit agl olug=
turuyorsa (x) ya bir EGILIM ¢IZGiSi ve Spiul ya karsalak gelen afin .
uzaya da {x) epilim gizgisinin EGILIM EKSENI denir..

IITI.I.2.TANINM
E' bir (x) eprisi (I,x) koordinat komgulufu ile verilsin.
s€I ya kargilik gelen «(s)C (x) noktasinda f{(x) nin 1. ve 2.egrilike-

leri kl(s) ve kZ(S) ise,

H : I —=>MR
1 .
k (s)
1

o= ERON

geklinde tanimla Hi fonksiyonuna, (&) nan iiHARMONIK ECRILIGI denir, -

III.I.I.TEOREM
E3 de bir (x) eprisi (I,x) koordinat komgulugu ile verilsin,
Bu durumda :

(x) bir epilim g¢izgisidir & ¥s€ I igin Hl(s) = sabittir(3l,

III.2.E" OKLID UZAYINDA EGILIM QIZGILERiNIN KARAKTERIZASYONLARI
En de efilim gizgisinin tanaimina, E3 de efilim gizgileri igin

verilen tanimin bir genellegtirilmesi olarak biliyoruz [TJ. .-
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gekiinde tanaimli Hi fonksiyonuna, {x) nin i-yinci mertebeden HARMONIK
ESRILIK PONKSIYONU denir[Z}

! i . b 2 e ey . : i..
Bu tanimdaki Hi fonksiyonlarinin V1 yoniindeki kovaryant tiirev-

lerini matrisel formda yazmak gerekirse,

-’r._ X .

v (H1 0 k 0. . J0 0 0 H

R 3 . 1

vV 18 -k 0 k . . O 0 0] H
) 3 4" 2

b [ L] 6 3 » » .

¥ {u1 0 0 0 k 0 k H

¢1L5~3 R ¥ n-1 n-3

V {H}, 0 0 0 0 k0 H
1 n-2 n-1 N2

dir.Efilim giZgilerinin harmonik efrilik fopksiyonlari i¢in a§a§1daki teo~

rem gegerlidiriv

. .n ims L ¥ vrqs
E de bir (x) efilim gizgisi ve 5piX} de (&) nin efilim

ekseni olsun. @x) . nin Frenet‘n—ayakii alany &
. > o =
' eeg V-
{ 1’ 29! 4 n}

ve harmonik efrilik fonksiyonlari da, Hi (1¢idn-2 ) olmak izere,

> > > >
(V. K> = BLV ,X> 2 gidn-2
&ir.ﬂl
III:2.2; TEOREN

~

no ‘ T, .
(x), B= in her «(s) noktasinda Frenet n~lisini ihtiva eden bir
efri olsun.s yay parametresine gbére, Qx) efrisinin «(s) noktasindaki hare
monik eprilik fonksiyonlara, Hi (14i¢n-2) ise

T ¢ . o . ey o -
(m)'e§r1S1 E de bir efilim gizgisidir& 2 H = sabit dir 7).

v 4

[
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w.BOLUMN

IV.I;E- DE ECGRILERIN OSKULATOR KURELERI
En de her hangi bir efrinin oskiilatér hiperkiiresinin tahlml,bi-

ze efilim gizgileri i¢in bir diger karakterizasyon verecektir;

IV.I.I.TANIH.

E® de bir (x) efrisi ile bir Q& (&) nokbtasi verilsin. (x)
efrisi ile Q<&(x) nin bir komgulufunda sonsuz yakiﬁ p+2 noktasi  (x)
ile ortak olan ve (p+1)-oskiilatsr diizlemde kalen 5P p~hi§erkﬁresine (x)

nin. Q€ {x) noktasindaki oskiilat6r p-kiiresi denir(83.

IV.I.2.TANIN |
B E' de bir (x) eprisi - {(I.x)} atlas: ile verilsin. (x) efri-
sinin ®(s) noktasindaki efrilik fonksiyonlara, ki (1¢ien-1) yoskiilator

kiiresinin merkezinin koordinatlar mi (2$i€n ) ler ve birim teéet vektor

. >
alani da Vl olsun.0 zaman,

m : I ———3 iR

1

\i : —— 4ig

l[mi_;}+ mi—2ki-;1 oy ,22 i< n
, jer

geklinde tanamli m (24i¢ n) fonksiyonuna (%) nin (x{s) noktasinda-

ki oékﬁlatﬁf‘kﬁresinih'merkezinin i-yinei koordinat fonksiyonu denirisl.

IV.I.3iTANIN
o B e bir (x) efrisinin bir Q€ (x) noktasinin bir kom§u1ugun—
da  (x) >ile‘sonsuz.yak1n p+2 ’oftak-noktayd sahip -8Y , p-kiirelerin merkez~
lerinin géometrikfyeri olan (n-pel)éhiperdﬁzleme‘ () mnin Q{;Gi) ﬁokta+
’31ndakif(psp—l)finci“mertebeden EEBILIK‘DUZLEMI ve p=n-2 halinde de bu“

v rilik dizlemine («) ‘nin X (x) noktasindaki EFRILIK EKSENI denir®. ™,
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V.BOLUK
V.I,YUKSEK MERTEBEDEN ECRILIKLERIN HARMONIK EGRILIKLER CINSINDEN IPADESI

V.I.I.TEOREM
E de bir (x) efrisi,bir efilim ¢izeisi olsun. (x) eprisinin

bir "x(s) noktasindaki efrilikleriyle,harmonik egrilikleri arasinda

=2 o

(2 H)!
1=t 1
SR 2_( r£ n-2

r -2H (V'I!I)
r~1 r-2

k ?

bagintisi vardar.

ISPAT :

Ispat igin,tlimevarim yﬁntemihi uygulayacagiz.Tanam III.2.2. den

B v E N :
k,, - R 1{ign-2 (V.I.2)

bulunur.Bu ifadeden i=z igin,
H'
3

'k3 = -5 (v.1.3)

diry H = 0 kabul edilirI73. O halde ; i=2 igin formil dogrudur.
(Vv.1.3) formﬁlﬁﬁde,e§itli§inléa§ tarafinin pay ve paydasini ayni 2Hl i=
le garparsak esitlik bozulmayacagindan,
oH HY
11

k B e

12

i

k, = gere=-

3TEES ., | | (VeI.4)

veya .

elde edilir.Timevarim ispat yontemine gbre, i=p ig¢in ifade dofru oclsun.
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yani ;
1 2
@ S
kp+1 '2Hp_al~ ! : SR
Olsvun"‘o‘
(;{g)’
Kov2 = 3E H
p+1 p

oldu?ﬁnu gﬁstereceé;z.(V.I.2) de iep+r igin ,

H'+H k - :
k t = p v p—l p+1 ’ : * (V 3 I‘_. 6)
p+2 CH . B
p+1 -
olur-_(V;I.5) den k i in degeri (ViIi6) da yerine konacak olursa,
R .
(zgf)' | -
a weiZhc : : v.I.
Kot2 " ZF B | | AV LT
p+1 p

bulunur.§u halde, r{n olmak dzere,

dir.

Vi2i B OKLID UZAYINDA EGILIM GIZGILERI IGIN KARAKTERIZASYON

V.2.1iTEOREM
%, ny4 ve giff olmak iizere E - de bi# epri olsuni « hin
Frenet vetér alan sistemi {V ,Vz,...,VE olsun.

« efrisi E- T de bir egilim glzglsldlr & det(V' V')=O

2".’
.dar.

ISPAT
_?i 4 1&ign lerin determlnantlarlnln katsayllar matrisi antisi-

metrik blr matristir. Determlnant funk31yonunun temel o¢ellkler1ne rore{TI«
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matris antisimetrik ise n nin tek deferlerine gore matrisin determinant
degeri sifir olur. O nedenle, n nin ¢ift degerleri igin teoremi ifade et~
tik,gimdi de ispat edecefiz.

“iIspati tiimevarim yontemiyle yapalam.

- Sart gerektir ( > ) : x efrisi En-l de bir egilim ¢izgisi ol-

. -3
sun:Bu durumda, det(V{, 2,...;% ) = oldupunu gisterecefisz.

~n=4 igin gerekligin ispati @

0 k 0 0
1
R e
det(V', 2,v3 v ) = k) 0 kz °
1 0 -k 0 k.
<. 3
0 0 -k 0
3
veya
N ,
det(V' Vé,%é,v4) = k kz . , ' , : {V.2.1)

-

dar.(V.I.I) teoremden ,k3

karlda/yérine koyacak olursak,

- (s12) |
det(V v ) \2‘“ - i , - (V.z.2)

iin harmonik egrilikler cinsinden deferini yu -

q H

bulunurlhlpotezden & eZrisi E de bir efilim c¢izgisi oldugundan ’

zji = sabit ve dolaysiyla (2&1)'-: 0 olur.Bu degeri (Vi2:2) de esit-
: S =t 1 R

ligin sag tarafinda yerine koyacak olursak, ‘

> oa +i.:'
Ve o
det(Vl,?Q,V3,3z) 20

bulunur.
Timevarim ispat yOntemine gére n=p ig¢in teorem dofru olsun .

;Ovzgman, n=p+2 ig¢in de ispati verelim. n=p igin teorem dogru olduéundan,
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0 ki 0. . .0 0
i
- C P 0 0
kl k2
- : -5'5' > . & - - 'S .
det(v;,vé,.,,.,,vg) = |
0 0 O v.e.s.0 k '
: p-1|
O O Orc * o"k O
p~1
veya _
> a0 2 2. . .2 | N
det(Vi,Vé,p«ﬁ{)) =k K eelek | (V.2i3)
dir.
n=p+2 ig¢in teoremin dofru oldufunu gbrelim :
0 k .«0 O G O
1 :
-k 0 k..0 O 0 ©
1 c _
[ 2 & * - - L] *
4@, 3% )= 10 0 0..0 k. 0 O
1 0 0 0. .k O k O
S p-1 p
g o , b D41
‘0 0. 0..0 0 -k ©
. ) P+I
Bu determinantin deferi hesaplanirsa,
g A 2 B L : | '-'\
'- ! LR V'A -k dt V"-,V" o.l V. L . V0~20
det(vlvv2r y p’+2)“ P41’ et ( NAPIALS p) ' ( 4)

i ) ; . T SR ) : e .
olur.(Vi2i3) den aet(vl?;vg;i..f..,‘\'rg) niin k. ler cinsinden deferini
(V.2.4) da yerine koyarsak,
2

)’ef_.klk eessk kT, (Vi2.5)

3 pP=~1 p+1

det (“‘?' .{;' e e “‘7"
1t 2t T 2

elde edilir. V.I.I.teoremden k§+1 in harmonik efrilikler cv'inbsbirbider:l'det-—~

ferleri yukarida yerlerine konulacak olursa,



det(v‘,v

>
2, “"VI')+

R 2 . . -
olur Hipotezden ELHZ ='sabit ve dolaysiyla (ELHi)' = 0 olur.Bu da yu-

[ =1

karlda e§1t11g1n'sag taraflnda yerine konacak olursa,

det (V00,0000 ) = G
RACAAFLARM RSO T

2
buiuhur.
; o )
.Sart yeterdir (Aé ) s det(V“ V;,;..,V')-— 0 ‘oldufunu biliyoruz.

Yi=1
x nin E de bir eglllm lengl oldugunu gosterecefiz.

n=¢ 'ig¢in teorem dogrudur.Gergekten, (v.2:i2) deny

R SRt
det(v"vz'v3 V) 1 kg 21’;}1 }

12

diréﬂipotezden'dolayl,
R » : :")‘.‘ -
'det(vl"vz'&éfvﬁ) =0

ve dolaysiyla ;

olu{. kI# 0 ve éﬁ'ﬁ'“ = 0 Yeya

EJ{ ‘= sabit

l“"

bulunur ki bu da & nin B e bir epilim ¢izgisi oldupunu gbsterir:
Tumevarlm 1spat yontemlne gore, h=p 1g1n teoremi dogru kabul

edip, n=p+2 igin de dofru oldupunu gbsterelim : n=p i¢in. (V.233) den,

LR M k2

- > 2l 2
- ! ' IR e
det (vl,',.vz, ﬁp) kl k3 -

dir ve n=p ig¢in teoremin dofru oldufunu kabul ediyoruz.
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" ne=p+2 igin (V.2.5) den,

‘~"-“"-’~>"-"V - 2 2
defc(vl,_vz,,._.., ) k k 3 D1

dir.Hipotezden dolayu,

det (V¥ ... ¥ Va0
1! 2! ' p+2 :
esitlipi
k 2 e% e k2 k2 = O
3 p-1 pH+1

veya bu da,k %0 k. %Oa..., k %0 ve k ,; = 0 verir., V.I.I. teoremden kp+1

in harmonlk e{rlllkler 01n81nden deéerlnl yukarida yerine yazarsak,

vé dolay51y1a,

(%H )\ =0 veya EH - sabitdi*iBu daj & efrisinin E -  de

e blr eglllm ngngl oldugunu gosterlr.
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VI.BOLUN
- VvI.I.EGILIM (iZGILERI I¢IN DICER BIR KARAKTERIZASYON

VI.I.I. EY Oklid uzaylhln' Prenet 4-ayakli alani {V v olsun,

%

N ‘ 7
E4 iin bir -{V ' 3 ~vektbr sisteminin gerdigi X ‘e esas olan
E3 alt uzaylndakl b1r « efrisinin efilim g¢izgisi olma51 igin,karaktere

igzasyon

(IV))

det(«vv«tn ‘
'dlr[I4] Bu karakterlzasyonu ‘n>3 igin genmellegtirelim,
Daha bnce bir yardimei teoremin ifad#® ve ispatini verellm.

P

VI.I.I.TEOREM

x: I --~-#’En-1 regiiler bir efri ve bu efri igin

> > A _— : ' :
'f{VZ,V3,,..,VA}, de «(s) noktasindaki Frenet (n-i)-ayakli alani olsun,Bu

taktirde, ’

(n)
4 V'
jgh nj 3§ Y,

~dir,Buradsa

A k k ieo C= k .o s
_ 22y ! ABBu 1#2 vt Ann kl 2t kn-;,
dir. Anj y 2{j¢n ler, kj ler veya kj lerle buhlarin s yay paramet -

resine gbre tiirevlerini kapsiyor.

ISPAT
L, n-i n
Bu teoremdev E uzayani E  deki tanjant uzaylarln normali
>
Vl olan bir alt uzayil olarak disilinliyoruz..
Ispaty tiimevarim yontemi ile yapalim, n=2 igin teorem dogrudur.

Gergekten,

: > >
x"! ='§ A V. =4 _V
, = _



29

veya
vy
o= 422 2

Frenet'vekt6flerinden*(12].

LR E V . ‘ V .I.I
« kl_ 2 (VI )

dir.Bu (V.IiI) ile kargilagtirilarsa,

A =
22 kl_

oldugu gbriiliir. n=3 !igin de teorem doprudur.Bunu da .gérelim,

B . X -2y,
vavs A .v‘
9233 d

<5

'’ = AV 4+ A

v 1.
432 T2 T 453 Y (v1.1.2)

dir, &'" = k1.32 yi s yay parametresine gire tiiretelim.
- . ->
V., +k k

L k! v
* 12 1 2.3

clde edilifr,Bu ifade (VI.I.2) ile eglenirse,
= k" = n

Byp = k! 4 By =k X,

olur,”

nep~1 igin teoremin dofru oldupudu kabul edelim. O hélde,

.y Pt L
P2 i, ek k

LV, A, = Lies ko
Sea (p=a)3 § " T(p=1)(p=1) st p=2

'folur:E§itiiéin iki yaninin s yay»parametrésine gére tiirevini alacak o~

luréak; \
( ) P-1 ' L ‘\\‘\
p) B e "
4.4 == A' . V + 4 . V'.
. Eii{'(p-l)a i (1) 33
R , >
B ACYRRNE SRS SN VRIS SEEES VIR SN
o (p-103 3 e T(p-1)i dma T i T(ema)i gh



* | F-E.T.
Matematii: ECL.
Kitaphn

.-elde edilir.Bufadan,

'a(p)'g I T -k A Y +k_ 4 ¥
: Tp=1)2 2~ 1 (per)2-a 2 “(p-1)2 3

-
il k v
( T3 (-1 )3'

V. -k 4 ki
Pfl)S»BVf 2 (p-1)3 2

+ OB 60 S0P 0B P RPN EIELEITLIVE IS

A

= < -
[}

A V o~k A, v, <V _+k . 4, N
o (p-1)(p~2) p~2 "p=3"(p~1)(p-2) p-3" p=2" (p=1) (p~2) p-1

- b 4

+Azp-1)(pf})vpf}-kp-BA(p—l)(p—l)Vp&2+kp-iA(p-l)5p-l)vp

L yeya
(p) 7., >
- -~ v
x IA(.p~1_)2 Akz Aom1)31 2
+00'0‘..'0....00000.."0.0
.......... tA. . N . <.
+ + k a, v
(p—;)(pf;).“,p-zf.(p~1)(p~25} p-1
. ) h A " N *
+ k : v
=y T (pe2)(p-2) p
ve burada

4

, -k, & 4
(p=1)2 =~ 72 "(p-1)3 = p2
.“‘.iqioolio&;inré-f'éii;&;;

Spa)(p-) * o2 A(p-a)(pe2) ™ p(p-1)

kA = A
- p=a (=) (p-2) T Tpp

diyeeek olursak



31

ve

A skk ..k -

PP 1277 p=2
‘dir.
‘Ea Ok1id uzaylnda verllen bir x egrlsznln Sp{V ,V 1 )((E b
olacak §ek11dek1 E3 alt: uzay1ndak1 bir eZilim ¢izgisi olmas1na alt kare
rakterlzasyonu, n}3 seklinde esas teoremimiz ig¢in de verecegiz. O halde

esas teoremlmlz ;

'VI,I,2.TEOREM
. , o : ' . >
En Oklid uzayinda tahﬁant ugaylarinin normalleri ;vlu ler olan
E aitiﬁklid,uzayxn;n bir & efrisini ele alallm. & nin Frenet vektor
. S P S Y
alan sistemi {VZ?V ,u.;,VJ (nhl)—llsl dlr.

- R . .
« nin E - de bir-egillm lengl olmasi igin gerek ve yeter

gart
dei(éc" K"',...,x(n))' = 0
dire.
ISPAT &
ispatlftﬁmevarzm yéntemiyle yapalaim.
§art gerektir (»): & efrisinin :En-l de eéilim ¢izgisi oldu-
gunu blllyoruz. det{ec't et ,..,,«(n)) = 0 oldupunu gbsterecegiz, | /

n=3 i¢in ispat dofrudur.Gergekten, VI,I,I.teoremden

22
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A0 0

det{x'', ' (IV)) 322 A (VI.I.3)
R A A AT BT Pt

' A A A |

. D 44 |

buradan 4. 43 »€4 )
(1v)
te LN | - ..‘f. .

det(x'',&x''',x ) &, A33 A44 , (VI Z.4)

veya Aij lerin eérilikler cinsinden degerleri (VI.I.4) de yerlerine ya--
zilaeak olursa,.
det-(ec ' r,xo ry &

k , (VI.1.5)

(Iv)y, .3 K2
)fkl 273

elde edilir. V.I. I teorémden k., in harmonlk egrlllkler cthlnden deger-

3
leri. (VI I.5) de yerlerine konacak olursa,

(Iv)) 3,2 (ile)'

71 I BN}
det(ec RN 3 k7 22H H2 ,

(Vl.ilé)'

'bulunur,Hipotezden,

- o ;
EH = sabit oldugundan,. (§J%)"=u0 ve dolaysiyla
. ; =1 17 .

=t 1

det(cc"',oi"',m(lv)) =0

bulunur.Bu n=3 igin téomemin dofru oldufunu gdsterir,
~ Tumevarim ispat ydntemine goére nep-1 ig¢in teoremin dogru ol-

dufunu kabul edip nep igin de dofru oldupunu gdsterelim .: .

O O LN AN ] O’ O

) A B A 0...0 ' O
(p-1>) R |

det(m",.....m
- - L R N .. L N

. . e-% s 2 e e,

A ( ER - p .
(o2 é“ﬁ C%"M ‘ i?ﬂig'ﬁéf“"ﬂ-f"‘)‘ o

veya
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‘det(x",x"f,...,x(p 1))=A A ... A

22%33° "% (p=1)(p-1) ! (VI.I.7)

bulunur. W.I.I.teoremden - Aij‘ lerin deferleri (VI.I.?) de yerlerine ko-
nacak olursa,

(P 1)y | p'l g’z’....kp_z , (VI.I.8)

cdet(x'T,K' 'Yy eeu,
elde edilir.

Simdi n=p  igin de teoremin doZru oldufunu ispat edelim.

T

A22 0 0. ..0 O - q
Aig A 0.¢..¢ .0 -0 0
32 733 7
det(ﬂ",'.',«(p))‘ - L] . . . L] 3 .

; L . k

%—\\2 é-M (A?d\.«» o (%-\')(e—l} é"")((’-bo'

A e o« » A A 'y
P2 AF’-\ —%4 -3 plp-d pp

veya
A - L4 .
22 0 a 0
A A s« 0 0
(p e | 32 33v
det(x"'OQO,oc )5(.13 . . . .
A . » o A A :
a2 Gt -0 p-Yp -
veya

det(x"tm’”y-,o;y!i(p)) = App det(gc",avvv,...’x(P"'l)) 2

elde edilir. VI.I.I.teoremden App nin degerleri yﬁkarlda yerine konacak

olursa ve = (VI.I.8) den dolaya,

(P))_k P2 2

det(x"’ cc"',...,ec ceo kU k y (VI1.1.9)

.....
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elde edilir. V,I\.I.t’eoreindeﬁ -k in harmonik egrilikler cinsinden de -

é*erleri. "('.VI§;I.9) da yefle‘rine konaca,‘krii-iﬂursa, '

. 3 2
o | &)
2 &
det(u",a"' “.,a(p)) = k e k 2(2H-i-%—-;] . (VI,I.10)
: : ' p-3 p=2

elde edilir.Hipotezden, - --- ‘
. p.a p-3 2.
Hl\ = sabit ve dolays:.yla (ZHi)' = 0 olur.Bu deger
j=t

=1

, (VI 1.10) da yerine konursa,

(P))

det(x” ec"',...,x

olur. -

Sart yeterdir (& ) :

det (ﬂécj!."!,,o:"",...,uc(n)) = 0 oldupunu biliyoruz., & efrisinin
Enh:L ~de efilim ¢izgisi oldufunu gosterecegiz, .

me3, kgin (VI.IL6) dan,

S -(zd>'
det (et Pt ,x..,)) - k3 2 [ sk

dir.Hipotezden dolayi, .

det@x" vee (IV))

0 halde

dir.Burags:.”

VL
e (2E)
klfo.,lké£0 ve *_EHA Hzg 0

dar.Dolaysiyla L A _
L2y . N - a H2 ‘
: (2:{1) = 0 olur,ve buradan 9 H ‘= sabit bulunur ki,bu da «
1 =1
eg”:r';sinﬁ_.n, EY de bim.efilim ¢izgisi olm,as;.n,a ait blI‘ karakterlzasyondur..
an ie;=5~Jua'ﬁmiLc Cre v e dedn Roordal L ru habul

.+ Ce
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Timevarim ispat ydnteiine gére

'igin teoremi dogru kabul

Nep=1
edelim, O halae, (VI.I.8) den; . '
det@x" «"' e x(p l)) p”2 Pk
! 2 o p-2

nep

‘det(«ff,xiff,.és;&(P)) -k

diriﬁipofezden dblayi;'

(P)) - 0

det(e! "o’ Tyo ey

oldﬁéundan
: P32
. . 1
kp-z kp-z ' k2 X; (§;H1) .
a2 T Tpe2 UTZEOLH L
- P p=3-p~2
-elde,edilir;Buradan;
k%o, ‘c.-v’k %O Ve

vé'délayslyia'

P-3 HZ

sabit

diriBu ise E°

efilim ¢gizgisi oldufunu gbésterir,

igin-de teoremin dogru‘oldugunu;géstérelim} (VI.I;Io)' dan,

(£

=4 1

]
~3Hb—2

g
LI kp-2

oo e e

=2H

= 0

(Péfﬂz)'

de verilen « egrisinih

=1 1
2H ’
p=3 p—2

(n~1)-boyutlu Oklid uzayinda bir
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VI,2,0SKULATOR HIPERKURE VE iZaghil gi‘ZGILERi'IgiN' KARAKTERIZASYONLAR

- Bélimiin bu leminda B Oklld uzaylnda yatan bir & egrisi -
nin «(s) noktasxndakl egr111kler1,1¢harmon1k egrlllklerl ile oskiilatdr
kuresxnln merkezmnln koordlnatlarl ara81nda buldugumuz baglntllardan yarar—

1anarak,eg111m gizgileri igin yenl karakterizasyonlar vereceg1z. .

VI 2 I. TECREM

® E ﬁklid,uzqylnda:bir efri olsun. & nan bir «(s) nok-
tasindaki - k,1 ‘egrilik fOnksiyonlérl ile,oskﬁlatér kﬁrenin_merkeZinin' mi
wkoordinatiarifafa51hda,7V}I¢I,teoremden,
(Sn2)r

k= ‘—---'-%-i-- v 24p&nsx , : (VI.21).
p p+1 B 3 S .

bagintisa vardlr.

isPAT ¢ -
' Ispata tiimevarim yontemiyle yapalam. - =

IV;I.Z;tanlmdan;r“i = j+1r igin

i

R TR . S T A
mj+iv mJ + mj‘_‘_1 kj41] -E;f.
geklinde yezilabilir.Buradan,-
I S = o (VI.2.2)
| 41

eglde edilir;ﬁ4
Tiimevarim ispat yontemine gére, j=2 ie¢in teorem dofrudur.Ger —.
gekten,: o

'm". X
2 f '1?1

k T e e ey o g e S

2
3
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‘ ' RO . o | VIo2.3)
o = T . - o 3)

veya egltllgln sag taraflnda pay ve paydayi - 2m2 iIé"Qérparéak,é§itlik'bo—
zulmayacaglndan, E 4

veya

Lo < ) . VIcéb 4 )
2 2mm ' PR .( ,4)
_elde edilir. O halde j=2 igin teorem dogrudur. j=3 igin de teoremin dop-

ru oidnéuhﬁ gSrelim H .(VI.Z.ZJ formiilinde j=3 igin =

3= et SN (v1.2.5)

 §ir.;(VI.2.4)"den k, nin deperi yukarida yerine yazilirsa,

elde edlllrQTumevarlm ispat yontemlne gore
O halde, |

-jep=1 ig¢in teorem dofrudur.

per’ 2m. om0 ~ : (V1.2.7)
dir. Jje=p 191n de teoremln dOgru oldufunu ispat edelim : jmp ’igin'":y
(VIiiz. 2) formulunden,

k= L mp B, (VI.2.8)

 p+1 -

elde edilirs:(VI;z.V) “den kp_v_1 in deZeri yukarida yerine yazilirsa,.

Eol)

4kp “-5‘“‘f7‘7 v (Vi.2.9)
p p+1

olur.
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VI.2.2.TEOREM

« , ny4 ve n g¢ift olmak iizere, E' "' Bklid uzayinda bir egri
. = o , N
olsun. ® nin «(s) noktasindaki Frenet vektdr alan sistemisivl,%z,..,ﬁgil

ve bu sisteme gdre bir m(s) noktasindaki S oskiilatér kﬁresig%n mer—

' ~ : i ,
kezinin koordinatlarl i ,( 1$1<nj1 olsun. Bu durumda m! = 35" dir.

u.a.u : . 1 QA8

1°) det(n, ,...,m ) e 0 (= igxn = sabitdir.
3 =g, 1 «

2 )-.det(mé;m3,...,mé+l) =0 & 3 I -———— E  bir egilim giz-

gisidir,

IsPAT : 1°)

o | Ispaty tiimevaram yﬁntemiyle‘y;pallm, m{ ‘(2$i£n+1) lerin deter-
minantlar;ﬁin katsayliar_matrisi‘antisimetrik bir'matristir.Determinant
fénksiyonunun temellﬁzeliklerine gﬁré {Ii] matris antisimetrik ise, n nin
tek degerlerlne gore matr131n degerl 31f1r olur. O nedenle n niﬁ'gift de;b
gerlerl 191n teoreml ifade ettlk §1md1de 1spatlayacaglz.

qa.rt gerektir () det(mz,m ,...,m ) = 0 oldufunu bili =

' 3
yoruz. §;m = sabit oldufunu gsterecegiz. n=4 igin teorem dogrudur.
] . =z 1 ’ . ) o . .
4Gergekten,
0 k 0 0
2
: -k, 0 '
‘det(mé,mg,m',m ) = 2 k3 0
0 -k 0 k
3 4 |
0 9 k. 0
4
veya
det(m',m',m’ ,m ) - k K , | (Vi.2.10)
MMty k4

buluruz.Hipotezden,

det(mé,mé!mé,mg)Tf 0



dar.Dolaysiyla (VI.2.10) dam,

= ’ : : VIi.2.1
k2 k4_ _Q v | ( I)

bﬁlunu':;'.' VI.2.I.teoremden k4 iin m:,L ler cinsinden degeri (VI.2.II) de
yerine konacak olursa, - v

ve buradan,
Zm = sabit -
ozz ,
bulunur. O hal@e n=4 igin teorem ispat edilmig olur.
Tﬁmevarim‘ispat yontemine gSre: nep ig¢in teoremi dogru kabul

edip n=p+2 igin de dofrulupunu g&is‘te_re‘lim‘ 3

. 0 halde,

0k, 0 ... 0 WO
. ‘ 1 v v - . . ' . v .

0 0 ' 0..is 0 k|

1Y
O O O 0.’:”‘"k O
Y
veya
2 2 . .

det(m 'm3’i§o'm ) b k2 4 PRPS k2 ’ (VI.2012)

L diri’ ‘Nep+2 igifr'x de teoremin dogru olduéuﬁu ispat edelim.
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0 k2 0 ... 0 4] 0 0
%k 0 '¥K...0 O 0 ©
2 ;k3 :
det(m',...,m' )z . . . . 3 N °
2. p+3 0 0 0..0 k0 O
0 0 0 v,k o k 0
P p+1
O O Ob.‘.'- O -k O k
: p+1 D+2
0 0 0O 4se O 0 =k 0
p+e
veya
-:fdef(m’,m',...,m" ) = K2 det(m',m',.a.;,m" ), (Vi.2.13)
273 p+3 p+2 2 .3 N - Pl : :
dir.Hipotezden dolaya,
fm'yeee,m! )= 0 ,
,d;t(mz,m3f¢ ,mp+1) = ,
- oldugundan
t ' ' L n ! - 0
kp+2 de (m2,m3, ,mp+l)
olur. det(@é)mg,...,m;+l) igin doéru kabul ettigimizden,
kp+2,= 0 ., - E : _ (VI.2.14)
olur. VIaéai.teoreﬁden kp¥2 nin m, ( 2¢p¢n) cinsinden deferini yuka-

rida yerine yazarsak,

P2 2
=m,
=2 1

= sabit

bulunursy

Sart yeterdir (@ ) : %m
=2
det(mé,mé,...,m;+l) = 0 oldugunu gosterecefiz.

2 o N Cqs
;= sabit oldufunu biliyoruz.-



4T
ne=4 -igin teorem doéruiur,gﬁnki (VI.Z.IO) dan,

2m m

- | - (z_m)

det(m';mf;mi,m%) = kﬂ, ~-—Ei—-—

| 3 f 4"

dir.Hipotezden dolaya, , ‘ |

‘ - .4 o L .
ﬁgm? = sabit ve dolaysiyla ~ (¥ m.)' = O olur.Bu deper yukari-
=2 L ‘ o ama, 10 ‘

da yerine konacak olursa,

det(mé,mé,m&,mé) =0

bulunur.Bu da n=4 ig¢in teoremin dogru oldufunu gSsterir.
n=p igin teoremi doéru kabul edip, n=p+2 1igin de dofru oldufu~-

nu garelim.'
Tﬁmevaflm’ispat yontemine gére n=p igin teoremi dogru kabul

ettik. O halde nep igin (VI.2.12) den,

2

2
k LR I J k
2 ' hs)

det(mz,mB,...,m ) -

43!\)

ig¢in teorem dogrudur. nep+2 igin (VI,2.I3) den,

2
det(mé,méiﬁ,.,mé+3) =k det‘mé1mét,.,,m£+l)
dir. kp+2 nin mi ler cinsinden degerleri VI.2.I.teoremden yukarida ye-
rine yazarsak,
r Pra 2 2
(o B (em) \ | \
det(m m LR m = : 122 det(m' 'YX m'
27 7. ? 2m : P ooy .
3 p+2 p+3} ¢ b+
oluf;Hipoteéden dolaya,
. 2 P -
%E?ml = sabit vedolaysiyla ”(+2 )' = 0 oluriBu defer yukarida

yerine konursa,

) =0

det(mé,mé

1.0 o"m '

p+3

bulunur.
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" ispar & 2°)

Ispatl tumevarlm yontemlyle yapalim. mi (2¢ig¢gn+1) lerin deter—
‘mlnantlarlnln katsayllar 'matr1s1 antlslmetrxk bir matrlstlr.Determlnant
fonksiyonunun temel ozellklerlne gore {11}, matris ant1s1metr1k ise n
nin tek degerlerlne gore matr1s1n degerl gifir olur. O nedenle n nin glft
deéerleri’igin tebrémi ifade etfik,gimdi de ispatlayacaiizs -

Sart gerektir ( =§) s i gln "En 0klid uzayinda bir efilim giz—
gisi’ oldugunu, biliyoruz. det(m ,m3,.;.,m ) =0 olduéunu gSstereceéié.

n=4 igin teorem dogrudur.Gergekten, n=4 igin, (VI.Z.IO) dan,

det(mz,m3,m ,m') = kg 2

dir.-V.I.I.teoremden,

&
(% )'
k. = -—————-
;: » H ¥
4 2 ofs :
- dir.Bu de@er yukarida yerine konursa,
2
. S “(sz'z )
det(mé,mi;mérmé) = k2 \fdé%%ﬁztl‘ ) (VI.2.IS)
.23 “
dirsﬂlpotezden dolayl,
§iH2 = sabit ve dolaysiyla (E’H ) = olur.Bu degeri

=10
(Vii2,15) de yerine yazacak olursak,

.det(qé,mé,mé,méz = 0

“olur ki bu ne4 ig¢in teoremin dogru oldufunu gésterir.
Tﬁmevarlm_ispat yontemine géfe* nep ' igin teorem dofru olsun.
:Vnspr ‘i¢in de ispati verelim. n=p igin’teorem dogru oldufundan,

- (VIi2.12) den,

det(m m!ym'y,.. m =Tk ..,k <
a1 39 L AREE) ) [ IJ
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dir. nep+2 . igin.de teoremin dogru oldugunu gorellm. Ylne VI.Z.E.féorem

de (VI 2. 13) den nep+2 igin,

Vees,m! ) (VI.2.13)

L .y 2
' [ L™ . ’ !
det(mz,ma,.:,gpiB} . kp+2‘ det(mzy_m3 oy

dir.'dét(mé,mé,.,},m;;l)f niin  yukaridaki depertin{VI.2.I3) de yerine ya-

zi1lacak olursa,

\ , 2 o o
det(m 3,...,mp ) = {k2k4 ces kpkp+é\ o ~ (VI.2.16)

olur. V.I.I.teoremden,.
k E e -—

deferi yukarila yerine yazilirsa, ~

; (5#%)r 92
- detlmgymiy e rimy 5) \k2k4 ek EE 1 (VI.2.17)

olur.Hipotezden dolaya,
2 : : . e 2 S
E;Pi = sabit ve dolaysayla (:iHi)' = 0 olur.Bu degeri yukari~
[ . 1=t
da yerine yazacak olursak,
det(m',m',sueeym? ;) « O
273 p+3

olur.

Sart yeterdir (<= ) ¥ dét(mé;mé;..;,mé;i)5= 0. oldupunu bili =
n . ' : L _
yoruz. « nin E  de bir efilim ¢izgisi oldufunu gosterecegiz.
n=4 igin teorem dogruduriGer¢ekten, (VI.2.I5) den,
- z 2
ot
det(mz,m3,m‘,m ) - 1k, ;Aﬁg_ff;_”

dir.Hipotezden dolayi,
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det(mé}m‘ 4 ) =0

ve dolaysiyla,

olur,Buradan,
' H2 z 2 . .
, k £0 ve (Z }* = 0 veya EI% = sabit olur ki bu « nin
Y P
E4‘ de bir eglllm ¢izgisei oldugunu gosterir.
Tumvarlm ispat yontemlne gore n=p 1i¢in teoremi dofru kabul
edip. nap+2 igin de dOgru oldugunu g&sterelim : n=p igin (VI.Z.IZ):

den,
det(mz,m3’..o'm )al‘kz ké... k‘X

dir. nep+2 igin (VI.2.I7) den,

AT
det(mz,mB,...,m )= tk k PR k N -ﬁ—
b+l p
 dir.Hipotezden dolayz,
t{m!ym!yeee,n? ) = O
ve dolaysiyla,
, o
(2
k k .c.o. k -""":‘-“"— = O
2 4 p 2H H .
\ D P+l
dir.Buradan;
0 .
k. £0,.0k £0 I .
k, 40, ’p’é Ve T3EE 0
b p+i-
dir.Buradan, §§H ='sabit bulunur ki bu da & - efrisinin E' de bir .

|—i 1
efilim ¢izgisi oldugfunu’ gosterlr.
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VI,2)3{TEOREM
: n3 4 ve n ¢ift olmak lizere Enfl de tanjant ﬁzaylarlnlh nor-
Jmallgri ;1 ler olan bir En al? uzayinin ele alalim. En deki bir «
eériéinin «(s) noktasindaki oskiilatér kiiresinin merkezinin koordinatlari

’ B [V P . . ”. > ’
mi ler, & efrisinin x(s) noktasindaki Frenet n-lisi {VZ"";;%n}i '

k - i ' SR . :
iM ler i~yinci dereceden efrilikler ve « efrisinin harmonik efrilikleri -

Hi lerdir. m. ve Vi lerin s yay parametresine gbre olugan j
: i : )

Vie<k, V., +k V., ., 2¢isnya , (V1.2.18)
i i~ i-2 i i+
m' = -k, m . +k m, o, 2&jsn+r , (VI.2.I9)

3 J=1r J=-r . J v
sistemlerinin katsayilar determinantlari aym yapidadir.Yani birineisininki

o a Z B L
"vr'1+l) = Yﬂ ki’ [ ]): 2’4—"'000,11

a t(?"%;"
e ' yoo
AL RN

ve ikineisininki,

o A Y |
det(mz',mg, .."mf'l-t-l) = E ﬂ kv/l ' y Ve 2,4". o.b,n
~ . V=2,

, dira_

_ ISPAT ¥

| .6nceb (VI.Z;IS) nin katsayilar determinantlaraini bulalim.Bu de-~ -
terhinént antisimetrik bir matristir.Determinant fonksiyonunun temel Ozel-
fliﬁierindén {11}, dolays n nin ¢ift degerleri igin ¢dziim arayacagiz.
Ispati tiimevarim ySntemi ile yapaiim. ne4 -igin ispat dogrudur.

‘Gergekten,

- 0 k, 0 0
> > e k.
det(V',V',V',Vé) I ky O
: 0 -k 0 k
3 4
0 0 ~k. 0O
» 4

| ORI
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. veya -

; det(Vé,Vé,Vi,Vg) =132k41 , , (v1.2.20)
bulunur. ~ 7
Timevarim ispat yontemine gbre n=p igin teorem dofrudur., O hal-
‘de, '
0 k O s s 0 0
2 )
-k k.e «w o0 0
’ -"' -a—’ e . 2 3
' ' = . . . . -
det(Vz,YB,..,Vp+l) ,
0 0 0.3 .0 k
P
O O O » L) o‘-k
P
- veya -
‘.Ak e : -
det(Vé» ,..,v ) [jk K ons k} , (VI.2:21)

vbuluhuft nep+2 igin de teoremin dofru oldufunu ispat edelim.

0 k2 0. .0 © 0 0
~k 0 | e o 0O o] 0
o k3 0
: det(?' ?' . ?' ) - 4 . » . . . ‘o
2' 73" Tpe3 0 0 0..0 kp 0 0 B
P p+1
0 0O 0. .0 -k 0 k
- b+1 p+2
O O O LI O O ‘-k O
p+2
- veya.
) >, > > . 2 o -» -3 )
dtv' v.. sesr ’V' ‘k ! ! o ' ‘,»f,{b 2.,
et (V] Jreees p+3) ge2 dgt(vz,v3, ,vp+1) - (Vifgfzg)

e - .
bulunur. det(Vé,vé,.,.{§£+i) niin  (VI.2.2I) deki degeri (VI.2.22) de

yerine konacak olursa,
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V' 'V' ® e 0 ' = k k s0ce k
det( 23’ ’Vp+3) K 274 p+2-l
- veya
) S e > ?-Ivﬁ,
,deﬁ(Vé,yé,,.q,v;+3) = ;] (=2 4,...,p+2) (VI.2.23)

elde edilir.

Simdi de (VI.2.I9) in katsayilar determinantini aragtiralims
" Bunun igin de tiimevarim ispat ydntemini uyguluyalim, (VI.2.I9) in de kat-
“gayilar determinanti antisimetriktir. O halde ne¢ift olacak.

Timevarim ispat yOntemine gbre n=4 ig¢in teorem dogrudur.Hakika-

ten,
0 k
5 0 0
-k 0 k 0
: ,det(m 5) =] 2 -3
0 -k 0 k.
> b
0 0 -k 0
4
veya
| 2.2 o
det(mz,m3,m4,m') = k2 k4 G (VILZ&?Q)
bulunur. : -
Tﬁmevarlm ispat ydntemine glre n=p igin teorem dogrudur, O hal-
de, | '
{
‘ 0 k2 0..0 0
. _k O [ s
o 5 k3 0 0
det(mé,mé,au?mé+l)= . . . . .
0 0 0.. . 0O k
D
0] o 0. .~k C

veya
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- » ,2 N
' Ml aee,m' =l k o .
de,.‘k(ﬂ?zc.myu ‘!{‘}p*_l) i‘ 5 k4 k; ’

olur.. mep+2 igin de teoremin dojru oldugunu gérelims :

0 k
-k2 0
0 0
0 0
0 O

veya

3

2

® O O O

2
+ ] + - ’ 1 .e ]
- det(mz,m ,.,;‘.,_x_np+3) kp+2 det (mz,m: peesm] )

elde edilir. Ve (VI.2.25) den dolayi yukaradaki.ifade,

det (mz' ,ng, .o .-."'mI’N'3 ) 3{%‘—?‘ kp‘lz r

P

dir’.

(VI.2.25)
.0 W 0 0
.0 ©0o o0 0
.0 k 0 0
N
P p+1
. 0 “"k 0 k 2
P+l ~ p+e
. 0 0 <k _O
p+2
3 MO (Vz.z.gé}

(VI.2i27)



. ' SONUGC

Ozdamar ve Haclsalinogluf7§nun yapuig olduklari galaig-
manin 1gi1%1 altinda 3 |

10) Yiksek mertebeden egrilikleryharmonik egrilikler
cinsinden ifade edildi, |

20) Forysth {I4) in .E3 0kl1id uzayinda bir &« eiri -
sinin egilim gizgisivolmaszné dair vermig olduiu karakteriz-

‘ - sx .
asyon E 1 bklid uzayina genellegtirilai.

Ayrica,0zdamar ve Hacisalihofluidinun galisualarindan

faydalanllérak gtt?

de verilen bir & efrisinin eirilikleri,
harmonik cirilikleri. ve oskiilatérkiiresinin merkezinin koordi-
natlari arasinda bagaintilar bulundu.Bu bagaintilardan yararlanie

larakyegilim ¢izgileri ig¢in yeni bir karakterizasyon verildi.
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