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ÖZE T 

Bu çalışmaaltıbölüm halinde düzenlenmiştir.İlk dört bölüm temel 

kavramlara ayrılmıştır.Daha sonraki bölümler,çalışmanın esası~ı teşkil e­

den ve sonuçları ihtiva eden bölümlerdir. 

WEATHERBURN f.51 veBLASCHKE -r3~ de 
3 .. 

E , Okliduzayında bir oc eğ-

risinin eğilim, çizgisi olmasına ilişkin bir karakterizasyon verilmiştir. 

Verilen bu karakterizasyondan yararlanarak OZDAIMtR ve HACISALIHOGLU 1:7J, 

n>3için En Öklid uzayında bir oc eğrisinin H. (ı~i~n-2) harmonik eğ-
ı 

riliklerinive ayrıca-eeilimçizgilerihi tanımlayarak,ou çizgilerin karak-

terizasyo~unu li 
i 

harmonik eğrilikleri cinsinden' vemifşl.eidir . .c . 

Eğilim çizgileri için diğer bir karakterizasyon ise FORSYTH g41 

ve . WEATEERBUnN C5J da E
3 Öklid uzayında bir tt eğrisinin yay uzu'nluği:ı­

na göre türevIeriyle oluşturulan tt det (oc' ',cx:'iı, ,oc (IV» değerinin sıfır 
olması eğilim çizgileri için bir karakteristiktir II şeklinde ifade edil­

miştir.Verilen bu sonuç , ÖZDAI,1AR ve HACISALİHOGLU L 7] nun çalışmalarının 

ışığı al tındabu çalışma ile n)3 için (n-ı )-boyutlu Öklid uzayındaki eğ­

:rilere genelleştii'ilmiştir.Bu gehelleştirmelere ilişkin ifade ve ispatlar 

verilmiştir. 

Ayrıca ÖZDAPillR ve HACISALİHOGLU (81 nun E
n ., n-ı 

Oklid uzayında S 
oskülatör küresinin merkezinin m. 

ı 

den eğrilikleri araşında buldukları 

koordinatları ile k. yüksek mertebe­
ı 

bağıntıdan yararlanarak m. eğrilik 
ı 

fonksiyonları cinsinden n-ı 
E Öklid uzayında eğilim çizgilerine dair bir 

diğer karakterizaayon bulunmuştur. 



i 
i 
i 

SUMMARY 

i This study consists of six chapters.The first four chapters 
[ 

deal with basic concepts.The following chapters constitute the esential 
i ~ 

i 

part 
! 

of this study including the results. 

The characterization specifying that a curve oc of the 3-di­

mentionaı Euclidean space E3 is an inclined curve.This has been mention;... 

ed tn ~JEATHERBURN [51and BLASCHKE DJ ~Uaing this characterization 

öZDfr4AR and HACISALİHOGLU [7J have defined harmonic curvatures Hi (1!i~:-2) 
in fddition to the inclined curves of curve « in EucIidean n-space E 

fori nj3 ; and have given the characterization of these curves subject to 
i 

har~onic curvatures. 

i E3 \ Another characterization in 3-dimensional Euclidean space 
for ı incIined curves is given by FOnSYTH U41and vJEATHERBURN [5J wi th the 

i 
foltowing expression, consti tuted by the derivations of a curve ex: With"" 

, . C" (IV» 
res~ect to i ts arc-Iength parameter .. If the value of det oc' ',oc' , , ,a 

t 

is 10 bevanished,then this is a charecterizationfor inclined curves 11. 

i , 
In this study,the above mentioned resuIt is generalized to incIude incIined 

i ' 

curtes in (n-ı)-dimehsional Ellclidean space for n>3 ,using the expression 

of ~ZDAiV1ARandHACISALİHOGLU tn. Statements and proofs based on these gen-
i " 

eratizations have be ert giyen. 
t 

! Furilherırtore,using the reIation between the curvatUre functions 

m. IOf the center of (nı-ı )-osculating sphere ,Sn-ı , and higher curvatures 
ı ı " 

k. Ifound by ÖZDAMAR and HACISALİROGLU t81,ano~her characterization reIated 
ı i ~ ~ . 

to ~nclined curves in (n-ı)-dimensional EucIidean space, En-ı ,with respect 
ı 

to the curvature functions m. has be en obtained. 

i ı 
Iı 
i 



NO TAS Y O N LA R 

i '. ~. fO ..... ~ •• ', •••• ~'." _ ••• "'!' •• İndeks cümlesi. 

<, > •• " o o ••. ~ •• J.. ~ • ~ •••••••• , f, •• İç çarpım fonksiyonu. 

• ••••••• o •••• , .••••••••••• t" n-boyutlu reel standard vektör uzayı. 
i, 

• ••••• ~.~. ;;~ •••• o • o ~, •••• ~: •• n-boyutlu Öklid uzayi .. 
~ , '\: '. ' n-zyl\ • ": • -••••• :_ ... ~ e',. , ............. : •••• 

(p: ,'p " •. ~ ~ ! ,P ) ••••• ... 4! ••••••• 
o ,·ı , n ' 

lı. •• '~. ~ tt ~'~ ••• ~ ~ ' ... ,. ............. . 

k ' " , 
C •• ~ ,,:. ~ ~ .' ~;' .•. -_., oe" ........ ' •••••• ., • ~ 

('tV,~) •••. ~ 6c.' •••• ~ •• tt •• " ......... . 

[( )L '" ' 't;,W.\ ...................... .. 
/ ~~A 

iY vektörünün normu. 

Afin çatı veya Öklid çatısı. 

Reel sayılar sistemi,Reelsayılar cismi, 

k-yıncı sınıftan diferensiyellenebilir. 

Koordinat komşuluğu veya harita. 

Koordinat komşuluğu sistemi veya Atlas. 

TA (P) ........ o • ,o" • o ••••• o •• o'" A afin uzayının PEA noktasındaki tanjant 

uzayı. 

~(En) o •• o.' ........ ~ •• ~ • ~ ~ o • o. tR reel sayılar cismi üzerinde bir n-boyut-

DXY , .............. ~ ~ •• ';~~'. -.:.'.«. ~ ... . 
Sp f ... ~ ....•. 4 •••.•••.•. ~ •• " .... :- •. . " 

V [H] ••••••••• , ••••. J •• ~ ••••.• , ... 

ı ı ' " 

u ç V •••• , ........ _ ••••••••.•• -... .. 

lu vektör uzayı(En in vektör alanlarının u­

zayı~. 

Y nin X yönündeki kovaryant türevi. 

1- •• } nin gerdiği uzay. 

H fonksiyonunun V yönündeki türevi. 
ı ı 

U oümlesi V nin alt cümlesidir. 

U C V ••••• 0 ••••••••• o •• o 00 • .;. U cümlesi V nin bir gerçek alt cümJ,esidir. 

• •••. ~_ ... , ~ ~ ......... e .•.•.•• ~ ~ ... "... • Arakesi t. 

• ........ l...~: .• :o~, .0 •• '.0 •• , .eı e, ., •.• : • • .... .. Bir 1 e Ş im •. 
n-ı 

S ' ••.• ' .• ~~ •. ~ .•.•••••••.•• e ~ •• ~ ••. 

H. ';~~ •••• ~,,~~~,~~ •• ~ •• a~ ••• ~. . ı 

ki ~····· .. ··t~'·~!,···_ .. ·e ............ . 
A ..•• , •.•.••• ~ ••••.••••••• , •••.•••. 

J.J 

ın. • .......................... ., 
ı 

(n-ı)~boyutlu küre. 

i-yinci dereoeden harmonik eğrilik. 

i-'yinci dereceden eğrilik. 

~. ler veya k. lerle bunların 
J J 

s 

parametresine göre türevIeri. 

Oskülatör kÜrenin merkezinin koordinatla'!'l.. 



G İ R İ Ş 

Di:ferensiyel geometride, son yılların en önemli çalışmaalanları 

diğer-ma.tematik dallarında olduğu gibi genellemelerdir.Cienellemeler hem bo­

yutta hemde karakterizasyonların yapısınd~ kendilerini göstermektedirl,er. 

n-boyutlu (n~3) Öklid uzayında yükseıc mertebeden eğrilikler bir 

eğri için en fazla n-ı tane ola.rak tanımlanm.ş ve geometrik anlamları in­

celenmiştir.Ancak Hacısalih--oğlu ve Özdamar [7} ın tanımladıkları yüksek 

mertebedenharmonik eğrilikler de bir eğri için bu_o (n-ı) eğriliğa eklendi­

ği zaman bu iki cins eğrilikler arasında hangisinin dahaönemli karakteriz-

asyonlara götüreceği akla gelmektedir. 

n~3 . özel halinde bir 

ot: i 
n 

.~ E 

eğri~i için iyi.bilinen, 
doc oc' es - olmak üzere, 
ds 

dat (oc i t ,OC: f' i ,cc (Dt» 

değeri n>3 genel halinde de ilginç olmalıdır. Yüksek mertebeden eğrilikler 

ve harmonik eğ:t'ilikler ile Frenet formüllerinin ele aJ,.mak suretiyle bu de-

terminant değerini tartışarak bir 
. ı 

.eğrisi için 

değerini. irdeleyebiliriz.Böylece oc eğrisinin En de bir eğilim çizgisi 

olmasına dair karakterizasyonlar elde edebiliriz. ~ nın yay-parametresine 

göreYüksek mertebeden türevlerini eğrilikleri cinsinden ifada edebiliriz. 



Böylece n-3 özel halinde biliz:j.en karakterizaByanları tekrar elde edebi­

liriz.<ıc nın türevIerini oskülatör hiper kürenin merkezinin koordinatları 

cinsinden de ifade edebiliriz.Böylece benzer sonuçlara varabilirizo 



i • il Ö LÜ !Ii 

I. i •. AFİN UZAY 

LI.l •. TANIM 

:Boş olmayan bir eümle A ve bir K eiemi üstünde bir vektör 

uzayı Volsun. A nı~n .elemanlarını noktalar' ol~rak adlandıralım.Aşağıda­

ki önermeleri doğru.layan bir 

f:AxA ~V 

ıO)'ti P,Q,R€ A için f (P,Q)+f (Q,R) .. r.(p,R) 

2
0

)V P~A ve "VocEV için f(P,Q)=4 

olacak biçimde bir tekQ,fA nokt~sı va:rdır. KeR reel sayılar eiemi olma­

sı halinde A ya İ'eel afin uzay deriir; boy A .. boy V kabul ediliİ'. 

I .. 2.ÖKLİD UZAYI 

. :Bir reel atin uzay A ve A ile birleşen vektör uzayıda V 

olsun. Vde bir iç çarpım işlemi Olarak, 

<. ,). :. VxV ----~ R 

(XtV )---~<x,y) ... ix. y. 
',=\ ı ı 

x=(x ,x
2

, ••• ,x ) , y=(y 'Y2" •• 'Y ) Öklid iç çarpımı tanımlanırsa,bu i-ş+. 
ı n ı n 

lem yardımı ile A da uza-kll.k,açı,alan·vehaeım gibi metrik kavramlar 

tanımlanabilir.:Böylace A afin uzayı da. yeni bir ad olarak ÖKLİD UZAYI 

adını·alır.Biz V=Rn olması halini esas alacağız ve bu durumda A Öklid 

uzayını STAUDARDÖKLİD UZAYI anlamında diğerlerinden ayırdedebilmek için 

En ile göstereceğiz o .. 

i .2 .• T.TAıur4 
nn d : E xE :...-__ -IR 

(x,y) ----- d(x,y)=Iı;x:YH ... 

olarak ta~ımıanan cl fonksiyonuna En Öklid uzayında JZUNLUKb'OFKSl "(OLU 

v.i
.;' d(XiY) reelsayısına da xtY En noktaları arasındaki UZAKLIKdEHür • .-·' 



I.2.I.TEOREM 

En de uzunluk fonksiyonu bir metriktir. (IJ. 

I.2.2.TANI~ 

n n 
d : E xE ----LE 

(x,y) ----- d (x,y)..,ııtyu , 1r$x,yf.. En , 

biçiminde tanımlanan d fonksiyonuna En de ÖKLİD METRİcİ denir. 

I.2.3.TANIJ.\'l 
n 

Vx,y,ztE için -A: xyz açısının ölçüsü, 

CosS-= ~!~~ -, e ~ e~ tT 
yx yz 

den hesaplanan bir a -reel sayısıdır. 

I.2.4~TAN±M 

En de sıralı bir [P ,P ,.-•• , P 1. 
o ı n J 

karşılık gelen {ı?P ,PP
2

, ••• ,PP LJo vektör 
o ı o o n 

mal baz ise {P, P , ••• , P 1 sistemine En 
o . ı nI 

ÇATISI denir. 

I.2.5.TANIM 

nokta (n+ı)-lisine ~n de 
n 

n-liaiiIi. için bir ortonor-

in bir DİKÇATISI veya ÖKLİD 

En deki rE ,E , ••• ,E} çatısına STANDARD ÖKLiD ÇATISI denir. 
o ı n -E o E i is (1\ ,J; 2.' ••• , 1;(1.) • 

I.2.6.TANIM 

En de_b~r _ X noktasının En deki standard Öklid çatısına gö-

re ifadesi 

-'7.!1 -ı,. 
E X=2..x,E E, 

o '1=1' ı o 1. 

dir.Buradaki 



'i n . 
x. :. E -~--.ı,. IR, ı~ it n 
ı 

fonksiyonlarına X noktasınl.n ÖKLİDKOOm5İNAT FONKSİYONLARI ve {xı ,x2
' • "xJ 

reel değerli fonksiyonlar n-lisine de En in ÖKLİD KOORDİNAT SİSTEMİ. 

denir •. 

I.3.TOPOLOJİK YillNİFOLDLAR 

1. 3.1. TANIM 

X r sf bir cümle olsun. X in alt cümlelerinin bir ~ koleksiyo­

nu aşağıdaki ö~elikleri s~lıyorsa~ ya X üzerinde bir TOPOLOJİ denir. 

i) X,~tt;, 

ii) G'ya aitherhangibir -sonlu altcümle koleksiyonunun arakesi­

ti yine~ ya aittir, 

iii)&ya ait herhangibir alt cümle koleksiyonunun birleşimi yine 

~ya aittir. 

X in Topolojiye ait olan bütün alt cümlelerine bu topolojinin açık cüm -

leleri denir Oc. 

Boş olmayan bir X cümlesi ve bu cümlede tanımlanmışbir 19 

topolojisinden oluşan (X,'(9) ikilisine bir TOPOLOJİK UZAY denir CI7]. 

I .. 3.2.TANIM 

X bir topolojik uzay olsun. X in p ve q gibi herhangi iki 

farklı noktası için X de sırası ile p ve q noktalarını içine alan 

A ve A açık a.lt cümleleri AnA _ % olacak biçimde bulunabilirse 
p q p q 

X topolojik uz~ına. bir HAUSDORFF UZAJI denir, r8 • 

i. 303 .TANIM 

X ve Y iki topolojik uzay olsun.Bir 

r X ---- Y 

fonksiyonu aşağıdaki özelikleri sağlıyorsa, bu f fonksiyonuna X den Y 

ye bir EOMEOIWRFİZİil denir : 



i).f üzerine ve birebir dir, 

ii)f süreklidir, 

iii) f-ı süreklidir. 
~ 

f , X den Y ye bir homeamorfizm ise X ve Y uzaylarınada Homeomorf .... 

tur denir 1]8J • 

Aşağıdaki özelikleri sağlıyan bir M topolojik uzayına n-boyut­

luT,QPOLOJİK MANİFOLD denir :-

i) ro bir Hausdarff uzayıdır, 

ii) M nin her noktasının En nin bir açık alt cümlesine homeo-

morf bir açık civarı vardır, 

-iii )-M ninc;ı.çı:k cümlelerinin -sayılabilir bir bazı vardır [20] • -_ 

I.4.DİFERENSİYELLENEBİLİR lJlANİFOLDLAR 

i~4. i .-DİFFEOMORFİZM 

En t p.-boyutlu öklid uzayında bir açık cümle U olmak üzere,bir 

U En __ f: --ljt 

fonksiyonu verilmiş olsun. f nin diferensiyellenebilmesi aşa.ğıdaki gibi 

tanımlanır •. -

I.4.LTANIM 

En de bir açık cümle·· U olmak üze.re bir 

f: .. U .,;.----+ tR 

fönkeiyahu k-yıncımert-ebeden bütünkısmitürevleri var ve bu kısmi türev­

ler sürekli iseler, f·- fonksiyonun? En de ek - sınıfından diferensiyel­

- lenebilirdir denir t23 • 

ek (U, R) ... [f\:f : U ----+tR ve f c fonksiyonu ek sınıfından'} 
e (u, R)::: Lf \ r..( ek(u, iF). ,.\1- k-E..ıi} 



r o 

I.4.2.TANIM 

En deki bir açıOk altcümle U olduğuna göre,bir 

m 
U ----+ E 

fonksiyonu verildiğinde,bütün 

fonksiyonları için 

ise 

k 
f. o lp.f. C (U ,ıR ) 

, ı 

dir denir. 

dirra] • 

I.4.3.TANIM 

Bir 

m n 
U ve V' sırasıyla E ve E. in birer açık alt oümlesi olsun. 

LV: U ---~ V 

x ----~ttV (x) = (f ı(x),f 2 (x), ••• ,f n (z) 

f. : U ----OÔ\' ıE 
/ 3. 

fonksiyonuiçin bütün f. koordinat fonksiyonları 
ı 

k 
f ,f

2
, ••• ,f -E C (U,\F). ise 

ı n . ".! 



6 

dir denir. 

f. :t'ohksiyonlarına~ nin Öklidyen koordinat fonksiyonları denir t~1 • 
1 

i.4~ 4. TANIM 

En in iki açık alt cümlesi U ve V olsun.Bir 

41: U ----4- V 

fonksiyonu aşağıdaki özelikleri sağlıyorsa, bu ·41 .fonksiyonuna U dan V 

ye ek sınıfından bir DİFFEOMORFİZM dir denir ~ 
i) \ıl üzerine ve birebir dir , 

i i ) tp of ek (U , En ) , 
-1 k n 

i ii) tv -( C (V, E ) 

dir (19] • 

I.4.5.TANIM 

M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da M nin bir açık 

cümlesi olsun.Eğer U bir ~ homeomorfizmi ile En nin bir 

alt cümlesine eşlenebiliyorsa 

Homeomorfizim 
1ıJ: UC M -_ ......................... -"}-

W açık 

(u, tıı) ikili-sine M de bir KOORDİNAT KOIVlŞULUGU veya HARİTA denir (2) • 

I.4.6.TANIIV1 

ı,ı bir n-boyutlu topolo jik manifold ve M nin bir açık örtüsü 

{U;~ olsun. U~ açık cümlelerinin ~ indislerinin cümlesi A olmak üzere 

tUQI.~ örtüsü için tUIXl,{Ayazalım. En de Uo( ya rıy homeomorfizmi altında 

homeomorf olan bir açık cümle WOI olsun.Böylece ortaya çıkan (l!ı, lf,) hari ta-, 

larının f(trılfdJt{A koleksiyonuna bir ATLAS (veya KOORDİNAT K01VIŞULUCTJ 
SİSTEMİ) denir[2}. , 
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I.4.7·TANIM 

M. bir topoloJ'ik manifold ve M nin bir atlası S_r(U i,' ;'J' 
.-1. «''''oc oct:A 

olsun.Eğer S 

dı -I 
'fJ t"x =1t'\'!]olfoı ve 

iseler S ye 

atlası için U nu i ~ olmak üzere \/lX.ı-pt..ll. ya karşılık 
x ~ 

1.\ -\ ek 
ı~= 'l'l)~ıOfonksiyonlarJ. sınıfından diferensiyeııenebilii' 

eK sınıfından "dif~rensiyellenebilir" dir denir. S at-

lası ~1 üzerinde ek sınıfından olduğu zam~n S ye h üzerinde ek 

·s~n~fındari. DİFERENSİYELLENEBİıİR YAPI adı verilir f..2J ~ 

1.4.8.TANIM 

ğer S 

M bir topolojik n-mani~old ve M nin bir atlası S olsun.E'~ 
. k 

atlası e sınıfından diferensiyellenebilir ise, M ye k-yıncı 

sınıftan n-boyutlu DİFERENSİYELLENEBİLİR MANİFOLDdenir(2); 
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I.5.TANJANT VEKTÖRLER VE TANJANT UZAYLAR 

I.5.ITANJANT VEKTÖRLER 

Tanjant vektör kavramını geometri açısından ele alacağız. 

I.5.I.TANIM 

V vektör uzayı ilebirleşen bir afin uzay A olsun. Pt A ve 

V-{ V için (p,V) sıralı ikilisine A afin uzayının P noktasındaki 

bir tanjant vektörü denir. 

..:,. 
Afin aksiyomlar gereğince her bir (p,V) tanjant vektörün~bir 

tek Q-( A noktası karşılık gelir, öyleki 
~~ 
PQ=V dir.Buna göre A afin 

uzayında iki nokta verildiğinde,bu noktalarla birisi buşlangıç noktası 

olmak üzere,bir tanjant vektör, tek türlü belli olur • 

.. A afin uzayinın Pt. A noktasındaki tanjant vektörlerinin cüm­

lesini TA(P) ile göstereceğiz. O halde; 

dir.Bundan sonra 

n-boyutlu bir 
..,. 

A 

.... 
tanjant vektörünü Vp ile göstereceğiz. 

~ ... {) ,P , ••• ,p} 
o ı n 

afin uzayında bir afin çatı 

olduğuna göre Vp~ TA(P) için Vp ... PQ ise, 

~ -1> t1 ~ 
Vp .. PQ "" i >-. pp . • ;:;\ , o ı 

4-

olmak üzere, Vp vektötU (AtA, .i~ ,~) sıraiı n~lisine karşılik [elir. 
i z.. i\: 

Bu sıralı n-liye 
4-
V ·tanjant vektörünün koordinatları diyeceğiz ve 

p 

şeklinde göstereceğiz. 

I.5.2.TA1JJANT UZAYLAR 

'I'A (P) de toplama ve sk""lar ile çarpma işlemleri ,sırası ile, 
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~: T (P)xT (P) ----~ T (P) 
A A A 

«p,V), (p,a) )--+ (P, V)e (p,U) 

0: ıRxT (P) ---~ T (P) A A 
(A,V )----.,A0V 

P P 

biçiminde tanımlıyalım.Burada, ıR ile A nın birleştiği V vektör uza -

yının reel sayılar cismi gösterilmektedir. tT
A 
(p),~ , iE , + , '. ,o1 

altılısının bir vektör uzayı olduğu bilinmektedir i '. 

1.5" 2. TANIM 

{TA (P) ,e, ıR ,+ , -. .,0} vektör uzayına. A afin uzayınin PO( A 

noktasındaki tanjant uzayı denir ve kısaca TA (P) ile gösterilir-o 

boy A .. boy TA (p), Po{. A olduğunu biliyoruz en. 

I,-I'5 .. 3. VEKTÖR ALANLARI VE VEKTÖR -ilLANLARININ UZAYI 

1\'1 bir manifold ve NI de bir k0mşuluk \i olsun-.Bir P-€' W 

noktasın~aki tanjant u~ay T .. (P) 
w 

olsun.. W nin bütün P noktaları üze-

rindeki tanjant uzaylarınbirleşimi W~i T~/P) ile gö:sterilsin·.Bir 

"i"'l": U T (P) ----~\. W 
II Pf.W vj' -, 

dönüşümü tp~TW(P) tanjant vektörü için 

biçiminde tanımlan8ıı.n~ b zaman ~v komşuluğu üzerindeki bir vektör alan­

ını tanımlayabiliriz~ 

I,5·3,TANIrrl 

W ç iVL üzerindeki bir vE::ktör alanı operatörü 

x : Vv ..,---~ LJ T (P) . . PiW W 
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biçiminde bir fonksiyondur.ÖylelJti, 

1\OX == i : W -----40V~ 

dönüşümü bir özdeşlik fonksiyonudur. 

_ I.5.4.TANIM 

cı 
"OX tp 

ı 

• 

=-:x (p) = (ı,O, ••• ,O)l p 
ı 

'd 7J ~ Ip'" rx- (p) =; (O, 0_-' o , O, ı ) \ p 
n n 

olacak biçimde En -üzerindeki, her bir P noktasında n tane vektör ,(tS,fl­

ğa.i:ıt vektör) seçelim.Bunların En deki dağ'ılımı ile n tane vektör alanı 

elde edilir. i" 2.. l () ). -, ~ ~ 
~)(. '(ıxz.. rz,X4 

vektör alanı n-li sine en u 

~ üzerindeki DOGAL 

BAZ VEKTÖR ALANLARI SISTEMI veya kısaca DOGAL BAZ ALAN SiSTEMİ denir. 

Demek oluyor ki, g, , ı ~ i..f n vektör alanı pozitif x. ekseni 
,_ '7lx', ~ 1 

doğrultusu ve yönündeki birim vektör alanıdır, En bir n~manifolddur. En 

üzerindeki bütün vektör alanlarının cÜmlesini )(E
n

) ile gösterelim. )C(E
n

) 

in de IR reel sayılar cismi üzerinde bir n-boyutlu vektör uzayı olduğunu 

biliyoruz Cı:] • 

Yt.)(E
n

) için vektör uzaylarında baz tanımından, 

ifadesi tek türıüdür.Burada geçen 

n 
y. : E -~ LE 
ı 

koordinat fonksiyonlarına Y vektöralanının Öklid koordinat fonksiyonları 

denir. 
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- r.6.YÖNE GÖRE TÜREV 

i .6. i. YÖNE GÖ.RE TÜREVLER 

En de tanımlı reel değerli fonksiyonların türevIenebilmesi yar­

dımı ile ,yöne göre türevi inceleyeceğiz. 

Bir f : En ----+ IR fonksiyonunun türevlenebilmesi ve. türevi 

a§ağıdaki fibi tanımlanır. 

r. 6;'1. TANIM 

f : En ____ ~ ıR fonksiyonu verilsin.Eğer bir a 'E En noktası 

için, 

__ olacak şekilde bir 

n Lineer A: IR ------+ }R 

fonk~iyonu bulunabiliyorsa f ye 

nır,ve ~ lineer fonksiyonuna da 

rilir 15 • 

Yukandaki tanım ile 

n 
a € E noktasında türevlenebilirdir de-

n 
ci. .f..E noktasında -f nin türevi adı ve~ 

den IR ye fonksiyonlar oümlesi.nin 

bir alt eümlesi ayırd edilmiş olur~/Daha açık olarak bellibir 
n 

at E nok-

tasında türevIenebilen reel değerli fonksiyonlaroümlesi elde edil~r.nu 

cümleyi, 

C(a,m) 

şeklinde göstereoeğiz. 

I.6.2.TANIM 
n n 

Va-( E için f-€. C (a,IR) ise, f fonksiyonu E de türevlenebi-

lirdir denir. 
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n 
Bundan sonra E· de türevlenebilir reel değerli fonksiyonların cümlesini 

ile göstereceğiz. 

f : En. __ --_ iR fönksiyon'\lnun bir P~ En noktasl.ndaki türevini 

de:t Ip şeklinde g~östermek Mettir. 

I.6.1.TEOREM 
-+ < n· n n 
V c: (v 1 ' v;::, ••• , v n)-f iR .t p-€ E ve f: E ----~ IR birtıiiit(!;ı:eh~ 

siyellenebilır fonksiyon olsun.Bu taktirde 

VptfJ =1.v. ~_-ip 
i:ı ı vJI. 

i· 

dir Po], 

ı.6.4.TANIM 

X{ X(E
n

) ve f-f. C (En JR) 
n 

olsun. P~ E için, 

olmak üzere t Xff)€C (En ,tR) . fonksiyonuna, f nin X yönündeki türev fonk-

siyonu denir. 

için eğer Y vektör alanının bileşenleri 
• 

sınıfından iseler 

D Yas (X[y1 ,XLY2r,.~.,X[yl ) 
X ı n 

vektör alanına Y nin X' e göre KOVARYANT TÜREVİ denir,burada X",,(.z-. , •• ,x ) 
ı II 

n 
. y. : E - ? IR , l.~ i,{ n , 

ı 

(u , ••• ,u )-4Y.(u , ••• ,u) 
ı n ıı n 

GIma.k U,zere 

dir. 
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II. BÖL Ü 1v1 

II..I.EORİLER TEORİsİ 

ıçın bir açık aralık olmak üzere (ı,oc) koordinat komşuluğu 

ile tanımlanan oc(I)C En eğrisini bundan sonra,kıs.aca oc ile gösterece-. 

ğ'iz • Demek ki cc' eğrisi dediğimiz zaman, 

n 
tt: 1----+ E , HIR 

olmak üzere, 'oc(İ)"C.En anlıyacağız.Burada-ki ıs LR aralığına <x eğrisinin 

parametre aralığı diyeceğiz. Ve t -€.I değişkenine de iX: eğrisinin parainet-

resi diyeceğiz. 

II.I.I.TANIM 

En de bir (oc) eğrisinin (1,«) ve (J,~) gibi iki koordinat 

komşuluğu verilsin. 

'-ı 
lı == lle o ~ : J --..... ~~ 1 

i 

diferensiyellenebilir fonksiyonuna (oc) nın bir parametre değişimi (daha-

doğrusu (oc) nın 1 daki parametresinin J deki parametresine değişimi) 

denir Tn. 

II. 1.2 • TANIM 
n 

E de 
n 

« : i ----~ E 

olmak üzere, 

(oc:) eğrisi (1,«) koordinat komşuluğu ile verilsino 

fonksiyonunun Öklidyen koordind.t fonksiyonları <le , •• ,CK 
ı n 

cc = (oc ,OC
2

' ••• 'cıc) ,«(t)-E(oc) 
1. n 

ve 

~:L ,. _~?5.1l \ ) 
, dt- t,r··., dt t dir. 
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tx:'(t)loc(t)t TEn (oc(t) tanjant vektörüne (oc), eğrisinin t..f.I parametre 

değerine karşılık gelen «(t) noktasında (1,«)' koordinat komşuluğuna gö­

re HIZ VEKTÖF..Ü denir. 

II. L3.TANIM 

En de bir (cc) eğri'si verilsin. (ec) eği'i~ini1ı bir m nokta!"> 

sındaki tanjant uzayı diye, m noktasında (oc) nın hız vektör;erini içi­

ne alan T(~)(m) vektörraz~y~naı~en!r~ m~(x~ seçi~m~ş birinmktn olmak 

üzere, En in T(<x)(m) ile birleşen alt afin uzayına. da, (tıC) eğrisinin 

m~ (cc) noktasındaki teğet doğrusu denir. 

TEn (m) vektör uzayında, 

şeklinde tanımlı ökiid iç çarpımını göz önüne alalım.Bu iç çarpımın, T(cx:)(m) 

al t uza.yına kısı tla.hması da T (tx:) (ni) da bir iç-çarpıındır ~Buna göre 

T(cc)(m) uzayında bir vektörün normundan söz edilebilir.Böylece bir (<<) 

eğrisi için, skalar hız fonksiyonu ve skalar hız tanımı aşağıdaki gibidir. 

II. i. 4: TANIlVı 

En de bı'r () v" « egrısı 

K<ıc .''': i _ ... _~ iR 

(ı,~) koordinat komşuluğu ile verilsin. 

t ----~ ii oc 'ıı (t) = Ilcl
l 
( t ) L \ 

şeklinde tanımlı 1i(X'~ fonksiyonuna (~) etrisinin (1,«) koordinat 

komşuluğuna göre skalar hız fonksiyonu ve ncx: ' (t)\1 reel sayısına da 

(<<) nın (I,ec) koordinat komşuluğuna göre Cc(t) noktasındaki skalar hl.-

zı denir. 
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II. i. 5. TANIM. 

(oc) eğrisi (ı,oc) koordinat komşuluğu. ile verilmiş olsun.E[-er 

s-tI için, 

I\OC'(s)U o: ı 

ise (ac) eğrisi (1,«) ya göre BİRİM HızLI EGFcİDİR denir.Bu durumda eğ­

rinin s -€ r parametresine yay parametresi adı verilir tI31. 

II.i.6.T.ANIM. 

(oc) eğrisi (I,oc) koordinat komşuiuğu. ile verilmiş olsun. 

a, b -€ i olmak üzere a dan b ye (oc) eğrisinin Yay-uzunluğu diye, eğ­

rinin «(a) ile ~(b) noktaları arasındaki uzunluğa karşılık gelen 

b 
fıoc ' ( t ) \i dt t-€ I 
a., 

reel sayısına denir.Kolayca görüleceği fibi,bu değer koordinat komşulu[un-

dan bağımsızdır. 

II. i. 7 • TANIM 

Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye EEGÜLER 

EfRİ denir [16J. 

II.I.I.TEÖREM 

Her bir parametrik eğri daima yayı cinsinden pa.fametrik olarak 

ifade edilebilir (9J ,(ıo]. 

II.2.SERRET-FRENET VEKTÖRLEnİ 

En Öklid uzayında bir (<<) eğrisi (r,oc) koordinat komşuluğu 

ile verilsin.Eğrinin hız vektör~ olan «'(t) tanjant vektörü, 
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şeklindetanımlanır ~Şimdi, 

«' .: (oc) ~ :d(oc) T (oc )(m) 

m = oc(t) ----- oc'(t) 

dönüşümünü göz önune alalım_ 

n: Y) T( )(m) -~.., (oc) 
rn.{. \cc « 

oc ' ( t -) -----!IÇ ( t)-E, (cc) 

olmak üzere, 

lJooc i = i (oc rl-----~ (oc) 

olduğu açıktır. O halde, oc', (oc) üstünde bir vektör alanıdır. oc' vektör 

alanına (oc) eğrisinin (1,«) . koordinat komşuluğuna göre TEGET VEKTÖR 

ALANI diyeceğiz.Bir eğrinin diferensiyel geometri yönünden incelenmesinde 

teğet vektör alanının önemi büyüktür. 

II~ 2. i. TANIM 

En de bir-. (cc) egrısı (1,0() koordinat komşuluğu ile verilsin. 

B' d d 1.\ s' , " (r)}. t . l' b v {k) k> u urum. at: 'r = 1. oc ,a:: . , o ••• ,oc sıs ernı ıneer agırnsız ve oc r 

için; 

\'~ -+ ~L 
olmak üzere, 11.1 den elde edilen ı V , V , ••• , V r - 'ortonormal sistemine «le) 

LV ı 2 : r 

. .eerisinin SEREET-FRENET r-AYAKLI ALANI ve m-€. (tıc) için 
i;-? -? ~1 
ıVı (ın),V2 (m), ••• ,.Vr . .Cm)J ye ise m..( (cc) noktasındaki SERRET-FFi.ENET 

~ 

r-:AYAKL1SI denir .,Her bir V. , ı~ i ~ r ye bir' SEHRET-.ı!'EENET VEKTÖRÜ adı 
ı 

verilir [41 •. 
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IL 2.,2. LErJiMA 

tem is~, 

ve 

dir. 

(lt : i -.,..--~ En eğrisi için tV- 'V
2
"" ,V} bir ortonormaL·sis-

ı r 

(~ + 
Vı V) = O 
i' ı 

i ~ j 

i i. I. I. TEOREf-r 

{V ,V, ••• , V} ortonormal bir sistem ve k. ( J. ~ i ~ r:-1)verilen 
. ı 2 .. r ı 

cx: eğrisinin eğrilikfonksiyonları olmak Üz~r~,Qu sistem için türev formül-

leri aşağıdaki gibidir t41. 

.. .-+ 
Vi :: k V 
ı ı 2 

.. 

. ' 
-+ "'> -ır Y;i ::; -k. OV. 2 +k. . .. 
ı-ı ı-L ı- ı-ı ı 

o· 

O· 

V' = -k ~ + k L 
r-ı r-2 r-2 r-ı r 

~ ~ 
V' = -k V 

r r-ı r-l. 
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III • BÖL Ü M 

IIIeloEOİLİM çİZGİLERİ 

III. I. I.TANIM 

En de bir (~) eğrisi (Itoc) koordinat komşuluğu ile verilsin • 

..ıvs-€" i için «'(s) hız vektörü, bir t sabit vektörüile sabit açı oluş­

turuyorsa (oc) ya bir EGİLİM çİZGİSİ ve spt'tı\ ya karşılık gelen a-fin .J. 

uzaya da -(cıc) eğilim çizgisinin EGİLİM EKSENİ denir. 

III. I. 2. TAN niL 

En bir (oc) eğrisi (I,oc) koordinat komşuluğu ile verilsin. 

s..( I ya karşılık gelen (LC (s fe (cx:) noktasında (<<) nın i. ve 2. eğrilik­

leri kı (s) ve k
2

(s) ise, 

H I --~ IR 
ı 

k (s) 
c ı 
.ı:ı ı == k--r-( s""""l)-

2 

şeklinde tanımlı H fonksiyonuna, (<<) nın :dHARrIlONİK EGRİLİGİ denir. 
ı 

III.I.I.TEOREM 

E
3 

de bir (oc) e€'risi (I ,oc) koordinat komşuluğu ile verilsin. 

Bu durumda: 

(a: ) bir eğilim çizgisidir <+ '.J s-€ i 
, J, 
ıçın II (s) = sabi ttir(3l. 

ı 

III.2.E
n 

ÖKLID UZAynmA EGILİM çIZGİLERİNİN KAHAKTERİZASYOUURI 

En de eğilim çizgisinin tanımını, E3 de efilim çizgileri için 

verilen tanımın bir genelIeştiri]mesi olar~ biliyoruz [7]. 
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şeklinde tanl.J)1li H fonksiyonuna, (a:) 
i 

nın i-yinoi mertebeden HARMONİK 

EGRİLİK FONKSIYONU denir tr). 
.. 

-.!) 

Bu tam.mdaki H. fonksiyonlarının V yönündeki kovaryant türev-
ı ı 

lerini matrisel formda yazmak gerekirse, 

V LH1 O k
3 

O . . • O O O II 
ı ı ı 

,.". 

lH1 V .. k O k4 • • • O O O H 
ı ı 3 2 

• -
• 

~ ~ 

O O O .-k O k H Vııg13 n-~ n-ı n-3 
-+ 
V (Hl" O O O O ";k O H 
ı n-~ n-ı n-2 

dir.Eğilim çizgilerinin ha.rmonik eğrilik fonksiyonları için aşafıdaki teo­

ram gaçerlid~r~ 

III.2.I.TEOTIEM / 

En de bir (oc) etilim çizgisi ve Sp~X} de (IOC) nın eğilim 

ekseni olsun. (~) nın Frenet -n-ayaklı alanı : 

ve harmonik ep-rilik fonksiyonları da~ H. (ı' i.f. n-2) olmak üzere. 
ı 

~ -'J> +~ 
(V. 2;X>:tt H.( V ,X) , 

1+ ı ı 
ı (. i~ n-2 "--

II±.2.2~TEORtıvi 

(oc), En in her ~(s) noktasında Frenet n-lisini ihtiva eden bir 

egri olsun.s yay parametresine gör8, (oc) eFrisinin oc(s) noktasındaki har-

monik eğrilik fonksiyonl-a.rı, H. (ı4 Hn-2) ise - ı . 
n ~t 

e(~risi E de bir eğilim çizr:isidir <~ ~ rI'" 
ı':':-' ..L 

1 • t .. .- r.] 8·:101 d:ı,r. L -
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ıv.BÖ~ÜM 

IV.I.En DE EeRİLERİN OSKÜLATÖR KÜRELERİ 

En de her hangi bir eğrinin oskülatör hiperküresinin tanımı,bi­

ze eğilim çizgileri içinbir d~ğer karakterizasyon verecektir. 

IV.I.1.TANIM 

En de bir (oc) eğrisi ile bir Q-E (<<) noktasi ıiS'rilsin. (cx:) 

e~risi ile Q t.(ıx) nl.n bir komşuluğunda sonsuz yakin p+2 noktası (oc) 

ile ortak olan ve (p+ı)-oskülatöf düzlemde kalan sp p-hiperküresine (oc) 

nin, QE (oc) noktasındaki oskülatörp-küresi denir (8) • 

IV.I.2.TANIM 

En de bir (oc) ee-risi' (LIlC)} atlası ile verilsin. (ac) 6Eri­

sinin «(s)' noktasındaki ecrilik fonksiyonlarl., k. (ı~i.f:n-ı) t oskülatör 
ı 

küresinin' merkezinin koondinatlar m. (2~~n) ler ve birim teğ'et vektör 
ı 

-+ 
alanıda Volsun. O zaman, 

ı 

m . i ----ot IR 
ı 

l T ... i=ı 

ı ı ro .., 
i -k-

ı 
- -, l. 
V tm, j + m k ".l-
ı i-ı i-2 i-2 k. 

, 2 (i~ n 

şeklinde tanımlı 

ı-ı 

m. (2J i,s n) fonksiyonu.na 
ı 

(oc ) nın (~{s) noktasında-

ki oskülatörküresinih merkezi,nin i-yinci koordinat fonksiyon\l denir (b1 • 

IV .• i ~ 3 • TAN IM 

En de bir (oc:) eğrisinin bir Q-f (oc) noktasının bir komşulu[:un­

da (oc) ile sonsuz yakın p+2 ortak noktaya sahip sP , p-kürelerin merkez­

lerinin geometrik yeri olan (n-p-ı )";hiJ;>erdüzleme (Qc) nın Q..( (oc) nokta­

sındaki (n-p-ı)-incimertebeden EenILIK DÜZLEIÜ ve p=n-2 halinde 'de bu' 

t,~rilik düzlemine (oc') nın ~~ (~) noktasındaki ıcnİLIK EKSENİ denir'>,'" * 
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, . 
V .• BÖL Ü M 

V.ı~YÜKSEK MERTEBEDEN EGRİLİKLERİN HARMQNİK EGRİLIKLER CİNSINDEN IFADESİ 

V.I.I.TEOREM 

En de bir (~) eğrisi,bir eEilim çizgisi olsun. (oc) efrisinin 

bir «(s) noktasındaki eğrilikleriyle,harmonik eğrilikleri arasında 

2 < r~ n-2 , (v.ı~ı) 

balıntısı vardJr. 

ISPAT : 

İspat için,tüme~ar~m yöntemini uygulayacatız.Tanım I11.2.2. den 

H' + H k· 
k. 

L.+1 

i-ı i-2 i e -_~--___ _ 

H. 
ı 

ı < i ~ n-2 (V.1.2) 

bulunur.Bu ifadeden i-2 için, 

H' 

dir, H 
o 

(V. 1.3) 

k _ J. 
3 - -li; 

- O kabul edilitı7). O halde, ie2 için formül doğrudur. 

formülünde,eşitliğinsağ tarafının pay ve p~dasını aynı 

le çarparsak eşitlik b o zu1maurao ağihdan , 

veya. 

k ii< 

3 

2H 
ı 

elde ediHr.TÜInevarl.m ispat yöntemine göre, i-p için ifade do{ru olsun. 

i..;.; 
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yani 

(V. lo 5) 

olsun .. 

(iH~) , 
ı~t J. 

k p+2 = 2İİ---İİ o, 
p+ı p 

olduoğunu göstereceğ~z.(V.ı.2) de i ... p+l. için, 

k' 
p+2 

, H' + H k 
p p-ı P+l. 

= .~~------------H 
p+ı 

(v.ı .. 6) 

olur •. (V.I.5) den k in değeri (Vn.6) da yerine konacak olursa, 
pH. 

(~ıt) t 
k O 

bı ı (V i 7) • ----- • o' 
p.+2 2H H 

p+ı p 

bulunur. Şu ha~de, r < n olmak üzere, 

dir. 

k 
r 
. ........--_ ... _-

2H H 
r-2 r-l. 

V~2. En ÖKLİD UZAYINDA EGİLİM çİZGİLERİ içİN KARAKTERİZASYON 

.Y • '2. i , TEOR1~:lVl 

4 V e "ı' tt . oc t n~ o 'ı" oimak üzere Eh de b!f eğri olsun, « 

Frenet vetör alan sistemi 
? ~ o 4 

o \.V ı'V:2 '···' V J olsun. 

oc ef'risi 
n-l. 

E 

dır. 

İSPAT 

(V.I.B) 

tan 

V.', ui~n lerin determihantla:rüıın katsayılar matrisi anti si­
ı 

metrik bir matristir.Detertnınant :'onksiyonunun temel özeliklerine göreLıı} t 
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matris antisimetrik isen nin tek değerlerine göre matrisin determinant 

değeri sıfır olur. O nedenle, n nin çift değerleri için teoremi ifade et­

tik,şimdi de ispat edeceğiz. 

İspatı tümevarım yöntemiyle yapalım. 

Şart [erektir ( ..,. ) : oc eğrisi En-ı de bir eğilim çizgisi 01-
..,.. ~ -+ 

sun.Bu durumda, det(V',v
2
', ••• ,V') ... O olduğunu göstereceğiz. 

ı n 
n=4 için gerekliğin ispatı 

O k O O 
ı 

~ -+ • ~ -k O k
2 

O 
det (V' V' V' V') = ı 

ı' 2' 3' 4 
O -k O k

3 <:: 

O O -k 
3 

O 

veya 

~ .... 4> ~ 

... k2 k2 
-(V. 2. i ) det (V' V tv' V t ) 

ı' 2' 3' 4 ı 3 

dır. (V. i. i) teoremden k
3 

ün harmonik eğ:rilikler cinsinden değerini yu -

karıdayerine koyacak olursak, 

. . <iH2) ']2 
d t("V' -\oV' ,·V' ~') b'I'~1 i k 2 

e ,,; v ." ----- ' 
ı 2 3 4 H II ı 

ı 2 

bulunu!' i lüpotezden tc eğrisi E3 de bir 
\ 2 

Vedplaysıyla (~H.) '= O 
.. 2 
~H .... sabit 
1':1 ı i~i ı 

(V.;::.2 ) 

eğilim çizgisi olduğundan 

oıur.Bu değeri (V~2.2) de eşit-

liği~ sağ tarafında yerine koyacak olursak, 

bulunur. 

'I'ümevarım ispat yöntemine göre n .. p için teorem doğru olsun • 

O zaman, n=p+2 için de ispatı verelim. n=p için teorem doğru olduğundan, 



veya _ 

dir. 

, '~~' ..,.. 
C' i VI) det V ,V t •• '., . 

ı 2 p 

(
4 I' ~.: , -'1':.,) dat V ,V

2 
•••• ; V 

J. P 

= 
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o k~ 
ı 

-k O 
ı 

O O 

O O 

O . ' .' .. O O 

k o' 

2 o 
O O 

0'-

O O 1. •... .. ' .. .1\. 

P-l. 
O .,-k O 

p-l. 

Jl.=p+2 için teoremin doğru olduğunu görelim 

O k 

-k O 
ı 

O O 

O O 

.0 O 

1 
O . .' O O o O 

k 
t:. 
. . ' O O O O 

.. ' . ' - • ... _ .0, 

. . .... .' 
0 .. _ .• ·0 k O O 

O 
p-ı 

O t- ..... k O k 
p-ı p 

O 0- • O -k O 
P 

k 
P+J. 

o ... - O O -k: O 
P+l. 

Bu determinantın değeri hesaplanırs;a, 

-+- ~,-+ 2 ~ ~ ~ 
det(V',V

2
', .. ··,V" 2) ak .det(V I ,..V

2
', d,V') t 

l. p+ - P+l. ı P 

(V .2d) 

olur. (V ~ 2 i 3 ) den ('.. .., , ..., ) , . t· I', " aet V,. V
2

",.'r .. , V nün k. 
ı 

ler oinsinden der'erini 
'ı, p 

(V.·2.4) da yerine koyarsak" 

~..., + 2 
det(V',.V', ....... ,.V .. 2} '" Lk k

3 
.. •• .. k k "1 

ı 2 p+ ı p-ı p+ı 

elde edilir .. V .. I •. I .. teoremden k in harmonik efrilikler cinsinden de -
p+l 

ferleri yukarıda yerler.ine konulacak olursat 
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"1'+-+, .•• 
det(V .V

2
j ... ,V' 2) 

ı. p+ = .. ·-l k k3'~" k 
ı. p-ı 

, . 

'P_l 2 
olur. Hipotezden ~ H. = sabit 

. . .-"'1 ı 
ve dola.ysıyla. olur.Bu da yu-

karıda eşitliğin sağ tarafında yerine konacak olursa, 

bulunur. 

Şart yeterdit- (~ ) 
n-ı x nın E de bir eğilim çizgisiolduğunu göstereceğiz. 

n=2 için teotem doğrudur. Gerçekten, (V.2l2) den., 

· .~. ~... L (~H~),]2 
det(V;;V2tV3;V~)'" kı -2H~iÇ 

dir i Hipotezden dolayı, 

...lo • ~ "t. ...ı-

det(V"V' V"V') ... O 
ı t 2' 3,' 4 

ve dolaysıyla; 

(± H~) t 
k i=:\ ). 

ı 2H~H;' 

olur. k 1- O ve 
ı 

.., O 

(iH~) i 
·1.;:1 ı ------- -

2HıH2 

~H~ is sabit 
i~' 1. 

bulunur ki bu da « nın 

O veya 

de bir eğilim çizgisi oldufunu gösterir'~ 

Tümevarım ispat yöntemine göre, nap için teoremi doğru ka.bul 

edip, n=p+2 için de doğru oldueul1u gÖ8ter~lim: nap için (V.2~3) den, 

det (V' ,lt, ',eo ,lı)= k 
2 

k
3
2

o .•.• k
2 

ı 2: . p ı. p-ı 

iir ve n=p içi'n teoremin doğru olduğunu kabul ediyoruz o 
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11=p+2 için (V.2.5) den, 

.:. -+ "-+, 
det (V',V2','· • • ,V' 2) 

ı P+ 
. " .. 

dir.Hipotezden dolayı, 

... '"" ~ 
det(V·~V2"···tV' 2) .. O 

ı p+ 

eşi tliği 

..... ... O 

veya bu da"k ~O,k"l#O'."'fk ';0 ve k .. O verir. V.I.I.teoremden k 
ı '.,) p-ı.~ p+l. p+ı 

in harmonik errilikler cinsinden değ'erini yukarıda yerine yazarsak, 

k 
p+ı 

vedoİaysl.yla 

(~'H~')' 
, ~"'{ ı = ------- "" O 2HH , p-ı İl 

e.-'2 " L>~i 2' , ' , Ct H.)t "" O veya LH ... sabitdii';Bu da~ ec 
1>:1 ı '~1 ı 

bi~ eğilim çizgisi oiduğunü gösterir. 

ef,risinin 
n-ı 

E de 
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VI • BÖL Ü LV1 

VI. I.EGİLiM çİZGİLERİ İçİN DİcER DİR KARAKTERİZASYON 

VI.l.I. E
4 

E4 ün bir 

~ ... .. .... 
Öklid uzayının Frene"!; 4~aya.klı alanı {Vı,V2,v3'V41 olsun. 
~ ~ ..,. 1 3 
{vı ,v2 ,v3ı' vektör sisteminin gepdiği X(E) 'e esas olan 

alt uzayındaki bir (JC efrisinin eğilim çizgisi olması için,karakter-

izasyon 

. . (ıv) 
det (cc ' , ,<lC ' , Li ,cc . ) z: O 

dır(!41~Bukara.kterizasyonu n> 3 için genelleştirelim~ 

Daha önce bir yardımcı teoremin ifad~ ve ispatını verelim. 

VI. ı. i. TEORElVl 

it : 
. n-ı 

i ----+ E regüler bir etri ve bu eğri için 

d~<x: (8) noktasındaki l!'renet (h-ı )-ayaklı alanı olsun.Bu 

dir,Burada 

dir. 

A22""kı f A3:j=k:ı.k2 ' '00; 

A . , 24. j[n ler, k. ler veya 
nJ J 

reeina göre türevIerini kapsıyor. 

İSPAT 

A zk k
2 

.~. k . 
nn ı . n-ı. 

k. lerle bunların 
J 

s yay param~t -

Bu teoremde n-i 
E E

n 
uzayını deki tanjant uzayların normali 

~ ı olan bir alt uzayı olarak düşünüyoruz~. 

Gerçekten; 

İspatı tümeva-rım yöntemi ile yapalım! ,n ... 2 için teorem dotTUdur. 

ILC i t 
~ 

"" ii V 
22 2 
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veya 

Frenet vektörlerinden [!2J. 

«' i ""k V
2 ,ı 

dir.Bu (v.ıu) ile karşılaştırılırsa, 

olduğu görülür. n ... 3 ! için de teorem doerudur.Bunu dagörelim, 

dir~,§(" 

oc'" 
3 ~ 

-2..A V T:.2. 3j j 

.ı,.. .... 
1IIr."'ı:.A V +A V 
"'- '32 2 33 3 

= k tr yi 
ı'2 

s yay parametresine göre türetelim., 

elde edilir.Bu ifade ,(Vi. 1.2) ile eşleni:rse, 

A z: k' 
32 ı 

olur.' 

(VI.I.I) 

(VI.I.2) 

n ... p-ı için teoremin doğru oiduğU.rlu ka.bul edelim. O halde, 

t A (" ) ( ) 'i,j. k k • .. .k '. p..;;.ı p·ı ı 2 ' p.J.2 

'olur.-Eşitliğin iki yanının s yay parametresine göre türevini alacak o­

lursak, 

() P-1 .;ı. 
.tv P ~ ~ rA' ' v h ·v,l. 
"'- - ~ \; ( ) + .ti.(" ) . . J J=-2. p-ı j j p-ı J J 

~ , ~ + ~ 
=l(A' ' V.-k A. V +k.' V) j~.2 (p-ı) j J j-ı (p-ı ) j j-ı J ,a (p-ı ) j j+ı 
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M f~·· r:""ı atemil"muu. 

elde edilir.Buradan, KitapllOI 

oc (p) "" Af V -' k II '. V +k A V 
. (p-ı)2 2... ı" (p-ı)2 ·'.ı 2 (p-ı)2 3 

~ ~ ~ 

+.4. ' V... k A V + kA) V 
(p~ı)3 3 2 (p-ı)3 2 3 (p-ı 3 4 

+ tl .................... ; ••• ;.:.; .: •• ~.~ e •••.. _ •• e· ... 

, ' , .' . ,j ... - •.. 

. . . . . 

ve burada 

~ , ...,. , ~ 

.+A(t ) ( )V -k A( .. ).'( )V +k, . .l(' ) ( )V . p-ı p-2 p-2 p:-:,3 p,...ı p--2 p-3 p-2 p-ı p-2 p-ı 

~ ~,. 

+At ) )V -k A . ,v +kA )i. )V (p-ı (~-ı p-ı p-2 (p-ı )(p-ı) p-2 p-ı (p-ı .ııp-ı p 

oc (p ) tA" kA" V-
s L (p"'ı)2 - ,2 (p-ı)3 J 2 . . , 

. . . . . 
+ ........................ . . . . . . . . . , ..... 

L 
. . ~ 

+ At + kA' V 
(p-J,) (p-:ı,. ) ,p-2 .. , (p-ı) (p-2 )] p-ı 

• 
+ k ,A ') V p-ı (p-ı (p-ı) p 

.~ ... ~ .. ~~ ........... ~.~~ 
" .', " • i 

," ' ... ,'O ., 

A+' .'. +k'. A. -A. 
(p-ı) (p"':ı) p-2 ep-ı) (p ... 2) p (p-ı) 

. k A( )( ) = A . 
p-ı' p-ı p-ı pp 

diyeeek olursak 



ve 

A ... k k 
pp l- 2 

dir. 

. ~ . k 
p-ı 
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E4 Öklid uzayında verilen bir x eğrisinin ~PtV.2f V
3
;V 41= )(E

3
) 

olacak şekildeki E
3 al t'uzayındaki bir eğilim çizgisiolmasına ait kar­

rakterizasyonu, n;"3 şeklinde esa.s teotemimiz için de vereceğiz. O halde 

esas teoremimiz 

~ 

V1.I~2.TEOREM 

En Öklid uzayında tahti~nt uzaylarınin normalleri V ler olan 
J. 

En-ı ait Ökliduzayı-nın bir' Ge eğrisini ele alalım. c!c nın Frene.t vektör 
r.l). -+ . ~ 1 

alan sistemi 1 V f V" •• ~f V J (n"'-ı )-lisi~ dir. 
··.··2· J n 

oc nın ;ıı;,~ı, .de bireğiliiiı çizgisi olması için geı:-ek ve yeter 
, ~ 

şart 

dır. 

İSPAT 

İspat:ı.tümevar:ı.m yöntemiyle yapalım. 

Ş t k· t " (...ı..) v " "" En-ı v ar gereır. ..,.. .: ix: egrısının de egilim çizgisi oldu .... 

v b" 1" . d t (tl , tt (n) O ıd v "" tunu ]. ,ıyoruz. e oc ,ae . , ••• ,« .., o ugunu gostereceğiz. 

ne 3 için ispa~ doğrudur. Gerçekten, VI~I.I.teoremden 



buradan .. 

'Veya A .. 
lJ 

32 

A 
(ıv) 22 

det (oc " oc t,·, OÇ ')"" A_ ,. t j 2 

.A
42 

det (oc' t cc' , t tıC (IV» == A A A 
. , , _ . 22 33 44 

o 

O 

A 
44 

lerin ~ğrilik1er cinsinden değerleri 

zılaea-k olursa,. 

det(oc" jııc t tr ,«( IV» = , . 

(vı. i.) 

(VI.I.4) de yerlerin,e ya-

(VI.I.5) 

elde edilir .. V .• I .. I.teoremden k
3 

ün harmonik eğrilikler cinsinden değer­

leri (YI.i .. s) de yerlerine konacak: olursa, 

det (cr: ' t ,tt ' , , ,oc( IV) ) 

bu1unur.Hi~otezd~n, 

4 2 
,IH. :; sabit 
"=1 ı . 

olduğundan,., (~H~)" "" .. O ve dolayıayla 
I"'f ı' 

dat (oc' t ,Ot ' , , ,tıc ( IV » .,. O 

. . 
bulunur.Bu ne 3 için teonemin doğru olduğunu gösterir. 

~-

(VI.ı'.6 ) 

Tümevarım ispatyöntemine göre n=p-ı için teoremin doğru 01-

duğun~ kabul edip n""p için de doğruolduğunu gösterelim.:. 

A
22 

O O ... O O 

( " (p-ı) A32 A
33 

O ..... . O O 

d·etaC' J" ••• ilC ıs· 

• • . 
. ..• . • . 

A 
lp-ı\!l> G_ı) 3 A-<#-A A.; ~ 

(jJ .1)4 'r-~ t ?-ı) t""1).'t'.' .' 

veya 
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. d t ( " , i i (p-ı» A A A e « tae: . , ••• ,oe , t::;422A 33 ••• A(p_ı)(p_ı) 

bulunur. ~.I.I.teoremden A .. 
ıJ 

lerın değerleri de yerlerine ko-

nacak olursa, 

.... 
elde edilir. 

k 
p-2 

(vı.ı.B) 

Şimdi nap .~9in de teeremin doğru olduğunu ispat edelim • 

veya 

veya 

d t( ii (p» e oc t ••• ,« ... 

A 
22 

. A 
. () .2~-t. 32 

det(cc' If'."OC P. ) .. ( ... ı)A • 
PP 

. , 

o O... O 

A
33 

O. • • O 

O 

• 

A '. • • 
{:p .t\4 

A • . pi 

• O 

• O 

. . 

o 
O 

o 

O 

det (ae:' f ,IK f If, • "'tıC (p» = Adet (cc' ',cc' i " ••• tiC (p-ı») 
pp 

O 

O 

elde edilir. VI.I.I.teoremden A nin değerleri yukarıda yerine konacak pp 
olursa ve (vı.~.8) ,de.n dolayı, 

det(§c' i ,ec' f " .' •• ,« (p» "" kP-ı kP- 2 
ı 2 

... k
2 

k 
p-2 p-ı (VI.I.9) 
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elde edilir... V.r.I.teoremden ,k 
p-ı 

in haı-monik eğrilikler cinsinden de .... 

e-erleri {vı,~ 1.9 ) da! yeflerine konacakolUİ'sa, 

(
. '. (p» p-ı 

det oc i 1 ,CC f.t " • -4 , .« = k . 
ı 

e:s 2 , 
2 - (f-H ..•. ) J 

L
t.:'ı ı 

k ------p-2 2H li . . p-3 p-2 
(vı, I. ıo) . , . 

elde edilir. Hipotezden, ' .. ~ 

(~EF.) ft sabit ve dolaysıyla olur.Bu değer 
.",1 ı 

(VI.LlO) da yerine konursa, 

det(ıc" ",Oc' ", ••• ,ae (p) = O 

olur. 

Şart yeterdir (~ ) : 

..3 t f.'ı , ., , , (n») - O .-t.l.e ,·oc·.·.,ot , ••• ,ae - olduğunu biliyoruz. at 

n-ı 
E de .eğilim çizgisi olduğunu göstereoeğiz •. 

. ne 3, .için (vı. 1.6) dan, 

'd ··t ( ""9,.:1 t . (ıv») _ k 3 
e Ge • ,OC. t«·· r· -

ı 

dir. Hipotezdendolay:ı., 

o halde 

o. 

k ı,1o ., k2~0 ve 

d:ı:r.Dolaysl.yla 

( "'12 ), 
2 - ~L o J k L .:-- lo 
2 2HıH 

l. 2 

e€,'risinin 

( iJı:~) " .. O olur·. ve buradan i ıf '~6abi t bulunur ki ,bu da ILC 
i' i ı 1'::1 ı 
3 

eErisinin E. de bin . eC'ilim çizgif:!i olm:asl.na ait bir kara:kterizasyondur .. 

,: ..... 
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Tümevarım ispat yöntefuüıe göre n=p-J. i çin teoremi doğru kabul 

edelim. O halde (Vi. I~ 8) den, 

n""p için,·de teöremin doğru olduğunugösterelim. (VI. i·. ro) dan, 

d t ( tt lt " ;L;. (p» ..... k P. • ... ı , e. oc .,« . . , .~ ... t~ . 
L. 

dir.lli.potezden dolayı, 

det(oc.! 'joe t. " •• '" ,oc (p» _ O 

olduğundan 

P-l. .p-2 
k. k

2
· ••• 

ı . 

eld.e e(iilir~Buradan,' 

ve 
- O 

ve . dolaY"'J.yla~ 

1>-~ .2 
~ ır:- = sabi t 
'1:1 ı 

diriBu ise Eİl 
de \terilen oc eğrisinih(n-l.}-boyutlu Öklid llzayında bir 

eğilim çizgisi olduğunugösterir .• 

. ,. 
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VI!2.0SKÜLATÖR·HİPERKllRE VE EGİLİM çizatLERİ İçİN KARAKTERİzASYONLAR 

Bölümün bu k~sm1nda E
n+l. 

Öklid uz~ında yatan bir ~ eğrisi 

nin çe(ı;) nOktasındaki,eğrilikleri,ilharmonik eğrilikleri ile oskülatör 

küresinin merkezininkocrdinatıa,rı arasında bulduğumuz bağintılardan yarar ... 

lanarak,eğllimçızgile.ri için yenİ karaktet'iz~syonla:r vereceğiz. 

vı.ı.I.TEo.kEM 

~ t En+l. Öklid.uzayında. bir eğri oısun.« nın bir «(s) nok-

tasındaki· k 
i 

eforilik fbnks:fyonı-a.:t'ı ile,osküıatör kürenin merkezinin m, 
ı 

koordinatlariarasında, V.I.I.teoremden, 

(~m~) , 
r=ı :; 

k ... 2m-iil-.... - . 
p p p+ı 

, 

bağl.ntısı.vardır~: i 

İSPıvr 

İspatı. tümeval'ün y9ntemiyl.e yapa1.ım.- . 

IV~ I.2~tanımdani·· i ... j+ı için 

m, ... r m .,+ m,. k, ] 
J+ı . L J o-ı J-ı 

- ": .. 
şeklinde ya"ilabilir.Bur~an" 

m' +k· m 
k , 

J j .... ı . j-ı 
,. --.-~-...-~ . t-

J m, 
J+ı 

elde edilir •. ' 

1. 
.Iı dt.. 

k.' 
J 

(VI.2 .. 1) 

(vr.2.2) 

Tümeva.rım ispat yöntemine göre, j-2 için teorem dof"!'udur.Ger'-

çekten, 

m
2
'+ k m 

. . ı .. l. 
k2 ... ----iii;--

dür. ro - O dır(8). ,o ,halde, 
1 



k 
2 

m' + 
2 

= ------
m) 

veya eşitliğin sağ tarafında pay ve paydayı 2m
2 

ile çarp.arsa.k, eşi tl ik bo-

zulmayaoa[fl.ndan, 

veya 

2m m'· 
2 2 

k2 = 2m;;~.. , . 

t (V1.2.4) 

elde edilir. O halde j1!l2. için teoremdoğrudul". ·j z 3 için de .teoremin doğ­

ru olduğunu görelim ; . (VI.2.2~), formül,ünde jo::.l için 

m3 -t k
2
m2 

k ..... ---------..,.. 3. m
4 

Di 

den k
2 

. nin değeri yukarl,da yerine ·yazıb.rsa,· 

k ... 
3 . 

( :; 2) l:.m . .' 
1:>~ J 

2m;jjj~--
(VI.2.6) 

; elde edilir~Tümevarl.m is.pat y~nteminegöre 'j.,.p..,;l, için teorem doğrudur. 

O hald.e, 

(ı:tm~) , 
h ... J . 

k --- ---
p-ı' 2m ro 

p-ı p 
(V1.2.7) 

dir.jep için de teoremin doğru olduğunu ispat edelim • j ... p . için' 

(vı,2,2) formülünden; 

m 
P+l. 

elde edilir~ (V1.2.7) 

olur. 

k 
p 

(im~)' 
J=2. J t= __ '-!'._.~ __ _ 

2m m .. 
p pt:!, 

.t (V1.2 .. 8) 

in değeri yukarıda. yerine yazılırsa,. 
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VI.2.2. TEOBEM 

f E-n+ı ... O·'klı' d v oc , n>..4 ve n çi t olmak üzere, uzayında bir egri 
ç-+ -+ -to 1 olsun. OC nın oc(s) noktasındaki Frenet vektör alan sistemi'l. V ,v

2
, •• , V 

. ı n+ı 

ve bu sisteme göre bir «(s) noktaslondaki Sn oskülatör küresi:oin mer­
dm, 

kezinin koordinatları 

ıo ) ( ) det m21,m3', ••• ,mt e 
n+ı 

2 O) ... d:frt (m
2
' ,'m)', .... jm t ) ... . . n+ı 

gisidir" 

İSPAT lo o) 

o <'=> oC' ; 

ı 

durumda. ~l.. ,e! -,,,.ds dir." 

sabitdir. 

n 
i ---- E bir eğilim çiz-

İspa,t·ı: tümevarJ.m yöntemiyle yapalım. m i (2~ i!n+ı) lerin deter­
i 

~ .' 

minantlarının katsayılar matrisi antisimetrik bir matristir.Determinant 

fO:n,ksiyonunun tem€lözeliklerine göre (nJ ,matris antisimetrik ise, n nin 

tek değerlerine göre matrisin değeri sıfır olur. O nedenle n nin çift de.,. 

ğerleri için teoremi ifade etti~,şimdide ispatlayacağız. 

Şart 

n 2 
yoruz. L m .... 

gerektir ( .): det(m
2
',m

3'
, ••• ,m l 

) ... O olduğunu bili 
. , n+ı 

. c.. ',~:z.. ı 
sabi t olduğunu göstereoeğiz. n=4 için 'teorem doğrudur. 

Gerçekten, 

'. O 
i 

d t(' i. , ,) 
-k 

em2,m3tm4,m5 ... 2 
O 

O 

veya 

det(m' mı m' m' ') e k
2 

k
2 

2' 3~ 4.' 5 '. 2 4 

buluruz.Hipotezden, 

detCm' m' m' m')' e O 
2' 3' 4' .5 

k
2 

O Ö 

O k) O 

-k 
3 

O k
4 

O -k. 
4 

O 

(Vı'2.ıo) 
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dl.r.Dolaysıyla (vı. 2. ıo) dan, 

k
2 

k4 "".0 , 

bulunur. VI.2.I.teoreinden k
4 

ün 

yerine konacak olursa, 

ve buradan, 

4 2 
'.Em, "" ı:ıabit 
'1:;2. ı 

m, 
1 

ler cinsinden değe:ri 

bulunur. ° ha.lde n." 4 için teorem ispat edilmiş olur. 

(VI.2.1I) 

(VI.2.II) de 

TümevarJ.ffi ispat yöntemine göre n ... p için teoremi doğru kabul 

edipn""p+2· için de doğ'ruluğunu gösterelim : 

Ohalde, 

L° k
2 

-k . 2 O 

d t (, , .t· ) 
. 

e. m2,m
3
,i.,m 8 

p+1 
• 

O O 

° O 

veya 

det (m
2
i t ni 3' .H . ,m' . ) ii. k 2

2
. k

4
.
2 

; J)+1 

O ... O 

k 3•• .. O 

.. 
O •••• O 

O •• ·.;..k 

2 
••• k 

p 

vO 

O 

• 

k 
p 

O 
p 

dir~n_p+2 için de horemin doğru olduğunu ispat edelim. 

(vı. 2.12) 



det(m2, .•• ,m;+3) e 
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o 

-k 
2 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

o ••• O 

O O 

O •.. -k 

O·· ••• O 
P 

O 

O 

k 

O 

-k 

P 

p+l. 

O 

O 

• 

O 

k 

O 
P+l. 

O 

O 

• 

O 

O 

k 

O O O" ••• O O -k O 
p+2 

veya 

dl.r~Hipotezden dolayı, 

- olduğundan 

det(m2'fm3', ••• ,mt .) ~ O 
P+l. 

det(m2"m3t,.~ •• ,m' ), 
P+l. 

k det(m2',m3
', ••• ,m l

) - O 
p+2 P+l. 

olur. det (m
2
'·, m

3
', ••• ,m' ) için doğru kabul ettiğimizden, 

p+ı 

ka O 
p+2 

p+2 

(V~.2.13) 

(vı.2.14) 

olur~ VIa2 .. I. teoremden k·· nin m. ( 2~ p.!n) oinsinden değerini yu.ıCa-
p+2 l. 

rıda yerine yazarsak, 

bulunur. 

P+<O 2 
Em. "" sabit 
j ... .ı., l. 

Şart yeterdir (<is ) tı 2 
~m. zıe sabit 
;.-:2-l. 

det(m
2
',m

3
', ••• ,m t 

) "" O 
n+l. 

/ 

.olduğıınu €,östereceCiz. 

olduğunu biliyoruz. 
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~"'4 için teorem doğrud,ur,çünki (V~.2.IO) dan, 

dir.Hipot'ezden dolayı, 
4 2 
~ m. '" sabit ve dolaysıyla 
ı::::ı.. ı 

Ct m ~), ı::: O ol.ur.Bu değer yukarı­
·ı::.ı.. ı 

~'---

dayerine konaoak olursa, 

bulunur.Bu da ne 4 için teoremin doğru olduğunu gösterir. 

nep için teoremi doğru kabul edip; n=p+2 için de do.ğru olduğu-

nu görelirrı. 

TÜffievarım ispat yöntemine eöre nep için:teoremi doğ'ru kabul 

ettik. O halde nep için tV1.2.12) den, 

2 2 
det (m2'"m

3
' ' .•••. ,mp'+ı ) j,ı, k 2 k 2 . 4 

için teorem doğrud.ur. n",p+2 için (VI~2.13) d,en, 

dir. k nin m. ler cinsinden değerleri VI. 2,.1. teoremden yukar,ıda ye-
p+2 ı 

rine yazarsak, 

det(m
2
',m

3
',···,m' 3) 
" , P+ 

. . 

olur~Hipotezden dolayı, 

'" ~-~_~~~~~2 
2m m 

p+2 p+3 

P-4-2 2 
~ m. z:: sabit vedolaysıyla 
ı::~ ı 

yerine konursa, 

bulunur. 

det(m
2
',···,m' ) . .. p+ı 
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İSPAT : 2°) 

İspatı tümevarım yöntemiyle yapalım .. m.' (2~i.{n+ı) lerin deter-
1. 

minantlarının katsayılar, matrisi antisimetrik birmatristir.,Determinant 

fonksiyonunun temel özeliklerine göre (11), matt'ls antisimetrik ise n 

nin tek değerlerine göre matrisiri değeri sıfır olur. O nedenle n nin çift 

değerleri için teoremi ifade ettik, şimdi de ispatlaya6~ız. 

Şart gerektir ( ı::.): « nın 'En ÖkliCL. uzayıhda bir eğilim çiz­

gisi olduğunu biliyoruz. ~:t(m~ım;, .... ,m~'tı) "" O olduğunu göstereceğiz. 

nc:4 için teorem doğrudur.Gerçekten, n=4 için (vı.2.IO) dan, 

dir.;V. Ll. teoremden, 

dir;Bu değer yukarıda yeI'ine konursat 

(VI.2.I5) 

dir.Hipotezden dolayı, 
'1..';-;1' i == sabit ve dolaysıyla 

(VI.2~1.5) de yerine yazacak olursak, 

1.. 2, 
, (z H. ) t :: O 

ı.::-1 1. 
olur.Bu değeri 

olur ki bu n=4 için teoremin doğru olduğunu gösterır. 

Tümevarım ispat yöntemine göre' ne:p , i çin teorem dor-ru olsun. 

'n""p+2 için de ispatı verelim. n=p için teorem doğru olduğundan, 

(Vr.2.12) elen, 

" d €ı t .( m 2" , m 3' ,m ! , • . ,. f m ' ) = [k k ••• k 1 2 
. ' - 4· - p+ı 2 3 p 

i' 
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dir. n."p+2 için de teoremin doğru oUluğtınu görelim. n'ne VI.2.2'.teorem 

de (VI.2.n) den n""p+2 için, 

det(m2"m3t,~.~,m' ) 
p+ı 

(VI.2. I3) 

dir.det (m
2
', m

3
', •• 0. ,m' r nün İu:ıüı.İ'l.da.~i def·el':hr:~V1.2. 13)" de yerine ya-

, 'p+ı 

zılacak olursa, ' 

olur. V.I.I·.teoremden, 

k eo 
p+2 

-------
2H II 

p p+ı 

defer:i, yukarıda yerine yazılırsa, 

k' ' 
p 

(V1.2.r6} 

(vı. 2. 17} 

olur.}lipotezden dolayı, 
p 2 
~H o: sabit ve dolaysıyla 
'1::1 i 

f> 2 . 
(?H.)t .,;, O ., olur.Bu değeri yukarı-

1=·1 ı 

da yerine yazacak olursak, 

olur. 

Şart yeterdir (.(;:: ) :- det(m;~m3'-, ••• ,m'· ,}'= O 
2 n+ı ' 

olduğunu bili -

yoruz. ocnın En de bir eğilim çizgisi olduğunu göstereceğiz. 

n==4 için teorem doğrudurlGerçekten. (VI.2.15) den, 

dil". Hipotezden dolayı, 



det(m' m"~' ~,) ~O 
2' 3' 4' 5 

ve dolaysıyla, 

... O 

olur.Buradan, 

44 

veya 

de bir eğilim çizgisi olduğunu gösterir. 

sabit olur ki bu mc nın 

Tümvarım ispat yöntemine göre n=p için teoremi doğru kabul 

edip. n";'p+2 için de doğru olduğunu göster~elim; nz;:p için (VI.2.12) 

den, 

dir. n ... p+2 için (VI.2.17) den, 

dir.Hipotezden dolayı, 

ve dola,ysıyla, 

... O 

dl.r.Buradan. 

k
2 

i O , .• ~ ~ . k ~ Ö ve 
. p 

... O _'O --." __ _ 

2H H 
P p+ı" 

dır.B~ra.d·an,· : ~ !İ~= .sabi t bulunur ki bu da ec·· eğrisinin En de bir ,. 
1=-1 ı 

eğilim çizgisi olduğunu gösterir. 
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V i. 213 ~ TEOHEM 

n~ 4 ve n çift olmak üzere 
n 

ler olan bir E' 

En+J. de tanjant uzaylarJ.nüı nor­
n 

alt uzayınııı ele alalım. E deki bir « 

noktasındaki oskülatör küresinin merkezinin koordinatları 

m. ler, ~. e~risihin «(8) 
J. 

noktasJ.ndaki Frenet n-lisi {V
2

' •• •• tL 1 
n+l. 

k i ),\ ler i-yinoi dereoeden eğrilikler ve eğrisinin harrnonik eğrilikleri 

H. lerdir. m. ve V. lerin s yay parametresine göre oluşan; 
l. J. ı 

..... .+ .... v· ... -k. V + k. V 
i ı-ı i-ı ı i+J. 

, (VI.2.18) 

ve 

m~ '" -k. m + k. m. 
J J...,ı j-J. J J+ı 

(vı.2.I9) 

sistemlerinin katsayılar determinantlarJ. aynı yapJ.dadır.Yani birinoisininki 

-+ .... :.~ rı 2.. 
det (V2' , V3

', • •• , V' ) = r n kı;ı. 
. n+l. ~ ~=L 'J 

})= 2,4, ••• ,n 

ve ikincisininki, 

. . 02., 

det(ll'ı2',m 1 , ••• ,m l 
) "" \" 11 kl'l 

. 3 n+l. 1. V=2 

dir~ 

İSPAT :' 

Önce (vı.2.18) nin katsayılar determinantlarını bulalım.Bu de­

terminant antiıümetrik bir matristir.·Determinant fonksiyonunun temel özel­

liklerinden [l!J, dolayl. n nin çiftdeğerleri için çözüm arayaoağ:ı-z. 

İspatl. tümevarl.m yöntemi ile yapalım. n ... 4 için ispat doğrudur. 

Gerçekten, 

o k
2 

O O 

... -+ .., ... -k O k
3 

O det(V2,v3,V4,v5) ... 2 
O -k O k

4 3 
O O -k O 

i; 



veya 

bulunur. 
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- .,. .. .. 2 
det (V' V' V t V t) ıS k k -ı 2' 3' 4' 5 L,2 4~ 

Tüınevarım ispat yöntemine göre n=p için teorem dO€.'rudur. O hal-

de, 

O k
2 

O ~ . · O O 

k
2 

O k3• .. • O O ... ..,)o- ... 

det(V2,V;, .. ,v' ) == 
p+ı 

O O O · ~ · O k 
p 

O O O · • .-k O 
p 

veya 

bulUhu:h n*=p'f'2 için de teoremin dOf'ru olduğunu ispat edelim. 

veya 

~..... -
det(v2,Vi, .• ,V;+3) e 

O 

... k 
2 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O • • O 

• O 

O • · O 

O • .-k 

O • · O 
p 

O 

O 

k 

O 

-k 

p 

p+ı 

O 

o 

O 

k 
p+ı 

O 

O 

O 

O 

O 

k 
p+2 

O O O . · O O -k O 
p+2 

,. ...... -- 2 ~_ -'fo 

det(V2,v
3
',···,V f 

.)' .. k'l:oi+2 det(V
2
',V', ••• ,V' ) t 

- p+3 k' 3 p+ı 

(VI.2.2I) 

(vI~,,~2) 

(
., .. , 1t ) 

bulunur. det V
2
'v

3
' •.••. ,v'. 
. p+ı 

(VI.2.2I) deki değeri (Vı'2,,22) de nün 

yerine konacak olursa, 
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veya 

,( = 2,4, ••• ,p+2) (VI.2.23) 

elde edilir. 

Şimdide (VI.2.19) in katsayılar determinantını araştıralım: 

Bunun için de tümevarım ispat yöntemini uyguluyalım. (VI.2.19) in de kat­

sayılar determinantı antisimetriktir. O halde n-çift olacak. 

Tümevarım ispat yöntemine göre n=4 için teorem doğrudur.Hakika-

ten, 

O k
2 

O O 

det(m2,m3,m4,m5) = 
-k O k

3 
O 

2 
O -k O k ., 

4 
t O 

.; 

O -k O 
4 

veya 

bulUı'lur. 
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(VI.2.25) 

olur.: •• p+2 için de teoremin doğru olduğunu görelimı. 

o k
2 

O · · O vO \..·0 O 

-k2 O k 3" · O O O O 

• • • o o 

det(m2·,mj_. o1m;+3)~ O O O · • O k O O 
P 

O O O · .-k O k O 
. p. P+l. 

O O O .... O ... k O k 
p+2 P+l. 

// O O • • O O -k O • p+2 

veya 

(VI.2.26 ) 

elde edilir. Ye (VI.2 ... 25) den dolayl. yultarl.daki ifade, 

,. 



s o N U ç 

Özdamar ve Hacısalihoııu f7jnun yapmış oı~ukları çaıı~­

manın ışı~ı altında ı 

ı o ) . Yüksek mertebeden egrilikler,harmonik eğrilikler 

cinsinden ifade edildi, 

2
0

) l.i'orysth t!4~ ın E
3 Ökl id ~zayında bir « ei~ri­

sinin eğilim çizgisi olmasına dair vermiş olduğu karakteriz-

vn- ı O"k d ıı' asyon ~ li uzayına sene leştiri ai. 

Ayrıca,Özdamar ve liacısalihoğlutednun çalı~r.1alarınl.an 

d- 1 1 k E~n+ı rayaanıara de verilen bir ~ e~risinin etrilikleri, 

harmoriik c~rilikleri ~e oskülatörkUresinin merkezinin kOordi­

natları arasında bagıntılar bulundu.Bu ba~ıntııardan yararlanı­

larakte~ilim çizgileri için yeni bir karakterizasyon ve~ildi. 
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Ev kadını Pirdeva ile memur Harun Öztürk'ün ilk çocuğu 

olarak Sivasİlinin Şarkışla kazasının Alaçayır köyünde 

doğdum. 

Sivas İlinin Şa.rkışla kazasınınBozkurt köyünde ilk oku­

la, 

Ankara 'da Mimar Kemalorta: okuluna, 

Ankara'da Atatürk tises1nS devam ett1m~ 

Lise diplomasi. aldım. 

A.Ü • .J:i'en Fakültesinde Matematiklisansöğrenimi yaptım. 

Ankara ~A'ydınll.kevler Lisesinde ücretli Matematik Fizik 

öğretmeni olarak çal:ı.ştl.m. 
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Bölümünde uzman,. . 

K.T,Ü,Temeı Bilimler Fakültesi Matematik Bölümünde as­

istan olarak çalışmaktayım. 




