
" 

f,. 

KARADENİZ üNİVERSİTESi 

FEN BiLİMLERİ ENSTİTüSü 

MATEMATiK ANABİLİM DALI 

YüKSEK L 1. SANS PROGRAMI 

ı----'_,"'-_ .. .., 
K. Ü. ~ 

MER.ilEZ KCTÜPHANESİ t 
De.u. l\ıG' I'f. 92-
Fiııtı i ... /P~ --

FUZZY KüMELER! VE FUZZY TOPOLOJiK UZAYLARI 

Haskız CiNEMRE 

Yönetici: Doç.Dr.Ali BüLBüL 

TRABZON 

HAZİRAN 1986 



BUl çalışmayı bana öneren ve yöneten, 

ça1ışmam sırasında her türlü yardımlarını esirgemeyen 

Sayın Hocam Doç.Dr. Ali BULBUL f e minnet ve şükranları-

mı arzederim. 



İçİNDEKİLER 

GİRİş 

BÖLÜM i 

FUZ ZY KÜMELERİ.............. . • . . • • • • • . . . • • . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . • •. 1 

BÖLÜM II 
FUZZY TOPOLOJİK UZAYLARI 

A Fuzzy Topolojik Uzayları •••••••••••••••••••••••••••••••••••.• II 
B Fuzzy Küme Dizileri •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 13 
C Fuzzy Sürekli Fonksiyonlar .................................... 16 
D Kompakt Fuzzy Uzayları ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 23 

BÖLÜM III 
FUZZY TOPOLOJİK UZAYLARININ ÖRTÜM,ÖZELLİKLERİ •••••••••••••••••• 26 

BÖLÜM IV 
FUZZY TOPOLOJİSİ ; ÇARPIM-VE BÖLÜM TEORENLERİ 

A Fuzzy Çarpım Topolojisi •••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 36 
B Fuzzy Bölüm Topolojisi ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 43 

BÖLÜM V 
FUZZY HAUSDORFF TOPOLOJİK UZAYLARI • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 49 
KAYNAKLAR •••••••••••••• ". • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 58 



GİRİş 

Bu çalışmada if Fuzzy kümeleri tl ve " Fuzzy topolojik uzay­
ları tl ile ilgili temel bilgiler bu konularla ilgili ilk ve oriji­
nal kaynaklardan derlenerek sunulmaya çalışılmıştır. 

Bazı objelerin bazı kümelere "ait olması II kavramında orta­
ya çıkan belirsizlikler "objelerin kümelere ait olması 11 kavramı­

nın derecelendirilmesi gereğini ortaya koymuştur. Örneğin; virüs gi 
bi bazı varlıkların özellikleri nedeniyle canlı - , yoksa cansız 
varlıklar kümesine, mi ait olduğu; ya da deniz yıldızı gibi bazı 

varlıkların bitki - , yoksa hayvanlar kümesine mi ait olduğu konu­

sunda ki belirsizlik gibi.Aynı şekilde 1 den çok büyük sayılar kü­

mesini göz önüne alalım.2,lO,lOO,500 sayılarının herbiri bu kümeye 
aittir.Ancak bu sayıların 1 e göre büyüklükleri arasındaki fark ne­
deniyle bunların bu kümeye ait olmalarının da farklı olarak değer­
lendirilmesi, bir anlamda "ait olmanın 11 derecelendirilmesinin 

gerçeği daha iyi yansıtacağı düşüncesi L.A .. ZADEH .C [6],1965)i ItFuzz~ 

kümesi tl kavramının tanımına götürmüştUr. 

Beş bölüm halinde düzenlenen çalışmamızın birinci bölümünde 
ZADEH'in yukarıda sözü edilen 1965 yılındaki çalışmasından fuzzy kü. 
melerinin tanımı ve başlıca özellikleri ile ilgili bilgiler verilmi~ 
tir. 

"Fuzzy topolojik uzayı II kavramı ilk kez C.L.CHANG ([1] ,196E 
tarafından tanımlanmıştır.İkinci bölüm CHANG'ın bu çalışmasına ayrıl 
mıştır.CHANG bu çalışmas,ında :fuzzy topolojik uzayından başka fuzzy t 

polojik uzaylarındaki yakınsaklık,süreklilik ve kompaktlık gibi bazı 
temel topolojik kavramların da ilk tanımlarını vermiştir. 

Üç ve dördüncü bölümlerde C.K.WONG C [4J ,[5]) un fuzzy topolo 
jik uzayları ile ilgili diğer bir takım bilgilerin verildiği çalış­
malanincelenmiştir.Üçüncü bölümde baz kavramı ve buna bağlı olarak 
bazı sayılabilirlik özellikleri; dördüncü bölümde ise fuzzy çarpım 
- ve bölüm uzaylarının bazı temel özellikleri incelenmiştir. 

Son bölümde de fuzzy noktası kavramı tanıtıldıktan sonra 
Fuzzy Hausdorff uzayı ve bu uzay ile ilgili bir teorem verilmiştir. 



BÖLÜM i 

FUZZY KÜMElER! 

T'anım I.ı [6J ı. bir nokta kümesi olsun. X den 

1 

[o, ı] kapalı ara-
lığına tanımlanan her fonksiyona X de bir tlfuzzy kümesi" denir. Şu 
halde bir A fuzzy kümesi; /LA :x-+[o,ı] şeklinde'ki bir fonksiyon 
ile tanımlanır.Buradaki iJ

A 
fonksiyonu.na A fuzzy kümesinin "Uyelik 

fonksiyonun ve x( X olmak üzere LL Cr) değerine de x noktasının 
A . 

A fuzzy kümesine "üyelik derecesiII denır. 

Xin herhangi birAc'X altkümesi, üyelik fonksiyonu Anın 
karakteristik fonksiyonu . r1 ,XE A 

)(. A .' X -r[o, i] ,"Y-
A 

( X)=.l O J X ~ A 

olan bir fuzzy kümesi olarak gözönüne alınabilir. 
Adi kümelerde olduğu gibi fuzzy kümelerinde de boş fuzzy 

kümesi,iki fuzzy kümesinin eşitliği ve bir fuzzy kümesinin bütün­
leyeni gibi tanımlar verilebilir~ 

Tanım 1.2 [6] X bir küme olsun. 
a)Üyelik fonksiyonu X üzerinde özdeş olarak sıfır olan fuzzy kü­

mesine "boş fuzzy kümesi ii denir ve tl ~ " ile gösterilir. 
b)A ve B X de iki fuzzy kümesi olsun. lin her noktasında A ve B 
nin üyelik fonksiyonlarının değerleri birbirine eşitse A ve B 

'~ 

fuzzy kümeleri birbirine eşittir denir ve A=B şeklinde yazılır. 

Kısaca: , 

A=,B:~~A(X) 
ile tanımlanır. 

/ 

tt (x) 
8 

c) A nın bütünleyeni Af ile gösterilir ve 

il (x )=ı - \..lA(x) 
K 

fonksiyonu ile tanımlanır. 

(VxE.X) 

( V xE: X) 

d) Her x E. X için \..lA(x)~11 (x) ise A ya B nin alt kümesidir de-
nir ve A c B şeklinde ya~ılır.Kısaca : 
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(VXE. X ) 

lle tanımlanır. 
e)A ve E nin birleşimi 

ı.ı A U E (x)= maks [~.1x} J,!.B (X) ] ('v'X(x) 

fonksiyonu ile tanımlanır ve A U E ile gösterilir. Daha genel ola­

rak fu'zzy kümelerinin bir A- = {Ai i i t i} ailesi için birleşim; 

('tXEX) 

.tonsiyonu ile tanımlanır ve U A ile gösterilir • 
iSI İ 

f) A ve E nin kesişimi 

(YXE,X) 

fonksiyonu ile tanımlanır ve A n E ile gösterilir.Daha genelolarak 

fuzzy kümelerinin bir A= t Ai i i (i) ailesi için kesişim; 

(\iXE:X) 

fonksiyonu ile tanımlanır ve ile gösterilir. 

g) Bir fuzzy kümesinin üyelik fonksiyonu X in her noktasında 1 değe­
rini alıyorsa bu fuzzy kümesi X ile gösterilecektir. 

Uyarı I.ı. Yukarıdaki tanımlarda iki fuzzy kümesinin birleşiminin 
de bir fuzzy kümesi olduğunu söyledik. Gerçekten; 
fuzzy kümeleri X den [o,lJ kapalı aralığına fonksiyonlarla tanım­
landığından üyelik fonksiyonları X in her noktası için [O,ıJkapa-
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lı aralığında bir değer alır. ~,~ kapalı aralık 0ldu8U için bu 
değerlerin supremumunu da içerecektir. Yani birleşimin tanımlandığı 
üyelik fonksiyonu da X den ~,ıJ kapalı aralığına bir fonksiyon 
olacağından, birleşim de bir fuzzy kümesidir.Benzer düşünceyle fuzzy 
kümelerinin kesişimi de bir fuzzy kümesidir,çünkü kapalı aralık infi­
IDumunU içerir. 

Önerme: 1.1 • . _.L§) a) A U B, hem A ve hem de B yi içeren en kü-
çük fuzzy kümesidir. 

b) A n B hem A da ve hem B de bulunan en büyük fuzzy kümesidir. 

Ispat : a) c , AU B yi içeren başka bir fuzzy kümesi 01-
sun • 

ACAUB. BCAUB, 
rnek yeter. 

AC C ve Be C ise A U Be C olduğunu göster-

Her x (. X için 

maks [11 A(X)' JlB(x) 1 ~ iLA (x)==} AC:AUB 

mak s [ 11 A (x ) , 118 (x) 1 ~ 11 B (x)====) Be A U B. 

AeC==>. flA(x) ~ !leex), BeC ==> I1
S

(x) ~ I1
C

(x) 

;:::=:} mak s [11 A (x ). Jl B (x ) J ~ il C (x ) => 11 A U B (x) ~ il C (x ) 

==>. AUBc: C. 

b) C, A da ve B de bulunan başka bir fuzzy kümesi 
olsun. 

A n B e A, E n B c B, C c A ve Cc: B ise C c: A n B olduğunu 
göstermek yeter. 

Her x (. X için 

il (x)~ IlA(X)~ 
AnB 

AflBc A 
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min[ı-ıA (x) , IJB(X)]6~B(x} ~ I1
AnB

(x)6: ı-ıa(x) ~ ·AnBeB 

C e A ~ llC(X)"I-IA(x) ve CC B ~ IlC (x)~ flB (x) 

~ ~ıC(x)'min [Il
A
(x), IlS(x)]= !lAn~x)~ ceMB.-

Önerme 1.2[6] A ,1:3 , C fuzzy kümeleri olmak üzere 

a) AU ( :B U C ) .. ( A U13 ) U C 

b)An(BnC) :(AnB)nC 

dir. 
Ispat: Önce A,13, C • nin üyelik fonksiyonlarının tüm mümkün durum-

larını yazalım.. 
~ 

her xE, X için 

1) jl A(x)< Il s(X)< IJ(x) 

ii) il (x)<ı-ı (x)< 
A ( 

ı-ı (x) 
B 

iii) IlB(x)< Jl A (x) < ı-ı (x) 
( 

iv) ı-ıB(x)< Jl (x) < 11 (x) 
A 

v) ı-ı (x)< tl (x) <-- J.l (x) 
C A B 

vi) tlC(x)< tlB(X)< ı-ı A (x) 

durumları söz konusudur • .tiu durumları tek tek inceleyerek önermeyi ıs.­

patlayala. 

a) A U( 13UC ) :=D , ( AUB )U C :=E olsun.Rer xE:X için 
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J.l D ( x) = mak s [~A (x ) , mak s [~B ( x ), il ( (X) 1 ] 

olur. 

i) durumu için il (x) = il C (x) , il (X) - il (x) 
D E . - ( 

ii) tl ii il (x):::: il ~x) il (x) - f1 B(X) , -
O B E 

iii) tl " il (x) = il (x) LLE 
(x) -

IlC 
(x) , -

O C 

İv) " tl il (x) = il (x) , f1 E (x) - IJ
A 

(x) -D A 

v) .. .. Il
O 

(x) = IlB 
(x) il (x) - il (x) , -. E B 

vİ) tl .. il (x)- IlA(x) , il (x) = f1 (x) • D - E A 

Her x E: X için 

yani, 

A U (B U c)= (A U B) U C 

dir. 

b) A n (B n C): =F CA n B )nC : = Golsun lier x E: X için 
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IlG(x)=min [min [ ııA (x) , Il
S

(X)] , Ilc (x)] 

olur. 

i) durumu için 

ii) " tı 

iii) " " 

ıv) " " 

v) tl " 

vİ) " tı 

Her xf X için 

yani, 

il (x) 
A 

il (x) ~ F=G 
G 

, Il
G

(x) = iLA (x) 

il (x) 
B 

, il (x) - il (x) 
G C 

Adi kümelerde olduğu gibi fuzzy kümelerinde de A n B= f6 ise 
A ve B ye " ayrık fuzzy kümeleri II denir, 

! 
rR de iki fuzzy kümesinin birleşim ve kesişimi aşağıdaki şe-

kilde gösterilmiştir. 



tJ A (x) " tJ B ()( ) 

AU8 

Önerme i.3 [6] A,B,C üyelik fonksiyonları tJA, tJB, tJC 
olan fuzzy kümeleri olmak üzere 

a) (A U B) '= A' n B' 

b) (A n B) '=A' U B' 

c) Cn(AUB)=(CnA)U( cnB) 

d) CU(AnB)=(CUA)n(CUB) 

aif. 

7 

a)v~b) Y~"De Morgan"; c)ve d) ye "distrUbitif" kuralları denir. 

i s pa ta) (AUB)': = C , (A' n .B' ) : =D olsun. Her xC X için 

tJ (x)=min i l- IJ (x), l- tJ (x) ] 
D A 8 



Her xf X için 

~ (x) = ~ ~ (x) ~ ( = D 
( .u 

yani, 

(AUB)'=(A'n B'). 

b) (A(yB)':=E,(A'U B'):=F olsun.Her x€ X için 

~E(x)=l-min [~A(x),).1B(x) J 

~ A (x» fJB()()~ ~E(x)=l-fJ B(x), ~l!,(x)=l- ~ B(x) 

Her x E: X iç'in 

\..l E (x) = \..l F (x ).::=:} E = F 

yani, 

(A n B) '=A' U B' • 

8 

c) Önce A,B,C nin üyelik fonksiyonlarının tüm mümkün durumlarını 

yazalım. Her x (X için 

1) ~A(x)< ~B(x)< ~c(x) 

11) JlA(x)<JlC(x)< JlB(x) 

ıv) 

v) 

~ Sex) < \..le (x)< JlA (x) 

~c(x)< ~A(x)<,JlB(x) 

.' VI) ii 
""c(x)< ~B(x)< ).1A(x) 

durumları söz konusudur. 
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c n (A u B) :=D, (c n A) u (C n B):=E olsun. Her xE X için 

il E(x }.;maks [min [11 C (x) , 11 A(x)] ,min [11 C(x), 11 B(x)lJ 

i)durumu için J..1 D(x)= ~ B(x), flE(x)= ~ B(x) 

ii) " tl ~D(x)= ~ C (x), ıı E(x)= i..l C(X) 

iii) " " fl D(x;)= II A (x) , 11 E(x)= II A (x) 

ıv) " " fl D(x)= II C (x), ıı E(x)= il C (x) 

V) " tl il D(x)= ıı c(x), il E(x)= ıı C ~x) 

Vi) it tl fl D Cı;)= ıı C(i), fl E(X)= il C (x) 
Her x € X için 

J.! (x)= II (x).:==} D=E 
yani, D E 

C n (A u B)= (C nA) U (C n B). 

d)C U(AnB):=F , (CUA)n (cUB):=a olsun. Her xE: X. ~çin 

i..l F(x)=maks [I..l C(x) ,min rM A (x), ıı B(x)] ] 

ıı a(x)=min [maks rJ.! C(x), fl A (x) J ,maks [Il C(x), M B(x)J ] 

c) deki A,B,C nin üyelik fonks~yonlarının tüm mümkün durumları tek 

tek incelenirse; 

i) durumu için I..lF(x)= fl C(x), ıı a(x)= il c(x) 

İİ) " 

İİİ) " 

ıv) " 

v) " 

vi) " 

" 

" 

" 

" 

" 

JlF(x)= ııC(x), I..la(x)= I-lC(x) 

ıı F(x)= ıı C(x), i-l a(x)= i..l C(x) 

fl F(x)= 11 A (x), fl a(x)= i..l A (x) 

fl F(x)= ıı B(x), fl a(x)= ~ B(x) 



elde edilir. Her x( X için 

II F(x)= il G (x)==> }"'=G 

yani, 

C U CA n B)= (C U A) n (C U B) •• 

lO 



FUZZY 
BÖLÜM II 

TOPOLOJİK UZAYLARI 

A Fuzzy Topolojik Uzayları 

ıı 

Tanım II.l [ll X bir nokta kümesi olsun. X deki fuzzy kümelerinin 
bir T ailesi aşağıdaki koşulları sağlarsa ba T ailesine X üzerinde 
birnfuzzy topolojisi" ve (X,T) ikilisine de bir "fuzzy topolojik 
uzayı" denir ve kısaca ftu şeklinde gösterilir. 

a) 0',X€T 

b) A,BE. T==}An B( T 

c) 'v i (. i için A. € T ~ UAı" ( T. 
ı LE: i 

T nin her elemanına bir T- açık fuzzy kümesi veya kısaca açık fuzzy 
kümesi ve bütünleyeni açık olan bir fuzzy kümesine de T- kapalı fuzzy 
kümesi veya kısaca kapalı fuzzy kümesi adı verilir. 

Tanım II.2. [11 X bir küme ve Tı ,T2 X üzerinde iki fuzzy topolojisi 

olmak üzere eğer Tıc T2ise Tı T2 den daha kabadır veya T2 Tıden 

daha incedir denir. 

Bir X kümesi üzerinde sadece ~ ve X fuzzy kümelerini içeren 
fuzzy topolojisine "indiskret fuzzy topolojisi", bütün fuzzy kiıimele­
rini içeren fuzzy topolojisine de "diskret fuzzy topolojisi" adı ve­
rilir. 

Tanım II.3 [11 (X,T) bir itu. ve A X de bir fuzzy kümesi olsuno 
(X,T) dg bir U fuzzy kümesine A nın bir komşuluğudur denir 

:< >[3 O E' T : A c O c U ] 

Teorem II.l [1.1 (X,T)ftu da bir A fuzzy kümesi açıktır.~ A fuzzy 
kümesi, kendisinin içindeki her B fuzzy kümesinin bir komşuluğudur. 
Ispat "~ii A açık bir fuzzy kümesi ve Bc:A olsun. BC:AC A olduğun­
dan, A B nin bir komşuluğudur. 

ii 
Ç=:=ıı A fuzzy kümesi içer.diği her B fuzzy kümesinin bir komşu-

luğu olsun. AC.A olduğundan, A kendisinin de bir komşuluğudur.Bura­
dan 

3 O (. T : Ac Oc A::::::fA=O 

O E: T olduğundan Af T dir •• 
Tanım II. 4 [ıJ Bir fuzzy kümesinin bütün komşuluklarının ailesine 

bu fuzzy kümesinin "komşuluk sistem:i denir. 
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Teorem 11.2 [1] (X,T) ftu daki bir A fuzzy kümesinin komşuluk 

sistemi U olsun. U nun sonlu elemanının arakesiti ve \J. nun bir 

elemanını içeren her fuzzy kümesi yine 'tl nun bir elemanıdır. 
Ispat: R,S(U olsun. RnS(\j olduğunu göstermek, uı nun son­
lu elemanının arakesitinin yine tj da olduğunu göstermek için ye­
terlidir. 

R(U=====> 3RoE T : ACRoc R. 

S('\.1 -> )SoE T: AC So c S 

Bu ikisinin sonucu olarak 

AC Ro n Soc R n S 

elde edilir. Ro n So E. T olduğundan R n S 

Rn sE U dır. 

İkinci olarak; 

A nın bir komşuluğu,yani 

R (. U ve Re S ise S (. U olduğunu gösterelim. 

RE. U. ve Re S-:::} 3Ro~ T : AC Ro c ReS 

Buradan S A nın bir komşuluğu, yani S E 'li. • 

~T_a_n=ım_I_I;;;...;..:5~-L.;;11;;';:;)~ A, B (x, T) ftu da fuzzy kümeleri ve Bc A olsun 
Eğer, A B nin bir komşuluğu ise B ye A nın bir iç fuzzy kümesi 
denir.A.nın bütün iç fuzzy kümelerinin birleşimine A nın içi deni~ 
ve "Ao" . ile gösterilir. 

Teorem II. 3 [1] 

dirde: 
İ) AO açıktır. 

(X,T)ftu ve A X de bir fuzzy kümesi olsun.Bu tak-

İİ)AO A da bulunan en geniş açık fuzy kümesidir. 

İİİ) Af. T~A=A 

Ispat İ) A nın bütün iç fuzzy kümelerinin ailesi 

olsun. A nın tanımı gereği 

A = U 8)1 
v€1 

dır. Her '\) (.1 için Bv Anın r iç fuzzy kümesi olduğundan 



3~6 T : B"c O",C A 
sağlanır. Buradan . 

elde 

AO = U B'ıI C UOv C A 
\LE: i -..jE.l 

edilir.Şu halde 0:= U 011 
~(1 

(11.1) 
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olarak tanımlanırsa O ET ve 

olur. Diğer taraftan A daki her O açık fuzzy kümesi için Oc Oc A 

sağlandığından, O A nın bir iç fuzzy kümesidir.Buradan 

(11.2) OCA 

elde edilir.(II.l),(II,2) nin sonucu olarak 

AO = O 

yani; A
Q 

açıktır. 

ii) BcA ve B E: T olsun. B cBc A olduğundan B A nınbir iç fuzzy küme­
si yani; 

dır. 

iii}" ~. AE. T olsun. A,CAcA olduğundan, A kendisinin bir iç 
. u 

fuzzy kümesi yani; 
A c::.. AO 

dir.Diğer taraftan A nin tanımından A°c::..A olduğu göz önüne alınır­

sa 

A-A 
elde ediıir .. 
"<==: A=A ise i) den A açıktır ... 

1/ 

B Fuzzy Küme Diziıeri 

Tan:un 11.6[1] (An)n=l.; 2 fuzzy;. kümelerinin bir dizisi ve A , ,.... 
bir fuzzy kümesi olsun. 

a} (A ) -1 2. dizisi hemen hemen A nın içindedir denir nIl:::, , .... 

: Ç::::=> [3 en € TN : V n'~ M ::::::::> Ar) CA] 
b) ~.4.n)n=1,2, ••• dizisi A da yığılır denir 

:<====>[~ ro E' [N için 3 n E IN , (\~m ve. AncA] 
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Tanım II.? [U (X,T) bir ftu ,(An )n=1,2, ••• X de fuzzy kümelerinin 
bir dizisi ve A X de bir fuzzy kümesi olsun • 
Eğer A nın her komşuluğu için (A ) -1 2 dizisi hemen hemen bu kom-n n- , , ••• 
şuluğun içinde kalıyorsa bu diziye A ya yakınsaktır denir. 

Tanım 11.8 [LL (A ) fuzzy kümelerinin bir dizisi ve n n:l, 2, ••• 

N : [N-+[N fonksiyonu 

V mE, IN için 3 n ( eN V i>,. n ıçın N(i) >,. m 

koşulunu sağlasın.Bu takdirde (AN(i»i=1,2". dizisine (An) -1 2 n- , ••• 

dizisinin bir alt dizisi denir. 

Tanım 11.9. [lJ (X,T) ftu , (An )n=1,2, ••• X de fuzzy 

X de birfuzzy kümesi olsun. 

kümelerinin 

bir dizisi ve A 

Eğer (An)n 1 2 = , , ••• dizisi A nın her komşuluğun~A yığılıyorsa A ya bu 

dizinin bir fuzzy yığılma kümesi denir. 

Teorem 11.4 [1) (X,T) fuzzy topolojik uzayındaki her fuzzy küme-
sinin komşuluk sistemi sayılabilir ise 
a) X de bir A fuzzy kümesi açıktır ~A nın içindeki her B fuzzy 

kümesine yakınsayan fuzzy kümelerinin her (A) 1 2 d'" h n n= , ,... ızısı e-
men hemen A nın içindedir. 

b) Eğer A , fuzzy kümelerinin bir (A.) ı 2 dizisinin fuzzy yığıl-
'" . nn:, , .... 

ma kumesi ı5,e bu dizinın A ya yakınsayan bir alt dizisi vardır. 
Ispat a):"'====>ıı Af 2 , BcA ve (A ) :B ye yakınsasın. n n:1,2, ••• 

At.. T ve :Bc AcA nın sonucu olarak, A B nin bir komşulu­
ğudur. (A ) n n=1,2, ••• B ye yakınsak verildiğinden ve A B nin bir kom-

şuluğu olduğundan (An)n=l 2 hemen hemen A nın içindedir. , ,... 
tt <== it BC A keyfi bir fuzzy kümesi olsun. B ye yakınsayan fuzzy 
fuzzy kümelerinin her dizisi hemen hemen A nın içinde ise A nın açık 
olduğunu göstereceğiz. Bunun için; Teorem II. 1 e göre, A nın B nin 
bir komşuluğu olduğunu göstermek yeter. 

B nin komşuluk sistemi olmak üzere 
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olarak tanımlayalım.Her n( ~ için Teorem 11.2 den Vn B nin bir kom­
şuluğudur. B nin keyfi bir u j komşuluğu ve her n=j için 

Vn= uı n u2n ••• nUn c u j 

olduğundan (Vn)n=l 2, ••• dizisi B nin her komşuluğunun hemen hemen 

içindedir. Buradan ıVn )n=1,2, ••• B ye yakınsar.Hipotez kullanılırsa 
(V ) n n=l,2, ••• hemen hemen A nın içinde olacağından 

(11.3) 3m E: IN : 

dır.Diğer tara,tan,Vn B nin bir komşuluğu olduğundan her Vn için 

(11.4) 

dır.(11.3), (11.4) den 

]m( [N: Vn~m için BCO cA n 

yani; A B nin bir komşuluğudur.Teorem 11.1 den A açıktır. 

b) A; fuzzy kümelerinin (A ) 1 2 d"" "n" b" f - 1 n n= , ,... ızısı ın ır uzzy yıgı ma 

kümesi olsun (An )n=ı,2, ••• dizisinin A ya yakınsak bir alt dizisi-

nin var olduğunu gösterelim. n 

Rı ,R2 , ••• , Rn , ••• Anın komşuluk sistemi olsun.S :=(LR" 
n i=l ı 

olarak tanımlayalım.(S )n-l 2 Akl kl d d 1 n - , ,... nın omşu u arın an mey. ana ge en 
ve her n için Sn+ıcSn koşulunu sağlayan bir dizidir. A fu~zy küme-
si, (An)n 1 2 dizisinin bir fuzzy yığılma kümesi olduğundan,bu = , , ••• 
dizi A nın her komşuluğunda yığılır.Buradan 

'rı i ( TN i ç i n 3 N ( i) ~ i, AN ( i ) c S i 

olur.Bu şekilde inşa edilen (A ( » ( N i i=1,2, ••• dizisi, A) 1 2 n n= , , ••• 

dizisinin bir alt dizisidir, çünkU·, N: [N--.-".nı , ı"---"'"N(ı") <u, r fonksiyo-
nu istenen koşulu sağlar.Gerçekt" .• her mE' [N için ~m seçilirse her 
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i f[N için N(i)~i olacak şekilde bir N (i) mevcut olduğundan i~n için 

N ( i )~n:. m sağlanır. 

Şimdi (AN(i»i=1,2" •• dizisinin A ya yakınsadı~ını gBstere­

lim. A nın keyfi bir Rj komşuluğunu alalım • 

Vİ~j için N(i)~i~j ve AN(i)c SiCSjC Rj olduğundan (A
N

(i»i=1,2, ... 

hemen hemen A nın içindedir. Buradan (A ( » N i i=1,2, ••• A ya yakınsar •• 

C.Fuzzy Sürekli Fonksiyonlar. 
. . 

Tanım 11.10 [1] X,Y iki nokta kümesi , f:X~Y bir fonksıyon ve B,Y de 
~ B(y) (y E. Y) üyelik fonksiyonu' ile tanımlanan bir fuzzy kümesi 

-1 
olsun. B nin ters resmi f ~B] ile g?sterilir ve 

(xc X ) 

üyelik fonksiyonu ile, tanımlanır. 

Tanım II. ll. [LL X, Y iki nokta kümesi, f:X~Y bir fonksiyon ve A X 

de IlA(x) (x E,X) üyelik fonksiyonu ile tanımlanan bir fuzzy kümesi 
olsun. A nın resmi f[A] ile gBsterilir ve 

L

SUP - {~A (z)} ,f-l. [y];i ~ (yE: y) 
, Ze f l[yJ 

~f[Al (y)= 
O _1 

,f [1]= ~ (yE:Y) 

üyelik fonksiyonu ile tanımlanır.Burada r 11y] ={ x i f(x)=y 1 dir. 

Teorem 11.5 il] X,Y,Z nokta kümeleri ve 

f;X~Y bir fonksiyon olsun. Bu takdirde; 

a) Y deki her B fuzzy kümesi için f-ıör] =\:.f-ı[BJJ dır. 
b) f Brten ise , X deki her A fuzzy kümesi için {f [AJ( c. f (K] dır. 
c) Bı ' Bı. Y de iki fuzzy kümesi ve BıC Bı.. ise i-1.'[BıJcri[B'lJ aH'. 
d)Aı , Al. X de iki fuzzy kümesi ve AıC Aı ise f lA~lCf[A2.] dır. 

e)Y deki her B fuzzy kümesi iı;in f U-ı [BI1C B dır. 
Eğer f Brten ise Y deki her B fuzzy kümesi için f [f-ı[Bl]=B dir. 

f) X deki her A fuzzy kümesi için ACf-ı[f[AJ]dır. 

g) f:X~Y,g:Y--?Z iki fonksiyon olsun.Bu takdirde, (gQf) f ve g nin 

bileşkesi olmak üzere Z deki her C fuzzy kümesi için 

(gof)-ı [C]=f-ı[g-ı [C] ] 
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Ispat a) B Yde herhangibir fuzzy kümesi olsun. Her x E X için 

il f-1[B/] (x)= il B,[f(x)]=1- j.l B [f(x)]=l-Il r 1[BJ (x)= j.l {fi. [BJ}' (x) 

olduğundan 

f-1[B;J = {f-~[B]}' 

elde edilir. 

b}Ispata başlamadan önce 

sup (l-IlA(z» = I-inf (Il A(z» 
z E ri [yı ZE f_1 [y] 

eşitliğinin doğru olduğunu gösteralim. 

(y E Y) 

" l-inf il A (z} ~ inf il A (z) =--==> l-j.l A (z) 
Z f f-1[Y] z € f-i [y] 

;:::=::::} sup (1- il A (z» " 

zf f-1(y] 

dır. Şimdi ise 

I-inf 

c' -1 zc..f [Y] 

(Il A (z) ) 

sl:=suP 
Z E: f-ı [YJ 

ve s2:=1-inf (Il A(z» 

Z E r 1[Y] 

olsun.sı <.s2 (sl+ s 2) ise E:=s2-S,l)O olarak tanımlanırsa 

1-s2= inf (Il A(z» olduğundan 

zE r 1(y] 

3 zo( f-1[y] : i..l A (ZJ < 1-S2+ 8 =l-sı 
Buradan da sl< 1- f.J A ( ZJ , yani 

sup (1- Jl A (z ) ) < 1- iLA (z ) 
-1 z E f [yJ 

elde edilir ki bu supremum tanımı ile çelişir.O halde sl=s2 dir. 

şimdi f örten ise X deki bir A fuzzy kümesi için tf [A]}' C f [KJ 
olduğunu gösterelim. r 1[y] +,0 olduğundan her yf!. Y için 

il (f[K]) (y)=sup il A(z) =sup {1- il A (z )}=l-inf (JJ A (z» 
z E f-1 [y] z E f-1 [Y]' z E r 1 [y] 

olur. Buradan 



(11.5) J..l{f(A']} (y)=l-inf -ı (J..l A(Z» 
z E: f [y] 

dir .)3) i ğer taraftan, 
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(11.6) J..l{f(Al}'(Y)=l- J..lflAl(y)=l-Sup -ı . {J..lA(z)} 
z E. f [yJ 

olduğundan (11.5),(11.6) nın sonucu olarak her y~ Y için 

elde edilir. 

c) Bı' Bı Y de iki fuzzy kümesi olsun ve BıC B2 sağlansın. 

Her x~ X için 

J..l f-ıCB J (x)= ~ B (f(x»' jJ B(f(x})= 1.1 f-ı (B-ı(x) 
:ı; ı 1 2:' 

olur.Buradan 

elde edilir o 

d) Aı ,A2. X de iki fuzzy kümesi olsun ve Aıc Aı sağlansın. y€. Yolmak 

üzere 

i) f-ı(Y1 • ~ ise 

il f(A1] (y )=:~ f-ı [yJ ( jJ A (z) )&sup -ı ( jJ Aı( z) ):.l1fCAı1 (y) 
. ı z E:. f [y] 

ii) f-ı[y]= ~ ise 

J..l f fAı] (y )=0= J.l fCA:ıJ (y) 

i),ii) nin sonucu olarakher Y~Y için 

jJf[AJ (y)" jJ f(AıJ(Y) 

==:;;::} f[Ai c f[Aı'l 

elde edilir. 



e) B Y de herhangi bir fuzzy kümesi olsun. yE. Yolmak üzere 

i )f-ı (y] rJ '/J ise 
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~ f[f-ı(B1J (y)=sup -ı (ı..ı f-ı[B1 (z) )=sup (jJ B(f (z»= jJ B(Y) 
Z E: f r Y1 ZE.f-ı ry] 

ii) f-ı[YJ= ~ ise 

ı..ı f [f-ı [B]1 (y )=~ jJ B (y) 

i),ii) den her yE- Y için 

ı..ı f (f-ı [B)] (y)~ ı..ı B ( Y ) 

yani ; 

elde edilir.Eğer f örten ise sadece i) durumu vardır. Dolayısıyla 
f [f-ı [B)] =B 

dir. 
f) A X de bir fuzzy kümesi olsun. Her xE, X ıçin 

dır.Buradan 

AC f-ıCf[A1J 
elde edilir. 

g) C Z de bir fuzzy kümesi olsun. Her x E. X ... için 

olduğundan 

-ı 
(gof)-l [C]=f-ı (g (CJ 

dir.-
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Sonuç 11.1 . X, Y iki nokta kümesi ve f: X--"?-Y bir fonksiyon olsun. 

Bu takdirde ; 
a) A)) (v€.I\),X de 'fuzzy kümeleri olmak üzere f: X~Y örten ise 

ve 

dir. 

Ispat a) 

Buradan 

tC 'UA\I} Ui [Av l 
v~" Vf.." 

(i c I, j E. J) X de fuzzy kümeleri olmak üzere 

f örten elduğu için i-ı[yl~ ~ • Her YEY için 

il frUA ,ı(Y)=sup -ı (~UA (z) )=sup -ı (sup( il A (z») 
L I\"J z( f CYJ Vf:.A v ZE: i [Y] V€./\ v 

)1(. 

=SUp(sup (Il r,(z» )=sup (Il i[A ~(y» 
V€A "Zer i C';1""V v€./\ ... u 

=11 U (y) 
f [Av1 

VE/\ 

elde edilir. 

b) Her x€. X için 

(x)::: min [SV-p Il c .()() 1 ~up Il D .(x)] 
icl ı Jf.J J 

ve 

Uc.n UD. 
if.l ı je] J 

o:iLduğundan 

min [~cup il (. (x) ,~up 
olduğunu göste~JeliY?z. J€J 

il (x)]=sup [mine il (.(x), il D. (x»] 
Dj (i,j)€.lx"J 1 J 



olarak tanımlayalım. 

ci' ~ ı.I C(x)~a,c .. !:. ı.ID(x)'=b J i ıJ j 

-===9V (i, j)E. IXJ için cij '4:min(a, b)==::)c~min(a, b) 

olur.Genelliği bozmayacağı için ~a kabul edebiliriz.Buradan c~a el­
de edilir.c<a olamıyacağını gösterirsek ıspat biter. 

Varsayım: c<.a olsun. d €o LO , LJ, olmak üzere 

tII.7) 3 i ot. I: Jl C. (~hd)c 
11) 

dir (Aksi olsaydı ~c olurdulBuradan her (i,j)~IXJ için 

il C~xhd)Cij~Vj E. J için 
ıo 

cio j=min( Jl Ci (x ), Jl D ~x»= J.l D~X) 
oJ' J 

dir.Aksi halde (11.7) ile çelişir.Buradan her j€. J için 

IlC~x»d)Jl D~x)===> b=~up JlD~x)"d<~ C~x)~a 
ıo J JE:. J J ıo 

Buradan da b<a elde edilir', ki bu b~a olması ile çelişir.O halde var­
sayım yanlış, yani c<a olamaz •• 

Tanım 11.12 (11 (X,T) ve (Y,T*) fuzzy topolojik uzayları ve 
f:X--"?'Y bir fonksiyon olsun.f fuzzy süreklidir veya kısaca F-sürekli­
dir denir 

: {=:>['tf U E. T* için f-ı( U1E T] 
~anımdan kolayca görülebileceği gibi f:X--?Y,g:Y---7Z F-sürekli iki 
fonksiyon iseler bunların bileşkesi olan (gof):X-7Z fonksiyonu da 

F-süreklidir.Gerçekten; Teorem II.5.g) den Z deki her V fuzzy kümesi 
için 

(gof)-ı(V1=f- ı[g-1 (V] 

olduğundan eğer V açıksa f,g F- sürekli olduğu için (gof)-ı[VJ de 
açıktır. 
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Teorem 11.6 [1] (X,T) ve (Y,T*), iki ftu ve f:X -~i Y bir fonksiyon 01-

sun. 
a) 'f F-süreklidir <===i Y deki her kapalı fuzzy kümesinin ters resmi X 

de kapalıdır. 
b) A X de herhangibir fuzzy kümesi olsun.»u takdirde; f[AJnın her V 
komşuluğunun ters resmi, A nın bir komşuluğudur~ f[A] nın hex V 
komşuluğu için A nın bir W komşuluğu vardır öyle ki f[WJc V dir. 

c) f F-sürekli ise X deki her A fuzzy kümesi için f[A]nın her komşulu­
ğunun ters resmi A nın bir komşuluğudur. 

d) X deki her A fuzzy kümesi ve fCAlnın her V komşuluğu için flW]cV 
olacak şekilde A nın bir W komşuluğu varsa bu takdirde; X deki bir 
A fuzzy kümesine yakınsayan fuzzy kümelerlinin her (A) 1 2 ~~zİ-n n= , , ••• 
si f(A1ya yakınsar. 
ıspat a)ii ) ii f F- sürekli, B Y de alınan herhangibir kapalı fuzzy 
kümesi olsun. Teorem II.5.a) ve f in F-sürekliliğinden f-ırBfJ= {f-lesi}' 
(X, ır) de açıktır. Buradan f-ı(BJ (X, T) de kapalıdır. 
'<===" A Y de keyfi açık bir fuzzy kümesi olsun A' (Y, T~) de' 'kapalıdır. 
Hipotez ve Teorem 11.5. a) dan f-ı[A'1={f-ırAı~t(X,T) de kapalı,yani 
f-ı(.Al (X,T) de açıktır. Buradan f F- süreklidir. 

br'====,> il V f(A1nın keyfi bir komşuluğu olsun. Hipotezden f-ı[Vl Anın 
bir komşul\?-ğud~r.Teorem 11.5. e) den fff-ı(VJJcV olduğundan f-1[VJ:=W 
olarak tanımlanırsa frW]cV olacak şekilde A nın bir komşuluğu bulun­

,muş olur. 
'<===IıV f[A] nın keyfi bir komşuluğu olsun.Hipotezden 
fCW) cV olacak şekilde A nın bir W komşuluğu vardır. 
Teorem 11.5. f),II.5.c)den 

, W c f-i [f[W]Jc f-i[V] 

elde edilir. Teorem II.2 den f_i LV] A nın bir komşuluğudur. 

c) f F-sürekli, A X de bir fuzzy kümesi ve V,f(Alnın keyfi bir komşu­
luğu olsun. Komşuluğun tanımından f(A] c: W c:V olacak şekilde (y,TK ) de 

W açık fuzzy kümesi vardır.Teorem 11.5 f),ıı .. 5.c) den 

A c f-t[f LA]] c f-l[W] C f-i [V1 

dır. f F-sürekli olduğu 'için r 1[W] E. T dir.Teoreıı 1I.l,II.2 den 
'f-i[V] A' nın hir komşuluğudur. 
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d) A X de bir fuzzy kümesi,(An )n=1,2, ••• A!a yakınsayan fuzzy kü-. 

melerinin bir dizisi ve V f r A1 nın keyfi bir komşuluğu olsun.Hi­

potezden f C WJ cV olacak şekilde A nın bir W komşu:I,uğu vardır. 

(An )n=1,2, ••• A ya. yakınsadığından A nın her komşuluğunun hemen he~ 

men içinde olacağı için 

j m~1JJ ': V niilm i çin An c W 

dır.Teorem 11.5. d) den 

HAJ c fCW] 

ayrıca f [W]cV olduğundan da 

3 mE:IW: \J n~m için f [AJ c f[W]CV 

elde edilir.Bu ise (f(An ) )n-l 2 dizisinin f LA]. ya yakınsadığı-- , .... 
nı gösterir •• 

D. 'Kompakt Fuzzy Uzayları. 

Tanım 11.13 [l1_,,(X,T) bir ftu ve B X de fuz;;:;y kümesi olsun. 

a)Fuzzy kümelerinin bir~ailesine B fuzzy kümesinin bir örtümüdür 

denir 

: Ç;:::=) [B c { U A ı A E, A}] 
b) EğerjA ailesinin her eihemanı. , bir açık fuzzy kümesi ise .SA- ya 

B nin bir açık örtümü denir. 

c) ~ nın bir alt ailesi B nin yine bir örtümü oluyorsa bu alt ai­

leye ~ nın bir alt örtümü denir. 

Tanım 11.14 (lJ .(X, T) ftu olmak üzere eğer X in her açık örtümünUn 

sonlu bir alt örtümü varsa bu uzaya kempakt ftu denir. 

Tanım 11.15 rı] ~ ; fuzzy kümelerinin bir ailesi olsun. 

Eğ~r ~ nın her sonlu alt ailesinin elemanlarının arakesiti boş 

değilse A ya sonlu arakesit özelliğine (veya kısaca S.A.Ö) sahip­

tir denir. 

Teorem 11.7 [LL Bir (X, T) ftu kompakttır ~ kapalı fuzzy kümele­

rinin S.A.Ö sahip her ailesinin bütün elemanlarının arakesiti boş 

değildir. 

Ispat: '~~" (X,T) kompakt ve A kapalı fuzzy kümelerinin S.A.Ö 
sahip bir ailesi olsun. 

Varsayım: nA:: </J olsun .. 'Buradan UA' =X X in bir açık örtü-
A E A AE.rA- ' 

mtidür.(X,~) kompakt olduğüIl;dan 



A~=X-J nAi = r/J 
ı . 

i..::. 1 
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bu ise halde varsayım yanlıştır.Buradan 

n A~r/J 
AE:A 

elde edilir. 
U(_ Varsayım: (X,T) kampakt olmasın.X in hiç sonlu alt örtümü olma­
yan bir sf açık örtümU vardır? yani 

X= U G ,fakat her nE.I.N için X~ ~ Gj . dir. 

6t:~ 
Buradan her n~ ~ için 

~*rıf\ i=l 
dir. Şu halde A= t G' \ G eS!} ailesi kapalı fuzzy kümelerinin S .A. Ö 

sahip bir ailesidir.Fakat 

X:: UG 
GE,U 

olduğundan cl 
f/J = o G' 

G E. ~ 
sağlanmaktadır. Bu ise hipotezle çelişir. O halde varsayım yanlıştır, 
yani (X,T) kompak{tır •• 
!eorem II .• 8Iıj, (X,~),(Y,~~) iki ftu , f :X---7Y F- sürekli ve örten 
bir fonksiyon olsun.Bu takdirde (X,T) kompakt ise (Y,T~) da kompakttıx 

Ispat: ~ Y nin bir açık örtümü olsun.Buradan 

Y= U 13.::=}f- ı[y]= X=f-ı rU 113 
:eE !B lBElB 

olur.Diğer taraftan her x~ X i~in, 

11 f-ı[U BJ: (x)=!J U 13(f(X»;S:~tl113 (f(X»}=;'~u~ {/Jf~ı [E]( X)} 
13~:S . BE'~ 

=/J U f-1BJ(X) 
BE..1B ' 
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olduğundan 

elde edilir.Şu halde 

x = U f- l [BO] 

BE.& 
dir.f F-sürekli ve herBE~ Y de açık fuzzy kümesi olduğundan 
U f-1[BJ X in bir açık örtümüdür .. (X,T} kompakl olduğundan 
B€1B 

3 Bı , Bx .... ,Rn€.d3: X=~ f-1[BiJ 
1.;1 

dir.Diğer taraftan f örten olduğu için sonuç 11.1. a),Teorem 11.5 e) 

den 

f (X J = Y = fL ~ f-1[B~} ~f [[ı[B~];:~ Bi 
~=i ı=i i:1 

dir. Buradan tBi \i"".1.,1.., ••• ,n.} .1B nin sonlu bir alt örtümüdür, 
yani (y,T~) kompakttl.r •• 



26 

BÖLüM III 
FUZZY TOPOLOJİK UZAYLARININ ÖRTüM ÖZELLİKLERİ 

Tanım 111.1[4] (X,T) ftu oLsun. Eğer X in her sayılabilir açık örtü­
münün sonlu bir aıt örtümü varsa bu uzaya sayılabilir kompakttır denir. 
Tanım 111.2 [4J (X,T) ttu ve S c T olsun.Eğer; T nin her elemanı 
JB nin bazı elemanlarının birleşimi olarak yazılabiliyorsa 8 ye 

T için bir bazdır denir. 
Tanım III. ,3(41. (X, T) bir ttu olsun.Eğer; T nin sayılabilir bir.B ba­

zı varsa bu uzaya 0ıı -ftu denir. 

Teorem 111.1 (4J(X,T) bir Cıı-ftu olsun. Bu takdirde ;(X,T) kompakttır 

~(X,T) sayılabilirkompakttır. 

Ispat ii==:::} 1\ (I,T) kompakt olduğundan her açık örtümünün,dolayısıyla 
sayılabilir her açık örtümünün de sonlu bir alt örtümü olduğundan 
(X,T) sayılabilir kompakttır. 
tt {::;;:::::lrA ={ Ail H: ıJ X in bir açık örtümü olsun. (X, T) Cıı -ftu olduğundan 

3 JB = {Bn1n=1,2, •• ~ ç: T : Ai=~ Bi (i€ I) 

d B d . 1 b· 1 . A k=1 k ır. ura a ı o sonsuz o a ı ır. yrıca -

X= U Ai =U (QJ)Bi 
i E i . i E. r· k= 1 k 

olduğundan 13:= {Bi i i €. I, i~k"io} X in sayılabilir bir a-
a 'k 

çık örtümüdür. X SayılabiTir kompakt olduğundan, bu örtümün Ei C Bo 
sonlu alt örtümü vardır. 181 in her elemanı bir Ai tarafından içerile­
ceğinden böyle Ai lerin oluşturduğu aile ~ nın sonlu alt ailesi­
dir ve X i örter. Buradan (X,T) kompakttır •• 
Teorem III.2 [4] (X,T) kompakt.(sayılabilir kompakt) ftu ,(y,T~ her ... 
hangibir ttu ve f~~Y F-sürekli ve örten bir fonksiyon olsunoBu 
takdirde; Y de kompakttır (sayılabilir kompaktır.) 
Kompaktlık için teorem, ıı.a de ıspatlandı.Sayılabilir kompaktlık.: 

için de ıspat benzer yolla yapılır. 

Tanım 111.4 [4] X bir küme ve A = {Ail iE.I} fuzzy kümelerinden 
oluşan X in bir örtümü yani ; her xE~ için s.up {ı..ı A. (x)i i E rJ =1 
olsun.Buradan 0< t: < 1 ve her x E. X için ı 

'3AiEA- :··fJAi(x)~l-E 
dl.r .Bu Aı· ile x E X lerin kümeSini r: c' ile gösterelim ve ., ı,~ 

i. C": = {x E X i ~ A (x) == 1- E} 
ı,ç..- i 
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olarak tanımlayalım. Sabitbir E > o için {rf., E ı i E i} ailesine 

X in <A ile verilen bir E-parçalanışı denir. Eğer her x EX için 

ıı A. (xl==l ise 
i fi,E:={ xE.XI~A. (x) == i} 

ı 

olmak üzere {~,ol i€I} ailesine X in ~ ile verilen bir 0- parça­

lanışı denir. 

~'eorem 111.3 l4J(X,T)bir ftu olsun.(X,T) kompakttır(Sayılabilir kom-

pakttır~X in her açık örtümüne (Sayılabilir açık örtümüne) 

karşılık X in bir sonlu o-parçalanışı vardır. 

Ispat: ~,; 1\ = { Ai i if i } X in bir açık örtümü (Sayılabilir açık örta­

mü ) olsun.(X,T) kompakt (sayılahilir kompakt) olduğundan 

~o:=={Ak i k= 1,2, ••• ,n} gibi ~ nın sonlu bir alt örtümü vardır, 
yani her x E X için 

mak s f JJ A ( x ), ı..t A (x) , ••• , ı.ı A (x)} == 1 
L ı 2 n 

ve bura,dan da 

::lAi (ı~i~n) : IlAi (x)=l 

dir. fi,o:={ X€X : IlAi (x)=l} olmak Üzere {'ı,o i i=I,2, ••• ,n} 

X in 40 ile ven'ilen bir 0- parçalanışıdır.Jc4o' Anın sonlu alt aile­
si olduğundan X in ~ ile verilen bir sonlu o-parçalanışı vardır. 

\i .lı. <=== 1\ . .JCf; X in bir açık örtümü (sayılabilir açık örtiimü) ve 

tL k,-o i k==1,2, ••• n} X in A ile verilen bir sonlu o-parçalanışı olsun. 

Ak: Ik,o ~ tanımlayan fuzzy kümesi olmak üzere,{Ak tk=1,2, ••• ,n} 

. A nın sonlu bir altörtümüdür. Gerçekten ; 

{rk,ol~1,2, .... ,n} X in A ile verilen bir sonlu o-parçalanışı ol­

duğundan , her x E X için 

::!jE{1,2, ••• ,n}: X€r;.,o~IlAJ(X)=l 
dir.Buradan 

maks 
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dir.Şu halde x= ~ Ai ,yani (X,T) kompakttır (sayılabilir kompakttır 
Sonuç 111.1[4] .(X,T) bir ftu ve xEX olsun.Eğer X in bir Aaçık ör­

tümü (sayılabilir açık örtümü) her A{.A için j..1 A. (x)< 1 olacak şekil­
de varsa (X,T) kompakt (sayılabilir kompakt) olaİhaz. 

Ispat: ·X in bir A açık örtümü (sayılabilir açık örtümü) her 

A
i
E.s4 ve x (X içintt A (x)< i olacak şekilde bulunsun. 

i 
Varsayım: (X,T) kompakt (Sayılabilir kompakt) olsun.Buradan Teorem 

111.3 e göre X in A açık örtümününe karşılık Xin {. ri o i i=l, 2, ••• n' , -
ile gösterilen bir sonlu 0- parçalanışı vardır.Dolayısıyla her x EK i..;.. 

çin 
3 i E {1,2, ••• ,n} :x E·rı,o==> IılAi (x)=l 

dir.Eu.' ise her A{~.;:4 ve x EX için jl Ai (x)<l Qlması ile çelişir.O 
halde varsayım yanlıştır, yani (X,T) kompakt (Sayılabilir kompakt) 

olamaz •• 
Tanım 111.5 C4JBir (X,T).ftu nın her açık örtümünün sayılabilir bir 
alt örtttmü varsa bu uzaya Lindölef fuzzy topolojik uzayı veya kısaca 

Lindölöf uzayı denir. 

Teorem 111.4 [4]Her Cıı- ftu bir Lindeıör. uzayıdır. ;­

,Ispat: (X,T) Cıı-ftu ve A={Ai\iE i} X in bir açık örtümü olsun.Buracian . 
3B={Bnln=1,2"'1 cT : Ai=~lBik (AifA) 

dır.Burada i sonsuz olabilir. Şu halde 
o 

x=U Ai = uc~ Bi) = ~Bi 
iE.! İCL ~1 k tE1 k 

dır. 13
0

:= tB. i i E I, l~k'i 1 olarak tanımlanırsa 13
101 
c.B sayılabilirdir 

ık of 
ve X in bir açık örtümüdür n ın her elemanı bir A. elemanı tarafın--Po ı 

dan içerileceğinden böyle Ai lerin oluşturduğu aile ~ nın sayılabi-
lir bir alt örtümüdür.Buradan (X,T) Lindelöf uzayıdır •• 

Teorem 111.5 [4] (X,T), (Y~Tı,:) iki ftu , f:X---+Y F-sürekli ve örten 

bir fonksiyon olsun .Bu takdirde; (X, T) Lindelöf uzayı i se (Y, T*') da 

Lindelöf uzayıdır. 
Ispat: .s; Y nin bir açlk örtümü olsun.., Buradan 

sup tllB f(x)} = sup [Il f-llB] (x)} =)..l U [i[B] (x) = ı 
B E. 1) B fJB BE13 
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olur.Diğer taraftan f F-sürekli olduğundan tf-ı [BJ i BES} 
ailesi X in bir açık örtümüdür. (X,T) Lindelöf uzayı olduğundan bu 

örtümün {.f-ı [BiJli==I,2, ••• } şeklinde sayılabilir bir alt örtümü var­

dır,yani 

x ==U f-ı [E.J 
, . 1 ı 
ı= 

dir. Ayrıca f örten olduğundan 

(111.1) f(X )=fCt) f-ı [Bi]) ;; Y 
1=1 

ve sonuç 11.1 a), Teoı'em 11.5 e) kullanılırsa 

(111.2) f(tJ,f-1 CB i J) == tJ f(f~ı[Bi] ) = U Bi 

i=l i=l i=l 
elde edilir.(III.l), (111.2) den 

Y== 100 1 B. ,U
t 

ı 
1= 

bulunur. Buradan {Bili=1,2, ••• }c.B B nin sayılabilir bir alt 

örtümüdür,yani (Y,T*) Lindeıöfuzayıdır._ 
Teorem III. 6[4] (X,T) bir ftu olsun. (X,T) Lindelöf tür < _> X in her 
açık örtümüne karşılık her 0< s< 1 için X in sayılabilir bir E-parça­

lanışı vardır. 
Ispat ~i~ıı A;x in ke.yfi açık örtümü ve o<t:<ı keyfi olsun. Hipotez-

den A o := tAk i k==l, 2, ••• } şeklinde A nın sayılabilir bir alt örtümü 

vardır.Her AkEAo için Ik,s=={X(X: Jl A (x)::ı-c} olmak üzere 

{Ik t: 1k=1,2, ••• } X in.Ao a karşılık g~len sayılabilir bir E-parça­
ıan~şıdır. A o A nın altailesi olduğundan bu parçalanış,X in.4 ile 

verilen sayılabilir bir E-parçalanışıdır. 

~ ,,;;4-==0i i i E I} X in bir açık örtümü ve 0< t:< 1 ıçın 
[ ~, ( i i E i (t: )c i } X in A ile verilen sayılabilir bir E -parçala­

nışı olsun.Her e:=~(n=2,3, ••• ) için X in pt ya karşılık gelen 

~ - parçalanışlarının oluşturduğu [lı ,.i i i f 1(*), n=2, 3, ••• } ailesi 
II 

de sayılabiliriir. A.! ~ i i b~lirleyen ftizzy kümesi olmak üzere 
_ ı, n ı'n 

Ao : = {-4,i,-Lii (. i(1ı) ,n=2,3, ••• }. ailesi A nın sayılabilir bir alt aile­
n 

sidir ve bu aile X in bir ö:ctümüdür. Gerçekten; x E. X ve r >0 için n o ( IN 
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_1_< E olacak şekilde seçilsin Q A ya karşılık X in ~ - parçalanışı mev-
. no o 

cut olduğundan 

3 i € i (ni ): ~ A (x )~l- ..L> 1- E 
o o .. i n 

ı o ' rı o 
o 

dir. Buradan 

sup {~ A. 1 (x): i E. i ( ~ ), n=2, 3, •• j =1 
ı'-n 

elde edilir. Şu halde (X,T) Lidelöf uzayıdır.e 

~imdi de çeşitli kavramları aşagıdaki iki örnek üzerinde görelim. 

1. Yarı -Sürel{li Jruzzy Topolojisi Q (X,'O b·ir topolojik uzay, A X de 

bir fuzzy kümesi ve nE: [0,1) olmak üzere IA,<x c: X kümesini 

şeklinde tanımlayalım.Şimdi de X üzerindeki fuzzy kümelerinin 

T: {A X de bir fuzzy kümesi öyle ki; fA ~ E. ı , , cl E. [o,ı)} 

ailesini göz önüne alalım. Bu durumda T X üzerinde bir fuzzy topoloji­

sidir.Gerçekten; i) r~,cı ={ x E.X 11ı 9 (x) >ıx};::: r;fcx 

~,u :;;:{ x( XlIlX(x»tX}- xcX 

ve . (X, 1.) topolojik uzayolduğundan 

dir. 
1i) önce her cr E [0,1) için 

(III.3) 

eşi tliğninin doğru oldugunu gösterelim. x E. X herhangibir nokta olsun. 

xE ~ a , 
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olduğundan (111.3) eşitliği .doğrudur. 

Şimdi A,B E T olsun. Buradan fA,a E 7 , 'B,a E7 ve L topolo-

ji olduğundan ~,a n fB,a (. Z dır. Ayrıca (III.3); eşitliği kulla-

nılırsa ~ n B ix (. 'i , yani AnB E T elde edilir. , 
iii) Önce her a E ~,ı) için 

(111.4) 'UA. = U ç. 
i € i 1,(( i E i 1, a 

eşitliğinin doğru olduğunu gjsterelim. xEX herhangibir nokta olsun 

xC i. <===> il U (x)=sup{ iLA. (x)}>a<====tJi E I: 11 A' (x) > a 
UA' Ai if i i 1 . 

i f i 1, cc i E.1 ~ x ( U r 
A· 

olduğundan (1II.4). eşitliği doğrudur. j(ı lra 

Şimdi (Ai ~E i ( T olsun. Buradan her i f i için LA. E ı dır. 
Ur; ı,cr 

-ı topoloji old,uğundan iEıAiraE Z ve ayrıca (111.4) eşitliği kulla-

nılırsa 'UA E rı ,yani UA. (. T elde edilir. Şu halde T X üzerinde 
ifı i,a iEı ı 

. 
hir fuzzy iopolojjisidir.13u topolojiye "yarı":sürekli fuzzy topolojisi" 

denir. 
A X de 11 A üyelik fonksiyonu sürekli olan bir fuzzy kümesi 

olsun. (Burada· [o,lJ doğal topolojisi ile gözönüne alınmıştır.) Her 

CC E [0,1) ve her x€X için 

x ( ~, cc <===> 11 A (x» c( <===> x E 11-! Cc(, ıJ 
olduğundan 

dir •. ilAsürekli olduğundan ıl1 (q" ıl .. ~, aE Z , yani A ı2 T dir. 

Buradan görülUyor ki, X de üye~ik fonksiyonları sürekli olan fuzzy 

kümeleri X üzerinde tanımlanan ~. yarı-sürekli fuzzy topolojisine gö"" 
re açıktır. 

Bx (x E X) sürekli üyelik fonksiyonu il B ile aşağıdaki 
şekilde tanımlansın. x 
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Her x EX için BxE T ve 

~ U (x)=sup {IlB (x) i X (X}~i 
xexBx , X 

olduğundan {Bxl x E x} X in bir açık örtümüdür. Eğer X sonlu değil-
se bu örtümün hiç sonlu alt örtümü yoktur. 

!arsayım: X sonlu olmasın ve {B
x1

, ••• ,B Xı) X in bir açık örtümü 
olsun e Her x E: X için 

mak s { il B (X), 11
13 

(X) ı . . . , il B ( X )} =:: i 
Xt X2. Xn 

oluro Buradan her x (X için 

3iE [1,2, ••• ,n}: Il
B 

(x)=l 
xi 

(III.5) 

elde edilir. X sonsuz elemanlı olduğundan 

3~fX\ t x1.,x
2 

, ••• ,x,,}: i=1,2, ••• ,n için LLS (x)< i 
xi 

bulunur.Bu iS8 (IIID5) ile çelişir. O halde varsayım yanlış, yani X in 
hiç sonlu alt örtümü yoktur. Buradan (X,T) yarı -sürekli fuzzy topolo­

jik uzayıkompakt olamaz. 
~Vnln=I,2, •• ~birleşimleri X olan X deki ayrık alt kümelerin 

sayılabilir bir ailesi olsun. Bn(n=l,2, ••• ) fuzzy kümelerinin sürekli 
üyelik fonksiyonları 

, 
ile verilen bir ailesi olsun. Her bir Bn sürekli üyelik fonksiyonu ile 
tanımlandığından T yarı-sürekli fuzzy topolojisine göre açıktır. Diğer 
taraftan her x E. X için 

3 n E{I,2, ••• }:xE.Vn~ ~B (x)=1~sup {J..l
B 

Cx)}~i 
n nE.{1,2, ••• } n 

olduğundan {Bnln:ı,2' •• Q} (X,T) nin sayılabilir bir açık örtümüdür. 
Eğer, Vn lerin hiç biri boş değilse bu örtümün hiç sonlu alt örtümü 
yoktur. 
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Varsayım: Bu örtümün t Bx 13x ' ••• ,Bx } şeklinde bir alt örtümü 
olsun. Her x (X için ı, 2. k 

makStJiB (X)'~B (X)'···'~B (x)}=i 
Ç>lur.Buradan xı X.2 xk 

::i i € { ı', 2 , 3 , ••• , k 1 : K B (x);:; 1 
xi 

dir. Diğer taraftan Vn lerin hiçbiri boş olmadığından ve Vn ler ayrık 

olduklarından 

]x E: V
k

+
1

:X i Vi li=k+l) ~ 'rj i ({ 1,2, ••• ,k} için J.l B (x)<l 
xi 

elde edilir. Bu ise (III.6) ile çelişir.O halde varsayım yanlıştır, ' 
yani {Bnln=I,2, ••• } sayılabilir açık örtümünün hiç sonlu alt örtü­
mü yoktur.Buradan (X,T) yarı-sürekli fuzzy topolojik uzayı sayılabi­
lir kompakt olamaz. 
2 Yarı-diskret Fuzzy Topolojisi • 
X bir küme ve o~a<1 keyfi verilsin. X üzerinde tanımlı bütün 
fuzzy kümelerinin bir T(X altailesini x EX olmak üzere 

şeklinde tanımlayalım. Ta X üzerinde bir 
Gerçekten; i) 0 =0, f} =1 ve her x-C X için 

fuzzy topolojisidir. 

için 
dan Ao=~ , Aı=X (. T(X dır. 

ii) An,Ar;€: Ta olsun. (0, rf E: [o,cı] veya r~,rt=l) Her x (X 

ı.ı UA (x) == sup i il A .Cx) i i (i} == sup{ r~ i i 
0i - 01 

p (x)=o, il A (x)==l olduğun-
Ao 1 

i E: i} 

iEI 
olduğundan Arn A r~i f T cr dır. 

iii) { A n ii (I}CT 'olsun. ( p. E [o ,a] veya p.;:ı) Her x E X için 
i ıi ct .ı :l-

II A (x) ;: su.p { II A (x) i i E: i} = sUPtil i i i (i} 

U f1i f\ 
iET ' 

olduğundan U A~iE.Tlldır. Şu hald" 're( alt ailesi X üzerinde bir 

iEI 
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" fuzzy topolojisidir.Bu fuzzy topolojisine yarı-diskret fuzzy topoloji-
si it denir.Bu fuzzy topolojisi ile oluşturulan (x,Ta)yarı-diskret fuzzy 
topoloj ik uzayı kompakt, sayıla'bilir kompakt ve Li'ndelöf' tür. Çünkü; 
her x E X için 

sup { il A (x) i 0E. [o,q] veya 0=l}=l 
(1 

olması B =1, dolayısıyla Ai = X le mümkün olacağından X in açık örtümü 
(sayılabilir açık örtümü) sadece X in kendisidir. Bu nedenle (X,Ta ) 
kompakt, sayılabilir kompakt ve Lindeıöf'tür. 

R: [o ,a1 aralığındaki rasyonel sayıların kümesi olmak üzere 
LB c TC( ailesini 

i i i 

.B:=LA p' i I1
Arr

(x)=0,0E.R veya 0=1, xE.X} 

şeklinde tanımlayalım.Bu durumda sayılabilir 13 ailesi Ta için bir 
bazdır. Bunun için A C TC( keyfi olsun. (1 E:. [o,(J(J veya 0=1 dir. (1 =1 ise 

Af1ES OldUgUndan'6~,0Tuiçin bir bazdır.Eğ;erf'jE.[o,a:.J ise [0,0:] da 
0~ -7 [3 olacak şekilde bir (r(n)n (IN monoton artan rasyonel sayı dizisi 

vardır. Buradan AB~n E..B olup 

ı.ı A (x) = sup {ı-ı A i ~x) InErN} (x E X) 

yani; (1 ~n 

Aıı = tJ Ar{ 
n=l n 

elde edilir. Şu halde B nın her iki durumu için sayılabilir ~ ailesi 
Ta için bazdır.Sonuç olarak (X,T a ) Cıı-ftu dır .• 
Tanım III.6rp (X,T) ve (Y,T*) iki ftu olsun 

i) X den Y ye bir*bir, örten,F-sürekli ve tersi de F-sUrekli olan bir 
" " dönüşüm varsa bu dönüşüme bir FuZZY homeomorfizmi" veya kısaca li'-ho-

meomorfizmi" denir. 
ii) (X,T) ve (y,T~) fuzzy topolojik uzayları aras~nda 
fizmi varsa bu azaylara " FUZZY homeomorf" veya kısaca 
uzaylar denir. 

bir ]'-homeomor-
" F-homeomorf" 

iii) Eğgr (X, T) ve (Y, T*) fuzzy, topoloj ik uzayları F-humeomorf ise 

bu uzaylara "Topolojik olarak Fuzzy denk" veya kısaca"F- denk" 

, , . 
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uzaylar denir. 

Teorem 111.7[4] (X,Ta > ve (X,T~) iki yarı-di.ekret fuzzy topolojik 
uzay. olsun. (X, TC() ve (X, TC{) F-denktir ~ a = ri 
Ispa,t:"-==::?ıı f : (X,TC()~(X,Tci) bir homeomorfizm ve rx::J:.a' olsun. 
i) a '< ai ise her A CI E T d için 

i 

ve (X) c( 

ii)o}O' 

, 
I-l! (x )=ı-t (f(x) )= o: 

f [A&1 Ad 
olduğundan f-l[A CL 1 ~ Ta dır. 

ise; g:=f-
i
: (X,Tct)~(X,Tıx) tanımlanırsa her A ET için 

o.: o 

~ _! (x)= ~ (g(x»=~A ([\x»=a 
g [A a] A o: cl 

ve a > a' olduğundan g-i [A aL fj. Taı dır • i), ii) den f, ii fonksiyonları­
nın P-sürekli olmadıkları göraıür. Bu ise hipotezle çelişir.O halde 
cr =0:

1 
olmak zorundadır. 

ıı<===" (X:;;C(' olsun, i:X"""--?-X; i(x):=x (x E X), şeklinde tanımlanan 
i fonksiyonu bj.r F- homeornorfizmi olduğundan (X,T

a
) ve (x,Tcl) 

F- denk uzaylardır •• 
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l3ÖLUM IV 

FUZZY TOFOLOJ1Sl; ÇARPUl - VE BÖLüM TEOREMLERl 

A Fuzzy Çarpım Topolojisi 

Tanım IV.l [5J (X, ~1) bir ftu ve S c T olsun. Eğer S nin elemanlarının 

bütün sonlu arakesitlerinin ailesi T için bir baz oluyorsa S ye T için 

bir alt baz denir. 

Tanım ıv. 2 [5J {X cı i cl E. i} kümelerin bir ailesi, 

bu ailenin kartezen çarpımı ve Pa: 
olsun. 

S={p~! [B~] i B,ctE. T cx ) exE: I} 

B=t n pl [B ] IBaE:T ,KCI,K sonıu} 
er.(K il ct a. 

ya bir projeksiyon 

şeklinde tanımlansınJa nin elemanlarının bütün keyfi birleşimlerinin 

ail.sini rı ile gösterelim.Bu durumda ı j X üzerinde bir bazı.B ve 

bir aıt bazı S olan bir fuzzy topolojisidir. 

Tanım IV.3 [~n {(XcxıTa)/rı EI} fuzzy topolojilt uzaylarının bir ailesi 
ve X := ı-T Xa bu ailenin çarpım kümesi olsun. X kümesi üzerinde yuka-

cr ( i 
rıdaki gibi tanımlanan 7 topolojisine fuzzy çarpım topolojisi ve 

(Xtı) ya da fuzzy çarpım uzayı denir. 

Teorem IV.l [5] {(Xa ,Ta) i cl € I} fuzzy topolojik uzaylarının bir a-

ilesi ve (X, ı ) çarpım uzayı olsun, Bu takdirde; 

i) Her c( € i için Pa F-süreklidir. 
ii) X üzerindeki fuzzy çarJlım topolojisi -ı ,p ct (ex ( I) proj eksiyonla­
rını sürekli yapan X üzerindeki en kaba fuzzy topolojisidir o 

iii) (Y,ToJt-) bir ftu ve f:Y '> X örten bir fonksiyon olsun.f F-sürek-

lidir· ~ Her (( (I iıin p ct of F-süreklidir Q 

Ispat i) Fuzzy çarpım topolojisinin tanımından Pcx. projeksiyon fonksi 

yonları E-süreklidir. 
ii) X çarpım kümesi üzerindeki fuzzy çarpım topoloj isini ı ile , her 

cr f i için Per. proj eksiyonlarını sürekli yapan lt üzerindeki başka 

bir topolojiyi ı~ ile gösterelim. Her cl (I için p~ ıH a göre F-Sü­

rekli olduğundan p~i CBcıJ (Bcc E.T ct ) tipindeki bütün kümeler,yani Z 
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* 7 * nun tüm altbaz elemanları ı da bulunacağından Le 7, dır. 

iii) ii~ii Her c( (I için P cl F-sürekli ve. f F-sürekl-i olduğundan 

P QO f F-süreklidir. 
I<====:.. 1:ler a (i için Pa o f F-sürekli ve B E: ı olsun. B ; p_l. [E (i] 

(BaE TC( ) tipindeki kümelerin sonlu arakesitlerinin keyfi birleşimi 

şeklindedir. Diğer taraftan f birleşim ve arakesit işlemlerini koru~ 

duğundan f-t[B]; 

-i i -1 
f [P~ LBo]]=(Pao f) [Bex] (Ba(T a ) 

şeklindeki kümelerin sordu arakesitlerinin keyfi b irleşimidir. Her a( i 

için P cl o f F-sürekli olduğundan [1 [B] (7.,* dır. Buradan f F-süreklidir •• 

Teorem IV.2 [5]'; {(XC( ,Ta )1 a=1,2,3, ••• } Cıı-ftu larının sayılabi­

lir bir ailesi ise (X,L) fuzzy çarpım uzayı da Cıı-ftu dır. 

Ispat Ba T için sayılabilir bir baz, 
a 

U:=lP-~[B]IBEBCl ,a=1,2, ••• } 

ve B,UJ nun bütün -sonlu arakesitlerinin ailesi olsun·B 'ı nun sayıla­
bilir alt ailesidir. Ayrıca B ~ için bir baz dır. Gerçekten ; 

,(Ai ( TC(i) tipindeki açık kümele-

mak üzere 
lerin keyfi birleşimidir. Ba_ 

ı 

T N

1
- için bi-r. baz olduğundan, Bj. E B ol-

u 1 ai 

A.= U Bj. 
:ı . Ci 1 

JiCJo 

ve buradan da 1 

_1 _i[U] Pa- [Ai]=Pai _ B~ 
1 Jı(]i 

dir.PUiler örten olduklarından sonuç 11.1 a) dan 
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elde edilir.Sonuç II.ı b) kullanılırsa 

bulunur. Buradan 
n n .n P;;. [A~ =u n P~! [Bjj ] 

1= 1. 1 5iCJ. i=1 1 
1 

olduğu görülür. Bu ise F nin, U. :nun elemanlarının sonlu arakesi tleri­
nin keyfi birleşimleri şeklinde yazılabileceğini, yani ~ nin 0 için 
bir baz olduğunu gösterir. Şu halde (X, ı ) Cıiftu dır •• 

Teor em ıv. 3 [5J L ()(~1 TC() i ci. =1,2, ••• ,n } kompakt (sayılabilir 
kompakt) fuzzy uzaylarının sonlu bir ailesi olsun. Bu takdirde;(X ,ı) 
fuzzy çarpım uzayı da kompakttır.(sayılabilir kompakttır.) 
Ispat: Teorem sadece kompaktlık için ıspatlanacaktır. Sayılabilir 
kompaktlık için ıspat benzer yolla yapılır. ıspat için n=2 durumunun 
doğruluğunu göstermek yeterlidir.Bu durumda fuzzy çarpım topolojisi 

13= {A 1. xA.2.1 )Ai (Tt 1 Aı.( T2..] 

bazı ile karakterize edilebilir.Burada A1xA2 , 

~ (xı' x'l.)= mine ~ At (xi)' ~ Aı. (xl.» 
A1xA2 

üyelik fonksiyonları ile tanımlanan X deki fuzzy kümesidir. 
A ={Bj liE. i} (X, ı) fuzzy çarpım uzayının b:ir açık örtümü olsun. Her 
i E.I için 

(İ) Cj) (l) (i) 
B A A A LT ,A2. r Tı 1= 1. x 2 , i '- i Ç. 

şeklinde göz önüne alınabilir.y Xı de alınan herhangibir nokta olmak 
üzere 

ve 6)0 sabit sayısı için 
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kümelerini tanımlayalım. V::;,öF/J dır.Gerçekten;A örtüm orduğundan her 

(x,y) C XixXı dolayısıyla (xi' y ) f X1XX2 için de 

sup ç ~ (i) (1) ( X 1<i)} =1 L Ai x A2 

dir.Buradan her b>O için 

] A (1) XA (1) E .A: ~ (i) ci) (xpyhi - e 
1. 2 Ai xAı 

;=.::::=:} mi n ( ~ ci) (}(i) , ~ ( i) (.)') ) > 1 - 8 
Ai A ı 

=====7 P Ad) (xi» l- Ö ve ~ (i) (y h l- 6 
i A2 

dır.şu halde VY.f:.'*~ dır.Ayrıca iV:;Iı&If:ı>o} Sy nin bir açık örtümüdür. 
Bunu göstermek için her(x i ,)') f Sy için 

I (k) (k) 
sup t ~ (k) <k) (xi ,y) Ai xAı ( Vy ,&} =1 

A 1 x A2 

olduğunu göstermeliyiz. Bunun için ~nın örtüm olduğu kullanılırsa 
her (x1'y) € Sj için (xi'y) E: Xi xX2 olduğundan 

ç cİ) (1) A } 
SUPt ~ Ci) Ci)} (x1,y)/A 1 xA 2 E: A =1 

Ai x A2 

dir. Buradan her kf IN için 

dır.Bu ise 

k~koiçin 

ı 
k 

/:: ı ve ii (x y» 1_..L ::: 
r- <k) ( k) 1. ' k 

ko Ai x A
2 



olduğundan 

Lim IJ (k) ek) (xi ,y) :: i 
k----7oo A!xAı 

dir.Bu bağıntı her (xi'y) E Sy için 
leştirilirse 

elde edilir.Şimdi 

şeklinde tanımlayalım.Her (x 1,y)€ Sy için 

lim ~ (k) (k) (xi' Y) == i 
K--700 At x A2 

olduğundan 

lim min ( 11 A (k) (xi)' IJ (k) (y) )=1 
k-7~ 1 A2 

dir. Buradan 

lim IJ A Ck)(x 1 )=1, 
k~oo 1. 

lim IJ. (k)( y )=1 
k~OQ A2 

elde edilir. Her x 1 E Xi için 11 (~(xi)'l olduğundan 
Ai 

11 (k) (xi) i Afk) (. T11 =1 
Ai 
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olması ile bir-

bulunur.Bu ise, W~ıS nın (Xi,Ti ) in bir açık örtümü olduğunu gös­
terir. (Xi ,Tt) kompakt olduğundan Wy,S nın Zy,ö cw. gibi sonlu 

. . ~& 
bir alt örtümü 
ni. A (i) xA li) 

, i 2 E 
A (j) A (D 1 . 

1 x 2. erın 

d H b , A(1) cz· ". b' A(ı) f k" , var ır. er ır 1 '- Y,b ıçın ·ır 2 uzzy umesı-

VY,o olacak şekilde seçelimoBu şekilde oluşturulan 

sonlu ailesini Hy) 6 ile gösterelim, yani 

d H . d k' ALL) eTI . k' ır. y, S nın seçımin e ı 2. '- 2 erın timesini G
y/o 

ile adlandı-
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ralım, yani 

dır. 

olarak tanımlayalım.Bu durumda D':J,6 c T2 dir.Bu işlemi her y E.X ı ve 

her b)O için yaparsak t Dy, b i y E X2.' b) o} ailesi (X2 , Tı) Ytlin 

bir açık örtümüdür. Gerçekten; e)O keyfi verilsin. Her b)O için 

do.layısıyla &< cc. için de Gy.o tanımlı olduğundan hEr y E.X
2 

ve her . 
(1) 

A ı E Gy , & için 

dır. Buradan 

~D (y»ı-t. 
Y,b 

Gy, o}) 1- t 

Gj,S}ll-t 

elde edilir.Her ~)O için ı.t (y» l-fo olduğundan 
D.)'Jö 

sup {ll (y)lö) o) =1 
Dy,6 

dir.(X2 ,T2 ) kompa~t olduğundan bu örtümün so~ıu bir alt örtümü var­

dır.Bu alt örtümü tDYi ' 0i \ i=1,2,3" •• ,m} ile gösterelim ve 

.B : == t H 'j i ' 6 i i i= 1, 2 , 3, ••• , m} c: fo 

olarak tanımlayalım.Bu durumda.B ıA nın sonlu bir altörtümüdür. 

Gerçekten;ıa sonlu ailelerin sonlu kolleksiyonu olduğundan sonludur. 

Şimdi ~ nin X in bir örtümü olduğunu gösterelim.(x,y)E X
1
XX2 keyfi 

alalım. {D~i'oi i i=1,2,3, ••• ,m} (Xı,Tı ) nin bir açık örtümü 01-

du.ğu.ndan 



:3 i E. tl, 2, •.. ,m} : 

dir.J3uradan 

~ D (y)=l 
.....ı. , S· 
Jı 1 

min {Il ~~(y) i Ai
il 

E. Gji' hil =1 

dir: Şu halde her AE.Gyi,oi için ı-t A (y)=l dir.Diğer taraftan ZY1~ 
(Xi,T i ) in bir sonlu örtümüolduğundan 

: ~ (x)=l 
B 

dir.Bu B yi birinci koordinat ve Gyı & nın her Bo elemanını ikinci ko­
ordinat olarak seçtiğiniz takdirde (BxBo ) E".B iç:Ln 

~ (x,y)=min{ ~ B (x), ~ (y)} =1 
Bx Bo Bo 

olduğundan S 
Teorem ıv. 4 [5] 

, X in bir örtümüdür,sonuç olarak (X, ı ) kompakttır •• 
Kompakt (sayılabilir kompakt) fuzzy topolojik uzay-

larının öyle bir sayılabilir ailesi vardır ki, onların çarpım uzay~ 

kompakt (sayılabilir kompakt ) değildir. 

Ispat: Y noktaların kümesi, n pozitif bir tamsay~ olmak üzere 

y ( Y için An' iLA n (y)=l- ~ üyelik fonksiyonu ile tanımlanan Y deki 
fuzzy kümesi olsun. Xn := Y ve Tn:={~,An'Y} olarak tanımlandığında Xn 
in açık örtümü (sayılabilir açık örtümü) sadece Xn olduğundan (Xn,Tn ) 

kompakttir (sayılabilir kompakttır). Bu~a rağmen, {(XY\, Tn )\ n=l, 2, ••• } 

sayılabilir ailesinin fuzzy ça:rpım uzayı kompakt (sayılabilir kompakt) 
değildir. Gerçekten; 

çarpım kümesi olmak üzere 

,An E. Tn} 

ailesinin önce. sonlu . arakesi tleri ve s.onra da bu arakesi tlerin bir­
leşimleri alınarak. fuzzy çarpuı topolojisi -ı üretilsin.Bu durumda 
tP-;,l [A n]ln=ı,2, .•. } (x,I) nun bir açık örtümüdür,çünkü; 
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her x E X, n=l, 2, ••• için 

il -tEA ](x)= il (p (x»=l-.L 
Prı () An"fl n 

ve 11 ~\Al'ix )'1 olduğundan 

sup tiL -1 (x)ln=1,2,···1:1 
Po [An] 

dir::8u Jledenle tP-;[AJln:ı, 2, ••• } (X, ı ) nun bir açık örtümüdür (sa­
yılabilir açık örtümüdür).Fakat her x(X ve her sonlu k için 

maks { 11 -irA ](x) n=1,2, ••• , k} < 1 
Prı ~ n 

olduğundan. {P~![An] In:l, 2, ••• } ailesinin mç sonlu 
tur.Bu ise (X,ı ) nun kompakt (sayılabilir kompakt) 

. terir •• 
B. Fuzzy Bölüm Topolojisi 

alt örtümü yok­
olmadığını gös-

Tanım IV.4l5J (X,T) Bir ftu, R X üzerinde tanımlanan bir denklik 
bağıntısı, X/R bölüm kümesi ve p:X ~ X/R ye bir projeksiyon ol­
sun. X/R de fuzzy kümelerinin bir U :={B Ip-1IBJ( T} ailesi p yi F-Sü­
rekli yapan bir fuzzy topolojisidir. Bu topolojiye fuzzy bölüm topolo­
jis1 ve (X/R,"Uı.) ya da fuzzy bölüm uzayı denir. 
Teorem IV.5[5J (X,T)ve (y,T~) iki ftu olsun. 
i) X/R üzerindeki ~ fuzzy bölüm topolojisi, p yi F-sürekli Yapan 
en ince fuzzy topolojisidir. 
ii )g:X/R > Y bir fonksiyon olmak üzere g F- süreklidir ~ go P 
F-süreklidir. 
Ispat i) X/R deki p yi F-sürekli yapan başka bir topolojiyi m* ile 
gösterelim. Her B~E ID.~ için p-l (:B*] E T dır.Diğer taraftan bölüm topo. 
lojisinin tanımına göre B* E (j , yani uı*c li dır. 
ii "~ il g:X/R' ) Y F-sürekli olsun.p:X .,. X/R ye F-sürekli ol-
duğundan gop : X >Y F-süreklidir. 
'b \i . SoP:X ,Y F-sürekli olsun.Her Gf,T~ için 
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olduğundan fuzzy bölüm topolojisinin tanımına göre ği [G]E U olur. 

Buradan da g : X/R >Y F-süreklidir •• 
Tanım IV.5C5J (X,T),(Y,T*) iki ftu ve f:X ) Y bir fımksiyon 
olsun. Eğer X deki her açık (kapalı) fuzzy kümesinin resmi Y de de 
açık (kapalı) ise f ye fuzzyaçık (fuzzy kapalı) veya kısaca F-açık 
(F-kapalı) fonksiyon denir. 
Teorem IV.6 [5] (X,T) , (Y,T~) iki ftu ,f:X > Y F-sürekli, örten 
ve F-açık(F-kapalı) bir fonksiyon olsun. Bu takdirde j(y,T~) (x/R,ll) 
fuzzy bölüm uzayına F-homeomorf olacak şekilde X üzerinde bir R denk­
lik bağıntısı vardır. 
Ispat: X üzerinde bir R bağıntısını xRy ~f(x)=f(y) olarak tanım­
layalım.Böyle tanımlanan R bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. Ayrı­
ca f örten olduğundan her YE Y için f(x)=y olacak şekilde bir x E X 
vardır. [x]; x in denklik sınıfını göstermek üzere h:Y~X/R,h(y):=Ix] 
(YEY) olarak tanımlayalım. Böyle tanımlanan lı fonksiyonu birebir ve 
örtendir. Diğer taraftan f=lı-ioP ve f F-sürekli olduğundan " 
Teorem ıv. 5 .. ii) ye göre h-i F-süreklidir. Şimdi h nın sürekli olduğu­
nu gösterelim. QEU olsun. p-i [Q] E T dir. f F-açık verildiğinden 

Buradan h F-süreklidir.Eğerj Q,X/R de kapalı bir fuzzy kümesi alınırsa 
f F-kapalı olduğundan n1[Q] Y de kapalı bir fuzzy kümesi bulunur. 
Buradan da yine h nın sürekli olduğu elde edilir.şu halde (y,T*) 
(X/R, "l9..) fuzzy bölüm uzayına F-homeomorf' olacak şekilde X üzerinde 
bir R denklik bağıntısının mevcut olduğu görülür •• 

(X,T) ftu, R. X üzerinde bir denklik bağıntısı ve 
D: ={ Xi i i € i} X in bir parçalanışı olsun. A X de bir fuzzy kümesi 01:.­

mak üzere Ai' Aı fuzzy kümeleri 

il At (x)=sup il A (z) 
zE Xi 

, ~A (x)= inf il (y) 
2 A 

YEXi 

üyelik fonksiyonları ile tanımlansın. Bu durumda Ai A nın bir üşt 

fuzzy kümesi ve A2 A nın bir alt fuzzy kümesidir o 
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Teorem ıv.? 5 (X,T) bir ftu, (X/R,U) fuzzy bölüm uzayı ve p:X---,-..X/R 
ye bir projeksiyon olsun.Bu takdirde aşağıdaki ifadeler denktir. 
i) p F-açıktır. 

ii) A 

Ai 
iii) A 

(X,T) de bir açık fuzzy kümesi ise A,nın üst fuzzy kümesi 
de açıktır. 
(X,T) de kapalı bir fuzzy kümesi ise A nın alt fuzzy kümesi 

Aı de kapalıdır. 
Eğer i), ii), iii) deki açık kavramı yerine kapalı alınırsa yine 

bu üç durum birbirine denktir. Teoremin ıspatına geçmeden önce Ai' Aı 
ve D yukarıd.a tanımlandığı gibi olmak üzere 
i) A 1 = p1 [ P [ AL] 

2) A2 = f pl ıpr Ai) J]i 

eşitliklerinin doğru olduğunu gösterelim. 
Ispat i) ttxfx için ]if I: xEXi 

(Iv. 1 ) i.l (x)= sup ~ (z.) 
Ai A 

zE Xi 

ii i (x)= J..l 1(P(X»=/1 rA (rx) ... rı [P [A] ] P [ AP] 

P-i[[X]]=Xiolduğundan 

dir.Şu halde 

/lp[Aı(rXJ)= sup (/lA(z» 
zEXi 

(ıv. 2) /l 1 (x)= sup (11 A (z») 
p[p[A]] ZE~ 

(ıv. l) , (IV. 2) den de 

elde edilir. 



2) 'v' x E: X için 

(IV.3) il (x)=inf ~ (z) 
Aı Z (Xi A 

~ [p~rp[A/]]y(X)=1-{~ p-l[P[A]] (X)}=1-{ı-t P[A/] (p(x))} 

=1- t Hp [A'] ([X] >1= 1-{ sup ı.t Ai (z)} 
Z(Xi 

=1- sup (1- ~ ( z» = - sup (- ~ (z) ) 
A A 

dir. Ayr ıca 'rı z EX i için 

inf (~ (z)) '= J.l (z) ~ -inf (ı.ı (z»~ - il (z) 
Z (Xi A A z (Xı A A 

====> -inf Cıı (z»);} sup (-j..l (z» 
z. E: Xi A Z ( Xi A 

(IV.4) inf(1l A (z»).'-sup (-Il A (2» 

Z E-Xi Z€ Xi 

SUp (- il A (z.» ~ - l-l (z) ~ - Sup (- il ( z.» f: il ( Z ) 
Z ( Xi AzE: X i A A 

(IV.5) -sup (-Il A (z» '= inf (ı-ı. A (z» 
Z €Xi z EXj 

(IV.4), (IV.5) den 

(- J.I (z) )=inf (J.t (z» 
A Z (Xi A 



dir. Şu halde 

(1V.6) ~ [pl[P[A''JJJ'(X): inf (~A (z) 

z EXi 

ve (1V.3) , (1V.6) dan da 

elde edilir.Şimdi Teoremi ıspatlayalım. 
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" 1 i-:::=:::f iiııp F-açık,AE T olsun. At =p- [p[AJ] olduğundan AıE T dir. 
ii 

ii =:} iii ıı A . (X, T) de kapalı bl.r fuzzy kümesi olsun A' E T dir. 

ii) den J.! nün üst fuzzy kümesi p-i[p[ Ai] JET dir. Buradan 

[p-l(p[ A'] ] ] / =A2 (X, T) de kapalıdır,_ 

"iii ~ iııAE T' o1sun. A! (X,T) de kapalıdır. iii) den i. nün alt 

fuzzy kümesi . [p-t[P rA]]]' (X,T) de kapalı, yani p-1[P[Aj] ( T dir. 

fUzzy bölüm .-lopoloj isinin tanımına göre p [A] E: li dır. Buradan p nin 

F-açık olduğu görülür •• 

Teorem 1V.8[5J (X,T) Cıı-ftu ve p. F~açık ise (X/R,li) fuzzy bölüm 

uz·ayı da Cıı-ftu dır. 

ıspat (X, T) Cıı-ftu olduğundan T için sayılabilir bir (8 c T bazı 
vardır. Her BEE> için p F-açık olduğundan p[B] Ell dır. 
{ p[B] i B E. .B.} ailesi li için sayılabilir bir bazdır. Gerçekten; 
!3 sayılabilir olduğundan bu aile ae sayılabilirdirwŞimdi bu 

ailenin l.9. için bir baz olduğunu .gösterelim. V E: li keyfi olsun. 

p F-sürekli olduğundan p-i [V] E. T dir.B T için baz olduğundan 

P-! (V J = U 
jE:] 

şeklindedir.niğer taraftan p örten olduğundan Teorem 11.5 e) ve 

sonuç II. 1 a) dan 

p[p_1C VJJ=V= U p[BiJ 

iEI 
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elde edilir. Euradan tP [B] 113 cB} ailesi LJ). için sayılabilir 
bir bazdır •• 
Teorem IV.9[5J (X,T) kompakt (sayılabilir kompakt) ftu ise bölüm 
uzay~ (X/R,~) da kompakttır (sayılabilir kompakttır). 
Ispat: Teorem 11.8 den elde edilir •• 

\ 
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BÖLÜM V 
FUZZY HAUSDORFF TOPOLOJİK UZAYLARI 

de bir p fuzzy noktası 

o<t<l 

üyelik fonksiyonu ile tanımlanan bir fuz,zy kümesidir.Bu durumda p ye 

x p destege ve t degerine sahiptir denir. 

Tanım V. 2 [2] A: X bir fuzzy kümesi ve p; destegi x olan bir fuzzy 
p 

noktası olsun.x:xp için II p (xp ) <IlA(xp ) ve xrxp için ~p(x) ~ J1 A(x) 

.'. " ii ıse p ye A nın elemanıdır denir ve pEA ile gösterilir. 

Tanım V. 3 [2) p, q X de iki fuzzy noktas.ı olsun. Eğer Xp:fXq ise p ve 

q birbirinden farklıdır denir 

Teorem V. 1 [2J i indeks kümesi ve (Ai) i E i X kümesindeki fuz,zy 

kUmelerinin bir ailesi olsun.Bu takdirde p ( UAi <-===> J i € I:p E. Ai 
if 1 

ıspat:":::::::=::> .. p € ,UAi olsun. Buradan 
. i€l 

II p (Xp )< sup {~A. (xp ) liE i} ~)i E I: 11 p( x p1< ~L A. (xp ) 
, . ı ı 

ii<:==:. pEA. olsun. Buradan 
ii ı 
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X=fX p i5e. 

il P (x)'= il A. (x)'= sUP { il A. (x) i iEl 
ı ı 

Teorem V. 2 ~2J X bir nokta kümesi olsun. X deki bir A, fuzzy kümesi. A 
nın bütün fuzzy noktalarının birleşimidir. 
rspat: A# ~ durumunu inceıeyelim.{Pilier} A daki bütün fuzzy noktala­
rının kümesi olsun 

olduğunu göstermek istiyoruz. 

( X ) / ı.ı (x' ) ve xFxp için 
Pı·e.A ise ~ ,'- A p. 

P. p. ı 
ı 1 

dir. Şu halde PiEA ise her x (X için 

olur. Buradan 
(V.I) 
elde edilir. Diğer 

u p. c A 
iE 1 i 
taraftan A::j:y1 olduğundan 

dır. negatif olmayan reel sayıların 

lim ~n=O 
n 

koşulunu sağlayan bir dizisi olmak üzere (ıı P (x » sıfırdan farklı-
n o nCm reel sayıların bir dizisini 



Ş eklinde tanımlayalıı .. radan 

sup IIp (xo ); 
. n n 

dır. Ayrıca 

olduğundan 

II A (xo)'sup Jl p . (xo ) 
iE! ı 
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elde edilir. Buradan şu sonuca varabilirizi JlA(x)+o olan X in her x 

noktası i~in 

(V.2 ) II A(x)~suP IIp (x) 
iE! i 

sağlanır. X in ~A(x)=o olan noktalarında da (V.2) sağlanacağından 
her x E.X için 

II A( x )~sup II p (x) 
iE.! i 

olur. Buradan 

(V.3) ACUP. . ı 

İ(L 
ve (v.ı),(V o5) den de 

AUi 
i~ı 

elde edilir •• 

Teorem V.3121 (X,T) bir ftu ve }jeT olsun.Jl3 l' için bir bazdır 
.~\J A E. T ve her PEA için 

i' 
Ispat : =====> li 1B T için bir baz Ye A E. T keyfi olsun. 

A = U B 
BE:.lB 



şeklindedir.Diğer taraftan Teorem V.i den 

P E.A = U B = ~"3 B E:. tB: P E. Bp c A 
BEJ}). p 

sağlanır. 

"~I,AE: T keyfi açık küme ve her PEA için P E.BpCA 

olacak şekilde Bpf 1i3 mevcut olsun. Teorem V.2 kullanılırsa 

A=UPiCUBp~A 
iE:I 8 E~ L 

Pj 
ve buradan da 

A.=U Bp • 
B E,.s,J. 

p. ' 
ı . 

elde edilir, yani 18 T için bir bazdır •• 
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Tanım V.4 [2] (X,T) bir ftu ve p (X,T) de bir fuzzy noktası olsun. 

X de bir N fuzzy kümesine p nin bir fuzzy komşuluğu veya kısaca 

komşuluğudur denir 

Eğer N E. T ise N ye p nin açık komşuluğu denir. 

Teorem V.4 [2J (X.T) bir ftu ve A X de bir fuzzy kümesi olsun. 

AE T~A içerdiği bütün fuzzy noktalarının bir komşuluğudur. 

Ispat ... tl. ~ ii A €. T keyfi olsun. A daki her p fuzzy noktası için 

pfAC A sağlandığından,A· p nin bir komşuluğudur. 

ii<;;==- ıi {pil i E. I} A daki bütün fuzzy noktalarının kümesi olsun. Her 

Pi için, A Pi nin bir komşuluğu olduğundan 

3 Bi E. T : Pi ( B/;' A 
dır. Buradan her x € X için 

II p . (x)~ il B~~)~ il A (x) 
ı ı 

~ il Pi (x )::sup [ıl B. (x) i i E. i} ~_Il"A (x) 
ı 

::::::::::} SUptJ-lp. (x)\it i) ~sUP{J1'B. (X)liE.I} ~ I1 A (x) 
ı ı 



::::::=:)1 j P.cU B. c A 
i'(1 ı if i ı 

elde edilir.Diğer taraftan Teorem V.2 den 

A= UPi 
iE: i 

olduğu kuııanılırsa 

A=U Pi c UBiC A 
i E i iE i 

ve buradan da 

A=UBi 
iE i 

elde edilir.Ber bir Bt ( T oldugundan A( T dir.e 
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Tanım V.5[2] (X,T) bir ftu olsun.Xdeki her farklı p,q fuzzy nokta­
ları için pE U , q E.. V olacak şekilde ayrık ve açık U, V fuzzy küme­
leri bulunabiliyorsa bu uzaya Fuzzy Bausdorff topolojik uzayı denir. 
Teorem V.5[2] (X,T) bir ftu olsun.Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir. 
i) (X,T) Fuzzy Bausdorff topolo~ik uzayıdır. 
ii) tı.x : = L (x,x) E XxX} XxX de kapalıdır. 
iii) f,g:(Y,S) ~ (X,T) F-sürekli iki fonksiyon ise 

A:={Yt. Y:f(y)=g(y)} kümesi (Y,S) de kapalıdır. 
iV) f:(Y,S) ) (X,T) F-sürekli bir fonksiyon ise f ningrafiği 

Gf:-fJy,f(y» i Y€.Y} (YxX,SxT) de kapalıdır. 
Ispat: Teoremin ıspatında XxX in her alt kümesi; üyelik fonksiyonu 
bu kümenin karakteristik fonksiyonu olan fuzzy kümesi olarak göz önü-
ne alınacaktır. 
iii ~ il,. tx 
P E. b.x desteği 
olsun Euradan 

nın lxX de açık oldugunu göstermek yeter.Bunun için 
(xı ,x2 ) ve degeri t olan herhangibir fuzzy noktası 

~ p(xı ,x2 ) 

dır.Bu nedenle x·ı · x2 olamaz Eğer x =x 
• 1 2 

olsaydı 
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il L\x (Xı ,x~=l ve f.l p (xı ,~=t< o 

elde edilirdi ki bu o<tcl olması ile çelişir, O halde xı~x2dir. 

X deki farklı iki r,s fuzzy noktasını 

olacak şekilde seçelim. r::f:s olduğundan ve i) den r E. U ve s E V ola­

cak şekilde ayrık ve açık U,V fuzzy kümeleri vardır. 

2. olarak UxV cLl~ olduğunu gösterelim. Her (x,y)€,.XxX için 

l) x= y ise 

2) x:j:y ise 

olur. 1),2) den her (x,y}€XxX için 

elde edilir. Sonuç olarak her PE.t:l fuzzy noktası için 
)( 
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i 

yani, I1x XxX de açık, !::,.X kapalıdır. 

"ü ->jj]I/(:f, g): (Y ,S )-""(Xxx, TxT) 

(~.g)(y):= (:f(y),g(y» (YE. Y) 

şeklinde tanımJ..ansın o Önce her UxV E. TxT için 

olduğunu gösterelim. UxV E. ~xT keYfi olsun. Her YE. Y için 

Buradan 

elde edilir. U E. T, V ~ T ve f, g F-sürekli olduğundaıı. ı-1CU] E. S, g-1[VJ€ S 
dir. S topolaji olduğundan r1CU] n g-1[V] EO: S yani; (f. g) -1[UXV] E. S dir. 
Şu halde (:f,g):(Y,S)--?(XXX,TxT) ya F- süreklidir. Ayrıca 

dir. Gerçekten; y f. Y olmak üzere 
1) :f(y)=g(y) ise YE. A dır. Buradan 

iLA (y)al-IlA~(t(y) ,g(y»= il (f,gı-1ııx (y) 

2):f(y)+ g(y) ise YiA dır. Buradan 

il A (y ) = 0= il llx ( f (y ) , g (y ) )= il (f, g ) - 1
4x 

(y) 

dir. l), 2) den 
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A= ( f, g ) - ı L\)C. 

olduğu görülür. Diğer taraftan ii) den ~in XxX de kapalı olduğunu 
biliyoruz.(f,g)' F-sürekli olduğundan (f,g)-ı~=A da XxX de kapalı­
dır. 

":iii~İv/,g:(y,S)~X,T) ya F- sürekli iki fonksiyon ve 

A:={yE. Y:f(y)=g(y)} kümesi (Y,S) de kapalı Olsun,Gf:={(y,f(y»lyE:. Y} 

nin (YxX,SxT) de kapalı olduğunu gösterelim. 

PX: YXX~X;PX(Y~x):=x,Py:YXX~Y;Py(Y,x):=y 

Projeksiyon fonksiyonlarını tanımlayalım.Prcjeksiyon fonksiyonları 
F-sürekli ve f:Y~X F-sürekli olduğundan foPy:YxX~X F-süreklidir. 
iii) ye göre 

A= t (y ,x ) i PX (y ,x )= ( fo Py ) (y , x ), (y , x ) €. YxX} 

(YxX,SxT) de kapalıdır. Fakat 

A={(y,x)\X=f(Py(y,X», (y,x)€. yxx}=[ (y,X)\X=f(y),YE: y} 

olduğundan Gf (YxX,SxT) de kapalı~ır. 

"iv~i if f:(Y,S)---7-'(X,T) ya F- sürekli ve Gf:={(y,f(y»\yE. Y} 

(ix X ,SxT) de kapalı olsun. 
~·'4" 
i: (X,T)~(X,T},i(x):=x dönüşümü her. GE T ve her xf.X için 

olduğundan süreklidir.Hipotezden 

(XxX, Tx:!) de' kapalıdır. Buradan XxX- Llx açıktır. p,cı X de birbirin-. 
den farklı iki fuzzy noktası oısun.x~*·xg: olduğundan (xp'Xq) E. XxX-llx 
dir. 



Şimdi XxX de bir r fuzzy noktasını; 

!J. r (Xp t x q )=maks{ il p (Xp )' /..l q (Xq) L 
şeklinde düşünelim. 

/lrexp,Xq)=maks{l.1p(xp)' /..lqeXq)}<l=/l Xxx_~)xp,Xq) 

olduğundan rE XxX- LJ.~tir. XxX- b.x açık olduğundan 

r E. UXVC.XXX-~x 

olacak şekilde UxV açık fuzzy kümesi vardır. Buradan 
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elde edilir. Diğer taraftan UxVC XxX-/j.'X olduğundan her x E.X için 

(x,x)!i UxV dir. Buradan 

/lUflV(x)=min{/l u(x),/l v(x»)=/l Uxv(x,x)=o 

yani unv = j6 olur. Şu halde X in her p;!:q fuzzy noktaları için p €,U 

ve q E. V olacak şekilde ayrık ve açık U, V fuzzy kümeleri bulunabildi­
ğinden (X,T) bir fuzzy Hausdorff topolojik uzayıdır._ 
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