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OZET

Kuantum elektrodinamigi renormalize bir kuram oldufundan
ayar degismezligini bozan 1raksakliklarin reaqiilarize edilmeleri
aerekir.

Bu calismada ddrdlncU mertebeden foton-foton sa¢ilmasin-
da karsilasilan logaritmik 1raksak ve yakinsak dort boyutlu Feynman
intecralleri ile kuantum elektrodinamiginin karesel 1raksak ve 1li-
neer 1raksak intearalleri de hesaplanmistir.



GIRIS

Kuantum elektrodinamiqi, elektromagnetik ve elektron-pozit-
ron alanlarinin etkilesmelerini konu eder. Bu alanlarin kendi ara-
larinda veya kendi kendileri ile etkilesmeleri sacilma matrisi
(S-Matrisi) ile betimlenir.

Bolium I de yliksek mertebeden sa¢cilma matrisini veren en qe-
nel ifade verilmistir. Bolim II de dordiinci mertebeden foton-foton
sagilmasinin matris elemani verilmistir. Bolum III de dordiincli mer-
tebeden foton-foton sacilmasinda karsilasilan dort boyutlu Feynman
intearalleri hesaplanmistir.

Eklerde cerekli matematiksel formalizma (Metrik, Gosterim,
Dort boyutlu Feynman intearalleri, 1z teoremleri, Feynman kuralla-
r1) ile Bolum II deki tzler ve Bolum III deki Feynman intearalle-
ri hesaplanmstir.



BOLUM 1

I.1- YOKSEK MERTEBEDEN SACILMA MATR1St

Kuantum Elektrodinamigi, elektromagnetik ve elektron-pozitron
alanlarinin her ikisini iceren dinamik sistemlerle ilgilenir. Bu
sistemler H Hamiltonyen fonksiyonu ile karakterize edilir.

Sistem Hamiltonyeni
H = HO +V (1.1)

ile verilir. Burada HO = HY + He serbest alanlarin Hamiltonyenle-
ri toplamidir., V ise alanlar arasindaki etkilesme Hamiltonyeni-
dir.

V(t) etkilesme islemcisinin sekli asagidaki qibidir:

(x) dr (1.2)

V(t) = -3 (A,

Burada Ju(x) etkilesme oGriiniimiinde elektron-pozitron ¢ ve U

alan islemcileri ig¢in yazilan akim yodunluk vektdridir. Au ise etki-
lesme gorinimiinde elektromadnetik alanin potansiyel islemcisidir.

Jp(x) e 1eN($(x)pr(x)) (1.3)

(1.3) de goruldudl aibi V(t) etkilesme islemcisi elektronun e yikii
ile orantilidir.

Etkilesme goriniminde elektrodinamigin temel denklemi

ifadesi ile verilir.
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S(O)(t9t0) =

t

]‘i tf V(tl)dtl
0

S(])(t:to) :

yazilabilir. (1.11) ifadesi (1.6) ifadesine uyaulandidinda

t . t
5(2)(t’tb): 1-1 7 V(t').dt +(-1')2 S

t £

0 0]

S V(t')dt' . dt!

ifadesi bulunur. Bu islem n defa yapi1ldiginda,

s(n):s(o)_fs(])_+s(2)+_..+s(n'])+(_1)n

t(n—])

/ veeveen)... vie{Myae(M | qe
t

0

ifadesi elde edilir. (1.8) seri aciliminin n. terimi

t tl t(n-])
Splt ) = (=) £ s rv(en)v(e")
t0 t0 tO

v(e(Matn) | ge

olur. Boylece,

JoV(t').

{1.13)

(1.15)



bulunur. Eger V(t') ve V(t") etkilesme potansiyelleri siradegdisim-
1i ise,

(1.16)

ve

vie{™yyae(M gt (1.18)

bulunur. Bu ifade, baslangi¢ durumunda verilen bir dalaanin zaman-
la ilerlemesini betimleyen tanindaki islemcisini gosterir.

Simdi sistemin t =-= da m? durumundan t=«= da ¢g durumu-
na aecisi icin olas111k cenlidini hesaplayalim:

Burada,

0

(02, S89) = <f |S|i> (1.19)

ve



3, =3 (Tlxhvye (x) TE(x)y 06 (x))

3,(x) = ieN [F(x)y, p(x)) (1
dir.
U(x) fonksiyonu

U(x) :-JU(X)AU(X) (1

Seklinde tanimlanir ve (1.20) ifadesi kullamilirsa,

U(x) = -1eN(@(x)y w(x))A (x) = -1eN(B(x)R (x)¥(x)) (1

¥
ifadesi bulunur.

V(t) = sU(x)dr (1

ifadesi kullami1diginda (1.18) ifadesi asadidaki gibi olur.

.20)

.21)

.22)

.23)

n
s(n). s, (tat,) =ii%l- f d4x]... rdtx TINT(x))ACOW(x,)) - .
NTOx DA 0% ) (

S islemcisi baslangi¢ durum &(-«<) dalaa fonksiyonunu, son durum
?(«) dalaa fonksiyonuna donistirlr. Bu islemci sacilma matrisi
veya S-matrisi olarak adlandirilir.

(1.24) ifadesinde verilen sag11ma matrisi dogrudan Feynman tara-
findan formile edilen kurallar ile de yazilabilir (EK-D).

.24)



BOLUM 11

2.1- DORDUNCO MERTEBEDEN FOTON-FOTON SACILMA TENSORO

Is1din 11k tarafindan sacilmasi ©zellikle kuantum elektro-
dinamiksal bir siire¢tir. Elektromagnetik alanlarin, elektron-
pozitron alanlarinin vakumu ile etkilesmesi, bu alanlarin kendi
kendileriyle etkilesmesine, Gzellikle fotonlarin kendi aralarindaki
etkilesmesine aoturir.

Enerjileri ¢ift yaratmaya yetmeyen, momentumlar k],k2 olan
iki foton gozoniine alalim. Bu fotonlar bir virtiiel ¢ift meydana ae-
tirebilirler. Sonra tekrar k3 ve k4 momentumlu iki fotona ayrilir-
lar. Bunlarin momentumlari bastaki k] ve k2 momentumlu fotonlarin
momentumlarina,

k] 4 k2 = k3 + k4 (enerji-momentum korunumu yasasi) baginti-
s1 ile baglidirlar.

Iste bu slire¢c foton-foton sagilmasidir. Klasik elektrodina-
mikte elektromagnetik dalaalar birbirilerinden bagimsiz yayildik-
larindan ve birbirlerini karsili1kl1 etkilemediklerinden bu sireg
klasik alan esitlikleri yardimiyla hesaplanamaz.

Foton-foton sacilmas1 ve elektromagnetik alanlar arasindaki
baska etkilesmeleri, alan denklemleri ile betimleyebilmemiz i¢in
Maxwell denklemlerinin tersine, lineer olmayan denklemleri almak
zorundayiz.

Yetindigimiz tedirgeme (perturpasyon) yaklasiminin en dusiik
mertebesinde elektromagnetik alanlar arasindaki etkilesme, sag¢ilma
matrisinin 5(4) kismi ile verilir. 5(4) matrisi asagidaki sekilde
verilir (Bolum I, denklem 24).
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4
4 —
5(4) = rd'xy ra*x, £dtxg rdtxg TON@( A W (X))

'N(@(XZ)“(Xz)-W(Xz))-N(@(X3)A(X3)W(x3»-N($(x4)A(x4)

11)(X4))} (2.1)

Bizi agercek elektronlarin dec¢il de sadece elektromagnetik a-
lanlarin katildigr siire¢ler ilailendirdiginden, bu ifadelerde elekt-
ron islemcilerinin P(x)P(x) carpimini bunlarin eslenmeleri (kont-
raksiyonlari) araci11g1 ile veririz. Eslenmelerin toplam sayisi al-

tidir. Bunlar asagida sematik olarak gosterilmistir.

X-l .X2 X] X2 X-l X2 X] X2
[:::::r t: :] y 2255:;
X4 %q X4 A3 X4 x3 X4 3

X] X2 X-l X2
X4 3 X4 .
Sekil - 1

Eslenmelerin hepsi ayni katkiy1 verir. Bundan otiri sac¢ilma
matrisinin asagida verilen 5(4) kism1 ile ilailenecegiz.



nim

S(4) _ -e .b
4.3.2.1

4 4 4 4
fdx] fdx2 fdx3 fdxaN(Au(x JA (X

A, (x5)A

(x

A(%3)

Ao(x4)).Iz {YU.S(xz-x])YV.S(x3-xQ)YA.S(x4-x3)
YO.S(x]-x4)} (2.2)
Burada yanliz

A (x) = 4

ret**a (k)d
H (2m) H

k

buyiikllikleri islemcidir. Momentum uzayinda bu ifade su sekli alir.

nNo

; ix(kytkotkotk,)
sld) o1 (& 42 pgh 712738 rd*y rdt,
4

N
=

i) Atk) M) Aty
’ *em?t (et

fd4k3 rd l
(2m)*  (2m)

o T (k

UVAC k

12K20K3:kg)

Burada,
8{x]) = ——1—1- fd4ke].kx
(2m)
kullani1di1ginda

.2
(4) __ i e \2 .4, .4 4 4 4
s\t = 1-(2; )© a7k Sdk, Sd kg sdk, (20).

-6(k1+k2+k3+k4) N(




-]2e

-Tpvko(k]’kz’k3’k4) (2.3)
ifadesi elde edilir. Bu ifadede,

Tuvaolky skpukgakg) = = sa*p fy (ipem) Ty (ip-ikyem) 7).

im

— < - sl : . -1
Yy (iP= 1Ky kg #m) ].Y0(1P—1k2-1k3—1k4+m) } (2.4)
ve
A (k) = A (x) e 1 KXg¥ dir.
H U
Tw)\O (k],kz,ka,k4) tensoru yerine tensor indislerinin ve ki

degiskenlerinin degis tokusuna gore ayn1 andaki yerdegistirmeler

icin simetrik (bakisiml1) olan Juvxo(k],kz,k3,k4) tensorinl alaca-

gi1z. Bu tensor,

J Ky »Ko ok, K. )

(kyskgakgsky) = T uio(kyskokgakg) + T (Ky oKy, L

HVAG* ™ 3’74 HVAC} 172273274

ifadesi ile verilir.

. e ]
Denklem (2.4) deki Tvao(k]'kz’k3’k4) yerine 4 JuvAo (k],kz,k3,k4)

alinabilir. Boylece (2.3) denklemi asagidaki formu alir:

y P
= (602 sa, rd*, sat rat,.an)t
Autky) A (k) Ay (k3) A, (Ky)
et @en® T @en® ()

()

8 (kytkytkgtky ) N(

DI RS (2.6)
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Jpvxo(kl’kZ’k3’k4) simetrik tensoriu dordiinci mertebeden foton-foton
sac1lma tensori olarak adlandirilir. Virtiel elektronlarin biyiik
momentum degerlerinde Tpvko(k1’k2’k3’k4) tensori 1raksar.

Bunu dogrulamak icin Tuvxo(k1’k2’k3’k4) tensorid P'lerin bilyiik de-
gerleri igin TuvAo(O’O’O’O) tensori gibi davrandigini gozoniinde
bulundurmaliyiz. Bu tensor,

1 -

dP ’ .
T 0,0,0,0) = i) tz{y (iP -m)y_ (ipP-m) .
uvko( 1."2 (P2+m2)4 u( ) v( )
-y, (1P=m)y (iP-m)} (2.7)

ifadesiyle verilir.
Simdi
Iz{yu(iP-m)yv(iP-m)yA(iP-m)yo(iV-m)}

ifadesini hesaplayalim.

12{YUPYvVYAPYOP’YUPYvazYAYO‘mzYu?YvYAPYO'mZYuVYv Yy VP
‘mzYquVYAPYO'mzYUYvP\AYUV'mzYquYAVYOV+N4YUYvYAYO}
STyt Tp P T3+ Tyt T T+ Tyt Tg (2.8)
Burada

T1 ,T2 ,T3 ,T4 :T5 :T6 aT7 3T8



dir.

Ty = IZ(YUVYVPYAVYOP)
Ty = IZ(‘mzYuPYvPYAYO)
~ ol
Ty = lz(-m Y Py Prg)
2
T4 = 1z(-m Y P Yy P
w5 = 1z (-ny v Py, P,)
8 VRAVIRRS N
T = IZ('mzYquPYAYOP)
2

T, = lz(-m YquYAPYOP)

B 4
g = Iz(m YUYVYAYO)

Simdi bu terimleri hesaplayalim (EK.C):

_ ~ 2 _
T, = IZ(YUPYVPYAPYOP)..32PquPAPO+4p (suvsko+auoavk 8 aSug)
2
-8p° (P P8 #P P8, PPy o+
+PAP06UV)
1, = tz(-nPy Py Pysy.) =m0 P 1z(y Py.y.)-6.  1z(PPy.y_ )+
2 Yu v '"Alo U YVI\Ys v \Yo

+

PpIZ(PYvYAYg_GuAIZ(PYVPY0)+GUOIZ(PYVPYA)]

2 2
Lz(-m™y, Py v, Pyg) = -m LPUIZ(YvYAVYO)'GuvIZ(PYAPYO)+

+

GUVIZ(PY\)P.YO)-PUIZ(PY\)Y)\Y(}-HSUOIZ(V.Y\)Y)\P)J



-] 5=

T4=IZ(‘m2YUPYVYAYOP)= 'mz[P“IZ(YvYAYOP)‘5uVIZ(VYAYOP)+
12(PyvoP)=8, ;12 (Py vy P) + P 12(Py v, v,)]
T5=IZ(‘mzYquPYAPYO)='m2RL32(VYAVYO)‘PUIZ(YvYAPYO)+

s IZ(YvPPYO)'PUIZ(YVPYAYO)+ SUOIZ(YVPYAV)]

2
tg=12(-nY,y Pryv )= -m L8, 12 (Pry v P)=P 12 (v v, v P)*

’UGIZ(YVPYAP) +PUIZ(YVPYAY0)J

ty= Lz (miy v PrgP) = LS T2(y, PyoP)-6, 12y Py P)+
+ P Iz )-8, STz (v v, PP) P Tz (v v, Py )]

= 4 . + -
T8'IZ (m YquYAYo)_4m (Guvéxo Guodvx 6u)\dvo)

4
T tig :IZ(Y“PYvPYAPyOP)*-IZ(m YquYAYO) =

2(pp s +

_ 4
=32 PHP P.P +4P u oo i

VAO (6uvdxo+°uost—6pA6vo)-8p

H PAG 0+Pu 0 VA %n)4'4m duv Ao 6uodv)\ 6u>\6v0 )

2 2
THHT gt T+ Tttty = tz(-m YUPYVPYAY0)+ tz(-m yuPYvYAFY0)+

2 2 2
Hz(-my, PyovyvgP) + 1z(-my v Py, Pyg) +1z(-m LIRS

2 o el _
+1z (-m YquYAPYoP)_ m-[-8P (6quX0+6p06vA sukdvo)+

+8(P P 0, +P P & 4P P s +P P S )]



ks

TYF T T T b T T T4 T= Iz{yu(iP-m)yv(iP-m)yA(iP-m)yo(iP-m)}

DD
=(4p +8m p~+4m )(6uvéxo+6podvx-6uxévo)+ (2.9)

2 .2
+(-8m~-8p )(Pqu6A0+PvPAGpc+pupoavA+PAPoduv)+32 PUP\)PAP0

Simdide T“vAO(O,O,O,O) tensorini hesaplayalim:

4
1 d’p . . .
T 0,0,0,0)= S tz[y (ipP-m)y_ (iP-m)y, (iP-m).
HVAC ( ) 1“2 (P2+m2)4 u( ) v( ) A( )
¥ (iP-m)]
Burada,
2y s ] 2., 2,4
IP P F(p%)d P= g 8 SPEF(pT)dTP (2.10)
ve
2ile . | 4., 2.4
IPquPAPOf(p )d P"?l—'(spvdxo+dukdvc+6u06vk)fp f(p~)d'P
bagintilarini kullanarak:
T o (000,00 b { 2 (5 &35 & 28 & 3 d'e .,
UVAG Y *- P st ;—? 3 YUV Ao MO VA TTuA T vo 2. 2ne
m (P™+m™)
4 (6 & +8 & .-28 .8 ) S dqp + ﬂ-(<S §, +6 & +
3 HV AC MO VA HA VO (P2+m2)3 3 KV AC MO VA
4
4 d'pP
+6U>\6vo)m I —2—7——4‘} (2]])

(P™+m™)
: w— ol T @ 2 2
Ifadesi elde edilir. (PUP =P7= P "=E"= -m~ kosulunu kullandik)
Burada ilk integral, logaritmik 1raksaktir.
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Simetrik Juvko(kl’k
(2.5) ifadesinin sag tarafindaki toplamda ortaya ¢ikan 1raksak in-

2,k3,k4) tensori i¢in su soylenebilir.:

tegraller birbirini gotirir; J (k1.k2.k3.k4) tensdri buna raf-

HVAC
men Tuvxo(k]’kZ’k3’k4) tensori gibi regiilarize edilmelidir. Cinki
oo (05050,0) ve d )

Ky=kn= -k4:0 icin T 0,0,0,0) tensorleri ayar
degismez1igi nedeniyle si1fir olmalidir. Fakat Juv

AO(O,O,O,O) ifade-
si s1firdan farklidir. Ayar degismezliginin bu kayb1 kuantum elekt-

1772773

rodinamiginin 1raksakliklari ile ilgilidir.

Juvxo(kl’kZ’k3’k4) tensorinlin regiilarize edilmis dederini el-
de etmek i¢in Juvxo(k]’kZ’k3’k4) tensdriinden k]:kzzk3:k4:0 icin

olan JUvAO(O,O,O,O) tensor dederini ¢ikartmaliyiz. Bu yontemle el-
de ettigimiz reaqiilarize Juvxo<k1'k2'k3’k4) tensoriini Il Kyskos

k3,k4) ile gosterelim.

lv).c(

L ity skpakaaky) =0 | (y>koskasky)=d - (0,0,0,0) (2.12)

UVAO 3’74 pVAo 1272273747 Tuvio

Realilarize S<4) matrisi asadidaki aibi yazilir.

.
Ln JEN (-Z-ﬂ)2 ratiyrdti,raticgrati (2 (g tkg k)
Ak Ak Adky)  A(k)
N = )
(2m) (2m) (2m) (2m)
L gtk skaakaeky) (2.13)
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2.2- FOTON-FOTON SACILMASI

Simdi dordiuncu mertebeden foton-foton sacilma surecinin

Juvxo(k]’kZ’kB’k4) tensorindeki 1raksak integralleri hesaplayalim.

Bunun i¢in elektron-pozitron vakumunda k],k2 momentumlu ve

€158 polarizasyonlu fotonlarin sogruldugu ve k3,k4 momentumlu ve
3,8, polarizasyonlu fotonlarin salindi1§1 bir slire¢c adzdnlune ali-

yoruz.

N\ ( ‘{
P+k2 Pfk P—k3
j P-k] P-k]
N

/7 Prkomkg \\ ,/ P+ko=k, \\ , Prky=katy

N
7 kg kg™ 7 kg ks ko Ko
K K k s
I:I D J:[p K
/ P- k k L , p- k +k 5
ks 2 kg 'z ko kg

Sekil-2
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Alt1 diyaaram bu siirece aittir. 1,2,3 ve 4,5,6 diyaoramlar
sadece elektron karall ilmeklerinin akis ytfnleri bakimindan fark-
11dirlar. Bundan dolayr bunlarin matris elemanlari ayridir. Foton-
Foton sagilmasinin biitlin matris elemanlar1 su formille verilmis-
tir.

4 S§(kitkotkatk,)
4) e i B N
s{4) .. { e, e, eqe, ftzly (ip-m) .
i+ i ] 1/2 Tu-2v-3x-4o U
Ky )
v (iP+iK+m)o]
v 2"

— . -1 fi=n 3 -1
.YA(1P+1K2-1K3+m) Y0(1?-1KT+m) ] d4P+e]ue2ve40e3A.

.fIzEyu(1P+m)_]yv(iP+ik2+m)_]y0(1P+ik2-1K4+m)—].
S T N,
¥y (IP-iKytm) "] d'Prey egie, e, Slzly (1P+m) "y, (iP-ikgtm) .
N LS T
v, (IP-1Kgtikytm) Ty (iP-iK +m) "1d7P) (2.14)
Simdi

JuvAO(O,O,O,O): TUvXO(O,O,o,O) +TvaX(O’O’O’O)+

+T (0,0,0,0)

HA VO
tensorini
Jovaa (K oKgokgakg)= T o (kyskgakgaky )t T on (kyskaakg kgt
+T k ,k ,k

Ukvc(k]’ 3" 2 4)

tensoriunden ¢ikartarak regiilarize
yazalim:

Ipvxc(k]’kZ’k3’k4) tensorinu



=
Iuvko(kl’kZ’kB’k4): TUvAo(kl’k2’k3’k4);LvAJO’O’O’O)

+Tuvox(k],k2,ﬁ‘,k3) -Tuvox(0’0’0’0)+ Tuxva(k1’k3’k2’k4)—

-TuAUO(O,O,O,O) (2.15)

Boylece regiilarize sagilma matrisi

2 8 (kaytk,-k,-k,)
sl4) oo 1 (&2 oy 13412 o,
1=+f T 4 (W WWAW )]/2 Tu2v-32 40
‘ 1"2"3"4
s Lo Kykgakasaky)

seklini alir. Burada,

21 4 . -1 N -1
Tuvxo(-k]"kZ’k3’k4) -;;?~fd P.Iz{yu(1P+m) Yv(lP+1K2+m) .

v, (1Priksikgem) Ty (ip-ikgm) 7

. iP+iK,-m
] 4 ip-m 2 i
],-kz,kB,k4)— ) fd P IZ{Y 2 2Y\) 2 ?

(-k
i HpCam (P+ky)“Hm

Tuvxo

1P+ik2—ik3-m 1¢-1H-m
-'Y)\ (

;
Pk, k) S+me © (P-k. )2+m’

2 "3 1

' ¥2{Yu(iP-m)vv(i7+ik2-m)yx(1P+ik2-ik3-m)'
I 2,2 e

(P+m )[(P+k2) +m ][(P+k2-k3) +m~]

T 4

B
uvko(-k]’-kZ’k3’k4)~;;?Jd

v, (1P=1Ky-m)} (2.16)
[(P-k])2+m2J .

ifadesiyle verilir,

Bu ifade (EK.B-Denklem (2)) de verilen Feynman parametreleri yonte-
mi ile asagidaki forma doniisir.
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Tuvxo(-kl’ Koskgsk,)= ——g'é dx é dy é dzsd'P.

tz(y (iP-m)y, (iP+iK2—m)yA(iP+iK2-iK3ﬂn)‘

' [(P+K)2+a21?

v, (1P=iKy-m) (2.17)

Burada,

K =k2(x-z)-k3(x-y)-k1(]-x)

ve (2.18)
a2=m2+k§(x-z)(]+z-x)+k$(]-x)x+k§(x-y)(1+y—x)+
+2 [k].kz(x-z)(1-x)—k].k3(1-x)(x—y)+k2.k3(x-y)(x-z-]ﬁ

dir.

(2.17) ifadesinin izi yetmis iki terim icerir. E11idort terim tek
say111 y matrislerinin izinin sifir kosulundan ve Simetrik integ-
rasyon kosulundan sifir olur. Geri kalan onsekiz terimin bir teri-
mi P4, onbir terimi P2 icerir. Alt1r terimi ise P 11 ifade icermez.

Boylece iz ifadesi asagidaki forma donuslir.
Iz{y“(iP-m)yv(iP+iK2-m) (IP+iK,=1Ky-m)y (iP- 1H
=128y Py Py Py P Py Py Kov Koty Py Py Ky Ky -

-, NaMaiNg m oY, Py KZY Py K1 Y, Py sz KZY P-
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2 2
-YUVYVKZYAK3YOP4'm YUPYvYAPYO'm YUPYvYAYOP '
0 v P P v B v Py oy Wy, ¥

Y PPy moy v Py AR MLV PY

2 2 2
+m Y“YvszAK3Yo+m Y“YVKZYAYOKH'W YquYAPYOP'

WYY Y KoY Kyt Moy v s Ky Kyt mty vy, v (2.19)
Burada P* iceren terimi X(4) , P? iceren terimleri x(2) Ve P icerme-
bk B o, VEESH _ ' Nivio
yen terimleri X ile gosterirsek (2.17) ifadesi

HVAC

3! 1

Tpvko(-k]’ kzsk39k ) -—?' g dx g dy f dz fd P

HVAC uvxo HVAC (2.20)

[(P+K) 2+ 21"

olur.

Gosterildigi gibi dordunci dereceden foton-foton sagilmasin-
da karsilasacagimiz integraller logaritmik 1raksak ve yakinsak
integrallerdir. Boylece P-P-K donusimi yapilabilir. Bu donisim ya-

pridiginda (2.20) ifadesi

T (okesmkorkaok,) = 35 5 dx  dy 7 dz s
K, ;dx fdy T dz £ d.
HVAC 1 2?73*4 1"2 o o o

4(8) () L4 (0)

HVAO  |IVAO  HVAO (2.2])

(P5a%)

olur.
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Burada H“vxo fonksiyonlar1 P»P-K dontsimi yapildiktan sonraki
degiskenleri gdsterir.

Verilen bir slirecin 1raksakliginin nas1l davrandigin1 asagi-
da verilen bagint1 ile de gorebiliriz.

K= 4 (E;+F,-n+1)-E,-2F, (2.22)

A\

0 ise 1raksak integral

0 ise Togaritmik 1raksak
1 ise lineer 1raksak

"

=
1

Burada sirecin derecesini gdsteren n asagidaki ifade ile veri-

lir.
n = E +]E-2F.+F
T T2 fattit Ta
ve
Ei : I¢ elektron ¢izgisi
Fi : I¢ foton ¢izgisi
Ea : D1s elektron ¢izgisi
Fa : Dis foton ¢izgisi

ile verilir.

Asagida sematik olarak gosterilen foton-foton sacilma siireci-
ni ornek olarak verirsek.

N\ ’
N\ 7/
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oldugu gorilir.

Dordiinci dereceden foton-foton sacilmasinda karsilasacagimiz
logaritmik 1raksak ve yakinsak integralleri hesaplayacagimiz gibi
kuantum elektrodinamiginde Onemli olan Tineer 1raksak ve karesel-
1raksak integralleri de hesaplayacagiz



BOLUM II1

3.1- DURDOUNCU MERTEBEDEN FOTON-FOTON SACILMASINDA INTEGRALLERIN
HESABI

Dordiinci mertebeden foton-foton sagilmasinda S-matris eleman-
larinin hesaplanmasinda 1raksak integrallerle karsilasiriz. Bu in-
tegrallerin ¢ozumi i¢in en uygun ydntem Feynman tarafindan gelis-
tirilmistir.

Iraksak integrallerin genel bagintis1 asagida verilmistir.

4
S PSR, B i L - - (3.1)

[(P-a)%+2]"

Biz once asagidaki forma ddniisebilen yakinsak integralleri
hesaplayalim.

fF(P)dp

K= 3.2
L o

P0 tzerinden C integral yolunun %-kadar dondirilmesiyle ok-
lidyen (Euclidean) P-uzayina geg¢ilmis olur. Bu uzayda hacim elema-
ni

- 4

d*P ="' = 1dp.dP_ = 2n%iq’dg (3.3)

ifadesiyle verilir. (EK.B)

Boylece oklidyen (Euclidean) uzayda dért boyutlu integral bir
boyuta indirgenmis olur.
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r£(P2)d% = 212 s £(q%)qdq (3.4)
0
2
z=q donlstmu yapilirsa
re(P2yd%p = in? © 2f(2) dz (3.5)

0

ifadesi bulunur.

Simdi asagida verilen yakinsak integralleri hesaplayalim
(3.3) ve (3.5) badintilarini kullanarak

w

4 , 2
dP . 2r 2dz T
i =i%"J e (3.6)
(PZ2)3 o (z02)S 2
o d o d I R 7 S
? 3" gy Rl 73 ?
(P™+2-2pk) [ (p=k)™+2=k"] 0 (zte=k™)" 2(&-k")
p d%p P +k )dip a%p .
=5 37 gy = K Sy = ik 2y
(P+2-2pk) (p+e-k°)~ 9 (p“+e-k©) ° (z+2-k°)
p d%p 12k
f (e} - o]
(pP+i-2pk)®  2(2-k?)

ifadeleri bulunur.

Burada q2=z, p-k-»p dontsiumleri ve simetrik integrasyon kosu-
Tu kullam1dr.

Simdi (3-1) tipindeki 1raksak integralleri gozonine alalim.
Fakat kuantum elektrodinamiginde karesel 1raksakliktan daha yiiksek
1raksakliklar yer almadigindan asagidaki 1raksak integrallerle
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ilgilenecegiz.

4

AT W P o .

(P™-2pk+2)
32 (k,0)= f_—z———zpud4p (3.7)
H (PC-2pk+e)
(2) ppdp
J o (ksp) = fm——
s (PE-2pk+2 )2
ey < Pqud4P
o (P2-2pk+2)3

Biitlin bu integralleri ve diger benzer 1raksak integralleri, N
say1s1 ile karakterize edilen degismez ve bilinen bir sonlu N bo1-
gesi Uzerinden integre edecegiz. Uyleki N»« da butlin dort-boyutlu
sonsuz P-uzayina karsilik gelir. (Boylece sonlu bir dedismez bdlge

2y w2 o (PS)E | a2 e govarn oo .
(P™) ¢ N ve . < N™ esitsizlikleri ile tanimlanabilir. Burada
S keyfi bir zamansal (time-1ike) dort vektordir.)

Yakinsak dort boyutlu integrallerin hesaplanmasinda oldudu
gibi, P0 Uzerinden integral yolunun % kadar dondiriilmesiyle dor-
diinci koordinati reel olan dort boyutlu Oklidyen P-uzayi elde edil-
diginde uzayin hacim elemam d4P' (3.3) ile orjinal P-uzayina bag-
T1dir. Bu durumda integral bolgesi dort boyutlu bir kiiredir. Kiire-

nin yaricapini L ile gdosterecediz. L momentum katotu ile bir tutu-
Tur.

Bu 1raksak integrallerin hesaplanmasina, logaritmik 1raksak
integral ile baslayalim;
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dtp

D2 ) =S 3.8
(0,2) Z;?:;;Z (3.8)

P0 tizerinde C integral yolunun %-kadar donmesi ve (3.3) ifadesinin
kullanilmasy ile

L 3
s gqp o =1 d4g' 5= 2li s —q-zd—q—z— (3.9)
(P™+2) (P'"+2) o (q+2)

elde edilir. q2+2=t dontstmu kullanilirsa

4
12V 0,0)= 1—9P - 2% [ant+d
) £

5(2) 2., 2 L

2
3@ 0g)=rlien L - 140 (%ﬁ) (3.10)

ifadesi bulunur.

Burada

o(f]z)zgn(1+f.2)+ 21.1_2

ifadesiyle verilir. 0 (17) ilk terimle karsilastirildiginda veya
L
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L'nin yeterince biiylik oldugu 1imit degerinde O(l?) s1fira gider.
Boylece, L

e

38 (0,0) = 4a® (an - 1) (3.11)

ifadesi elde edilir.

Asagidaki integral daha dikkat cekicidir.

dtp

ko) =/ 3.12
wesko (P2-2pk+2i27 ( )

5(2)

Bu integral J(z)(O,Q) integrali gibi logaritmik 1raksaktir. Bu in-
tegrali asagidaki formda tekrar yazalim.

de o d
(P2-2pk+1)27 ((P-k)2+n-k2)2

Burada p-k-p doniisimiini yapabiliriz. (EK.B) Bu durumda integral
farkli bir N' integral alani ile (3.11) bagintisina esit olur.
oyleki J(2) (k») integrali

2

wéi(en =5 - 1) olur. Fakat L', L den sonlu bir biiyiikliik
2=k
ile farklidir, yani L' yeterince blyik ise, enL' enL den %
mertebesinden kii¢lik bir bliylik1lik kadar farklidir.
Boylece
4 2
180,k = 9P =fi(an Lo - 1) (3.13)
(P™-2pk+1) 2=k

ifadesi bulunur. Elemanter olarak J(z) (k,2) integralini ele alir-
sak,
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18 ko =I(P2-22E+2)2 ! [(P-i:2+2-k2]2 ) ﬁ.(szszz)z

3@ (k1) = 2n¥s E %W :u?iun%%wn(wfj—'g)-
)

32,0 =Iz;2%ggi:;3?-:n21(ﬁn ;%22 <13 (3.13)

ifadesi bulunur.

Simdi asagidaki logaritmik 1raksak integrali hesaplayalim.
33) (k1) = PoPe P (3.14)
- (P2-2pkie )3

(3.13) integralinin hesaplanmasinda oldugu gibi integralde yeni bir
p-k-»P degiskeni alinabilir.

pp dp (P +k )(P +k )d%p

;9 }______3 = 7 g %, ‘2 3 (3.15)
(N) (P™-2pk+s) (N') (P™+2-k")

3) P P d'p  k d'P
JoM(k,e) = S — ¥ [ — +

T (N') (PPoi-k2)3  (N') (PBri-kE)S

Pk d'p P k_d'p
+ I b F o
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ifadenin birinci integrali ele alinirsa

4

PuPTd P , P2d4P " 601 L q3dq
i = $ = w9 s =
: 2
=5 " 1lnlt, - 3 (3.16)
ot 2-k2 2

ifadesi bulunur. Burada .wzk-kz dir.

Simetrik integrasyon kosulundan asagidaki integraller sifir
olur.

p d%p p d*p
g T

ift g ) (- enm— || 3.17)
(P%i)3 (P2 (

Asagidaki yakinsak integral,

d4P nzi kokr
k k SJ—— = 5 (3.18)
(P™+2) 2 u-k

olur.
(3.16), (3.17), (3.18) bagintilarindan,
s Poprd4p B nzi 5 (2 L2 _ 3)+n21 kOkT 3.19
2 3 4 9T 48 Ty 2 Vol
(P™-2pk+e¢)

ifadesi bulunur. (EK.B)
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Simdi asagidaki lineer 1raksak inteqrali hesaplayalim.

p d%

K, :f—-ZS—-—-—- 3.20
e (P —2pk+2)2 : )

5(2)

Asagidaki baginti1 yardim ile (3.20) integralini hesaplayalim.

POPTd4P oU_
s . (3.21)
(Pe-2pk+2)° ok

T

Burada,

dir.

k=0 noktasindan kT noktasina, kT Uzerinden (3.19) ifadesi-
ni integre edelim.

W e 20
1 f(—2 dk=-1"356 s [an(e-k J+AsFldk +
Tk)k T T OT 0 r
T

1
LS " dk (3.22)

Burada Ad:-mn L2+1

Bu esitligin sol tarafi aranan integralin dortte birine esittir.

Boylece,
2. 2. 2
__ni 12y, ] ™1 k
Uo™ T Ty Bt (kg Rl kT g g Sk,



2 2 2
1 2. L 3y, T < k
Uo_ﬁ'[" 1k0 (zn———g-- ?)+- 5 k0 Qjm 2 ]
Q.'k k-rO k (7" ])
k
4
PdP 2
2) o 2; L 8
DEksn) st—g’ = =R Lo —— = 5 } (3.23)
7 (P“-2pk+2) P

bulunur (EK.B)

(Ayn1 N integral alan1 i¢in) p-k»p Gtelemesi ile bu integ-
rali hesaplanirsa

2.
m ik _(en —= - 1)
7 (k)
ifadesi elde edilmis olur. (Bu asagida kanitlanacaktir.). Boylece
P+P-k donisiimiiniin bir sinucu olarak (orjinin k kadar otelenmesi)

k
(3.23) 1raksak integrali 1—%—ﬂ~ 1ik bir ek katki alir.

Bu katkiyr matematiksel olarak gormek ic¢in lineer 1raksak
integrali p-k-P Otelemesiyle hesaplayalim.

p_d'p p_d*p (P +k )d*p
o =z = f e,
(P2-2pk+2)2  [(P-k)Z+e-k212  (PP4g-k?)?
p_ap i , 2
e = kS =l ik (tN—y -1) (3.24)
(PS-2pk+e) 7 (Po+u-k©) O -k
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Son olarak karesel 1raksak integrali hesaplayalim.

pp dp

(2) i B %
Jo-! (ket) gy 3.25
or {0 (PC-2pk+s) _ \3-85)

izerinden (3.23) ifadesi integre edilirse asagidaki ifade bulu-

nur.
f[f—f%iif————z lde= w2ik_ £(anle-an(2-k2) - 3)de
(PS-2pk+1) - z
4
Pdp
2. 2.3 2, %dg
- f—79——-—— = wik {ganl™= 50 -L.en(e-k )+———?}
PE-2pk+e N z 2~k
4
P dp
2. ] 2 2. 32 2 2
Four =ik { (A +x)2+2.en(2-k“)-(2-k")-kTen(2-k")+e(N.k°)}
pZ_2pkis o toZ
4
P d'P
2. 2 2 2 1 2
f;%jzgz:; =n ik {(2-k)an(2-k")=(2-k")+ (A t7)i+e (NK))

(3.26)

Burada e,kz ve N'nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon N»= ic¢in ka-

resel 1raksakliklari verir. Gosterilebilir ki e, k2'nin lineer

bir fonksiyonudur. Gercekten (3.26) ifadesinin sol tarafi, k-nk,

P+np,2+n22 dontsumlerinin bir sonucu olarak bir n3 faktorinu alir.

Burada n keyfi bir sayidir. Bu sabit ancak ¢'un asagidaki degeri

i¢cin olasidir.

A,k (ah +b) (3.27)
0

E=

| —

Burada A2 karesel 1raksak bir sabittir. Ve a ve b sabitlerdir.

(k2, logaritmik 1raksak sabit A0 ile carpildi. Fakat A2 ile carpil-

madi1. BoOylece sadece bu kosul altinda e'daki terimler ayni boyuta
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sahip olur.)

4

s Pod P :"21k 5 [(Q_kz)gn(Q—kZ)—(Q-k2)+(A'+])E+E(N kz)]
PZ-2pk +2 oot oz ’

kT ya gore (3.26) ifadesinin diferansiyeli alindi1ginda aranilan
integral elde edilir.

4
P P d'Pd
o T T g T 1
2 J =n 150TdkT{(2 k=)en(2-k™)=(2-k )+(A0+7)2+

(PZ-Zpk+Q)2

; =1 {(z-kz)ln(l'kz)'(ﬂ'k2)+(Ao+%)z+%'A2+

+k“(aA +b)} (3.28)

a,b ve A2 yi L cinsinden elde etmek ic¢in asagidaki ifadeyi kullana-
biliriz.

4

12 (k,0)= K (ks2) +IEE;lE?E (3.29)
oT . (o Jif § ’ (qu) '
Burada,
P p d'p P P d'p
K (k.2)=s - (3.30)
T (PP-2pk+2) (P%41)?

dir.
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(3.29) ifadesindeki ikinci terim asagidaki gibi bulunur.

p Prd4P ] p2d%p

[ g =8 —
(P2+2)2 4 aT (P2+E)2 R

f= =Tl s [(q%2)-22.an (q%+2)- £
(Pore)®  F o+

o —r

4 2 2 2
PsP.d"P i 2 IL 2 '}
J ':ﬂ—_'§y£L '21-2”‘[ = g < 28.4n (1+ =) ]

(P7+2) 4 Y} L

PP’ 2, 2 2
f——— = § { L%d4g.en L°+22.ane+ ) (3.31)
g1

(PT+2) 4

Burada q%+4 =t donUstmii kullan1lds.
Asagidaki formiilasyonun kullanimi ile

n(a-g) dz
[(a=8) z+g]

1
- - é n+] (3.32)
ppdp pp dp
K lhot) sy o 5
L (PC-2pk+4) (P 1)
: 4

P,P.P AP
= 4k s dzs (3.33)
"o (P -2pkz+sz?’y

ifadesi bulunur.



e

veya

(P2+2)

daha uygulanirsa,
4

] 1 PPPPdP
K. (ks2)= 24 k k s dz.z J dt f——22 (3.34)
e HVoo 0 [P -2pkzt+e]

elde edilir.

P Ozerinden logaritmik 1raksak olan bu integral (3.23) ve
(3.28) integrallerinde oldudu gibi ayn1 yontemle hesaplanabilir.

Simdi yukaridaki ifadeyi hesaplayalim.

3K (Kk,2) 1 pp P dp
aT

- O T N

— = -1k s dz
& Mo (PC-2pkz+)t

P-kz+P donusimiini yaptiktan sonra,

aK'  (k,2) 1 (P +k z)(P +k z)(P +k z)
—OT =2k s odzp 2T T o dtp
oL "o (PT+e- % 2 )
oK' (k,2) ] P P k +P Pk 4P P k 1
e -12k ; zdzs-2 2T 2 2 T Hd'P -
3L Yo (P +2-k"z"7)
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1 4

3 d'pP
- 12k s 2°dz.k k k _r
My HoooT (P2+Z-k222)4
olur.
fg—lid -3 § k21'- 2[ Zz(san L2- 3) } - } zdzxn(ﬁ-kzzz)-
ax 2% T T2 2 T
= 2
- § [e.an (2-k")-2.2ne]
4 oT
L2 2 9, in% . (3, 2 3. 3, .2
K' =in kokT(31nL - ?)+—4— 60T[7Z (2=k™)en(e-k")- 5 (2-k™)+
+—3isa+3 '} lnl]+iﬁ § [e.eng-¢ mn(sL-kz)] (3.35)
2 ?' . 4 o . . .
Burada,
Ay =-en LE 41
alinarak (3.29) ifadesine benzer ifade asagidaki gibi verilir.
= . 2
J'= K'+6 T (L°-4panl + 20ang + 1) (3.36)
gT 4
s 2 2 2 1,.,2 5, L2
J'=6__ —— L(2-k")en(e-k")-(2-k )+2(Ag-2)+k (-A,- E)+—?] -
2 2 5. ou2. 1 2, 3K 2
- kOkT1u Lan(e-k )-AO- EJ+—Z—¢0T [2k“enL o en(etk™)-
19 .2, 3 L
- —3-k tu L — ] (3.37)

-k
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Burada,
N-jjf; [2k22nL2+§EE~2n(2+k2)' Bk Jean 2 5 (3.38)

otelemeden dogan katki terimidir. Boylece J ifadesi,

J'= J+N
Jd = Jd'-N
(2) s 2. L% 5k2-3p 2
J=d'""(k,2) =~ § {(2-k")an + -L™ 1+
T ot R-kz 6
2 2 )
+n-ik _ k_ (&n — - —) (3.39)
A 2-k 6

bulunur. (EK.B)

Son olarak hesaplanan yakinsak, logaritmik 1raksak, lineer
ve karesel 1raksak integrallerin listesini verelin.

s d4P . w21

(Pore-2pk)%  2(1-k?)

p_d'p nfik (3.40)
. 3 - 2

(Po+r-2pk)S  2(1-k?)
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4
PP dp 2 2, k k
343 (k,p)=p S =Ll (ntey -y 2L 0
T (Pe-2pk+r)d 4 ot 2720 T T2
32 (k9) =f—2-%gp°d4p -n2ik_(2n —?2 - 3
v (P-2pk+2) ot ke 2
(2) PP P e 2, L% 5k%-3 2
3/ (Ko )=/ - 5 = = [(2-k")2 . L)+
o (PC-2pk+2) 2 a1 2=k 6
2
2. L
+1 1k0kT(9n ;2- - lﬁb

Burada birinci, ikinci ve Uciincli integraller yakinsak,
dordiincl ve besinci integraller logaritmik 1raksak, altinci inteq-
ral lineer 1raksak, yedinci integral ise karesel 1raksak bir in-
tegraldir.



EKLER

EK.A- METRIK. GUSTERIM, DIRAC DENKLEMI

1. Schweber, Bogoliubov, Shirkov, James D. Bjorken, Sidney D.
Drell'in kullandi1g1r gosterim ve metrik asagidaki gibidir.

Kullanilanrelativistik metrik tensor,

(1 000]
0-100
Hv 00-10

00 0_]J
seklinde verilir,
c={=1 alind1ginda uzay-zaman koordinatlari asagidaki gibi verilir.

(t,X,y,2) = (t,X)

Uzay-zaman koordinatlarinin kovaryant ve kontravaryant sekli asa-
grdaki gibidir.

a- Kovaryant sekli

20y gaxg) < (Boxsmys2)

b- Kontravaryant sekli
xH= (xo,x],xz,x3) = (toXo¥,2)

c- Skaler carpim

xC= xuxu =(ts-Xs-y,-2) (t,X,y,2) = g2.x @
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Momentum vektoriniin kovaryant ve kontravaryant sekli asagidaki gi-
bidir.

a'- Kovaryant sekli

P, =(PysPysPpsPy) = (Es-P oP ,P,)

b'- Kontravaryant sekli

u_ 1,2 3, .
p= (PO,p',P%,P7%) = (E:P 5Py P,)

c'- Skaler carpim

2 2_ ;2

= H_ - B - -7

- o _
Py.Py= PNP2 = E].Ez-ﬁ].ﬁz

d - Bu gosterimde y matrislerinin siradegismez (antikomutatif)
bagintisa

VY V U _ n HV
Yoyt Yy = 2g

ile verilir. y'lar o ve g matrislerine Y=8a v0=8
seklinde baglidir.

vz (8_?)
(v )2y (3 g)
Burada ,
o'=(§ )5 o= (s o (D)

2x2 1ik Puuli matris ailesidir ve



dir.
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1=(g 1)

OUV:% [Y“s 'Y\)] ve Ys :iYOY]Y2Y3: Y5

e- Keyfi dortli vektoriin y matrisi ile carpimi:
o 0
vy A= Ry AT
Py =p E°BY
f- Matris elemanlarinin Hermityen eslenigi

[U(P',s') rU(P,S)1" = T(P.S) TU(P',S")

— o+
r=yor" y°
—u__ 0 ut o_ u
Yayy Ty s

0 uvt o
UV O GV O _ v



-44-

2. Jauch ve Rohrlich, Thivring'in kullandi1d1 metrik ve goste-
rim asagidaki gibidir.

Bu gosterim ve metrikte kullanilan relativistik metrik ten-
sor,

r -
-1000

0100
Y 0010

0001
o

-

seklinde verilir,
c=f{=1 alind1ginda uzay-zaman koordinatlari asagidaki gibi verilir.

(=tsx,ysz) = (-t,x)

Uzay-zaman koordinatlarinin kovaryant ve kontravayant sekli asagi-
daki gibidir:

a- Kovaryant sekli

xLl =(XO,X],X2,X3) = ('t,X,)’,Z)

b- Kontravaryant sekli:

x" :(xo,x].x2,x3) 2 (TaXsYaZ)

c- Skaler carpimi:

X2 = XMXu 3 (-taX:y,Z).(t’x’y,z) - _t2+ ;2

Genel halde iki dort boyutlu vektorlerin skaler carpim
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W
A B" ==A.B +AB +A,B,+A B

Momentum vektoriiniin kovaryant ve kontravaryant sekli asagi-
daki gibidir.
a'- Kovaryant sekli:
P =(P P1,P P3) = ('E’Px’Py’Pz>
b'- Kontravaryant sekli:

1 52 53

Mo (p0 .
P'= (P%,PT,PE,P7) = (ELP,,P 0P,

c'- Skaler carpim:
p2= p P¥ =(-E,P_,P ,P.).(E,P.,P ,P.) =-E%+ P?
u 3 x’ y’ Z . b} X, y’ Z
i W
PyePy =PyuePy =(-EaB R R, ) (B oPoyaPyysPy, )= <Ey Byt Py
X. P"x PH=-tE+ X.p

d - Bu gosterimde y matrislerinin antikomutatif bagintisi:
y ot vty y, =8
Seklinde verilir.

e - Keyfi dortlii-vektorin y matrisleri ile carpim:

A= i :-Y0A0+ v.A

Pu‘yu; % =-Eyo * py)
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3. Eisele'nin kulland1§1 metrik ve gdsterim ayn1 zamanda tez-
de kullanilan metrik ve gosterimdir.

Bu gosterimde metrik tensor,

1000
0100
HY 0010
00071

seklinde verilir.
c=K=1 alind1ginda uzay-zaman koordinatlari asagidaki gibi verilir.

(X,y,2,it) = (X,it)

Uzay-zaman koordinatlarinin kovaryant ve kontravaryant sekli asa-
gidaki gibidir.

a- Kovaryant sekli:

Xu: (X]’XZ’XB,Xq): (x)y92’1t)

veya
X, = (x],xz,x3,ix0)= (%s¥sZyit)

b= Kontravaryant sekli:
VISR (R S T S B .
XT ZX T(X 4X X7 ,X )= (x],xz,x3,x4)- (Xs¥2Z:1L)
c- Skaler carpim:

x2: xLxuzxﬁx“ S{Xs¥eZsT)(Xs¥2Zs1E)= ;2_t2
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Momentum vektoriiniin kovaryant ve kontravaryant sekli asagi-

daki gibi

a'-

¥

vardir.

dir.

Kovaryant sekli:

P = (PysPysP,HiE)

Kontravaryant sekli:

PPz P = (Px,Py,PZ,iE)

Skaler carpim:

P .PH= P P =(P.,P ,P.,iE)(P.,P ,P.,iE)= PL-EL
U. U' u X’ y’ Z. X’ y) Z'

Py -Py= P]UP2“=§].§2-E].E2

Xx.P =x P = X.P -tE
H H
Bu gosterimde y matrislerinin antikomutatif bagintisi:

= + :2
{Yu,Yv} L P N Guv

seklinde verilir.

Keyfi dort vektorin y matrisleri ile carpimi:

A
LNaY

K
4

- :
+
YK 1Y0A0

"
"

e
2
PIJYU P Y 1P0Y0

gosteriminden 2. gdsterimine,

0 .
X == == =
xo x4 t

bagintis1 ile gecilir.

Kovaryant ve Kontravaryant arasinda asagidaki bagintilar

H_ HV . - v
A'=g Av ’ An- gnvA
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4, Dirac Denklemi

Kullanilan gosterim,

c=H=1

(x],xz,x3,x4)= (x,y,z,it):(x,y,z,ixo)

Pozitif olasil1k yogunlugunu betimleyen m kitleli % spinli

serbest bir parcacik i¢cin Dirac Hamiltonyeni asagidaki ifade ile verilir;

HD :ZCB +(3mc2

HD=a.B +8m

Hareket denklemini yazarsak

_ 5 9y
Hpv = 1 5%
buradan,
. Y _ 1 9, 1 5 1 29
T5g° oy Taxtay 7 ayte, 7 3z + A

olur. Her iki tarafi1 i ye bolersek

i 1 3 : i
m =[- 'I(O.k —1-3—xk) - igm]

Burada k=1,2,3 dir. Her iki taraf1 g ile carparsak,

. 1 3 : 1 3 _
[=Thley 73 )0 +hy g5, W=0
k 4
ifadesi bulunur. Her iki taraf1 i ile carpipybadintilarim

kullanirsak,
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3 3 .
(Yk a_xk Yy g;(q—*m)lb—o

ifadesi elde edilir. u=1,2,3,4 alinarak Dirac denkleminin
kovaryant formu asagidaki gibi elde edilir.

Dirac Hamiltonyeni asagidaki gibidir.

‘QJ

i 2 .
Mo =valv 3 *m) = T 3¢



EK.B- DORT BOYUTLU FEYNMAN INTEGRALLERININ VE BULOM III'DEKI
INTEGRALLERIN HESABI

1. Dort Boyutlu Feynman integrallerinin Hesab1:

S- matrisi elemanlarinin hesaplanmasinda 1raksak integraller-
le karsilasilir. Bu integrallerin ¢Ozlmi i¢in en uyqun yontem
Feynman tarafindan gelistirilmistir. Cesitli Feynman diyagramlari-
na karsilik gelen biylikliklerin hesaplanmasinda asagida verilen
integral formuyla karsilasiriz.

4
1 ., F(p)d'P (1)

a]az...an

Burada a; ler P'ye gore ikinci dereceden ve F(p) ise P' ye gore
n'inci dereceden bir polinomdur. Feynman (1) esitligini bilinen
bir integral formuna doniistirmek i¢in, asagidaki yardimci skaler

degiskenler iceren bagintiy1 kullanmistir.

1 X X
1 = (n-1)! s dx] I]dxz... fn~2 dxn_]
a18,...a 0 0 0
"[a;x__+a, (X —x] )+...+a (T-x )17 (2}
1%n-1""2"n-2 “n-1/""""""n 1

Burada X; skaler parametrelerdir.

n=2 ic¢in
1 dx]
N, = F

) [a]x]+a2(]-x]) ]2

a]x]+a2(1-x])=t donusimi kullanildiginda,
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a,-a
N] =f dt 5 = 1.2 = 1 (3)
(a]-az)t a-a; 243, 3,2,
bulunur.
n=3 i¢in

1 X )
N2 =2! dx] I dx2 .
0 0 [a]x2+a2(x]-x2)+a3(1-x])J

3

a]x2+a2(x]—x2)+a3(1-x]) =t donlsimi kullanildiginda,

1 dx 1 dx
_ 1 ]
N2- { f "2 = f
3,73y 0 [ayxq+ag(1-x,)] 0 [a2x1+a3(1-x?]

>}

bulunur.

ty= a]x1+a3(1-x]) ve t,= a2x]+a3(1—x]) donUsUmleri kulla-
nilirsa,

1 Xy dx2 1

Np= 20 7 dxy /' - 3° (4)
0 0 La]xgagx]-x2)+a3(1-x])J a13,34

ifadesi elde edilir.
n=4 i¢in
B o ot e R ]
3 =3. S dxy S dx2 / dx3 )

0 0 0 [a)x3+3,(XyX5)+a5(x;=xg)+as (1-x,)]

ifadesinde a]x3+a2(x2-x3)+a3(x]-x2)+a4(1-x]) donustmi kullanilir-
Sa,
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1 X dx
Ny= =  dxy (1] : T -
a;-a, o 0 [a]x2+a3(x]-x2)+a4(1-x])]
X dx
7 2

}
3
0 [a2x2+a3(x1-x2)+a4(1-x])]
olur.

Yeni donisimler uygulayarak,

1 X X dx
Ny =30 7 dx £ldx, 2 2 7
0 ) 0 [a]x3+a2(x2-x3)+a3(x]-x2)+a4(1-x])]
1
R (5)
a]a2a3a4

ifadesi elde edilir.

(2) esitligini(1) de yerine yazarsak,

4
F(P)d'P
J(x],xz,...xn_])=f-——L~l—?———

1 (6)
[(P-a)"+]
elde edilir. Burada a ve 2 XpaXpseeas X parametrelerine bagli-
dir. 0 halde (1) esitligi,
o X0-2
[ =(n=1). édx]é dxz... é dxn_]d(x],xz,...,xn_]) (7)

olur.
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Simdi (6) daki integrali hesaplayalim. 11k olarak integralin
yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda p-a-»P donlisimu yapila-
bilir. Bu donisim yapildiktan sonra (6) ifadesi,

4

k=,HEE (8)

(P7+2)

olur. Bu skaler integralin cGzimiu i¢cin bazy olasi1 sinirlamalar ya-
pilmstir. Eder f(p) = Puf(pz) ise simetrik integrasyondan K=0,
eger f(p) = Pqufz(pZ) ise

2 2 2, .4
. P P (P o - 2][6 ) PEF,(PT)d P (9)
(PPen)" W (plag)n

olur.

Simdi (8) deki integralin nasil hesaplanacagini gosterece-
giz. Sekil-4 de gosterilen C cevre edrisi boyunca P0 lizerinden
integralin hesaplanmasi i¢in egri % kadar dondirilir. Dondirilen
egri Sekil-5 de gosterilmistir. Bu durumda P yerine 1P ve P2
P2 P2 de P' +P'2 olur. Bu donustum ile Uslu P' —duz]em1ne gecilmis
o]ur

iP i(iP})

PO-DUzlemi Pé -Diiz1emi
Sekil -4 Sekil -5



yalim.
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Burada,

p =(P,1P0)

2_ a2 2
P"= PO-P
P,- iP; donisiimi yap11diginda (9)
P'= (B',1iP)) =(P',-P!)

12_ g1l pil - 3ap
e P +P" ve dP = idP

olur.

$imdi oklidyen (Euclidean) P-uzaydaki hacim elemanini hesapla-

n-boyutlu Uklidyen uzayin koordinatlari asagida verilmistir.
Xy = rS1ne].Slnez...51nen_251n6n_]
X = rS1ne].S1n62...51nen_2Cosen_]

R, = rSine].Sinoz...Cosen_2 (10)

X = rsine].Sinez...S1nen_m.Cosen_m+]

%, = rCos%
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Burada r, 0,1 Ve o, asagidaki degerler arasindadir.

PE [0,)

6,1 EL0,2) (11)

ekE[Oaﬂ)
O<k<n-1

Uklidyen uzayin koordinatlarini n=2, n=3 ve n=4 i¢in yazalim.

n=2 ig¢in
X1 = rSine
Xo= rCose

Bu koordinatlar iki boyutlu polar koordinatlarini verir.
X =Y
Xp=X

alinirsa

x=r Cose
y=r Sino
olur.

n=3 i¢in
Xy rS1nu]b'|nu2
x2: rSine]Cose2

X4= rCose]
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Burada X)=Xs Xo7Y, Xg=Z Ve elzw, 6,=0 alinirsa i¢ boyutlu kiiresel

koordinatlari buluruz.

x=rSiny Sin 8
y=rSiny Cos 6

z=rCosy

n=4 ic¢in

X| = rSine]SinSZSine3

Xo = rSine]Sin92C0563

x3= rS1ne]Coss2

x4= rCos 1

Uklidyen uzaya gegcmemizi saglayan jakopyen

J(”): BXq5 v e 53X
a(en_],...,o1,r)
N Sinen_2

ifadesiyle verilir.

Simdi dort boyutlu Jakopyeni

J(4)_ 3X] ,3)(2,3)(3,3)(4

a(e3,92,e],r)

='r”'151n”'5151n”'8

hesaplayalim:

9

ax] Dx] Bx] ax]
ar 36 1 98, 363
3x2 ax2 sz sz
or JO] 302 003
9X3  OXg 9X3  9Xq
ar ae] 362 363
OXg 9%y 90Xy 9%y
ar 80] 362 063

.Sinn-m—%m;..




Buradan,

elde edilir. Dort boyutlu hacim eleman1 ise asagidaki gibidir.

J(4) =r3Sin6251n261
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4 © 3 T T ? 2n
Jd'x =/ ridr fSinezdez / Sin e]de] [ d
0 0 0 0
Buradan,
-] ™ ™
ff(xz)d4x :fr3f(r2)dr J Sinezde2 J Sin
0 0 0
2m ©
rdog=2n® £ £(rf)ridr
o 0

0

2

3

e]def

ifadesi elde edilir. Momentum uzayina ge¢ildiginde

r£(P2)d% =242 1q3(q

0

elde edilir. Boylece,

d*p = 202¢34g

bulunur.

ve

Burada,

Py = qSine]Sin6251n63
P2 =qS1'n0]S1'n92Coso3
P3= qSine]Cose2

P4'=quse]

2

)dq

(15)

(16)
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0s61sn

0562<w
0563$ 2
0<qg =
2 32 o2
q"= PP,
ifadeleri kullanildr.

Simdi integralimize donelim. C integral yolunun % kadar don-
dirilmesi ile alis11ms ©klidyen (Euclidean) metrik P-uzayina ge-
¢ilmis olur. Bu uzayda uzunlugun karesi reel dordiincu koordinat
ile biitiin dort koordinatin karelerinin toplamina esittir. Boylece,

4 4

4 - id 2

P! = idP'dP_ = 24°iq>dg (19)

elde edilir.

Burada d*p', P, Uzerinden integral yolunun 7 kadar dondu-
rilmesinden sonra P-uzayindaki hacim elemanidir. P'=P ve
q-= /6'2+P52 dir. Boylece dort boyutlu integrali bir boyuta indir-
gemis oluruz.

2, 4 12

rf(PE)d P =i s £(P2)d"

2 2

)d* P = 20%i ;1 q°daf(q?)
0

z=q2 donusumint yaparsak,

r£(P2)d% = in?  2f(2)dz (20)

0

ifadesi bulunmus olur.
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a- Logaritmik 1raksak integraller:

Asagida verilen integral logaritmik 1raksak bir integraldir.

dtp

(21)
O [ (p-k)%+al)?

ilk olarak asagidaki bagintiy1r kanitlayalim:

(22)

1
2w n(a-g)dz
o i 0

[ («=8)z +8 J”+]

Burada (a-B)z +g=u donisimi yapi1ldiginda,

1
= [ n(a-8)
0

dz= -n /S
[(a-8)z + g1

ifadesi elde edilir.

Yukarida verilen logaritmik 1raksak integrale dénelim:

4 4 4

d*p a*p d*p
LE ‘s - (23)
N N O PSR 3y

Bu ifadeye (22) bagintis1 uygulandiginda asagidaki ifade
elde edilir.

4 ] 2

o dY 4 -2(k%-2pk)
I =r + 7 d% s dz (24)
0 7" (2122 o [P°+a’+(k%-2pk)z13

tkinci integral yakinsak oldugundan Pﬂ>P;-kuz donlisumi yapilabi-
Tir. Boylece ikinci integral asagidaki gibi olur.
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1,2 1 2 4
-2sd'p ; Sk 52pk)dz == fidz et e)EPN 4P

o [Po+as(k-2pk)z13 o [PZraleklz(1-2)13

Simetrik integrasyon kosulundan

1 2 1 2 4
2 dp . (E-2pkydz L kE(1-22)d% (25)

o [Po+a%+(K-2pk)z1° o [P%+al+kz(1-2)13

ifadesi bulunur. d4P Uzerinden yakinsak integral alind1ginda,

1
1 2 2
4 (k™-2pk)dz __ :2 . k"(1-2z)dz
-2/d'P s == [ ey —— =
o [P +a2+(k2~2pk)z]3 0 a+k“z(1-z)
1
= inlan [a%+k%2(1-2)] |= -inPenal+inlenals 0 (26)
0

ifadesi bulunur. Boylece asagidaki integral bulunmus olur.

dtp _ atp (27)
[(P-k)%+a®1° (PEea®)®

1=

Yukarida gosterildigi gibi logaritmik 1raksak integrallerde
p-k-p donlsimi yapilabilir.
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b- Lineer Iraksak Integraller.

Lineer 1raksak integraller,

pd*p
[(P-k)+

I.=
1 32]2

ifadesiyle verilir. Bu integrali

4
- (PHK)d P
I,=/ * 5 28
17 P2y (28)

ve

S,z ks ——gffy—-+IPd4P( ] SO . (29)
] (PT+a") [(p—k)2+a2]?7 (P2+a2)2

seklinde yazabiliriz. Asagidaki esitlik kullanilarak

1 1 n(a-g)dz
a" g 0 [(a-g)z+d

n+

51 ifadesinin ikinci kismi,

1 2
227 p d4P f ék 52pk%dz ’
o [P%a% (k™-2pk)z]

olur. Bu integral logaritmik 1raksak oldugundan P= p+kz donisii-
muni yapabiliriz. Bu donlsim yapildiginda,

a1 (P-2pk)dz
=2/P dP s 7y

o [P™+a"+(k“-2pk)z]

3= -2/ (PHHz)d P

g LK;(]EZZ%-Zpkldz
o [P™+a"+k z(]—z)l3

ifadesi elde edilir. Simetrik integrasyon kosulundan



~§2=

1 T 2
4 rp d4P ; g.kgz ; : -2szd4P s k2(]§22%dz a
o [P™+a™+k“z(1-z)] o [P™+a™+k“z(1-2)]
ifadesi elde edilir.
Py=p
1 2
kukv_ x auvk
esitlikleri kullanildiginda
1 2 1 2
-2spd'p p JRSZOKNAZ gty Pl -
o (P™+a™+(k"-2pk)z) o [P™+a™+k"z(1-2)]
1 2
2K rddp ; KTz(1-22)dz )

0 LP2+62+£22(1—2)J3

ifadesi bulunur.

Bu integrali (29) bagintisinda yerine yazdigimizda,

4 ] 2
d'P o k“z(1-2z)dz
S1 = KS———7 - 2sdP [ +
! (P™+a") 0 [P2:§2+k22(1-z)]3
1 2
4 P~dz

o [P™+a"+k"z(1-2)]

ifadesini buluruz. tkinci integrali hesaplamak igin

ve

k> (1-22)dz s
e 1T

[P™+a“+k
dontsiimlerini kullanirsak,
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1,2 4
4 k“z(1-2z)dz = d'pP
~2ksdP s K -
o [PPra®iP2(1-2)1% 7 (pZ14%)2
oy oL
0 [P+a2+k22(1~2)]2

ifadesi bulunur. Bu ifadeyi (30) da yerine yazarsak,

b —a®k%2 (1-2)

-3 Id P J
I o[P2+a2+k2 2(1=2)]

T dz
ifadesi elde edilir. Bu ifadeden,

e i
1

5:'———-k
1 2

bulunur. Bulunan S] degerini (28) de yerine yazilirsa,

. 2

d P T
- K 31
nalb (31)

;b ((P4K)

[Pk al? (P2+a

ifadesi bulunur. Simetrik intearasyon kosulundan,

4 4 2
Pd'P
/ = §f K (32
[(P-k)2+a2]2 (P +a2fr 2 )

ifadesi bulunur. Gosterildigi gibi lineer 1raksak bir integral S
katkis1 ile logaritmik integrale ddnusiir.

1
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c- Simetrik Integraller

Simetrik integraller Feynman integrallerinin hesaplanmasin-
da Onemli rol oynar. Asagidaki integraller simetrik integraller-
dir.

2. 4
[P P PLF(PT)EP = 0

S P f (P?)d* = 0

vektordir. Fakat denklemin sad tarafini dortli vektor yapacak s1-
firdan baska bir ifade yoktur.
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2. Bolum III'deki Integrallerin Hesaby

Asagidaki integrali hesaplayalim:

1 Pp.P d*P
K (k,2) =4k J dz (34)
o Ko o (PP-2pkzti)’

Heriki tarafin & ye gore tlrevini alirsak,

3K (k,2) ] pppdip
il z= Y2k Az & ; Ll T
3% "o (P“-2pkz+t)

ifadesini elde ederiz.

P+P+kz donlsimini yaptigimizda KOT(k,2)+ K&T(k',l) olur.

| | 4
aKOT (k',2) 1 (P +k z (PT+sz)(Pu+kuz)d P

)
= =12k J dz f—n9
"o (P2+2-k222)4

9L

Simetrik integrasyon kosulu kullanildiginda,

2K 1 PP k+PPk+PP k 4
s =-12% s zdz J e g 2“ L 2°2T4“ d'p -
"o (P42 - k“2°)
] 4
3 d'p
12k 5 z°k k k S

ifadesi elde edilir. Adim adim ara islemleri yapalim:

1 2 4

L —P—_’zdp“ E
o 3k, é 2dz(s k +6 Kk to k) f(P2+JL-k 22\

1k k 234z
B T f Bl
o (e-k"z%)
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Burada,
kKk=Xs Kk
g T 4 gT
ve
z-k222= u

donusumid kullanildiginda,

9 2] p24*p

3K
— == k= J zdz s
o 0 ] P2y

. 2
S S (i) enee1e L)
2_

ifadesi bulunur.

Yukaridaki ifadeyi t¢ lizerinden inteqre edersek,

oK' 2

i

2
m

3
fr de= 2 6ork

Lde 2de
- IZTEZ - 22ne+e '“*f;f;?]

3
= (o)
2 "ot o

Ll 2
. ’K"Sox[g'2n<2 k™)-2enge]

2 1 1
= g-dOTkz jﬂz[E? (ILnL2 - %) | - 7
0 0

5° . . 2
ol 60TLz.zn(z-k )-2.2ng]

1
éZde Vi 23'

1
K2 J zdz Linz(anz-nn(x-kzzz)

zan(

2
7 grga en(e-k™)-

3
EJ

2-k?2%) dz]-
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—

3 2 2 3 2.2 im
K'= 8 k in"[enl™ = % - 5 zen (e-k"27)dz - s
T 2 5 g ot
(wzn(z-kz)—%znz)
3 2. 2. .2 3 1 B - - . )
K'= 7 60Tk ir-[enL 74—;;7 ((2-k")an(e-k")=(2-k™)+e-2.ene]
L 8 [z.zn(z—kz)-bznzl

2 inzéolkz(wan- 3)*'3 1n260I[(Y-k2)Vn(Q-kz)-(Y-k2)+Q-WVnV|-

-i%— 50T[2.2n (2—k2)-2.2n2]
2 2 9. . W= . 3 gl 2, 3, .2\ 3
K'= in kok (32nL™- 2) "z“'GOT[z (e-k™)an(e-k™)- Zv(z-k )+ i
2
2—& an]-fl%— § [2.ene-g.en(e- k2)] (35)
ifadesi bulunur. Burada,
Ay=-in Lo+
alinirsa ve (35) bagintisina asagidaki ifade eklenirse,
2
8 —1— (L =4anL + 22.4n8+2] -

. 2
J'=s K'+5OT l%— (L2-422nL+ 204Nn040 )

ifadesi elde edilir.

J' ifadesi asagidaki aibi olur.
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. 2

J.:GUT J_&T_{ L2 3 2

-42‘2nL+22.2n2+2+7 (2-k )zn(z—kz)- % (JL-k2 J

)+ Vi

2 9 2

3 2 :
-7 L.ene+eent=2.an(e=-k")} -in kOkT( 7 =3unL”)

'inz L2 2 1 2 k2

B ‘ L L=k 2
By 7 | ~ -%.enL MR U e e 1) (2-k™)

2
+ o (eeken (e-k®)- 2K 1 (i 3 0= 5 an (1-k?)-

2

- inlk k (3 - 3enL?)
e . 3 4. 2 2. 3, 2 2 5. L%3
=8 .7 U g (2-k7)an(e-k")- I(Q-k J+e(=en L™+ 1 )+-?+24.vnv-
- 5 an(e=k?) ) ~inlk k(3 - 3enL?)
=5, 10— { (1-kZ)an (2-k?) - 7 (1-k%)an(2-k%)-(2-k?)+ T (akf)*

. 2
1; .L 3 L é 2 2
7))t t T ant - ?.Qn(z-k )} - ]—Z— 8. K (§-3QnL )

2 2 ] 2 ¢

5 ettty e ol h - -

=8 —— {(2-k")an(2-k

2

--f’r-zn (2-k2) +.§_ mn(JL-k2

)+23I L.oane = %-zn (z-kz)} -

Wy 5.3 .7 3
- = (5 k°-3k“enL)
2

2 2
=6 T (z-kz)nn(u-kz)-(x-kz)ﬂ(AO+]Z)+£2J+k
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s 2
11§
- % z.zn(z-kz) +% pang }- —2% (?[ N % kzanZ)

. inl . P tetBre uin o Ty s .
Sz LK )an(2-k%)=(2-kE )+ a (A 2) + 5 KO

2
+l<-4 zn(z—kz)— 23[ z.zn(l-k2)+ 23I L.eng - 29[ k2 +v§ k2 QnLZ}

2 1. L2 5.2 10 2,

B
3'=s, 17 ((-k%)an(2-k?)-(2-k Ja(At ¥ o - 2 k% 10k

2
+k22nL2+ Jzkzan2 +§—2n(1-k2)+ %—R(znﬁ-ﬂn(l-kz))}
it 2 2 2 1, L% 2, 2 5
=8 . —7— {(2-k")an{e-k")-(2-k )+a(A* 5) =5 +k" (L nL"- gt1)-

2
- %—kz +%—k21nL2 +§—&n (z-kz) +§-Q(an-2n(2-k2))}

5 il 2
L {(z-kz)zn(z-kz)-(z-k2)+g(A0 +%)+k2(-AO- =)+ £?}+

2 2 k8 2. 4 2 inl 3

P %-k enL™+ =z &n (2-k™) = 3-k }+60T—?—- IZ'Qn;%;?

.
J'= & 11—~{(2-k2)zn(z-kz)-(z-k2)+2(Ao+ 7) (A - 3yt

0T2
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10
< 2 2 5+. im 2. .2
- kokr1ﬂ [an(e-k )-AO- EJ+ ——g= 60T{2k enL™ +

+—7—1n(2-k2)— l% k2 +-% g.en =2
2=k

’ (37)

Burada orjinin kaydirilmasindan dogan terime S dersek ve asa-
gr1daki gibi ifade edersek,

inl 2 2 3

~ 2, 19,2 3 L
S 7 5OT{2k enL” + S~ an(e-k") 1 k& + il ;?;7 }(38)

. &
Jr= Gorl%_ {(n-kz)zn(z-kz)-(ﬂ-kz) +e(A* %)+

2
+k2('Ao - _g)+ Ez 1S (39)

ifadesi elde edilir. J'yi asagidaki gibi tanimlarsak,

J=J'-8

i 2
B im 2 2 2 1
J= GOT———-{(l-k Jan(e=k")=(2=k")+L (A  +5)+

2

2
+k2(-AO- §)+ E? } (40)

ifadesi elde edilir.

Asagidaki integrali hesaplayalim:

4
PPdP
I3 (k,g) = p—o (41)

oT
(Pe-2pk+g )3




-7]-

ifade logaritmik 1raksak oldugu ic¢in orjini (p-k»P) dedistirebiliriz.

Boylece asagidaki ifade elde edilir.

4 4 4

(3) P.P.d'P k de P Pk d'P
J (k,2) +/ ¥
ot (P%Q k) " (Pera-k )3' ?;2:;:;273
Pk d'P
H———a—
(PT+2-k"™)

Simetrik integrasyon kosulundan,

PP d'p L k d*p
g T

(P2+z k2)3 (P2 +z-k2)3

283) (k,n) =s

alur. 11k olarak birinci intearali hesaplayalim:

4 Je

s PGPTd P _dor s P2d4P ~ 1r21' 5
2 2,3 2 "% T ot

(P™+2-k™) 4 (P™+2-k™) 4 0

q%+2-k%= t donlstimd kullanilirsa,

A & (t-£+k2)2dt

= I ot [
- 2t3

ifadesi elde edilir. Boylece,

4
A S s RN - 17 o L1 (2 < S
723 & ‘ot 3
(P™+2-k") t

8 5 2 VAN
:n2'i -—-Zl [en (qz+g-k2) + gg&.:.k_.%_. - _g_g_zk_L2__2_ ]

q +e-k 2(q +2-k")

(q2+Q kz)3

L
l

0

(42)

(44)



=] 3

2. 2 2,2
_ % 2.2 2, . 2(2-k°) (2-k°) ]
= 8 {an(L™2-k")-an(e-k") + > - 2- + - }
o L%+g-k2 2(L%+2-k%)? 2
P0P1d4P i Cor L2 3 Z-kz
I B ' Len = tan (14 ) +
e R B I
L2200k (ekB)?

ffﬂglf—f?—g— = inl - - (n —EEZ - 3) (45)
(P™+2-k") L=k

(43) ifadesinin ikinci integralini hesaplayalim:

4

k k d'P L3
Pz amfikk s S
(P2+2-k2)3 0 (q°+e-k"7)

q2+2-k2= t donlsimu yapilirsa,

.7 -
f—_2~_——?_§' - kokT ! 3 dt
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ifadesi elde edilir. Burada,

k k

f—2—2—3-° L d
(P™+2-k")

2. k k

4, _ ni ot 2, .
P——2'— —;—k—z"'ﬂ"kok_r

1 4

] 4 )
Y

[ n _ _%_
4 n 2 L
2L(]+[?—)

L'nin oldukca biiylik degeri i¢in,

k k

f—2———2—3—° 2 d
(P +2-k™)

4 1r21

k.
P = =5 —0—5 (46)
0=k
ifadesi bulunur.

Simdi (45) ve (46), (43) ifadesinde yerine yazildiginda ara-
nan integral,



. £ 2 2. kk
3) im L 3 i ot
I3 ()= Lty -3l o
ot 4 OT ke 2T
bulunur. $imdi,
32 (k) = ﬁ—7;lifE:—7
o (PS-2pk+2)

integralini hesaplayalim:

p dtp

g

1
U =57
o & T2 okpta)

ifadesi verildiginde,

pp dip 3U
f T - g

(P2-2pk+1)3 ako

olur. Simdi (50) ifadesini k¢ Uzerinden integre edelim.

L IEEE dk =1 f{lzid (en - )+"21 Eﬂi%} dk
T akT ag T aT 2-k2 2- Q,-k T
== "21 s f[zn(z-k2)+ ] +A_ 1dk+ “21 LS k°kT dk
- T ¥ OT ? 0 T 2 T E_kZ T
2

Burada AO= -¢nL™ +1 dir. Bu ifadeden,

1 2. i
Uy =g ik, (e = - 5) + Sk

(47)

(49)



s

p_d*p & o
J———— = n ik, (an -=) (51)
(PE-2pk+1) . ke 2

elde edilir. Ayn1 integral p-k-+P Gtelemesiyle hesaplandiginda

'|1|2
—_— ko ek katki alir.

2



EK.C- 1z Teoremleri ve Bolium II deki fzlerin Hesabi

1- 1z teoremleri

y'lerin siradedismez (antikomutatif) bagintisi.

f g:: K/“B‘v +~6‘v€~4 =
/u =V i¢in

T

/«;é\) icin

Tl = S

a- Tek sayi111 y matrislerin izi sifirdir. n tek say1 ic¢in

(.%(ﬁv--dw) = i%(¢4 ,\T,-Ts> = U“id‘ dv\“‘s‘)
j%(ﬂr“ﬂn) = (—On "2(%---?‘43";@) =0

Burada I2AB = [2BA e U/LT‘S- +K‘g‘6}4 =0  esitlikleri
kullanild1.

b- dort boyutlu birim matrisin izi 4 dir.
('21 = 4
e ff =L le(df + pA)= L 2(gp+2ba—g¥)= 4ab



e i

Burada #P = 20b — &  ifadesi kullamildi.
c- ¢ift say11l1 vy matrislerinin izi asagida verilmistir,

n ¢ift say1r i¢in
i2 (B Ga) = 00Ol (Phy... @a) = 0. Qg l2 (e Gy @Ka) +

4+ .-+ Q4.0n "4(¢1 ¢A—I>

Bu badintinin 6zel bir durumu icin,
l2 (G g s Q(v) = §(0,0204-0y + 0,040Q,:0y ~ Q;-0y 01-&,)

ifadesini kanitlayalim:

i% (d,‘dzdg@;’) = 20,-Q, f'%(¢3¢q)-— (?( ¢'z¢4¢1¢\13 = 20,0,
; 'Q(G;Qq) — 20404 tq'~‘(¢z A + 2 (¢1¢3¢A¢{w>=

= 20,.00 12(fs04) — 20,05 12 (G fly) + 20,04

. f%(mdg\ - i%(%%%%) =

= 8(04.0103-0&‘ + &4-Qq 01'03-— 04-03 Qz'oq)——

_ la (ﬁ4¢7¢3¢v>

2i2(ﬁ4¢2¢3¢\/) - 8(04‘02 Oz.Qy + Q04 Q2-03 — 04-0301-Qq>
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’%(%ﬁ?diq‘i) = 4(0-8: 0.0y + 00y 0205 _ Q,.04 Q'z-a‘f)

Burada dﬁ_*_%%: 20b ve |'Q ﬁ% e L’O!b
kullanildr.
f%)}CPV:: L’§f4v

2- Bolum III deki izlerin hesab

2§ G (=) W (1P~ ) Yo (i o) e (A= ) [ =
= R MARFOIET — G 1 f 0T AT e _
— A ICGP _ oY IO AR S
_ mw‘/mvm/v,;f + oA ] =

= T+ TG+ G +Cy+ T+ T + T3+ 2y

Burada,

Z.= le (YR ngny)
R L TA NS
T "Q(fmlf}ﬁ/ LIUYALY
Ty = I A I OO )

Cs = Ll-wve.ﬁbTL;iwa;fT}')
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Z¢ = 2 (—N\LX/\.AY\V Y'Y‘ﬂ‘ryf)
T b (LG AP

Zg — I'Z- (Mq Y‘/«AY‘VT’)\X})

dir.

Simdi bu terimleri hesaplayalim.

Tr= [ (QITPRPNT) = Suchele (WIS ) —
— S (2 (PPRITS) + S Pple (U TVP) —
— Sal2(JRIVES) 1+ Grle R ESONS) —
~ S NG aNaNIAM %Pgie(}/’n}/n;"wf} -

- f}«{s\,ﬂ%fq(Y‘,f’T}/)__S\,)‘l'q(}’yﬁ‘,.}f)_; SvrPol2(JRYF) _
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o R(POR) 4 SaRle (PRI S S Rebylz(0FTf) -
— San (PP ) S PP 12 FOG) = e el 8PP ) 4
+ Sus R Ps 12 (U] 4 Bul S el (%) - snPul2 (Y070 ) 4
+ b PR (BBWS) — s Rei2(B0SF) 1 s RA(OPE)] -
_ 8o 8P (PP ) = SpRBila( 0 F0S) + SRR (OF0F)
— Sue Pl WIIP) + SusheRi2(RAPE)] 4 B S Raie(0F) -
— Sp R R(TGF) 1 Solde(RPRS) - Sahle(v 0P
+ SusRebsla (PN = S s uie(PBIF) - 5o Pabaiz (B AP,
+ Salud2(WPIP )= Sunbubal2(FGF) + seslulsiz(e oS )] +
o ol Sl (B0 - s RB(ABIT) + 5o e (0 fP0) -
— S PPrla(VAREL) 1 SucPulo( W, P00/ )J
s f}{ Sup B b Snc Pr Secs + Sishs Sowfo — SneSesPols) —

— 48 ( SprPoPeSesh + Sos BPiSacPr — Spr Psusfrlh) +

-+ LISVB‘P"( SaxfpérsFs + Sps PPP;SM. - SMP,;&:PQ —
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~ Suclt( 51 PoSes Pofe 4 Sps RRSrPe — Sarfolesishs) +

050 B (Sp S By + Sprfoban P — Spw BpPrne )| —
/w[ Sup Pl Y Sx0PoSes P 4+ 516 PsdocPe — Sn SeePofe) —

— Sy ( SprPaPrSesh + SpsPuh Socfh — SpcPoSes i) +

+ S RePg l}(pr BSasPs + SpsfsfiSaa — SprP?SMPS) —

— Sy (S PaSrgPols o SpsPBEwPe — SpefPeluf) ¢

+ S PR L (SpaPSarPe + SpclabiePr — Spp P,,P,.SM):] +

+ f}«[&w Pulf( SxoPobesls + ExshiSscPr— SacSus Pols) —

— Sax p“l‘i(gvv PrSes B + SvsPsSpePn — SusSus Prbe) +

+ S«r%%Q(vagrgf’s + Susfy i — Sueaih) —

— Boe Bl { 8xSpgPef + SusPifaePn — SupPrSachs) 4

+- S“P‘,(PSL,(SV)‘SNPT + SuedanPe — &y pvg?«rﬂ —

_ %[swﬂ,q(spv FaPeSos By + S8 PshiSec Pr — SNPPSNP,PS)_

— gxfs P«B'AL{( g\m pi‘ SGSPS = Svspbgnrpr = SVq'ST‘S P'G‘PS) +



4

+

R

Soan PuPott (8upPaesh + SucPsSpefa — SurSosPubs) —
Sour P 4 (Sup FoBes PoR 4 Sus RS aeRile — SupPrbuif) 1
8us BB y( Sus Pa S P + SueSprPaPr — SumaSacfs 3] +
Bl Seoelt( SpaPotiesh + Suslihiie — Spo Ppuchk) —
gv\pPo(le[( Snbesls + SusPefae — SwrSASP&>+

Soon P U ( SupfpbasPs + SushSpch — Sue Spafhi) —

S P Sup PoSas B+ SusPsSpah — SSpsPiPs) +

Sus PR Bup e + SueS e — S Spefp)] -

Sue] Suo Ry ( SpaPaSusPoh + 8BRS Pr — S PilesnR) —
Bp By ( SnSis ReR + SusPsapPe — SunPrby R+
5P SvpPabs Pl + SusPiSanfsR — SunPrbpnfify) —
SurePr(BupPadisly + SusPsbpnPs — SwaSpsPefi ) 4

Sus BBy G BuplisSan B + SusPesinfy — SunBpePuPe)] 4

S/AsPs[ quP«L}( SPAPFSW-PU‘ “+ 5p\rP,?:XN‘P'l‘ - SPvPPPT‘S)‘T)——
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— SphPg( SaGie P 4 Swrsaefe — BuePriar) 4

+ SeaPuly ( SupPeSucPe 4 SueSanBpfe — SurPrSacfy)

— BunluPrt(SupPpiar + SucSpafp — Sunbart) 4

+ Boo Rt ( SupPpburPe 4+ SucPrsplp — SaSuel, »@)}

Ci= B 4R(BR + Ak = Poac) = 48 ( PRyses 4 PR

. sz’PSF‘,) + 4P PP o Piar — RPN — 4suc( PR PR

— PP) 4+ 4R( PP + BB — Plsw)] _ g/w[qp‘( RP + AR —

_PS) — 4P ( PR+ PP — P'R) & 4P PBr + P'Sae — BrRY) _
— 4Pl PP PR PR 4P PuPr o+ PPy — P +

+ Dl 4P( P 4 AR —P'Sac) = OP(PR o RB - PPsyg) 4
+ 4P PeSuy 4+ R&ie —Pasue) — 4P Psun + PP P\'P%)+
+ 4P(PeSan + Pubue - Riag)] - Sl 4R Phe 1 PR —PR)
— 4P PP ¢ PR = PSye) 1 4P (PP 4 PP — Foye)

— 4R (PP PR — PR) o PP 4 Pl —PoR)] &
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RL4PE PR Pie = FePa) — 4P (BeSn 4 Pufae— Pasur) +
© 4P PP PP Piue) — 4R(PPr s PPy — P'sin) 4
4 4P (PuSac + Prbor — P.;TSV))] _ 3/«{41%( PR PR _PR)_
— 4P (Psin + PR-RR) 1 4n (PR + PR —PR) _
— yP (B B P'S) 4P (P Pr P |
+ B[ PP 4 PR — P8 ) — 4P PrSun + Prtue — Pubioe) 4
+ 4P + Poue —RR) — 4P Pulac + Palur — Prfin) +
+ 4he( b PP PS))
Co= P 8BPAPe — 4P S — 8P P Sun 4 4P R Bun + 4PuPAPr—
— PR 4 YP PSa — 4P PSue 4R AP + GRAP,
— UPPSag) — S BPPAR- — 4(P) Sxe — P PaPr - 4PPP- +
4 4(P) Sar — YPRR — 4P PePr g 4P PAR- qP1P¢PA_q(P‘)ISAr>
+ Ba( BRPARe — 4P"RSae — BARR- + 4P P + 4P ReSun +

—— LIPIP\;S)\( — L{ Plp)\S\)r — L’PLPQ‘SV}\ —_ L}Brpvp)\ + L’Pq-pvp)\ +-
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+ YPPeSun + 4PPASur — quPuSW) - s#x( 4P PP — 8P PR 4

b 4 (P Sue + 8PP y(PTSue — 4P BP + 4(P) Sus) 4

+ Pal 4Pl gPPuSae — 4 PRPr — 4P PeSun — P RSx4

+ 4P PaSuc 4 SPADLPr — 4P PaSur — BPeRLP 4 P P Sun 4

+ 4P R + 4P RS — UPPS) - e (4PRA 4 P Sun +

v UPPAR, — BPRP ¢ (P T 4+ BP PP — (P S0 ) 4

+ Pa( 4PPR - R — PREn — 4PPaSue 4P PuSrrt

4 4P RS — 4P PSS — YPPASw + 4P Pr Sun + 8RPAP —

— 4P RS)

Ti= Pu(46 PPaR- - 4P Son — 4P RS — 4P PuSar ) —
— S (42 PPARe — 4P - PR & P (BRI — B PR
— 4P P + 4P Pabue + 4P PeS) = G 4P PR 4 P s —
— 4P RR) & Pa( 4R PP — YRR L BRRR + 4R S

+ L‘Pzp,\gv'— — l—quergv%) _ S/;A\J(L[P PVPA -+ L’P“P)\pr == L{Pligvr)—}-
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+ D(aPPE + YRR o BRAB - 4P RS _ PRy
= qplpu(o-)\()

C,q = /‘%P\;P}‘P‘r 4 8,}4pvp)\p¢ = gp/np;\P\,Pq- - /—}o,v\PV P)\Pq— -

— L/aﬂPvPGPA -+ e‘/)wpzxpvpr— 8P/’\P0'PVPA -+ /—f'}«p\lpqu- J=

+ UPaPole Py 4 AL N L,P"%\,g,‘rﬂ qp‘ig,/u\ Svr +
+ 4P S Sr = 4P PP 4P RSy P P uPasue —

-— L[P‘laapvg)«r — 12 Plp)\pq-g/u\u -4~ L/P’lpq-PAS/“V — qpignpu er—*-

5

+ 4P 6"?'\8\”- + qup/dpr&vk + L,P1 Pcrva/u)« + L{PIB“PUSM‘ +

o+ qPﬂ},, o ¥ T qplempergvx —_ L]plpvpl'{yw - qup;‘P\,S/M_._

— 4P FabeSun — 4P PuPASw — 4 P PR Sy

32&42)",\?, ~+ pr‘f( S/A\)SM‘ + S/urgv)" S/AXSV() =

— 8P hlrSun — &PPaPuSac — 4P RS _ 4P PR S

T —

— PP Sr + 4P PP S — AL P PR Sk 4 PRPAS,,



— ddmlgw\g"‘!jﬁ - 'a‘dwig)ngvéb £ ”‘ded"SVé)h]zw—
= [(Yf\sdd,dd,.g — dydnggong 3+ yvdgmiomg Y Iy o

- (ngdpmy deg — dygdngmgamy oy oy )hYV/S =
— (#reY3 — N3RS By awg )hf,ld dm/3 .

__(dd)dsvf\g — 4dd3-“\3 “+ .WS dd{)(\s )h)ed‘p 3] zw_

Il

:[(\(\,\ln&)d)l).ov/g + (4 h) ok — (A )z o s +
.|-(odu//)&!m/g (»&Y&/{A\X)lepdm/ﬂw, "
=(ARgwGN ) 2= = Cal fuf )2 =72
—
("R 2y + Yy +
+ gyl + gy ) gp = (2rsvh — Yg e

+‘W3'“/3);,df7 *"’d"d“d"/d%? — (/Jlx/\(\&/hl}-lvﬁ.)%" .—_PQ_

929 Ao0g

_[8_



[("’&.ﬁszﬁk A% o +
P (g s+ (faed)n -
— (SR e R |- = (L9002 w— =ho
[( g 1 s+
o~ (o + (dudy s -
— (Cade )2k |- = (wuwvﬁ)%) o= =2
(s dtr = wlangg b + 3404k +
+ 09k b ok gyl — oy h — sesy il — vy sl +
—+ Mpryvyh + "”/S’d‘fdh + vy b — ’Ys“"szdh —Xrg Wl —
— e yyvh + Nswj“{jb]w = = (hw g ) =0
[esdymytog =i — dyshgny gty +
+ dgvdgwyregadsh o+ ongdymy dugvh A djday e dugedgh —
TGS T =y e = gmrgdih - axgmganghy

-+ dd“’dS"dY"g"V/S h + dl‘(dgvd_pwgmfgh — _wgq,d)-ddygn }7_

_88_
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Eop = _m’l'%(T‘Y’FYI',\}’U‘ I [8 \,l%(}"r‘h}?@ﬂ)~
= BB ROVBIR) o S le(RPP0) 5, ula(vpa ),
F S/Mm(i‘vﬂ\y)]
Bl = tn(mmv 7) = _m[ (Pt f)
— Splp (W) 4 Gale(np g ) Sur (I 4
+ Sehsla(n )
G= = ROMAGITF) = i [ o (W fMy)
— $l2(W Y F) 4+ S Pole(MBY ) _
— e ROOBSP) 4 s Bile (ML)
Ty = (BRI = 4 (S + Bursir - Sunbuc)
Sirce = w00 4 2 ( DWW ) =
= 326.RRR + 4P (Sufic 4 Suctin — Suaur) —
— IP(BRSe 4 R, Pl + PaleSn 4 AR Su)
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EK.D- FEYNMAN KURALLARI

1. Her bir dis elektron ¢izgisi U (p), U (p), v (-p)» v"(-p)
sipinor tiriine karsil1k gelir. Burada Ur(p) ve Ur(p) polarizasyonu
r momentumu p olan elektronun yaratilmasi veya yokedilmesine karsi-
11k gelir. Bununla birlikte ur(-p) ve Gr(-p) polarizesi r momentumu
p olan pozitronun yaratilmasi ve yokedilmesine karsilik gelir.

2. Her bir dis foton ¢izgisi i¢in ¢//2w carpani gelir. Bura-
da w fotonun frekansi ve e, de birim polarizasyon vektordir.
(¢ = eu y“) Her bir di1s foton ¢izgisini gosteren bir dis elektromog-
netik alan ig¢in A(e)(q)/(2n)4 carpani gelir.

3. p-momentumlu her bir i¢ elektron ¢izgisi i¢in =i(1/iptm)
carpani gelir.

i o Bl s i
4. k-momentumlu her bir i¢ foton ¢izgisi i¢in “La 6uv
faktori gelir.

5. Diyagramin her bir kosesi (verteks) katkisi ic¢cin &-fonksi-
yonu (gelen ve giden tum parcaciklarin momentumlarini icerecek se-
kilde) verilir.

Burada G(ZPi-sz) dir.

XPi = Giren momentum say1si

fo - Cikan momentum sayi1s1

6. Eger diyagram kapali bir lepton ilmik (loop)'yr iceriyorsa
-i/(ig+m) ve %, matrislerinin ¢arpiminin iz'i negatif bir isaret
alir. Sayet kapalir ilmik'in kdselerinin sayi1s1 tek ise S-matris
elemani sifir olur. (Furry Teoremi)

7. Ara durumlarinin dortli momentumlari lizerinden integral
alir,
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