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ÖZE T 

Kuantum elektrodinamiği renormalize bir kuram oldu~undan 
ayar değişmezliğini bozan ıraksaklıkların re0ülarize edilmeleri 

ge rekir . 

Bu ça1ışmada dördUncU mertebeden foton-foton saçılmasın-

da karşılaşılan logaritmik ıraksak ve yakınsak dört boyutlu Feynman 

inte~ralleri ile kuantum e1ektrodinamiğinin karesel ıraksak ve li
neer ıraksak integralleri de hesaplanmıştır. 



G R S 

Kuantum elektrodinamiai, elektromaônetik ve elektron- pozit 

ron alanlarının etkileşmelerini konu eder. Bu alanların kendi ara 
larında veya kendi kendileri ile etkileşmeleri saçılma matrisi 
(S - t~trisi) ile betimlenir. 

Bölüm i de yüksek mertebeden saçılma matrisini veren en ~e 

nel ifade verilmiştir . Bölüm II de dördüncü mertebeden foton-foton 

saçılmasının matris elemanı veril miştir . Bölüm III de dördüncü mer

tebeden foton - foton sacılmasında karsılasılan dört boyutlu Feynman 

integralleri hesaplanmiştir. 

Eklerde gerekli matematiksel formalizma (Metrik, Gösterim, 
Dört boyutlu Feynman inte~ralleri , lz teoremleri , Feynman kuralla 
rı) ile Bölüm II deki İzler ve Bölüm III deki Feynman intenralle
ri hesarlanmıştır. 



B ÖL Ü M 

1.1- YüKSEK ~1ERT E BEDEN SACIU1A ~·1ATR!S! 

Kuantum Elektrodinami gi , elektroma§netik ve elektron - pozitron 
alanlarının her ikisini i çeren dinamik sistemlerle ilgilenir. Bu 
sistemler H Harıiltonyen fonksi yonu ile karakterize eclilir . 

Si stem Hamiltonyeni 

H = H + V o (1. 1 ) 

ile verilir. Burada Ho = H + H serbest alanların Hamiltonyenley e 
ri toplamıdır . V ise alanlar arasındaki etkileşwe Hamiltonyeni-
dir. 

V(t) etkileşme işlemcisinin şekli aşaqıdaki ~ibidir : 

V (t) = -fJ (x)A (x) dr 
ı.ı ı.ı 

(1 .2) 

Burada J) x) etk il eşme çıörünümünde elektron - poz itron ıJ; ve ~ 
alan işlemcileri için yazılan akım yo ğ unluk vektörUdUr . Aı.ı ise etki
leşme görünümünde elektromağnetik alanın potansiyel işlemcisidir. 

J (x) = ie HiV(x)y ljJ (x)) 
).l ı.ı 

(l ,3) 

(1 . 3) de görUldU QU oibi V(t) etkileşme işlemcisi elektronun e yükü 
ile orantılıdır. 

Etkileşme görünümünde elektrodinamiğin temel denklemi 

dcI> (t) 
- - = V( t) qı ( L) 

at 
(1 .4 ) 

ifadesi ile verilir. 
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yazılabilir . (1.11) ifadesi (1 .6) ifadesine uygulandı~ında 

t 
S(2)(t.t· )= 1- ; J V(t') .dt't( - i)2 

o t 
o 

t t' 
J J V( t ') . 

t o to 

V(t" )dt" . dt' 

ifades i bulunur . Bu islem n defa yapıldınında , 

s (n)=s( o ) t S(l) t S(2)t . . . tS(n-1)t (_i)n 

t(n-1) 
J V(t')V(t") ... V(t(n))dt(n) .. . dt' 
to 

ifadesi elde edilir . (1.8) seri acılımının n . terimi 

t tL t(n-1) 
S (t ,t ) = (- i ) n J J . .. J V ( t ' ) V ( til) .. . 

n o t t to o o 

olur. Böylece , 

(1 . 10) 

(1.11) 

(1 . 12) 

(1 . 13) 

(1.14) 

(1.15) 



u(n) = u(n - 1) + U 
n 
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bulunur . Eğer V(t') ve V(t") etkileşme potansiyelleri sıradeğişim

li ise , 

(1.16) 

ve 

(1 . 17) 

olur . Burada tı > t 2 > t 3 · ·. > tn dir. Böylece (1.14) ifadesinden 

S (t .t ) = (_i)n 
n ' o n: 

t 
J T(V(t')V(t") . .. 
to 

(1.18) 

bulunur. Bu ifade , başlangıç durumunda verilen bir dal~anın zaman

la ilerlenıesini betinıleyen tanındaki işlenıcisini Qösterir. 

Şimdi sistemin t =-00 da $~ durumundan t=oo da $ 0 durumu-
ı f 

na geçisi için olasılık ~enli9ini hesaplayalım: 

Burada , 

(1.19) 

ve 
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J (x) = ieN (~(x)y ~ (x)) 
~ ~ 

(1 . 20) 

dir . 

u (x) fonks iyonu 

U(x) =-J (x)A (x) 
~ ~ 

(1 .2 1 ) 

Şeklinde tanımlann ve (1 .20) ifadesi kullanılırs a, 

U(x) = - ieN(~(x) y ~ (x))A (x) = -ieN(~(x)~ I (x) ~ (x)) 
~ ~ t-' 

(1 .22) 

ifadesi bulunur . 

V(t) = JU(x)dr (1 .23) 

ifadesi kullanıldığında (1.18) ifadesi aşağıdaki gibi olur. 

n 
s (n)= Sn(t,to ) =( - ~) f d4 X ı '" fd4XnT(N(~(Xı)P;(X) \jJ (Xı)) '" 

n. 

S işlemcisi başlangıç durum ~ ( -oo ) daloa fonksiyonunu , son durum 
~ ( oo ) dalga fonksiyonuna dönUştUrUr . Bu işlemci saçılma matrisi 

veya S-matrisi olarak adlandırılır . 

(1 .24) ifadesinde verilen saçılma nıatrisi do~rudan F ynnıan tara
fından formUle edilen kurallar ile de yazılabilir (EK- D) . 



BÖLÜM II 

2.1 - DORDONCO MERTEBEDEN FOTON - FOTON SAÇlLMA TENSORO 

Işığın ışık tarafından saçılması özellikle kuantum elektro 
dinamiksal bir süreçtir. Elektromağnetik alanların , elektron 

pozitron alanlarının vakumu ile etkileşmesi , bu alanların kendi 

kendileriyle etkileşmesine , özellikle fotonların kendi aralarındaki 

etkileşmesine götUrUr. 

Enerjileri çift yaratmaya yetmeyen , momentumları k ı , k2 olan 

iki foton ~özönüne alalım . Bu fotonlar bir virtüel çift meydana 0e
tirebilirler . Sonra tekrar k3 ve k4 momentumlu iki fotona ayrılır

lar . Bunların momentumları baştaki k ı ve k2 momentumlu fotonların 

momentuml a rı na , 

k ı + k2 = k3 + k4 (enerji -momentum korunumu yasası) bağıntı 

sı ile bağlıdırlar. 

İşte bu süreç foton-foton saçılmasıdır. Klasik elektrodina 

mikte elektroma~netik da19alar birbirilerinden ba~ımsız yayıldık

larından ve birbirlerini karşılıklı etkilemediklerinden bu süreç 

klasik alan eşitlikleri yardımıyla hesaplanamaz. 

Foton-foton saçılması ve elektroma~netik alanlar arasındaki 
başka etkileşmeleri , alan denklemleri ile betimleyebilmemiz için 
Maxwell denklemlerinin tersine , lineer olmayan denklemleri almak 
zorundayız. 

Yetindiğimiz tedirgeme (perturpasyon) yaklaşımının en düşük 

mertebesinde elektromağnetik alanlar arasındaki etkilesme, saçılma 
matrisinin S(4) kısmı ile verilir. S(4) matrisi aşağıdaki şekilde 
verilir (Bölüm I , denklem 24) . 
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. N (\ii ( x 2 ) {lı ( x 2 ) . VJ ( X 2 ) ) . N (\ii ( x 3 ) {lı ( x 3 ) 4) ( x 3 )) . N ( LjJ ( x 4 ) {lı ( x 4 ) 

(2 .1 ) 

Bizi gerçek elektronl a rın de~ i l de sadece elektromağnetik a

l a n ların katıldıaı , Ur('çl .r ilrıil nclirdi aind n ı bu Had lcrd clr.kt~ 

ron işlemcilerinin W(x)~ (x) çarpımını bunların eşlenmeleri (kont 

ra k s iyonları) aracılığı ile veririz. Eşlenmelerin toplam sayısı al 

tı d ır . Bunlar aşağıda şematik olarak gösterilmiştir . 

Sekil - 1 

Eşlenmelerin hepsi aynı katkıyı verir . Bundan ötUrU saçılma 

matr i si ni n a ş a9ı d a ver ilen S(4) kısmı ile iıgileneceğiz . 
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(2 . 2) 

8urada yanlız 

büyüklükleri işlemcidir . Momentum uzayında bu ifade şu şekli alır. 

Burada , 

6(x) 

kullanıldığında 



.. 12-

(2 . 3) 

ifadesi elde edilir . Bu ifadede , 

ve 

\ıVAa (k ı , k2 ,k3 , k4 ) tensörü yerine tensör indislerinin ve ki 

değişkenlerinin değiş tokuşuna göre aynı andaki yerdeğiştirmeler 

için simetrik (bakışımlı) olan J jJvAa (k ı , k2 ,k3 ,k
4

) tensörünU alaca 
ğı z. Bu tensör , 

(2.5) 

ifadesi ile verilir . 

Denkleııı (2 . 4) deki TjJVAo (k ı , k2 , k3 , k4 ) yerine -1- J jJvAa (k ı ,k
2

, k3 ,k
4

) 

alınabilir . Böylece (2 . 3) denklemi aşağıdaki formu alır: 

(2.6) 
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JjJVAa (k ı ' k2, k3, k4) s imetri k tensörü dördüncü mert eb eden foton - foton 
saçılma tensörü olarak adlandırılır . Virtüel elektronların büyük 

momentum değerlerinde TjJvAa (k ı , k2 ,k3 ,k4) tensörü ıraksar . 

Bunu doğrulamak için TjJvAa (k ı , k 2 , k 3 , k 4 ) tensörü P'lerin büyük de 

ğerleri için T , (0,0,0 ,0) tensörü gibi davrandığını gözönünde jJvl\a . 
bulundurnıalıyız . [3u tensor , 

1 d4P T , (0 ,0,0 ,0) = --,., f 2 2 4 !z{y (iP -m h (iP-m).-
ıNl\a i 7T L (P +m ) jJ v 

(2 . 7) 

ifadesiyle verilir. 

Şimdi 

!z{y (iP -m) y (iP-m) y, (i P- m) y (iP-m) } 
~ v 1\ cr 

ifadesini hesaplayalım . 

2 224 -m y y Py, Py -m y y Py,y P-m y y y, Py p+m y y y,y } 
~ V 1\ a jJ v 1\ o ~ V 1\ a jJ v 1\ a 

(2 .8) 

Burada 
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T ı = ! z ( y ı/y \l y / y / ) 

2 
T 2 = !z (-m Y~ PYV?YAYO ) 

2 
T 3 = lz(-m Y Py yA Py ) 

~ v o 

2 
T4 = lz (-m Y Py YAY P) 

~ v o 

2 
T 5 = tz (-m Y Y PyAPy ) 

~ v o 

2 
T6 = tz( -m Y Y PYAY P) 

~ v o 

T 7 = lz (-m2y Y yA Py P) 
~ v o 

TB = İ z (m4 Y Y YAY ) 
)l v o 

Şimdi bu terimleri hesaplayalım (EK .C) : 

T ı = tz(y PY Py, Py ?) = 32P P P, P +4p2(0 o +0 o , - o ,o ) 
~ V /\ o ~ V /\ o ~v ,,'0 ~o v/\ ~/\ vo 

_Sp2(p P o , +P P o, -P P,o + 
~ o v/\ ~ v /\0 V /\ ~o 

+P, P o) 
/\ o ~\! 

T2 = tz( -m2y Py Py,y ) =_m2[ P İz( y Py,y )-0 İZ( PPy,y )+ 
~ v /\ o ~ V /\ o ~v /\ o 

+ P İ z ( Py y,y) -o ,tz( Py Py )+0 lz( Py Py, )] 
~ v /\ cr )l/\ v o ~o V /\ 

T 3 = !z( -m2y py y, Py ) = _m2[ p !z(y y, Py )-0 !z( Py, Py )+ 
~ v /\ o ~ V /\ o ~v /\ o 

+ 8 !z( Py ?y )- P lz(Py y, y)+8 !Z(~y y, P)J 
~v v o ~ V /\ cr ~o V /\ 
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2 2 
T 4 =l z( -m y Py y,y P) = -m [ P lz(y y,y P)-o lz(Py,y P)+ 

~ V A cr ~ V A cr ~v A cr 

+0 , ! z (py y P) -o t z (?y y, P) + P t z (py y, y )] 
~A V cr ~cr 'v A ~ V A cr 

+0 , lz(y PPy )-P lz(y Py,y )+ o lz(y Py, P) J 
~A v cr ~ V A cr ~cr V A 

2 2 
T6=lz(-m y y Py,y P)= -m [o lz(Py,y P)-P lz(y y,y P)+ 

~ V A cr ~v A cr ~ V A cr 

+ Ö , 1z( y Py P)-ö lz(y Py, P) +P lz (y Py,y )J 
~A v cr ~cr V A ~ V A cr 

2 2 
T7=lz(-m y y y, Py P) =-m [6 !z(y, Py P)-o , !z(y Py P)t 

~ V A cr ~v A o ~A V o 

+ P İZ(y y,y P)-o lz(y y, PP)+ P lz(y y, Py )J 
~ v A cr ~cr V A ~ V A cr 

T tT = 1 z (y Py Py, Py P) + 1 z ( nı \ yy, y ) = 
1 8 ~ V A cr ~ V A cr 

+8(P P o, +P P o ,t P P,o +P, P o )J 
~ V Acr ~ cr VA V A ~cr A cr ~v 
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422 4 =(4p +Bm p +4m )( 0 O, +0 o , - o ,o )+ 
~V Aa ~a VA ~A va 

(2 .9) 

+( - Bm2_Bp2)(p P o, +P P,o +P P o , +P , P o )+32 P P P, P 
~ v Aa v A ~a ~ a VA A a ~V ~ V A a 

Şimd ide T , (0 ,0 ,0 ,0) tensörünü hesaplayalım: 
~VAa 

T (O , O , O , O)=~ f fP 24 l z[y (i P-m)y ( W-nı)y , (i P- r.ı) . 
~vAa i n t: (P +m ) ~ V A 

.y (iP -m)] 
a 

Burada, 

(2.10) 

ve 

bağıntıl a rını kullanarak : 

1 4 d4P T , (0 ,0 ,0 ,0)= ~ { ~ (o 0,+0 o , -20 ,o )f 2 22+ 
~VAa i nt: ~ ~V Aa ~a VA ~A va (P +m ) 

4 
+± (o o , + o o, -2 o ,o ) f ~ P 2--r + ± (o o, + o 0,+ 

3 ~V Aa ~a VA ~A va (P +m)~ 3 ~V Aa ~a VA 

4 d4P +0 ,o )m f} 
~A va (p2+m2)4 

(2 .11) 

11 2 222 lfades i elde edilir . (P P ~= P = P - E = -m koşulunu kullandık) 
~ 

Bu ra da il k integra 1, logaritmi k ı raksaktı r . 
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Simetrik J jJVAo (k ı , k2,kr k4) tensörü için şu söylenebilir.: 
(2 . 5) ifadesinin sağ tarafındaki toplamda ortaya çıkan ıraksak in

tegraller birbirini götUrUr i J ı.ıvAo(k ı .k 2 , k 3 .k 4 ) tensörU buna raö
men TjJVAo (k1 , k2 , k3 , k4) tensörü gibi regü1arize edilmelidir . Çünkü 

k1=k 2=k 3=k4=O için TjJVAO (O,O ,O,O) ve J ı.ıVAO (O , O , O , O) tensörleri ayar 
de~işmez1iöi nedeniyle sıfır olmalıdır . Fakat J , (0,0 ,0,0) ifade-

)lVI\O 

si sıfırdan farklıdır . Ayar değişmezliğinin bu kaybı kuantum e1ekt-

rodinamiğinin ıraksak1ık1arı ile ilgilidir . 

J ı.ıVAO (k 1 , k 2 , k 3 ,k 4 ) tensörünün regülarize edilmiş değerini el

de etmek için Jı.ıvAo (k ı , k2 ,k3,k4) tensöründen kı=k~=k3=k4=O için 
olan J , (0 ,0 ,0 ,0) tensör değerini çıkartmalıyız. Bu yöntemle el

ı.ıVI\O 

de ettiğimiz reçıülarize J \,J\lAo (k ı ,k2 , k3 ,k4) tensörünü I ııvAo(kı , k2 , 

k3, k4) ile gösterelim. 

Reaü1arize S(4) matrisi aşağıdaki aibi yazılır . 

) . 

(2 .13) 
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2.2 - FOTON - FOTON SAÇILMASI 

Siıııdi dördüncü nıertebeden foton-foton S<1çı "llIl<1 sürecinin 

J)..lVA o(k ı , k 2 , k 3 , k 4 ) tensüründeki ıraksak integra'lleri hesaplayalıııı . 

Bunun için elektron-pozitron vakumunda kı ,k2 momentumıu ve 

e ı , e 2 polarizasyonlu fotonların soğruldu9u ve k3,k4 monıentumlu ve 
e3,e4 polarizasyonlu fotonların salındı~, bir sUreç gözönUne alı

yoruz . 

k2 kı "" k2 k ı k3 kı , " , " , " "- P / , P / , 
P " " " 

, " 

P+k 2 P+k 2 P-k 3 
P- k1 i P-k1 

p_ı, 

r "1 
,- P+k 2- k3 

, , 
P+k 2-K3', / " /' P+k 2- k4 "- " / k3 k ' / k k " , " k2 k' 4 4 3 

k4 kı " " k3 k ı " " k4 kı 
" , 

" " 
, 

" , P " , P / , r " 
, / 

P- k 4 P-k 3 P-k4 
P- k 1 

P-k 
ı 

p - k ı 
" P-k4 - k3• 

, P-k - k " ,,' P-k4+k 2 " " / , , 
" 

, / 4 3 " 
/ , 

" " " " , 
k3 k2 k4 kZ k2 k3 

Sekil-2 
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Altı diya~ram bu sürece aittir . 1,2,3 ve 4 ,5,6 diya~ramları 

sa dece elektron kapa lı ilmekle ri nin akış yrnleri bakı~ınd an fark 

lıdı rlar . Bundan dolay ı bunların matris elemanları ayrıdır . Foton 

Fo t on saçılmasının bUtUn matri s elemanl a rı şu formUlle verilmiş 

t ir . 

Şimdi 

. JIZ[ Y~ (iP+m) - l Yv (iP+ik2+m) - l Yo (iP+iK2 - iK4+m) - 1 . 

· yA (i P- i K ı+m) - lJ d4p+e ı ~ e3 A e2ve4oJ İz[Y~ (i P+m)-l YA (i P - i K 3+m)-1 . 

' Yv (iP - iK3+iK2+m)-l Yo (iP - i~1+m)-l J d4p } (2.14) 

J , (0 ,0 , 0 ,0)= T , (0 ,0,0 ,0) +T . , (0 , 0 ,0 ,0)+ 
~VAO ~VAO ~VO~ 

+T (0 ,0,0,0) 
~Avd 

tensörünü 

+ T ( k 1 ' k3 ' k2 ' k ) 
~AVO 4 

tensöründen çıkartarak regülarize I ~vAo (kı ,k 2,k3, k4) tensörünü 
yazalım : 
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I \lVAo (k ı , k2,k3, k4)= \vAo (k ı , k2 , k3 , k4) - T~vAJO , O , O , O) 

+\voA (k ı ,k 2,k4 , k3 ) - T\lVOA (0 ,0,0,0)+ T\lAvo (k ı ,k3 ,k2 ,k4)-

-T , (0 ,0,0,0) (2.15) 
\l1\ \J O 

Böylece regülarize saçılma matrisi 

(4) . 2 2 4 6 (k 3+k4 -k ı -k 2 ) 
S . = - ı (~) (2) 

f ~ 1T 1/2 1 ~ co 4' ( ) " w ı w 2w3W4 

şeklini alır. Burada, 

T\lVAO (-k ı , -k 2,k3,k4) =~ f d4p. lZ {Y\l (iP+m)-l y) iP+iK2+m)-1 . 

. YA ( i P+ i Kz- i K 3 +m ) -1 Y cr ( i P - i K 1 +m ) -1 } 

iP+iK 2-iK3-m i~-i~-m 

· YA (P+k
2
-k)Z+m2 Yo (P-k ı )2tm2 

YO (iP - iKı -m) } 
• 2 2 
[ ( P -k 1) +1l1 J 

(2 . 16) 

ifadesiyle verilir . 

Bu ifade (EK .B- Denklem (2)> de verilen Feynman parametreleri yönte 
mi ile aşa~ıdaki forma dönüşür . 
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tz {y~ (iP-m) yv (i P + iK2-m) YA (iP iK 2-iK 3-m) 

[ (P + K)2+a 2J4 

Burada , 

ve 

22222 a =m +k 2 (x-z)(1+z - x)+k ı (1-x)x+k 3 (x-y)(1+y-x)+ 

dır . 

(2.17) 

(2 .18) 

(2.17) ifadesinin izi yetmiş iki terim içerir . Ellidört terim tek 

sayılı y matrislerinin izinin sıfır koşulundan ve Simetrik integ
rasyon kosulundan sıfır olur. Geri kalan onsekiz teriıııin bir teri 
mi p4 , onbir terimi p2 içerir. Altı terimi ise P li ifade içermez . 

Böyl ece iz ifadesi aşağıdaki forma dönüşür . 
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222 
+nı y y K2y \ K3y +01 y y K2Y \ y Kı-nı y y y \ py p-

~ V A o ~ V A o ~ V A a 

(2 . 19) 

Burada p4 içeren terimi X(4} , p2 içeren terimleri X(2) 
(O) ~VAa ~vAa 

yen terimleri X ile gösterirsek (2 . 17) ifadesi 
~vAa 

ve P içerme-

X(4) +X(2) +X(O) 
~vAa ~vAa ~vAa 

. [ (P+K)2+a 2J4 
(2 . 20) 

olur . 

Gösterildigi gibi dördUncU dereceden foton-foton saçılmasın

da karşılaşaca~ımız integraller logaritmik ıraksak ve yakınsak 
integrallerdir. Böylece P+P-K dönUşUnıU yapılabilir. Bu dönUşUm ya-

pıldıQında (2 .20) irJdüsi 

1 X Y 
J dx J dy ! dz J d4P. 
o o o 

(2 . 21 ) 

olur. 
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Burada H fonksiyonları P+P-K d~nUşUmU yarıldıktan sonraki 
IlV),O 

değişkenleri gösterir . 

Verilen bir sürecin ıraksaklı§ının nasıl davrandığını aşa§ı

da verilen bağıntı ile de görebiliriz. 

1 ir . 

ve 

ile 

K = 4 (E.+F.-n+l)-E.-2F. 
ı ı ı ı 

K > O ise ıraksak integral 

K - O ise logaritmik ıraksak 

K = 1 i se lineer ıraksak 

(2.22) 

Burada sürecin derecesini gösteren n aşağıdaki ifade ile veri-

E. 1 
Fa n = + 'z E =2F.+ 

ı a ı 

E. İç elektron çizgisi 
ı 

F. 
ı 

İç foton çizgisi 

E Dış elektron çizgisi a 

Fa Dış foton çizgisi 

verilir . 

Aşağıda şematik olarak gösterilen foton - foton saçılma süreci
ni örnek olarak verjrsek . 

'\ / , / 

:0' 
" '\ " " 

Şekiı-3 



-24-

n=4+0=O+4=4 

K = 4 (4 + 0- 4 + 1) - 4 = O 

K= O 

olduğu görülür . 

Dördüncü dereceden foton - foton saçılmasında karsılasacağımız 

logaritmik ıraksak ve yakınsak inteGralleri hesaplayaca~ımız gibi 

kuantum elektrodinamiğinde önemli olan lineer ıraksak ve karesel 
ıraksak integralleri de hesaplayaca~ız 



BÖL Ü M III 

3.1- DDRDO CU MERlEBEDEN FOlON-FOTO SACILMASıNDA! TEGRALLER1N 
HESABı 

DördUncU mertebeden foton -foton saçılmasında S-matris eleman
larının hesaplanmasında ıraksak integrallerle karşılaşırız . Bu in
tegrallerin çözUmU için en uygun yöntem Feynman tarafından geliş 

tirilmiştir . 

Iraksak integrallerin genel ba~ıntısı aşa~ıda verilmiştir . 

f(P)d 4P 
J(xı ''''' x _l)=J 2 n 

n [ (P-a) +ıJ 
( 3 . 1 ) 

Biz önce aşa~ıdaki forma dönUşebilen yakınsak integralleri 
hesaplayalım . 

(3 . 2) 

Po Uzerinden C integral yolunun 7 kadar döndUrUlmesiyle ök
lidyen (Euclidean) P - uzayına geçilmiş olur. Bu uzayda hacım elema-
nı 

(3 .3) 

ifadesiyle verilir. (EK . B) 

Böylece öklidyen (Euclidean) uzayda dört boyutlu i.ntegral bir 
boyuta indirgenmiş olur . 
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(x) 

ff(p2)d 4P = 2112i f f(q2)q3 dq 
o 

2 z = q dönüşümü yapılı rsa 

f f (p2)d4P= i 1T 2 ~ zf(z) dz 
o 

ifades i bulunur . 

(3 . 4) 

(3 .5) 

Şimdi aşağıda verilen yakınsak integralleri hesaplayalım 

(3 .3) ve (3 . 5) bağıntılarını kullanarak 

(3 . 6) 

4 4 4 
Pud P (Pu ~k)d P d P . ~ zdz 

f 2 3 =f (p2+ n_k 2)j = kaf 2 2 3 = ı ı r ka f 2 3 
(P + ı - 2pk) ~ (p + ı - k ) (z+ ı -k ) 

ifadeleri bulunur. 

Burada q2=z , p- k p dönüşümleri ve simetrik integrasyon koşu
lu kullanıldı . 

Şimdi (3-1) tipindeki ıraksak inte9ralleri gozonune alalım. 

Fakat kuantum elektrodinami~inde karesel ıraksaklıktan daha yüksek 
ıraksaklıklar yer almadığından aşağıdaki ıraksak integrallerle 



ilgileneceğiz . 

P d4P 
J ( 2 ) ( k ~ R. ) = J---..;.\.I.--_---,.. 

\.i (p2 _ 2pk+ ı )2 

(2 ) 
J (k , R. ) 

\.IV 

P P d4P 
= r \.i v 

·(p2 - 2Pk +R. )2 

P P d4P 
\.i V 

=J 2 3 
(P - 2pk+ ı ) 
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(3.7) 

Bütün bu integralleri ve diğer benzer ıraksak integralleri , N 

s ayısı ile karakterize edilen değismez ve bilinen bir sonlu N böl

gesi üzerinden integre edeceğiz. öyleki N da bütün dört-boyutlu 
sonsuz P - uzayına karşılık gelir . (Böylece sonlu bir değişmez bölge 

(P2) ~ N2 ve (:2)2 ~ N2 eşitsizlikleri ile tanımlanabilir . Burada 

S keyfi bir zamansal (time-li ke) dört vektördür.) 

Ya kınsak dört boyutlu integrallerin hesaplanmasında olduğu 

gibi , Po üzerinden integral yolunun i kadar döndürülmesiyle dör 

düncü koordınatı reelolan dört boyutlu öklidyen P-uzayı elde edil
diğinde uzayın hacım elemanı d4P' (3.3) ile orjinal P - uzayına bağ 
lıdır. Bu durumda integral bölgesi dört boyutlu bir küredir . Küre
nin yarıçapını L ile göstereceğiz . L momentum kato fu ile bir tutu -
1 ur. 

Bu ıraksak integrallerin hesaplanmasına, logaritmik ıraksak 

integral ile başlayalım ; 
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(3 .8) 

Po üzerinde C integral yolunun ı kadar dönmesi ve (3 .3) ifadesinin 
kullanılması ile 

(3.9) 

elde edilir . q2+ ı = t dönüşümü kullanılırsa 

/i [ ı nt+İJ 

ifadesi bulunur . 

Burada 

1 ı ı 1 O ( -:2) = n ( 1 + -:Z) +--ı . -:Z 
L L 1+ -:-z L 

L 

ifadesiyle verilir . O (~) ilk terimle karşılaştırıldığında veya 
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Linin yeterince büyük olduğu limit değerinde O(~) sıfıra gider . 

Böy l ece , 

(3.11) 

ifades i elde edilir . 

Aşağıdaki integral daha dikkat çekicidir . 

(3 .12) 

Bu integral J(2)(O , R. ) integrali gibi logaritmik ıraksaktır . Bu in

tegrali aş a ğıdaki formda tekrar yazalım. 

Burada p - k~p dönUşUmUnU yapabiliriz . (EK . B) Bu durumda integral 

farklı bir N' integral alanı ile (3.11) bağıntısına eşit olur . 
öyleki J(2) (k d ) integrali 

2. L ı2 
Tr ı( w --:-z-l) olur . Fakat LI , L den sonlu bir büyüklük 

ı -k 

ile fa rkl ı dır , yani LI yeterince büyük ise , ı nL I ı nL den ~ 
mertebes inden küçük bir büyüklük kadar farklıdır. 

Böyl ece 

(3 .13) 

ifades i bulunur. Elemanter olarak J(2) (k , ı ) integralini ele alır 
sak , 
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2 2. 
11 ı 

(2) d4P 2. L2 
J (k , ı ) =[ 2 ' 2 = 1] ı( ~ n ~ -1) 

(P - 2pk+ ı ) ı - k 

i 

(3 .13) 

ifadesi bulunur . 

Şimdi asa~ıdaki logaritmik ıraksak integrali hesaplayalım. 

(3 .14) 

(3 . 13) integralinin hesaplanmasında oldu~u gibi inte~ralde yeni bir 

p-k P değişkeni alınabilir. 

(P tk )(P t k. )d4P u o L L 
(3 . 15) 
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ifadenin birinci integrali ele alınırsa 

P P d4P 
u T 

f---

(p2+ i )3 

=0 
OT 

2. L2 3 
LT ı ( ~) - i n --:-z - co 

4 Q. -k 

ifades i bulunur . 13urada i '= i - k
2 dir . 

(3 . 16) 

Simetrik integrasyon koşulundan aşağıdaki integraller sıfır 

olur . 

o (3 . 17) 

Asa~ı dak i yak ı nsak integral , 

2. k k 
1T ı o T 

2 ~ 
(3 . 18) 

olur. 

(3 .16) , (3 .1 7) , (3.18) bağıntılarından, 

P P d4P 
f o T 

(p2_2pk+ Q)3 

2. L2 3 2. k k = LT ı o (i )+ LT ı o T 
-4 OT ~ - 2 -~ 

Q. - k 2 ı -k 
(3.19) 

ifadesi bulunur . (EK . B) 
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Şimdi aşa~ıdaki lineer ıraksak integrali hesaplayalım . 

(3 . 20) 

Aşağıdaki bağıntı yardımı ile (3 . 20) integralini hesaplayalım . 

P P d4P 
f o, = 

2 3 (P - 2pk+ Q. ) 

Burada , 

dır . 

au 
o 

ak 
T 

(3 . 21 ) 

k=Q noktasından k nokta sına , k üzerinden (3 .19) ifadesi -, , , 
ni integre edelim . 

;ı U 2 
[[_ 0 dk = - ~ ~ o [[Q. n( Q. - k2)+A +~Jdk + 
' k ' ~ ,o, o L T , 

2 Burada Ao= - Q.n L +1 

2. k k 
+ TI ı [[ o, dk 

Z- , ~ , (3 . 22) 

Bu eşitliğin sol tarafı aranan integralin dörtte birine eşittir . 

Böylece , 

U = - n
2
i [o [ın ( Q. _k2)+~ +Ao J k +n

2
i k

2 
[o [dk 

,0 4 ' CH L , 8 ~ ,0, , 
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L2 3 2. k2 
( in - ) + ~ k i i m ----,.-----.,--- ] 
~ 7 2 cr k o k2(~ - 1) 

k 

2 L 2 3 
TI ik {i n ~ - ~ } 

cr i - k L 

(3.23) 

bulunur (EK .B ) 

(Aynı integral alanı için) p- k p ötelemesi ile bu integ -

rali hesaplanırsa 

2 L2 
TI ik ( ı n 2 - l) 

cr (i -k) 

ifadesi elde edilmiş olur . (Bu aşağıda kanıtlanacaktır . ). Böylece 

P P- k dönüşümünün bir sınucu olarak (orjinin k kadar ötelenmesi) 
2 ' k 

(3 . 23) ıraksak integrali TI 2 cr lik bir ek katkı alır . 

Bu katkıyı matematikselolarak .görmek için 1 ineer ıraksak 
integrali p- k P ötelemesiyle hesaplayalı m . 

P d4P 
o 

J 2 2 = 
(P - 2pk+ ı ) 

d4P 2 . L2 
2 2 2 = ır ı k (in---:-z - 1 ) 

(P + ı - k ) o ı- k 
(3 . 24) 

Gö rüldüğü gibi katkı teriilıi öteleıııek len dO ğlllilktadır ([K . O) 
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Son olarak karesel ıraksak integrali hesaplayalım . 

(3 . 25) 

üzerinden (3 . 23) ifadesi integre edilirse aşağıdaki ifade bulu -

nur . 

2. 2 3 2 2d2 
ır ık {.unl - 2 2 - 2 . ı n(2-k )1----:-z} 

cr ı - k 

Burada E, k2 ve N'nin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon N~ için ka

resel ı raksak l ıkları verir . Gösterilebilir ki E , k2 'nin lineer 
bir fonksiyonudur . Gerçekten (3 . 26) ifadesinin sol tarafı , k-+nk, 

P-+np , ~ n2 ~ dönüşümlerinin bir sonucu olarak bir n3 faktörünü a lır . 
Burada n keyfi bir sayıdır. Bu sabit ancak E'un asağıdaki degeri 

için olasıdır. 

(3.27) 

Burada A2 karesel ıraksak bir sabittir. Ve a ve b sabitlerdir . 
(k2, logaritmik ıraksak sabit Ao ile çarpıldı . Fakat A2 ile çarpıl 
madı . Böylece sadece bu kosul altında E'daki terimler aynı boyuta 
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sahip olur . ) 

k ya göre (3 . 26) ifadesinin diferansiyeli alındığında aranılan 
"[ 

integral elde edilir. 

P P d4pd~ 
2 J °ZT 2 =n

2
i o dk { ( ı -k 2 ) ı n( ı -k 2 ) - ( ı - k 2 )+(A +l2) ı+ 

(P - 2pk+ ı ) OT T o 

+ ~ A2 + k2(aAo+b)} 

P P d4P 2. 
J 2 T 2 =~OOT{ ( ı - k2) ı n( ı -k2)_( ı - k2)+(Ao+~) ı+~ A2+ 

(P - 2pk+ ı ) 2 

(3 . 28) 

a ,b ve A
2 

yi L cinsinden elde etmek için asağıdaki ifadeyi kullana

biliriz . 

(3 . 29) 

Burada , 

P P d4P 
K (k , ı ) = J 2 T 2 

OT (P -2pk+ ı ) 
(3 . 30) 

dı r . 
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(3 . 29) ifadesindeki ikinci terim aşağıdaki gibi bulunur . 

Burada q2+ i =t dönüşümü kullanıldı. 

Aşağıdaki formülasyonun kullanımı ile 

j n(u- S) dz 
n+l o [(u - S) z+ sJ 

1 p P P d4P 
= 4 k ! d z !_eJ-,.-T--C..ı.ı __ -..-

ı.ı o (p2- 2pkz+ i )3 

ifadesi bulunur. 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 
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veya 

P P P d4P 
!-!:2.T 

II = O koşulunu kullanarak (3 . 32) ifadesi bir defa 
(P + .ı )3 

daha uygulanırsa . 

1 1 P P PAP d
4
P 

K (k , ı )= 24 k k ! dz . z ! dt ! II \i ° (3 .34) 2 4 OT II \i o o [P - 2pkzt+ ı J 

elde edil ir . 

P üzerinden logaritmik ıraksak olan bu integral (3 .23) ve 

(3 . 28) integrallerinde olduğu gibi aynı yöntemle hesaplanabilir . 

1 P P P d4P 
K 
01 

(k , .I'. )= 4 k ! dz ! 2 i i' 3 
II o (P - 2pkz+ ı ) 

Şimdi yuka rıdaki ifadeyi hesaplayalım . 

aK (k , ı ) 1 P P P d4P 
_ 0-:-1 __ = - 12k f dz f 2 1 II 4-

aı ll o (P - 2pkz+ ı ) 

P-kz P dönü ş ümü nü ya ptıktan sonra 

aK' (k ,1) (P +k z)(P +k z)(P +k z) 
_-,-0-,-1__ = _ 1 2 k ! d z! _ 0 __ 0 _...,.,..-:-1 -----'l....-_=-'-ll~ll'--- d4 P 

j.J o (p2H _k 2 z2)4 



olur . 
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a K i 3 2. 2 z2 2 3 1 1 2 2 
f~ d~= "Z ôoT k l n [2(~ n L - 2) ] - f zdzın( k z )-

.22 
- ~ <5 [ ı . ı n ( ı - k ) - ı . ~ n ı J 

4 OT 

o o 

Burada , 

Ao = -~ n L 
2 

+ 1 

(3.35) 

alınarak (3 .29) ifadesine benzer ifade asağıdaki gibi verilir . 

. 2 2 
J '= K' t <5 ~ (L -4H nl t 2 ı'ı n ı t ı ) 

OT 4 (3 .36) 

(3 .37) 
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Burada , 

N = in 
2 

tS [ 2 k 2 ı n L 2+ 3 k 
2 ı n ( ı + k 2 ) - ]i k 2 + ~ı . ı n ~ ] 

4 a~ 2 6 L ı -kL 
(3 .38) 

ötelemeden do~ an katkı terimidir . Böylece J ifadesi , 

2 
( ı n _L_ - LL) 

ı - k 2 6 
(3 . 39) 

bul unur . (EK . B) 

Son olarak hesaplanan yakıns ak , logaritmik ıraksak , lineer 

ve karesel ıraksak integrallerin listesini verelinı, 

2. 
11 ı 

21 

4 
J(2 ) (0 , 1 ) = f d P 

(pÇ)2 

(3 .40) 

2. L2 
= 11 ı( ı n ~ - 1) 

ı - k 
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2 L2 11 
+n ik k ( ı n ~ - ~ 

cr T ı -k 6 

Burada birinci , ikinci ve üçüncü inte~raller yakınsak , 

dördUncU ve besinci int 9raller 10garitıııik ıraksak . altıncı intc!]

ral lineer ıraksak , yedinci integral ise karesel ıraksak bir in
tegra1dir. 



E K LER 

EK .A- METRIK . GöSTERİM, DİRAC DENKLEMi 

1. Schweber , Bogoliubov , Shırkov, James D. Bjorken , Sidney D. 

Dr ell'in kullandığı gösteri m ve metrik asağıdaki gibidir. 

Kullanılanrelativistik metrik tensör, 

şeklinde verilir . 

1 O O O 

0-1 O O 

O 0-1 O 

O O 0-1 

c=~=l alındığında uzay-zaman koordinatları aşağıdaki gibi verilir. 

(t ,x,y,z) = (t,x) 

Uzay- zaman koordinatlarının kovaryant ve kontravaryant şekli aşa

ğ ı da k i j i b i d ir . 

a- Kovaryant şekl i 

b- Kontravaryant sekı; 

ı.ı o 1 2 3 x = (x ,x ,x ,x ) _ (t,x,y,z) 

c- Skaler çarpım 

X
2= x xf.l (t )(t ) t 2 2 = ,-x,-y, - z ,x,y,z = -x 

f.i 
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Momentum vektörünün kovaryant ve kontravaryant şekli aşa9ıdaki gi 

bidir . 

a' - Kovaryant şekli 

b' - Kontravaryant şekli 

(E ,- P , P , P ) 
x Y z 

pll = (po , pl , p2 , p3) _ (E p PP) 
, x ' y ' z 

c' - Skaler çarpım 

p2= P pll = (E , -P , -P , -P ).(E , P ,P , P )= E2 _ ~2 
II x Y z xyz 

d - Bu gösterimde y matrislerinin sıradeQişmez (antikomutatif) 
bağıntısı 

II v v II ııV 
y y + y y = 2g 

ile verilir . y 'lar ; ve ~ matrislerine y= ~; , yO = ~ 
sek l inde ba~l,dır. 

Burada , 

i O {y } =y =( -+ o ) 
- o O 

2 
o = 

2x2 lik Puuli matris ailesidir ve 

3 
o = 
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dir . 

Ilv i r: il v 
o =2 LY , y ] ve 5 . ° 1 2 3 y = ı y y y y = Y5 

e- Keyfi dörtlü vektörün Y matrisi ile çarpımı : 

YIJ 
ALL - o -rA ~ =YoA -y 

P yıl -
il 

P Eyo_P.y 

f - Matris elemanlarının Hermityen eşleniği 

CU(P' ,S ') r U(p , S) ]+ = U(P . S) r U(p' ,S') 

-1'- °r+ ° - y y 

~V_ o IlV+ o IlV 
o -y . o . y =0 

. - 5 o ( . 5)+ o . 5 
ı y = y ı y y = ı y 
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2. Jauch ve Rohr1ich, Thivring'in ku11andıgı metrik ve göste
rim aşağıdaki gibidir . 

sör, 
Bu gösterim ve metri kte kullanılan re1ativistik metrik ten-

-1 O O O 

O 1, O O 

O O 1 O 

O O O 1 

ş eklinde verilir . 

c=~=l alındığında uzay-z aman koordinatları aşağıdaki gibi verilir. 

(- t , x,y,z ) = (- t , x) 

Uzay- zaman koordinatlarının kovaryant ve kontravayant şekli aşağı

da k i 9 i b i d ir : 

a- Kovaryant şekl i 

b- Kontravaryant şe k l i : 

]..i o 1 2 3 x =(x , x , X , x ) ;: (t , x,y,z ) 

c- Skaler çarpımı : 

Genel halde iki dört boyutlu vektörlerin skaler çarpımı 



-45 -

Momentum vektörUnUn kovaryant ve kontravaryant şekli aşa~ı

daki gibidir . 

a l
- Kovarya nt şekli : 

b l
- Kontra varyant şekli : 

c l
- Skaler çarpım : 

2_ il _ ) ( ) _ 2 -.t2 P - P P -( - E, P ,P,P . E, P , P , P --E + r' 
il xyz xyz 

11 -r -r 
x .P=x P'"'= -tE +x .p 

il 

d - Bu gösterimde y matrislerinin antikomutatif ba~ıntısı: 

Şeklinde verilir. 

e - Keyfi dörtlU -vektörUn y matrisleri ile çarpımı : 

y AIl ~ ~ =_y AO+ ~ . ~ 
il o 

P Y iJ :o p = _ E y o + P. Y 
il 
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3. Eisele'nin kullandı ~ ı metrik ve gösterim aynı zamanda tez
de kullanılan metrik ve gösterimdir. 

Bu gösterimde metrik tensör , 

seklinde verilir . 

1 O O O 

O 1 O O 

O O 1 O 

O O O 1 

c=~=l alındığında uzay- zaman koordinatları asa~ıdaki gibi verilir. 

(x ,y , z , it) :: (tit) 

Uzay- zaman koordinatlarının ko varyant ve kontravaryant sekli asa 

ğıda ki gibidir . 

a- Ko varyant sekl i : 

veya 

b- Kon t ravaryant Ş kli: 

)J 1234 . x =\ =(x ,x ,x ,x ) = (xı ,x2,x3' x4) = (x ,y , z , ıt) 

c- Skaler çarpım : 
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Momentum vektörünün kovaryant ve kontravaryant sekli asağı 

da k i g i b i d ir . 

a ' - Kovaryant şekli: 

P =(P , P ,P , iE) )..J x Y z 

b '- Ko n t ra var yan t S e k 1 i : 

c' - Skaler çarpım: 

P . p)..J= P .P =(P ,P ı P , iE)(P JP ı P , iE)= ·,,2 _E2 )..J )..J)..J x y z x y z 

Pl . P2= Pl )..J P2 )..J =~1 '~2-Eı . E2 

x. P =x P = x.P -tE )..J )..J 

d - Bu gösterimde y matrislerinin antikoıııutatif bağıntısı: 

seklinde verilir . 

e - Keyfi dört vektörün y matrisleri ile çarpımı: 

y)..J A - pı = -ylt +i y A )..J o o 

P )..Jy)..J - p = 
p .)-.y+iP y o o 

3. gösteriminden 2. gösterinıine , 

o . 
x = - xo = - ıx 4 =t 

bağıntısı ile gecilir . 

Kovaryant ve Kontravaryant arasında asağıdaki bağıntılar 
v ardır. 
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4. Di rac Denklemi 

Kulla n ılan gösterim , 

c=~= 1 

Pozitif olasılık yogunlu gunu be t imleyen m kUtleli ~ spinli 
serbe st bir parçacık için Oirac Hamiltonyeni aşa Q ı daki ifade ile verilir ; 

Hare ket den klemini yazarsa k 

H . ~ 
OIjJ = ı () t 

buradan , 

. dljJ _ ( 1 d + 
ı at - x T li o, y ı ~ + . o, ...,.. da ı'" sm) 1jJ ay ı ı 

olur . Her iki tarafı ye bölersek 

. dlji [ . ( 1 d ) . ] lji 
ı a it = - ı a. k ı ax - ı Bm 

k 

Burada k=l , 2 , 3 dır. Her iki tarafı B ile çarparsak , 

1 a . 1 a 
[ - i S( k ...,.. -)-ım +B ...... - ]IjJ = O 

ı ~ xk ı ~ x 4 

ifades i bulunur . Her iki tarafı i ile çarpıp y bağıntılarını 

kullanırsak , 
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ifadesi elde edilir . ı.ı = 1 ,2,3,4 alınarak Dirac denkleminin 

ko varya nt formu asağıdaki gibi elde edilir . 

cl (y - + m) 1jJ = O 
ı.ı Cl X 

ı.ı 

Dirac Hamiltonyeni asağıdaki gibidir. 



EK .B- DÖRT BOYUTLU FEYNMAN 1NTEGRALLER1N1N VE BöLOM IIIIDEK1 

tNTEGRAllERtN HE SABI 

1. Dört Boyutlu Feynman İntegrallerinin Hesabı: 

s- matrisi elemanlarının hesaplanmasında ıraksak integral ler

l e k a rşılaşılır. Bu integrallerin çözUmU için en uygun yöntem 

Feynman tarafından geliştirilmiştir . Ceşitli Feynman diyagramları 

na karşılık gelen büyüklüklerin hesaplanmasında aşağıda verilen 

integral formuyla karşılaşırız. 

i =! F(P)d
4

P 

a ı a 2 · · .an 

(1 ) 

Burada ai ler Plye göre ikinci dereceden ve F(p) ise p ı ye göre 

nlinci dereceden bir polinomdur . Feynman (1) eşitliğini bilinen 

bir integral formuna dönüştürmek için , aşağıdaki yardı mc ı skaler 
değişkenler içeren bağıntıyı kullanmıştır . 

' [a ıx ıta 2 (x 2- x ı)t . . . ta (ı-xı)] " n- n- n- n 
(2 ) 

Burada Xi skaler parametrelerdir . 

n=2 için 

1 dx ı 
N ı = J 2 

o [ a ı x ı +a 2 (1 - x ı ) ] 
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bulunur. 

nd için 

} 

bulunur. 

tı = aı xl ta 3 (1 - xl) ve t 2= a 2 x ı t a3 (1 - xl) ctönUsUl11l eri kull a
nılırsa, 

ifadesi elde edilir. 

n=4 için 

(3 ) 

ifadesinde aıx3+a2(x2-x3)+a3(xı-x2)+a4(1-xı) dönüşümü kullanılır

sa , 
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olur. 

Yeni dönüşümler uygulayarak , 

( 5 ) 

ifadesi elde edilir . 

(2) eşitliğini(l) de yerine yazarsak, 

(6 ) 

elde edilir . Burada a ve ı x ı , x 2 , . · .,x n _ ı parametrelerine bağlı 

dı r . O halde (1) eşitl iği , 

olur . 
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Şinıdi (6) daki integrali hesaplayalını. !lk olarak integralin 

yakınsak olduğunu kabul edelim . l3u durUlııda p-a >P dönUşUıııü yapıla
bilir . l3u dönüşüm yapıldıktan sonra (6) ifadesi , 

(8) 

ol ur. Bu skaler integralin çozumu için bazı olası sınırlamalar ya

pılmıstır . Eğer f(p) = P f(p2) ise simetrik integrasyondan K=O , 

eğer f(rı) = P P f 2(p2) i~e 
ı.ı \) 

(9 ) 

olur. 

Simdi (8) deki integralin nasıl hesaplanaca~ını gösterece
ğiz . Şekil-4 de gösterilen C çevre eğrisi boyunca Po üzerinden 
integralin hesaplanması için eğri 7 kadar döndürUıür . Döndürülen 

eğri Şekil-S de gösterilnıiştir: Bu durumda Po yerine iPo ve p
2 = 

~2 _ p2 de p,2+ p ,2 olur. Bu dönUşUııı ile UslU Po' -dUzlemine geçilmiş 
o o 

olur. 

iP 
o 

PO-DUzlemi 

Şekil -4 

c 

i(iP') 
o 

P~ -Düzlemi 

Şek il -5 

iP' o 
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Burada , 

Po= iP'o dönüşümü yapıldığında ( 9') 

p ı = (15 1 , iip ı ) =(15 1 ,-P I
) o o 

ve dP = i dP' o o 

olur . 

Şimdi öklidyen (Euelidean) P-uzaydaki haeim elemanını hesapla-

yalım. 

n- boyutlu öklidyen uzayın koordinatları aşagıda veriınıiştir. 

Xı = rSi n s ı . Si ns2· .. Si nSn_2Si nSn_l 

x2 = rSin s .Sins2·· .Sins 2CoS S 1 1 n- n-

x
3 = r S i n 8 1 . S i n s 2' .. Co S s n _ 2 ( 1 O) 

Xm = rSin s ı · Sin s 2 ·· .Sins .Cos s 1 n-m n-m+ 
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Burada r , 8 n - ı ve ek aşağıdaki değerler arasında dır . 

rE [ 0 ,00) 

e n - ı HO , 2n ) (ll ) 

ekECO,1T ) 

O<k<n- l 

ök l idyen uzayın koordinatlarını n=2, n=3 ve n=4 için yazalım. 

n=2 için 

xl = rSine 

x2= rCose 

Bu koordinatlar iki boyutlu polar koordinatlarını verir . 

xı=y 

x2=x 

alınırsa 

x=r COS 8 

y=r Sina 

olur . 

n=3 için 

Xı :: r S i rı ul S -j rı U 2 

x2= rSin eı cos e2 

x3= rCos 8 ı 
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Burada xl=x , x2=y , x3=z ve 8 ı= ~ ' 82=8 alınırsa Uç boyutlu kUresel 
koordinatları buluruz. 

x = rS i n~ S i n 8 

y = rSin~ Cas 8 

z = rCos ıjJ 

n= 4 i ç i n 

X4 = rCos 1 

ökl i dyen uzaya geçmemizi sağlayan jakopyen 

(n) a Xı, .. ·, axn . n-ı. n-? . n-1 . n-m- l 
J = ------- = r Sın aısın e2·· . Sın em' '' ' 

a ( 8 n _ ı "" , S ı , r) 

Si n8 2 n- ( 12 ) 

i fades ıyı e verilir . 
Simdi dört boyutlu Jakopyeni hesaplayal ım: 

cı x, cı xı () xı a xı 
ar a8 1 a8 2 a8 3 

dX 2 (L X 
2 ax 2 (L X 2 

J (4)_ 
a x ı , ax2,ax3, ax4 ar ııs ı aS 2 Cl8 3 

= 
a(83,82,81 , r) a x3 aX3 aX3 aX3 

( , 3 ) 

ar a8 , a8 2 ae 3 

aX4 aX4 aX4 aX4 
ar ae ı ae 2 ae 3 
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Buradan , 

J (4) 3S· S· 2 =r ın 6 2 ın 61 

elde edilir. Dört boyutlu hacim elemanı ise aşa~ıdaki gibidir . 

Buradan , 

2 4 00 3 2 n n 2 
Jf(x )d X =Jr f(r )dr J Sin62d62 J Sin 6 ı d6 ı · 

o o o 

2n 2 00 2 3 
. /d63 = 2n f f(r )r dr 
o o 

ifadesi elde edilir . Momentum uzayına geçildi~inde 

ff(p2)d 4P =2 1r 2 ; q3 f (q2)dq 
o 

elde edilir. Böylece , 

423 
d P = 2n q dq 

bulunur. 

Burada , 

P 4 = qCos 61 
ve 

(14 ) 

( 1 5 ) 

( 16 ) 

( 17) 

( 18) 
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ifadeleri kullanıldı. 

Şimdi integralimize dönelim. C integral yolunun i kadar dön

dUrUlmesi ile alışıl mış öklidyen (Euclidean) metrik P-uzayına ge
çilmiş olur. Bu uzayda uzunluğun karesi reel dördUncU koordinat 
ile bUtUn dört koordinatın karelerinin toplamına eşittir. Böylece, 

( 19 ) 

elde edilir. 

Burada d4P i , Po Uzeri nden integral yolunun -2- kadar döndü

rUlmesinden sonra P-uzayındaki hacim elemanıdır . p ı = P ve 
q = A1 2+ p1 2 dir . Böylece dört boyutlu integrali bir boyuta indir

o 
gemiş oluruz . 

ff(p2)d4P = i f f(pI2)d4P' = 211 2i 7 q3dqf (q2) 
o 

Z=q2 dönüşümünü yaparsak , 

2 4 2 00 

rf(P)d P= in r zf(z)dz 
o 

ifadesi bulunmuş olur. 

(20) 
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a- Logaritmik ıraksak integraller: 

Aşa~ıda verilen integral logaritmik ıraksak bir integraldir. 

ilk olarak aşağıdaki bağıntıyı kanıtlayalım : 

j n( Ct - (3 )dz 

O L(a - ~ )ı +~ Jntl 

Burada - (3 )z +(3 =u dönüşümü yapıldığında , 

1 1 
- J n ( ct - (3 ) d - _ n J ~ = 1 i =_1 _ _1 

n+l z- n+ 1 n n n o [( ct - (3 ) Z + (3J u [ ( ct - (3 ) z'Q{l o ct (3 

ifadesi elde edilir . 

Yukarıda verilen 10garitmik ıraksak integrale dönelim: 

Bu ifadeye (22) bağıntısı uygulandığında aşağıdaki ifade 
elde edilir . 

(21 ) 

(22) 

(23) 

(24) 

1kinci integral yakınsak olduğundan P P + k z dönüşümü yapılabi -
)1 )1 ı.ı 

lir . Böylece ikinci integral aşağıdaki qibi olur. 
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1 2 1 2 4 
- 2/d4P i (k - 2Pk~dZ = - 2 i d i k (1-2z)-2pk d P 

2 2 3 z 222 3 
o [P +a +(k -2pk) zJ ö [P +a +k z(l - z)J 

Simetrik integrasyon kosulundan 

ifadesi bulunur . d4P üzerinden yakınsak integral alındı9ında , 

1 
= i n2

i n [a
2

+k 2z(1-z)J 1= - in2i na 2+i n2i na 2= O 
o 

ifadesi bulunur . Böylece asağıdaki integral bulunmuş olur . 

Y ukarıda gösterildiği gibi logaritmik ıraksak integrallerde 
p- k p dönüsümü yapılabilir . 

(26) 

(27 ) 
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b- Lineer Iraksak integraller. 

Lineer ıraksak integraller , 

ifadesiyle verilir. Bu integrali 

ve 

şeklinde yazabiliriz. Aşağıdaki eşitlik kullanılarak 

n 
a 

j n( a-S)dz 
n 1-1 o [(a- S)z+SJ 

Sı ifadesinin ikinci kısım , 

(28) 

(29) 

olur . Bu integral logaritmik ıraksak olduğundan P= p + kz dönüsü
münü yapabiliriz . Bu dönüsüm yapıldığında , 

~ (k2(1-2z)-2pk)dz 
. 2 2 2 3 

o lp t a tk z(l-z) l 

ifadesi elde edilir. Simetrik integrasyon kosulundan 
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ifadesi elde edilir . 

Py = P 

k k = 1 <5 k2 
).l v "4 ).lV 

eşitlikleri kullanıldığında 

-2! Pd4P ; (k
2 
-2pk) dz K! d4P ; ---..---,p2.,-d-,Z -r-----,..-

o (p2+a 2+(k2_2Pk)z)3 = o [p2+a 2+k 2z(1_z) J3 

1 2 
- 2K ! d4P ! --~ z (1-2z )dz :r 

o LP +a +k z(l-z) J 

i fades i bul unur . 

Bu integrali (29) bağıntısında yerine yazdığımızda, 

+K ! d4P j p
2

dz 
2 2 2 3 o [ P +a +k z(l - z) J 

ifadesini buluruz. İkinci integrali hesaplamak için 

z=u 

ve 

k2(1 -~~z - dv 
["PQ + k z ( 1 - z ) J 3- -

dönUşUmlerin i kullanırsak, 

(30) 
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ifades i bul unur . Bu ifadeyi (30) da yeri ne yaza rsak , 

ifadesi elde edilir. Bu ifadeden , 

. 2 
ı TT 

K 
2 

bulunur . 13ulunan Sı değerini (28) de yerine yazılırsa , 

. 2 
- ~ K 

2 
(31 ) 

ifadesi bulunur. Simetrik inte9rasyon koşulundan , 

(32) 

ifadesi bulunur. Gösterildiği gibi lineer ıraksak bir integral Sı 

katkısı ile logaritmik integrale dönüşür . 
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c- Simetrik !ntegra11er 

Simetrik i ntegraller Feynman integrallerinin hesaplanmasın 

da önemli roloynar . Asağıdaki integraller simetrik integraller
dir . 

(33) 

Görüldüğü gibi s imetrik i ntegrallerin so l tarafı bir dörtlü 

vektördür. Fakat denklemi n sağ tarafını dörtlü vektör yapacak sı 

fırdan baska bir ifade yoktur . 
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2. Bölüm IIlideki !ntegrallerin Hesabı 

Aşağıdaki integrali 

1 
K (k , ~ ) =4k f dz 

OT ıı o 

hesaplayalım : 

P P P d4P 
o T ıı 

He r iki t a ra fın i ye göre tUrevini alırsak , 

aK (k , ~ ) 
OT = 

1 
12 k f dz 

ıı o 

ifadesini elde ederiz. 

(34) 

P+P+kz dönüşümünü yaptığımızda K (k , ~ ) KI (kl , ~ ) olur . 
OT OT 

Simetrik integrasyon kosulu kullanıldığında , 

ifadesi elde edilir . Adım adım ara işlemleri yapalım : 

1 
~= - 3k f zdz( o k +0 
a ~ ıı o ııo r ıı 1 

1 k k z3dz 
_ 2k2 . 2 f O 'l 

ı ır o -( -g _-k"""2 --/"-)""K2 
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Ourada , 

ve 

k k = .l o k2 
(J T 4 (JT 

2 2 
i - k z = u 

dönüşümü kullanıldığında , 

. 22 
ı n (( ı ) ~ ö ı n ı - k ) - ı n ı -l + ~ 
~ (JT ı - kL 

ifadesi bulunur . 

Y ukarıdaki ifadeyi ı üzerinden inteqre edersek , 

K i 3 2 1 P2d4P . 2 2 
f_
a_ dR. = -2 o k f zdz f - ~ [R. R. n( R. - k )-
aR. (JT o (p2+ i _k2)3 4 (JT 

- f~ - H nHR. - HI R. d Q. ] 
ı - k L ~ 

. 2 2 
ı ır [ ( 1 - ~ öR. ' R. n R. - k ) - R.'R. n R. 4 01 

1
22 i z i n( ı - k z )dzJ

o 
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3 2223 1 22·2 
K' = '4 (\n k i ıı [ı nl - 7 - J zı n (ı - k z )dz -2i-- 00T 

2 
( ı-ı n( ı - k ) - ı·ı n ı ) 

o 

3 2. 2 2 3 1 2 2 2 K'= Jr o k LLL [ ı nl - 7\"" +-" (( ı - k ) ı n( ı - k ) - ( ı - k )+ ı - ı.ı n ıJ -
~ OT L 2kL 

.22 
- ~ o [ı. w( ı - k ) - ı·ı n ıJ 

4 OT 

= .~. i ii 26
0 

1 k 2 ( l n L 2 - .~) +~. i ii 2 Ö u / ( ~ - k 
2 

) ~ n ( ~ - k 
2

) - ( ) - k 
2 ) ı , - '·nH J -

.22 
-~ o [ ı . ı n ( ı - k ) - ı. ı n ı] 4 OT 

, . 2 2 9 i ıı 2 [ 3 ( 2) ( 2) 3 ( 2) 3 K = LLL k o k T ( 3 ı n L - z) + 4'" o a T "2 ı - k ı n ı - k - Z ı - k +"Lı -

3 . 2 2 
- ?f cı n 1 + 1 11 6 [ı.ı n ~ - LM n( ı - k) J 

L ~ OT 

ifadesi bulunur . Burada , 

2 
A = - ı n L + 1 

o 

a lını rs a ve (35) bağıntısına aşağıdaki ifade eklenirse , 

. 2 2 
o LLL (l -4 wL + 2 ı . ı nıH ] 

aTT 

.2
2 J '= K' + o LLL (l -4 u n L + 2 U n ı+ ı 

OT T 

ifadesi elde edilir. 

J' ifadesi aşağıdaki cıibi olur. 

(35) 

(36) 
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i i n
2 

2 3 2 2 3 2 3 
J =OOT l+ { L - 4 ~:~ nL+2~ . ~ nuu2 ( ~ - k ) ın ( ~ - k ) - 2 ( ~ - k )+ 2 ~ -

, 2 L,2 2 n 

=on T { 2" -L~ nL + -2- ~ n 

1 2 2 ı - k 2 1 2 3 1 2 
+ 4 ( ı - k ) ı n ( ı - k )- -z-- - ~ ( ı - k )+ 4 ı - 2 ~ n ( ı - k )-

i n
2 

2 2 1 2 2 2 1 2 
=ooTT { ( ı - k ) ı n ( ı - k) - 4 ( ı - k ) ı n( ı -k ) - ( ı - k )+ 4" ( ı - k ) + 

=°
01

;'2
2 { ( ~ - k2) ~ n( ~ - k2) _ ( ~ - k2) +ı (Ao +i)-~+~+~ - ~ 

2 k2 2 3 l 2 
-4 ' ~ n ( ~ - k ) +"4 ı n ( ~ - k ) + 4 ~ . ı n ~ - 2 ' ı n ( ~ - k ) } 

, 2,r 
ı n u 

OT 

2 
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3 2 3 - 4 ı.ı n( ı - k ) +4 ı.ı n ı }-
- 2 
ı n o 

OT 

2 

k2 
2 3 2 3 9 2 3 2 2 ( k) (1 k ) - T k +~ k "nl } + 4 W ı - - 4 ı. W - + 4 ı -ı n ı 't c. "-

4 2 1 2 2 k
2 

2 3 2 - b k +z k ınl +~ı n ( ı - k) +4 ı ( ı n ı - ı n( ı -k )) } 

- 2 
1 -ır Ö 

OT + -----x-2-- 1 2 2 k2 2 4 2 - 2 3 
k L + ( k) - _ k }+X Ln " 1 Z ı n 4 ı n ı - 6 u OTZ- 4,,- · ın~ 

ı- k 
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. 2 (2 5 in2 2 2 k k ı n [ın ı - k )-A - -6J+ --y- 6 {2k ınl + 
o T o ~ OT 

3k
2 

2 19 2 3 ı 
+-2-ın (ı - k )- o" k +"2 ı . ı n --2 

ı - k 
( 37) 

Burada orjinin kaydırılmasından doQan terime S dersek ve aşa

ğıdaki gibi ifade edersek , 

J'= 60T~ {(ı - k 2 ) ı n( ı - k 2 ) - ( ı -k 2 ) + ı (Ao+ })+ 

2 5 ı2 
+k (-Ao - -6)+ -z }+S (39) 

ifadesi elde edilir . J'yi asağıdaki gibi tanımlarsak , 

J = J' -S 

.2222 1 
J= 6 ~ { ( ı - k ) ı n( ı - k ) - ( ı - k )+ ı (A +~)+ 

OT 2 o L 

(40) 

ifadesi elde edilir . 

AşaQıdaki integrali hesaplayalım: 

( 41 ) 
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ifade logaritmik ıraksa k olduğu için orjini (p-k+P) değiştirebiliriz . 

Böylece aşağıdaki ifade elde edilir. 

(42) 

Simetrik integrasyon koşulundan, 

(43) 

olur. tlk olarak birinci inte9rali hesaplayalım: 

L 
2. q5 dq ~ ö f 
2 cr T o -( q--,o2<-+ -ı _-'-k"?\""2 -,,) 3' (44) 

q2+ JI. _k2 = t dönüşümü kull anı lı rsa, 

ifadesi elde edilir . Böylece, 

dt 

2. cl o T [ ( q 2+ (/ _ k 2) + 2 ( ı - k 
2 

) = ı r ı - 4- i/. n '" 2 2 
q + ı -k 
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2 
1+ -k ) + o 

Linin oldukça büyük değeri i ç i n, 

P P d4P 2 o L 2 3 f a T i ıT aT (45) = ( ın ~ - -z) 
(p2H _k2)3 ~ 

Q, - k 

(43) ifadesinin ikinci integralini hesaplayalım : 
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ifadesi elde edilir . Burada , 

n 1 
2 - -:-2"L 

1 ] 
(1 +;) 

L 
+ n ) 
LT 

Linin oldukça büyük değeri için , 

4 
2. 

d P if ı 

= -z 
k k 

cr T 

ı -k Z' 

ifadesi bulunur . 

(46) 

Şimdi (45) ve (46), (43) ifadesinde yerine yazıldığında ara
nan integra 1 , 



J(3) (k , ~ ) = i n
2
0 

01 OT 4 

bulunur . Şimdi , 

integralini hesaplayalım : 

ifades i verildiğinde , 

P P d4P aU 
[_0_ ' _____ 0 

(p2 - 2pkH )3 ak 
° 
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olur . Şimdi (50) ifadesini k, üzerinden integre edelim . 

2. 2 1 2. k k 
=- ~ L 6 [ [~ n( i - k)+ 7l'+ A Jdk+ ~ L [~ dk 

'+ .. o, l.. o , 2 , .ı - k2 , 

Burada A = - WL 2 + 1 dir . Bu ifadeden , o 

U 1 { 2' k = if' 7f 1 
O '~ cı 

L2 3 2. k2 
~ n ----rı - 7'f) + n ı k ( )1 

,I', -k" 2 u ~ 

( 47) 

(48) 

(49) 

(50 ) 
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P d4P 
cr 2' k J 2 2 = TI ı a 

(P - 2pk+ ı ) 

L 2 3 
( ı n ~ - - ) 

ı - k 2 

elde edilir. Aynı integral p- k P ötelemesiyle hesaplandığında 
2 
~ ka ek ka tk ı alı r . 

2 

(51 ) 



EK .C- İz Teoremleri ve BölUm II deki İzlerin Hesabi 

1- İz teoremleri 

y ıler i n sı radeğ işme z (ant ikomutat if) bağınt ı sı . 

için 

rtv + O'vor = 2-

rf..; için 

tr tv == - Y'v 0'(1 

tr O'y = ~" 

~ O'f' == 4 

a- Tek sayılı y matrislerin izi sıfırdır . n tek sayı için 

ı'~ ( p.~ ... Ji~ ) 
i ~ ( ,ı~. "p.J 
Burada 

kullanıldı . 

~ \l. ( P;4 ". ~~ _'.; Os ) cı i~( '6',, ~ . .. . ~"O''f) 

(-IY\ i~( Y(~ .. ' ~r\ 0',1'6".,) = O 

eşitlikleri 

b- dört boyutlu birim matrisin izi 4 dUr . 

(-LL == 4 

i~p()6 =+ i~((i}6 +}5{i)= -1-- :c(çi)5+2-h.~- fi;i)::;:. ,1~b 
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Burada "ifadesi kullanıldı . 

c- çift sayılı y matrislerinin izi aşaaıda verilmiştir. 

n çift sayı için 

i-:e (~~ '00 ~,, ) =- Q4 ° Qt. ı'.ı ( {,lı ' 0 0 ~.J - D.~ o Q:ı i·~ ( ~'t or)." , .. (J,11.) + 

-f- o" + O~ . D(L i~ ( ~-ı .. o y{,,-ı) 

Bu bağıntının özel bir durumu için , 

ifadesini kanıtlayalım : 

i~ (~A ~1 9'3 (iA~ ) === 2CAr C\z i ~ U~3C1lj) - i~( rA'l~~~3r1'1 ') -= 2. Q~ o Cl2 o 

o 1'4 ( ~'3~~J - .2..0~ o Q3 i:t(~1f,tlf) + i ~ (r!.1.cA'l~4~'i)= 

= 2..D.~ . ıA'l. iQ:( ~>~y ) - 2D..f . D.) i-t:(~ı~v)+- 2 D.,f .o.'-I o 

o i ı ( ~~») _ i'C ( ~'t~~~'1 ~4 ) == 



Burada 

kullanıldı . 
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2- Bölüm III deki izler in hesabı 

it 1-ır(,(f-M ) I'v(i1-I'1)l1lı(~f-IY1 ) '61q- ( iV'_M) ~ = 

== i~roırfoıv1'6\joı<T1- O'rtr"f (Yl1"t\1'~ - ~lrl"'fıJ1''}.1~(J -

- rf,.tt, l' D v 'B. '(l(f P - rf\ı Lr I'v f "ô1r.loı (J - ~ Or t//Ô'>.1 ~ 1 -

- fYFl'rov'l"r-10'r-P + fVl4"'(1r Y'v)'1» Q1cr 1 = 

Burada , 

Z~ = i~ (D'rfY'vtrr.10'<rP) 

-C~ == i:;;(~'(lrfoıv?'oır.)'lır) 

C3 = I'Q (- mL '6'rl~\) ıı1ı/Ql(J) 

L'1 = i~ ( -vY\~oırIO'v Q~ 'O'rrf) 

Y,- = (4 (-VV\2 Y'r 1'v (DıA P" rJ" ) 



- 79-

dır . 

Şinıdi bu terinı leri hesaplayal ım. 

"C-1 = ( ~( aıt' f"(lv f n 101(" r) = ~O{ PO< 1-1 (o\,1"l\ p' 0'0-- P ) -

- ?ırv i;! ( YP')'\PI'q-f) + ~rf p~i~ (fY'v oAr61o--f) -

- ~A i4 ( J1O'v 1YO'cr/) + ~-r P~ {~( 101,,/11)1<11) -

- 'br i~ ( yoıv (O'?ıf 1) + ~ P& {q( f/lıı fOlA 1010--) -== 

= rt[ ~vp ~ i~(Y'?-frı~t) - Öv~ /1 (11"6'u-p) + ~vT P-ıı I' ~ ( forr a- f) -
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- ~"<r ı'-ı( 10'»1/) + Ö"ı;p& i?- (YO'>.1~(J" )J- ~\I[ ~O<~ P~ pr ı'ı-f t~I~(J/) -

- sO\;.,pa(i~(lfr(1"1)+ ~I'PP(PJ1i~(P'"6tfq-1) - s~po(i1.(P''6'>.lj)+ 

+ Ôo<li PO< Po i~ (1n10'<r)] + rı SO< v P~ iı (3\YO'o-1) - 6<O\A Pa{ i?- ( O'v(ô~1) + 

+ &'o(~ Pa{ Pır i ı( 0'" tl. O'(Jf) - 6O<f P"Jl. ("6\.'6'>.1') + S.>\.d~ P~ iı( r'J 1\,10'(1")] -

- ~A[ &c\J PO( i:ı( flr(1"f) - ~~~ P« P~ (~( rv 1~(J1) + ~LI\) PO( P) 11 ("6'l)f~~Y)-

- ~O(<r PO( i·~( 01\1(11) + ~O<.s Po< Pb i-ı(-r'Jl fÖa-)] + ~[ ÖO<V PO{ i ~ (foı). 11<r1) -

- so<F'POıPt>I:t.(O',,-rAl1a-p)-ı- s..:>.po( i cı(r"p-r(JI) - ~~P"Jı(oıoJlr).1)+ 

+ Lb Pol Pb ı'!t (O'"lr). O'<r) J - ~ L bo<v Pex L!L (101,,11) - ~~~ P« P~ iı ("8J1).fl)+ 

+ ~<><APo(i~('(lv?fY)- ~O(l'Po.p-r ı'ı(1'v1Uf) + 6~bPo(Pı iq(o'-11ö\1)J + 

+ ~L ~p{"iı(fQ'>-~fcr)- oo\pfkP~iı(0'\l0'1\1'6'<r)-t- ~~AP"I~(O'IJfP'O'(J")-

- b~~ PO( P"6' jq( 6'vlO'x 0'0-) + Sd.crPo{ ı'ı(O'vf"f>.f)J 

L:~ -== ~[S\L~ ~ 4 ( 6t.{' P1l 6<1"& po + ÔA.& Po bl'<r ~ - SNr~r~ Pr PO) -

- 4<~VA ( ~~ PrPr ~(Jı; ps -t- ~ps PfP~ Ô~ Pı' - 6(3<r P~f.l'& P~ Pb ) + 

+ 4 bv"ö' Pi' ( ~r" Pıı~~ PS + b~, Pf!>~ ~><r - b(lq" P~ ~>.S P~ ') -
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- bl/~4 ( ~f!>). Pf-ı~ı'& Pr P, + ~f>& P~ PIi Sxr P"4' - br)' Pp Ptı ~,,& Pı; ) + 

+4bVbP6(&~~Pf>bWPO" + 8f-A"PpbA~P'6' - bf3"d'P~Pırb>q-)J-

- Ör '.{ SJX~ PO< Pp 4 ( bl\&' Paı $;n Pı; + b >.li P.s ~l'~ Pt' - b>.<r ~1'& 'Pa' Pı; ) -

- b"o, PO( 4 ( ~~l' Pi-' Prı~n P& + ~F>i r,.J1 ~'t<1"PIl' - ~~(" Prı ba'~ ~ PeS) + 

+ &,q.PI>t'Pö"'4(~~AP/!>~&PO+ Drı;Pt-ıf{bxQ'" - Sp<ıPt>bA~P.Ç) -

- ~~4(~f-'xPf'öı',P'b"Pı; + b(l~Pf&hArPll - brl'P~Pl'~MP&)+ 

+ ~~ PolP( ~ ( 6~AP~ ~iW" Pf + 6f<r Pp b;ı.r P'dl - 8r-~ Pr-- Pr b;>'4" ) ] + 

+ ~[bo<v P~ 4 ( ~>-l' PııcS<J 'ii Pb + ~A~ Pb ôıc P-r - 6).11"" bl'f. P'6' PS ) -

S"O\>' po( Li ( ~Vl' Pıı S(1"'~ po + bVb Pı; bl'<rPll - ~\i<r ~ ır& Pl' Ph J + 

+ ~D(l' ~ \\ı 4 ( ~VA ~~1 P& + Sv.& PIı bA~ ...... ov<r ~,,~ Pı; ) --

- 'i)o<~ PO( 4 ( ~vx Ô1'6 Pır ps + ~\J~ Pı; ~,,~ Pl1 - ~\J'" P" ~A' P&) + 

+ bO(. PO( ps 4 ( ~v" ~l'<r P~ + SV<fS~~ 'Pı' - ~vr Pıı f.l\~) ] -

- ~Iı L ~O(V Pex 4 ( ~(!>r Pf->P1l' bl1""& po + bf>1> P~~ S~ Pl' - 6pxr Pf' b"O'& Pl'P,s)-

- bo<f' PO( ıp 4 ( ~vl' Pl" ben; R + b"o Po ~~a Pl' - ~"<f" hl'~ P1!l Pı; ) + 
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+ &qı PO{ Pl' 4 ( .sv~ Pp bn H. + ~,,~ Po ö~cr~? - 6\1Q""" hf->~ PJ!> Po) -

Ôoı.crP~ 4 (~v~r,3&'rb Pö'~ + ~"ı; Po~(l'6'P~p ... - ~"~Pl'~(L\PrP,) + 

+ 6oC.f, & Pı; 4( ~vr Pp bW P!5' + &v<r b/~l' Pf Pt - ~v" Pl' ~fcrPr ') ] + 

+ ~L ho<v PO< 4 ( sp Pf ~~O H· + S()1i P~P&~A~ - bı'lc:r Pf ~A~ P\; ) -

b""?Po(~4( bv>.~ı;P& + &"v& P&~'\Q" - OIJ~bN; PO) + 

+ ~o<.>-Po(4( 'bV{!.Pp~(nPf, + bv&Pı;~~Pf!. - öv<r~~~P~Pı;)_ 

~<rPo(4(svfPı'J,SAS~ + ~VbPO~pAPr - bv>-bflsP~P5) + 

+ SO(~ PotPIi 4 ( OV~ Pp b~cr + OVa"" br). Pp' - 6,,). 5~q" P f)] -
~<r[ b«.vPo<4( br).Ppbırı;P3'~ + 8rtPrPs~M'Pl' - b[!.ı'P,ôPl'o>.d})

b.xf?> Po(. ~ 4 ( bVA ~N ~ P~ -1- bV 6 Pt b».'tj' P~ - bv l' Pl' h>.!; P, ) + 

+ S'-('A PO< 4 ( ~v ~ Pp b-r.s P" PG" + ~ vb PS ~f-r P~~ - ~v ~ Pl' b~l' ~~ P. )_ 

bo(rPO<P1'4(~\IfPfb~>.~fı; + ~v&P&&~Pp - ~v>.~~ı;P~P&)+ 

+ bO(, PO( Pı; Lı ( bvp ~?> ô '\l' P~ -ı- 6V5'?'" ~13 A pp - 6v" b~r Pf~ rı' ") ] + 

+ br" Pı{ ~O<ıJ PO< 4( 6 ıY' P? ~"6'<r P~ + d~q- ~~ b.>ı1' P ... - Ôj~l' Pf'Pl' b>.<r ') -
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+ b~),P~4 ( ~\lpPpb'WPl' + ~"a-~(3rıF~P~ - ~"rP1'~I'J(fP?)

- h""l' p", Pı' 4 ( b\i? P~ ha- + ~"<r '&p)l Pp - <;;,,>-. bpıı?r ) + 

+ b()I(T POi 4 ( ~\i il P".Çvr Pl' + ,s\l"(' Pl' b p)>, P f' - 6\1>. hf)' Pp ~\) J 
Ci = pr [ 4Pv( I\Pa- + PAPa- - p.\~a- ) - '-i Ôv~ ( pLpö berE. + p-zP<r_ 

p1p~~F) + ~Pv( PAPg- -t- p
2

bM" _ P .. P>.J- 4 'b \lc(ptp>. +P7/). _ 

- ptp>-.) + Lı P,,( P>.Pır + PerPA - P'bNj)] - ~,{ '1 p1
( ~Per + PA PQ""

_ P1.~M) _ 4P>-.( riPer + p2pa- _ plPq-) + 4 p'1.( P>.P(f + p'l.ô),<r _ PITP).) _ 

_ LJP(f( plp). + pıp~ _ plp>- ) + LiP1( P>-.Pa- + PerPA _ p'1.~Nr)] + 

+ ~[4 P" ( Pt. Pg- + PA Per - P'IbM"") - '1 PA ( p", P(f + P" PO" _ p'l.~"g-) + 

+ '-i pı.( PeS,,>. + Pv.Ç).q- - PA b"er) _ ~ Pa- ( p\v>. + p" Pt. _ ?v P>.") + 

+ ~p1.( Pa-~\I>. + P,\bvC _ P"~>'<f)] _ ~{LiPA p1pCr- + p1per _ p1PIr) _ 

- '1 p1.( Pv Po- + PV P<r - P-"hv<J) + 4 p"l ( P v P<r + p" Pa- - P-~hJa-) _ 

- 4 Pır ( plpV + plpv - p1pv) + 4 p.y PvPer + P"lÖ\la- - p" p ... ) ] + 
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Pr[ 4 Pıı ( PA P<r -\- pıb,\v - Pq- P,\) - Lı P~( P<J""" b",,- + P\} b},~ - Px.s~} + 

+ Lf PA ( P\) Pq- + PV Pq- - p"ı bvrJ _ Lı P<r( p" P~ -r p" P" _ p1. ~",)o.. ') + 
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- ..Jd~:r<"3iıh - <i!d,<iS~"~~~ + ~'<3Jd~(\3~ry 17,W- = 

= l ( '{f'3 ~cY)od ~)O.s - Jd d" ~ )<J d '()os + ~d d S )Od (\)03 ) ~ J>~ + 

+(J>(\3~d""d~)o~ - ~dJf'~3"')d.1)""3 + .Jd.D~~)Qd(\)03 )1-''<1 -

- (.J)(\3)Dd '()o 3 - '("3)DeI J»03 -t- ...P(3)od ")03 ) ~ Jd d.)'!> + 

-\- \ ~ d ~~ "'d '(}OS' - ~d XV~ )ad -1>""3 + Jl'<S tld ~ J)o3 ) 1-, ".)3 

- ( ~d J>~.3 '<".3 - ~d '(Yl3 j)"~ + y( 3 Jd J"3 ) ~ )o{ıow'3 J -ı\» - = 

==[CıJ.t"S) )C)j)~ + (j)ı,Q.ft/lı,lJ)t;) '<vl3 - (-D~\lf\Jj )ı,l dd JvlS + 

-/- (~J~j)) 2, ~(\~ " (-/)~Y"'j(\~)ı!~J'Pw'~ J 7-w - -

:::: ( -DıA '<J. pt' ıJ j vv'J,. )=ö,l -ı.w - = ( j)ıJ. 'V-"tU) j"J.. j w'J.. - ):ı) = 7:2 

"..ınunınq 

((\VI~ J>o vd + J>Js 'I'J "d + 

+ -D'<3 "dvid + '<"3 J)d)cl \d & - (J>t'S '< vl3 - '<"S>.J)~ + 

+ .!>Y.3f1J~ )i,dh + ~d\'dfldvld ı~ :::: (j..bı)j'V,jflJ.jvlJ. ):C.ı = ~2 

<3J<3 lA99 
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[ ( ~ ıl ~ 1\~;1 ) 7;! ~d ~ +

+ (J)J./\~J):ı~ .bvlJ - (i-P~f\&) )t;!'{~ + (J-t2. ~4)b,I"~ -

- (lt~, 1A 1\ıJ. ) T;,i )ad ~~ J i»- = (" ~ıl \2.(\J.! vlJ. ) 1;) ıW - = h2 

[ Ct'tl (i J.) )c ,I -t..)S + 

+(-t.ti\9."J.}fı)ı.ld~~ - (-!>ı1Jf\J,.}):e)'(vIg + (~J.j'Uj)ı,1 r-Jj -

- (J)&.J'\Q.(\ıQ. ) ~! »d ~ l1-W - == (-llı,tJ1 \l"J.JvlJ. ) ~ 1 ı:v - = "2 

[<I\S ..D~ ~d f7 - ~~"d '(d h + .J)~ '<cJ "d h + 

+ .J)1'3x)3 d h + '<""3 "dJ>d f7 - '(vlS'.Po i\d h - J>{i ~ '<d ~ H - '{1\3 J>d ~ ~ + 
1-

-f- J'<J (\d ~ h + "~..Pd \'CL h -1- "~vd J)d ry - .b'( ~/\vl5'ıd n - '<(\3...Dd ~ ry -

- J>"3 \'d ~ TI + .b'<3(\d Jd ~ 1 -ı.W - == (.bı>..1>- ,w II' J.,J JJ., - ) (; ,I ="ı2 

G"5'~d)Od ~)Os.ııw'~h - ~d J"j' )od '()o~J>js ~ + 

+ ~d'<03)1d""'S.J)J3ry + J)1\3Jd)<>d.J)o.3'(~17 + ilaJ('\~)Od.b)o3'(vl31)-

- ~d ~ s )Od ")03 '(~ h - .bl\~)ed '()oS' ~ h - ~1\~)Od J)O~ ~ h + J>\,,3 ><ıd "')03 ~ h + 

+ gdJ>~3)od,<)o~(\J3 h + ~cl '(ıJ~ )OdJ»OS'(\~17 - .b'(3rJd)-d~)oS(\~~-
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C:'1 = _(y\'2 i~ (or yıv yr>- f'ö'~) == - m' [ ~rv i~ ( r,,)\Y01q-) _ 

- ~f P~ it ()1v oıA10'~) -i- r" ı'cı ( o"v 1fO'<r) - ~rr' PJ' i'l ('('"fıılı -r~)+ 

+ b(<r i'~ (a'v 9'6,>,1) ] 

Cb = - {V\1- i~ ( "Cr r" fO>. I'q- 1) = _ rl"l' [ yv lı (1Q'~ O'<r f) _ 

- ~r Pp ı'1(ö1vl\0'~1) + ~tJ~()1v10'q-r) - ~~i1(l'v10'"P') + 

+ ~ P~ ı'ı( rı"f ~1'<r)J 

C:+~ - mL(~(l'rO'''O'A10'v-l) -= _(111 [ örv 1 ':ı(oLPY'<r()_ 

- srl':tC~vfoıq-1) + ~Y' p"i~(ııvO\olTY)_ 

- ~~j~( 1V6, ff ) + ~ P.r ı'ı ( O1vo\ YO'<r ") ] 

es = «\~ i '-ı ( -rf" O'v"l\ 0111 ) == Li (l1lf ( ~v ~"ii + b f'(JÔVA _ ~/ı ~ "ii ) 

L:"~+L:g = i~ ( Oflrı,, 1 oıAfoıv-r ) + ı'ı( (Y\(ro\f'rv~oıo- ) = 

- 3 2. ~ PV P" Pıı + LI p
lf 

( ~r" S>.cr + ~t'r SVA - ~rA &v~ ') _ 

- gpl(~PV~Ao- + PvPA~r + ?r(Jq-bVA + P"Pırbrv ) -1-
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- eSr.; ı':ı(ffr?\)1r) + ~ \~( t-'6\/J>''fq-) - ~~ l:c (11'vlQ'q-) + 

+ <br~ı't(,10'vto\) + ~(~()1,,1>.y'0'a-) _~vi~(1oı"fO'r)+ 

+ ~r>- ı'-ı ( ,Vl'v fO'cr - ~ i~ ( 111v 11 01q-) + ~~ i· ~ (/0'" 1",,1) _ 

- ~ ii~ (-'{lv /l),oı<r 1) - ~v ı'?: ( 11\ '(lq-f) + ~r>' \~ (fO'v O'r 1) _ 

- br~ (~ ( p' rv '6'~ j) + ır i:e( 10'v ırrq- ) + b ('v ı'?: ( y' -CA f ~q-) _ 

- Pr i' ~ ( 0'" .,,, 9' O'q-) + ~,,(~( 0'" f foıo-) - ~ lı ()lv (1\ O'q-) + 

+ <f<rI'~(oıvfD\I) + ~v i~( 1D'A~~f ) - ~ ı':t ( rvrA'fq-1) _ 

- 8('" ı'~( rv Yl1(f 1) - ~ır ı'~( oı"/~ 1) + ~ ı'-ı(o\/}'O'x O'q-) + 

+ ~v 1~(oı>-1oıcrf)- ~A ı~(oıvfoıq-I)+ ~,~ (0'\JııA01<r1) _ 

- ~<r ı'-ı( -rv ">-11) + rr L~ ( ovrı~ foı~ ) J = 

-= - ('(\'1 [_ ~):ı ( 1'o\Qlq-) _ 

- b/A L'~( YOlv jt7Q- ) -1- ~~ (1: (y'Q'"/O\) - Ôr " ,'q ( (1"). 1'6: ) + 

+ ~?\ ı':t( (oıvfO'o-) -r br- ı 'q,( 1-r.;)">./) _ ~v (~(fO'Aoırj) + 



-9 1-

+ br~ i~ (Jrv O1cf) - ~q- ı'ı-( rrıv ~,) + ~v i-c( 1f~ V~(") + 

+ br>. ı'~(yıvP'1oıc) + ~i~ (~\J(ôAf) + ~\I Iı-( 11\'r0-1) + 

+ ~~ı~('('vfr<Jf) - ~1'ı(t\lfô11) + trv l'q(o\p-r<r1) _ 

- ~A (~(-Olv yr<r/) - S/",<f i~ (~" OlAfp') + ~ i'~ (foıv 0\ -ra-) + 

+ ~1:C(OtD\)1<1"Y) + Pf ı'ı-(O'vl'>'?O'<r) + Pf l' ı(O'vfO'),"0<rJ}-== 

= _«11.[_ ~w( 4cSio([lPo(Pp~M + ~6o(ırPo($f>ıPt> - 4ôO().Po(ô~Pf + 

+ Ljb",,>-Pol..b-r<rP~ + 4~0(<rPo(b:>.l'Pl' - 4b.,(l'P«P7"~M +4bp().Po(~nP&+ 

+ 4 ~o('b PO< PS S>-cr - 4 ~oI.ır Pa( ~.\S P5) + ~w ( Li bj!.>ı Pf3~}1q P~ + 

+ Lı ~~<J Pf hrı Pl' - 4 b,31' Pp P-ıı s' >ı<r + 4 SpA P~ ~(fı; Pı> -t- if ~p\ Pf' Pb,ÇM _ 

- 4 ~i~ <f" ~3 ~A ~ P~ + 4 S.\'r' P~ ~<t ~ P~ + 4 Ô),dPr h",ll' - 4 &A~S~6 P-oı P6J+ 

+ 'hr>-( 4 bo(v Po(~l'<rPl' + 4ôo(ö P.,(Lr Prı - 4 ~o(l"PolPl1Ôv<r + 

+ 4 bo<v PO( ~cr~ P~ Li 6O<Eı PO( P"b\J<r - Lı ~~ Rx6vı Pı; -+ 4 ~vp Pf ~'4\r Pl' -i-

+ Y ~V<rb ~l' P,~ Prı - 4 ~Vl' P)'l ôJ~<r Pp + 4 svr P~ 6<r.b PS + 4 ~vı P~ ~pır P~ _ 



-92 -



+ ('("S.,.c h - Yd"dh - '<d "d h- "dvd h + Yd"dh - '("'\d h - '<d"dh+ 

+ ~ "d h -t- Yd I'd h + '<d "d h )..P~ + ('p"~ı-d h + .Pd "d h - ~ i\d r, - ~31.d h + 

+"cJ.Pd lı - ..od "d h - -bd "d ~ +.Pd i\d h + ..od i\d ~ +.Pd "cl h ) Y~ + ( !VS>l.d h -

- J)d vd h + J)dvd h + .-J>d '<cl h + JV~ld h - .Pd vd h - Xj.ııd h - )'"'''''cr 1~- =

= [(.Pı(~ f\d & + vI' ~ .Pd8 ) ~ + Y"sp h + '<df\d h + Yd "d h + "d '< d h -

- '<d "d ~ ) .pvI~ -C<"3,d lı - 't1 "d~ + tl "d h + '<d i\d h + \j "d G )..b~3 + 

+ (Jl"Sı-dh -{jl\d h + J>d(\dh + .o1\3ıdh - "dJıd h + J>dl\dh ) ~J3 --

-ed (j h +.Pd "d h +.Pd i\d h + .od "cl h ) '(VI~ -t- (...D,( ~ıd h - -lld Yd r, -t- Jld '<d h + 

+ JldYd h -t- .od '<cl h ) "v4, +- e'<\d h + JldYd h + \:'d J)d h ) i\\i/~ - J.w - = 

= [('<f\~.bd h - j(\~ '<c1 h + 

+ ~~ "d h + -1)'( ~ "d h -.M~ Yd h + v"~..J)d h +- ..Pf\f<d h - .J>Y~ (\CL h + 

-t- ,<f\»..od h +.P"~'(dh - '<(\3.J)dry + .b'<3"dh)~ + C<d(\c\h -Yd l\dh-t

+ X(\~p ~ + '«(\~ıd h - Vd "cl h -+- '<d"d h + "dYd h - '('''5'ıdh + "dl'd f7 )~ -

-t"s.p h - "d i\d h -ı- '<d "d h + I'd Yd h - '(" 37.d h + '<d "d h + '( ":57.d h -

- (6 -
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- (Y'\'1.~ I'vJ1~poı<r11 = ı I'Y\?' f( ~rv s"ô - I- 6rrSv>- - b("'OV4") _+ 

+ ~ ( pr PVSt\cr + ır P<r~v~ + P" PA6r<r + P~P<r~v) (_M't) 

. )'" (,tr - (Y\ ) 6'\ ( <1 - fYl ) Q1<r {-if - (Yl )) = (y pli+ 8 ('(11 f+ 4 (Y\'1 ) . 

. ( ~vÖ>.o- + ~ô~\J" - ~>-bw-) +- (- 8~ - Bp?') (~Pvh>-.ır PV P?<~<r + 
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Ş i nıd i , 

ifadesiııi h saı ' layalıııı . 

r""" (0,0,0,0) = .(~~ ( 0,"'''" - °r"&v~ + ~~ÔV,) S (~~(V\'Y 

- -«- f di{ P ( Pr P \i b>-.<r + Pv PX br'l<T" -i- Pr P<r S VA + PA P<r S""v) --\-
-in"). ( pı. -t lYf )3 i i 

+ ~2.. f ~PVPAPçr JIIP 
~ 1\'1. ( p~ m'l. )'1 

Burada , 

f ~pv-F(pı)d~p = t~vJ p+{pl) J'Ip 

r ır Pv P~ Pv-t (p1) d~ P -= d
4 
(~v bA<r + ~ Ôvq- + ~q-6IJ>') r p~+(pl)J~ p 

dır . 



. (J)f\~ yvl)6 - '<"3~S> + Jl\'3"~ ) -* }t-ıı-r = ( 0'0'0'0 ) J)Y"v!ı 

(h(ıW +-ıd ) ) / / } <t: tC l.W \ .d ) ( / 
L (J>"~ ,<vI~ + x"3.bwg + JlY) "Vf~ ) h + ) ('<f'~ ~w~ + 

d ht""d dhf-ıd 
/ ( l.W -+- d ) / c:; / / cc:: 

+ j\,~ f\viS ) ry - -z t (( .1>1'3 xviS - - YI'~.!>vl3 + ~Y3 (\w~ ) - + 
d~ ) t X 

ı( ıL» +ıd ) f / / vi. ) C \ "to .u. )i / 

+ d IıP ~~ ~rı - ~i\~ J)v1~ -t- J>Y~ f\ 3 tl 5 - }_. -=== ( d o' o' O) .bX"':l 

r lı ( l.W + ıd )) . 
cl ht\d 

/ / r: .. (ıl» "t-zd) i / 
· (X~j)"'3 + .)I\~yvl~ -t- j)Y~I\\.1~ ) t7 + ( ('<I\~.bWS + j)'(3 I\\1t'g ) h -
\ d hııd J 

.(ıl» +ıd ) [ / ı; / i ) <t: ] 
- cl h F ~ Jıl'j'<v'g I-J -i- J)"3 yviS Tr - (y"S J)VlS + ~'<3(\rlg T + 

U'v+ d ) / <t: 1 .\1). 
+ 1. ı f (Jl(\g~"'3 -z; - xl'g..b~ + J)\,~ I\VI~ ) h .> T:=: (o 10'0'0') ..b'<ı)~ 

[ he ıL» +ıd ) J . 
1 dhi ·hQ 

/ ı; (1,.W+d) / / 
. ('((\~ Jlw'S -t- j)f\3\( vlg + .İl\( ~ "vt'~ ) l7 -t- t ı. J ('«(\3~~ + J)Y31\vi3 ) I-J -

'- d hııd 
( LOW + d ) (ı.\).) + d) i ı 

_ -ı 1 r j)(\~~ 0 +"l. " (( .b1'3xJo -y; - ,</\~j~~ -1- .11'<3 (\vı'~ )- + 
d h F ) d hF ).) 8 

-lJ:J+ıd)j / / i <t: 1 -xliV i 

+ d hF (..b" ~'(YS~ - \'''3 ~VI~ -+- JlY,S'''''''S ) T 5 -~. = (0'0'0'0 ) j)'{I'':L 

Iı (ıw + ~) / / "LLL .~ I-ı-ı 
. ( (J)(\3 ~S + \'1'3Jl~ +- -"<S>I'''''~ ) -~ . - r + 

hd dhP ) i ı~ 

+ ( '<" ~ .J>w'~ +.J>\' S "v's ) ı . 
ıd 

~(lW -rı d ) r l.ıır _ 
d" P ) 8 
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+d) i "ll.-r + J. "LU) ı f .,)"s '<""3 17 
d~F 
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sonuç olarak, 
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ko)u l UIIU i-. u II ullLlı 1-. . 

ilk in tegra l lo~aritıııik olarak ıraksaktır . 



EK . D- FEYNMAN KURALLARı 

l. Her bir dış elektron çizgisi Ur(p), Ur(p), ur(_p), ur(_p) 

sipinör türüne karşılık gelir . Burada Ur(p) ve Ur(p) polarizasyonu 

r monıentunıu p olan elektronun yaratılması veya yokedilıııesine karşı

lık gelir . Bununla birlikte ur( _p) ve ur (- p) polarizesi r nıomentumu 

p olan pozitronun yaratılması ve yokedilmesine karşılık gelir . 

2. Her bir dış foton çizgisi için ~/I2W çarpanı gelir . Bura

da w fotonun frekansı ve e de birim polarizasyon vektördür. 
\l 

( ~ = e y ) Her bir dış foton çizgisini gösteren bir dış elektromoq--
\l )i . 

netik alan için ~(e)(q)n2~4 çarpanı gelir. 

3. p -ıııoıııentuııılu lıer bir i ç elektron çizgisi i çin -i(l/i~t-m) 

çarpan ı gelir. 

ı 4. k-momentumlu her bir iç foton çizgisi için - kZ 0jlV 

faktörü gelir. 

5. Diyagramın her bir köşesi (verteks) katkısı için o-fonksi
yonu (gelen ve giden tüm parçacıkların momentuııılarını içerecek şe

kilde) verilir. 

~ P. - Giren momentum sayısı 
ı 

L: Pf Çıkan moıııentuııı sayısı 

6. Eğer diyagram kapalı bir lepton ilmik (loop)'ı içeriyorsa 

-i /(i~+m) ve y matrislerinin çarpımının İz'i negatif bir işaret 
\i 

alır. Sayet kapalı illiıik'in köşelerinin sayısı tek ise S-matris 
elemanı sıfır olur . (Furry Teoremi) 

7. Ara durumlarının dörtlü momentuıııları üzerinden integral 
alır . 
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