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OZET

Bu galismada; ilk olarak grup genislemesi yardlmlyia 2 - boyut—
lu kohbmoloji grubunun tanlml,' ardindan Z nin ’bir serbest ¢Oziiclisii-
yardimiyla n - boyzitlu kohomoloji grubunun tanimi ve bu gruplarla il-
9ili bazi Szellikler verilmis, daha sonra kohomoloji teorisinin grup
teoriyé bazi uygulamalari gosterilmistir.



iCINDEKILER
lGiRi$ _
) BOLUM T
TEMEL KAVRAMLAR
1. GRUPLAR ....... eeeeeerete e e s s feeeeeeiiaieiea,
2. HALKA, CisiM ve MODUL ........... cereneens eesienneacanneas
BOLUM II
GRUP GENISLEMESI VE KOHOMOLOJI TEORISI
3. GRUP GENISLEMEST .. ..eeeunneeeeensseeeesieeeseeee
4. GRUPLARIN KOHOMOLOJ_isi ....................................
BOLUM IIT
KOHOMOLOJI TEORISININ UYGULAMALART
3. KOMPLEMENT . .tettitteenensnnnennesoneeneeeonennnonnnnnnnns
6. SCHUR-ZASSENHAUS TEOREMI ©\uuuuuieiienenneeeeennnnnnnnnnnn.
7. p-GRUPLARININ OTOMORFILER GRURU ..... T

KAYNAKLAR

.................................................

SAYFA




Giris

¢ bsliimden olusan bu tezin birinci boliminde, caligmamizda kul-
lanilacak bazi temel kavramlar ve teoremler verilmistir. Bu bbliinde ve-
rilen teoremlerin ispatlari [1], [5], [6], ve [7] nolu kaynaklarda bu~
lunabilir. ‘ '

Ikinci boliimde: Snce grup geniglemesi tanimy ve bununla ilgili
teoremler verilmig ve bundan yararlanarak 2-boyutlu kohomoloji grubu
olugturulmus, ardlndén n-boyutlu kohomoloji grubu tanimlanmis ve Z nin
serbest ¢Oziiciilerinin segiminden ba§1m31z oldugu ispatlanmistir. Koho-
moloji grupiarinl olusturmak icin Z nin 6zel bir gozliclisi olan stan-
dart ¢oziicli teskil edildikten sonra, bir grup ile onun bir altgrubunun
kohomoloji gruplari arasindaki iliskiler incelenmistir. Bu calismada -
kohomoloji teorisinin detayli bir incelemesinden ziyade, n-boyutlu ko-
homoloji gruplari vé 6zellikle 1 ve 2-boyutlu kohomoloji gruplari tize-
rinde durulmug, bu gruplarla ilgili bazi G6zellikler ve drnekler veril-

mistir.

Uglincli bSlim kohomoloji teorisinin bazi uygulamalari ile Schur—
Zassenhaus teoremine ayrilmistir. Ilk olarak, kohomoloji gruplari yar-
dimiyla komplementler elde edilmis ve herhangi iki komplementin esle-
~nik olup olmadigi belirlenmistir. Son olarak, Schur-Zassenhaus teoremi
- verildikten sonra, Gaschitz'in [4] p-gruplarinin otomorfiler grubu

Uzerine bir teoreminin ispati verilmistir.



BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1. GRUPLAR

1.1. TANIM

G # @ bir kiime olsun. Her -siralanmis (a,b) € G elemanina bir
cCE€G elemanlnl.tekabiil ettiren bir ¢:GxG—=>G déniisiirniine G de bir iki-
1i islem denir. "e * donislmi altinda (a,b) elemaninin g'cifiintiisii yeri-
ne ab=Cc yazilir. ’

1.2.TANIM

Bir G # @ kimesinde bir ikili islem verilmis olsun. Asadidaki
sartlarin gerceklenmesi halinde, G've bir grup denir.

(i). Her a,b,c€G igin,

(ab) c=a(kc) (Asosiyatif kural)

verilir. »

(ii). Her a € G icin,
' ea=a .

oiacak sekilde bir e € G elemani vardir.
(iii). Her a€G elemanl_na karsilik,

ba=e
olacak gekilde bir b€ G elemani mévcuttur.

Bu tanimdaki  e€ G elemanina G'nin birim (veya idantik) elemani,
b€ G elemanina da a'nin tersi (veya inversi) denir. G'nin birim elema-
nini 1 ve a€G elemaninin tersini a_l ile gOsterecegiz.
1.3.TANIM i
G bir grup ve her a,b€ G igin ab=ba ise, G'ye bir Abei grup de-

nir.




1.4. TEOREM
-G bir grup ve 1€ G birim eleman olsun.
(i). Her a€G ig¢in al=a dair.
(ii). ba=l ise, ab=l dir.

1.5. TANIM ,

G grubundaki elemanlarin sayisina G'nin mertebesi denir ve 1G|
ile gosterilir. |G| sonlu ise, G'ye sonlu bir grup denir.

1.6. lANIM

G bir grup ve K G'nin bir alt kiimesi olsun. K G de tanimlanan
ikili igleme gore bizzat bir gmp ise, K'ya G'nin bir altgrubu denir
ve K=G yazilir.

1.7. TEOREM

G bir grup ve HCG bir altkume olsun H=G olmasi ig¢in gerek ve
yeter sart her a,b€H igin abeH ve a~ e H olmasidir.

Altgrup tanimina gére G=<G ve {1} G dir. Bu altgruplara G'nin
trivial altgruplari denir. H G'nin bir altgrubu ve H # G ise H'a G'nin
oz altgrubu denir. Bu durumda H<G yazilir.

1.8. TANIM

G bir grup ve H G'nin bir altgrubu olsun. H<G ve H=K<G den

=G veya H=K elde edilirse, H altgrubuna G'nin bir maksimal altgrubu
denir. Buna karsilik {1}<H ve { 3<K<H dan K= {1} veya K=H elde edi-
liyorsa, H altgrubuna G'nin bir minimal altgrubu denir.

1.9. TEOREM

G bir grup, I bir indis kimesi ve B, <G (1€I) olsun. Bu takdir-

de,
(Vw, <6
i€l
dir.
1.10. TEOREM
G bir grup ve S G'nin bir alt kimesi olsun. Bu takdirde,
B {ugu, L u, | ne N, u, € sus‘l}«
kimesi G'nin bir altgrubudur ve SCH dir. Burada

sTie 7-{s_-l |sesy



dar. H altgrubuna S kiimesi tarafindan iiretilen altgrup denir ve <s>
~ile gosterilir. S kiimesine H'in {lreteci denir.- - e
1.11. TANIM »
G' bir grup ve SC€G olsun. G=<S> ve S= {a} ise G'ye devirli
| grup denir ve G= <a> seklinde gosterlllr. 1.10 a gbre
={a> = lnEZ }
dir.
1.12. TANIM
~G bir grup ve SCG olsun.

(a). g € G olmak lizere"

s9= g—..ng={g'lsg | ses}

altkiimesine S'nin g - eslenidi denir.

(b). N.(S)= {g|g€G, s9%=5 }

altkumesine S'nin G'deki normalliyeni denir.

(c). CG(S)={'g | gs=sg (¥s€ S)}

altkiimesine S'nin G'deki merkezliyeni denir.
(a). Cs(G)=2(G) altkimesine G'nin merkezi denir. »

Acik olarakaG(S) ve CG(S) G'nin altgruplaridir.

1.13. TEOREM

G bir grup, G # {1 } ve G'nin trivialden farkli altgrubu yoksa
G asal mertebeden devirli olan sonlu bir gruptur.

l 14. TEOREM o

Z(G) ., G'nin bir Abel altgrubudur. H<Z(G) ise x€ G olmak {izere
<H,x>de Abeldir.

1.15. TANIM ,

G bir grup, H=G ve x € G olsun

Hx= {nx | hen !

kimesine H'in G'deki bir sad yan sinifi denir. Benzer sekilde xH sol
yan sinifi da tanimlanabilir. H'in G'deki farkli sad yan siniflarinin
sayisina H'in G'deki indeksi denir ve [G:d] ile gosterlllr

1.16. TEOREM (LAGRANGE)

G bir grup ve H=G olsun. Bu takdirde



|G| =IH|[G:H]
dir. G sonlu hifAéiup ise bir altgrubun mertebesi gibi indeks de G'nin
mertebesini- bdler. ! '
1.17. TANIM
_ G bir grup ve H=G'olsun. H'in herbir saj yan simfindn bir ele-
man alinarak olugturulan T altklimesine H'in G'deki bir sag transversali
denir. Benzer sekilde sol transversal de tanimlanabilir. Agik olarak
[Ti= [G:H].dair.
1.18. TANIM
G bir grup, H ve K G'nin iki altgrubu ve Xx€ G olsun.
HxK={hxk | h€ H, k €K}
kﬁmesine H ve K'ya gore bir ¢ift yan sinif denir.
1.19. TEOREM
G bir grup ve H ve K G'nin iki altgrubu olsun .
(i) G, H ve K ya gore c¢ift yan siniflarin birlesimidir. ‘
(ii) H ve K ya gore bir cift yan sinif K'nin sol yan siniflarinin veya
H'in sag yan siniflarinin birlegimidir. HxK kesinlikle |K:KN &'|tane
H'in sag yan sinifini icerir. .
1.20. TEOREM

G bir grup ve H ve K G'nin sonlu mertebeli iki altgrubu ise

81K
[HNOK|

|HK|=

dir. ]
1.21. TEOREM (DEDEKIND KURALI)
G bir grup, L<G ve U ve V G'nin iki alt kiimesi olsun. UCL ise,
WAL = U (VNL) |
dir. Burada;
UV = {uv| ueu, vev }
seklinde tanimlanir.
1.22. TANIM
G bir grup ve H=G olsun. Her x € H icin Hx=xH ise, H'a G'nin

normal altgrubu denir ve H=G seklinde gosterilir.




Bir grubun maksimal ve minimal normal altgruplarinin tanimi 1.8
deki gibi verilir.

1.23, TANIM

Bir G grubu verilsin. G # {I} ve G'nin trivialden farkli normal
altgrubu yoksa, G'ye basit grup denir. '

1.24. TEOREM

G bir grup, .H_<__1G ve H'in G deki siniflarinin kiimesi G olsun. Bu
takdirde G ‘
| (Hx) (Hy) = Hxy (Hx,Hy € G)
1le tanimlanan siniflarin garpimi islemine gore bir grup olusturur.

1.25. TANIM ,

1.24'de tanlmlanah G grubuna G'nin H normal altgrubuna gdre bo-
lim grubu denir ve G = G/H yazilir.

1.26. TEOREM ,

G bir grup ve H=IG olsun. G/H bSlim grubunun basit olmasi icin
gerek ve yeter sart H'in G'de bir maksimal normal altgrup olmasidir.

1.27. TANIM

G ve G' iki grup ve f:G—>G' bir doniisiim olsun.‘
(a).Her x,y€G icin

£ (xy) = £ (x) £ (y)

ise £ e bir homomorfi denir.
(b) £ homomorfisi bire-bir ise f e bir monomorfi denir.
- (c) £ homomorfisi lzerine:; yani f(G)=G' ise f e bir epimorfi denir.
(d) £ homomorfisi bire-bir ve iizerine isé f e bir izomorfi denir ve
G = G' yazilir.

G bir grup ve N=IG ise G den G/N e xr»xN ile tanimlanan doniisiim
bir homomorfidir. Bu homomorfiye dodal homomorfi adi verilir.

Verilen bir G grubuna izomorf olan biitlin gruplarin kimesine G
nin izomorfizm sinifi denir.

1.28. TANIM

G ve G' iki grup ve £:G—=G' bir homomorfi olsun. -

Gekf= [x|x€G, f(x)=1€ G'}

kimesine f in gekirdegi, - ‘ L




£(G)= {£f(x)] xeG} o
kimesine £ in gOriintiisii (veya resmi) denir. Bazén, f(G) yerine resf
gosterlmlnl de kullanacagiz.
Kolayca goriilebilecegi glbl ¢ekf QG ve £(G)<<G' dir.
1. 29 TEOREM
G ve G' iki grup ve f: G—>G' bir homomorfi ise,

G/gekf & £(G)

dir.
1.30. TEOREM
G bir grup, K<G ve N<IG olsun. Bu takdirde
K/(NNK) = NK/N
dir.

1.31. TEOREM

G bir grup, H ve K G nin normal altgruplari ve K<H olsun. Bu
takdirde '

H/K<SG/K ve (G/K) / (H/K) % G/H

dir.

1.32. TANIM

Bir G grubu verilsin. Bir £:G-»>G homomorfisine G nin bir endo-
morfisi denir. f bir izomorfi ise f e G nin bir otomorfisi denir. G
nin tum otomorfilerinin kiimesini O(G) ile gdsterelim. Bﬁ takdirde 0(G)

(fg) (x)=g(£(x)) (f,9€ 0(G), x€G)

bilesgke islemine gore bir grup olusturur. Bu gruba G nin otomorfiler
grubu denir. ‘

' g€ G olmak lzere her x€ G igin xn—ag—lxgzxg donlisimi G nin bir
otomorfi.sidir. Bu otomorfiye G nin bir i¢ otomorfisi denir ve ig ile
gosterilir. G nin tilim i¢ otomorfilerinin kiimesini I(G) ile gosterece-
Jiz. -

1.33. TEOREM
I1(G)=o(G) ve G/z(G) = 1(G) air.

Z2(G)={1+ ise G = I(G) olacagindan o € O(G) ve g€ G olmak iizere

, o .
7(}.34) o] 1g c:_Io(g) ) , | .




formiili yerine

yazacagiz.
1.35. TEOREM
G bir grup ve HSG"oisun. Bu takdirde
CG(H)SNG(H)

ve NG(H)/CG(H) bSiﬁm grubu O(H) in bir altgrubuna izomorftur.

1.36 TANIM

G bir grup ve H=<G olsun. Her ¢ € 0(G) icin 0(H)=H'ise, HagG
nin karakteristik altgrubu denir ve HLG vyazilir.,

1.37 TEOREM

G bir grup, H ve K G nin iki altgrubu ve H=<K olsun. Bu takdirde
(1) KKG => HKG '
(ii) KSG =—> HIG
dir.

1.38. TANIM

G ve H iki grup olsun. Bir ¢: G —= O(H) homomorfisi varsa G ye
H lzerinde bir operatdr grup, ¢ homomorfisine de G nin H a etkisi de-
nir. :

Ozellikle her g€G igcin ¢(g)=l ise @ ye trivial etki denir.
Kolayca gorlilebilecegi gibi

{ hlhe€H ¢lg(h=h (\geaq) } ,

kﬁmesi H in bir altgrubudur. Bu altgrubu CH(G) ile gosterecediz.

1.39. TEOREM

G ve H iki grup ve ¢: G—=>0O(H) bir homomorfi olsun. Bu takdir-
de

L= { (g,hi|g€G,hen }
kiimesi
(g,h){g',h')=(gg', ¢(g')(h)h') (g,g€G; h,h' € H)
seklinde tanimlanan carpma islemine gbre bir grup olusturur. -
G= {v(g)=(q, gl 9€G | ve B= n(h)=(1,,h)| hed }

. olsun. Bu durumda G ¥ G, H ¥ H ve




9L = GH, GNH={1}
dir.Daha fazla olatak '
v(@) ™t nth) v(g)= n(h9) (g€G, heH)

dir.

1.40. TANIM

1.39 daki L grubuna G ve H 1n ¢ etkisine g'dre yaridirekt carpi-
m1 denir.

l,4l. TANIM

X bir kiime olsun. Bire-bir ve iizerine bir f:X—=X doniisiimiine
X kiimesi lzerinde bir permiitasyon denir. X kiimesi iizerindeki biitiin
permiitasyonlarin kiimesini Z(X) ile gosterecegiz. Z‘(X) permitasyon-
larin bilegkesi islemine gdre bir grup te§kll eder. Bu gruba X klmesi
uzerlnde simetrik grup denlr

1.42. TANIM

G bir grup, X herhangi bir kiime ve p: G—= (X) bir homomorfi
ise, (X,p) giftine bir G- kiimesi denir.

‘Herbir g€ G elemani X iizerinde bir permitasyon tanimlar. Her
x €X igin

plg) (x)=x9

vazacagiz.

1.43. TANIM

X bir G- kiimesi olsun.

{x9] gec !
kimesine x € X 1 igeren bir ydriinge denir ve O ile gosterilir. O de-
ki elemanlarin sayisi olan IO | e O yoringesinin uzunludu denir. YCX
ve her g€: G igin
yey —> yg €Y
ise Y ye bir G- invaryant altkiime denir. X in herbir elémanlna hokta
adi verilir.

1.44. TANIM

p bir asal sayi olmak lizere mertebesi p nin bir kuvveti olan bir-

sonlu gruba p-grup denir.



1.45. TEOREM

G bir p-grup ve X # @ bir sonlu G-kiimesi olsun. 1XI# 0 (modp)
ise X bir G-invaryant nokta icerir. | : -

1.46. SONUGC

Bir Q p-grubunun bir diger G p-grubu Uzerine etki ettigini ka-

bul edelim. G # {1} ise G nin birimden farkli olan bir O-invaryant ele-

man1 vardir.

1.47. TEOREM

G bir p-grup ve HSIG olsun. H # {1} ise HNz(G) # {1} dir.
Ozellikle G # {1} ise z(G) # {1} dar.

1.48. TEOREM

- G bir p-grup ve H<G ise NG(H) # H dlr; M,G nin bir maksimal

altgrubu ise M=2G ve G/M mertebesi p olan bir devirli gruptur. Ozel-
likle [G:M]= p dir.

1.49. TANIM

G bir sonlu grup ve

|G| =anm, (p,m)=1

olsun. G nin mertebesi pn olan bir altgrubuna G nin bir Syloy p-altgru-

bu (veya bir Sp—altgrubu) denir.

1.50, TEOREM

G bir sonlu grup olsun.
(1) G nin bir sp—altgrubﬁ_vardlr.~
(ii) G nin herhangi iki Sp—altgrubu G de esleniktir.
(1ii1) G nin herhangi bir p-altgrubu G nin bir Sp-altgrubunun icindedir.
(iv) S,G nin bir Spfaltgrubu olmak lizere G nin Sp—altgruplarlnln sayi-
s1 [G:NG(S)] dir. Daha fazla olarak

[G:NG(S)]E 1(modp)

dir. 7

1.51. TEOREM (CAUCHY)

G bir grup ve p bir asal say1l olmak lizere pllGI ise G mertebesi
p olan bir eleman icerir.

1.52. TEOREM

G bir grup ve H=IG olsun. S,H 1n bir Sp-altgrubu ise G=NG(S)H dar.
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©1.53. TANIM
T asal sayllarln bir kiimesi ve n bir dogal sayl olsun. n sayi-
sinin bitin asal faktdrleri = de ise n ye bir T-saylsi denir.:
1.54. TANIM
G bir grup ve g € G bir sonlu mertebeli eleman olsun. |g| bir
ﬁ~saylsl ise g ye bir n-eleman denir.
Biitlin elemanlari n-eleman olan bir G grubuna bir r-grup denir.
G bir sonlu grup ise |G| yi bdlen asal sayilarin kiimesi x(G)
ile gOsterilir.
' % (G)={p | IG] = 0 (modp)i
dir.
1.55. TEOREM
G bir sonlu grup ise asagidaki iki sart denktir.
(1) G bir =-gruptur.
(ii) |G| bir nr-sayisidar.
1.56. TANIM
G bir grup olsun.
(a). x,y € G olmak lizere
[x,¥] = x Ty xy '
elemanina x ile y nin komiitatdri denir.
(b) G=<[xy]|&y€G> _
altgrubuna G nin komitator altgrubu denir.
O Mg v

, ve
G(i+l)= (G(i))'
yardimi ile G(l) komitator altgrubunu tanimliyalim. Agik olarak her
0 €0(G) igin O(G(l)) (1) oldugundan her i=1,2,..... icin G(l)giG ve
(O):> G(l) (2)22. .............. E?G(l):>G(i+l)3>

dir.
1.57. TANIM
G bir grup olsun Belli bir n€IN icin

Mo

ise, G ye-gbziilebilir grup denir.




_l;_

Bu tanima gore;trivialden farkli bir G grubu ¢oziilebilirse, G
Abel ve { 1} den farkly~ olan bir karakteristik altgrup icerir.

1.58. TANIM
B ,Hn gruplari verilsin.
G=H, xH,x et an={(xl,x2, ..... xn)lxie Hi(i=l,2..,n)}
kimesi
(xl x2,....,xn) (yl,yz, ..... Yy )=(x lyl 2yz,.‘. X Yo ), (xi,yieﬂi)

garpma 1§1em1ne gore bir grup teskil eder. Bu gruba H 2, . H grup-
garplml trivial etkiye gdre yaridirekt carpimdir.
1.59. TEOREM

H H2,....,Hn verilen gruplar ve G=Hle2x ..... an olsun. Her
i=1,2,..... ,n igin
K=1(1,1,...... Xy eeeaann ,1) ] x; €H}

alt kimelerini tanimlayalim. Bu takdirde
(1). Her i=l1,2,....,n icin K.EQG ve K.g H; dir.
(ii). Her xieKi ve xjeKj (1#]) igin x.x_.=x_.x. dar.

1737730
(iii). G=KlK2 ...... K, Ve G nin her elemam XXy waininn X (xiE.Ki)
formunda tektlrli yazilabilir.
1.60. TANIM _
S G bir grup ve Hl 20 eees 'Hn G nin normal altgruplari olsun.
G=H1H2.......Hn ve hervl_l,Z ..... ,n igin
HiHy.ooon. Hi_lﬂvHi= {1}
ise G ye Hl’HZ' ..... 'Hn normal altgruplarlnln i¢ direkt ¢arpimi denir.
1.61. TEOREM '
G bir grup, Hl’HZ’ ..... ’Hn G nin normal altgruplari ve
G=H1H2 ...... Hn_olsun. Bu takdirde asagidaki sartlar denktir.
(1). Her i=1,2,..... ,n icin HlHZ ...... Hi_lr]Hiz{l} dir.
(ii). G nin her elemani XKy eeennn X (xie Hi) formunda tektiirlii ola- -
rak yazilabilir. i
{22 : . °
(iii). G = HleZX ....... xH dir.
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1.62. TANIM
H,K iki grup ve G=HxK olsun. Her (h,k) €G icin =(h,k)=h ile
tanimlanan " :G-—H donlislimine G nin H Uzerine izdiisiimi denir.
1.63. TEOREM
H ve K iki grup, G=HxK ve Hl ve ?2 sirasiyla H ve K lizerine
izdiisiimler olsun. Bu takdirde; G nin bir U altgrubu, UNH, Wl(U),U(WK,
(U) altgruplarini ve © (U)/(U(WH) dan © (U)/(U(\K) lizerine bir

@U izomorfisi belirler. Ter31ne olarak; Hl,HZ H in Kl K2 K nin
HZEQH ve KZfEK olacak sekllde altgruplari ve & , Hl/HZ den Kl/K7
Uzerine bir izomorfi olsun. Bu takdirde, Hl= nl(U), H2=Ur1H, Kl= vZ(U),

-UﬂK ve ©
grubu H

=9y olacak gekilde G nin bir U altgrubu vardir. U alt-

1+ Hy, K K, ve & ile tektlrli olarakvtanlmlanlr.

1.64. TEOREM

G bir grup ve H,K G nin iki normal altgruan olsun. Bu takdirde
G/HNK bolim grubu (G/H)x(G/K) direkt garplmlnlﬁ bir altgrubuna izo-
morftur.

1.65. TEOREM

G sonlu iiretenli bir Abel grup ise; yani sonlu tane eleman ta-
rafindan Uretiliyorsa, G nin her altgrubu da sonlu uretenlidir.

1.66. TEOREM

Sonlu uretenli herhangi bir G Abel grubu devirli altgruplaran
bir direkt toplami olarak ifade edilebilir. G deki sonlu mertebeden
elemanlarin kimesi T(G) olsun. T(G) sonlu bir gruptur.

1.67. TANIM .

Yukarida tanimlanan T(G) altgrubuna G nin burulmali altgrubu
denir. G bir Abel grup ve T(G)=G ise G ye bir burulmali grup denir.

©1.68. TANIM

G bir Abel burulmali grup ve p bir asal sayi olsun. Mertebeleri
p nin kuvvetleri seklinde olan elemanlarin kiimesini Gp ile gosterelim,
prSG dir. Gp ye G nin p-birincil bileseni denir.
1.69. TEOREM

' >
G bir sonlu Abel grup, f ve g G nin iki endomorfisi ve fg=gf= O

ise [eekf:g(G)]=[¢ekg: £(G)] - N
dir.




1.70. TEOREM

G sonlu bir Abel p-grupolsun. Mertebesi en fazla p olan eleman—
larin kﬁmesini.fll(G) ile gésterelim.l()l(G)|=pd olsun. Bu takdirde -
asagidakiler saglanir.

(1). G nin devirli olmasi-i¢in gerek ve yeter sart d=1 olmasidir.
(ii). H,G nin‘gll(G) yi igermeyen bir maksimal altgrubu ise H da ice-

rilmeyen kesinlikle pd_l tane p mertebeli altgrup vardir.



2. BALKA, CisiM VE MoDUL

2.1. TANIM
R Uzerinde toplama.ve ¢arpma ikili islemleri tanimlanmis bostan

farkli bir kime olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa R ye bir halka

~denir. - -

(i) R toplama islemine gdre bir Abel gruptur.
(ii) Her‘ a,b,c€Rr icgin
(ab)c=a(kc)
dir.
(iii) Her a, b, c€R icin
a(b+c)=ab+ac
(at+b)c=ac+be

(Distribiitiflik Kurali)

dar.
Bunlara ek olarak her a,b€R icin
» ab = ba
ise R ye komiitatif halka denir.
.Eger R halkasinin garpma iglemine gdre birim elemani varsa R ye
birim elemanli halka denir.
2.2. TANIM
F Uzerinde toplama ve carpma ikili islemleri tanimlanmis bostan
farkli bir kiime olsun. Asagidaki sartlar gergekleniyorsa F ye bir ci-
sim denir.
(i). F toplama islemine gOre bir Abel gruptur.
(ii). Toplama iglemine gGre birim eleman sifir olmak iizere F-{0} garp-
ma islemine gdre bir Abel gruptur. '
(iii). Her a,b,c€F icin
(at+b)c=ac+bc
a(b+c)=ab+ac
dir.
2.3. TANIM

- F keyfi bir cisim ve n sabit bir tamsayl olsun. Matrislerin
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carpimi islemine gore biitlin nxn-1i singliler olmayan matrislerin olus-
turdugu-gruba F lzerinde n 1inci dereceden genel lineer grup denir ve
GL(n,F) ile gosterilir.

F g elemanli bir sonlu cisim oldudu zaman GL(n,q) ile gosteri-
lir. F bir sonlu cisim ise GL(n,F) sonlu bir gruptur.

2.4. TEOREM

F karakteristigi p olan bir cisim ve |F|=g=p"(m € N) ise

n

IGL(n,F)| =g(n-1)/2 T_T(qi~l)
dar. 1=1

2.5. TEOREM

p sabit bir asal sayi, E sonlu bir Abel grup ve |E| =pd(d € IN)
ise O(E) £ GL (d4,p) dir.

2.6. TANIM

R bir halka ve M toplamli bir Abel grup olsun. Her r,s€R ve
m,ml,mZE M igin asagidaki sartlar saglaniyorsa, M ye bir R- modiil denir.
(1) m(r+s) =mr+ms
(1i) (ml+m2)r =M, r+m,r
(1ii) m(rs) =(mr)s .

R lR birim elemanli bir halka ve her me M icin
(iv) ml.=m '
ise, M ye birimsel R-modiil denir.

2.7. TANIM

R bir halka, A bir R-modiil ve B,A nin bos olmayan bir altkﬁmesi

olsun. B,A nin bir toplamli altgrubu ve her r€R ve b€EB i¢in hr € 3B
ise, B ye A nin bir altmodiili denir.

2.8. TEOREM '

I bir indis klmesi ve‘her'i,el}igin R nin Ri altmodilleri veril-

mis olsun. Bu takdirde

an
i1€eT
de R nin bir altmodiiliidir.

2.9. TANIM

R bir halka, A bir R-modiil ve X A nin bir altkiimesi olsun. X i
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iceren A nin biitin altmodiillerinin arakesitine X tarafindan iiretilen
altmodil denir. X sonlu ve ‘A y1 lUretiyorsa. A ya sonlu liretenli denir.

2.10. TANIM ’

A bir R-modiil ve B A nin bir altmodiilii ise A/B bblim grubu

(a+B)r=ar+B (r€R,a+B €A/B)
modul carpimina gdre bir R-modiildiir. Bu mediile A nin B altmodiiliine go-
i:e bolim modiili denir. : -

2.11. TANIM

R bir halka, A ve B R-modiiller ve f:A—>B bir doniisiim olsun.
Her a,b€A ve r €R igin

’ f(a+b)=f(a)+f(b) ve f(ar)=f(a)r
ise £ e bir R-homomorfi denir.

Eger f lzerine ve bire-bir ise f e bir R-izomorfi denir ve A £ B
yazilir.

A ve B R-modiiller olmak lizere A dan B ye biitiin R-homomorfilerin
kimesini HomR(A,B) ile gosterelim. f,g EHomR(A,B) homomorfilerinin top-
lamini asagidaki gibi tanimliyalim.

(f+g)(a) = £(a)+g(a) {a€n)
Bu takdirde HomR(A,BS bir Abel gruptur.

2.12. TEOREM

R bir halka ve A,A' A" ve B R-modiiller olsun. Bir o :A—s=A'
R-homomorfisi HomR( A',B) den Honh(A,B) ye bir o homomorfisi meydana

getirir. Bu homomorfi f € HomR(A"‘?,B) ve a€A olmak lzere

o (£)(a)=f( o (a))

ile verilir. «a.B € Hom,(A,A') ise (a+ B ¥ =o®r ¥ aur.
Y:A'—=A" bir R-homomorfi ise, ( ov)*=v¥ o¥® Qqir.

2.13. TANIM |

X herhangi bir kiime ve F bir Abel grup olsun. Asagidaki iki sart
saglaniyorsa, F ye X lizerinde bir serbest Abel grup denir.
(i) Bir i:X-—>F donisiimi vardir.
(ii) G bir Abel grup olmak lizere g:X—=G herhangi bir doniisiim ise, g=fi

olacak sekilde birtek f:F-=G homomorfisi vardir.
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i(X) e F nin serbest ﬁreten;erinin kiimesi adi verilir.
2.14 TANIM

F bir R-modiil ve X herhangi bir kiime olsun. Asagadaki iki sart
saglaniyorsa, F ye X iizerinde bir serbest R-modiil denir.
(i) Bir i:X-—=F donisimu Jvardir.

(ii) A herhangi bir R-modiil olmak lizere o:X—=A bir donliglim ise, a=iB
olacak sekilde birtek B:F-—>A homomorfisi vardir.

Genellikle XCF olarak alinir. Buradaki i ddniisiimi bire-bir dir




- (3.2) formilinden

BOLUM IT

GRUP GENISLEMESI VE KOHOMOLOJI TEORIST

3. GRUP GENISLEMESI

3.1. TANIM

G bir grup ve H=G olsun. F=G/H yazilir ve G ye H in F ile bir
genislemesi denir.

Genigleme teorisi, H in F ile bir genislemesinin yapisi proble-
mini ilgilendirir. Bunun icin verilen H ve F gruplarinin dzelliklerini
kullanir. Bu nedenle, esas problem H 1n F ile mimkiin biitin genisleme-
lerini bulmaktir.

HveF gruplari verilsin. F nin elemanlarini 1,0 , T, P,....glbi
harflerle gosterecegiz. H in F ile bir genislemesi G olsun. Bu durumda
bir o©€F elemani H in G deki bir sol yan sinifidir. Herbir siniftan
bir temsilci secelim. ¢ €F elemaninin temsilcisi t(o) olsun. Notasyonu
basitlestirmek igin H sinifinin temsilcisinin birim elemani; yani t(1)=1
oidu@unu kabul edecegiz. t(0)t(7)€ ot dir. Bu nedenle

(3.2) t(oje(T)=t(o 1)f( o, )
olacak sekilde bir f( 0, 1T)€ H elemani bulabiliriz.

H=G oldugundan herbir t(9) elamaninin eslenigi ile H in bir
T(0) otomorfisi meydana getirilir. Genelde, T(o) otomorfisi t(o) tem-

silcisinin segimine badlidir. Tanima gdre,

(3.3) t(o)7tht(0)=T(0)(h) (hen)
dir. t(l)=l oldugundan her. ¢,T€ F icin asajidaki formiiller saglanair.
(3.4) T(1)=1, f£(o,1)=f(1, 7)=1

’
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(3.5) T(0)T(t) = T(ot )if(o, 1) )
yazabiliriz. Burada if(o,t), f(o,t) elemani ile olusturulan H in i¢
otomorfisidir. Yine (3.2) formiiliinden

(o) t())t(p) = tlot VE(o,1)t(p)
- t((ot )p)f(oT,p)T(p) (f(o,x))

i

i

dir. Diger yandan
t(o)(t(T)t(p)) = t(o(tp))f(c, to)f(7, p)
dir. Asosiyatif kurala gdre

(3.6) f(o,10)f(1,p) = £(0oT,p)T(p)(f(0,%))
dir. | - ,

3.7 TANIM

H grubunun otomorfilerinin bir {T(¢); ailesi ve H in elemanla-
rinin bir {f(0,7)}  ailesi (3.4), (3.5) ve (3.6) sartlarini sagliyor-
sa, f ye T ailesine ait bir faktor kiimesi denir. Yukaridaki gibi, £
faktor kiimesi G genislemesinden elde edilmis ise, f e G genislemesi
ile ilgili faktor kiimesi denir.

G geniglemesi ile ilgili faktor kimesi yalnizca G genislemesine
bagli degildir. Ayni zamanda H 1n bir t transversalinin se¢imine de
baglidir. ((3.4) sartlari ilerdeki tartismalar igin gerekli dedildir.
Fakat bazi hesaplarin basitlestirilmesine yardim eder.)

Asagidaki teorem saglanir.

3.8. TECREM

if(o,7)} ,H 1n otomorfilerinin bir {T(¢)} ailesine ait bir
faktor kimesi olsun. Bu takdirde, H in F ile bir G genislemesi vardir,
Oyle ki H 1n uygun bir transversalinin secimine gore f G genislemesi
ile ilgili faktdr kumesidir.

ispaT.

FxH kiimesinde asagidaki gibi bir islem tanlmllyallm.‘

(3.9)  (o,x)(r,y)=(0t,£(0 1) T(t)(x)y)

FxH kimesinin bu islem altinda bir grup olusturdudunu gosterecediz.
Once asosiyatif kurali gosterelim. Tanima gore,
((o,x)(r,y))(p,2)=((07 Jp £lot,p)Tlo)(£(6,t)T(t)(x)y)z)

dir. (3.5) ve (3.6) dan dolayi saj taraftaki .ikinci terim
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flot,p)T(p)(f(o T))T(tp)if(r,p)xT(p)(y)z:f(c,rp)T(tp)(x)f(t,p)T(p)(y)z
ifadesine esittir. Gergekten, A
flot,p)T(p) (f(o,T)T(1) (x)y)z=Ff(o1,p)T(p)(£f(o t))T(p)(T(r)(x))T(p)(y)z
' =f(o,tp)f(t,p)T(1)T(p)(x)T(p)(y)z
=f(o,1p)f(r,p)T(tp)if(1,0) (x)T(p)(y)z 7
=£(0,70)£(%,0)£(1,0) LD (vp) (x)E(1,p)T(p ) (y)2
=f£(0,tp)T(tp) (x)£(T,p)T(p) (y)z
dir. Dider yandan, _
(o,x)((r,y) (p,2))=(0,x) (tp,£(1,0)T(p) (y)z)
' =(0(tp),£(0,t0)T(tp) (X)£(7,0)T(p) (y)2)
dir. Bu FxH da tanimlanan islemin asosiyatiflik kuralini sagladlglnl
gosterir. Birim eleman (1,1) giftidir. (0,x) elemaninin tersi (g~ ,y)
dir. Burada
vy 1=f(o,0)T(6™Y) (x)
dir. y nin tanimindan
(o, x)(a7,y)=(1,1)
dir. Diger
(o_l,y)(o,x)=(l,l)
formiild (3.5) de (on—>o—l, T—=0), (3.4) ve (3.6) de (r:o_l,p =g) *
alinarak ispat edilir.
FxH kiimesi Uzerinde (3.9) islemi ile olusturulan grup G olsun.

Bu takdirde G ye, { T(p),f(o,t)} faktdr kiimesinden vapilmis grup di-

yecegiz. (3.9) dan goriildigu glhu (o,x)l———> 0 donisimi G den F lizeri-
ne bir homomorfldlr. Bu homomorfinin ¢ekirdedini K ile gosterirsek, 7
K= {(1,x)] x€d }
dir. Yine (3.9) dan (1,x) s x doniisiimiiniin K dan H iizerine bir izomor-
fi oldugu da goriliir. Boylece, G grubu H a izomorf bir grubun F ile
bir genislemesidir. K nin herbir sinifindan bir (0,1) temsilcisi sece-
biliriz. Bu takdirde asadidaki formiilleri elde ederiz.
(O,l)(T,l)=(0T,f(0,T))=(OT,l)(l,f(0,T))
(0,1)71(1,%) (6,1)=(1,T(0) (x))
Bu formilleri (3.2) ve (3.3) ile kargllastlrlrsak G geniglemesi

ile ilgili faktdr kimesinin kesinlikle { T(p),f(o 1)} oldugunu gdriiriiz.




~ 21 -

3.8 e gore verilen bir H grubunun bir F faktdr grubu ile genis-
lemesi problemi, faktOr kilimeleri problemine indirgenir. Ancak, verilen
bir G grubu ig¢in karsilik gelen faktdr kimesi tek dedildir. H in diger
bir {t'(o) } transversalini‘ t'(1)=1 olacak sekilde secersek, her

o € F icin _

t'(o)=t(o)h(o) v
olacak gekilde H in elemanlarinin bir { h(o)} ailesi vardir. Bu neden-
le, karsilik gelen { T'(0)} otomorfilerinin ailesi

(3.10) T'(0)=T(0)ih(o) (c€F)
bagintisini saglar. Burada ih(o), h(o) elemani ile olusturulan i¢ oto-
morfiyi gosterir. Daha fazla olarak v

(3.11) £'(0,7)=h(07) I£ (0 T)T(1) (h(0)) h(r)
dir. Bu formil asagidaki gibi ispat edilir.

t' (o)t (t)=t(o)h(o)t(T)n(T)

- =t(@)t(m)e(1) Th(o) £ (1)n(r)

=t(0t)£(o,7)T(t)(h(o))h(T)

=t (07 )£(c,1)T(t)(h(o))h(t)

=t (0T)h(07)LE(o, )Tt ) (R0 )h(T)

~t'(6T)£' (0, 7) .
Buradan

£'(0,7)=h(ot) " E(6 ,1)T(r ) (hio))h(r)

bulunur. Burada h(l)=1 olarak aliniyor.

3.12.TANIM

(3.10) ve (3.11) sartlarini sadlayan H in elemanlarinin bir
{ h(o) } ailesi varsa

{Te),fo,t)} ve { T'() f'(0,1)}
faktdr kiimelerine ilgilidir veya denktir denir.

3.13. TEOREM

Ilgiii faktor kimelerinde yapilmis iki genisleme izomorftur.

ISPAT.

FxH kimesi lizerinde (3.9) formild ile tanimlanan isleme gore

{i%p),f(O,t) }

-faktor kiimesinden yapilmis genisleme G grubu olsun. Benzer sekilde,
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) {T(p), £ (0,7) }

faktor kimesinden yapilmis genisleme de G' olsun. Iki faktor kimesi
ilgili ise, (3.10) ve (3.11) sartlarini saglayan H in elemanlarinin
bir { h(o) } ailesi vardir. Bir ¢ : G —= G dontistimiinii
(0,x) —s (O,h(O)*lx) ilé tanimliyalim. Tanimdan ve (3.10) ve (3.11)
formillerinden ¢ nin G deh G' igine bir izomorfi oldudu cikar. Gergek-
ten asagidaki formiil G!' de—sa@lanlr

(0,h(0) ™) (1,h(1) Yy)=(ot, £ (0, ) (1) (o) Tn(r) Ly
(3 10) ve (3.11) formullerlne g0re sag taraftaki ikineci terim

h(ot)™ f(0 ,OT(T) (O %)y
1fade31ne e$1tt1r G de de (3.9) formiilii gegerli oldugundan
¢ ((o,x)(t,y))= ¢((ot,f(0,T)T(7)(x)y))
=(07,h(o1) £ (0, t)T(1) (x)y)
= ¢{(0,x) ¢ ((t,y))

dir. Ohalde ¢ bir homomorfidir. ¢ aynr zamanda bire-bir ve ilizerine
oldugundan bir izomorfidir. Ayrica o ((1,x))=(1,x) dar.

OutH=O(H)/I(H) b3liim grubunda T(o) Y1 igeren sinifin t(o) tem-
51lc1ler1n1n segiminden badimsiz oldugu (3.10) formiiliinden goruilir. F
den OutH igine

¢ (0)=T(c)I(H)

seklinde tanimlanan bir ¢ doniistimi vardir. (3.5) formiliine gdre ¢
bir homomorfidir. Bu homomorfi yalnizca G ye baglidir. ¢ = ¢ yaza-
cagiz. ¢ nin G genislemesini tektiirlii olarak belirledigi’ b1r hal var-
’dlr, Asaglda bunu gosterecediz.

3.14. TEOREM

H,F iki grup ve H i1n F ile bir geniglemesi G olsun. z(H)= {1}
oldudunu kabul edelim. Bu ‘takdirde, G grubunun yapisi ¢G homomorfisi
ile tektlrll olarak belirlenir. Daha fazla olarak ¢ F den OutH icine
bir homomorfi ise ¢G- ¢ olacak sekilde H in F ile bir G genislemesi
vardir. Bu halde, G nin izomorfizm sinifi tektiirlii olarak belirlenir.
Biitln geniglemeler FxO(H) direkt carpiminda gercgeklestirilir. Boylece,
Hin F ile bir G genislemesi FxO(H) in UNO(H)=I(H) ve 1 (U)=F sart-

larini saglayan bir U altgrubuna izomorftur. Burada ® , FxO(H) dan
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birinci faktor F lizerine 1zdu$umdur

ISPAT.

H in F ile bir genislemesi G olsun. Z(H)= {1} oldugundan
HNC,(H)= {1} dir. H=G oldugundan Cs (H) =2 G dir. Bu nedenle G/C (H)
bolum grubu O(H) 1n bir L-altgrubuna izomorftur. (1.35. Teorem) 9,
G/CG(H) dan L altgrubu lzerine bu izomorfi olsun. © agagidaki gibi ta-
nimlanir. g€ G elemaninin eslenidi ile meydana getirilen H in otomor-
fisi Gb olsun. Bu takdirde G,gr—e-gb doniiglimi ile meydana getirilir.
Acik olarak

I(H)cLco(n)
dir. HNC,(H)= {1}  oldugundan, 1.64 e gére G,(G/H)x(G/CG(H)) in bir
altgrubuna izomorftur.

Bu nedenle G, FxO(H) 1n bir U altgrubuna izomorftur. G nin bu
gomisiini daha detayli belirleyece@iz. 1.64 e gore g€ G elemaninin
FxO(H) daki gérﬁntﬁsﬁ (gH e ) dir. o =gH ise T(0)=6gih dir. ¢G nin
; Yg(9), I(H)

in bir sinifidir. p , ¢G(0) da igerilen L nin bir elemani ise

tanimina gore ¢ (F)—L/I H) yazabiliriz. Bir ¢ € F icin

8(G) D I(H) oldudundan bir g€ G eleman1 vardair, Syle ki o =gH ve p =eg
dir. Bu nedenle G nin FxO(H) daki g&riintiisy; F, cek ¢, L ve I(H) ve
F/cek ¢G dan L/I(H) lizerine ¢G ile meydana getirilen f izomorfisi
ile tanimlanan
U= H,0.) HEF,8 €L, f((gH)cek =0 I(H
{(gH, = | g Oy € L, £llgH)ce 4G =0, 1(H)}

altgrubuna izomorftur. (1.62). Bu altgruplar ve izomorfi yalnizca ¢
ile bellrlenlr Dolayisi ile G nin yapisi ¢G ile tekturlu olarak
belirlenir. ,

¢ nin F den OutH igine bir homomorfi oldugunu kabuliedelim.
L/I(H), ¢ altinda F nin gdriintiisi olsun. (1.62) ye gore F,¢ek ¢ ,L,I(H)
altgruplari ve F/cek ¢ dan L/I(H) iizerine ¢ ile meydana getirilen
izomorfi FXO(H) in tekbir G altgrubunu tanimlar. Tekrar 1.62 ye gore
: GNO(H)=I(H) ve G/I(H) XF =1 (G)
dir. Burada 1t , F lizerine izdisimdiir. Z (H)= {1} oldugundan I(H) ¥ H

dir. Dolayisi ile G, H in F ile bir geniglemesidir_ve ¢G= ¢ dir.
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{T(p),f(0,7)} faktdr kimesinden yapilmis G grubunun tanimindan
hemen gorililebilecedi gibi, her ¢,t€F icin f(o,1)=1 ise G ;T etkisine
gore yaridirekt carpimdir. Genelde: G geniglemesi ile ilgili faktdr kii-
mesi trivial farktor kiimesine denk ise, 3.13 e gore G genislemesi H ve
F nin yaridirekt carpimina izomorftur. Trivial faktdr kimesi: her

0,T€F igin f(0,1) =1 olacak sekilde tanimlanan f faktdr kimesidir.

Tersine olarak bir yaridirekt carpim ile ilgili faktdr kiimesi trivial
faktor klimesine denktir.

Bazen,. grup geniglemesini ¢alismak icin tam dizi notasyonunu
kullanmak daha uygun olabilir. v

Gruplarin bir { Gn} dizisi ve her n icin bir £ :G — G, ho-
momorfisi verilmis olsun. Bazen gruplar arasindaki homomorfileri oklar-
la gOsterecegiz. - £

(3.15) ....... > Gn—l " Gn+l

3.16. TANIM

Eger her n ic¢in resfn_l=gekfnise yukaridaki (3.15) dizisine tam
dizi denir.
Buna gore; G nin H i1n F ile bir genislemesi olabilmesi icin ge-
rek ve yeter sart
{1}

dizisinin tam olmasidir. -

~ f G F {1}

Burada; H ————= G H 1n G deki injeksiyonu, vani H dan G ye
h————>h ile tanimlanan doniisim ve G —= F G den F Uzerine dogal
homomorfidir.

3.17. TANIM

{1} A—2sp 2, {1}

dizisini gozoniine alalim. B grubu x(A) nin C ile bir genislemesi ise

bu diziye - kisa tam dizi denir.
Asagida grup genislemeleri yerine kisa tam dizileri kullanacagiz.
Genel olarak bir diagram; gruplarin bir kolleksiyonu ile bu grup-

larin bazilari arasindaki homomorfilerin bir kolleksiyonudur. Orne@in;
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{1} A > B > C {1}

{1} ',A' B! c' {1}

bir diagramdir. Yukaridaki diagramda A dan B' ye #B ve ao doniistimle-
ri vardir. Eder o0 = xB ise, sol kare komiitatif bir diagramdir diyece-
giz. Buna ek olarak Ay = Bp ise yukardaki diagrama komiitatif denir.

3.18 TEOREM

Yukaridaki diagramin komiitatif, Ust ve alt satirlarin tam oldu—
gunu kabul edelim. EJjer o« ve Y monomorfi (epimorfi veya izomorfi)
ise B da monomorfi (epimorfi veya izomorfi) dir.

ISPAT.

@ ve v monomorfi olsun B nin monomorfi oldudunu gosterecegiz.
Bir b€ B igin B{b)=l oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,

1= Bp(b)= Av(b)= v( A (b))
yazabiliriz. <~ bir monomorfi oldudundan A(b)=l dir. Varsayima gore
Ust satir tamdir. Buradan cek A=resx dir. Bu nedenle, b= x(a) olacak
sekilde bir a€ A vardir. Buradan
1= 3(b)= #B (a)

yazabiliriz. Diagramin komitatifligi

B = ao ve ac(a)=1
esitliklerini verir. Fakat Varsaylma gore o ve 0 bire-bir dir. Bu
nedenle
a=l ve b= x(a)=l
dir. Bu B nin monomorfi oldudunu ispatlar.

@ ve v nin lzerine oldujunu kabul edelim. b' € B' ise b'€ 3(B)
oldugunu gosterecediz. v lzerine oldugundan p(b')= Y(c) olacak sekil-
de bir c €C elemani vardir. Varsayima gore Ust satir tamdir. Buradan
bir b€s igin c= A(b) dir. Bdylece diagramin komiitatifliginden

P(b')= Ay (b)= p( B(b)
yazabiliriz. b'= B(b) b" olsun. Bu takdirde p(b")=1 dir. Alt satar
tam oldugundan cek p=res ¢ dir. Bu nedenle, o(a')=b" olacak sekilde
bir a'€ A' vardir. o iizerine oldugundan o(a)=a' olacak sekilde bir



a€A vardir. Buradan,
b"= ac (a)= B(x{a)) ve b'= #(bx{a)) € 8(B) bulunur.
3.19.TANIM :

H, F iki grup ve H 1n F ile iki genislemesi G ve G' olsun. Asa-

gidaki diagrami komutatif yapacak sekilde bir ¢ : G — G' homomorfisi

varsa G geniglemesi G' genislemesine denktir denir.

{1} H > G F {1}

{1 }— H G F {1}

Yukaridaki diagramda; iki satir G ve G geniglemelerini goste-
ren kisa tam diziler, H—=H ve F—»F homomorfileri idantik doniisiim-
lerdir. G ve G' bir ¢ homomorfisi ile denk ise, 3.18 e gbre ¢ bir izo-
morfidir. Boylece, ¢_l ters izomorfisi ile G' de G ye denktir. Bunun
sonucu olarak 3.19, H in F ile geniglemeleri arasinda bir denklik ba-
gintisi tanimlar. Denk genislemeler izomorftur.

3.20. TEOREM '

G ve G' iki genisleme olsun. G genislemesinin G' genislemesine
denk olabilmesi igin gerek ve yeter sart, G ile ilgili faktor kimesinin
G' ile ilgili fakfbr klimesine denk olmasidir.

ISPaT. o

G ve G' genislemeleri denk ise 3.19 daki komiitatif diagrami ya-
zabiliriz. H in G deki bir { t(o)} transversalini sectigimizi ve bir

{T(p), £(o,7)} faktdr kimesi aldigimizi kabul edelim. Diagramin komii-
tatifliginden, ¢ (t(0))}, o ya karsilik gelen sinifta igerilen.G' niin
bir elemanidir. Bu nedenle; G' de { ¢ (t(0))} transversalini seger-
sek, (3.2) ve (3.3) formillerine ¢ nin uygulanmasi ile G ile ilgili
faktor kiimesinin gergektén 1 T(p), £(0,71)} oldugu gdriiliir. ¢, H 1in
her elemanini invaryant birakir. (Sol karenin komiitatifliginden). Boy-
lece, denk genisleméler denk faktdr kiimelerine neden olur. ,

Tersi de dogrudur. Eder iki faktSr kiimesi denk ise, 3.13 iin is-
patinda yaptigimiz G den G' iizerine bir ¢ izomorfisi vardir. ¢ nih

3.19 daki diagrami komiitatif vaptigini gorebiliriz.
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4. GRUPLARIN KOHOMOLOJISI

Asagida bir Abel grubunun genislemelerinin denklik siniflarini
gozénlne alacadiz. F in kayfi bir grup olmasi yaninda H grubunun Abel
oldudunu kabul edecediz. Bu halde I(H)= {1} dir. Boylece, T(g) otomor-
fisi transversallerin se¢iminden bagimsizdir ve

T (0) T (1) =T (o1 ) |
saglanir. Dolayisi ile F, H lizerine T etkisine gore etki eder.
T(0) (x)=x’ yazacagiz. BU sart bir {f(o, 1)} faktor kiimesi icin
f(o,tp )E(T,p) = f(or;p)f(olt)p
dir.

Biz verilen T etkisine gbre yalnizca faktor kiimeleri ile ilgi-
lenecegiz. Bunun igin, keyfi H ve F gruplari gibi T etkisini gdzonine
alacagiz. '

H i1n Abel olmasi durumunda, denklik siniflarinin kiimesini bir
Abel grubu yapmak igin faktor kiimeleri arasinda bir iglem tanimliya-
biliriz. f ve g iki faktor kiimesi ise f+g toplamini

(f+g) (o, t)=f(0,1)g(0, ) _
formuld ile tanimliyalim. f+g de bir faktdr kiimesidir. Agik olarak fak-
tor kimelerinin biitlini bir Abel grup olusturur. Her o,t € F icgin
folo,T)=1 blacak sekilde tanimlanan fy faktor kimesi birim elemandir.
f in inversi, oo

glo,t) = f(o T)—l

sartlnl saglayan g faktOr kimesidir. Faktor kiimelerinin bu Abel grubu—
nu Z (F,H) ile gdsterelim.

h:F—=H, h(l)=1 olacak sekilde bir dbniisiim olsun.

flo,7) = h(g)® h(t)h(or)—l
ifadesi FxF den H a bir doniistim tanimlar. f£ ayni zamanda bir faktor kii-
mesidir. f= &h olsun. 6&h formundaki Wiitiin faktdr kiimelerini BZ(F,H)
ile gOsterelim. o
6 (h+k) = 6h+ 6k
(F H), ZZ(F,H) in bir altgrﬁbunu olusturur.
H2(F,H) = 22(F,H)/B2(F 1)

saglandigindan 82
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bolum grubuna 2-boyutlu kohomoloji grubu denir. 3.11 e gdre; iki fak-
tor kilimesinin denk olabilmesi igin gerek ve yeter sart bu kiimelerin
BZ(F,H) in ayni bir sinifina ait olmasidir. 3.20 ye gore H in F ile
genislemelerinin denklik siniflari ile kohomoloji grubunun elemanlari
arasinda bireQbir bir tekablil vardir.

Herhangi bir n pozitif tamsayisi igin n-boyutlu kohomoloji gru-
bu tanimlanabilir. Kohomoloji teorisi ile ilgili daha genis bir incele—
meye girmeyecegiz. Biz,burada,kohomoloji teorisinin daha elemanter ba-
z1 durumlarini sunacagiz ve grup teoriye bazi uygulamalarini verecediz.

Z tamsayilar halkas1i olsun. Bir G grubunun Z iizerindeki grup
halkasini asagldaki gibi tanimlayacadiz.

4.1, TANIM

G bir grup ve Z tamsayilar halkasi olsun. ang (ngG Z,ge G)
formundaki biitin sonlu toplamlarin kiimesi Z(G) olsun.

ZiG) = { angl ngEZ , g €G!
Bu kiume lzerindeki toplama ve carpma iglemlerini asagidaki gibi tanim-

liyalim.

Ejngg4-E:mgg=2:(ng+mg)g,(2:ngg) (E:mgg) = EQ(EZnXmX_lg)g

Bu durumda Z(G) bir halka olur. Bu halkaya G nin Z tlizerindeki grup
halkasi denir. ~
I = Z(G) olsun. Genellikle T -modillerle calisacadiz. Aksi

kesinlikle beliféiimedikge I' -modliller arasindaki homomorfiler daima
I' -homomorfiler olarak alinacak.

4.2. TEOREM

Bir I' -modiil F nin bir X altkiimesinin asagidaki dzellikleri denk-
tir.
(1) X den bir I' -modiil A ya bir ddniistim tek tiirlii olarak F nin A igine
bir homomorfisine genisletilir.
(ii) Her x €X ic¢in, XV i—s ¥ dontstimu xI' ve T arasinda bir I -izomor-
- fidir. Ayarca F, xI altmodiillerinin direkt toplamidir.
ISPAT.
, (ii)=_>v(i). F= x%)x xT' | i:X —>F her x€X igin i(xj=x ile
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tanimlanan donisiim, f£:X —s A bir ddniisiim ve a€F olsun.

= ) XV

xeX
seklinde yazilabilir. Bu toplamda sonlu tane Y 51f1rdan farklldlr

Simdi bir ¢ :F —A donusumunu

Z f(x)Y

XGX
ile tanimlayalim. Bu doniisiimiin bir I'~homomorfi oldugunu gosterecediz.

a,beF ve v € I' olsun. Tanima gdre,
¢ (at+b)= o Z XY, + Z XY, ) = o Z x(vxwx))

Xe X X € X X € X
z:fx)H-W ) = Z:f( y+ Z:th
xGX xeX X€X
= ¢(a)+ ¢(b)
ve
play) = o (( ny ) = of Zx(yxy))
X € X X€ X
Z:fx)yy) Z:ﬂxh )y
XGX XGX
= e¢(a)y

dir. O halde ¢ bir TI'-homomorfidir. \
(1)==>(ii). x ' dan T vya x¥+—s v seklinde tanimlanan ¢ doniistimi
bir T'-izomorfidir. Gercekten XYy, XY, € ' ve v € I'icin

¢(xYl+xYZ)= ¢(x,(7_1+72))—71+72 ¢ (xy )+ $(xy,)

2
ve

i

¢((x71)7) ¢(X(Yl’Y)) =YY =¢(X'Yl)Y'

saglanir. ¢ nin lzerine ve bire-bir oldugu agiktir. Bu nedenle ¢ bir
I'-izomorfidir.
Simdi F nin xr altmodillerinin direkt toplamr oldudunu gbsteré;n

1im. FO. ® x I' olsun. Asagidaki diagrama dikkat edersek, hipoteze go-
xeX

re if=i olacak sekilde birtek f:F-—e>FO homomorfisi vardir.

1
: X ———>F
- -t £, F
, Fy———> F
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Diger yandan FOSQF-dlr. fo ile FO in F igine injeksiyonunu gdsterirsek,
ffo, F den F e bir homomorfidir ve iff0=i sartima saglar. E‘akat,iF
idantik doniisimi de iiF=i sartini saglar. Hipoteze gore tekturlilikten
ff0=iF dir. Dolayisi ile foziF, yani FO=F olmalidar. |

Bu gartlardan birini saflayan bir I' -modiil, X tarafindan serbest
olarak tiretilen serbest I -modiildiir. /

4.3. TEOREM -

Herhangi bir T -modiil, bir serbest I -modiiliin bir homomorf res—
midir.

ISPAT.

A herhangi bir I' -modiil olsun. YCA ve Y A yi lretsin. Bu tak-
dirde Y lizerinde serbest olan bir F I -modiilii vardir. 2.14 e gore her
v €Y icin £(i(y))=y olacak sekilde bir f:F--=A homomorfisi mevcuttur.
Y, Avyi ﬁretti@indén f Uzerinedir. Dolayisi ile £(F) = A = F/cekf dair.

4.4. TEOREM

P-modullerin asagidaki diagraminda; satirin tam, £B =0 ve F nin

serbest oldugunu kabul edelim. Bu takdirde bir g:F — A homomorfisi
ga = f olacak §ekilde mevcuttur.

F

A B > C

ISPAT. , -

X, F ﬁin Uretenlerinin bir kiimesi olsun. x € X ise B(f(x))=0 dir.

Buradan f(x)€¢ek B dir. Satir tam oldugundan gekB = a(A) dir. Bu ne-

denle, u(%hfu)dawk$xﬂ¢§Mr a €A vardir. 4.2 ye gore

X —>=a donuglimi F den A ya bir g homomorfisine genisletilebilir.

MXh%(dd@wﬁwﬂmrxexi@nga(xhﬂx)dnnT@gmrLZyeg&E

F, xi altmodillerinin bir direkt toplamidir. Bu nedenle, go =f dir.
4.5. TANIM

Y =ang €T veneZ olmak iizere
n(qug) = (an)n
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yazarak Z yi bir I -modiil olarak gozonune alabiliriz. Buna trivial ’
I' ~-modiil Z Genir. |

4.6. TANIM )
X, (i=0,1,2,1....) serbest I' -modiillerinde olusan bir ¥ dizisi
ve her 1 ig¢in bir 4. :X. ~—s X. homomorfisi verilmis olsun. Eder,
. R 1-1 a
n g 1 d
x Doeeeen. Xn Xn_l-—> ..... —_— ‘Xl —= XO 4 0

dizisi tam ise X 'e Z nin bir serbest ¢oziicusl denir.

A herhangi bir T-modil ve X ,Z nin bir serbest ¢cozicisi ise,

eees <« Hom (Xl’A) <-: Homr (XO,A) < Homr. (Z,A)e—— 0

dizisini yazabiliriz. Burada
Hom, (Xi_l,A) ———— Hom;, (Xi,A)

di% 2.12 deki gibi tanimlanir. 2.12 ye gore df d* - =0 dir. Buradan

1+1
resd® < cekd® ¢ikar.
i ¢ i+l

n _ * *
H(G,A) = g:ekdm_l/resdn

b51iim grubuna I ya (veya G nin etkisine) gore A nin n-boyutlu koho-
moloji grubu denir. Kohomoloji gruplarindaki islem genellikle toplama

alinir.
Z nin serbest goziclilerinin seciminden bagimsiz, tektirli ola-
rak kohomoloji grubunu tanimlamak onemlidir. Bu iddiayi ispatlamak igin

asagidaki “teoremi verelim.

4.7. TEOREM |
X ve QJ‘trivial I-modil Z nin iki serbest ¢oziiclsU olsun.
y
X . - 7
X: ..., >l<2 Il 1(0 f——»o
Y. T Y, Y ey T —>

Bu takdirde, Z den Z ye idantik déniisiim ile baslayan ve yukari-
daki diagrami komiitatif yapan fl:XI——e Yi homorfilerinin bir ailesi
vardir. Eger {fi} ve {fi } diagrami komiitatif yapan homomorfilerin
iki ailesi ise {fi} ve {fi} homotopiktir. Yani:

fi_fi=hidi+l+dj_.hi—'l - ) ) -
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olacak sekilde X. den Y +1 i¢ine h homomorfilerinin bir ailesi vér-
dir. Burada {d. )' X in homomorfllerlnln kiimesi, { di} Y nin homomor-
filerinin kume51d1r :

iSPaT. i

Bir i igin yukaridaki diagramin bir bdlimiini komiitatif yapan
fo, fl' ceve, fi homomorfilerini tan;mladlglmlzl kabul edelim. Asagi-
daki diagrama bakalim. : -

i1 ! 14
l £y l £
Yinl Yy Y1

fzdi+lfi olsun. Bu takdirde komitatiflik ve iist satirin tamligindan

£di = d; 1f49) = dj19f ;=0
dir. Alt satir da tam oldugundan 4.4 e gore f1+ld =t olacak sekilde
bir f1+l' Xl+l———> Yi+l homomorfisi vardir. Indiiksiyona gore komuta-

tiflik sartlarini saglayan homomorfilerin bir { fi} ailesi vardir.
Homomorfilerin bir { hi} ailesinin vardigi da i ilizerine indiik-
siyonla ispatlanir.

=h; jdi+d; by,

0 hl' ..... , hi—l homomorfilerini tanimladigi-

miz1 kakul edelim. f—fi-fi'—dihi_l olsun. Bu takdirde komutatiflik ve
tamliktan~

it

bagintisini sadlayan h

fdj = (f;-f])dj-d;h, ,d.

di(fi l—f' l) - dlhl ldi = di(d

I

i-Pyp) =0

hidi'+l olacak sekilde bir hi:Xi——-> Yi+l homo-

I

dir. Yine 4.4 e gore £
morfisi vardir.

4.8. TEOREM

S (G,A) kohomoloji grubu tektiirlii olairak belirlenir ve Z nin
serbest ¢oziiclilerinin seciminden bagimsizdir.

ISPAT. .

X ve lJiki serbest ¢oziicl olsun. Bu takdirde 4.7 ye gore ¥ den
Y ye homomorfilerin bir { f bailesi ve Yden ¥ e homomorfilerin

bir { 9; } ailesi vardir.
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X: o ——x X g =Xy X —= X —> L —> 0
£193 1‘;hi:ll_” . 292 | figll %] -
X —=x/ ~ X, Xy ==X —>Xg—>Z —> 0
{figi} , X — X diagramini Komiitatif yapan homomorfilerin bir

ailesidir. Idantik db’m'isiirhlerin ailesi de X — ¥ diagramini komiitatif
vaptigindan, 4.7 ye gore bu iki aile homotopiktir. Yani

£195-1 = hyd; g4y

bagintisini sajlayan homomorfilerin bir { hi} allesi vardir. (h-1=0

alirsak, i=0 ig¢in badinti saglanir) 2.12 ye gore g’f , HomI{ (Xi,A) yi

. E SN R

Hom . (Yi,A) i¢ine resmeder ve 95 (di+l) 14190 dir. Bu nedenle,
* % N
93 (gekdi+l) o gek(di+l)

ve
* * A E
95 (resdi)C: res(di)
dir. Bu g’i* in
* * Y "
Qekdi+l/resdi grubunu c;ek(d.ul) /res(di)

i¢ine resmettigini gdsterir. Bunun sonucu olarak g’; , ¥ ile tanimlanan
kohomoloji grubunu Y ile tanimlanan kohomoloji grubu i¢ine resmeder.

Benzer sekilde f;.le ters yonde bir homomorfi verir.

{fvigi } ve {1} homotopik oldugundan

- * ¥ ® _ % % E
9ifi — 17 =djghy + by 4
* *_% %, % * %
dir. x Ggekdi+l ise (gifi)(x) - X = di(hl_l(x)) dir. Bu, 9;f; 1n X

ile tanimlanan kohomoloji grubu lizerinde idantik oldugunu gdsterir.
Benzer sekilde, fi*g)iE da % ile tanimlanan kohomoloji grubu iizerinde
idantiktir. Bu nedenle Hn(G,A) kohomoloji grubu Z nin serbest ¢ozlicl-
lerinin sec¢iminden bagimsizdir. 7
Trivial I-modi! Z nin bir serbest ¢OzlcUsunin varligi oldukca -
agiktir. 4.3 e gore, rI-modil Z bir serbest ~modiil XO in bir homo-
morf resmidir. XO/KlE Z olsun. Kl ¢ekirdegini didger serbest I‘-modi;'l
Xl in Xl/KZ bSlim modiilii olarak ifade edebiliriz. Yani Kl = Xl/KZ ola-
-rak alinabilir. Bu islemin tekrarlanmasiyla -Z nin bir '
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‘Xn. ‘Xn_l—_—> ceee X

serbest c¢ozticlistini alabiliriz. - -

Kohomoloji gruplarini olusturmak i¢in Ozel bir ¢ozlcu faydalidar.
Asagidaki gibi Z nin bar c¢dziiclisiini (standart ¢Oziicisiini) tanimlayaca-
Jgiz. ' ,

n negatif olmayan bir tamsayl olsun. Sabit bir n ig¢in
[xllxél....lxn] sembollerini g&zonine alalim. Burada: Xq, Xy, enes X
G nin birim olmayan elemanlaridir. Eder X1iXo, enens X elemanlarindan
herhangi biri G nin birim elemani ise [xllle....lxn] = 0 yazalim,
Bh,-hbyle sembollerin tiimi tarafindan serbestce liretilen serbest TI'-mo—
dil olsun. n=0 ise, B0 iginde eleman olmayan koseli parantez, yani [ ]
ile serbestge liretilen bir serbest TI'-modiildiir. BOE I' dir. Bu nedenle,

I dan Z icine ang):an ile tanimlanan e ddniistimiine karsilik

BO dan Z icine bir ao I~homomorfisi vardir.

50= ¢e olarak alinabilir. n>0 igin Bn den.Bn_l ig¢ine bir an I' -homo-
morfisini asagidaki gibi tanimlayalim. B, [xllle ....Ixrl ] elemanla-
rinin kimesi lzerinde -serbest oldugundan bu semboller iizerinde yvalniz

0= ahwy} agsagidaki sekilde tanimlamak yeterli olacaktir.

8 ([ %1%l ....Ixn )= [x2|x3lr ..... ;lxn ]

n-1 -~ . '
i
1123(—}) [Xll"'flxixi+ll"" ixn ]

n L
+(-1) [xll.... ‘Xn—l ]xn

,{Bn} ve {an } nin Z nin bir serbest ¢Oziiclistini tanimladigini gééte—¥
recegiz. Her n icin Bn den Bn+l ig¢ine bir Sy homomorfisini tanimlayaca-
giz. (Bunlar Abel gruplarinin homomorfileridir). Herbir Bn bir serbest
I'-modiildiir. Bu nedenle, x € G olmak ilizere [xl!,...lanx elemanlari
ile serbestge liretilen bir serbest Abel grugtur. S, 1 asagidaki gibi
tanimlayalim ’
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n=-1ise s ; , Z den By i¢ine n—=n[ ] ile tanimlanan donii-
simdiir. n > 0 ise
sy (Dxgl %ol ook 1x) = (<D™ x )k px]
__ o R LA ¢ - 1'720 1%
seklinde tanimlanir. Asadidaki formiiller saglanar.

P =z
Sy 9p=l, s 61+l+ 8;5;_1=1 (1 =0)

Gergekten,
i+l
(si ai+l+ aisi_l)([xllle...lxi]x) =9 i+l((-l) [xllx2 ...Ixilx 1)
, . )
sl_l{[ x2| Ix ] x+hZi -1) [xll...lxnxn+ll....lxi]x
i
+ (=1)°L xll....lxi_l] X, X }
_ i+l i
= (-1) [x2|x3l.... lxilx] + (-1) [le...lxilx]
i+l i
+ (=1)"77(-1) [xll...lxi_llxix] +[ Xllf" lxi_llxix]
ivl A= h
+ (-1) 2. (-1) [x, | ceedxox Tl bx,'x]
n=1
i i-1 n
+ (-1) g;i (-1 xll.... lxnxn+ll.... lxilx]+[ Xl x,0. .. Ix; 1 x
—[XllXZ ....IXi]X )
dir. Bu formiile gore i Z 0 icin cek ai(: res ai+l dir.
0; =84 93,7 05+ 9; s 50, |

formilini de yazabiliriz. i=0 ise, S_ 60=l oldugundan

50 91 % =0
dir. Sy 1n tanimina gore SO(BO), B, in serbest liretenlerinin hepsini
icerir. Bu nedenle: al 0= O alabiliriz. i>J ise,
0 a ] o =0
i%1-1 Tt % %il1 Sy =9,
ve
%1 %1 Sip -

=s. O, 9.
Sl i+l i

dir. Boylece, i izerine indiksiyonla >ai+l‘ ai= 0 oldugu gosterilmis
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olur. Buradan resva 41 © cek a vazabiliriz. Ters igermenin saglandi-
gini daha once gosterdlk Ohalde res 0, i4l = cek 51, yani { a } homomor- -
fileri ile { Bn} dizisi TI-modiil Ztnln bir gozucusudur
Bn yukarida tanimlanan serbest TI'-modiil ve A herhangi bir
F-modul olmak iizere, HomP (Bn,A) asagida tanimlanan Cn(G,A) toplam-

11 grubuna izomorftur. Cn(G,A); X1.Xp,---.,%X €G olmak lizere biitiin n
degiskenli f (xl,xz,...,x ) fonksiyonlarindan olusur. Burada; - -
f(xl,xz, ..... ,X_JEA ve X} Xg,ee e X elemanlarindan herhangi biri G nin

birim elemani ise f(x X) 1 Xgyeen X )=0 dir. ¢" (G,A) nin elemanlarina nor-
mallze edilmis ko-zincirler denlr 6 = % homomorfisi

(4.9) 6f (x ) = f(xz, )

Xo,eeee,X X .., X
172 n’'"n+l ""n+l

n .
1
+iZl (-1) f(xl""'xixi+l""xn+l

+ (—l)n+lf(x X )x

177" n""nl -
formili ile verilir. n=0 icin CO(G,A)=A aliriz ve her a€A icin Glzaf
homomorfisini

(éla) (x) = a-ax '
formili ile tanimlariz. gek6n+l=zn(G,A) ve resén=Bn(G,A) yvazalim. Bu
gruplarin elemanlarina sirasiyla ko-devreler ve ko-sinirlar denir. Ta-
nima gore
HY(G,A) = 27(G,A)/BYG,A)
dir.
Kuguk boyutlu kohomoloji gruplar1 ko-zincirler kullanilarak ko-
layca tanimlanabilir.
1-boyutlu kohomoloji grubu Hl(G,A):
gekb={f | £(xy) = £(x)y+f(y)}
ve
ms%:blgw)=aﬁm(a€AH
olmak lizere verilir.
gekéz nin bir elemanina bir tiirev (veya bir gecisli homomorfi)

adl verilir. ress, in elemanlarina ic turevler (veya esas gecisli ho-
momorfiler)- denir. '
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2-boyutlu kohomoloji grubu HZ

cek 63»ﬁn bir elamani,

(G,A):

~ f(xz,x3)-—f(xlx2,x3)+f(xl,x2x3)—f(xl,xz)x3 =0
idantikligini sadlar. Boylece f, G nin A iizerindeki etkisine gore bir
faktSr kiimesinden baska bir§ey degildir. res s,,
' fx,y)=g(y)-g(xy)+g(x)y

formundaki doniisiimlerin kume31d1r A, lzerine G grubunun etki ettigi
bir Abel grup oldudgu zaman, H (G,A),A nin G ile geniglemelerinin denk-
lik sinmiflarinin grubudur. ’

G bir grup ve K<G olsun. G ve K nin kohomoloji gruplari arasin-
daki iligkiyi belirleyecegiz. Z Jzerindeki G nin grup halkasi I' = Z(G)
ve K nin grup halkasi A =Z(K) olsun. Bu notasyonlar ile asagidaki te-
oremi ispatlayacadiz.

4,10. TEOREM

A-modul T bir serbset A -modiildiir. Genelde, herhangi bir

serbest TI-modiil bir serbest A -modiildiir.

ISPAT.

AGik olarak, herhangi bir rI-modiil bir & -modiildir. { th, K

nin bir sol transversali olsun. Bu takdirde G, t K 51n1flar1n1n birle-

’

simidir. Bu nedenle T = 2:t A dir. Agik olarak t A, Avya A —1zo—
morftur. 4.2 den T nin serbest oldugu sonucunu glkarlrlz Herhangi
bir serbest r-modil F, r ya izomorf altmodiillerin direkt toplami ol-
dugundan F serbest A-modiillerin bir direkt toplamidir. Bu teoremin

birinci bSliimine gdre de serbesttir.

X ..., X, > X, X, Z —= 0
trivial TI-modil Z nin bir serbest ¢oziiclisi olsun. Bu takdirde herbir
X bir serbest TI'-modiildiir. 4.10 a gore X bir serbest A-modiildiir. Da-
ha fazla olarak, herbir d homomorflsl blr I' —homomorfi oldugundan di
bir A-homomorfidir. Bu nedenle, X trivial a-modiil Z nin bir serbest
¢Ozlclislidiir. Dolayisi ile birtek ¥ ¢oziiclslini kullanarak G ve K nin
kohomoloji gruplarini bir arada calisabiliriz. ¥ i trivial I'-modiil

Z nin bir sabit ¢Oziiclisii olarak alacagiz.
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P kisitlanis doniisimini soyle tanimlariz. A bir I -modiil olsun,
A ayni zamanda bir A-modiildiir. Bu nedenle bir f€Hom, (X ,A) elemani,
A-modiil Xrl den  A-modiil A igine bir A-homomorfidir. Ohalde.
f(EHomA (Xn,A) dir. opf bir A-homomorfi olarak goriinen f elemani olsun,
pf ye f nin kisitlanisi diyecediz. Asagidaki teorem oldukga agiktar.
4.11. TEOREM |

(1) p kisitlanisi Hom (Xn,A) dan Hom; (X_,A) igine bir homomorfidir.
(i1) 6p = p6 dir.

(1), p (f4g)=pf+pg oldudunu iddia eder. (ii) deki & semboli
Hom dizilerinde dn ile meydana getirilen homomorfileri toplu olarak

gosterir. Esitlik asagidaki diagramin komiitatifligini soyler.

¥
n
Hom, (Xn,A) . Hom,, (Xn«l'A)
QH ‘ pn—l
(@)
Hom , (Xn,A) Hom (Xn_l,A)

(i1) den p kisitlanis doniistimiiniin Hn(G,A) dan Hn(K,A) icine bir homo-
morfi meydana getirdidi cikar.

ol E . *
Gergekten, f e*ekdn+l ise d e}

¥ ., 5
el p_(d ) oldug?ndan

n+l = "n‘“nyl

* ., . * . ¥ %,
pn(f)e;gek(dn+l) dir. Dider yandan g(Sresdn“{se dn p = Pn_l(dn) ol-
dugundan Pn(g)ﬁires(d:)' dir. Dolayisi ile H'(G,A) dan Hn(K,A) ya

f+resd: —_ Pn(f)+res(d§)’ ile tanimlanan ddniistim bir homomorfidir.
Bu homomorfiyi p¥ = p¥ (G,K) ile gOsterecegdiz.

[G:K] indeksi sonlu ise, tefs yonde giden ve ko-kisitlanis adi
verilen bir homomorfi tanimlayabiliriz. T, K nin G deki bir sol trans-
versali olsun. Herhéngi bir‘fGHomA (Xn,A) igin, Tf, X, den A vya

(k) = Y fxt)tt
L teT
ile tanimlanan ddniisiim olsun.
4.12. TEOREM

(i) t doniistimi T tranéversalininrse¢iminden bagimsizdir.
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(ii) tf € Hom (Xn.,A) dir.
(iii) < donlslmi Hom , (Xn,A) dan Homp (X_,A) i¢ine bir homomorfidir.
(iv) 61 = 16 dir.

ISPAT.
(i) T= {t,} olsun. t, K dan diger bir t) temsilcisini segersek,
ti =t, k (k€K) seklindedir. f bir A-homomorfi oldugundan

Exty )ty =flxt, k) (e, KT et ety kT —£(xe, et
dir. Bu nedenle <t doniislimi T transversalinin seglmlnden ba§1m51zd1r.
(i1) g€ G olsun, 7f(xg)=(tf(x))g oldujunu gdstermek yeter. T= {tA}
bir transversal ise { gt, | da bir transversaldir. (i) ye gore

Exg)= 2 £(xgt)t i= T f(xgt) (gt) " Lg=(f(x))g
t gt
dir.

(ii1)  w(fag)(x)= 3 (fq) (xt)t~L
ot

YExt)t e Ygixt) et
t t

= (x)+1 g(x)=(1 f+1 g)(x)
dir. Buradan <t(f+g) =t f+t g bulunur.
(iv) d bir I' -homomorfi oldudundan her x€X ve t€T igin d (xt)= (d (x))t
dir. Bu nedenle

6(f) (x)=(t£) (d(x))= L £ld(x)e)t -
t
= 2_f(d(xt))t = ) _of (xt) £l ©(6£) (x)
t

dir. Bu 16 = 61 oldudunu ispatlar.

4.12 (iii) ve (iv) ye gdre ko—leltlan1§ dontislimii T,Hn(K,A) dan
Hn(G,A) icine TF = ¥ (K,G) ile gOsterecedimiz bir homomorfi meydana
getirir. Bunun ispati p* tasvirinde oldudu gibi yapilir.

Bu notasyonlar ile Gaschiitz-Eckmann'in asagidaki teoremini ve-
recegiz.

4.13. TEOREM

G bir grup, K=G ve [G:K] =j<m olsun. Bu takdirde; herhangi

bir ceH(g,a) 1g1n

_ - ™ (p*(c))=jc
dlr.
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ispar. ,
f kohomoloji sinifi ¢ yi gdsteren,yani c=f+resd§ olacak sekilde

Hom |, (Xn,A) nin bir elemani olsun. Bu takdirde, her t€ G icin

pf(xt) = £f(x)t alabiliriz. T nun tanimina gdre

W) (x) = L pf(xt)t™h = P F(x)=3f(x)
dir. Yani t(pf)=jf dir. Bu teoremi ispatlar.
4.14. SONUC

[(G:K] =j<m» ise op* (G,K) kisitlanis doniisliminin cekirdeginde-
ki bir ¢ elemani icin jc=0 dir.

IspaT.

cegekp* ise 4.13 e gore

je = T (p%(c)) =

dir.

4.15, SONUC

G mertebesi g olan bir sonlu grup olsun. Bu takdirde, herhangi
bir ce€ Hn(G A) eleman: icin gc=0 dir. Boylece, G sonlu bir T-grup ise
Hn(G A) da bir  r-gruptur.

ispar.

K= {1} ise bar ¢odziicliniin herbir terimi trivialdir. Dolayisi 1le
K={1} icin HM(K,A)={0} dir. 4.14 e gore gc=0 dir. G bir 7n—grup ise,
g bir =®-sayisidir. |c],g oldugundan ¢ bir n-elemandir. Ohalde
HY(G,A) bir T-gruptur.

4.16. SONUC v

G sonlu bir grup, K bir p asal sayisi i¢in G nin en az bir
Sp—altgrubunu igeren G nin bir altgrubu olsun. Bu takdirde, Hn(G,A) nin
p-birincil bilegeni Hn(K,A) nin p-birincil bileseninin bir altgrubuna
izomorftur. P*(G,K) donliglimii onlar arasindaki izomorfiyi verir. Herhan-
gi bir p € n(G) ic¢in, S G nin bir Sp—altgrubu olsun. Bu takdirde, Hn(S,A)
bir p-gruptur ve Hn(G,A) nin p-birincil bilesgeni Hn(S,A) nin bir altgru-
buna izomorftur. Her p € n(G) icin Hn(S,A)={O} ise H'(G,A)= {0} dar.

ISPAT. -

Varsayimlar altlnda [G K] =], p ye asaldir. 4.14 e gore gekp birim
harlg’p—eleman icermez. (H™(G ,A)) _P olsun. Bu durumda P[Wgekp*$ {o} air.
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Diger yandan,

= P/PNgekp™ = Peek o™ /gek g¥ < H(G,A) fgek o = (KR (G,A))
dir. Dolayisi ile P, HY(K ,A) nin p-birincil bileseninin bir altgrubuna
izomorftur. S blr.p—grup oldugundan 4.15 e gdre H" (S,A) da bir p-grup-
tur ve bu sonucun birinci boliimiine gdre P,Hn(S,A) nin bir altgrubuna
izomorftur.

G bir m (G)-grup oldugundan 4.15 e gére H™(G,A) da bir T (G)-
gruptur. c€ H(G,A) ise, |c|nin asal faktorleri ®(G) de dir. Her pET (G)
icin H(s,A)={ 0} oldugundan cek@* =g" (G,A)dir. 4.14 e gdre [G:S]=j
olmak iizere jc=0 dir. (p,j)=1 oldugundan (|c},p)=1 dir. Buradan her
p € x(G) igin (|c],p)=1 sonucunu Gikaririz. Dolayisi ile c=0, yani
H#(G,a)= {0] aur.

4.17. SONUG

G sonlu bir grup olsun. A sonlu Uretenli bir T -modiil ise Hn(G,A)
sonludur.

ispaT.

G sonlu bir grup oldugundan bar ¢oziiciinlin herbir X terlml ure-
tenleri sonlu bir kiime olan bir serbest Imodildir. Daha fazla olarak,
bir sonlu lretenli Imodiil A, bir sonlu Uretenli Abel gruptur.

Hom (X ,A) nin sonlu iuretenli oldugunu gosterecegiz. X bir sonlu{ u}
kume51 uzerlnde serbest ve A ' ( bir Abel grup olarak gozonline allndl—
g1 zaman) bir sonlu {v i kiimesi ile Uretilmis olsun. Bu takdirde X den

A ig¢ine herhangi bir f I“homomorfisi
f(ui) an] j

olacak sekilde nij tamsayilarinin klimesi ile tam olarak belirlenir. 4
Xﬁwgen A igine

1 i=k

’

Byt =6 vy, &y = o im
ile tamimlanan I -homomorfi olsun. Bu durumda { £, } kiimesi Hom (X .a)
y1 Uretir. Gergekten Hom (X ,A) sonlu ilretenli blr Abel gruptur. 1,65 e

" gore gekd +1 da sonlu uretenlldlr Bu nedenle H" (G,A) da sonlu iireten—

lidir. 4. 15 e gore H" (G,A) bir burulmali gruptur. 1.66 ya gore Hn(G,A)
sonludur.
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K° eslenik grubu K ya izomorftur. Siiphesiz, H (K ,A) kohomoloji
grubu da Hn(K,GA) ya izomorftur. Bu izomorfiyi acik olarak yazacagiz.
Herhangi bir f € Hom A (Xn'A) igin

| £%x) = £(xah)o
olsun. Bu takdirde k€ K icin
fo(xkg) = f(xkccf'l)c =f{x0 ;lkcc "l)c =f(x0 ‘lk) o]
“=£(x0 "1)ko =£ %(x)k°
dir. Bu nedenle, £° bir Z (K% -homomorfidir. 6(£% = (6 £)° saglandi-
gindan, f t—= f? doniistimi  H™(K,A) dan Hn(KO,A) i¢ine bir homomorfi
meydana getirir. Gergekten
(6 £) %(x)=(8 £(x0 "1))o =(£(8(x0 ~1)))0
=£(8(x)0 1y =£7 (8(x)) = (67 )(x)
dir. Bu homomorfib I, olsun. Agik olarak
I, =lve Ig =IT,
dir. Bu nedenle hero € G icin Io bir izomorfidir.

4.18. TEOREM

G bir grup, K ve L G nin altgruplari ve S={o} K ve L ye gore
Gift yan siniflardan temsilcilerin kiimesi olsun. [G:K] < 0o oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde, herhangi birT -modiil A icin a§ég1daki formii-
1u yazabiliriz. '

7 (K,G) p¥(G,L) = GZ I_ e (k%k°nL) 1 * kL, b)

1SPAT. |

1.19 a gore, KoL ¢ift yan sinifiK nin [L:LN K°] tane saj yan si-—
nifini igerir. R(o)= {l.(c)}, LNK® nin L deki bir sad transversali ol-
sun. Bu takdirde, {o lio)}, Ko L de igerilen K nin sad yan siniflarinin
temsilcilerinin bir kimesidir. Boylece,

T= | (li(d))—l o1}
K nin bir sol-transversalidir. Burada o,S Uzerinde dolasir. Tanima gore
tf(x)= Zf(xt)t—l(te T) dir. Buradan,

2 f(xt)t—l= ZZf(xl—lo _l)olz ZZEO (xl—l)l

te T c 1 o 1

yazariz. Sag taraf

2t (LK, L) (e (& LNKY) (£9))
o’ -
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ifadesine esittir. Bu ispati tamamlar.

4.19. TEOREM

G bir sonlu grup ve S G nin asagidaki 6zelligi sadlayan bir S -
altgrubu olsun.S NS* # {l } = S=S*. Bu takdirde, H" (G,A) nin p-birin-
cil bileseni Hn(N (s) A) nin p-birincil bilesenine izomorftur.

ispaT.

K=Ns (S) ve'L=S alarak 4.18 i uygulayallm Bu durumda K’ kesin-
likle bir S p-altgrubu igerir. srws #1111} ise S=S ve 0& K dir.
o*(k° {1 })=0 oldugundan o=1 terimi haric 4.18 deki formiillin saj yani
sifira esittir. Bdylece,

¥ (K,6)p*(G,8)=*(K,S) ,
alabiliriz. 4.16 ya gore p*(G,S) ve o*(K,S) p-birincil bilegsen lizerinde
bire-bir dir. Bu nedenle, t*(K,G) da bire-bir dir. Dider yandan 4.13
e gore, t*(K,G).Hn(K,A) grubunun p-birincil bilesenini Hn(G,A) nin p-
birincil bileseni lizerine resmeder. Buradan, t*(K;G) onlar arasindaki
izomorfiyi verir.

G bir toplamli A grubu izerine etki eden bir operator grup olsun.
K, G nin bir altgrubu ise K da G lizerinde bir operator gruptur. C (K)--AK
vazalim, K=IG ise K nin bir sinifinin elemanlarl A lzerinde ayni etklyl
meydana getirir. Bu nedenle;G/K grubu A iizerine etki eder. Bu sartlar
altinda asadidaki dizinin tam oldudunu gosterecegiz.

4.20. TEOREM

0 — #(a/k,A%) > 1l (6,a) —E» ul(k a)C_Y, B2 (G/K ,aK)
dizisi tamdar.

ISPAT.

Bu dizideki doniligiimlerin ve gruplarin tanimlari ispat i¢inde: ve-
rllecektlr

o donisiimine inflation denir. Asagidaki gibi tanlmlanlr.
£ec(G/k,aK) ise £
glo,,0,, ..0.0 ) = £(Ko Ko, Ko )
olacak sekilde -bir g ko—21nc1r1 tanlmlar Bu durumda 6g 6f ye kar-
silik gelir. f nin deg?rl aK da oldugundan

£(K- i
: ( Ol’ K0n-l)K On




olduguna dikkat edersek bu (4 9) formulunden aglktlr Bu durumda f+->g
dontigiimii B (G/K, ak ) dan Hn(G A) igine bir homomorfi meydana getirir. Bu
o 1nflatlonudur , .

f EC (G/K,A ) bir ko—smlfa karsilik geliyorsa,her 6€G icin
f(Ko )=a-ac olacak sekilde bir a€A vardir. Fakat ¢€K ise 4
f(Ko )=f(K)=0 dir. Bu her o €K icin ac =a oldudunu gdsterir. Bu neden-
le acaK ve rep! (G/K, A%y air. Boylece o bire-bir dir ve (4.20) dizisi
ikinci terime kadar tamdir. _ ’

K=G oldugundan I doniistimii Hl(K,A) nin bir otomorfisidir. Do-
laylsl ile G grubu Bl (K, A) Uzerine ¢ +b—s I doniglimiine gore etki eder.
Dordiincli terim bu etkinin sabit elemanlarlnln kimesidir. B ddniisiimi

*(G K) leltlanls doniisimi ile meydana getirilir. p 1n goriintiislinin
H (K, A) da igerildigi agiktir. e nin goriintiisii K lizerinde 0 olan bir
ko-zincir ile gdsterildiginden oB =0 dir. cekB C resa oldugunu goste-~
recegiz. f,gekB nin bir elemanini gosteren bir gecisli homomorfi olsun.
6 ile 4.9 donilislmini gosterelim. Bir a€a i¢in pf= éa dir. g=f- 6a ol-
Sun. Bu takdirde g, her o €K icin g(o0)=0 olacak gekilde bir gecisli ho-
momorfidir. g bir gecisli homomorfi oldugundan

glo t)=g(o)t +g(1)
dir.c €K ise her 1 € G i¢in g{ ot )=g(1) dir. Dider yandan <€K ise
g(o) = g( ot) = g(o)t
dir. Bu g nin dederinin daima AK da oldugunu ve Kt sad yan sinifinin
blitlin ¢ elamanlari igin sabit oldugunu gosterir. Bu nedenle, g,% nin
gorlntisiindeki bir elemani gOsterir. Buradan resae = ¢ek B bulunur.

Once vy doniistimiini tanimlayacagiz. Ko-devrelere dayanarak I izo-
morfisini ifade edelim. Burada K nin normal olmasina gerek yoktur
Trivial I-modiil Z nin bar ¢ozlcusini gozonune alalim. Bir f€ Hom (B ,A)
elemani 6f=0 sartini sagliyorsa her o,p € G i¢in

( Lolp)=£( Lopl)+£( [p1)=0
dir. p € K ise formiile gbre
£29(0p%] )=£([0°) o7h)o =£([ o71o1) _£([ 017 )o
' =f([p] )o +a-ap® (a=-f ([o-l] ) o)

dir. Buradan su sonucu glkarabiliriz,‘Bir a € Hl(K,A) elemani bir g
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gegigli homomorfisi ile gdsterilirse, I,(a)€ Hl(KG,A) elemani
¢°( p%)= plplo -
olacak sekildeki ¢° gecisli homomorfisi ile gdsterilir. v doniisimii
asagidaki gibi tanimlanir. T, K nin TNK= {1} olacak sekilde bir trans-
versali olsun. w,Hl(K,A)q-nin bir elemanini gdsteren bir gecisli homo-
morfi ise herhangi bir t €T icin ¢T,'¢ ile ayni kohomoloji sinifinda-
dir. Bu nedenle, her p€K igin
o (p)=¢lp)+a P R
olacak sekilde bir a_ € A vardir. ¢ =l ise a,=0 alabiliriz. { aT} ele—
manlarini sabit olarak gdz Sniine alacagiz. Her ¢ € G elemani
o=xt (k€ K, € T) seklinde tektiirlii olarak vazilabileceginden her
0 €G icin bir
a, =a _+g¢ (x)t
tanimliyalim. Bu takdirde, { ac} ailesi her A € K ve ¢ €G ic¢in asagida-
ki iki ozelligi saglar.
a =a07+ e(\)o oA )= @(A)+aOA -a_
Bu formiller asagidaki gibi ispatlanir. o = nt(x€K,T €T) olsun.
Ao =( Ax )t ° dir. Tanima gdre
7 a =aTI+ o (A x )t

dir. ¢ bir gecisli homomorfi oldudundan

el Ax)=9 (X)n + ¢(x) -
saglanir. Buradan

a, =2, + elult + o(X)o =a + o{X)o

bulunur. Ikinci formil ¢°(A) = o¢(or o 1o formiliniin genisletilmesi
ile ispatlanir. ¢ gecisli homomorfi oldugundan |
wo(k)= @(ntA r-l n‘l)o

= o) 4 oitn Tl 4 oo xlyae
=ar ~a X+ ¢ (M) g(x)1
= ¢(A) +a h ~a
dir. Burada, herhangi bir ¢ gecisli homomorfisi icin saglanan
o x L) == (x) esitlidini kullandik.

2

u(c,p)zacp;aop -a, yazalim. Acikga o € Z°(G,A) ve A ,H € K ise

alde , ppl=a to,p) dir.




Gergekten,

(53&'7(0,9.1) = alp,t)-a (op, )+ alg,pt)-a (g,p)
. 5 ~a _a ‘l,'—a_ _(a —-a T -a )
PT p T gpt Op T -
-a - - - -a -a
+ aop‘r agPT ap-r (acp o p &
=0 ’

oldugundan o € ZZ(G,A) ve

A =a -a -a -
(Ao, up) Aoup Aoup up

=a + o(X) opp —(ao+ ¢(X)o Jup -2,

oup
=a -a -a
oup o' "o
=a - -
ou o-lop ~FHP 3y,
=aop + ¢lou 0 ")op -a GHP —(a +¢ (w)p)
=a_ -a a_ - )
ap "2 +( ¢%(n)- ou o(u))p
=a, ~a, +( olu)+a_u -ag -au + o(u))p
=aop -a_p -a
= a (g,p)

dir. ¢°p (%) min farkli iki yoldan hesaplanmasi ile a(o,p) € AK ata-

biliriz.
: op; o, pt o1 o 1
o (=9 (%" )p =( ¢ (x )+aon -a_  )p

= ¢(X)+apn —a, tagpx -a p

It

¢(n)+a0pn —aop

- dir. Buradan (aop -ap -a, Ix =5, —3P -4, vyazariz. O halde «a (o, o) e a
dir. ¢ nin kohomoloji sinifindan diger bir ¢ gecisli homomorfisi segtl—
gimizi kabul edelim. Bu takdirde, her » € K icin

: ¢ ( %)= 9(x )4b-bn
olacak §ekllde blr bea vardir. ¢ ile ilgili elemanlarin ailesi { ag }

olduguna benzer sekilde - § ile ilgili elemanlarin ailesi { ao} olsun.
Bu durumda, -

0 )= lx Jrax -a

dir. Kolay bir hesaplama bir c, € aK igcin éo =a; +b-bo +C, oldudunu
gosterir. Bunu asagidaki sekilde gOsteririz.
-1 : -1 -1
_ o o
#70 )= 80" oo (o2 Tpp A% e
O'—l o
=_¢L ? )0 +bo ~boxn = ¢°(x)+bs ~box
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e( %)+bo -box ta x-a = (x)+8 » -&

It

ol % )+b-bx +3 o —50
dir. Buradan (ao +b-bo -a ) n =a +b-bo -c bulunur. -C =3 +b—b0 -50
dersek c, € AK ve ao -a +b—bo +C olur. Bu nedenle { é‘o} dan yapil-
miLs & elemani .
. & (o, p)= a(O,p)%Op-Cop—Cp

€sitligini saglar. Gergekten,

( )=8 -3 -a

d&(og0p oo "2 P

p

+b-bcp+% —(% th-bac e - (ap+b—bp +cp)

Agp ~AGP —a, +C op CoP ~C,

= aof 0, p)+c op CoP ~C,
dir. Bu nedenle o« ve & ayni kohomoloji sinifina attir. ¥y tasviri {¢}
smlflnln {a}  sinifina gonderilmesiyle tanimlanir. Acikca ¥ JH (K,A)G
dan HZ (G/K, aK ) i¢ine bir homomorfidir.
{e} sinifi B nin goruntiisiinde ise ¢ G iizerinde tanimlanan bir

¢ gegisli homomorfinin leltlanlsl olarak segilebilir. Buradan

3 (x)=9 (020 ) oo (5 () nt (w0 15 (671 16

=5 (0)x + §(u)+ ¢(0 L)o
dir. Boylece her ¢ € G icin é = § (o) segebiliriz. Bu halde &(o,p)=0
dir ve gy =0 alabiliriz Ter31ne olarak ¥ ( {¢} )={a} = {Ofolsun. Bu
takdirde bir ¢ € C (G/K, aK ) ig¢in o = 6c yazabiliriz. Inflation dontisiimi
altinda ¢ nin goriintisi { cc}olsun. Bu takdirde,
, 0L(O,P)=c0p —CoP ¢,
dir. Her p€ K icin <, =0 dir. Onceki gibi ¢ ile ilgili elemanlarin ai-
lesi { ac} olsun. O-(O):ao —-C4;  vazalim,
aOp -a_p —ap = afo p)—c op~CoP SR
oldugundan O-G lzerinde bir gecisli homomorfidir. a;nin tanlmlna gore
pE€ K ise ap = ¢(p) alariz. Bu nedenle p€ K ise
Q(p)=ap <, = (p)
dir. Bu G lzerinde tanimlanan Q gegisli homomorfisinin kisitlanisinin
- ¢ oldugunu ifade eder. Buradan ¢ekY C resB dir. Bu 4. 20 dizisinin tam
~oldugunu ispatlar.
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4.2]1 .TEOREM * v
G bir grup ve K<IG olsun. Hl(K,A)z{ 0} ise asadidaki dizi-tamdir.
0 —s H2(G/K,AK) —s HZ(G,K) —B . Wk, a)
Burada; o doniisimi inflation, B Oncesi tam dizinin ispatinda tanimla-
nan leltlanlgt;r.

ispar.

£ €c?(6/k,a5) ve inflation doniistimi altindaki £ nin g goriintisii
bir ko-sinir olsun. 6 ile 4.9 dOniisiimiinii gdsterelim. Bir h dontistimi icin-
g=6h dir. o, €K ise f(Ko,K1)=0 dir. Boylece

0=g( ox )=h(t)-h(at)+h(a)t
dir. Bu formil h in K izerinde bir gecisli homomorfi tanimladidini
gosterir. Hl(K,A)= {0} oldugundan her o € K igin,

h(c) = a-ac

olacak sekilde bir a€ A vardir. k=h- 6a koyalim. Buradan 6k= 6 h=g ve
0 € K icin k(0)=0 dir.c € K ise g= 6k dan k(t)=k(07) vazabiliriz. Bu ne-
denle, k inflation ddniistimiinin gorintisilindedir. T € K ise k(ot)=k(o)t ali-
riz. t€K igin k(ot)=k(o) oldudundan her o€ G ig¢in k(o) e af dir. Boylece
f bir ko-sinirdir ve « donusumii bire-bir dir.

4.20 nin ispatindaki gibi acikca oB ;O dir. Bir £ faktor kﬁmesi—
nin kisitlanisinin BZ(K,A) da bulundugunu varsayalim. Bu takdirde bir.g
donusiimi vardir dyle Ki K lizerinde f= 0g dir. G-K nin biitiin elemanlari
igin onun dederlerini keyfi tanimliyarak g yi G lizerinde bir doniiglime
genisletecegiz. f-6g yi gdz Onilen alalim.Bu £ nin kohomoloji sinifinda
bir faktor kiimesidir. Bu nedenle, bastan f nin K iizerindeki kisitlanisi-
nin sifir oldugunu varsayabiliriz. T NK= {1} ol;cak sekilde bir T={Ti}
transversali segelim. Bir p = nTi(% € K,TiG‘T) elemani icin g(P):f(",Ti)
koyalim. A€ K ise g(Ap)=f(Ax, Ti) ve‘g(*)=0 dir. Boylece,

ég(l,p)+f(l,9)=f(%,Ti)-f(lﬂ,Ti)+f(*, "Ti)

=f(A, n) Ti=0
dir. h=f+ 6g olsun. A € K ise h(X,p)=0 aliriz. h bir faktor klimesi oldu-
gundan |
h(o,p)-h(Xa,p)+h(r,0p)-h(X, 0)p =0
dir. Bu formil A€ K icin h(o,p)=h(Xo,p) dir. o € K ise Ao =(Ao A'l)x ve
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yukaridaki formﬁldgn B
h(x,op)=h(x,c)p +h(r,p) . I
¢cikar. Bdylece herhangi bir A€C31g1n h(Xx,0), ¢ nin bir fonksiyonu ola-
rak bir geg¢isli homomorfidir. gt (K,A)= {O} oldugundan her 1 € K ic¢in
h(o,t)=a(0)-a(o)
olacak sekilde bir a(o0)€ A vardir. A €K ise h(X,1)=0 ve h(Xo,t)=h(c,1)
dir. BSylece, A € K ve 0 € G icin a(A)=0 ve a(Ac )=a(0) olacak sekilde
A nin bir elemanini secebiliriz. k=h+ &a koyalim. k nin inflation ddnii-
stmiiniin goriintiisiinde oldugunu gOsterecegiz. Once ¢ veya T € K ise
k(o,1)=0 oldu@ﬁhu ispatlayacagiz. ¢ € K ise,
k(o,t)=h(o,1)+a(t)-alot)+alo)t =0
dir. Dider yandan t €K ise
alot)=al oto Lo )=a(o) ve h(o,1)=a(c)-a(o) 1 oldugundan
k(o,1)=0 dir. k bir ko-devre oldugundan A ,# € K icin asadidaki formi-
1l yazabiliriz.
k(xo,ut)=k(o,t)=k(0o,1)A
BOylece inflation ddniisiimi altinda Cl(G/K,AK) nin bir elemaninin goriin-
tisl k dir. Bu ispati tamamlar.
4.22. ORNEK
G mertebesi m olan bir devirli grup ve 0 G nin Ureticisi olsun.
G nin kohomoloji gruplarini belirleyecegiz. T = 7 (G) grup halkasinda
T=l-0ve u=lto 4 olq ...... + o™
elemanlarini gozdniine alalim. Her v wawhigin ''danT yafvegtl -
homomorfilerini
fly)= yu ve g(y)e YT
seklinde tanimliyalim. Kolaylik olmasi bakimindan f ve g homomorfileri-
ni sirasiyla u ve 1 ile-gOsterecegiz. Ayrica _ "Ei a.oi € T olmak
Uzere TI' dan Z vye i=0 *

m=1 i m-1 :
g Z a;o )= Z a; (aie Z)
i=0 1=0 ,
: homomorfisini;tanlmllyallm. Bu takdirde
' - i
8 = T - -
TH=el(yh  ve v 2 (a a; )9

dir. Burada a_j=a_ ; dir. Buradan 1=0
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< ve

m-1 i m-1 i
gekr={r=2 a0 | yi=F (aj-8; 1) " =0 }
l=0 ]_:O —
m-1 i :
={ lZ_:O aio I ao=al= ............ = am_l}
= { au l an } = resu = Zu
m-1 m-1 :
ceke = { Z aicl | Z ai=0 } =ceky
l=0 _'L:O
= {(a0+(ao+al)o + oeeliot (a0+al+ ..... +am__l) Om-l)T | aiGZ }
=rest

esitliklerini yazabiliriz.
Simdi her n = 0 icin X =T , dp=¢ veher i>0 igin dZi—l= T

ve dZi= H olsun. Bu takdirde

. r t - —*H r—=r -rp £t -7 - 0

dizisi trivial I -modiil Z nin bir serbest coziiciistidiir. Bu nedenle, bir
sonlu devirli grubun kohomoloji gruplari peryodiktir (2 peryotlu}. Bu-
rada her n > 0 igin Hom (Xn,A) gruplari A ya izomorf oldugundan, bu

r
gruplar verine A y1 alabiliriz. a € A olmak iizere p¥® ve ¥ doniisiimle-
rini -
_w¥(a)=ap ve ™ (a)=at

seklinde tanimlayacadiz. Tanima gore i > 0 igin

HZi_l(G,A)égek U*/res T*
ve
HZi(G,A)=gek ™*/res u¥
dir. o
Ornegin: G,A= Z lizerine trivial etki ediyorsa herhangi bir neZ _
icin ’

n M =nm ve n t=0
dir. Bu nedenle ,
H-1(6, 7 )={0} ve H21(6,Z ) = Z /nZ

dir. Diger yandan A bir sonlu Abel grup ise- . L
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(a2l A = lHZi(G,A)l

saglanir. Bu esitlik 1.69 dan cikar.

p bir asal sayi olsun. p inci mertebeden Zp devirli grubu Zp
Uzerine trivial olarak etki ederse , u¥* ve T¥ si1fir doniisliimleridir.
Buradan her k > 0 icin

Hk(Zp, z) -7,
dir.

4.23.0RNEK

G blr sonlu A Abel grubu lizerine etki eden bir sonlu p-grup ol-
sun. Ejer H (G,A)={ 0} ise G nin her K altgrubu icin

ik ,A)=H%(K,A)=1{ 0}
dir.

ISPAT.

Bu onermeyi |G| lizerine indiksiyonla ispatlayacagiz. M, G nin
bir maksimal altgrubu olsun. 1.48 e gbre M<IG ve G/M p inci mertebeden
dev1rlld1r 4.20 ye gore tam olan a§ag1dak1 dlZlYl gozonune alallm
0 ———ﬁ>H (G/M, A -_— H (G,a) — H (M A) —> H (G/M, A
Varsayima gore ut (G,Aa)=1 0ldrr. Boylece tamllktan i (G/M M )={ 0} dar.
G/M devirli ve A sonlu oldugundan 1.69 a gore H (G/M, Al )={ 0} d1ir. Tek-
rar tamllktan H (M,A) _{ O}dir. M bir p-grup oldugundan 4.15 ve 4.17 ye
gore Ht (M,A) bir sonlu p-gruptur. Bu nedenle G, Ht (M,A) lzerine sabit
noktasiz etki eder. Yani Hl(M A) nin birimden farkli hicbir G-invaryant
elemani yoktur. 1.46 ya gore H (M,A)={ 0} dir. K, G nin bir 8z altgrubu
olsun. K, G nin blr M maksimal altgrubunda icerilir. Indiiksiyon hipote-
zine gore Hl(K ,A)= H (K,A)=1 0} alabiliriz. Geriye HZ(G A)={ 0} oldugunu
ispatlamak kallr M i¢in 4.21 tam dizisini yazallm

o—»n (6/M,8") —— 12(G,A) —— 12 a)
7Bu takdirde H (G,A) nin yanindaki terimler sifirdir. Dizinin tam olusu

HZ(G A)={ 0} oldugunu ispatlar.




BOLUM IIT
KOHOMOLOJI TEORISININ UYGULAMALART
5. KOMPLEMENT

5.1.TANIM

H ve F iki grup olsun. G nin bir K altgrubu HK=G ve HN K= {1}
olacak sekilde mevcutsa H in F ile bir G geniglemesine parcalayici ge~
nigleme denir. Bu halde, G genislemesi H lizerinde parcalanir ifadesi de
kullanilir. K altgrubuna H 1n bir komplementi denir.

Bir parcalayici genisleme H ve K nin varidirekt carpimindan bas-
ka birsey degildir. Izomorfizm teoremine gore

K = HK/H =G/H =

dir. Bu nedenle, bir K komplementi F ye lzomorftur.

5.2. TEOREM

H i F ile bir geniglemesi G olsun. G nin bir L altgrubu H 1 ice-
riyorsa L, H ile L/H in bir genislemesidir. G genislemesi H iizerinde
pargalanirsa, L genislemesi de H lzerinde par¢alan1r K, H1in G deki bir
komplementi ise KAL,H in L dekl bir komplementidir.

ISPAT.

Birinci bOliumiin ispati aciktir. Kalan kismi ispatlamak icin, G
nin H lzerinde parcalandidini kabul edelim. K, H 1n bir komplementi ol-
sun. Bu durumda, G=HK oldudundan L=HKNL dir. 1.2] e gore L=H(LNK) sag-
lanar. HN{LNK)= {.L} oldugundan LNK, H 1n L deki bir kemplementidir.

5.3. TEOREM

_ Hin F ile bir genislemesi G ve G genislemesi 1le ilgili faktor

kiimesi f olsun. G genislemesinin H lizerinde parcalanmasi i¢in gerek ve

yeter sart f nin her o ;1 € F icin g(o, 1)=1 seklinde tanimlanan trivial
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'faktér kimesi g ye.denk olmasidir. H Abel ise, G genislemesinin H ilize-
rinde pargalanma31 ig¢in gerek ve yeter sart f faktOr klimesinin bir ko-
sinir olmasidir.

ISPAT

G genislemesi pargalanlyorsa, bir K komplementi vardir. Bu halde
K y1 bir transversal olarak secebiliriz. K vya gore g faktdr kiimesi her
0 ,T€F icin g(o, )=l sartini saglar. Bdylece, f trivial faktor kiimesi-
ne denktir.

Tersi de saglanir. f trivial faktdr kiimesine denk ise 3.13 e go-
re G bir parcali genislemeye izomorftur. H Abel ise, £ ve g BZ(F,H) in
aynil sinifina aittir. g trivial faktdr kiimesi oldugundan f bir ko-sinir-
dir.

5.4. TEOREM

G bir grup, A G nin bir Abel normal altgrubu ve L. G nin

ACLcG ve [G:L] =j
olacak sekilde bir altgrubu olsun. a —s aJ dontistimiiniin A nin bir oto-
morfisi oldudunu kabul edelim. .Bu takdirde; G genislemesinin A iizerinde
parcalanmasi 1g1n gerek ve yeter sart L nin A Uzerinde parcalanmasidir.

Ispar. ‘

G, A Uzerinde pargalanirsa L nin de A {izerinde pargalandig:r 5.2
den gikar. Tersine olarak L nin A iizerinde pargalandigini kabul edelim.
Varsaylma gore © (a)= aJ donUsimii A nin bir otomorfisidir. g € G olmak
~ lizere her a€A icin = (a)=g lag ile tanimlanan ddniisiim A nin bir oto-
morfisidir. Acik olarak G, A uzerlne gl——>ng donlisiimiine gdre etki eder.
A Abel oldugundan bu G/A nin A uz§r1ne bir etkisini meydana getirir.
Daha fazla olarak © ,. A nin bir G/A-izomorfisidir ve bu H (G/A,A) nin
bir Q* otomorfisini meydana geti;ir. G geniglemesi ile ilgili faktor
kimesini igeren sinif c olsun. Bu takdirde, p*(G/A,L/A) kisitlanis do--
niiglimi altinda p*(c) goruntisi sifirdir. Buradan cE<;ekp* dir. 4.14 e
gore jc=0 dir. Bu nedenle © (c)=jc—0 dir. Q bir otomorfi oldudundan
c=0 olmalidir. 5.3 e gore G genlsleme51 A uzerlnde pargalanlr

5.5. TEOREM '

G sonlu bir grup ve H2G olsun. Eger ~
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(1], [G:H])=1
ise genisleme H lizerinde parcalanir.

ISPAT. )

5.5 in saglanmadigini kabul edelifi. G,5.5. e minimal mertebeli
karg1l ornek olsun. G nin (JH],[G:H])=1 olacak sekilde bir H normal alt-
grubu vardir. Fakat H in bir komplementi yoktur. Daha fazla olarak |G|
den kiiciik mertebeden herhangi bir sonlu grup i¢in 5.5 sadlanir. Bu var-
sayimlar altinda bir seri lemma ispatliyacadiz.

(a) H Abel degildir. | ”

H Abel olsaydi, 5.5 uyarisina gore genisleme H ﬁzerindé parcala-
nirdi. .

(b) Bir L altgrubu G=HL 6zelligini sagliyorsa L=G dir.

Kabul edelim ki bir L 6z altgrubu icin G=HL olsun. Bu takdirde,
izomorfizm teoremine gore

LNHSEL ve L/LNH = G/H
dir. Buradan
(JLNH}, [L:LNH]D= 1
bulunur. L, G nin bir 6z altgrubu oldudundan |L|< [G| dir. Ohalde L NH

1in*L de bir komplementi mevcuttur. K, LNH in bir komplémenti ise

(LNH)K =L ve KN(LNH) ={1}
dir. Buradan
C =HL =H(LNH)K = HK ve KNH = {1}
bulunur. Bu K nin H 1n G deki bir komplementi oldugunu ifade eder. Bu
varsaY1mla gcelisir. Buradan L=G sonucunu c¢ikaririz.
(c) H, G nin bir minimal normal altgrubudur.

M G nin MCH olacak sekilde bir minimal normal altgrubu olsun.

M # {1}oldugundan 5.5 i G/M e uygulayalim.

(la/ml,- [e/M:H/M]) =1 .
oldugundan H/M in bir komplehenti mevcuttur. Bu komplement L/M bicimin-
dedir ve HL = G dir. (b) ye gore L = G dir. Fakat, LNH = M oldugundan

M=LNH=GNH =H : T

Il

dair.

(d) Bir p asal sayisi i¢in H bir p-gruptur.




p, |H| 1 bSlen bir asal sayr ve S H 1in bir S —altgrubu olsun.
1.52 ye gore G = Yo HN.(S) dir. (b) ye gore Ng (S)=G d1r Buradan S=IG elde
edilir. (c) ye gbre H = S dir.
(e) H Abeldir. v .

1.48 ve (d), Z(H) #.{1} oldudunu gosterir. Z(H)XH oldugundan
1.37 ye gore Z(H)<IG dir. (c) ye gdre Z(H)=H dir. Boylece, H Abeldir.
(e), (a) ile celistiginden boyle bir G karsi drnedi yoktur. O halde,

5.5 saglanir.

5.6. TEOREM

G bir sonlu grup, A G nin bir Abel normal altgrubu olsun. Genig-
lemenln A Uzerinde parcalanmasi icin gerek ve yeter sart |G| nin herhan-
gi bir p asal bSleni icin G nin herhangi bir S Sp-altgrubunun SNA lize-
rinde pargalanmasidir.

isparT.

G genislemesinin A lizerinde pargalandigini kabul edelim. K A nin
G deki bir komplementi olsun. Ap,A nin Sp—altgrubu ve P K nin bir Sp—
altgrubu olsun. A Abel oldudundan Ap,A nin bir karakteristik altgrubudur.
Bu nedenle, ApsQG ve ApP, G nin bir altgrubudur. Buradan
Apnpc:AnK={1}
vazabiliriz. Dolayisi ile ApP bir pargalayici genislemedir. 1.20 ye go-
re ApP, G nin bir Sp—altgrubudur. S G nin herhangi bir Sp—altgrubu ise
S,ApP ve eslenik ve S :DAp dir. Bu durumda S, Ap nin bir pargalayici
geniglemesidir. SNA, A nin bir Sp—altgrubu oldugundan SNA = Ap dir.
Tersine olarak herhangi bir pl]Gl i¢in herhangi bir S Sp—altgruf
bunun SNA lizerinde parcalandidini kabul edelim. T, SNA nin S deki bir
komplementi olsun. Bu takdirde,
(SAA)T =S ve TN(SNA) = TNA ={1}
dir. Buradan )
AT = (S!WA)T AS
yazabiliriz. Bu nedenle T, A nin AS deki bir komplementidir. Genisleme
ile ilgili faktdr kimesinin kohomoloji Sinifi c olsun. Bu takdirde
G/A AS/A)(c) = 0 dir. 4.14 e gore jc = 0 dir. Burada j = [G: AS] dir.

S bir Sp-altgrup oldugundan J, p ye asaldir. Bu ¢ sinifinin mertebe51n1n
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[Glnin kiitlin asal bolenleri icin p ve asal oldudunu ifade eder. ¢ nin

- mertebesi yalnizca =(G) deki asal sayilar ile boliinebildiginden ¢ = 0
alabiliriz. 5.3.e gdre G genislemesi A lizerinde ayrilir.

Yukarldaki teorem, daha sonra ispatlayacagimiz 5.10 gibi
Gaschiitz'ln [3]  teoremlerinden biridir.

Grup geniglemeleri ve l-boyutlu kohomoloji gruplarl arasindaki
bir 111$k1 asagidaki teorem ile verilir.

5.7. TEOREM

A bir Abel grup ve A nin bir 'F grubu ile genislemesi G olsun.
A nin her elemanini ve A nin her sinifini sabit birakan G nin otomorfi-

lerinin tumu AO olsun.

A0={ ¢ €0(G) | ola)=a (a€A), o(xA) = xA (XEG) !}
Bu takdirde , AO Z Zl(F,A) ve bu izomorfi ile Bl(F,A),A nin elemanlariy-
la i¢ otomorfilerin kiimesine karsilik gelir,

ISpaT.
Acik olarak AOS O(G) dir. T, A nin G deki bir transversali olsun.
9 € AO ise herbir o € F icin
#(t(o)) = t(o)d(o)
olacak gekilde A nin bir d(o) elemani vardir. (3,2) formiline ¢ vyi
uygularsak
d (6)" a (1) = a (o1)
yazabiliriz Bdylece d bir gecisli homomorfidir. ¢ +—s g doniisimii AO
dan Z (F,A) igine bir homomorfidir. Bu asagidaki gibi ispatlanir.
' ——s d' ise
(9o )(tlo)) = ¢'( 9(t(0))) = t(0)d' (s) d(a)

1

dir. Tersine olarak, d€ Z (F,A) ise ¢ (t(0)a)=t(0)d(0)a ile tanimlanan

¢ donusglimi G nin bir ocomorfisidir ve @ € AO dir. Bu nedenle, Zl(F A)xAO
dir. Bir 9 € AO otomorfisi a€A elemanlnln eslenigi ile meydana getiril-
mis ise
-1 -0
¢(t(0)) =a "t(d)a = t(d)a a
dir. Bu nedenle d(0) = a~ % ¢ Bl(F,A) dir. Tersine olarak d(o)=a"'a ise

karsilik gelen otomorfi a elemani ile i¢ otomorfidir.




5.8. SONUC -

"G birzYA&S_grubﬁnun bir genislemesi olsun“Kl ve KZ A nin iki
komplementi ise <p(Kl)=K2 olacak sekilde bir ¢ € Ay otomorfisi vardir.

ISPAT.

Herbir © € G/A igin t(9), ¢ sinifinda icerilen KI in tek ele-
man1 olsun. Benzer sekilde ¢ da icerilen K2 nin tek elemani vardir. Bu
eleman d(0) € A igin t(0)d(¢) bicimindedir. Bu takdirde

t(o)t(t)=t(o1)
ve
‘ t(o)d(o)t(t)d(t)=t(ot)d(0oT)
dir. Boylece d(o)' d(t1) = d(ot), vani d€ Zl(F,A) dir. 5.7 ye gore
q:(Kl):K2 olacak sekilde bir ¢ € A, otomorfisi vardir.

5.9. TEOREM

G bir A Abel grubunun bir pargalayici genislemesi ve F=G/A olsun.
A nin G deki herhangi iki komplemenfinin eslenik olabilmesi ig¢in gerek
ve yeter sart Hl(F,H)={ 0 Jolmasidar. ‘

ISPAT. )

Kl ve K2 A nin iki komplementl olsun. Bu takdlrde 5.8 e gdre bir
9 € AO icin K2— w(K )-dir. 5.7 ye gore ¢ bir dEEZ (F,A) elemanina kar-
s1lik gelir. Hl(F,A)_{ 0} ise déEB (F,A) dir. Bu nedenle ¢ bir a € A
elemaninin eslenidgi ile verilir. Buradan Ko= ¢ (K )_a"lKla bulunur.

Tersine olarak K2 Kl e e@lenlk ise K2_a Kla olacak sekilde bir
a€A vardir. Bu halde ¢ = 6a ve HL(F ,A)= {0} dir.

5.10. TEOREM

G bir A Abel grubhnun bir genislemesi ve L G nin

ACLCG ve [G:L]) =j<oo

olacak sekilde bir altgrubu olsun. & F—s 3J (a€ A) donliglimiiniin A nin
bir otomorfisi oldudunu kabul edelim. L, geni$lémesi A lzerinde parcala-
nir ve A nin L deki iki komplementi L de eslenik ise, G genislemesi de
A lzerinde parcalanir ve herhangi iki komplement G de esleniktir. Bu
halde, H, A nin L deki bir komplementi ise G de H=L NK olacak sekilde
bir K komplementi vardir.
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ISPAT.

5.4 e gore G, A lizerinde pargalanlr Varsayim ve 5 9a gore
H (L/A A)_{ 0} dir. Bu nedenle H (G/A,A) nin herhangi bir c kohomoloji
sinifi kisitlanis donu@umunun Gekirdegindedir. 4.14 e gdre jc=0 dir.

Bu ise 5.4 lin ispatindaki glba c=0 olma51n1 gerektirir. Bdylece,
G/A A)={ 0} alabiliriz. 5.9 a gdre A nin herhangi iki komplementi
G de esleniktir. ' )

H,A nin L deki bir komplementi ve K,A nin G deki bir komplementi
olsun. Bu takdirde, 5.2 ye gdre KNL,A nin L deki bir komplementidir.
Varsayima gore KNL, L de H a esleniktir. Buradan H=(LNK)® clacak se-
kilde bir x € L eleman1 vardir.

(LNK)* = Lnk®
oldugundan H=L NK* dir. Diger yandan K de a nin G deki bir komplementi

oldudundan son 1dd1a ispatlanmis olur.
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6. SCHUR - ZASSENHAUS TEOREMI

Simdi ispatllyacaglmié teorem sonlu grup teorinin temel teorem-
lerinden biridir. - N nin Z(G) de icerilmesi durumunda teoremin bir Szel
hali gerekli bazi metodlar kullanilarak 1902 yilinda Schur tarafindan
ispatlanmistir.

5.11. TEOREM ,

G sonlu bir grup, NG ve (IN], [G:N])=1 olsun. Bu takdirde ge-
nisleme N iizerinde parcalanir ve herhangi iki komplement G de eslenik-
tir; ‘

ISPAT.

1 ve K2

N nin iki komplementi olsun. Kl in K2 ve eslenik oldugunu gostermek

Geniglemenin N ilizerinde parcalandigini 5.5 de gordik. K

istiyoruz. Teoremin saglanmadigini kabul edelim. G, Kl ve K2 eslenik
olmayacak bigimde teoreme minimal karsi ornek olsun. Bu hipotezler al-
tinda bir seri lemma ispatliyacagiz.
(a) N, G nin minimal normal altgrubudur.

, M, N de igerilen bir minimal normal altgrup olsun. N # {l} oldu-
gundan M # {lidir. Bu takdirde,

N/M=IG/M  ve (|N/M], [G/M:N/M]) =
dir. Daha fazla olarak MK, /M ve MK, /M altgruplari N/M in komplementle-
ridir. {Ginin minimalli@ine_gére bunlar esleniktir. O halde bir Mx € G/M
icin ‘
(i, /)M - MK /M
dir. Buradan MK? = MK, elde edilir. MK, altgrubu ([M], [MK :M]) = 1 ola-
cak sekilde M nin bir genislemesidir. Ayrica MKZ' Kl ve K2 komplement—
lerlnl igerir. Fakat varsayima gore Kl ve K2 ‘G de eslenik dedildir. Bu
teoremln MK igin saglanmadigini ifade eder. |G| nin mlnlma4llg1,MK2=G
ve M=N olma51n1 gerektirir.
(b) N gBzlilemezdir ve Abel degildir. T
N ¢Ozilebilir olsayd:i, Nr,{l} den farkli Abel ve karakferistik

bir A altgrubu icerirdi. (a) ya gore A=N dir. N Abel olsaydi 5.10 a gore




Kl ve K2 eslenik olurdu. Bu ise hipotezle celisir.
{c) G/N basittir. .
L, G nin NCL olacak sekilde bir maksimal normal altgrubu olsun.
Tanima gére L # G dir. 5.2 ye gbre,LNK,; ve L{1Ké;N in L deki komplement-
leridir. Boylece|G|nin minimallidine gore bunlar esleniktir. O halde,
LOK, = (LNK)D™ = LOKS

olacak gekilde bir x €L vardir. D=L NK o=L ﬂK olsun. Bu takdlrde b, K2
ve Kl in bir normal altgrubudur. Boylece N (D) K ve Kl altgruplarlnln
her ikisini de icerir. 1.21 e gore,
N (D) = NOK2 = NO l

dir. Burada N _NrﬁN (D)<3N (D) dir. Buradan KZ/D ve K /D, N D/D nin
N (D)/D deki komplementlerldlr N (D)/D grubu ve onun N D/D normal alt-
grubu teoremin bilitlin hlpotezlerlnl saglar. Fakat K2/D ve KX/D eslenik
degildir. Bu nedenle tekrar G| nin minimallidine gore G_N (D)/D dar.
Ozellikle D= {1} dir. Bu yalmiz L=N olmasiyla mimkiindiir. Boylece N bir
maksimal normal altgruptur ve 1.26 ya gore G/N basittir.
(d) Bir p asal sayisi i¢in, G/N mertebesi p olan bir devirli gruptur
ve Kl ve %2 G nin Spfaltgruplarldlr.

(b) ye gdre N ¢dziilemezdir. Bu nedenle Feit-Thompson Teoremi [ 2]
IN] nin ¢ift oldugunu sOyler. Varsayima gore (|G/N|,IN[)= 1 oldudundan
[G/N| tek olmalidir. Tekrar Feit-Thompson Teoremine gdre G/N ¢ozlilebi-
lirdir. Diger yandan (c) ye gdre G/N basittir. Bu nedenle, mertebesi
p olan bir devirli grup olmalidir (1.13 ve gozlilebilirlikten).

Acikca, Kl ve K,,G nin Sp—altgruplarldlr. Bu takdirde, Sylow
teoremine gore Kl ve K2 G de esleniktir. Bu hipotezimize celiskidir.

Boylece 5.11 saglanir.
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7. p-GRUPLARININ OTOMORFILER GRUBU

Kohomoloji teorisinin grup teoriye bir uygulamasi olarak Gaschiitz'ln
[a] p-gruplarinin otomorfileri lzerine asadidaki teoremini ispatlaya-
cagiz.

7.1. TEOREM ,

G bir p-grup olsun. Eder |G|>p ise

[0(G):1(G) ] = O(modp)
dir.
~ ispar.

Teoremi ii¢ adimda ispatliyacadiz.

(a) G nin CG(M)=Z(G) olacak sekilde bir M maksimal altgrubu ig¢erdigini
kabul edelim.

1,48 e gore M=IG ve G/M mertebesi p olan bir devirli gruptur.
MNZ(G)# { 1} oldudundan G den MNZ(G) igine gek¢ =M olacak sekilde bir
¢ homomorfisi vardir. Her x € G ig¢in o(x)=x ¢(x) seklinde tanimlanan d5-
niglimli gozonine alalim. ¢ mertebesi p olan bir otomorfidir. ¢ nin ig¢
otomorfi olmadigini gdsterecediz. Kabul edelim ki o bir i¢ otomorfi
olsun. Bu durumda x¢ (x)=x9 olacak sekilde bir g€ G vardir. x€M ise
@ (x)=1 dir. Boylece her x € M icin x9=x dir. Bu ise g¢€ C (M) oldugunu
gosterlr Fakat varsayima gore C (M)= Z(G) dir. Buradan g€ Z(G) ve her
X igin x ¢(x)=x elde edilir. Bu ¢ nin tanimi ile gelisir. O halde o ig
otomorfi dedildir.

(b) A G nin 2bel normal altgruplar1 arasinda maksimal olan bir Abel -
_ normal altgrup olsun. A yi devirli olmayacak sekilde séc;elim.

Bu durumda C(A)=A dir. HL(G/A,A)# {0}olsun. Bu takdirde bir d
gecisli homomorfisi vardir ve d ¢B1(G/A A) dir. 5.7 ye gére 4@, 5.7
nin AO grubuna ait olan bir ¢ homomorfisine karsilik gelir. ¢ nin mer-
tebesi p nin bir kuvveti seklindedir. ¢ nin bir i¢ otomorfi olmadigini
gosterecediz. ¢,G nin bir ig otomorflsl Olsaydi, bir x€G - igin
o(x)=x9 olurau. 9 € A, oldugundan her a€ A icin ¢(a)=a dir. Boylece
her a€a 1q:1ﬁnrag_a, yani gGCG(A) olurdu. CG(A)zA_oldu(jundan gEA dlr.v |
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Fakat bu 5.7 ye gore d(EBl(G/A,A) oldugunu ifade eder. Bu d nin tanimi
ile geligir BbYlece ¢ i¢ otomorfi dedildir.
(c) ul (G/A,A)={ 0} olsun. 4.23 e g8re G/A nin herhangl bir U altgrubu
i¢in

B (U, 8)=6%(U,8)={ 0}
dir. Ozelllkle H (G/A,A)={ 0} dar. Bu ise G nin A iizerinde parcalandi-
gini1 gosterir. Bdylece A nin G de bir K komplementi vardir. M, K y1 ige-
ren bir maksimal altgrup olsun. (a) ya gore CG(M)#Z(G) kabul edebiliriz.
Bu hipotezler altinda G nin yapisinin tektiirlii olarak belirlendigini
gosterecegiz.

S Once, C (M) nin A da igerilmedigini gdsterelim. C (M)=<A olsaydi,
Cs (M) hem M yi hemde A y1 merkezlerdi. Bu nedenle Cs (M), G-AK-AM nin
merke21nde bulunurdu. Bu varsayimla celisir. Buradan AC (M)#A dir. Bu
takdirde '

ACBCC.(M) ve [B:alsp
olacak sekilde G nin bir B normal altgrubu vardir.

Acik é’larak BNM=G dir. Gosterecegiz ki BNM Abel, fakat devir—
1i de@ildir.bP=Bf1K olsun. Bu durumda G=AK oldugundan 1.21 e gore B=AP
ve |P| =p dir. Tekrar 1.21 e gdre BN M=(ANM)P dir. Acik olarak ANM,
ACG(M) yi merkezler ve (ANM)P=(ANM)xP dir. Bu BAM nin devirli olma-
yan bir Abel normal altgrup oldugunu ispatlar. A nin tanimindan A nin
devirli olmadidi glkér.

§MﬁiAﬂMrﬂndadﬂiveBrﬁansmmlahgnmkmuﬁaxhrhun
devirli oldugunu ispatlayacagiz. B=AP ve AN P= {1} oldugundan,P, A nin
B deki bir komplementidir. Varsayimlarimiz altinda Hl(B/A,A)= {0} oldu-
gunu gosterdik. Bu nedenle biitiin komplementler esleniktir. BNAM nin B
nin bir Abel normal altgrubu ve [ B:BNM] =p oldudunu da gosterdik. Bu
takdirde P nin B de kesinlikle P tane eslenigi vardir ve P nin biitiin
eslenik altgruplari BNM de icerilir. 1.70 (i) ve (ii) yi BNM Abel
grubuna uygularsak '

lQl(BnM)l =p? velO.l<AnM)l o

alabiliriz. Daha fazla olarak ANM deviriidir Daha once gosterlldlgl

gibi ANM, B nin merke21nde igerilir. B/ANM devirli olmadigindan- B nin
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A ve BNM den farkil bir C maksimal altgrubu vardir. 1.14 e gore C Abel-
dir. Fakat, A nin biitlin komplementleri BNM de icerildiginden Q (C)canM
dir. 1.70 (i) ye gdre C devirlidir. -

B nin devirli olmayan A ve BNM Abel maksimal altgruplarl gibi de-
virli olan bir C maksimal altgrubu igerdigini gdsterdik. B=G ve G nin
mertebesi 8 olan dihedral grup oldugunu gdsterecediz.

A devirli olmadigindan, mertebesi p olan-bir a€ A-M elemani var-

-1

dir. x=ay ~ € C olacak sekilde P nin uygun bir y lireticisini segelim. Bu

mimkindlir ve <x>=C dir. x in mertebesi pn olsun. Bu takdirde nz=2 dir.

C=B oldudundan y_lxy=xm olacak sekilde bir m tamsayisi vardir. yp=(xy)p=l
oldugundan |
(xy)p=y_pxypy-(p"l) xyp'l ceeean y“lxy =1

dir. Bu nedenle m tamsayisi mP = l(modpn) ve

l+m+m2+ ..... +mPL = 0 (modp™)
bagintilarini sajlar. Fermat teoremine gore mP = m(modp) oldudundan

m=l+kp® , (k,p)=l '

alabiliriz. B Abel dedildir. Bu nedenle 1 < A < n dir. Binom teoremihe
gore ' |

S 1+kp +l K2 p—l)/Z)pZM'1 (modp MZ)

kongrliansini yazabiliriz. p tek olsaydi

- A A

- l+kp +l(modp '2)

olurdu. mP = l(modpn) oldugundan n=A +1 olurdu. Diger yandan, n > 2

m

ve 2A 2 n dir. Bu nedenle
0= l+m+m2+ ..... P S p+k(p-1)/2 pn(modpn)
olurdu. Bu acikca bir celigkidir. Bdylece, p=2 dir.

Bu halde, 1+m,p" ile blinebilir. Bdylece xY=x"' dir. Diger yan-
dan x2 B nin merkezinde igerilen ANM nin elemanidir. Bu x2=x—2 ve n=2
olmasini gerektirir. Boylece [Al=4 dir. A, CG‘(A)=A b’zéllicjini saglayan
bir Abel normal altgrup oldudundan G/A bdliim grubu O(A) nin bir altgru-
buna izomorftur. (1.35) 2.5 e gore O(A),GL(2,2) ye izomorftur. _ Boylece

[G:A] =2 ve G=B dir. Acik olarak G grubu mertebesi 8 olan dihedral grup,
yani

G<x,y | xRl w¥exls
dir. -
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vMertehesi 8 olan dihedral grup icin 7.l_ih saglandigini kolayca
gorebiliriz. - B
1

X s X Yy ——s Xy
doniislimli mertebesi 2 olan ve ic¢ olmayan G nin bir otomorfisine genis-
letilebilir. Bu nedenle, mertebesi 8 olan dihedral gruplar icin 7.1

saglanir. Bu 7.1 in ispatini tamamlar.
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