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Iki b&liimden olusan bu.¢aligmanin amaci, Np-Norlund ortalamalarini in-
celemektir. Bu nedenle Galigmamizin birinci balﬁmﬁnde;‘asllnda bir limit-

leme metodu olan matrig donliglimleri ile iigili temel teoremler (Toeplitz

ve Schur Teoremi) verilmigtir.

¢aligmamizin esasini olusturan ikinci bsliimde ise; bir Noérlund Tipi Me
tod olan Agirlikli Aritmetik Ortalama ve Norlund metodu ile ilgili tanim

ve teoremlere yer verilmigtir. Son olarak Np-Norlund metodu ile Cx—Cesdro-.

metodu (k.mertebeden Ceza'ro metodu) arasindaki iligkiyi veren bir teorem

ispat edilmigtir.

Ocak - 1987 Birsen SAGIR
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GiRIis

A ==(ank); (n,kéml=={0,1..§) satir ve siitun sayisi sonsuz olan kompleks
terimli bir matris ve U,V; biitlin kompleks terimli dizilerin olugturdupu S

uzayinin gergek alt climleleri olan C,t = {s ==(Sk): lim S, = 0, Sk€ (3,
k>0
A . 13 . i = {5 = .5 P :
C: = {s (80 lim 5 var, SQEQC}, Qp. {s (8): L lSk[ <, §€ Q;}
, k-roo k=0
(®21), 2. = {s = (s) Au >0 dyle kiVk€micgin |8k|sM » S,€ () dizi uzay-

larindan herhangi ikisini temsil etsin. Buradaki herbir cimle q:kompleks

sayirlar cismi {izerinde birer lineer uzéy oldugundan her s = (Sn)E' U dizi-
s : e

sini, s SO vektdrel formda yazabiliriz. Bbylece A ==(ank) sonsuz matri-
1 o

si ile (Sn) dizisine bildigimiz klasik matris carpimini uygulayarak,

850 o1 P2 v ¢ 8k So L aoksk
k=0
fee)
210 811 B2 - e qk Sl kio alksk
: : : N e ] =)
. - - : So n !
no  %n1 %npc e B e ' Sk z ankSk
' ' k=o )
- S E ) _
dizisini elde ederiz. Burada Vn¢Nicgin An(s) = 7 a 1 S, serilerinin yakin-
| - k=o

sak oldugunu kabul ediyoruz. Bu §ékilde elde edilen (An(s)) dizisine, s={Sn)

dizisinin A matrisi ile yapilan doniigimii denir. Her s = GﬁngU igin herbir

terimi;bir sonsuz seri olan (An(s)) dizileri V dizi uzayinin elemanlarlhiSe,
A

A ‘
A ==(ahk) sonsuz matrisine U dan V igine bir matris doniigiimii tanimlar denir

ve A€(U,V) ile gdsterilir.



Calismamiz sliresince A ==(ank) matrisi, kompleks terimli bir matris ve -

S = ( Sn);?’

.digisi, kompleks terimli bir dizi olarak - alinacaktir.

Kolayca goriilecegi gibi € de tanimli biitiin diziler uzayl olan g, € lize-

rinde bir lineer uzaydir,

Yukarida tanimladigimiz bigimde bir doniigim icin &zel doniligiimler olan
matrisler yerine, neden genel bir lineer doniigiim alinmadigi sorusu aklimiza
gelebilir, Matrisleri segigimizin nedeni, ¢ofu hallerde iki dizi uzayil ara-

sindaki en genel doniiglimiin' bir matrisle verilebilmesindendir.

Dizilerle matris doniistimleri arasindaki ilgi, toplanabilme teorisiyle bu-
lunan bazi 8zel sonuglarla dogmugtur. Toplanabilme teorisindeki temel amag,
Cauchy anlamlndaki'yaklnsakllk kavramini genigletmektir. Bu durumu, Euler'in

verdigi gu klasik 6rnekle biraz daha agiklayalim :

+

Euler, (1+x).~‘1 = 1—X+x2—x3+.... formiliinde x = 1 koyarak, 1-1+l-1+.,.= —%—

garip sonucunu elde etti, Biz biliyoruz ki yukaridaki formiil lx|<l i¢in ge-
(o e]

cerlidir. z (¥LP = 1-1+1-1 ... serisi veya kismi toplamlar dizisi olan
n=0 :
s ==(Sn) = (1,0,1,0,,.,) dizisi Cauchy anlaminda iraksaktir. Bu durumda es-

kiden bildigimiz (Cauchy anlamindaki) yakinsaklik tanimina gbre s = (1,0,1,0,.

dizisinin limiti 1/2 olamaz, Euler'in yaptigi islem garip gorlinmekte ise -de

bizim i¢in bagka bir yakinsaklik fikrini ortaya ¢ikarmaktadir.

T a n o .
Simdi 3 (wl)n serlslnln.tpplamlnl (Sn) = ( 7 (—l)k) dizisinin limiti ola-

n==0 k=0
rak degil de, ‘
. I
(6)=(Z% —==5)
n k=0 2" k

o , .
e e .. .. . e n .. . :
dizisinin nso igin limiti olarak tanimlarsak, ¥ (=1) " serisi bu yeni tanima

n=0 :



gore yakinsak ve limiti 1/2 olur. Gergekten;

0 pn

1 I
PR K
1 n n. ‘n
= _;r_i [(O)S‘O+(l)sl’ +vv9 0+(n)sn]
. . 0 . n ‘ n, n ¢ift
O.n — _._;r_l. [(o)+(2)+. v+ (P)] ’ P = n-1, n tek
=:~lg ‘zn—l '
2
_ L
T2

dar. Yukaridaki igleme dikkat edilirse (0 ) dizisi, s = () = (1,0,1,0,...)

olmak iizere (Sn) dizisinin,

n
a .
0 , kon ‘

seklinde tanimlanmisg A.==(ank)'matrisiyle, bagta tanimladifimiz bicimde d&nii-
glimden ibarettir. Yine bagta verdigimiz gbsterimlere gdre s ==(Sn)€'£w,(An(sB€C
oldugundan ézel bir A matrisiyle sinirli (fakat iraksak) bir diziyi, yakinsak

bir diziye' ddniigtiirmiis olduk. Bu durumda bizim esas amacimiz ortaya ¢ikmig ol-

.
i

maktadir. 'Bizim problemimiz, s ==(Sn)€llverildiginde A(s) =:(An(sD€ﬁI olmasi
i¢in, A matrisi lizerine konulacak gerek ve yeter kogullari aragtirmaktir. Bu-

nun igin ilgili temel teoremleri B&liim I de verecegiz.
$imdi temel problem ile ilgili bazi tanimlari verelim:

A = (a_,) sonsuz matrisi verilsin. Bir (S ) dizisi ig¢in g = % a .S ol-
nk , . n n



olmak iizere 1lim o mevcut ve s ye egit ise (Sn) dizisi s ye A-limitlenebi~

hsasel
lir denir ve S_ -+ s(A) (veya A-lim S = s) geklinde g8sterilir. Bu durumda
n oo - T , -
A matrisine de bir "limitleme metodu" denir. Ayrica (S ) dizisi Z a se-
' | ) n o Mo

risinin kismi toplam dizisi ve (Sn) bir A-metodu ile limitlenebilirse I a

, : e . =0
serisi A-toplanabilir denir ve ¥ a_ = s(A) seklinde g&sterilir. Bu takdir-

‘ =0

de A matrisine bir'"toplama metodu''denir.
N p ~

Bir (Sn) dizisi ile Bir s sayisinl birlegtirme amacini giiden ve eski ya-
kinsaklik kavram;nln ye;ini alabilen pek ¢ok sayida toplama metodu vardir.
Bunlarin herbiri daﬁa tnce ifade ettigi anlami koruyarak digerinden ayrilar.
Yukaridaki &rnekte oldugu gibi, Cauchy anlaminda iraksak olan en az bir dizi
yeni tanimla yakinsak olméktadlr. ﬁiger taraftan; Cauchy anlaminda yaﬁ1nSak

olan her (Sn) dizisi, yéni tanimla da yakinsaktir. Yani; lim Sn =s ise

n oo o)

a ——SE%~,'k<n olmak {izere (S ) dizisinin A-doniiglimlii olan (¢ ) = ( Z a .S, )
nk 2" 2 . n n nk k
Lo k>n 1 P n e k=o
dizisi igin limon = lim ~5n z (k)Sk > s dir. Gergekten; (S ) dizisi Cauchy:

n>o nre U k=g n
anlaminda yakinsak oldugundan,
Ve>0 i¢in In — N(e)EN :-VnxN ig¢in ISn—s|<€d1r. Ayrica
n : ©n
o= I A6 T d L.
2" k=0 2" k=0
. 1 % n :
seklinde yazilir, U : =~ % (k)(S,~s) ile tanimlansin.
n. - n k ™
2 k=0
' N . n
1 n n
]Un[ $— I (k)]sk—s] +—l§ z (k)]sk—sl
2 k=o 27 k=N+1
N _ n N
< *”EuM. z (ﬂ)+-l; .E.[ b} (E)— ) (kﬂ 5 (M: ==sup[Sk—sl<Cb}
2 k=0 2 k=0 k=0 ' k
E B oo
v | < - +€
n n

2



n

. n .
bulunur. O halde lim U = 0 dir. Ote yandan I (k) = 2" oldupu () da kulla-
o ' k=0
nilirsa, lim0n==‘s elde edilir.
>

BGylece bu yeni tanimla Cauchy anlaminda yakinsak olan her dizi limitle-
nebilmektedir. Yani yeni tanim, eskisinden daha genig bir uygulama alanina

'

sahiptir,

Iste bu durum bize,‘Cauchy anlaminda raksak olan bu tiir birtakim dizile-
ri yakinsak yapabilen ve ustellk Cauchy anlamlndakl yaklnsakllgl da koruyan

11m1tleneb11me metodlarl tanlmlama fikrini vermigtir,

Genel olarak, tanimlanacak yeni metodlarin asapidaki Szelliklere sahip ol-

malari istenir :

1) Cauchy anlaminda yakinsak ve limiti s olan bir dizi, yeni anlamda da

yvakinsak olmalidir, Ozellikle ayni s limitine yvakinsamasi istenir.

2) Cauchy anlaminda iraksak olan en az bir dizi, yeni metodla limitlene-

bilir Olmalldlr,:

3) Eékr}bir (Sn) dizisine farkli iki metod uygulanir ve bu dizi bu iki
SERE :

metodla da limitlenebilirse her iki metod igin (Sn)in limiti ayni ol-

malidir,

1) ve 2) kosullari temel kogullardir fakat biitiin metodlar 3) kosulunu sag-
lamak zorunda deglldlr, Ancak biz bu ii¢ kosulu saglayan metodlari ve bunlara
ek olarak, Cauchy anlamlndatyaklnsak serilerin cebirsel iglemlerinin eleman-
ter kurallar1n1n§ yani "3

0 . 0

Al—) X a =s =;>Z Aan =;A,s (her sabit ) icin)
n=o n=o



A-) Za =s, ILb =t=7% (a+h ) = s+t

2 n n ' n n .
n=0 =0 n=o

A7) Ta =s<>la =s-a ,
=0 =1

aksiyomlarini saglayan toplama metodlarini inceleyecegiz.

Eski tanima gdre agiklik getiriimemig bazi problemler yeni tanima gdre

agikliga kavugturulmustur. $8yle ki

[o's] ] : n .
Z*anf==A, Z bn = B-ve bu’iki serinin Cauchy ¢arpimi Cn = 7 an—kbk ol-
=0 w PO . L ’ k=0 :

mak lizere I Cn serisinin ne ZAman‘yaklnsayacagl, onemli gii¢liikkler arzeden
n=0 ' ’ ‘ .
bir problemdir. Fakat 1890 yilinda E.Cesaro .,"Cesato. Teoremi" olarak bili-

nen gu teoremi ispatlamigtir.

o0 [o0]

Cesdrc Teoremi : T a, ==A5 £ b =3B ve bu iki serinin Cauchy carpimi
' =0 n=o
o] : n 1 n
cC,= I an—kbk olsun, Bu takdirde, T, =1z C, olmak iizere, =1 z Tk+A.B(n+w)
=0 , i : k=0 . k=0

dir([6],sayfa 8, 1.12 Teorem).

4

i

iy » . .
Goriildiigli gibi Cesdra. burada Cauchy anlaminda yakinsaklik tanimini kul~

lanmamig, adina"Aritmetik Ortalama" diyecegimiz yeni bir toplama metodu.kul-

lanmigtar.

Unlid Alman matematik¢isi O.Toeplitz (1881-1940) bize her toplanabilme me-
todunun &zel bir matris doniiglimi oldugunu gdstermigtir. Toeplitz, yakinsak

diziler uzayini kendisine resmeden ve her bir yakinsak dizinin limitini de-

gigmez birakan biitiin A'=3(ank) (n,k = 0,1,....) sonsuz matrislerini karakte-
: _ : n

rize etmigtir. Yani, bagta tanimladifimiz bigimdeki An(s) = I anksk seri-—
k=0

lerinin her bir n = 0,1,2,... ig¢in yakinsamasi1 durumunda Sk—> 2 (k»w) oldupgun-



da An(s) -> 2(n+w) olmasi ig¢in A izerindeki gerekli ve yeterli kogullari
(Teorem I.1.4%) aragtirmigtir. BSylece matris doniiglimleri ile toplanabil-
me metodlari arasindaki ilgi, 1911 yillarinda 0.Toeplitz tarafindan kurul-

mus tur.

S$imdi yukaridaki &rnekte tanimladigimiz

®
7w o ken
0 ; k>n

olmak lizere A = (a nk ) matrisini gozonune alalim. Herhangi bir (S ) dlZlSl—

(oo}
nin A-dénﬁgﬁmﬁ (c ) olmak iizere G = ank k idi. Dolaylslyla
k=0 ~
o - A Z (k)S dir. Bu metod, Euler metodu(E —toplama metodu) olarak ad-
- 2" ko
landirilir, Bagta verilen Srnekte bu metodun (Sn) ={1,0,1,0,....) dizisini

1/2 ye limitledigini gSrmiigtiik.

Aslinda bu E -toplama metodu, adina N6rlund ortalamasi dlyeceglmlz ba§ka
bir toplama metodunun ozel bir halldlr Style kl,((Np)nk)lle gostereceglmlz

N6érlund matrisi su §ek11de tanimlanir: Pn = Pyteetp) +=O olmak lizere

P__
; k s kgn '
— n .

(N )nk = | n,k =0,1,..,

0 , k>n
. . n. o 2 n n
dir.Vk € N i¢in p, = (k) segilirse P= I (k) =2 olacagindan,
=0

(o
(N) = "%—E ’k\<n

p nk 0 |
0 , k>n
n
0 , k>n
= (E))



elde edilirf Bu ise El—metodunun, Np—Nérlund metodunun 6zel bir hali oldu-
gunu gisterir., Np-Nrlund metodu ticgensel bir matristir; (A == (ank)matri-

sinde, her k>n igin an£=0 ise A matrisine '{icgensel matris" denir). Bu ga—
ligmanin temel konusu olan Norlund Ortalamalari, B&liim I1.2 de incelenecek-

+

tir.

Benzer gekilde, A ==(ank) sonsuz matrisi degigik secilerek bagka topla-

ma metodlari elde edilir.




BOLUM I

TOEPLITZ VE SCHUR TEOREMLERI

Bu bdlimde matris doniigiimleriyle ilgili teoremleri verecegiz. Ilgilendi--
gimiz matrislef‘sonlu leaylp, sonsuz matrislerdir, Temelde iki 6nemii vya—v
kinsaklik problemi s&z ‘konusudur. Biriécisi, yakinsak dizileri yakinsak di-
zilere doniigtiiren; ikincisi iée hérhangi bir yaklnéak dizinin limitini .de—
gismez birakan matrisler ailesini belirlemektir. Ortayé'glkan‘bu yakinsak~
lik problemleri, konuyu cebirdén ziyade analizin bir parcasi haline getir-
migtir. Her iki problem de, temel éneme sahip olan Teorem 1.1.3° ve Teorem

I.1.4° de ispatlanacaktir.

Teorem I.l.BO, ilk 61arék 1917 de Kojima tarafindan alt iiggensel matfis;wﬂ 
ler ig¢in ispatlandi vel1920.d§ Schur tarafindan genel sonsuz matrislere ge;
nigletildi. Kojima-Schur Teoremi olarak bilinen bu teoremin kogullarini sag-
layan matrise "yaklnsagllk koruyan" matris denir. Teorem I.1.4° iin yeter ko-
gullari alt iggensel matrisler i¢in ilk olarak Silverman tarafindan, satir-
sonlu matrisler ig¢in gerekliligi ve yeterliligi Toeplitz tarafindan ispatlan-
di. Silverman-Toeplitz Teoremi olarak bilinen bu teoreﬁin kosullarini sagla-
yan matrise de "regiiler matris" (veya "Toeplitz matrisi") denir. Son olarak
teorem tam genelligiylé, genel sonsuz matrisler i¢in Scﬁur tarafindan yayln—

landz1.

Teorem I,l.éo, Szel Oneme sahipse de sadece Teorem I.1.3° @in bir &zel du-

rumudur,

t

Yukarida s6zii edilen teoremlere gegmeden Once, bundan sonra sik sik kul-

lanacagimiz bazi sembolleri tanitalim:

f(x) ve g(x) kompleks veya reel degerii fonksiyonlaf ve a da sabit bir

nokta olsun (a reel veya kompleks),



~10-

(i) lim fézg =1 ise f(x) ile g(x) "asimtotik'tir .denir. ve f(x)~g(x) (x+a)
X>a ) :
geklinde gosterilir.

(1) £ = 0(g(0) Gwa)ie>lin sup KD < o
, : (x>a) g(x)
(1i) £(x) = o(g(x) (erayeslim S - o

x>a g(X)

dir. Ozellikle

lim f(x) = 0 ise f(g) = 0(1) (x » a)
X+a : '

ve o ' o

1im sup[f(x)] < o fse f(x) =0(1)(x » a)
(x+a) : o

vazilir.
Yukaridaki tanimlar x > % o igin de gegerlidir.
$imdi Toeplitz teoreminde kullanacagimiz yardimci Teorem I1.1'i verelim.

Yardimci Teorem I.1 [5] : (énv)(ﬁ;v =0,1,...) bir sonsuz matris ve

2 ola | < - (n=0,1,2,...) (I.1)
nv. : . :
V=0
k J - o
. L!""’ s 1 1 1 )
T .]gnvj o( ¥ [anvl)(n+w , sabit her k icin) (1.2)
v=0 . v=k+1 :
olsun. Bu takdirde O<v1<v2<...., O<nl<n2< ..... dogal sayi dizileri vardir
Oyle kij;
V. =
i+1 i1, ‘
I ’v;;—i_-—v Lla vl (G=1,2,...) (1.3)
v==y . i Cv=o 1 ' :

dir.



Ispat: Tiimevarim metodunu kullanacagiz. i = 1 igin (I.3) dogrudur. Bu
durumda VsV, Ve n, dogal sayilari geligigiizel secilir. i€WNic¢in dogru ol-
sun. Yani, (I.1) vé (I.2) kogullari altinda (I.3) egitsizligi saglanacak

sekilde Virvia ve n, sayilari segilsiﬁ. i+l ig¢in dogru oldugunu gdstere-

lim, VieVi,q Ve my sayilary ver%;dlglne gore vi+2'ye ni+1 sayilari oyle -
secilir ki
© Vi+1"1
z la_ ,V] $2(i+1) I Ja_ v (I.4)
V=V . 1+1 v=0 1+1.
1+1 ‘ ,
b e .
|a | >2(i+l) 2 |a V| (I.5)
v=v, n, ,,v ~ n. :
1+l i+l V=V, .o i+l ‘

egitsizlikleri saglanir. Gergekten; (I.2)de k yerine 4 alinirsa n. ., sayi-
S1 .
i+l
z ]a ,v[
V=0 P4l 1
® S D ‘ (1.6)
z |a \V '
n,
V=V, i+l
1+1

olacak gekilde secilir,

0 : : )
]anvl < ® oldugundan yakinsak serilerde kalan terim Szelligine gdre
V=0 . '
Vi .o Sayist,
Vi+l—1 =S _ ,
z  |a vl > oz |a v (1.7)
n. - n,
V=0 1+l =y, 1+1

i+2

olacak gekilde secilir.

(I.6) dan (I.4), (I.6) ve (I.7) den de (I.5) elde edilir.



..]_2._

(I.4) ve (I.5) kullanilirsa,

Vi+2_1| a . i Vi+2— la ‘+ 1 vi+2_l| a
z =T Eo
— ni+1,v 141 z ni+l,v i+1 | z n. 1Y
il ‘ i+l ; i+l
-1
. 142 0 ©
1
=:T&" % Ia : ‘ = I [a - Ti—' z ]a }
141 n. .,v' 14l n. ., 1+1 n. .,V
v=v i+l =y 141 ==y, i+1
1 +1 1+2
b ligz |a [ . | - . |a | - L
i+l ., oV 2(1+1) . n, 5V 2(i+1) n, oY i+l
Vi + ; ivl M i+l
L lan-‘ v
V=V . i+1’
+2
5 Vl+2—1 'i+1“l ® 1
>+ I |a l+. 2 |a I+ = Ja - |a
~ 141 n. ~ n. ..,V n. v 1+1 .
v=v, i+l v=o0 14177 v=v i+l? . i+l?
1+1 142 ; 1+2
o Vig2” VislT o w
i ' 1
=— 7 [a _ l+ X Ia |+(1— —) % la
141 n. v . v 1+1 n. A
v=v. i+l’" v=o i+1? = . i+l?’
1+l , . i+2
S
i j-:'ﬂ'z-:l i'*’l.— i @
- S VY F i PR o S
141 N. ., . o4V 14l M. .,V
V=7, 1+1 v=0 i+l =y 1+1
+1 i42
i o i+l
—in L |an. ,vI+ 2 !an. ,V|
V= 1 1+1 V=0 1+1
: o - i+l
> 14 2 Ian ,Vl+i+1. L Ian. ,V
v=v. 4 141 v=0 i+l
. e
1
RN 2 Ian ’

' v
v=0 i+12 _

bulunur. Bu ise isteneni verir.



_13._

Teorem I.1.[5] (O.Toepiitz Teoremi) : A'==(anv)(n,v = 0,1,..,) sonsuz matrisi

agagidaki kogullari saglasain,

N (o]
(RN) z Ian | =0(1) (n>w; Satir-Norm kosulu),
v=o ' ‘
(R8,) I a . > (n+w; Satir-Toplam kogulu),
V=0
(Cav) a.,Ta (n+eo, v sabit; Siitlin kogulu).
0 -
Ayrica o, = z a S her bir'n = 0,1,... icin var olsun. Bu takdirde;
v— WV .
(lo) Sn = 0(1)(n ~» w):oldugunda o =0(1)(n » ®) €<=>(RN) kogulu var.
(20) Sn = 0(1l)(n » ) oldugunda g, = 0(1) (n » ©)<&3>(RN) kogulu var.
(30) (Sn) yakinsak oldugunda (on) yakinsak<=>(RN), (Rsa) ve (Cu ) kogullari

v
var.

(4%) lim S =2 oldugunda Limg, =~ 2 <€>(RN),(RS)) ve (C_) kogullari var.

n->roe
(50) Sn =o(l)(n » w)'oldugunda (on) yakinsak < (RN) ve (Ca ) kogullari

v
var.

Ispat: "Yeterli kogullar" :

(10) (RN) kogulu saglansin. Sn = 0(1)(n » =) olduBunda o, = 0(1) (n~> «)

oldugunu gdsterelim.

lo,| = IvioanVSVl
_

RAL Is, |

< Mo lanvl . (M;:==sup]SV])‘”
V=0 ' '

dir. Buradan (RN) kogulu g&zdniine alinirsa, o, =0(1)(n > ©) elde edilir.
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(20) (RN) kosgulu saglansin. Sn = 0(1l)(n » ) oldugunda on == 0(1)(n » o)
oldugunu gSsterelim. ‘

S, = 0(1l) ise, yakinsak her dizi sinirli olacagindan (Sn) sinirlidir. O

halde ispaﬁ (1°) deki gibi yaplllr;

g
C3O)AKRN), (RSa) ve (Cu ) kosullari saglansin. (Sn) yakinsak oldugunda
v
(on) dizisinin yakinsak oldugunu gésterelim.

(Sn) yvakinsak ve lim Sn = 12 olsun. (RN) den;

N300
o - ' <o
o, = z anv(SV*Z) + L. Z a_.
V=0 ‘ , V=0
olarak yazilir.
(o] . [oc]
Un: = Y a (S -0), Vn: =¢. ¥ a
nv v nv
V=0 V=0

olsun. Bu takdirde o, = Un + Vn olur.'(RSa) dan ;

lim V. = g.q

nreo I
o
dir. (RN)den; her n = 0,1,... igin sup, J [anvl==:.M<wl oldugu gdzoniine ali-
- y=o '

nirsa keyfi bir m ¢ Nicin,

m m
z = 7 1i
v=olOLVl V=0 niﬁ)lanvl ‘
m
= lim J ]a l
o yog MV
m ;
< sup ¥ la
h n v=o, nvl
© . N i
S sup X [anvl =M < o
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m e 0
lim I |a | < lim (sup I !a I) <M, L [a I< © dir.
v nv v
e y==0 e v=0 v=0 ,
(s8]
Simdi Un > I aV(SV—Q)(n&w) oldugunu gdsterelim.
v=0 : ’
(o] . e o] . [eo]
Un_ b aV(SV“Q) = 3 any(Sv—%) - ocv(Sv - )
V=0 v==0 Y V=0
'00
= T (a_-a)(S -1
v v
v=0
[0 0] : } oo
dir. Ote yandan sup J Ianv’ =M< ©ve I |aV|= ta < « oldugu gdzoniine
n vy=0 - V=0
alinirsa,
(0] o [ee]
P lagm ol € Tla |+ T ||
v=0 V=0 V=0
[eo] ) [¢0] [ee]
sup I |a_ -a )| sup( I la_| + o, )
n. v=o n  v=o0 v=0
[eo] [ole]
< sup I Ianvl + sup I lavl
n v=o n  v=o
<M+ac<w , (1.8)
. |
bulunur. O halde sup I [a - )|< ® ye Sn + 2(n » «) oldugundan her n€ Ni-
. n veo OVOV p ,
¢in I (a o Y(S - serileri yakinsaktir. Bu nedenle VILE Nigin
b’ nv v’ Ty .
oo . -
Tt = I (a_-a)(S -2) \
n nv v’ v
v=0 (
vardir. $imdi T, = o(1)(n + «) oldugunu gOsterecegiz. s ==(Sn) =f(2,2;...)ise

Sn + 2(n » ) oldugundan, agik olarak (Tn) ==(O,O,..;)Td1r. Dolayisiyla

s +=(2,...) kabul edebiliriz.é‘> 0 keyfi verilsin. (Ca ) koguluna gdre
S Y
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n
ig¢in

- <

ol

‘anv L: ==§8plsv- 2[

€ .
2.L.(N+1) 2

dir. Ayrica Sv— 2 > 0(n + «) oldugundan, 4N'(g) = N'€ N dyle ki

Maks|S =8 ]< =t
viN?ISV 2]< 2(M+a): .
dir. m: = Maks{N,N'} éléllm. Bu takdirde her n>m ve Ogv<m igin,
€ c
0ol < gy o Maks (S ~L< s
vom
elde edilir. Bdylece her n>m igin,
[o o]
It =12 (a ;7o) (S ~2)|
v=o .
g L
< Ia o |[s -¢]
v=0 '
m e
= a1 18,72 + & |a_-a [[s -2|

v=m+L

yazilir, (I.8) ve (I.9) kullanilirsa,

[, <e
n

o]

oldugu goriiliir. Bu ise Un + T aV(SV—Q)(n -+ o) oldugunu gdsterir.

V=0
mutlak yakinsak oldugundan,

limg’ = 1im Un + lim Vn
n .
n->w n—->o n-o

o
= 20 (5 -2 + 2.0
v v
v=0

'

olup (on) yakinsaktir,

a 0% 0(n » »,v sabit) oldugundan.aN(e)== N € Noyle ki V>N ve OgvgN

(1.9)

Lo (S -2
v v
V=0 ‘
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(4O)LKRN), (RS_) ve (C ) kogullari sdglansin. lim S = & oldugunda
oy . 1 o Nl-»c0 n

limg =?£'oldugunu gosterelim. (3°) de elde ettigimiz
DNlroo I '
[ee]
1imcn = I ocV(SV-SL) + 2.0
300 v=0

egitliginde, o, =0veq=21 alinirsa 1im0n = § olur.
N->co

(50) (RN) ve (Ca ) kosgullari saglansin. Sn = 0(1) (n »+ ) olsun. (On)
nin yakinsak oldugunu gSsterelim: (RN) den ;

o, = b (anv--ocv)sV + I ocVSV
v=0 V=0
olarak yazilir. Diger taraftan (RN) ve (Ca ) kogullari kullanilarak, Zlavl<@
o ' v : V=0
oldugu (37) deki gibi gériilir. §,= 0(1)(n + ») oldugundan sup[sn] =:L < ®
‘ : n .
dir.
[ ' ] I )
Simdi T : = I (a_ =g, )S olmak lizere T - 0(n +) oldugunu gdsterece-
n o DV VTV n

giz. s =:(Sn) =(0,0,...) ise agik olarak (Tn) = (0,0,0,...) dir. Bu neden--
le s 4 (0,0,...) ve Sn ="0(1)(n > ©) kabul edebiliriz.e > O keyfi verilsin.
(Ca ) kosguluna gdre a, "o O(n » »,v sabit) oldugundan JIN(g) ==N€EJ6Y—
le Xi Vn>N' ve OgvgN igin |

Q.

— ....._____.___,,_....8 . L
’anv V] < 2.L.(N+1) ’ L: SUPISv1

v

dir. Ayrica Sn = d(1l)(n » ») oldugundan gN'(g) = N'€N dyle ki

MaksIS l <
v

€
v>N' 2(V+a)

dir. m: == Maks{N,N'} alalim, Bu takdirde her n>m ve Ogvgm i¢in
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& €
!anv Oyl < 2.L.(m+1) fiiSlSVl < 2 (Mra) (I.10)

elde edilir. Bylece her n>m icin,

© ,
Tl < 2 a o lls |
n nv v \Y
V=0
m | ' o
= e alls v 2 fa o |ls | -
V=0 v=m +1

vazilir. (I.8) ve (I1.10) kullanilirsa,

IT [ < g
n

e o] .
oldugu gériiliir. O halde I avs§ mutlak yakinsak oldugundan
V=0
oo ’ 1
limo_ = 1im(T_ + I ¢ S )
noo e 0 v=o * VY

olup (on) yakinsaktir.

"Gerekli Kogullar" :

(10) Sn = 0(1)(n » ») oldugunda g, = 0(1)(n > «) olsun. (RN) kosulunun

saglandifini gsterecegiz, Once Sn = 0(1) (n + ») oldugunda o, = 0(1) (n » o)
oo ’ ) . .
ise her n = 0,1,... igin I lanvl < © oldugunu gésterelim. Kabul edelim ki
o« V=0
en az bir noe[N tein X l ]==w olsun. Bu takdirde
v=o'"n_,v .

i

A ==la

a 0 ,OI + Ian ’1]+...+[an n’ + 1
o) o o’

t

ile tanimlayalim. Abel-Dini Teoreminden ( 4 , sayfa 290)

o 2y
o

z = ‘ (1.11)
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n , '
dir. § : = A.O olarak tanimlansin. Burada Z € Q:igin
v Y
H '
= v BT
sgnz: = A
0 , Z=0
' 1 Ce . . X .. .
dir. DolaylSlyla ISV] § —Z;?é 1 olur. Ozellikle bu (SV) i¢in dej;
o0 sen an »V o0 lan ,vl
O’ = Z a -——-—.-——9-—-—-:_—. Z ©
n n,v A A
0 V=0 o v v V=0 v

nin sinirli olmasi gerekir. Bu ise (I:11) ile celigir. O halde

o \

n=0,1,...,: i¢in Z’]a I < o ' (1.12)'
v
Tm

t

dir. Bundan bagka, hipoteze gdre (Sn)‘31n1r11 oldugunda (On) sinirli olaca-
gindan, 6zellikle k.terimi 1, diger terimleri O olan (Sn) = (0,0,...,1,0...)

dizisi iginde On = 0(1)(n » «) olmak zorundadir. Dolayisiyla

a i = 0(1) (n » =, k sabit) ' : (I.l3?

. . [ee] ]
dir. Kabul edelim ki (RN) kogulu saglanmasin. Yanij sup I |a l = o olsum.
Bu takdirde Jn € N &yle ki X-]anvlgn dir., (I.12) ve (I.13) den yardimci

' V=0 :

teorem I.1l'in kogullara saglanir. Dolayisiyla (I.3) e§itsiiligi saglanacak

gsekilde 0<V1<V2 <....,'0<n1<n2<.... dogal sayi dizileri vardir. En az bir

e ]

-4 2 .2 .
n € Nigin I [anvj > n  oldugundan n. sayisi, I lan.;vl > 1 olacak gekilde
V=0 o v=0 1
se¢ilir.,
—z—s n a <<
180 e, v Vis¥Vin
S 1 =
V..

0 , diger haller
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ile tanimlayalim. [SV]:5 2 dir. i =2,3,... alinirsa |Svl < 1 olur. Do-

layisiyla bu (SV) diziéi'igin,

1 "

© Viel”
| Z a, ,vsvl =] 3, .,y r-sen a v
v=0 i = i
v, .-1
1+1
N ol
i .
=y, :
: 1
v, .=l vi® ©
i+l
> —2~ z lan. VI- 2 | n ,VI— L l n ,VI
T e Vi
i
2 Vi+1-l Vi+1—I] 1 Vi+1—ll » l" Vi~l]a
=2 ——e 7 lan.5vl+ z n.,vi= X an.,v z n.,v
T vy V=V, * = V=0
i i i
- I la
B
VL
-1 ©
i+l _
=(=+1 z [an.,vl Ian ,vl
i , v=0
v=vy,
i
> EPEE B lay Do e
: > y=0 1’
24i, i-1 z
S ED ey
v=0

. 2 w,
l-'—
s

=0 1

elde edilir. i + o i¢in (oﬁ') sinirly degildir. (On ) altdizisi sinirla olma-
‘ i i
digindan (Gn) sinirly degildir. Bu ise hipotezle geligir. O halde (RN) kosulu

saglanir.
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(2%) Sn== o(1) (n + ©) oldugunda c5n’==0(1)(n.-> ©) olsun. (RN)nin saglan-
diginy gésterecegiz. Yakinsak her dizi sinirli oldugundan, (1O)in gereklili;
ginde oldugu gibi yapilarak (RN) kogulunun saglandifi goriiliir.

(30) (Sn) yakinsak oldugunda (Gﬁ) yakinsak olsun, (RN),(RSQ) ve (Ca Y ko-
§ullar1n1n.sagland1g1ni gosterecegiz. (RN)nin saglandigu, (1% in gérekgili—g .
gi gibi yabllarak gorilir., Yaklnsak her (Sn) dizisi ig¢in {On) yakinsak oia*

cagindan, Bzellikle (Sn): ==<1,1,...) dizisi igin de (on) yakinsaktir. O

(e o] .
halde lim o, = lim % -a_ = :q dir. Bdylece (RSQ) saglanir. Diger taraf-
n-roo o y=o -

tan k.terimi 1, diger terimleri 0 olan (Sn): = (0,0,..,0,1,0,..)dizisi igin

de limg_~ var olacaglndaﬁ, lim a . = :q. (k sabit) dir. Dolayisiyla (C_ )
oo I . o nk k av
saglanir. '

(40) lim S_ = ¢ oldupunda limg = % olsun. (RN),(RS ) ve (C ) kogullari-
e D e B 1 o .
nin saglandifini gdsterecegiz. (RN) kosgulu, (1% in gerekliligi gibi yapila-

rak goriiliir. Dolayisiyla (RN)den;

a

o = % a (S -2 + 9.
nv v nv

o

X
V=0 V=0
+

olarak yazilir. lim S = § oldugundan S - £ =o0(l)(n + ») oldufu gdzoniine a-
. Do NN : n i

linirsa hipotezden doiayl,

o .

Z a_ (S -2) >0 (n~
vy . »
‘V__ §

olur. O halde,

oo o0
£=1img_=Q. Z .a _, I 'a_ =1
n nv nv
V=0 V=0

elde -edilir. Bdylece (RSl) saglanir,
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Hipoteze gdre, (Sn)i = (0,...,0,1,0,...) olarak tanimlanan bu (Sn) dizi-

si ig¢in,
limog =1lim £ a S =1lima =20 (k sabit) olacagindan (C ) kogulu
o N I nk o
saglanir. )

(50) Sn = o(1) (n » «) oldugunda (On? yakinsak olsun. (RN) ve (Ca ) kogul-
v
larinin saglandigini gdsterecegiz. Yakinsak her dizi sinirli oldugundan (RN)
nin saglandigi, (lo) in gerekliliginde oldugu gibi yapilarak goriliir. Sn + 0
(n > ) olan her (Sn) dizisi igin 1im0n var olacagindan, dzellikle k.terimi
. | oo :
1, diger terimleri 0 olanm (S ) = (0,...,0,1,0,...)dizisi icin de limo var-
| . n v : oo I

dir. Yani sabit her k igin

lim g_ = 1lim a . = ; . .
n-co n n--o nk O(k a .

dir. Dolayisiyla (Cu ) ‘kogulu saglanir.
v

Toeplitz Teoreminde (ank) sonsuz matrisinde n yerine pozitif ve reel deger-
1i w siirekli degiskeni alinirsa genellikle a . yerine ak(w) vazilir. Bu tak~

dirde Kojima—Schur»Teoremi ve Silverman-Toeplitz Teoremi agagidaki gekli alir.

Teorem I.2 (Kojima-Schur Teoremi)[1], sayfa 60, (4.1.1I)):
(Sk)%yaklnsak bir kompleks sayi dizisi olsun.
’ o«

o) = I a (s, | (w>u_)
k=0

nin w > o iken sonlu bir limite yaklagmas1 igin gerekli ve yeterli kosgul,

feo)
RN) ' I lak(w)[sM ) (w>wo » M; w den bagimsiz)
k=0 . : ;
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(RSOL)' ki;ik(W) = A(w) » o' (W > o0)
(Cuk)' ak(W) + Oy (w > w;her sabit k icin)

dar.

Teorem I.3 (Silverman-Toeplitz Teorémi)([l],sayfa 64, (4.1.11» :

lim Sk== 8 olan (Sk> dizisi verilsin. Bu durumda

k=<0
[o6]
limo(w) = 1lim T a (w)S
k Sk
W0 w0 k=0

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

(RN) ' z lak(w)] <M (w>wo, M; w den bagimsiz)
k=0 '

(RS D' I a (W) =AW +1 (v~
1 k .
k=0

(CO)' ak(w) + 0 (w > o, her sabit k igin)

olmasidir.

$imdi Schur tarafindan 1921 de ispatlanan bir teorem verecegiz. Teorem
I.1 de yakinsak dizileri, yakinsak dizilere doniligtiiren matrisleri karakte-
rize ettik, "Schur Teoremi'»olarak bilinen bu teoremde ise, sinirly dllee—

ri yaklnsak dizilere donu§turen matrisleri karakterize edecegiz.

Teorem I.4 [5] (Schur Teoéremi):

Sn = 0(1)(n » =) oldugunda (O ) =(Za vSV) dizisinin yakinsak olmas1i
v=0 - | _ ..
igin gerekli ve yeterli kosul (RN), (C ) ve ¥ ]anv—d >0 (n » ) olmasi-

o
v V=0
dir.
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Ispat: "Yeterli Kogul" : (RN),(C, ) ve 1 Ianv - ocvl > 0 (n > «) kogul~
» v V=0 e
lari saglansin. Sn = 0(1) (n » «) oldugunda (on) nin yakinsak oldugunu g&s-
o
terecegiz. (RN) den, her né€N igin sup 5 Ianv[ = iM<w dir. Keyfi bir m¢ N
n  v=o
ig¢in, ;
m m m :
b ]avl = 7 llmlanvl = lim J Ianvi < sup I !anvl <M
V=0 V=0 Do o y=o n
. oo !
oldugundan m » « i¢in I [uvl<w dir.
' - v=0
- ‘
>0 keyfi verilsin. g ]aﬁv—avl > 0 (n > ) oldugundan,

o} xQ

. o '
HN(E‘) = NElN'dyle ki Vo>N igin I |anv—ocvl<e dir. Ayrica Vn{IN igin
S : V=0 . '

Zla -al]sg 2 {anvi-+ z favl<w oldugundan, ,
-0 :

¢

[eo]
OsngN ig¢inJm = m(n,¢e) Syle ki Vim]anv—avl< e )

dir. O halde M. := Maks{m(n,e)} olarak'tanlmlanlrsa,

OgngN
. ) _ ‘ . ®
v . - . - : — _ 4., ..
n¢lNigin 3 |anV aV1<e olur. M = M(g) oldugundan % lanv o | serisi
Cov=M V=0

n ye gdﬁef@ﬁzgﬁn yakinsaktir. Diger taraftan,
RN _

o« [ee] o)

Lla,ls 2la o]+ 2o
nv nv v v
V=0 V=0 v=0
o0 - .
oldugu g&zodniine alinirsa ¥ ]an I, n ye gdre diizgiin yakinsak olur. Bundan
S V=0 M ©
basgka Sn =0(1)(n » «) ve )} [uv[<w oldugundan % avS serisi mutlak ya-
V=0 V=0 M

kinsaktir. O halde diizgiin yakinsakligin sonucu olarak,

(o] o0 e}

limg_ =1lim $a S = 5 1im a S = ¥ o 8§.
n nv v : nv v v v
n-»co N> v=0 A V=0 n-o v=0

olup (on) yakinsaktir,
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"Gerek Kogul" : Sn== 0(1) (n » ») oldugunda (On) yakinsak olsun. Bu du-

rumda sinirli her (Sn) dizisi icin 1im0n vardir. Ozel olarak k.terimi 1,
n—>ee

diger terimleri O olan (Sn): =h(0,...0;1,0,...) dizisi i¢in de lim on var
n->-oo

olacagindan, bu dizi igin

(o]
"limo_ =1lim ¥ a S =1lim a . = :q (k sabit)
n nv' v nk k
N+ n>© v=0 . n-co .

dir. Bdylece (Cy ) k0§u1u$séglan1r. Yakinsak her dizi sinirl:i oldugundan,

v [s0]
(RN) kosulu Teorem I1.1.1° den saglanir. Son olarak I Ian -aV[ + 0(n > oo,
V=0 v
v sabit) oldugunu gbsterelim: an: =a T % (v sabit) olarak tanimlaya-

Lim. (RN) ve (Cy ) kogullari saglandigindan, keyfi bir m €N igin

v _ :
m m Coom m
z !a | = I .lim[a ] = lim ¥ Ia | < sup I Ia ] <
v nv nv nv
V=0 V=0 o > v=o = n
o0} )
oldugundan m + » ig¢in g | ] < o dir. Diger taraftan,
v=o
[e o] <o (o] ©
b S = X(a -0)S =L a S - L as
nv v nv v’y nv v vV
v=0 V=0 : v=0 V=0
Hipoteze gdre (On) = (Z anvsv) yakinsak: ve I g Sv mutlak yakinsak oldugun-
% , V=0 v=o ' o
dan ( I 'b__S ) yakinsaktir.
. . v v , ‘
v=0 .
Q0. . [e's} . .
Simdi I Ibnvl -+ 0 (n +'®). oldugunu gbsterelim. J 1avl<w ve (RN) kogu-
’ : V=0 :
lu saglandigindan, Vn;QIN igin
[o2] [s.¢] 0 [eo] -
b l=Zla -als = la l+ o <o - (1.14)
V=0 v=0 v=0 V=0
‘o . o o0
ve Ustelik sup I [b_[<» dir. 0 halde ( £ |b_|), sinirli bir dizidir. Ka-
n. v=o- w0 ‘ V=0 nv [
bul edelimki % |b [+ 0 (n + @) dir. Bu takdirde limsup( % |an|)=:5>0
V=0, n b

Vq) .
olmak iizere, dogal sayilarin bir (ni) alt dizisi vardir &yle ki, .
R
! S

'
o
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Z |b | 268 . _ (1.15)
I’l.,V :
v==0 1 !
0
dir. (I.15) den % Ian] +=0 (k sabit) dir. Ayrica lim bnv = 0 oldugundan,
v=k+1 >
k
Zb | .
nv .
= > 0 (n + », k sabit) - (1.16)
r b | ' |
v=k+1

dlr;‘(Iil4) ve (I.16) dan Yardimci Teorem I.1 in kogullar: saglanir. O halde

dogal sayilarin (ni) ve (Vi)”(i =1,2,...) altdiziler &ardlr‘ayle ki
Vi+l“l i ®

z

V=y.,
1

(i=1,2,...) (1.17)

dir. Bu (ni) ve.(vi) dizileri«igin,

1 .
(D7sgn b o, VisUVia

0] » diger haller

olarak tanimlanirsa IS§]51 olur. Bu (SV) dfzisi igin, (I.17) ve (1.15) kul-

lanilarak,

v, =1
o0 1+1 i
L bn.,vSv =z bn.,v(—.l> -sgn bn.,v
V=0 1 V=, 1 1
..l .
1+1 1
= 7 ’lbn.,vl'( D
V=, o
i
..l v.-1 co
. © 141 1
(-1)1 b > lbn.,v]— 2 lbn.,vl— L lbn ,v[
n,,v v V=0 i v=y



v. ,-1
i+1 ®© )
=22 v - zb
sV n.,v
v=v. v=0
. 1 B s o}
i
22, - 5, |
v=0 1
2i-2 C
= .
a ( i - 1)-’ Z Ibn;,Vl
LLv=0 -
2 . 1
> (1 —I~95 :
elde edilir, O halde ( % b S ) dizisi yakinsak degildir. ( &b S )
n,,vyv v n.,vv
© v=0 i o ~ v=0 1
dizisi, ( £ b_ S ) nin altdizisi oldugundan ( & b S ) dizisi de yakinsak
nv v . v v
V=0 V=0 ©

degildir. Bu ise bagta buldugumuz sbﬁugla geligir. O halde & ]anv—uvf+0
: V=0

(n » «©) dir.

Teor%m I.4 in kogullarini saglayan A ==(anv) matrisine "Schur matrisi

1

veya "yakinsaklik iireten matris" denir. A — (anv) regliler bir matris 1ise

A yakinsaklik {iretmez.

[ee]
Gergekten; A ==(anv) regliler bir matris ise J a_ +1 (n ~» ©)  ve
y=0 Y )
a., 0 (n»e, v sabit) dir. Kabul edelim ki A yakinsaklik {iretsin. Bu. tak-

[eod

dirde Teorem I.4'e gﬁré % lanvl 0 ye gdre diizglin yakinsaktuir. Dolayisiyla,

(o] o0 .‘00
1imfzavf\<1im Zla | =% limla | =0
n->© y=0 : n>o y=p =V V=0 o
[e o]
olur. Bu ise ¥ anv -+ 1(n » o) olmasiyla geligir. O halde A =é(anv) matrisi
V=0 '

yvakinsaklik ﬁretmez.

0 halde bir matris hem regller, hemde Schur matrisi-olamaz.
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BOLUM 1

NORLUND VE NORLUND TiPi METODLAR

Bu b&limde, 6zel bir limitleme metodu olan No6rlund ortalamasini incele—
yecegiz. BSlim I'de verdigimiz Toeplitz Teoremi ile, regiiler matrisleri}ka—
karakterize etmigtik, Simdi bu teoreme gore, tanlmlayacéglmlz metodlafln
regiilerlik kogullarini ve bunléra ek olarak diger onemli 8zelliklerini ve-
recegiz. N&rlund ortalamasinin ilk taqiﬁl, G.F.Voronoi(1902) tarafindan ve-
rilmigtir. Dahavsonra N.E.No6rlund (1920) ayni tanimi, Voronoi'den bagimsiz

olarak ortaya koymustur.

[e o]
Tanim IT,1 : Kismi toplamlar dizisi s ==(Sn) olan I a serisi verilsin.
. : =0

P = pq+pl+....+pn +=0:(n =0,1,2,.,.) v?!

P S +P_ S +ee..4p 8
Lo . __.no ‘n-1"1 on _

n
P ' . P L pn—vsv

i

olmak lizere lim o, = g.1ise (Sn) dizisi s degerine Np-limitlenebilir(Nérlund

> n
limitlenebilir) denir ve § - s(N_) seklinde gdsterilir. Ayrica, S = I a
n P : “n
o0 - =0

ve Sn +~ s(N_) ise 3 a_ serisi s ye Np-toplanabilir (N&rlund toplanabilir)

“P o - o
denir ve % a_ = s(Np) sgeklinde gbsterilir,

=0 ' '

Tanimdan goriildiigi gibi, ((Np)nv) N6rlund matrisi,

ivfw pn_v v<n
(Np)* ié= P ’
nv :
0 s, V>n

ile verilir.
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(pn) dizisi Bzel se¢ilmek suretiyle N&rlund metodundan, baska adlarla

anilan metodlar elde edilebilir. Ornegin;

Her. n¢g WNigin P ={1 segilirse Pn=='n+1 olur ki, bu C —metodu (1.mer-
tebgden Cesdf6 metodu> olargk bilinir. Cl—metoduna ayni zamanda "Aritme—
tik Orfélama" da denir; Ayé; sekilde 5zel olarak, her 0N igin Pﬁ=<n§EIl)’
(k>-1, kK€R) segilerek:Ck—meﬁedun?n (k.mertebeden Cesa'ro metodu) elde ,e—

dildigi IT.2.3'de veriimigtir. Girigte s8zili edilen E -metodu (l.mertebeden

Euler metodu) da her n €N igin P ==(3) segilerek elde edilmigtir.

i

Bundan ba§ka;((Np)nv) Norlund matrisiyle ayni yapida olan fakat bagka ad-
larla anilan bir takim limitleme metodlari vardir. Bu tlir metodlara "N&rlund
Tipi Metodlar" denir. Birinci kisimda inceleyecegimiz Agirlikli Aritmetik Or-

talama,#bf; Norlund Tipi metoddur.

i X

$imdi yukarida s&zii edilen metodlar hakkinda bilgiler verelim.

IT.1. AGIRLIKLI ARITMETIK ORTALAMA

Mp ile gbsterilen Agirlikli Aritmetik Ortalamanin tanimi agagidaki gibidir.

. i m . - . .
Tanim IT.2. Kismi toplamlar dizisi s =1(Sn) olan Zan serisi verilsin.
‘ : n=o0

Pn ==p0+pl+....fpn + 0 (n ==Q,l}%,...) olmak uzerg,

toor == p080+plsl+' = ’+pnsn = 1 g P.S. > s (n ~> 00)
n’ P i Pr®k "
. Q . n k=o

ise (Sn) dizisi s degerine Mp-limitlenebilir denir ve S, > s(Mp)§eklinde gbs=

. o«
terilir. Ayrica S, + s(M.) ise ¥4
R r=ol

[o0]
Zan ==s(Mp) seklinde gdsterilir.

serisi, s~ye Mp-toplanabilirdir dénir ve

n=o0o
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Tanim IT.2 den goriildiigi gibi, ((Mp)nk), Agirlikla Aritmetik Ortalamanin

matrisi,
p ,
5 . ka
; — n
Mp)
0 , k>n '

ile verilir, ((Mp)nk) matrisi iggensel bir matristir.

imdi M_-metodunun regiilerlik kosullarini belirleyen Teorem II.1'i vere-
p g §

lim.

Teorem II.1 [5]: Mp-metodunun regiiler olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul,

n ’ . .
=Z.l?k| =0 ) > ) ve P>t o(n > )
k=0 ’ . ' ' '

olmasidir. . C

Ispat : "Gerekli Kogul" : Mp-metodu regiiler olsun. Bu takdirde Teorem I.1.4°

e gére (RN), (RSl) ve (CO) kogullarl‘saglanlr. 0 halde (RN) den;

z !(Mp?nk] = z l—-l;'—l = 0(1) (n - )
k=0 . k=0 n '

no
_z_{@

“Jh==0(P ) (n > )
k=0 .5.' o ,

elde edilir, (CO) dan;

(Mp)nk + 0(n » o,k sabit) dir. Buradan ﬁk—-+ 0 (n » »,k sabit)olur ki bu
i : : n
ise Pn-+ too(n + ©) ile miimkiindiir,
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. n : , v .
"Yeter_Kogul”: kzolpkl é=O(Pn)€n > ®) ve Pn + to(n > w) olsun. ((Mp)dk) mat-
risinin Teorem I.1.49 deki (RN),(RSI) ve (CO) kogullarini sagladigini gdste-

[

relim :
[oe n pk_
(RN) : I ](M)k[ = 7 |—§-. = 0(1) (n > )
ko PT k= 'n
| n
00 kZ pk. a
(RS ): lim I () , = lim “5—=1
n>° k=0 n o n
. + 4
(Cd) 2 ?n »> *o oldugundan
} .
o,
g Py .
’-,(Mp)nk ==~§;‘+ 0 (n »» , k sabit) .

dir. Bu {i¢ kogul saglandigindan Teorem 1.1.4° e gbre Mp-metodu regiilerdir.

¥

Her n (N igin p, > O segilerek elde edilen Mp-metoduna "pozitif Mp-metodu”

denir.

Simdi yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, pozitif Mp—metodunun regililer—
lik kogulunu verecegiz.

Sonug II.1 : Her n¢ Nigin P, » O ise

Mp-metodu regﬁlerdir<§3>Pn - *oo(n > o) dir,

DMp) L | = I (1) '
k=0 okl o ;pnk

oldugundan ispat agiktir,

Regiiler -olmayan Agirlikli Aritmetik Ortalamalar da vardir. Ornegin ;
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Her n CWNigin P, = i/ZP secilirse Pn + 2(n + «) olur. (Sn): ==(E%i0 dizi-

sini”gﬁéénﬁne alalim. (Sn)‘nin.Mp—danﬁ§ﬁmﬁ (tp) olmak iizere,

n - o

limt, = —— lim I —— > 0
n->o0 n»o k=0 (k+1)2

dir. Sn > 0(n » ) oldugu halde tﬁf*'Q(n > ©) olur ki bu ise ((Mp)nk) matri-

sinin regiiler olmadigini gdsterir.

Her n € N igin py = 1 secilirse P, = n+l olur ki bu durumda (s ) dizisinin
M_-ddniiglimii -
p , '! ’

5
i

[

‘ n
1
fnET IS

k=0 k

dir. Bu gekilde segilen Mp-metoduna "Aritmetik Ortalama" denildigini B&liim II.-

nin baginda sdylemistik,

imdi Mp-metodu hakkinda &zellikler verece iz, Asagida verecepimiz Teorem
P . $

II.2. Mp—limitlenebilen dizilerin sinmifi ile ilgili Snemli bilgiler verecek-

tir.

Teorem IT.2,[3]: Her n¢N igin'p, % 0 ve Sp > s(Mp) ise,

.
Sn— s =a(—") (0 » )
n

dir.

Ispat: Verilen bir (S8p) dizisinin Mp-dﬁnﬁgﬁmﬁ (tn) olmak lizere,

) n . nel
tn = —— L p.s ’ £, o= z D, S
Pn Ko k™k v n=l Pn__1 Ko k'k

dir. Bu iki egitlikten,
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- t —
Pntn Pn—l n-1 pnsn

elde edilir. Sn - s(Mp) oldugundan tn + 5 (n » «) dir. Dolayisiyla

th=s8 +o(l)(n» ), t = 8 + 0(l) (n > «)

n-1

yazilir. Bdylece,

P’y = Pntn - Pn-lt{i—l
= P_(s+o(1)) -IPn_l'(s+O(l))
= S(Pn*Pn_l) +?(Pn),— O(Pn)
=S P+ O(Pn) -
P
bulunur. Bu ise-Sn-s = o(—) (n + ®) oldugunu gdsterir.
n .

Simdi, 8zel olarak Ml—limitlenebilen dizileri gdzdniine alalim. ((Ml)nk)

Aritmetik Ortalamanin matrisi,

ile verilir. Her n { N igin Py =1 4 0 oldugundan Teorem II.2 ye gire
Sn - S(Ml) % Sn“ 'S = Q(—-—I;;-)

dir. Dolayisiyla,

’

Sn—s = 0(n+l) => Sn = Of{n+l)

ve tistelik
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a = Sn - Sn~1 = o(n+l) = o(n) = 0<n+l)

(n+l) ~ (n) (n +'m)'oldugundaﬁ‘

a = o(n) (n » )

. o0

dir. O hp;@e Teorem II,2 gdsteriyor ki; (Sn) dizisi I a serisinin kismi
' ' n=o

toplam dizisi olmak ﬁzere,'M1~1hnitlenebilen her dizi igin Sn = o(n) (n+x)

ve a =o(n)(n + =) dir.

Agafida verecegimiz teoremde; Mp—Aglrllkll Aritmetik Ortalamasinin,Cauchy

anlamindaki yakinsakliga denk olmasi ig¢in gerekli kogulu verecepiz.

‘ | p
Teorem IT.3 [5]: Mpvmetodu regliler, her n ¢ Nigin pn.+=0 ve —EE-==O(1)(n+w)

‘ : . : ‘ n ’
ise Mp—metodu vakinsakliga denktir.

Ispat: Once Sn -> S(Mp) ise Sn - s(n + ®) oldugunu gdsterelim. Sn > s(Mp)lse
Tanim II.2 den th > s(n » ) dlr.‘Dolaylslyla t;s+o(1)(n -+ ®) ve tn_==s+o(l)

1

(n » ») yazilir,

P -1
S =—nt Tt
n pn n pn n<l '
Pn 3 -1
= —— (s#0(1) = —= (s + o(1))
P, P, . .
PP, P P,
= s(— = =) +—=0(1) - == o(1)
n pl’l pn ) pn
== s + o(l)

dir. Bu ise Sn + s(n » o) oldugunu gdsterir.
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Tersine, Sn -+ s(n » «) olsun. Mp—mepodu regliler oldugundan

n P
b= I T.Sk—>5(n+°°)
k=0 n -

dir. Tanim II.2 ye giére Sn +.s(Mp) elde edilir.

A§ag1da,"daha az hlle 1raksak11k" ve ''daha g¢ok hizli 1raksak11k" kav-
ramlarlnl tanlmlaylp, bu kavramlarla ilgili bir teorem vereceglz Bunlar1
izleyen teoremlerde ise, iki farkll (p ) ve (q ) dizilerine kargilik gelen

Mp ve Mq toplama metodlarl ara31ndak1 iligkileri 1nceleyeceglz.

1

[o0] x . .
T a ve I a; » kismi toplamlari sirasiyla Sn ve S; olan pozitif terim-
=0 =0 ,
li 1raksak iki seri olsun.

S o ®© o
(1) lim —§E = 4+ o ise 3 a; » La den daha g¢ok hizli iraksar;
qf@hf n n=o0 n=0
4 e
| S ' © o
(i1) lim ~§B== 0 ise ¥ aé , I a den daha az hizli iraksar;
n-ow n n==0 n=0
S!
(1i1) lim —§E-==Q +=0 ise bu iki serinin 1raksaklik hizlari aynidir.
noee Sy v
. [ee] co
Teorem II.4 ([4],sayfa. 280,Teorem 2): . a ve Y a' pozitif terimli iki
' . =0 n=o

iraksak seri olsun.

1

an T oo o
(1) lim —— = 0 ise ¥ aé , X a_ den daha az hizli iraksar;
n»o’ “n n=0 =0 .
a' . ' . Los] : <
.. . n .
(ii) lim — = + » ige X ag sy I an den daha ¢ok hizli 1raksar;
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]

a -
(11i1) lim —EE = 240 1ise bu iki serinin iraksaklik hizlari aynidzir.

> n

Teorem Ii.5_[3]:.(pn) ve (qn) a§ag1daki kogullari saglayan iki dizi olsun-
K .

A

lar. S
(o] e«
p.>0,q >0, Jp =w, rTq = ve
n n n=o n=o ’
yva
q P
n+l < n+l ' (11.1)
9h Py :
ya da
p q
n+l < n+l (11.2)
Ph 9,
ve
Pn n | '
—— < H. —— (H,n den bagimsiz) (I1.3)
Ph 9n '

ise bu takdirde,
Sn - s(Mp) ise Sn +is(Mq)

dir.

Ispat : s - s(Mb) olsun. Bu takdirde Tanim II.2 den,

1 B :
2T I P v s
n k=0

dir. Sn +»s(Mq) oldugu?u gostermek igin Qn ==q6fql+....+qn olmak lizere,

Q. S 4Q S 400, 0.+Q_S n
171 .
Un =20 3 SNEL é b 9GS, s(n > «)
n n k=o
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oldugunu gdstermek yeterlidir.

t . =20

::3>Sn M-—_;{P t _Pn 1 n- 1]’ -1’"-1

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

q
0 n :
U =-—— [—=P t +-———(Pt—Pt)+ sot——(P t =P .t )]
n Qn p, 0o : P, 171 p, nn n 1 n-1
1 <, qq o 99 q
) ¢ -—Lp e o+ (—-—«-——)P1t1+ S Pntn]
n o 1 °° Py Py Pn
n~1 q . q q
=Ly (k- k+l)Pktk + —'—I—I—Pnt ]
% ko Pk P+ Pp nm
elde edilir. i '
q q 2 ‘
k _ kfl). k , K <1
P Prsp O
q P
C K= nQn ' ' s k =n
n P, n
0 s k >n
. n C : :
olmak lizere Un = 7 antk olarak yazilir. O halde (th) matrisinin regii-

k=0
ler oldugu g¥sterilirse ispat biter.

Qn + ofn + ) olduéundan an + 0(n > o, k sabit) olur ki bu ise Teorem

I.1.4° deki (Co) kogulunun saglandigini gdsterir.
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(Sn): ==(1,1,}.,,l,;..) olarak tanimlanan (Sn) dizisi icin Un =1 ve

t = 1 dir. Dolayisiyla her n ¢Nicin

n : n.. - |
U = zIc ktk$1 = Z_antk
k: k=0 "

'

olur ki bu da (RSl) koéulunun saglandiini gdsterir, Son olarak (RN) kogu-

lunun saglandigini gosterelim :

(II.1) durumunda ;

oldugundéﬁ an > 0 dar. Délaylslyla

[oe] (o0}
e, |=1zc, =1
K=o nk k=o nk

elde edilir. Bbylece (RN) saglanir.

(I1.2) durumunda;

n = k diginda an £ 0, n=k igin an > 0 dir. O halde

°° n-l1 qP

Lyl =" zc +ann
k k=0 n'n

n n-1 ann '
1= ZC¢C rC., +
ko K keo DF Py .
n .F,

- LC, = R 1

k=0 Pn*n ’
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> ; | ann
0, =2 -1
~0 ?K" ann

P
9n'n

bulunur. (II.3) den & H oldugu kullanilirsa;

n'n

<o

e, l<2-1
=0 .

olur ki bu ise (RN) nin saglandigini gbsterir.

Bu ti¢ kogul saglandigindan Teorem 1.1.4° e gére.(cnk) matrisi regliler-

dir.
. ) ' e o] ! [ee]
Kabaca (II.1) durumunda I q , 5 p den daha az hizli iraksarken, (1I1.2)
=0 ©  p=o
durumunda daha ¢ok hizli iraksar fakat gok fazla hizli degil. Eger her n¢IN’

o B

i¢in P, =n, q =n ise buftakdirde;

t

q B
lim —= = 1im —2— =1lim EB =0
n»o ¥n pseo p nso n®
[ee] (o]
olur ki bu durumda Teorem II.4 e gbre T 9> z P, den daha az hizli iraksar.
' n=0 n=0 ' N '
B>a> - 1 ise :
lim——£=lim_ nbfme 4
n>o  “n poo
0 o .
olur ki bu durumda da 3 9, s Z P, den daha ¢ok hizli iraksar. Eger her n € [y
n=0" n=o '
igin Pt =1, q, = 2" ise bu takdirde




olur. Bu durumda teorem kullanilmaz.

'

Gergekten an h1zli. iraksadigi zaman Mq-metodu sadece yakinsak serileri
toplar. Bu agagida verecegimiz Teorem II.6 ile daha késin olarak gbsteril-

mektedir,

Qn+l
Q

: : == Cees izer > >
Teorem II.6[3] q, > O., Qn 4 taqt +q olmak {izere - 2> 146 1.
ise bu takdirde Zan yakinsak olmadikga Mq—toplamamaz.
'! " n

Ispat : (Sn), Zan serisinin kismi toplam dizisi olsun. (Sn) dizisinin Mq—da—

niiglimi (Un) olmak lizere

-
n

ve

N :
Sn B 9, [QnUn Qn—lUn—l

dir.
Q.
o

4,

Q

an =\ » k=n
4 N
0 , k>n i

olmak lizere
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olarak yazilir, O halde (an) matrisinin regiiler oldugu gbsterilirse is-
pat biter. Bunun igin de Teorem TI.1.4° deki (C), (RS)) ve (RN) kogulla-

rinin saglandigini gdstermeliyiz.

(CO): aglk‘olarak an > 0 (n + o, k sabit) dir.-

(Rsl); 5 anr=:"2~f——2"£:= 1
k=0 , qn
Q Q_+q
(RN): -—%:l > 1+6§ oldugundan,' L Qn+l > 14§
n , n
Qn '“l '
ve buradan da £ ¢ © bulunur. BSylece,
LR ] ‘
o -Q__ Q
A e R
k=0 O qn
S
9p n
- Qn—l N Qn—1+9n
qn . qn;
Q _
~ 287l
9,
< 287t

elde edilir.
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[e o]
Ornegin, I (—1)n serisini gdzoniine alalim. Bu serifMl—toplanabilir fa-
=0 ' : '
kat M n—toplanamaz. Gergekteny.
2 .
pag n ... . ‘ . . . 1 n
(Sn), T(-1) " serisinin kismi toplam dizisi olmak lizere, Sn -—§—(1+(—1) )
n=o

geklinde ifade édilir.lo halde bu dizinin Ml—dﬁnﬁ§ﬁmﬁ:. (tn) olmak lizere' -
F
EEI
{nn
t = % M)
n k—o 1

1 n
nk Sk' n+l kiosk

-%-(1+(—1)°)+—§—(i+(—1) L. .+—§-—(1+(—1>n)

n+ 1

1 1 .
T(I’H—l)‘ + T(l 1+1-1+.. '_)

n+ 1

1 1. 1
(1) + 5= [+ (D))

n + 1
_ 1 14"
7 T L(asD)
dir. Dolayisiyla, | ‘-
. 1
lim tn == T
n-
elde edilir ki bu ise Sn »-—%—-(Mi) oldugunu gdsterir. Yani,
& n 1 .
n(-1) = (Ml) dlr

n:o



-3

Simdi de, T(-1)" serisinin M n—toplénamadlglnl gosterelim. Her n € Nigin

0 n i . 2
qﬁ: = 2" ise, ‘
n n
Q= Ip = P PL L S
k=0 k=o-

2 , ‘

k |
z , kgn
n4l
™ n)nk ~ * ' |
2
0 , k >n

dir. (Sn) dizisinin M n—dﬁnﬁ§ﬁmﬁ (tn) olmak iizere,

2
n
t =:k2 (Mzn)nksk
. .
1 k 1 k
=4 L2 [5=(1+(~1) )]
2 -1 k=0 .
n
1 1 k k
B A CON
2 -1 k=0
1 Tk ok - 1
dir., U : =—ao 5 2 (~1) " olarak tanimlanirsa t_ = —Z—[1+U lolur.
n 2-n+1_1 K n 2 n
=@

(2n+l-—l)Un = 1-242%2%4. L 4(-1) P2

22"y = 2-22,23.0%, | opympnH
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egitlikleri taraf tarafa toplanirsa

_ 1+(__1)112n+1

U
3™ C oy

n

T
!.gv_. B

geklinde.ifade edilir. Agik olarak lim U_ var olmadigindan lim t var ola-
- . oo D . oo D v
maz. Dolayisiyla Z(-l)n serisi M n—toplanamaz.
=0 2

0 halde Teorem II.6 genel bir prensibi gOstermektedir.

I1.2 NORLUND ORTALAMALARI

Bu kisimda, B6lim IL nin ba§1nda tanimladifimiz Np-N6rlund metodunu ince-

leyecegiz.

P

..%:JL N v \< n
n .
(Np) =4 ' L
nv ; Pn = P Pyt AP + 0,
4] , v >n

ile verilen ((Np)nv) N6rlund matrisi, liggensel matristir.

Bir A ==(ank) matrisi liggensel ve her n €N ig¢in ann.+:0 ise A matrisine
"normal matris'" denir. O halde her n €N icin (Np)nn é'pO/Pn %30 oldugundan,
((Np)nv) matrisi normal matristir. Her n €N igin pnejm ise, bu gekilde se-
gilen Np-metoduna "Reel Norlund Metodu" denir. Benzer gekilde, hernf¢Nigin

P > 0 seg¢ilirse, bu durumda Np-metoduna "Pozitif Norlund Metodu' denir. .

§imdi NOrlund ortalamasina iligkin bazi kuvvet serilerini inceleyecegile

Np-metodu regiiler ise, Z'pnzn ve I Pnzn kuvvet serileri Iz|<l ig¢in ya-
‘ =0 n=o :
kinsaktir. Gergektenj-
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IT1.2.1 de verecegimiz Teorem II.7 ye gdre, Np-metodu regiiler oldugundan

n

P, ==0(Pn)(n -+ ®) dir. Buna gdre,
p -P p '
n _ n+l "n+l -1 - n+l = 1-0(1) (n + «)
P P : P
n+l n+1 n+l .
[¢'e] ' N Y . . [e 0] .
oldugundan X P z" serisi[z!<l i¢in yasinsaktir. O halde P(z): = I Pnzn ol-
n =0
sun. Diger taraftan, ]z|<1 igin
. [ee]
n
(1-z) P(z) = % P2
n=o
oo . . )
oldugundan % p 2" serisi de [él<l ig¢in yakinsaktir. O halde p(z): = % Pz
n=o ° , ’ 4 =0

olsun. Dolayisiyla,

R S 10!
a(z): Eanz m 5

b(z) nZ o? o (2)
RN .
k(z).»-n2 knz NAp(z) 5

olarak tanimlanan serilerin her Ugl de, yeteri kadar kiigiik [z] ler i¢in ya-

kinsaktir. k

Norlund matrlsl normal matris oldugundan tersi vardir. Simdi ((Np) l) :
¢ (o]
((Np) ) matrisinin tersini gdstermek {izere ispat edecegiz ki I k 2" =
: n=o
k(z) = 1/p(z) olmak lzere,



b

dir.
Verilen bir (Sn) dizisine ((Np)nv) matrisi uygulandiginda

n

n
o = Z(N) .8 ve S .= I (N 1)
n pnv v n ' P ‘nvv
V=0 : V=0
n
olur. % k_ P g serisi gozdniine alinirsa,
n=-v. v v l
V=0
n n \Y
z koo Wy = L k _ (z pv_uSU)
V=0 V=0 =0 ,

= knposo+kn_l(plso+posl)+...+ko(pnso+pn_lsl+.,.+posn)

z=So(knpof...+kopn)+...+snpoko

n n :
=rs (Zk _p ) (I1.4)
1= M vmqy PTVVTH ) .

olur. Ote yandan k(z) p(z) = 1 oldugundan

n @ n .
(anz)(anz)=l
n==0 . =0 ‘

ve bdylece Cauchy carpimi ile

©
n
r(z kn_vpv)z =1
n=0 v=0



~4 ] -

elde edilir. Dolayisiyla kuvvet serilerinin bzdeglik teoreminden ([4],sayfa

172),

n-v-v

j o

kK Pg =§ B (11.5)
n—-v v v n . . ..

Jo

bulunur. Bu ise isteneni verir.

$imdi. agagidaki gekilde secilen Norlund metodu igin Np-limitlenebilen di-

zileri karakterize edecegiz.
Norlund matrisini p, = 1, Py =72, n>2 igin P, = 0 olarak secgelim. Bu
durumda bir (Sn) dizisinin Np-doniigiimii (On) olmak ilizere

1
o 2

n

z
n-v v. n-1 "n

n v=o

olur. Ustelik,

Sn—> s(n » «) :_:>0%1—> s(n - «)

oldugundan metod regiilerdir. Diger taraftan yeteri kadar kiiglik |z| Igr i¢in,

(e o] fe . .
p(z) = % pnzn =1~ 2z . !
=0 ' :
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ve
: o [¢ o]
k(z) L 1 2% =y kP
p(z) 1-2z - n
CFo =0

dir. Kuvvet serilerinin zdeglik ‘teoreminden

kK =2" ve acik olarak kn-v ==2n'V

dir, Dolayisiyla (II.5) den

I
S = ZZn-VPO
n v Vv
V=0
n n Ov'
= 2 (00- z - ) (n > 1) ‘e
v=1 2

t

bulunur. Bu sekilde segilen Norlund metodu i¢in Np-limitlenebilen biitiin di-

zilerin kimesi E ile gosterilirse,

n g

E: = {(8):5 =2%c -~ £ —29(n>1),(0) yakinsak}
n’"“n o v n
v=l 2 :
dir. Ote yandan
e g o
s -2%0 - 1 L) = 1 27V (IT.6)
n o v ; v
v=l 2 v=n-+1

dir. Ayrica On > 0(n » «©) ige

-y
2 s v 2 n+l

0 , v < n+l



ile tanimlanan A = (anv) matrisi regililer oldugundan
n 21’1"V0 -+ 0(n + o) ‘ - (1I.7)
v=n+1 v .

dir. Dolayisiyla (II1.6) ve (II.7) den,

S, > 0p) <> §_=c.2%C_; C sabit, lim C_ =0 elde édilir. Buradan
. ‘ m

agik olarak 2" - 0(Np) dir.

II.2.1 NOrlund Metodlarinin Regilerligi ve Uyumlulugu

Once Norlund metodunun regiilerlik kogullarini belirleyen agagidaki ﬁeorem

I1.7 yi verelim.

Teorem II.7[5]: Np-metodunun regiiler olﬁa31 igin gerekli ve yeterli kosul

n

Llp | =0@ )@~ , P, =o(P )(n > )
V=0

olmasidir.

Ispat : "Gerekli kogul!: Np-metodu regiiler olsun. Bu takdirde Teorem T.1.4°

e géré (RN), (RSl) ve (Co)'k6§ullar1 saglanir. (RN) den;

0 n p-_ n . '
ol = 2 FH =5 I )] =0 (o
V=0 V=0 n ' n v=0

n :
3 ]pvj =0(P ) (n + ),
V=0
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(Co) dan;

pn—v

i

> 0 (n » o, v sabit)
n .

(Np)nv

18 ==O(Pn) (n » o)

elde edilir.

T -

" ", . ==
Yeter Kosul": I [pVL 0(?n)(n > ) ye pn o(Pn)(n =+ ) olsun.

V=0
n
(RN) : L) = |57 =F— =00 @~
V=0 v=0 1 n
n
(RSl): z (Np?nv z 5T =1
v=0 V=0 . .n n
o ' ,
lim 3 (Np)nv + 1(n » )
>0 =0
(Cy): Py =’vO(Pn) oldugundan,
P P P -p
n-1 n—-1 n'n _.
. +0 (n - ®)
Pn Pn--l Pn
P2 Ppoo Pn_(pn+pn—1) ‘
= . >0 (n >
n n-2 n
P - e
Pan =:pn“V n (Pn+ +pn—v+l) >0 (n o
P P * P n )
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dir. Dolayisiyla (RN),(RSl) ve (Cp) kogullari saglanir. Teorem I.l.4o e gﬁ;
re Np-metodu regiilerdir,

Pozitif Norlund metodunun regililerlik kosulu ise, Teorem II.7 nin bir so-

nucu olarak verilir. |

Sonug II.2. Her n € IN ig¢in p, >0 segilirse,

Np-metodu regililerdir <= P, = d(Pn) (n > «),

[e] © . n p
- 3 - n-v _
? l(Np)nvl_— L (Np)nv 2 P 1
V=0 - V=0 V=0 n

oldugu gbdzoniline alinirsa ispat aglktlr.

A= (a ) VevB = (b__) iki metod olsun. S - s(A) ve S - s'(B) olan her
nv : nv , n n :

L

(Sn) dizisi ig¢in s = s' oluyorsa "A ve B metodlari uyumludur" denir.

Reel ve regliler Norlund metodlarinin uyumlulugu, agagida verecegimiz Teo-

rem II.8 nin Snemli bir sonucudur.

Teorem II.8[5]: Np bir reel ve regiiler Norlund metodu ve S, ~ s(Np) olsun.

(o]
Bu takdirde s(z) = T snzn pozitif bir yakinsaklik yarigapina sahiptir. Bir
=0
€>0 vardir &yle ki s(z) fonksiyonu l-e<z<1 ig¢in regiilerdir ve lim (1-%)s(x)=s
. , o1 ,

(l-e<x<1) duir.

. 1
1 : : P =
spat Sn > s(Np)vlse.cn 5
n
Pn
Np-metodu regililer oldugundan 3
n+l

o -
pn—vSv s(n + ») dir.

e

=+ 1(n = ©) dir. O halde
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0.0} [ee] .
n n
(1-z) % Pnz = 7 P2 (Pn = Py¥eeeoFP =i= 0)
P
egitligi gbzdniine alinirsa g - s{n + =) ve 3 +~ 1 (n » ©) oldugundan
o) co n n+l o “n
b pnzn- ve I Pnonzn serileri 'lz[<l i¢in mutlak yakinsaktir. p(z):= 3 P2
=0 =0 : , n=o
- . ' ; | ‘
ve T(z) =7 Pnc;nzn olsun, Difer taraftan, yeteri kadar kiiglik |z]ler igin
. =0 ©.L 1 : n
Cauchy carpimi ve I k z = k(z) = olmak {izere S = T k P g. ol-
n _ - plz) n n-v v'v
- n=o - _ V=0 .

dugu.kullanilirsa,.

[o5) [+¥] n .

Zszn=2(2k:Po-)zn
n-v.vw

=0 =0 v=0 -

[¢ o] 0
n
=( X knz YO X Pnonz

)

= k(z).T(z)

o T(z)
e p(z)

elde edilir, T(z) ve p(z) |z|<l_igin yakinsak dolayisiyla regiiler oldugun~-
dan, s(z) fonksiyonu kutup noktalari diginda ]z[<1 igin regiilerdir. p(0) =

P, 4 0 oldugundan s(z) fonksiyonu z = 0 da da regiilerdir. Ote yandan,

. . n ' .
X Ipvl = O(Pn) ve B > 1 (n~ Oo),
V=0 ‘n+l

oldugundand NE€ v, J6>0 Syle ki Vn » I igin

P 28>0 veya P < =8<0 (Pn€[R)

dair,



.

¥n g}N.igin Pn > §>0, O<l-g<x<1 ise bu durumda;
b

oo N ) [+
P |x = Z|p |x+ I Px'
v v
V=0 V=0 v=N+1
o ) N co ‘ N
TP |x"= z|p |x" + ZPx - IPx
v vt v v

V=0 V=0 V=0 V=0

© N
<lz xvj+2 zlp ]xv
v v
v=0 V=0

olur.Vn > N igin Pn £ =8<0, 0<1-g<0<1 1ise bu durumda;

co N_ ) co
DIP jx' =z |p |x - ¢ Px
V=0 V=0 v=N+1 v
N ® N
= s |p|x - Z Px + TPx
v V.
v=0 v=0 v=o0

[ ) N ‘V‘
v
<z va~l+2 z [Ple
v=o v=o

dir. Sonug olarak her iki durumda da 0<l-g<x<l i¢in

o0 ) N

TP |xs | Z Px'|+2 % |p |x
v v v

V=0 V=0 V=0

bulunur. Buradan,

-] N‘
D le e
v Ny
A ENE R T S R—
PG| [pGo |

dir. |P(x)] + o(x » 1-) oldugundan
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[ee}

z|P |x"
v

V=0

< ro(l) (x+ 1) | | (11.8)
PG| |

¢

dir. Ayrica O<l—€<x<1'igin (1-x%) P(x).==p(x) oldugundan

(1-x)s (x) = (1-x) gg:; ,
_ T(x)
T P(x)
L Po xv
V==0 vV

P(x).

\%
P x o
L A L "
dir. av(x). 50 ~ (0<1l-g<x<l) olmak lizere
(1-x)s(x) = % av(x)o. (0<1-g<x<1)
v=0 v

dir. Simdi a, s(n > ﬁ)'oldugundan A ==(av(x)) in Teorem I.3 deki (RN) ',

(RSl)' ve (Co)' kosullarina sagladigl gdsterilirse ispat biter.

(RN) " ¢ (II.8) den;

¢V
Ny © va
z ,av(X)I =} I*T)(—x)*l = O(l)(x > 1-)
V=0 v=0
o © PVXV
(RSl) DX av(x) = 3 2e) =1
V=0 V=0
(Co)' + B x" ~o(g P x") oldugundan

n=0

a&(x) +—O($ - lf, v sabit) dir,
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0 halde lim (1-x)s(x) = s  (0<l-g<x<1) dir.
x+l- o ‘

Teorem II.9[5]: Bitiin regiiler ve reel Ndrlund metodlari uyumludur.

Ispat : Np ve Nq herhangi iki regiiler ve reel Norlund metodu olsun. Bir (Sn)
o
dizisi ilid

‘ 1 —
Sn -+ s(Np) wve Sn + 5" (Nq) s s

oldugu gisterilirse ispat biter. Teorem II.8 e gére,

Sn > s(Np) ise lim (1-x)s(x) = s
x 1=, .

sn + g§'(Nq) ise lim (1-x)s(x) ¥=s'
x 1-

dir. Bu ikisinden s = s' elde edilir.

Regiiler ve pozitif NOSrlund metodlarinin uyumlu olmalari, asgagida verece-'

gimiz problemin bir sonucu olarak 'kolayca gdriiliir.

, n-
Problem II.1 : Np ve Nq regililer ve pozitif Noérlund metodu ve rn:==Z Py,

olmak lizere Nr-metodunu tanimlayalim. Gésteriniz ki Nr-metodu regiilerdir ve
Sn -+ s(Np) ise Sn + s(Nr) dar..

¢oziim : Once Nr-metodunun regiiler oldugunu gdsterelim.

=T 4T 4., 4T
o 1 n

==poqo+(plqo+pbql)+.,,ffpnqo+pn_lql+..,+poqn)
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=:qo(po+pl+"'+Pn)+ql(po+"'+pn—i)+"f+qnpo
==qOPn+qan_l+....+ano

q P . ( : (I1.9)

dir. Diger taraftan Rn ~ PnQn (n + ) oldugu kolayca goriiliir. O halde,

“n _ 1 ) ; P q < ‘gv Pov Iy
PnQn PnQn V=0 Vv V=0 . Pn Qv
' ' ‘ EE:L vs<n
olur. Np ve Nq metodlari regliler oldugundan (Np)nv =4 P =
o, v >N

olmak lizere ((Np)nv) matrisi:regﬁler ve Sonug II.2 den d{fé(Qn)(n + ®)

dir. Dolayisiyla

elde edilir. Yine sonug II.2 den Nr-metodu regililerdir.

S$imdi Sn + s(Np) ise Sn‘+ si(Nr) oldufunu gbsterelim.

n :
' . 1
Sn -+ s{Np) ise o, ="~ z pn—vsv'+ s (n » «) dir.
n v=o

1 n

H: =—rr

n R L rn—vSv
. n

j

olarak tanimlayalim.
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r s +r.s . +...4r 8

. on 1n-l n n
n R
n

D NN - .o ‘
- Rn(PoqoSn+(plqo+qul)Sn—1+f"+(p0qn+"'+pnqo)so]

1 o ‘ -
B veo oo + +
J,Rn[qo(p08n+plsn—l+ +pns’o)+ +qn—l(Posl plso) qnposo]

1
o Rn[qunOn+"'+qn—1P161+anoob}‘

; B
R L qn‘VPVO?
n v=o

o
[
=]

. n
olmak ilizere H_ = £ C_ 0 olarak yazilir. ¢ - s(n +> ) oldugundan ,(C_ ) mat-
n " Tnvov n nv’
V=0
risinin regiiler oldugu gdsterilirse lim Hn = s elde edilir.
v pevoo

Her n€ N ig¢in P, > 0 ve 4, >0 oldugundan Cnv 2> 0 dir. Dolayisiyla(II.9)

kullanilarak,

n
Iar,
I R L NN~
C. R 1
n

elde edilir, Boylece (RN) ve (RSl) kosullari saglanir.
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q P
qn'V‘V

nv ano+qn_1Pl+...+qn_an_V+...+qun

qn—vPv

A

n—vPv+qn—v—va+1+'f'+qun

q
q _P

: n-v v
'po(qn—v+q

N

n_V_1+...+qo)

qn-vPv

n-v- o

dir. Nq—metodu regliler oldugundan

q.__ P ‘ v S
C < v Y0 (o~ w, v sabit)
nv -~ Q . :
- Tnv 0

dir. Dolayisiyla (Co):sagiénlr. Teorem 1.1.4° e gore (Cnv) matrisi regiiler-

dir. O halde Sn -+ s(Nf) elde edilir.

vt

Teorem IT1.10 : Regililer ve pozitif Norlund metodlari dyumludur.

Ispat : Np ve Nq pozitif ve regiiler herhangi iki N6rlund metodu olsun. Bun-
n

lar yardimiyla rio= q_ Nr-Norlund metodunu tanimlayalim. Bu takdir-

Z‘pn~v v
v=0
de proﬁlem II.1 den,
) a0
'}

Sn - s(Np) = Sn > s(Ng)

ve benzer gekilde
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1/ '1'.
S, s (Ng) = S, >s" (Np)

4
dir. O-thde s = s' elde edilir,

11.2.2 Kapsama ve Denklik

Bu kisimda "kapsama“ ve "denklik" kavramlarini tanitip, Norlund métodunun
bu kavramlarla iigili zelliklerini verecegiz. A ==(anv) ve B ==(bnv) iki me-
tod olsun. Eger Sn -+ s(A) olan her,(Sn) dizisi igin, Sn > é'(B) oluyorsa bu
durumda "B metodu A y1 -kapsar" denir ve ACB seklinde gdsterilir. Eger A © B
ve B € A oluyorsa "A ve B ﬁetbdlarlna denktir" dehir ve AxB (veya AZB) geklin-
de gééterilir; Burada éunu ayrica belirtelim ki,ACB fakat A ve B metodlari
denk degilse bu»takdirde "B metodu A dan daha kuvvetlidir" (veya "A metodu B

den daha zayiftir") denir.

Iki matrisin degisik sekilde c¢arpimlari tanimlanabilir. Bunlardan bir ta-

nesi agsagidaki gibidir. Bu g¢arpima "alisilmig matris carpimi" diyecegiz.

A ==(ank), B ==(bnk) iki ma;rls olsun.

t

oQ
C = ) a

nk . b
1=0

ilix (MK =10,1,..

olmak {izere tanimlanan-C ==(an) matrisine A ile B nin garpimi denir ve A.B=C
- :

gseklinde gOsterilir. Burada her bir n €N igin I anibik serilerinin yakinsak
i=0

oldugu kabul edilmigtir.

$imdi Teorem II.1l de AgBolmasi igin gerekli ve yeterli kogullari verece-

giz,
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Teorem II.11[(5]1: A = (ank) normal ve B ?:(bnk) iggensel matris olsun. Bu tak-
dirde A metodunun B tarafindan kapsanmasi ic¢in gerekli ve yeterli kogul C?B.A—l

matrisinin yaklnsakllk'koruyén olmasidzir.

Ispat : "Geérekli Kosul": A C B olsun. Bu takdirde bir (Sn) dizisi i¢in

Sn » s(A) ise Sn + s'(B) dar, Buna gdre,

n
o= X anksk + s (n > «)
k=0
ve
n
Tn: = 7 bnksk + s (n + «)
k=0
dir. A bir normal matris oldugundan A—} - (a;k) ters matrisi vardir.Buradan,
n n
— 1 o '
Op = ragSy, 1se S = IanS
k=0 k=0
olur. O halde
n
Tn =i Z bnksk
o k=0
n k ‘
—— ' ’
o meJ.ZaHpﬂ
k=0 1=0 )
— ] 1 1 1 i B Y ‘
bno(aooOo)+bn1(31000+a1101)+"'+bnn(anooo+an101+'"+anngn)
— b a’ ' . v ' 1 1 . '
Tn Oo( no oo+bnla;o+ ' +bnnann)+01(bnlan+bn2321+ +bnnann)

i+ +0 b a’
B n nn nn -
S

‘..I



-61-

. n n
— 1 . ! ' '
=0 (Zb a )+0 (L bnkak1)+"'+onbnnann
k=0 k=1
n n .
— 1
ooy (Tbgan)
1=0 k=1

dir. B ==(bnk) ve a7t ==(a;k) matrislerine aligilmig matris garpimi uygula-

nirsa,

n
C.= Ib.a'.
ni =i nk ki }

1

1
= C §=(Cni) dir., O ﬁalde,

olmak iizere B.A—l

olarak yazilir. Béylece, Gn + s (n » ®) ve Tn +> s' (n »+ ) oldugundan C=(Cni)

matrisi yakinsaklik korur.

"Yeterli Kogul": C = B'.A._1 matrisi yakinsaklik korusun. Bu durumda AC:B oldu-

punu gdsterelim: Bir (Sn) diiisi igin Sn -+ s(A) olsun. Bu takdirde

n .
g:= T a.S -+s (n~> x)

n K=o nk k

dir. (an) = C = BA 1 matrisi yakinsaklik korudugundan

n
% Cn
k=0

‘ ' |
kgk—>s (n + )

dir. O halde ispat icin
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n n
2 C.0,= Y b.,S =:1
o k™ k lo nk k n

oldugunu gﬁstermek-yetérlidir.

n . n. n
ZcC,0 = L (Ib )O
ke nk’k ko ink ni 1k k
n ) !
— ' ',' v
”'(.Z ni 10)00T( Z b a1 )01+""+bnnann0n
i=0 i=

=(b_a' g+b_a' o +..+b_a' g )+(b__a' c+b ,al o, +
( n0%00%" °n1 1ggo “nn noco) ( ni 111 n2 2171

+..4b_a' g +e..tb - a' G )+..4b a' g
nn ni-1 n n1 1 nn nno n

‘ =b . (a' +b a +a' +e.tb (2' 0 +a' O +..4a' )
. no( ooOo) ( 1000 11 01) nn< no o ni i n )

=Db S+b S +....4b S
(o] nL 1 nnn

Teorem II.11 i, reel ve regiiler N6rlund metodlarinin denkligini veren Teo-
rem II.14 in ispatinda kullanacagiz. Bundan sonra A yerine Np, B yerine Nq-
metodlarini alarak kapsama ve denklik kavramlariyla ilgili teoremler vere-

cegiz.

Teorem II.12[31:'Np ve Nq herhangi iki regililer Norlund metodu olsun. Bu tak-

dirde I bnzn = b(z) = Ez; olmak {zere, Sn + s(Np) oldugunda Sn ~ s(Ngq)
n=0 ! '
olmas1i i¢in gerekli ve yeterli kosul,
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i) ]bOHPanll]P ...+|b;1||1>01 < HQ

n;li+' n

olacak gekilde n den bagimsiz bir H sayisinin var olmasi

ii) b = o(Qn) (n » «)

olmasidair.

Ispat: "Gerekli Kosul': Sn -> S(Np) oldugunda Sn - s(Nq) olsun. Bu takdirde

(Sn) dizisinin Np ve Nq ddniiglimleri, sirasiyla (On) ve (Tn) olmak iizere,

10 o
g :=-35- Zp .S +s (n~>x
n Pn ko D k 'k ,
ve
10 -
T i =-—=— L q .S =+ s(n~> )
n Qn ko D k7k
S o0 oo} }
dir. Ayrica Np ve Ngq metodlari regiler oldufundan I QnTnzn ve I Pngnzn se—
- =0 : n=0
rileri |z|<1l igin yakinsaktir. O halde |z|<l igin
s(z) = % Snzn olmak iizere Cauchy carpimi kullanilarak,
n=0.
bl @ n :
n n
b} QnTnZ == Z (Z qn_kS )z
=0 =0 k==0
jee] . (o0
n n
=(Iqz)(LSz)
n=o n=o0

= q(2),s(2)

bulunur. Benzer §eki1de Jz|<1 igin,
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[oe]

n__ :
z PnTnz == p(z).s(z)
=0

elde edilir, Dolayisiyla ]z]<1 icin

oo

bX annzn = q(z).s(z)
=0

géz; . p(z).s(2)

t B o] n ] n
= (z bnz Y( I P oz )
=0 =0
-

= I ( Z.b
=0 k=0

n
n-kF k0K 2

ve kuvvet serilerinin 8zdegligi téoreminden,

n
QnTn =:kiobn-kpk0kv
bulunur.
bn—kPk'
—_ k<n
Qn
C ., =
nk
0 s k>n .
n ! !
olmak ilizere Tn %:kiocﬁkok olarak'ya21}1r. On > 5 (n>®) ve

T+S(n—}oo>
n

oldugundan (an) matrisi regﬁlerdir. 0 halde Teorem I.1.4° e gdre (RN) ve

(Co) kogullari saglanir.. \
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(RN) koguluna gdre ;

« n . , .
el = T b lIB ] =0@) >
k=o ‘

k==0

bulunur ve i)kogulu saglanir. (C,) kogsuluna gbre; Qn_k~Qn(n + ok sabit)

oldugu gbzdniine alinirsa sabit her kigin

P b

b P b
lim C kv==1im —EéE—E== lim —%;E—E-$=Pk lim Qn-k
noeo e 'n nre  n-k n>e n-k
b
0=].iIII“'~Q--Il
n»e  tn

olur ve ii) kogulu saglanir.

"Yeterli Kogsul": i) ve ii) kogullari saglansin. Bu takdirde ispat igin

bn—kPk

olmak iizere (an) matrisinin regiiler oldugunu gdstermek yeteflidir. Hipotez-—
den (RN) ve (C,) kogullari saglanir, (RSl) kogulunun saglandifini gdstere-

lim: |z|<1l i¢in Cauchy carpimi kullanilarak,

q(z) = p(z).b(z)

oo ) ' © 00

n _ n - n
r gz =(zpz).(LLbz)
n=0 n=0 . =0
oo n n
=3z (Z pkbn_ Yz

n=0 k=0 k
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ve kuvvet serilerinin Jzdeglifi teoreminden

n
a, = I by ) g (I1.10)
k=0 :

bulunur. Ayrica,

.n n
Q =2 ¢ = I
ko k=0 1

k
(Zpiby )

==pobo+(pobl+plbo)+...+(pobn+plbn_l+....+pnbo)

==bo(poplf....+pn)+b1(po+...+pn_1)+...+bnpo

=b P +b,P +.y..4b P
on 1 n-1 . no

- b P S - o (11.11)

elde edilir., Dolayisiyla,

n n bn*kPk
z an = 7 s ) =] '
k=0 k=0 n ¢

dir. (RSl) saglanir, Bu l¢ kogul.saglandigindan Teorem 1.1.4% gore (an)

matrisi regiilerdir.

$imdi kapsama ile ilgili bagka bir teorem verecegiz. Bunun igin de dnce,

bu teoremin ispatinda kullanacagimiz agagidaki yardimec1l teoremi verelim.



xn s |x|<1 i¢in yakinsak ve

[o0)
Yardimc: Teorem II.1.[3]:¢ p(x) = I P
=0

:

ise ano, ZCn <1 olécak gsekilde

{p'(X)}—1 = — 1-C.x-C.x°
dir. Eger an = o ige iZCn:= 1 dir,

n n
Ispat : Yeteri kadar kﬁgﬁk x ler igin
-1 2
{p(x)} = Y Y FHY X He
oldugunu kabul edelim. Ispat edecegiz ki
Yy =1, C: = —yn'> 0 (n>0) ve ECA L1

dir. Yeteri kadar kiiglik x ler igin, Cauchy carpimi kullanilarak,

p(x) . {p(x)} Lt =1

o0 €o

. n n
(:Z_ P, X YO Z Y x) =1
=0 . n=o0 -
oo n

an -
(2 pn_kYk)x =1
n=0 k=0
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ve kuvvet serilerinin Szdegligi teoreminden

L, n=20

n .

kiopn_kyk:= (11.12)
6, n>0

elde edilir. Doiéylslyla YoPo =1 ve Py~ 1 oldugundan Y, = .1 bulunur.$Simdi

C_: =y, 2 0 oldugunu gdsterelim. (II.12) den;
YoPn o+ YiPpopte ¥ VP, = O (n>0) ,
' (I1.13)
YoPni1 * Y1pn+"'+Yﬁpl+Yﬁ+lpo =0 (n > 0)

dir. (II;13) den;

pn+1(Y1pn—l + Y2pn-2+"’+ano) f=pn+l(_yopn)

)

’ ‘h =:pn(“yopn+l

=:pn(Ylpn%{ZPrr-lﬂL'"°+Yn+1po);

(pn+1pn—l-pnpn)Yl+(Pn+1pn-2—pnPn—l)Y2+"'+(pn+lpo—pnp1)Yn = PpPoYnn

_ (pn+lph—l _ ipn) +(pn+lpn—2j_ pn—l) . +(pn+l _ pl)
sl PP, Py 1T p b, 27T e T 5 e

elde edilir.

- Pni1Pn-m - pn-m+l ==pn—m (pn+l _ pn—m+l) 50
! d

m,1n Pnpo : »'po Py Pa pn—m
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olmak {izere

Yo+l =:al,nyl + aZ,nY2+"'+an,nYn'

olarak yazilir. YlfYZ""’Yn ayni igarete sahip ise Yor1 de bunlarla .aynzi.’
igarete sahiptir. (II.iZ) denj; ”

_Yopl _

lep "Pléo

0
dir. al’1 > 0 ve Yy S 0 oldugundan Yy € 0

dir. Diger taraftan Yo =2 17
1,2,.. i¢in Y, < 0 oldugu goriiliir.

bulunur. Bu gekilde devam edilirse n

(o] . .
Son olarak I Cn.< 1 oldugunu gbsterelim. Yeteri kadar kiigik x ler icin
==l
1 o0
o T Lo
P n=1
. o .
idi. x =1 di¢in p(x) = I pnxn serisi ya yakinsaktir ya da yakinsak depil-
o :
dir. '
© 1
i) x =1 i¢in p(x) = L p X? yakinsak olsun. Bu durumda 5D =A >0
) nzon oo P
olur. Buradan .l- [ Cn = A > 0 dir, Bu ise I C <l olmasi ile miimkiindiir.
n=0 - n=1
) [ B o)
ii) x=1 ic¢in p(x) = I pnxn yakinsak olmasin. Bu durumda 2 P =6 pl-
o o ‘=0 n=o '

- e n_ -
dugundan lim % p X = dir. o
x>l n=o . : ' -

(e o] [ee]

+ 0(x - 1} ve 1= T cox" &
n
n=1

0(x » 1) olur ki bu ise T Cn‘:il
n=1 e

1
0 halde N e)

olmasiyla mimkiindir. -
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Asagida verecegimiz Teorem II1.13 de, bazi kogullarlfsaglayan (pn) ve (qn)
dizilerine kargilik gelen Np Qe Ng metodlari arasindaki iligkiyi inceleyece-
giz.

Teorem II.13 3 : i) Np we Nq regiiler Norlund metodlari;
l b .

R P P _
ii) po-=%l;‘pn >0, g+1 > > = (n > 0);
' n n-1
iii) q, >0 3
P q :
iv) 22— ¢ —2(n>n) ;
Ph-1 n-1

olsun. Bu takdirde Sn > s (Np) ise‘Sn + s(Nq) dar,

Ispat: n = 0 8zel hali ig¢in ispat edilim. Bu durumda iv)kogulu her n>0 igin

saglanir. Yardimci Teorem II.1 e gdre, yeteri kadar kiiglik x ler icin

l [e o] [e o]
—— =1- TCx" = Lyx"
p(x) n ‘ n
=] n=o .
© -q(x)
dir. I bnx = b(x): ==—?~7 olmak {izere Cauchy carpimi kullanilarak,
n=0 ‘ X '
[ee] o0 - (s 0] .
n n n
(Z bnx ) =( & Y X RG> an')
n=o =0 n=0
© q
n
= L (ZLq_y)x

n=0 k=0

ve kuvvet serilerinin &zdegliji teoreminden,

bo =45

b = AaYotyag Yt et Yy ' (n > 0)
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bulunur.kyo== 1 ve Cn:'==-yn(n =1,2,..) oldugu godzdniine alinirsa

Coq = ... - ' > 0)
n= 9 T4 9417% 9, €)% (a>0) 3
b q q__ q .
__Ezl—cl. n-l _ 5 “2—’....-cn.-—-——9 “(n > 0)
qn 'qn qn qn

dir. Ayrica (II.12) egitliginde p05= l,veFCn: =Y, (n=1,2,..) oldugu kul-

lanilirsa

pn—clpn~l—'°'- n‘o

pn—l qnvl qn ' pn '
qn—Z =:qn—l qn—2 pn—l pn-Z ==pn~2 ;
9, qn qn-l pn pn—l pn
elde edilir. 0 halde
bn qn—l qn—Z qo
—_—= 1 - Cl - CZ' - - . - Cn. —_—
a4, a, q, ay
P__ P__ P
5 1-C n-1 c n=2 =0 -9
1 pn 2 P n pn

elde edilir. q, >0 oldugﬁndan her n € N ig¢in bn > 0 dir. $imdi Teorem II.12

deki i) ve ii) kogullarinin saglandigini gdsterelim.
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(IT1.11) den ;
i): IbOI]Pn|+...+lbnl]Pol =’boPn+"'+bﬁPo =Q_ i

n

ve (II1.10) dan da;

ii): bopo < bnpo+"°+bdpn =q, ,

dir. Nq regiiler oldugundan sonug¢ II.l e gbre, .-

b =0(q) =0(Q) (n =+ w)

n

elde edilir. O halde Teorem II.12 ye gbre s, > s(Np) ise S, s(Nq) dar. -
Bbylece n_ = 0 8zel hali igin ispat biter. $imdi genel durum igin ispat e-. -

delim,

r : =p (n =1, n6+1,,..)

ve eger gerekli ise n_ sayisina kadar olan n ler igin

T T r
n n +1 n qno
r \< T 3 r \< 9.
n -1 n n —1 qn -1
o o o o
T T T
n -1 n n -1 95 -1
o <o o <
~ b} ~ b
r r T
n -2 Th-1 n =2 95 -2
o o o o
ba r T
1 < 2 1 < ql
r N r b r ~ q
) 1 o .

olsun. Bu takdirde n > 0 ig¢in
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“n Tnil “n 9n
S s \<
Tn-1 Tn Fp-1 -1
r : ’
olur. phrv—;E olarak tanimlayalim. Bu takdirde
o .
Pn+1 | bn Pn a4,
Po = Py T O R T TS (n > o)

*n n-1 . Pp-1 qnfl

saglanir. Dolayisiyla Pps Ty = 0 6zel hali igin hipotezdeki kogullari saglar.

n = 0 ig¢in ispat yapildigindan Y

Sn + s(Np) => Sn > s(Nq)

dir. Ayrica p, nin tanim geregi

4
T

s

S +'s(Nr) => §_ + s(Np)
dir. O halde

Sn - s(Np) = Sn - S(Nr)

oldugu gdésterilirse ispat biter.

x ==pn+6n (n =f0,1,f--,n6‘1)

ile tanimlayalim Oyle ki

n -1
0 o
r(x) = 3 rnxn = p(x) + I Snxn
n=0 n=0 ‘
n -1
o 0
olsun. §(x) = ¥ énx olmak tlizere .

=0
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r(x) = p(X). + §(x)

[ee]

olur. Yardimci Teorem II.1 e gdre I Cn < 1 olmak izere
' ' =l

1 > ¥ n
n . N
= 1 - ¥ Cx =7 Y. X '
p(x) op & 'n
oldugundan I
(e o] (e o]
z IY [ <14+ 3 Cn < 2
=0 =]
dir
[s0]
b(x): ==r§§§ = 7 bnxn
P =0

olarak tanimlayalim, r(x) =ap§x)+8(x) oldugu kullanilarak,

n -1

® : “ o o
L b x" ==1+6(X) =1+ I § X', L Y x"
n p(x) n n
n=o . =0 n=0
ve buradan da
n -1 n -1
foo] fe) ‘°° o]
Lol <1+ 2 8 2 |y | <142 2 8 =:H

n=o n=0 =0 . n=o

elde edilir. O halde

b | <H
n=0

dir. Dolayisiyla b;%o(an +_w)‘olur. Ustelik Rn =T A T + 0 oldugundan

bn ==0(Rn) (n » «) bulunur. Bdylece Teorem II.12 nin ii) kogulu saglanir. Di-

ger taraftan,
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!bolanl+...+[bnl[P6[ ==lbo[Pnf...+|bn[Po $ HP_ < HR

2y

olur ki_bu ise i) kogulunun saglandifini gdsterir. O halde Teorem 11.12 ye

gore S~ s(N ) =5+ s(Np) qir.

Asagidaki Teorem II.l4 dé; (pn) ve (qn) dizilerine karsilik gelen Np 've
Nq Norlund metodlarinin denk olmasi ig¢in gerekli kogullara verecegiz;‘
Teorem II.14 5 : Np ve Ngq regliler Norlund metodlar olsun. Bu takdirde Np=zNq
olmas1 ig¢in gerekli ve yeterli kogul

(2) o (z) _ -
p(z n q(z n
= ¥ az |, —*w7-==:2 bz
q(z); mo p(z o ©
A
v “_‘| ) ) 0
olmak {izere ¥ Ian| <w ve I |b |<» olmasidir.
=0 =0 o

Ispat: "Gerekli Ko§ul“§ Np = Nq olsun. Bu takdirde Np ¢ Nq ve Nq € Np dir.

Np € Nq oldugunu gdzdniine alalim. .

v ‘ S
3 ,  vgn Q= q +--*tq + 0)
Ng) = n : '
nv
0 , v >n
1 (o]
ve E?ES~==k(z) = 7 knzn olmak {izere
n=0 .
P s, v<n
-1 n-v'v
N - | | =
N9y ‘ (P, =p +...4p_ T 0)
0 'y V' >n

olmak {izere ((Nq)nv) ve ((N;l)nv)'matrislerine aligilmig matris garplml.uygu—

lanarak,
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-1 noq
(NN = § 28
qp ‘v . Q, p=v v
P, D -
= — .2q_k ' (vgn) (I1.14)
Q, o=V nep 9 v

elde edilir. Yetéri kadar kiigik |z| ler ig¢in, Cauchy carpimi kullanilarak

n : '

k(z).q(z) = I b z
o O

o0 [e4] [¢.o]
(2K%2"(1qzh = £b2"
=0 =0 =0

o0 n n oo -

L (z 9kl = I b 2
=0 V=0 - =0

bulunur. Kuvvet serilerinin &zdegligi teoreminden,

n
by = 2 vy
n-v n
n-v . qn*V— kp =z qn“ k -V (I1.15)
o NP P oy MO0

dir. (II.15), (II,14) de yerine y32111isé,

P

-1 v
(Nqu )nV B E Qn .bn_v ‘(V < n)

elde edilir. Teorem II.1l e gdre, N & N oldugundan ((N N_l) ) matrisi ya-
' ' P q q9p v

kinsaklik korur. Dolayi81yla Teorem I.l_.3.0 e gbre ((NqN;l)nV) matrisi (RN)
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kogulunu saglar. Yani;

P ' g i

[e] -1 B n v - o )
L1l = E i) = o) @
n ) ! .

L |%Vllbn*v| =:O(Qn) (n > o)
v=0. 4"

bulunur. v = n ig¢in Pn ==O(Qn) (n » ©) olur. Ayni diiglince ile ng;Npoldugu
gozdnlne alinir ve benzer iglemler yapilirsa Qn ==O(Pn) (n » «©) bulunur.

Np 2 Ngq oldugundan

n
o) P :
n-v, _ *n L .
b {bv[[ 7 [ 0¢( B ) £ K (Osnosn, K, n ve p den bagimsiz) (I1I1.16)
V=0 n n

dir. Diger taraftan, regiiler bir Ngq-metodu i¢in al TN 1 (n > ») oldugu gz~
o n

Oniine alinirsa;

n-v  ‘n-v . Pn—v+1 Pn—v+3 K n-1
B P T © P R
n n-v+l n-v+2 n-v+3 n

4

dir. Ayrica her n € Nigin Pn + 0 oldugundan

P Pn—l ‘ | Po
iP|’|P I ""”IP I*O
n

dir. O halde (II.16) dan ;

n
o]

o .
2 b | $K ve (n~> e igin I |b_|<» elde edilir.
v=o ’ . v=o v

o]
Benzer iglemlerle 3 Iavl <o oldugu goriliir,
V=0
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0 (o] x©
"Yeterli Kogul":'q(z) = Ibz, P(z) = I a_z" olmak lizere = la_|<e ve
p(z) n q(z) n A ,

0 150 =0

z |bn|<m olsun. Once Npg;Nqoldugunu gdsterelim. Bunun igin de Teorem II.ll'e
=0

gore,
P b
v n-v v <
(N N—l) == Qn ’ A
qp v
0 s vV >n

matrisinin regiiler olduguﬁu g8stermek yeterlidir.

p(z) = q(z). L anzn
=0
~ (2 qz)(1az"
=0 =0
o] o) n ,
Z pnzn =z (z an—qu)zn |
n=0 =0 V=0

dir. Kuvvet serilerinin 8zdegligi teoreminden

"bulunur. A =a_+a +...4a olmak iizere.

n n v’
P =1 P, = Z(z av_pqp)
V=0 V=0 =0
==§0q0+(alqo+aoql)+...i+(anqo+....+aoqn)

= +eeota .o a
qo(ao e n)+ L3,
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- qoﬁn' ano
.'"
= I qVAl’l"V
V=0
n
el =]za_al
V=0 ‘
n Z
< 3 la llgl
n o '
£ ML g | (M: = sup[A__|)
V=0

B » . ) n

dir. Ng-metodu regiiler oldugundan Teorem II.6 ya gdre I qul ==O(Qn)(n + )
v V=0

dir. Dolayisiyla [Pnl ==O(Qn) elde edilir. O halde

n ' n v
2 1215yt = E (ol Z oD
v=0 v=0. |, p=0
n v o
< 3l T lp D
v o o

= Jo gl +lb [ Chp, [+lp, b+t ]b [ (Lo, [+ o+ ]p_])

==]poj(]bn|+...+[bo|)f|p1[(|bn_1]+...+|b0|)+...+|b0]|pn| o

P o 2o |
= I |p |.Z]b__ |
=0 H v={1 v
= o)

~ 0(Q,)"
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n
LPDb

.. v=o ¥ 7V :

olur. Bdylece (RN) kogulu saglanlr. Ote yandan (II.11) den; ———~6——~——== 1

n
dir. Dolayigiyla (RSl):saglanlr. ; ]bn1<w oldugundan bn =0(1l) (n > »)dir.
Ayrica Nq—fegﬁler oldugundan Qn +?§?l)(n + ©) dir., O halde bn== o(Qn)(n > )
_EéXEZ-+WO'(ﬁ + o, v -sabit) olur ki bu ise (CO) kqgulunun
saglandigini gﬁsteri:.'(RN),(Rsl) ve (CO) kogullari saglandigindan Teorem

olur..Buradan da

I.1.4% gore ((NqN;l)nv) matrisi regiilerdir., Bdylece Npg;qulr. Ayni diglin~

ce ile ngquoldugu elde edilir. O halde NpaNq dar.

I1.2.3 Norlund ve Cesdro Metodlari
'Qa11§mam121n son kisminda Np-NOrlund metodu ile k.mertebeden Cesdro metodu
(Ck—metodu) arasindaki iligkileri verecegiz. Buna gegmeden 6nce, kullanacagi-

miz bazi tanim ve teoremleri verelim:

Z; Negatif tamsayliarl ngtermek izere n-€N ve r€ R (veya r € QC )
keyfi sayilar olsun. Bu takdirde

f.‘ ___ (r+1) (r+2) X (r+n) ___ Dn4r . n+r
A= = . .;‘—-( ) =000

olarak tanimlanair.

© © i
Lx|<l ve p€RN\ Z7ise 3 APx™ serisi mutlak yaklnsakive z APx" -
n n p+l

n=o0 ‘ . n=o (1-x)

oldugu bilinir, Mutlak yakinsak iki. serinin Cauchy g¢arpimi mutlak yakinsak

n [e0]
(2], sayfa 75, Teorem 27) oldugundan, Cn = 7 AP_VAr olmak iizere ¥ C x" s
‘ : v=o TV V. o

|x|<1 igin mutlak yakinsak ve

|
1
!

. oo» (|:" ..;‘ % o . n
(zaPx™M(za%™ = zcx®= 3 (1Al ADx"

n n . n n—-v v
n=0 =0 n=o0 N=0 V=0
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4
{ A

. o :
dir. Ayrica Z AP = 1 oldugu gbzdniline alinirsa,
n p+1l :
=0 (1-x)
- 1
p+r+ @ n
2 An xT= 3 (AP aD)"
n-vv

=0
. =0 V=0

elde edilir. Kuvvet serilerinin 8zdeglik teoreminden,

P+r+1 p r
n n-v. v -
V=0

bulunur. Ozel olarak p = o ise

A = A (II.17')_1

]

dir. $imdi, sonug II.3 de kullanacagimiz tanim ve teorem verelim.

Tanim II.3: T'(x) ile gésterilgn ve

o«
r'x): =7/ e—ttx_ldt : 0<x <o

(o}

olarak tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. I' fonksiyonu asagidaki '

6zelliklere sahiptir:

1) I'(x+l) = xI(x) ; O<x<®
i1) T(x+p) = (x+p=1) (x4p=2)...xI'(x) ; x50, p =1,2,...

iii) T(n+l) =n! 3 n=10,1,2,...

Ayrica I' fonksiyonunun tanimi genisletilerek
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I'(x+n) -
x(x+1) (x+2) .., (x4n-1)

') = ; -n<x<~n+1

n=1,2,3,...

seklinde verilir ([7], sayfa 368—369).

@

Teorem II1.16 :

= 1

. ) . TI'(x+n) '
D Ol == linm x (171, sayfa 389, Lemma 18.1)

n>o T'(n).n

11) Ogx<o =2 lim L)

=1 ([7], sayfa 390, Lemma 18.2)
> I'(n)n i

111) -l<x<0 => lim LX) _ 4
- X
' n»o ['(n)n

Tspat 1ii) -1<x<0 =»0<x+l<l. dir. i) den ;

P((x+1)+n) _

11 e
ool (n)n +

1

dir. Diger taraftan nl ig¢in x}n>0 oldugundan,

r((x+1) +n) =:1“('(x+n)+l);= (x+n)T (x+n)

r(n)n**t rmo™*t Tt

|

E L
dir. Bbylece

(x+n) I'(x+4n) _ I'((x+1) +n)

T(n)nX+1 F(n)hx+1

> 1 (n» »)

elde edilir. Dolayisiyla,
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I'(x+n) . DL

(n » «),
F(n)nx X+1n
D) ) (n oo w) .
' (n)n® L
bulunur. ’

Teorem II.16 ve Tanim II.3'den yararlanilarak asagidaki sonug elde ediiir.

or
n

['(r+l)

Sonug II.3 r>-1 ve r {E{isé Ar (n » ©) dir.

Ispat: r>-1 ise r+1>0 dir. Diger taraftan Tanim IT.3.ii)de x: = r+l ali-

nirsa,

T'(r+l4n)

I'(r+l) = (r+1) (r+2) «..(xr+n) -

elde edilir. Ayrica F(h+1) = n! oldugundan

At '
n_ (r+l)(r+2)...(r+n) (x%)
n’ : f(n+1)nr

dir. (%), (**) da yerine yazilirsa

n  I'(r+l+4n)
r T
n I{r+l)T(n+)n

elde edilir. m: = n+l olarak tanimlanirsa,
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AT
n_ I'(m+r) — _ I(mtr) ( m )r
r m—-1

n’ PO+ T(m) (m-1)"  T(r+1) I(m)m"

bulunur. B&ylece Teorem II1.16 dan,

, ;Ar ' o
lim —2- = 1in L@ Tl)r‘=’rTi+1)
nso 1 mo F(r+l)1“(m)m " |
' ' | r nt |
elde edilir. O halde r>-1, r €R igin An ~ e (> ) d1r.
I'(r+1)

Simdi C -metodunu (k.mertebeden Cessro metodunu tanimlayalam.

k
Tanim IT.4 : Bir. s ==(Sn) dizisi verilsin. k>-1 ve k € R olmak iizere
h z ™ V+k+1)
k . " , " =O V
C(8): = > 5 (n > o)
n n+k
( a )

ise (Sn) dizisi s degerine Ck—limitlenebilir(k.mertebeden Cesdro limitlene-
’ o0
bilir) denir ve Sn - S(Ck) geklinde gdsterilir. Eger (Sn), X a_ serisinin
=0
kismi toplam dizisi vefSn -+ S(Ck) ise I a_ serisi s ye Ck-toplanabilir(k.
=0
mertebeden Cesdro toplanabilir) denir . ve X a;s(Ck) seklinde g&sterilir.
' =0 '
Flo— -
Ozel olarak k> 1 ve kE,R.olmak lizere her n€ N 1g1n p =:(nk§11) ==AE 1
segelim. (II,17)den, Pn = Z P, Ai dir. O halde Tanim II.4 e gbre, bu ge-
v=0
kilde segilen Np-metodundan Ck~metodu elde edilir. Ancak gu Snemli noktaya

isaret edelim: Oyle (p ) dizileri bulabiliriz ki Np-metodu, ¢, -metodundan

daha zayif ve daha kuvvetli olabilir. Yani (pn) dizisinin.durumuna gdre Np

ve C, -metodlari, farkli farkli metodlardir. Bu durumu asagidaki teoremle

gercekleyelim.



Teorem 17 [3]:

a) Herhangi bir Ck—Cesdro ortalama51ndan (k>—l,1&€‘R)'dahé kuvvetli;
b) Pozitif mertebeden herhéngi’bir Cesdro ortalamasindan daha zayif N&rlund

ortalamasi bulunabilir.
Ispat : a) k>-1 ve k €R olmak izere her n€MN icin

n+k-1 k~1 L ¥
Ppi = Gy ) =4, g =e"

olarak tanimlayalim. (I1.17) ve Teorem 15 birlikte diiglinlilirse

P =0 (now) (11.18)

elde edilir. Qn =:q$ql+....+qn olmak iizere

/n

Q, ~ (2/me ) (0~ ) | (I1.19)

dir. Gercekten;

oldugu kullanilir ve
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n 1
/ e/X dx = [ e‘/x dx + [ e £ dxt..r S e‘/X dx
0 o 1 n-1
esitligi gbzdniline alinirsa
0, e/l+...+e/n_1‘s 2e{h(/n—1)+2 < SEI e‘/2+u..+e‘/1-1

esitsizligi elde edilir. Buradan da

Qn— e‘/n < Ze/é(/h—l)+2.s anve/b

l/n : - . /O, | .
Qn_e : Ze/n(/n—1)¥2.< Qn. €
2&&&1 2‘/ney/n ‘ \21/ne‘/n

. N .
olur. Bu-.son egitsizlikte (n » ) igin limit alinirsa,

Qn Qn
nso 2/n e " nso 2/n e’
. Qn
llm'“—————;/?l-—?— 1
n>© 2y/n e
%0

olur ki bu ise Qn ~ (2vn e )(n + ») oldugunu gésterif.

[ee) «©

Diger taraftan ]x]<1 igin p(x) = I pnxn » q{x) = I qnxn olmak lizere,
n=0 =0
o
b(x): = Ebx = qug
n=o0 pix
olarak tanimlayalim. Bu durumda p(x) = % A= ~x° = L oldugundan, "

n=o " (l—x)k



7o
b(x) = (1-X)k q(x)

= (2 DMz D

=0 =0

dir. Cauchy garpimi ile,

0 n ’
b(x) = % (2 -1V (& yx
=0 V=0 . ’

bulunur. Kuvvet serilerinin Szdeslipi teoreminden,

b =

k. vn-v
n .

n
5 -V e
V=0

elde edilir. n>k icin (%) = 0 oldupundan

b = I (—1)"(5)9,‘/““" i (11.20)

n
V=0

dir. Ote yandan

1 |
(L-e My o1 oo
2vn
oldugundan
-1 o1 ‘
(1-e 2Pk ST ' (11.21)
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1 . _ v
(L-e 2/n )k=% z k—l)?(%)e 2/n

V=0

oldugu (II.21) de kullanilirsa,

v ‘ 1
) - - - ———k ‘
(2 D¥e Py -o*n T e g (11.22)

dir. L. 1 (n > ) oidugﬁndan,

2/n V/n-v + vn

: . -V
v -~

C z,c&lSY(b)e 2/ ) - (2 DV He Vavi/n ) (n > ) (I1.23)
v=o ' .~ V=0

v

dir. e Yo-viv/n ~ e/h_v - /n (n > »,v sabit) oldugundan

(2 DMV s )V e ™Y Ty (s ) v sabit)
V=0 j v=o0 A
(IT.24)
dir.
(I1.23) ve (I1.24) den;y
-V
(z VEe 20 y ~ (2 (—1§V(5>e“h'v - “h)<n+w,v sabit) (II.25)
v=0 o V=0

dir. (II.22) ve (II.25) den;

[e5) —._}_k ,
(2 (-1)"(We ) ~ Z-k‘n ? (n > ©, v sabit)

V=0

v k. v/n-v - vn

ve buradan da



(5 -1V L e,‘f’? 2% 0 2 (s o,y sabit)
=0 ‘ ’ ‘

olur. Bu ise (II.20) den;

1
- —k
b~ e/n 2—k 0 2
n

(11.26)

oldugunu g¥sterir.

Yukapidaki gekilde segilen Np-metodunun k.mertebeden Cesaro ortalamasi
. . ’1‘. st .

olduguhﬁ‘daha once sdylemigtik. O halde Npgquoldugunu gbstermek yeterli- -

dir. Bunun icin de Teorem II.12 den yararlanacagiz.

(IT.19) ve (II.26) dan ;

Zvyn e

— 1 k ,l
b -k 2 vn g
n 2 n e 1
) ~ = 1 - > (n - oo)
n Vv 2k+ln'—'~2-(k+1)

dir. Dolayisiyla Teorem II.12 nin ii)kosulu saglanir. Simdi de i) kogulunun

saglandigin1 gdsterelim: (II.18) ve (II1.26) dan;

n-1 . n-1 - ~1—k

(zfo_PD~Cz 2 @m 24 (0o w
m=1 m=1 ;
dlr. 0 halde ‘ ' '
1
n-1 - =k
(Z 2 k(n"m) 2 mk) = 0(vn e‘/n Y (n » «)
m=1

- olduBunu gdsterirsek ispat tamamlanir.
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-m
vn - /n-m > = :>'e‘/n"m <,e‘/n e 2/n
2v/n
oldugu gdzdniine alinirsa,
1 -m 1
n-1 o n-1 , -~k
5 e/h—m (n-m) 2 | mk - e/h e27n (n-m) 2 ‘mk
m==1 =1
1 n-1 -m. < 1 ,n-1 -m
e‘/n n 2 k z mk e Zyn e‘/n n 2 k z mk e 2/n
=1 m=1
1 -m
vn 2 k n-1 k 2v/n
e n 2 m e
< m=1 -1
- —l—-k n-1 —m
vn 2 k 2v/n
e n _ Im e
m=1
bulunur. B&ylece, (II.21) kullanilarak;
1 1 -m
n-1 - —k - —k n-1 —
z e/n m (n-m) 2 mk =.O(e‘/n n 2 )X mk e 2vn )
=1 ' =1
1 -1
- ﬁ__k -
==O(e¢h n 2 5 mk(e 2V/n )m>
. m=
1 ~1
—oe™ o, 2 k(l e TR koL
1 o
s T 5k -(-k-1) - —5—(-k-1)
. vn 2 2
= 0(e * n 2 n
1 1 |
- 5k ——(k+1)
; =0e™n 2 4?2 )
H RN
- =O(ﬁ1eﬁ1)

)
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elde edilir. Bu ise gdsterilmesi gerekeni verir.

b) k>0, kC R olmak iizere her n'€N icin

. nvk-1 _
n.- = ( k-1 ) (k<1)»

_ 1
Pn T T Ve 4

olarak tanimlayalim. Bu §eki1de segilen Ng-metodunun C -metoduﬁoldugﬁnu bi-
liyoruz. Buna gdre Npg;Nqoldugunu gostermeliyiz. Bunun icin de Teorem II.13

in kogullarinin saglandifinil gdstermek yeterlidir.,

1) Np ve Nq-metodlari regiilerdir.

ii) P, = 1, pn>0 ve

n<n+l => n+n(n+1) < (n+l)+n(n+l)
. ' 2
. =2 n(n+2) < (n+l)

2 .
:€> pn < pn—l pn+1

dir.

iii) k>0 oldugundan qn>0 dir,

o}

iv) n : ==[[1:5]] (n, 1k nin tam kismini gdsterir).
k 0’k L
olarak tanimlayalim.
n>l—1:-k— = k(n+l) > 1

= n2:+ k(n+l) > l+n2

= n2 - 1+k(n+l) > n%
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=> (n+1) (n~1+k) > n2

n n+k~1
= n+l n
¢7f
_.—;;..EE... < qn
Ph-1 -1

dir. Yukaridaki kosullar saglandigindan Teorem II.13 e gdre Ck-metodundan'

(k>0) daha zayif Np-metodu bulunabilir.

Agagida verecefimiz sonug, Nq-Norlund ortalamasinin Cl—Cesdro ortalama~-

sindan daha kuvvetli olmasinin kogulunu vermektedir.

Sonug II.4[3]: Nq bir regililer Nérlund metodu ve (qn) artan bir dizi olsun.

Bu takdirde
Sn - s(Cl) ise - Sn > s(Nq)
dir.

Ispat: Her n €N icin P, = 1 secgilirse Pn = n+l olur ki bu durumda Né-me—

todu, Cl-metodu olur. O halde Sn + s(Np) 1ise Sn + s(Nq) oldufunu g&stermeli-—
yiz. Bunun igin de Teorem II,12 nin kosullarinin saglandigini gbstermek ye-
o, oY) .

terlidir. |x]<1 igin p(x) = I pnxn ve q(x) = 7 qnxn olmak lzere p(x) .

1—=x
=0 =0 .
dir. Ayrica

[ee

no_ . q(x)

niobnx | b(x): e
= (1-x).q(x)

.==(1—x) X qr;xn

n==0
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(o]

= ‘ had n .
EA(qn qn—l)x ‘ (q-l
=0 _

f

0)

|‘ '
EE
S
. 13

olur. Kuvvet serilerinin 8zdegligi teoreminden

b = ¢ ’ b =

o o n 9n 7 9 n=1,2,...)

dir. Ustelik (qn) artan bir dizi oldugundan
]boan+|bl|Pn_l+...+Ibn|Po = q_(n+1) +(q - qo)n+...+Fqn =g,

T dpteeeta T Q

elde edilir. Dolayisiyla i)kosulu saglanir. Nq regiiler oldugundan Sonﬁg

I1.2 den,

dir. Bdylece ii) saglanair. .
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