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ONSOZ

Bu tez ¢alismasi, Karadeniz Teknik Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisii Elektrik~Elektronik Mihendislizi

Programi Elektronik Anabilim Dali Yiksek Lisans programi,
Bilgisayar Gratikleri alninda yapilmistir.

Galisma,.  Bilgisayar Gratikleri biliminin, Onemli ve
tamamlayici konularindan ' olan doku iretimi ve cisim
yizeyine eklenmesi iizerine yapilmistir. Konunun giincellisi,

bilgisayar yardimi ile iiretilen goriintiilerin, son zamanlarda
bir ¢ok tasarim ve iiretim alaninda kullanilmaya baglanmasina
dayanmaktadir. Sergilenen goriintii 1iretim  tekniklerinde
amaglanan ©Jnemli hedeflerden biride, iliretilen goOriintiilerin
dog8alastairilmasidir. Dogallasmayl en iyi sekilde cisme

kazandiran, cimin yiizeyine eklenen doku 06Zesi olmaktadir.

Bu konudaki en anlamli gelisme, fraktal doku iiretimi ve

kullanimi ile saglanmistiy. Cisim iiretimi, doku liretimi, ve

kullaniminin amaclandigl bu ¢alismanin, konu Uzerinde

calisanlara yararlli olacagi inancindayim,

Galismalarim sirasinda yardimlarinl benden esirgemeyen,

tez yoneticim sayin ¥Yrd.Do¢.Dr. Ritat YAZICI'va ve emegi

e

geg¢en arastirmacl arkadaslarima, bolim ¢alisanlarina ve

diger ilgililere tesgekkiiri bor¢ bilir.

Cemal KOSE

Agustos 14990
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OZET

Bilgisayar grafiklerinde, 1{iretilen cisimlerin canla

goriniimler kazanabilmesi, cismin tanimlanmasinda ve

kurulmasinda kullanilan cesitli yontemlerin giiciine baglidir.

Herhangi bir cisim bir noktalar takimi ile veya matematiksel

itfadeyle tanlmlanabilir. Matematiksel olarak tanimlanan

cismin veya manzaranin sekilsel ozellikleri disinda,

aydinlatma, boyama, ve yiizey Ozellikleri gibi cisme do8allik

kazandiran unsurlarin onemi de biiyiiktir, Difer taraftan

gorinmeyen yizeylerin yok edilmesi yontemleri, bilgisayar

gratiklerinin Onemli ara asamalarindan birini

olusturmaktadir.

Bu tez calismasinda doku iliretimi ve izdisimi degisik

sekillerde gergeklestirilmigstir, Bunlardan doku iuretini

traktal olmayan dokular ve traktal dokular olmak tizere diki

kisimda incelenmistir., Fraktal olmayan dokular iretildikten

sonra, dogrusal veya dorusal olmayan izdiigim yontemlerinden

biri kullanilarak, cisim yiizeyine eklenirler. Fraktal

dokular ise izdiisiim  yontemlerinden herhangi biri

kullanilarak cismin yiizeyine eklenebilecegi gibi, 1{uretilen

cismin yapisal ©zelliZinden de kaynaklanabilir,

Giris bOlimii dahil olmak Uzere dokuz boliimden olusan bu

tez c¢alismasinin, ikinci Dbdliminde ¢esitli matematiksel

modeller yardimi ile, fraktal olmayan cisimlerin, iig-boyutlu

uzayda kurulmasli yontemlerine deZinilmistir.

Uciincii bolimde, iiretilen bu cisimlerin dondiirilmesi,

otelenmesi, Olg¢eklendirilmesi ve projeksiyonu ile iki-

boyutlu ekran diizleminde gorintiilenmesi islemlerine
deginilmistir,

En onemli asamalardan biri olan, goriinmeyen yizeylerin

yok edilmesi probleminin ¢8ziim yontemlerine dordiinci

boliimde deginilmistir.
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Besinci bolimde, aydinlatma modelleri yansima tiirlerine

gore kurularak, cisimdeki viizeysel parlaklik dagilimi

hesaplanmistir, Cisim, daha sonra hesaplanan bu parlalik

dagilimina ve altinci boliimde anlatilan doku g¢esitlerinden

biri. ile dokulandirilmasir sonucunda olusan doku etkisine,

bagll olarak boyanmisgtir.

Yedinci boliumde, fraktal cisimlerin ve dokularin iretim

yotemleri incelenmigtir. Ayrica fraktal cisim ig¢in uygun

deseninin secilmesine ve liretilen bu fraktal cisimlerin

ozelliklerine deginilmistir,

Daha sonra fraktal bzéllik tagiyan, karmagik izdisiimler

ve bazi sonuclari gozden gec¢irilmistir.

Dokuzuncu ve son boliimde ise, iiretilen ¢esitli iiriinler,

sonuglar, ve sorunlar sergilenmistir,
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SUMMARY

‘This thesis dis submited for the M.Sc. degree at the

Karadeniz Technical University in Trabzon, TURKEY. The

subject of the thesis is based on the generation of texture

for featureless surfaces produced by classical methods in

computer. The thesis is organized into nine chapters.

Chapter 2 provides an overview of techniques available

for producing curves, surfaces and objects, Objects in

nature are three—dimensional, and they can be described and

constructed effectively by means of points and lines this

points become an essential element of objects 1in computer

generation of scenes.

Chapter 3 introduces the concept of computer graphics.

Objects in three-dimensional space may undergo three types

0of transformations:rotation, translation, and perspective

projection. These transtformation are discussed in detail as

a foundation for the subsequent studies,

Chapter 4 provides a detailed introduction to the

principles and techniques of hidden surface algorithms., Of

these techniques, 2-buffer and Ray tracing algorithms are

presented in considerable detail for the reason that they

are used in Scenes produced throughout this work.

Chapter 5 introduces the illumination problems related

to the painting of objects. An illumination model built was

based on the intensity of ligths reflected specularly and

diffusely ftrom the illuminated objects. Many dimages are

produced with this model and they are given into appropriate
chapter,

Chapter & explains the issues involved in featureless

surfaces produced by classical methods, and as a solution it

Presents a new element to improve their appreances, called

texture. Adding a texture pattern to smooth surfaces is

viii



essentially a mapping function which is either lineer or

nonlineer.

Chapter 7 presents a method to generate youghness

patterns, which is based on the tractal geometry. The exact

visual éffects of applying two-dimensional computer graphics

to complex polynomial or rational complex polynomial are

depicted, Most but not all the visual eftects have fractal

structure. This chapter conclude, with a presentation of

Fractal construction of objects,

In chapter Y, some results and their pictures
are illustrated.

ix



1 Giris .

‘Bilgisayarin bilimsel alanlarda kullanilmaya

baslanmasindan sonra, bilgisayar gratikleri bilimi ortaya

¢ikmistir. Onceleri, kullanilan sistemlerin ilkel ve dar

amac¢li olmalarindan dolayi grafiksel ¢alismalar giigliikle
yuriitilmiistiir, Daha sonra biligisayar gratiklerinin, tasarim
alaninlarainda kullanilmaya baslamasinin etkisiyle ve

gelisen  teknolojinin ekonomik hale getirdigi donanim

imkanlarinin vyardimi ile, bu vyeni bilim dalinda Dbiiyik

ilerlemeler gerceklestirilmistir.

Son zamanlarda Kkullanim alany genisleyen bilgisayar
grafikleri biliminde, yazilim ve donanim diizeylerinde bir
¢ok yeni gelismeler saglanmistir. .Bu gelismelere en
carpicl orneklerden biride, grafik islemcilerin
tasarimcilara sunulmasi ile olusan yeni imkanlardir. Donanim

ve vazilim alanlarinda saglanan bu veni olanaklar, amag¢lanan

gercel zamanll sistemlere, bir adim daha  yaklasilmis
olduZunun yeni gostergeleridir.

Bu c¢alismada, bigisayarla iiretilen yalin viizeyli
cisimlere veya manzaralara, doku kazadirilarak yeni do3al
goriintimlerin elde edilmesi amaglanmigtir, Dogal gOrimli
cisim goriintiileri iiretmek i¢in kullanilan yontemler kisaca
asagidaki 51ralamya uygun olarak incelenmistir.

11k olarak tiretilecek olan yiizey veya cisim, seg¢ilen
tliretim teknigi ile matematiksek olarak tanimlanir. Bu
asamada genellikle Bezier yiizeyi kullanilmistir. Ginki
Bezier yiizeyinin, c¢ok esnek kullanim imkanlari saglamasi ve
bulundugu uzayda nasil bir sekil alabileceginin tahmin
edilmesinin c¢ok kolay olmasi, bu teknigi en ¢ok tercih

edilen yontemlerden biri yapmistir.

Gorintiu uzayinda tanimlanan ¢isinm, projeksiyon

yapilarak goriintiilenecegi ekran ayrintisindan daha kiigiik



éyrlntlda altparcalara bdluniir. Bu bolumleme islemi, cismin
yizeyini utemsil eden parametrelere verilen uygun degerlere
bagli olarak gerceklenir,

Elde edilen herbir altpar¢a, uygun yizey eliminasyonu
teknigi ile islenerek, goriinir veya goriinmez  yuzey
olmalarina gore aydinlatmaya tabi tutulur.

GOorinen vyiizeyler, gozlemcinin bakis doZrultusuna ve
1si1k kaynaginin konumuna bagli olarak kurulan aydinlatama
modeli ile aydinlatilir., Aydinlatma isleminde diger g0z
Oniine alinmasi gereken konu ise, yiizeyin ayrintsini
olusturan dokulardir. Doku etkisi, aydinlatma modelinde

‘hesaplanan parlaklik degerine katilarak, yizeyi temsil eden

pikselin parlalak degerini belirlemede kullanilir.

Aydinlatma modeli ve doku etkisi ile belirlenen parlaklik

degeri temsilci pikselde sergilenir. Boylece aydinlatma
modeline ve doku etkisine bagli olarak c¢isim ekranda
sergilenir.

Yizey dokusu olarak kulanilan pilrizsiz dokularin,

cisme her zaman istenen gorinumi verememesinden dolayi

plirizli doku kullanilmasi denenmistir. Denemeler sonucunda,

parlakligin fazla oldugu bolgelerde pliriizliiliik etkisinin yok
oldugu gorilmistir. Bu durum, yeni yontemlere ihtiyac¢
duyulmasina neden olmugtur. Giinkili, bir tas parc¢asi veya
purizlu bir cisim, aydinlatildiginda gOorilmistirki,
parlakligin cok oldugu bolgelerde bile ¢ok diigiik parlaklik

deBerine sahip kisimlar bulunabilmektedir.

Yiizeye doku eklenmesi  iglemi  sirasinda  olusan

antialiasinglerin, vani doku uzayindaki dokunun vyanlis

orneklemmesi sonucunda olusan hatalarin, giderilmesi ig¢in,
cesitli yontemlerin uygulanmasina gerek duyulmustur.
Uygulanan antialiasing giderici yontemler sonucunda diizgiin

doku izdiusimleri gozlenmigtir.

Yukaridaki nedenlerden dolaylr fraktal geometrinin

getirdigi'yeni imkanlardan yararlanma yoluna gidilmistir. Bu



yeni disiincenin getirdigi imkanlar ile dogadaki kirilmig

diizensiz yapili cisimlerin de modelenebilecegi
gosterilmistir, Bu yeni kavramin 1siZinda, basit do&rusal
olmayan tekrarlamalar ile elde edilen fraktal cisimlerin,
sonsuz ayrintiya sahip olduklari anlagilmigtir. Diger bir
ozellik ise, seg¢ilen uygun fraktal modeller ile iiretilen
cisimlerin kirilmis diizensiz yapili goOriinimiiniin, ¢isim
ylizeyinin her noktasinda olusan, farklys parlalik
degerlerinden kaynaklandigl gozlenmistir. Yeni olanaklarin
getirdigi diigiincenin 1siginda, fraktal dokular ve cisimler
uretilerek, degisik sekillerde ve goriinimlerde bilgisayar
ekraninda sergilenmigtir.

Son olarak karmasik dinamik sistemlerden yararlanilarak

iiretilen fraktal dokularin nasil sekillendikleri iizerinde

durulmustur. Karmasik dinamik sistemleri karakterize eden bu

goriintiilerden bir kac¢ tanesi  dokuzuncu boliimde deBisik

bi¢imlerde sergilenmistir.



2 DUZLEM ve UZAY EGRILERININ OLUSTURULMASI

‘2.1 Giris

Bilgisayar gratiklerinde cisimlerin matematiksel olarak

olusturulup gorintiillenmesinin bir ¢ok tasarim ve iiretim

slirecinde Onemli rolii vardir. OrneZin otomobil, gemi, uzay

gemisi, makina parcalari ve modada elbise tasariminda

kullanildiga gibi dogal olaylarin modellenmesinde de

kullanilmaktadair.

Karmasik yapila cisimler, matematiksel olarak

tanimlanabilen basit bir takim vyizeylerin uygun sekilde

birlestirilmesinden olusmus kabul edilebilirler. Uretimi

daha kolay olan bu basit vyapili yilzeyler daha sonra

kenarlarindan birbirlerine birlestirilerek karmasik yapila

cisimler insa edilmektedir.

Diger bir yontemde, fraktal yizey veya cisim

iretimidir. Bu teknikte cisim, se¢ilen uygun modele bazli

olarak yapilanmaktadir, Kullanilan bu iiretim teknigine,

altinci bdlimde genis olarak deginilecektir.

Cisimlerin bilgisayar yardimiyla olusturulmasinin ve

saklanmasinin bazi zorluklari vardir. Bu zorluklar, cismin

veya yiizeyin fazla karmasik olmasi ve cismi olusturan nokta

miktarinin fazla olmasindan kaynaklanmaktadir. Ug¢-boyutlu
uzayda, cisim olusturmadaki bu gibi =zorluklari azaltmak

icin Parametrik vizey denklemlerinin Kurulmasi yoluna

gidilmigtir. BOylece cisimlerin, Uzayda nokta a1 ile

tanimlanmasindan Kkag¢inilarak, matematiksel ifadesi belirli

olan parametrik yiizey egrilerinin sagladigi kolayliklardan

vararlanilmistar, Matematiksel tanimlamanin sagladlgl

kolayliklar g6yle siralanabilir,

a. Matematiksel temsil, bize dogru sonucu verdigi gibi,



cisim  hakkindaki daha bir ¢ok bilgiyi de kendinde

bulundurmaktadir (egrilik, daire capi v.b).

b. Bilgisayvarda matematiksel olarak depolanan bir

cismin ¢izimi, nokta aZindan olusan cismin ¢iziminden daha

kolaydir.

c. Egri matematiksel olarak verildiZinden, ara

noktalari hesaplamak i¢in interpolasyon yapilmaz.

d. EBride siirekli degisiklikler vapilarak , yeni

bicimler almasi isteniyorsa, bu isi siirekli olarak egriyi

temsil eden noktalar:i degistirerek yapmak zor olacaktir,
2.2 Yiizeylerin Temsili

Burada deZinilecek olan diizlem veya egrisel vyiizey
¢cesitleri, vektorel ve parametrik denklemlerlere
dayandirilmistir. Bu yiizeyler degisik parcalardan olusacak
bicimde tanimlanmistir. Yiizeyler arasindaki uyumlulugun
saglanmasi i¢in, bir egri tek veya iki parametreli vektdrel
fonksiyon olarak temsil edilebilir. 1iki parametre ile
verilen bir uzay egrisi ise, u ve w parametreler olmak
tizere, plu,w)=t[x(u,w),y(u,w),z(u,w)] seklinde bir yiizey
tanimlar.,

Goriildigi gibi uzaydaki yiizeyin temsili iki parametre
ile gergeklestirilmistir., Bunun sonucu olarak, bir yizeyin
iki degigkenli vektorel fonksiyon ile temsil edilebilecegi
kabul edilmistir.

Secilen yiizey iizerindeki bir egri, yuzey denklemindeki

u veya w parametrelerinden biri sabit kilinarak temsil

edilecektir, DiBer taraftan, yiizey iizerindeki herhangi bir

nokta ise, her iki parametre sabit kilinarak tanimlanabilir.
Yiizey parcasi bilinen datalardan insa
edilebileceginden, P bilinen giris tasarim datalarindan elde

edilen bir vektdr, Q ise giris datasi P'den yapilmis yiizeyi

belirleyen bir vektdr olmak lzere, yizeyin cinsine bagla

olarak P ile Q arasinda bir ilisgki kurulmalldlr. Burada p ve



Q, valnizca belirtilen data noktalarinda ¢akisacaktir.

2.3 Diizlem Yiizeyler

Eger uzayda egriyi temsil eden vektdrel taninm siirekli

ax+by+cz=d matematiksel ifadesiyle verilen diizlem izerinde

bir nokta veriyorsa, bu ifade bir diizlem yiizeyin temsilinin

tanimidir. Bir ¢ok yiizey iretiminin ilk uygulamalarinda,

kolayllk saglad181l icin diizlem yiizeyler kullanilmistir.

Egrisel vyiizeyler ise, diizlem yiizeylerden ¢ok sayida

kullanilarak kurulabilir. u,w parametraleriyle belirlenen

diizlem vyiizeyler, dort kosesi ayni diizlem uzerinde kalacak

sekilde ve kenarlari dogru veya egriler ile sinirlanmig

olarak temsil edilmektedir.

)

04 w=04

U=Cl u=02

’ C3 W=C3 ‘

v

c1 Cy u
Sekil 2.1 Dikdortgenin Yiizeyin Parametrik temsili
Burada,

x=t{u,w)

y=g{u,w)



fonksiyonlari ve parametrik sinir egrileri,

u=c¢; , cyswscy,
u=cé R cyswsey,
w=cy , cysuscy
w=cy , cpsuscy

verilen vyiizey sekil 2.1'de gdsterilmistir.
Sekil 2.2'de gOriildigi gibi, gerc¢ek viizeyi temsil eden

foksiyonlar, u,w dizlemindeki kareyi, x,y diizleminde istenen
yizeye izdisiiren fonksiyonlardir.

2.4 Bilineer Yiizeyler

Bu teknikte, p(0,0),p(1,0),p(0,1) ve p(1,1) ile birim

karenin koseleri temsil edilmekte ve Q(u,w) ise bilineer

ylizeyin denklemi olmaktadir. Buna gore {(u,w €[0,11])

N
y
6 + N

W / i

///

4 L //

1

of ~ /

2 13 /

~ 0

\N/

I R E— >

0 2 4

) 8 X
Sekil 2.2 Dizlem Yiizey

olmak ilizere, yiizey iizerinde interpolasyon vapilirsa,



Q(u,w)=p(0,0){(1-0) (1-w)+p{0,1) (1-u)w

+p(1,0)u(1-w)+p(1,1)uw

veya

p(0,0) p(0,1) 1-w
Q(u,wi=[(1-u} u]

p(1,0) p(1,1) w 2.1
Ayni  zamanda Q(u,w) konum vektorii olarakta
adlandirilmaktadir, Q{u,w) vektoriiniin interpolasyonla

olusturdugu yizey Sekil 2.3'de verilmistir.

wh p(1,1) v Q(1,1)
p(0,1) Q(0,1)
>
p(0.250.25) Q(0.25,0.25)
p(0,0) p(1,0) Q(0,0) Q(1,0)
> >
u X

Sekil 2.3 Dizlem Bilineer Yiizey

Egri sadece dort kose noktasi ile temsil edildigZinden,

cisim tasriminda veya olusturulmasinda, bu yontem fazla

esneklik saglayamamaktadir.

2,5 Lofted veya Ruled Yiizeyler

Bu tir yizeyler daha ¢ok ugak ve gemi tasarim
endiistrisinde kullanilmistir, Boyle bir yiizey, sekil 2.4'de
gosterildigi gibi, verilen kargilikli iki sinir egrisinin

interpolasyonu sonucunda olusturulabilir,



2/

/
(u,0) A
P >
‘\\\\ /.
>
Q(u,0.5) X

Sekil 2.4 Lotfted Yiizey
Iki sinir eZrisi interpolasyon yapilirsa,
Qlu,w)=p{u,0) (1-w)+p(u,1)w 2.2
=[(l-u)(l-w) (l-w)w u(l-w) uw]{p(0,0)
p(0,1)
p(1,0)

p(1,1)

olur. Bu interpolasyon sonucunda yiizeyin kenarlaril verilen

egri -olacagindan
Q(u,0)=p{u,0), Q{u,l)=p(u,l)

olacaktir. Alternatif olarak p{0.w) ve p(l,w)'yi biliniyor

kabul edilirse,
Q(u,w)=p(0,w)(1-u)+p(1l,wiu 2.3

sonucu elde edilir,



2.6 Lineer Coons Yiizeyi

Eger sinir egrileri p(u,0), p(u,l), p(0,w), ve p(l,w)

biliniyorsa, 2.2 ve 2.3 sonu¢lari toplanarak,
Qu,w)=p(u,0) (1-w)+p(u, 1 )w+p(0,w) (1-u)+p(1,w)u 2.4
2.4 sonucu elde edilir. Kose noktalar: iki kez

toplandigindan, gercek sonu¢, eklemeler ¢ikartilarak elde

edilir. Buna gore,

Q(u,w)=p(u,0) (1-w)+p(u, 1 )w+p(0,w)(1-u)+p(1,w)u
-p(0,0)(1-u) (1-w)~-p(0,1) (1-u)w

-p(1,0)u(l-w)~-p(1,1)uw

olusur.

1.0 7 |7
&, @05,05) 7

%/ i
.oj e /
10 A
>
1.0 X

Sekil 2,5 Lineer Coons Yiizeyi

Yukaridaki vyiizey denklemi incelenirse, kose ve siniy

degerlerinin  ¢akigtigl gorilir., Diizeltmeler g6z Oniine
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alinarak, asagidaki sade big¢im elde edilir.
Q{u,w)=[1-u u 1}{-p(0,0) ~p(0,1} p(O,Ww)}|Ll~w
-p(1,0) -p(1,1) pQ(1,w) || w
p(u,0) p(u,1) © 1
(1-u), u, (1~-w) ve w gakisim fonksiyonlari
adlandirilir. $ekil 2.5'de Lineer Coons yiuzeyinin

gosterilmistir (Rogers 1476).

2.7 Bikiibik Yiizey Parcgasi

Bu yontemde P(u,0), p(u,l), p{0,w} ve p(l,w)

egrileri ve karistirma tonksiyonlari i¢in, parametrik

egriler kullanilmistir,
L b 2 3
p(t)=B1 +th+33t "‘B&t
t=u, ve t=w, Ost<l
. . 2.
p (t)=By+2B; t+3B4t
P(0)=Bla P(1)=31+B2+3B+34
P"(0)=By, P (1)=By+2By+3B,

Yukaridaki sinir de8erleri kullanilarak,

p(0) 0001 |] By
p(1) |={ 1111 || By
P (0) 0010 || By
p (1) 3210 (| By
P=M B

2.5

olarak

temsili

kKenar

kibik

2.6

2.7
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-1
B= P 2.8
2-2 11
ut S PR
M =|-3 3 -2-1 2.9
0 0 1 0
1 0 0 0

olmak lzere,
p(u)=F1(u)p(0)+F2(u)p(1)+F3(u)p°(0)+F4(u)p'(1)

bulunur. t parametresi kullanilarak bu baginti
genellestirilirse,

-, o - ; 3.2

[Fi(t) Fylr) Fy(t) Feltdl=[t t v 1]] 2 -2 1 1
-3 3 -2-1
0 01 0

1 0 0 0

2,10

Yukaridaki F(t)'lere skaler parametrik foksiyonun karistirma
degerleri denir.

Eger u,w parametreleri ig¢in sonug genellegtirilirse,

at+tb . )
25 plu,w)
,0 .
pa (u,w)——m———— 2.11
2 A
ve
a+b )
'a pl{u,w)
, b, )
p (uy,w§)=———— 2,12
3uaawb =ui
W":Wj

olur.
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ornek,

2 )
'b p(u,w)

1,1 .
p (u‘i ’wj )-'

’b UBW U=y

W= J
Genel bikiibik yilizey denklemini,
F(u)=[Fy(u) Fy(u) Fy(u) Fg(u)]
olmak izere yazarsak,
. N A X i 0,1, . 0,1, . .
Q(u,w)=F(u){p(0,0) p(0,1) p (0,0) p (0,1 Fq(w)
0 0

X . . : » 1 . oll o il .
pil,0) p(1,1) P (1,0} p (1,1) Folw)

1,0 1,0, . 1,1 1,1, . .
p " (0,0) p 7 (0,1) p TT(0,0) p 7 (0,1 |Fy()

1.0, . L0 Ry . 1,1 i )
p (1,0) p (1,1) p (1,00 p ° (1,1)}|F4(w)

bulunur. Daha sade bicimde,

) ) 3 3 2 T
Q(u,w)=[u uz u 1IN P NT [w w w 1] 2,13

Burada N, daha once 2.9'da verilen kare matristir. P matrisi
4X4 boyutunda bir matristir. Ayni zamanda P kose
noktalarini, kose tegetleri ve kose burma vektorlerini
igerir.

Bikiibik yiizeylerin tasarim isleminde kulanilmasindaki

zorluk, teBet ve burma vektdrlerine bagli olarak, yiizeyin

nasil bir s$ekil alacaZini tahmin etmenin ¢ok zor olmasidir.
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Kosge w~Teget

koordinatlari vektorleri
p=

u-Teget Burma

vektorleri vektorleri

Ancak bellirli bir deneyim seviyesindén sonra kose

egimlerinin ve burma vektorlerinin yiizey dzerindeki

etkileri, bir dereceye kadar canlandirilabilmektedir.

2.8 Bezier Yiizeyleri

Bezier vyizeyi, cismi temsil eden nokta agina bagli

olarak sekilendigi 1i¢in, olusacak yiizey hakkinda Onceden

kesin tahmin yiirtitiilebilmektedir. 1Iste Bezier vyilizeyinin

sagladigi bu kolaylik, tasarim alanlarinda daha c¢ok tercih

edilmesini saglamistir (Rogers 1976)

Bezier poligonlara taratindan tanimlanan sinir
egrilerine sahip, dort noktali bir bezier vyiizey parcasi 2.14
denklemi ile,

. X 3 2 ) .2 3

F(u)=[{1-u)" 3(1-u) u 3(l-u)u u ]
olmak iizere,

A i . . 3 ,

p(u,w)=F(w)[B]}|(1-w) 2.14

X 2
3(1l-w) w

3{(1-w)w

verilebilir. B matrisine, B tensdrii adi verilir. B tensorii
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4X4'1lik, konum vektorlerinden olusan bir matristir.

2.14 Bezier denkleminde yalnizca A, B, €, D Kkoseleri
olusturulan vyiizey - iizerinde bulunabilir. B(1,2) noktasi u

yonindeki, ©birinci bezier poligonunda, birinci noktadan

ikinciye dogru bir egim vektorii tanimlar. B(2,1) nokasi ise
W yﬁnﬁndeki, birinci bezier poligonunda, yine birinci
noktadan ikinciye dogru bir eBZim vektdri tanimlar., Benzer
sekilde B(1,3),B(2,4),B(3,4), B(4,3), B(4,2) ve B(3,1) ara
noktalar arasindaki egim vektodrleridirler., Diger B(2,2},

B(2,3), B(3,3) ve B(3,2) ifadeleri ise A, B, C, D kbsge
noktalarina iliskin twist vektorleridir (Rogers 1Y76).

B(1,1) B(1,2) B(1,3) B(1,4)
B = [B(2,1) B(2,2) B(2,3) B(2,4)
B(3,1) B(3,2) B(3,3) B(3,4)
B(4,1) B(4,2) B(4,3) B(4,4) 2.15

Sekil 2.6'da Ornek bir bezier yiizey parcasi cizilmistir,

Sekil 2.6 Bezier Yiizey Parcasi

Bir Bezier vyiizeyi Kkartezyen carpim yviizeyi bic¢iminde
agagidaki gibi tanimlanabilir (Newman 1979).
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n m
Q(u,w)= L L Bi+1,j+1Jn,i(U) Km,_]("” 2,16

i=0 j=0

Burada Jn,i ve Km,j karistirma tonksiyonlari adinr alir ve

n

Jn,i=[ ] u-n™t 2.17
i
m -

Km’j=[ ] W (1) 2.18
j

bi¢iminde vyazilir. Bi+1,j+l matrisi belirleyen poligon

noktalarinin konum  vektdrlerinden olusur. n ve m

biyiikliikleri sirayla u ve w parametreleri yoniindeki nokta

sayisinin bir eksigine egittir. Bezier vyizeyinin yerel

kontrolu nokta sayisina bagli olarak iyilegmekte fakat bu

kez hesaplama zamani artmaktadir. Hesaplama zamaninin

azaltilabilmesi di¢in, cisim, az saylida noktadan Kkurulmus

yiizey parc¢alarinin, sifirinci, birinci veya ikinci dereceden

siireklilik kosulunu saglayacak sekilde birlestirilerek

dretilmesi saglanabilir (Rogers 1976,14985).



3 ROTASYON, OTELEME ve PROJEKSIYON

3.1 Giris

Dinyadaki cisimler iig-boyutlu olmasina ragmen bigisayar

grafiklerinde goriintilene olayli iki-boyutlu diizlemde

gerceklesmektedir. Bu sergileme olayinin, dogalligini ve

esnekligini saglayan bu kurallar, donme, Oteleme ve

projeksiyon kavramlarina dayanir. BilindiZi gibi dinsanoglu,

goziinin yapisina bagli olarak, cisimleri belirli,

matematiksel kurallara uyzun big¢imde gormektedir.

Olusturulan cisimlere vyakindan veya uzaktan bakma olayl

Oteleme, donme veya Olcekleme sonucunda olmaktadir.

Insanoglunun ii¢~boyutlu gormesi, iki ayri neokta ve

agidan yapilan bakisin sonucunda olmaktadir. Bu  bakis

acilari ve noktalari karsimiza projeksiyon kavramini

¢i1karmaktadir. Ayni sekilde, i¢c-boyutlu goriintiler

bigisayarda iretildikten sonra, ya  axonometrik yada

perspektif projeksiyon yvapilarak, ekran da goriintilenebilir.
3.2 Homojen Koordinatlar
Homo jen koordinatlarda transtormasyon ifadesi,
[XYZH])=[xyz1l]T 3.1

X Y 2Z

T

(x y z 1 J=l— — — 1] 3.2
H H H

dir. Yukaridaki T carpani, transformasyon matrisidir ve

genellikle homojen  koodinatlarda 4X4 boyutundadir. Bu T

transtormasyon matrisi, oteleme, rotasyon, ve projeksiyon



islemini igerir. T genel transtormasyon matrisi 3.3'de

verilmigtir.
a b ¢ p
T={ d e q 3.3
h j r
1l m n s
verilen genel transformasyon matrisi dort kisinmda
incelenebilir.
3
3X3 X
1
1X3 1X1
3X3'1iik par¢ayl kapsayan birinci Kisinm, dogrusal

tansformasyonu gercekler. 3X1'1ik ikinci parc¢a ise

perspektif transtormasyonu gercekleyen elemanlardan olusur,

1X3'1lidk kisim ise Otelemeyi gercekler. Diger tek eleman ise,

tiim cisme, dontigiimlerden sonra yeniden  dlgeklendirme

uygular.
3.3 Olgeklendirme

Olgeklendirme goriintiilenen cismin bilyiitiilip

kiiciiltiilmesini saglayan matematiksel bir olaydir. Oteleme ve

projeksiyon sonucunda cisim kendiliginden Olg¢eklenmesine

ragmen, tranformasyon matrisinde belirtilen ve sadece

[x v 2z 1] =lax ey jz sl 3.4

c c © P
[=A o ]
[e} c
n Cc < C
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Olgekleme islemi vyapan bilegen de mevcuttur, Buna gore

valniz dlgekleme vapan ifadeler 3.4'de verilmistir. 3.4

ifadesine gore, her eksende, a, e, ve j katsayilarina bagli

olarak, ayri ayri Ol¢ekleme yapildiktan sonra, s 1ile de

biitiin cisme tekrar 6lcekleme uygulanir,

[xyz1ll} 1000 ]=[XYZS]
0100
0010
000S
X Y 2
[x* y* z* Ij=l— —— — 11 3.5
S s s

3.5 bagintisi ile biitiin cisme ayni Olgekleme uygulanir.
3.4 Karilma (Shearing)

Eger transformasyon matrisi uysgun se¢ilmemisse

transformasyondan sonra, sekilde olusan bozulmaya Kirilma

denir.

[xyz 1]|1 b ¢ O]=[x+dy+hz bx+y+iz cx+fy+z 1]
d1lzfo

hil?o 3.6
0001

Tranformasyon matrisinin 3X3'lik kismi sekilde Kkirilmayi

olusturmaktadir.
3.5 Yansima

Yanasima X,y diizlemine gore Ty matrisi, y,z duzlemine

gore Ty, ve X,z diizlemine gbre T3 matrisleri ile asagidaki
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bi¢imde verilebilir.

1 6 0 0
Ty =| 0 00
' 0 0-1 0
00 0 1

Benzer sekilde,

1 0O 0 1 0 0 0
Ty = 0 1 0 Ty ={0 1 0 0

0 0-1 0 0-1 0

0 0 1 0O 0o 0 1
|
.i
![ v.y"*
: D, M
( N

B F

A e
| z.z‘/ (1

Jekil 3.1 x,y Dizlemine Gore Yansima

3.6 Oteleme

Otelene, agagidaki matrissel ifadenin  sonucundan

rahatca goOriilebilir.

(X Y zZ Hl=lx y z 1]

- C C



veya
(X Y 2 HI=[(x+1) (y+m) (z+n) 1] 3.7
buradan,
- X
' x*— =x+1 3.8
H
Y
y*“ =y+m 3.9
Z
z*=———=z+n 3,10
H

elde edilir.
3.7 Rotasyon (Donme)

Bilinen herhangi bir eksen etrafindaki, rotasyonun

genel ifadesi 3,11 bagintisi ile verilebilir, Bu ifade sekil

3.2'ye gore kurulmustur.

*

2 . ) ) . . ) .
np +'(l-nlz)t:osﬁ nyny(1-cos®)+nysind ninj3(1-cosb)-nysind

. 2.2 , .
nyny(1-cos@)-n3ysind n, +(1-n, )cosd nyn;(l-cosd)+n;sind
[R]=

: : . , 2 2
ninjy(l-cos®)+nysin® nyn;(l-cosd)-n;sind nj +(1-ny )cosH

J.11

N-O ekseni etrafinda, n birim vektorine gore

olusturulmus rotasyon, 3. 11 bagintisi dile gosterilmisti.
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yy't

Sekil 3.2 Herhangi bir Eksen Etrafinda Donme

Burada n;, mny, ve nj rotasyon yaplilacak eksene 1ilisgkin,

birim wvektdrlerin x, y, ve z bilegenleridir. ® ise secilen

eksen etratindaki a¢i cinsinden donme miktaridir,

Rotasyonun 6zel hallerinden olan, X, y, ve z eksenleri

etrafindaki vrotasyon matrisleri, asagidaki ¢izimlere uysun

olarak,

(a) {(b) (¢)
Sekil 3.3 x, y, ve z Eksenlerinde Rotasyon

X ekseni etrafinda rotasyon matrisi,
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1 0 0 0
[R}=]0 cosB sind 0 3.12
10 -sinb c0os8 0
0 0 0 1
y ekseni etrafinda rotasyon matrisi,
cos6 O -sinB8 O
[R]= 0 1 0 0 3.13
sinb 0 cosf 0
0 0 0 1
ve z ekseni etrafinda rotasyon matrisi,
cosf sinf 0 0
[R]l=}-5in® cosb 0 0 3.14
0 0 1 0
0 0 0 1

dir.
Yukaridaki rotasyon matrislerin uygulanmasi sonucunda,
sadece rotasyon yapilan exsende donme olusur, Genel rotasyon

matrisi ise, tim X, v, ve z eksenleri etrafinda dondiirme

gercekler,
X y" z ll=lx y z 1][R] 3.15
Cisimlerin, vektorel nokta aglari ile

vapilandirildiklarina ikinei boliimde deginilmistir. Buna

gore her hangi bir cismin donmmesi, cismi olusturan nokta

agindaki her noktanin yeni konumunun, 3.15 bagintisi ile

belirlenmesi sonucunda olur {Rogers, 1976},



3.8 Affine, Perspektif Geometri ve Projeksiyon

Affine geometrinin teoremleri Euclidean (Rogers, 1976)

geometrinin teoremleriyle aynadir, Aftine geometri,

transtformasyon ve ardindan otelemenin geldii, dogrusal

doniisimlerin  bir kombinasyonudur. Bu geometrinin temel

kavramlarindan _  biri de paralelliktir, Affine

transtormasyonun diger onemli ozelligi de genel

transformasyon matrisinin son siitiinu,

T
0 0 0 1

olmasidir.

Perspektif transformasyon, her hangi bir ii¢g-boyutlu

uzaydan diger bir i¢-boyutlu uzaya olan transtormasyon gibi

digiinilebilir. Genel 4X4'lilkk transtormasyon matrisinde son

siitiin elemanlarindan en az ikisi sifirdan farkly ise,

perspektif transformasyon ortaya ¢ikar. Perspektif

transformasyon ile projektif transformasyonun kombinasyonu,

perspektif projeksiyon olarak adlandirilir. Perspektit

projeksiyon iug¢-boyutlu uzaydan -iki-boyutlu diizleme olan

transformasyonu gergekler. Sekil 3.4'de r diizlemi iizerine

izdiisiim iglemi gdsterilmistir.

x vy 2z 1l=[x y z 1111000
0100 3.16
loovor
0001
=[x v 0 (rz+1)]
X X Y y
X =—a— y ==
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k=1/r

Sekil 3.4 Bir Noktanin Perspektif Projeksiyonu

Perspektit projeksiyonda, projeksiyon merkezi sonsuza
yerlestirilirse, axonometrik projeksiyon olusur., Diger bir
deyisle, axonometrik projeksiyon determinanti sifir olan
affine transformasyon yardimiyla tiretilmektedir. Axonometrik
projeksiyonun en oOnemli 6zelligi, projeksiyon merkezinin
sonsuzda bulunmasiday.

Trimetrik projeksiyonda, trantormasyon matrisi salt

rotasyona sebep olur. Bu nedenle Kkoordinat eksenleri

projeksiyon yapildigi zaman ortagonal olarak kalir.

Dimetrik pro jeksiyonun en onemli ozelligi,

uygulandiZinda, ii¢ eksenden ikisinin esit olc¢eklenmesidir.

Dimetrik benzeri olan izometrik projeksiyonda, cisim ii¢
eksende de esit Olgekte Kisalmaktadir.

Her hangi bir n diizlemine yapilan projeksiyon ifadesi

3.16 bagintisinda verilmistir.
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[X ¥ 2 1li=fx v 2z 1l1]1 000 |=[x v n1l1] 3.17

0100
0000

00nl

Stereographic projeksiyon ise, mithendislik, tizik,

kimya, ve tip alanlarlnda yaygin olarak kullanilmaktadir.

Stereographic projeksiyon her bir gdz i¢in ayri ayri

manzara olusturma prensibine dayanir.

P(x,y,2)

s
~

YR X

%

Xy,

>3

diizlem

projeksiyon

A

Sekil 3.5 Stereographics Perspektif
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Iinsan gozii 50 cm uzakliktaki cisimler id¢in, glcli

stereo etkiler olusturmaktadir. Buna gore, her iki gz i¢in

transformasyon veya projeksiyon matrisi asagida verilmistir,

sag goz sol goz
11 0 0 Q 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 -1/ 0 0 0 -1/k
k/20 0 0 1 -k/20 0O 0 0

Sekil 3.5 de ise stereographic perspektif, x,z dizleminde
canlandirilmisti.



4 GORUNMEYEN YUZEYLERIN YOK EDILMESi

4.1 Giris

Bilgisayar grafiklerinin problemlerinden biri de

goriinmeyen  yiizeylerin atilmasi islemidir. Bu asamanin

gerceklenmesi hem zor hem de cisimin karmasikligina bagla

olarak ¢ok fazla zaman, islem, ve donanim gerektirmektedir.

Basit olan modellemelerde cisim fazla karmasik degil

ise, en basit yontem siralama teknigidir. ilk once cisim bir

piksel taratindan kaplanan altparcalardan olusacak sekilde,

dilimlere boluniir. Daha sonra bu alt parcalar, gozlemcive en

uzak parcadan baslayarak -en vyakin pargada sona eren,.

siralamaya uygun olarak ekrana yapistirilirlar. Bu islem,

ilk yapistirilan parcalarin ilizerlerine yapilan her yeni

yapistirmadan sonra, eski parc¢alar verlerini son

yapistirilan parcalara birakacak sekilde gerceklesir,

Yontemde cisimlerin karmasiklagi artikea islem 2zamani da

istel olarak artmaktadir. Karmasik cisimlerde ¢ok fazla

zaman almasindan dolayir yoOntemin uygulanmasi miimkiin

olamamaktadir. Uygulanabilir iki ayri yizey

eliminasyonu yodntemi bundan sonraki iki baslik altinda

incelenecektir,
4.2 Z-Bellek Yontemi

Z-bellek gizli yuzey algoritmalarinin en basitilerinden

biridir. Bu teknik ilk deta Catmull tarafindan Onerilmis
olan, Dbir gorinti uzayir algoritmasidir. Z-bellek, c¢erceve
bellek  diigiincesinin basit bir genisletilmis halidir.

GOriintii wuzayindaki her bir pikselin o6zelliklerini saklamak»

igin bir gergeve bellek kullanilir. Z-bellek ise, goriinti

uzayindaki goriinebilen her bir pikselin 2z Kkoordinatlarimi
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veya derinligini saklamak i¢in kullanilan bir bellektir.

Kullanimda, c¢egeve bellege vazilacak yveni pikselin derinlik
veya z deBeri, Z-bellege saklanmis olan o pikselin derinlik
degeri ile karsilastirilir. Bu karsilastirma yeni pikselin,
ceceve bellekte daha Onceden saklanmis olan pikselin oOniinde
oldugunu gdsterirse, o zaman yeni piksel c¢eceve bellege
yazilix ve Z-bellek vyeni =z derinlik  bilgisi ile
giincellestirilir. Eger yeni piksel onde degil ise, herhangi
bir .islem yapilmaz. Kavramsal olarak, bu algoritma en Dbiiyiik

Z(x,y) igin x ve y degerlerini arastirmaktadir.

Algoritmanin Dbasitligi en biiyiik Ustunligidiir. Ayrica,

bu algoritma gizli vyiizey problemini ve Kkarmasik vyizey

kesisimlerini de gerg¢ekler. Manzaralar herhangi bir
karmasiklikta olabilirler, GOriinti wuzayi sabit boyutlu
oldugundan, manzaranin  karmasikligina bagli olarak
hesaplamada meydana gelen artma en fazla lineer olur,

Bir manzara veya resimdeki elemanlar, c¢erceve bellege
veya Z-bel;ege keyti sirada yazilacagindan, derinlik oncelik
sirsina sokulmasina gerek yoktur, Bundan dolayi, derinlik
sirasina iligkin hesaplama zamani yok edilmistir.

Kullanilacak saklayici miktari, bu algoritmanin ilkesel

sakincasini olusturur., EZer manzara, 2z koordinatlarinin

sabit Dbir alanina gore transtform edilir ve kirpilirsa, o

zaman sabit dogruluklu bir Z-bellek kullanilabilir. bu
durumda derinlik bilgisi X,y bilgisinden daha yiksek
dogrulukta tutulmalidiy, 20 bit genellikle yeterlidir.,
512x512X24 bitlik bir diizlem c¢erceve . bellek, 512x512x20
bitlik Z-bellek ile birlikte , hemen_ hemen 1.3
Megabyte'lik bir saklayici gerektirir. Bellek malivyetlerinin
disiirtilmesi, dedicated Z-bellek ve ona iliskin donanimi

pratik yapacaktir.

Dedicated Z-bellegin bir alternatifi , Z-bellek ic¢in va

ana bellegi veya ana saklayiciyi Kullanmaktir. En Kiiciik

saklayici miktari, goriinti uzayini 4,16 veya daha ¢ok alt

karelere veya bandlara bolerek elde edilir. Limit durumda
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tek bir satirlik Z-bellek kullanilabilir. Ikinci durumda,

kesigen satir algoritmasi ortaya ¢ikar, Her bir manzara
elemani ¢ok kere islemden  ge¢irildiZinden  Z-bellek
segmentlenmesi genellikle bir manzarayl islemek i¢in gerekli

zamanl artirir. Bu artisi azaltmak, her bir alt kare

veya band i¢in tiim poligonlari isleme sokmayacak olan alan

tasnifi yontemi kullanilir.

Z-bellegin baska bir sakincasi antialiasing, saydamlik,

ve yarl saydamliZi gergeklemenin zor ve pahali olusudur. Bu

algoritmada cerceve bellege pikseller keyti sirada
yazildigindan, onceden filitreleme tantialiasing' teknikleri
icin gerekli bilgi koloy bir sekilde elde edilemez.
Saydamlik ve yari saydamlik etkileri ig¢in pikseller c¢ergeve
bellek yerel hatalara kadar varan , dogru olmayan bir sirada

yazilabilir,

Onceden filitreleme antialiasing tekniklerinin mniimkiin

olmasina ragmen, uygulamalari zordur. Ama soradan

filitreleme vyani alt piksel ortalamasi alma tekniklerinin

uygulamasi nispeten daha kolaydir.

Sonradan filitreleme antialiasing teknikle;i, display

ayrintisindan daha bilyik ayrintida, goriinti uzayinda manzara

hesaplandigi hatirlanirsa, sonradan filitreleme antialising

tekniginin iki yaklasimi miimkiin olmaktadar.

Birincisi, goriintii diizlem ¢ergeve belleginden ve 2~

bellekten daha biiyiik bir display uzay ayrlntlsl kullanilir.

Goriintiniin derinligi, valniz ortalamasi alinacak alt

-pikseller gurubunun merkezinde hesaplaniy. Efer gozlemciden

olan uzakligi gostenmek icin parlaklik olceklenmesi

kullanilacak olursa, bu teknik uygun oclmayabilir,

Ikinci teknik, hem artirilmis gorinti uzayi vyiksek

ayrintili g¢ergeve bellegini ve hemde Z-bellegi  korur.

Goriinti. display vapilacagl zaman hem piksel hemde derinlik

bilgisinin ortalamasi alinir., Bu teknik ¢ok biyik miktarda

saklayici gerektirir. Ornegin, hem x ve hemde y yoniinde iki

faktorlik artimla hesaplanmis ve uygun ortalama alma teknigi
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kullanilarak antialize yapiimis 20 bitlik Z~bellege sahip

512x512x24 bitlik diizlem goriinti hemen hemen 6 megabytlik
saklayici gerektirir.

En tormal sekilde ifade edilirse, Z-bellek algoritmasi
50yledir.
a. Cereceve bellekleri, zemin parlakilglna veya

rengine setlenir.

b. 2-bellek minimun z degerine setlenir.
c. Her bir poligona, Kkeyfi sirada satir-doniisiimi yapilir

d. Poligondaki her bir (x,y) pikselldi ic¢in,
pikseldeki z(x,y) deBerini hesaplanir.

e, Derinlik z(x,y)>Z-bellek (x,y)} ise, o zaman poligon

ozelliklerini ‘'parlaklik, renk, v.b ' cercgeve bellege

yazilir ve Z-bellek (x,y)'nin yerine z(x,y) koyulur.
t. DiZer hallerde herhangi bir islem yapmilmaz,
Ayrica arka yiiz elemesinin, uygun oldugu vyerlerde

Z-bellek yontemi bir on adim olarak uygulanabilir.

EZer her ©bir poligon icin diizlem denklemleri mevcut
ise, bir satir uzerindekli her pikseldeki derinlik hesaba,
artimla olarak vapilir (Rogers 1985},

ax+by+cz+d=0

==(ax+by+d) /c=0

Yukarida verilen diizlem denkleminde bir satir {iizerinde
y sabit kalacaktir. Bu yiizden bu satir boyunca X1=x+8d deki
piksel derinligi,

Zy~z=-(aXj+d)/c+{ax+d)/c=a(x-xy)/c

veya

Zy=z-{a/c)éx

0
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6x=1 olacagindan

Z1=z-(a/c) 4,1

olur. Yukari da anlatilan Z-bellek yontemine basit temel

¢izimler hem perspektif uzayda hemde goriinti diizleminde

verilmigtir.

4

)\
{a) Perspektif {b} GOzlemci Sonsuzda

Sekil 4.1 Uggen ve Dikdortgenin Goriintimleri

4.3 Goriinebilir Yiizeyler i¢in Isin Gizme Yontemi

Z-bellek vyontemi ile temelde benzer 6zelliklere sahip

olan 1sin gonderme veya c¢izme yontemi bir kaba kuvvet

teknigidir. Bu teknigi Dbelirleyen temel diisiince, 151K

kKaynagindan ¢ikan 1s181n cisme ve daha sonra her hangi bir

sekilde gbozlemciye ulasmasina dayanir.

Isik kaynaZindan gelen 151n vyiizeyden yvansiyarak,

kirilarak, veya yiizey iizerinden gecerek gozlemciye ulasir.

Kaynaktan ¢ikan 21sinlar ¢izilirse, pek azi gozlemciye
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ulasacaktir. Sonu¢ olarak, bu 1iglem hesaplama acisindan

verimli  olmayacaktir. Appel Isinlarin $ekil 4.2'de
gosterildigi gibi, 2z1t ydnde yani gdzlemciden cisme dogru,
¢izilmesi gerektigini Onerdi. Bu teknik MAGI tarafindan kati
model diplay sistemlerinde bagarila bir sekilde
gergeklestirildi. Orijinal MAGI gergeklemesinde, 1isinlar,
saydam olmayan gorinebilir bir cismin yiizeyini kestigi zaman
sona ermis olurlar; yani MAGI yontemi yalnizca gizli veya
goriinebilir vyiizey islemcisi gibi kullanmisgtir.

Daha sonra Kay ve Whitted global aydinlatma modeliyle
baglantili, 1sin ¢izme algoritmalari gerg¢eklestirdiler. Bu
algoritmalar bir cismin, diger bir cismin yiizeyi 1izerine
vansimasinli, kirilmayl, saydamliZi ve golge etkilerini

hesaba katar. Elde edilen gorintiilerde aliasing yoktur. Bu

etkileri iceren bir  algoritma (Rogers  1Y85) de

incelenmistir. Buradaki inceleme, gizli veya goOriinebilir bir

viizey tekniZi olarak 1s51in ¢izimini ele alir.

z/, ¢isim

pikgel az

gozlemci

Sekil 4.2 Basit Isin Gizme
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Sekil 4.2 en basit 1sin c¢izme algoritmasini

gostermektedir., Bu algoritma, manzaranin goriintii wzayina

transform edildigini varsaymaktadir. Gozleme noktasi veva

gozlemcinin pozitif z ekseni ilizerinde sonsuzda bulundugu

varsayllmaktadir., Bundan dolayi, tim 1isinlar 2z eksenine

paraleldir. Her bir 1sin gozlemciden ¢ikip piksel agindaki

bir pikselin merkezinden gegerek manzaraya ulasir. Herbir

isinin yolu, manzaradaki hangi cismin 'eger varsa' , bu i1sin
tarafindan kesildiZini tayin etmek ig¢in ¢izilir., Manzaradaki
her cisim 1sin i¢in incelemmelidir. EZer bir 1sin bir cismi
keserse, 1$1n  ile cismin tim muhtemel kesisimleri
belirlenir., Bu is, birden ¢ok cisim olmasi durumunda birden
¢ok Kesisim verebilir, Bu kesigimler derinlige gore tasmif
edilir. Maksimum 2z deBerine sahip kesisim, o piksel ic¢in
goriinebilen vyiizeyi temsil eder. Bu cismin ozellikleri

pikselin karekteristigini belirlemek i¢in kulanilir.

Gozlem noktasi sonsuza vyerlestirilmedigi zaman, Bu

algoritma biraz daha karmasik hale gelir. Burada,
gozlemcinin pozitif z ekseni lizerine yerlestirildigi kabul
edilir, GOrintid dizlemi, vyani raster, sekil 4+3'de 2z
eksenine diktir. Bu etki, goriitii duzlemi {izerinde tek-
noktalli perspektif projeksiyon gerceklestirmektedir.
Goriinebilir yiizeyler ic¢in 1Sin ¢izme algoritmasinin en
onemli elemanl: Kkesisme dongiisiidiir. Kendisi dg¢in Kkesisme

dongisi vazllabilecek herhangi bir c¢isim bir manzara

tarafindan kapsatilabilir. Manzaradaki cisimler dizlenm

‘poligonlarain, polihedral hacimlerin, quadric veya

bipolinomsal parametrik yiizeyler tarfindan sinirlandirlmis
veya belirlenmis hacimlerin karismindan ibaret olabilir,
Uzaydaki bir keyfi doZrunun, belirli bir cisim ile
kesigsimlerinin tayini, hesaplama ac¢isindan zor olabilir.
Bundan dolayil 1sin ¢izme algoritmasi, kendi gliciiniin A75-95
kesisimleri tayin etmek i¢in harcadigindan, kesisme

dongiisiiniin verimliligi algoritmanin verimliliZine etki eder.

Gereksiz kesisimleri elimine etmek ig¢in, cismi kusatan
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cisim

/ piksel asi

151n
gozlemci
Sekil 4.3 Perspektif Isin Gizme

hacim ile 1sinin kesisimi inceleniy. Eger bir cismi
kusatan hacim ile bir 1isin kesismezse, o zaman bu cisim o

1s1n i¢in daha incelenmemelidir. Kusatan hacim olarak vya

kugsatan kutu veya kusatan kiire kullanilabilir. Sekil 4.4'de

gosterildigi gibi, kusatan kiire verimsiz olmasina ragmen,

dg-boyutlu bir 1sinin bir Kkiireyi kesip kesnmeyeceg&inin

tayini basittir. 0Ozellikle, kusatan Kkiirenin merkezinden

1s1na olan uzakligl kiirenin capindan daha biiyiik ise, o zaman

isin, ku$atan Kireyi kesmez. Bundan dolayl 1sin cismi de

kesmez.

Bu vyiizden kusatan kiire testi, bir noktadan i¢-boyutlu

bir dogruya ‘'yani 1sina' olan uzakliZin belirlenmesine

dontisir. P(xy,yy,2;) ve P(Xy,¥5,29) noktalari arasindaki

dogrunun parametrik temsilini kullanarak yani

=x1+(Xy~xj)t=xp+at
Y=y +{yy~-y)t=y;+bt

z=zl+(22—zl)t=zl+ct
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bilesenlerine sahip,

P(t)”Pl‘"(Pz—Pl)t 4,2

=
.

=t e ]

{(a) kusatan kiire (b) kusatan kutu

Sekil 4.4 Kusatan Hacimler

parametrik ifadeyi kullanarak, bu dog8rudan Po(xo,yo,zo)

noktasina olan minimum d mesafesi

2
4.3

.

2 L2 L2 .
d =(x~xg) (y-yq) +(z-24)

dir, burada minimum mesafe i¢in P(t) iizerindeki noktayi

belirleyen t parametresi

a{x1-Xq)+b(y1-yo)+c(zy~-2,)

t_

. 3 3

2 2
a +b +c¢

2 2
dir. Eger d >R ise, ' burada R kusatan Kkiirenin vyari

Gapidir" 1sin cismi kesmez.
Kusatan kutu testinin ¢ boyutlu ortamda gerg¢eklenmesi
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hesaplama ac¢isindan zor olmaktadir. Genelde kusatan kutuyu

big¢imlendiren en azindan ii¢ tane sonsuz diizlenim, 1gin ile

kesigimi test edilmelidir. Isinin Kesisimi, kusatan kutunun

yliziinin disinda meydana gelebileceginden, her kesisim i¢in

kapsama veya icerde olma testide gerceklestirilmelidir,

Sonug olarak, iig-boyutluda gergeklestiridigi zaman, kusatan

kutu testi, kusatan kire testinden daha yavastir.

Basit bir  yontem kusatan  Kkutu testini  isaret

karsilastirmaya indirgeyerek cisim i¢in kesisme hesabinx

basitlestirir, ve kesigimler arasinda derinlik

karsilastirmasinl da basitlegtirir. Bu yontem 1sini z

ekseniyle c¢akistirmak ig¢in, koordinat eksenleri etrafinda

rotasyonlar ve otelemeler kullanir. Ayni transformasyonlar

kutu testi ic¢in cismi kusatan kutuya da uygulanir, E3er

otelenmis ve dondiuriilmis koordinat sisteminde, Xpyyq ile

Xpax'10 isareti ve ypi, ile ypo.'in igaretleri, sekil 4.5'de

gosterildigi gibi, ters iseler, 1sin kusatan Kkutuyu keser.

Kesisme hesabinin basitlestirilisi, genel quadric yiizey

taratfindan gosterilmistir. Kartezyen koordinat sisteminde,

genel quadric yizey asagidaki ifade ile verilen ncktalarin

geometrik vyeridir.

.

X ) 2 2 3
Q(x,y,z)=ajx +ayy +ay2 +byyz+byXz+byXy+ciX+cyy+cyz+d=0

4.5
Isini z ekseniyle ¢akistirmak i¢in kullanilan birlesik
dteleme ve rotasyon uygulandiktan sonra, eger varsa 1sin ile
ylizeyin Kkesisimi x=y=0 da meydana gelir. Bu yiizden, genel
olarak kesisme noktalari,

s 2 .
a’yz +¢’z+d’ =0

bagintisinin ¢ozumiiyle,



38

* ’ 2 ’ ’
—-c e’y —ba’ 4d
z= 4.6

*

23.3

bulunur,

Burada 1iis isareti, transform edilmis ydnlendirmede

. . . .. . - 2
genel quadric yiizeyin katsayilarini gosterir. Eger cy ~

4a3d<0 ise ¢oOziimler komplekstir ve 1sin yizeyi kesmez. Eger

sosuz quadric yizey , mesela koniler ve silindirler, 1limit

dizlemleri tarafindan sinirlanirsa, o zaman limit dizlemleri

de transfdrm edilip, kesisimler ig¢in incelenmelidir. Sonsuz

limit diizlemi 1ile kesisme bulunacaksa, icerde olma testi

ger¢eklestirilmelidir. Bununla beraber, transform edilmis
i

koordinat sisteminde, limit dﬁzlemi&le quadric yizeyin
kesisimi iki-boyutlu projeksiyon dzerinde
gerceklestrilebilir, Orijinal yontemlerde kesigmeyi elde
etmek ic¢cin, ters transformasyon uygulanir.

Bipolinomsal parametrik yiizey parcalari 1i¢in kesisim
hesaplari daha az ac¢iktir. Whitﬁed, bikibik yuzey yamalari
i¢in basit bir altbolmeleme tekniZi gerg¢eklestirdi. Burada
hesaplama vizey vamasl ilizerinde ylizey vyamasinin orijinal
yerinde vyiiriitiilur., Eger baslangi¢ta bir yama i¢in 1s1in,
kusatan Kkiireyi Kkeserse, bu yama Catmull alt bSlmeleme

algoritmasi Kkullanilarak bolimlenir. SoOzkonusu isin, alt

yamalarin kusatan Kirelerine karsi test edilir. Eger

kesisim yoksa, 1sin yamayl Kesmez. EZer bu 1sin bir alt

yamanin Xkusatan Kkiiresisini keserse, bu yvama bir daha alt

boliimlenir. Bu islem, kusatan kiireler Kkesilmeyinceye Kkadar

veya kusatan kiireler oOnceden belirlenen minumum boyuta

erisinceye kadar devam eder. Bu minimum boyutlu kusatan

kiireler 1sin ile yamanin kesismlerini belirler.

z ekseniyle c¢akisik olmasi 1i¢in  1sin transform

edilerek, alt bdlmeleme teknigi, kusatan kireden daha ¢ok



39

kusatan kutu  ile  kullapilabilir. Bu durum alt

bolinlemelerinin sayisinl azaltarak bu algoritmanin

verimliligini artirir. Konveks Kkabuk 0zelligni gﬁsteren

parametrik yﬁzeyler ig¢in, Ornegin Bezier ve B-spline

yiizeyler i¢in, alt bolmelerin saylisi, altyamalar i¢in-

kusatan kutu vyerine konveks kabuk kullanilarak daha da

azaltilabilir.
N
Y
kesisme kesismeme
—=
X
1s1n
kesismemne

gekil 4.5 Transtorm Edilmis Koordinat sisteminde,

Kusatan Kutu Kesisimleri

Kajiya polinomsal parametrik yizeyler ig¢in altbdlmeleme

gerektirmeyen bir teknik gelistirdi. Bu yontem cebirsel

geometriden gelen kavramlara davanir. Ortaya c¢ikan yiksek-

dereceli cebirsel denklemlerin c¢oziimleri sayisal olarak elde

edilir. Benzer bir teknik tarnsform edilmis  koordinat

sisteminde gerceklenebilir. Bipolinomsal parametrik vyiizeyin

bilesenleri,

x=f(u,w)
y=g(u,w)
z=h{u,W)
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olmak ilizere

Q(u,w)=0 ile tanimlandigini ikinci bdliimden

hatirlayabiliriz, Transform edilmis koordinat sisteminde

x=y=0 oldugundan dolayi, -

f(u,w)=0

g{u,w)=0

dir.
Bu denklem takiminin simultane ¢oziimi kesisimler ic¢in u ve w
degerlerini verir. z=j(u,w) de verine Kkoyulmasi Kkesisim

noktasinin 2z bilegsenini verir. Gerg¢el ¢oOziimiin bulunamamasi

1s1nin yizeyi kesmemesi anlamina gelir. u ve w ig¢in denklem .

sisteminin derecesi, bipolinomsal yizey derecelerinin

¢arpimidir. Mesela bikiibik yiizey ic¢in altinci derecedir.

Sonug olarak sayisal ¢cozim teknikleri genellikle

gerekmektedir., UyZulanabilen yerlerde, 1isin ile konveks

kabugun kesismleri, u ve w nin ilk tahminini elde etmek ig¢in

kullanilabilir. Keza, orijinal yonlendirme kesisimleri elde

etmek i¢in ters transformasyon uygulanir.

Gizilen 1S1in ile manzaradaki cisimlerin coklu

kesisimleri gOriinebilen kesisimleri  belirlemek icin

gereklidir. Bu kisimda incelenen basit saydam olmayan

yizey algoritmalari ic¢in, maksismum z koordinatli Kkesigim,
gbriinebilen yiizeydir. Yansima ve Kirilmalari dic¢eren daha
karmasik algoritmalar i¢in, kesisimler 1isinin orijin

noktasina olan mesatesine gore dizilir. Transform edilmis

koordinat sistemi, basit bir 2z tasnifiyle bu isin

basarilmasina izin verir.

Basit bir saydam olmayan yiizey 1sin ¢izme algoritmasi
ig¢in izlenecek yontem asagida verilmistir,
En azindan asagidaki bilgileri tasiyan bir cisim

listesi olusturunuz:

a. Cismin tam tanimi: Tipi, yiizeyi, karakteristikleri

ve v.b .
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b. Kusatan kilre tanimi: merkez ve yaricapi,

c. Kusatan kutu bayragi: Eger bayrak dogru 'true! ise
kusatan kutu testi gercgeklestirilecektir, degilse bu
test atlanacaktir, Kusatan kutu testi tiim cisimler
"mesela kiire" 1i¢in uygun olmadigina dikkat . ediniz,.
Kusatan kutu taniml Xpjin,Xpax»> YmineYmax:Zmin®Zmax*

d. CGizilecek her bir 1sin ig¢in, her bir cisme ug-
boyutlu Kkiire testini orijinal yerde gerc¢eklestiriniz. Eger
1$1in kusatan kiireyi keserse, o0 cismi aktif cisim listesine
koyunuz. Eger aktif cisim listesi bog ise, piksell zemin
intensitisinde gdriintiileyerek devam ediniz. Yoksa, 1isini 2z
ekseniyle g¢akisacak sekilde Otele ve dondiir ve bu birlesik
transformasyonu saklayiniz.

e. Aktif cisimler ic¢in: eger kusatan kutu bayragl -dogru
ise, birlegik transtformasyon kullanarak kusatan kutuyu isin
ile ayni yonlendirmeye transform ediniz ve kusatan kutu
testini gerg¢eklestiriniz. EZer 1sin kusatan kutuyu Kesmezse
bir sonraki cisim ile olaya devam ediniz. Yoksa birlesik
transformasyonlari kullanarak cismi 1s51n ile ayni
yonlendirmeye transform ediniz, ve 1sinin cisim ile, eZer
varsa, "kesisimlerini belirleyiniz., Kesisimleri kesisim
listesine koyunuz. EZer Kkesisim listesi bogsa pikseli zemin
intensitinside goriintiileyiniz., Yoksa kesigim listesi ig¢in
z'yi belirleyiniz,

Birlesik tranformasyonun tersini hesaplayiniz. Ters

trahsformasyonu kullanarak, orijinal yonlendirmedeki

kesisim noktasini tayin ediniz. Kesigen cismin dzelliklerini-

ve uygun aydinlatma modelini kullanarak pikseli
goriintiileyiniz

Dikkat edinizki basit bir saydam olmayan goriinebilen
yizey algoritmasi ig¢in, yizey Ozelliklerini veya Kkesisim
noktasindaki yonlendirmeyi gerektirmeyen bir aydinlatma
modeli, algoritma icerilmedikge, ters birlesik

transformasyon belirlemek veya orijinal yonlendirmedekl

kesisim noktasini belirlemek gerekmez. Bu  adimlarin burada
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bulunmasi, global aydinlatma modeli 1ile isin ¢izme

algoritmasi gerceklestirildigi zaman uygunluk' ve biitiinlik

Saglamasl amaclanmistir.



5 AYDINLATMA MODELININ KURULMASI

5.1 Giris

Cisim gorintilerinin dogallastirlmasa, gozlemciye

cismin gesitli noktalarindan yansiylp gelen parlaklik

dizeylerinin 1lgili noktalarda gorintiilenmesine baglidar.

Cismin aydinlatilmasi iki ayri yvoldan olabilir. Bunlardan

biri dogrudan ;slk kaynagindan ¢ikan 1sinlay tarafindan

cismin aydinlatilmasi, digeri ise ortam 15181 veya baska

cisimlerden yansiyarak gelen isinlarin cismi
aydinlatmasidir,
Bir cismin yiizeyine gelen 1s1k yutulabilir,

yansitilabilir, veya ge¢irebilir. Gozlemcinin 15181 gormesi,

yansiyan veya ge¢irilen 151%a gore olur. Cisimdeki renklenme

ise aydinlatan kaynaginin rengine ve yizeyin ozelliklerine
baZli olarak gerceklesir.

Cismin vyiizeyinden yansiyan 131k, yizeye 1sik gonderen
kKaynagin dzelligine, yoOniine , geometrisine, cisim viizeyinin
gekline ve o0zelliklerine baglidir. Bu kosullar altinda
aydinlatma medeli yansimanin iki ayri sekline gore ayri ayri
kurulur ve sonra, toplamlari ile gercek model olusturulur.
Buna gore yansima iki kisimda incelenir.

a. Yeknesak ‘''diffusely" yansima, cimin icine giren ve

yutulan ve daha sonra yeniden disari ¢ikan 1siklari temsil

eder., Yeknesak yansiyan 1§18in, tim dogrultularda homojen

yansimasindan dolayl gozlemcinin konumunun onemi yoktur.,

bs Aynasal ‘''speculary" yansimayl cismin dis yiizeyinden
yansiyan 1$1k olusturur. Yansimayi cismin yizeyinin aynasal
6zelliginden kaynaklandiZindan, bu yansima yonlii olacaktir.
Yansimanin - yonlii olmasi modeli gozlemcinin konumuna bagla

kilmaktadair.



5.2 Modellene

Lambert'in  kosiniis kanunu, miikenmel niifuz edici

yizeyden olan yansimayl ifade etmektedir. Bu kanuna gore

yansiyan 151k miktari; 1sik  kaynaginin parlakligina,

yansiticinin yiizey ozelligine, 1sik kaynaginin dogrultusuna

ve yiizeyin normali arasindaki ac¢inin kosiniisiine bagli olarak

kurulur, (Sekil 5.1).
I =I;K4Cos 8, 0< 6 <m/2 5.1

I :Yeknesek yansiyan 1$i21n giddeti,
I; :Isik kaynaginin yogunlugu,
Kq :Yeknesak yansima katsayisi,

8 :Gelen 15181n dogrultusu ile yizey normali

arasindaki agiyl gosterir {Rogers 1Y85}.

8'nin w/2 ‘den biyik olmasi durumunda, 1$1ik cismin

arkasinda oldugunu i¢in dogrudan 1si1k kaynagndan gelen

1sinlar cismi aydinlatamaz. Burada K4 sabiti yeknesak

yansima katsayisi, cismin vyapisal ozelliklerine gore

(0<Ky<1) degisir.

3

Sekil 5.1 Yeknesak Yansima
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Bu modelde c¢evreden gelen 1siklar bulunmadigir ig¢in

aydinlatma donuk bir goriinim wvermigtir. Daginik 1sik

kaynagini hesaplamak ¢ok zor oldugu i¢in, yerine homojen

adinlatan sabit degerli kaynak alinmistir. Buna gore veni
model,.

I =IaKa+I]_kdc°S(e)/,(d+k) 5.2

seklini alir,

I,:Temsili homojen 1s1k kaynagi.

k,:Ortam niifiiz yansima sabiti. (05 Kky<1)

Eger vyukaridaki ifade gozlemciden farkli uzakliktaki

iki c¢isim ig¢in uygulanirsa, her iki cismin parlaliklarinin

ayni oldudu goriliir. Gergekte farkli uzakliktaki iki cisim

aydinlatildiginda, cisimlerin parlaliklarinin, gozlemciden

cisme olan uzakligin karesi d1le ters orantili oldugu

goriilir, Yani cisimler uzaklastik¢a daha az parlak
gorilirler.
Perspektit transformasyon uygulandiginda, bakis

noktasindan cisme olan wuzaklik d olsun. Bu durumda,

parlalik d'nin karesi ile ters orantili olarak deZistiginde,

gozlemciye ¢ok vyakin cisimler ic¢in, gercekci olmayan

degerler elde edilmistir. En gerc¢ek¢i sonu¢ bu Kkatsayinin

dogrusal degisiminden elde edilmistir,

IleCose
I = IK,+ 5.3

d+K

Burada,

K :Goriintiiye gercek¢ilik veren keyfi bir sabit,
d :Békls noktasina en yakin cisim ile bakis noktasi
arasindaki uzakliktir. Bdylece Bakis noktasina en yakin

ciéim, noktasal 1s1k kaynaginin tam parlakligi ile, daha
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uzak cisimler ise daha diisik parlaklikta goriintiilenirler.

Eger model renkli ise, bu model tiim renkler ig¢in ayri ayri
uygulanir.

Aynasal yansimi§ 1S18in parlakligi, 1s18in gelis
ag¢isina, dalga boyuna, ve yansitan cismin yapisal

0zelliklerine baglidir. Mikemmel yan51tan bir yizeyde 1s18in

gelis ac¢lsi yansima ag¢lsina esittir. Bu durumda gozlemci

18181 ancak vyansima dogrultusunda gorebilir. Aynasal
yansitma niteliZi iyi olmayan yiizeyler ig¢in, gozlemciye
ulasan 1s1k miktari aynasal yansimis 1$1Z1n  uzaysal
dagilimina Dbagladir. Bu durum piiriizsiiz yizeyler i¢in 1sik
topu 'odaklasma, highlight" goriintisi verirken, piiriizlid

yiuzeyler i¢in ise dagilmis odaklasma goOriintiisii verir.

Gelen Yansiyan

1$1n 151n

S
Bakis

dogrultusu

Sekil 5.2 Aynasal Yansima

Buna go0re aynasal yansimadan kaynaklanan odaklasmalar

gozlemcinin konumuna bazli olarak hareket ederler. Aynasal

yansimis 1$18in  tiziksel oOzelliklerinden dolay:, uygun

deneysel model basit aydinlatma icin,
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I=I;W(i,A)cos 5.4

bagintisi 1ile verilir (Rogers 1985). Burada W(i,)\) vansima

egrisi ) dalga boyu ve i gelis a¢isinin fonksiyonu olarak

aynasal vyansimi$s 1S1&in gelen 1518a oranini verir. n ise

aynasal yansimis 1$1Zin uzaysal dagilimini yaklasimlandiran
bir kuvvettir. Sekil 5.3'de ~m/2< o <n/2 ve n'nin ¢esitli
degerleri icin cosnu nin degisgimi ¢izilmistir. Buyik n
degerleri i¢in yizey metalik 0zellik gOsterir ve yansiyan
1s1k odaklasir. Kiciilen n de3erleri ig¢in, yiizey metalik

olmayan '"kagit, odun v.b " dzellik gosterir ve odaklasmanin
genisledigi gorilir,

Yeknesak ve aynasal vyansima 1i¢in vyukarda verilen

bagintilar birlestirilerek,

e 0 WL

Sekil 5.3 Aynasal Yansimis
Isigin Yaklasik Uzaysal dagilim:

1,

R | :

I =I K +——(K4Cos8+W(i,L)Cos a) 5.6
d+K
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aydinlatma modeli elde edilir. W(i,A\} ¢ok karmasik bir

fonksiyon oldugundan bunun yerine deneysel olarak belirlenen
kg sabiti kullanilabilir,

L
I =I,K,+——(K4Cos8+ksCos o) 5.7
d+K

Model 5.7'ye bilgisayar grafiklerinde bazen shading

modeli adida wverilir. Renkli gorinti olusturmak ig¢in, iig

ayri ana renk ig¢in de shading modeli uygulanarak renk degeri

elde edilir., Burada aynasal yansimis 15i8in rengi, gelen

15181n rengine bagli oldugundan kg ii¢ ayri renk iginde

sabit deger alir. Eger cismi birden tazla aydinlatan

151k kaynagl bulunuyorsa, kaynaklarin dogrusal toplami

alinarak aydinlatma modeli,

a - i
I -—IaKa‘*' b (chosaj"'KSCOb (!j ) 5.8

j=1 d+K
kurulur.

m :Isik kaynaZinin sayisini temsil etmektedir.

ve
n :Yiizey normalinin birim vektorii,

L :Cisimden 1sik kaynagina giden doBrultunun birim

vektori,
R :Yansima dogrultusunun birim vektorii,

S :Gozlemciden cisme dogru olan dogrultunun birim
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vektori,
olmak iizere diizenleme yaparsak,

Iy

. . . n
I =I K +——IKq(neL) + K (ReS) ] 5.9
d+k

Bulunur, burada

n ® L -

Cos) =————————=n e L 5.10
jn|e|L]
Res _

Cosqg =—————=R @ S 5.11

|n] el

dir. 5.9 bagintisi 1ile istenilen her hangi bir vyiizeyi

aydinlatabiliriz.
5.3 Diizlem Yiizeylerde Yiizey Normalinin Bulunmasi

Onceki bdiﬁmde, formile edilen aydinlatma modelinde

aynasal vyansima ic¢in, ytizey normali gerekmektedir. Yiizeyin

egriligine Dbagli olarak normali deBismekte ve degBisen bu
sonug aynasal vansimayi etkilemektedir. Yiizey normali
yiizeyin analitik ifadesine baZl2 olarak kolayca bulunabilir.

Diizlem vyiizeyler, poligonlar veya egriler tarafindan
sinirlanmis, basit yiizey parcalari olduklarindan islemlerde

kolaylak saglayan ve cok kullanilan yapi taglari

olmuslardar.

Dizlem denklemi,



50

ax+by+cz+d=0 5.12
olan herhangi bir diizlemin normal vektorii,
n=ai+bj+ck 5.13

olmaktadir. Burada, i, j , k sirasiyla X, y ve z vydniindeki

birim vektodrlerdir. Diizlem denklemindeki d deZeri ise,

dizlem {zerindeki her hangi bir noktanin deZeri diizlem

denkleminde vyerine koyulmasi ile bulunabilir. P(xl,yl,zl)

noktasi icin,

=-{ax)+by;+czy)
dir.
Diger tarattan, dizlem iizerinde kalan wve birbirinden

farkli veterli sayida nokta biliniyorsa, vizey normali

kolayca bulunabilir (Rogers 1985),

Buna gore,

n

a=1x (yi—yj)(zi+zj) 5.14
i=1
n

b =L (23-2j)(x4+x;) 5.15
i=1
n

c = L {x3-Xj){y3+y;) 5.16
i=1

dir. EZer i=n ise j=1, degilse j=j+1 dir., Asagida, kenarlari

dort poligon taratfindan sinirlanmis ve dort noktasi olan,{n=4

bir duzlem yiizey ig¢in, normal hesabi verilmistir, sekil 5.4
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Yiizey i¢in n=4 olacaZindan,

a=(yy-yy)(zy1+29)+(yy=yy) (zy+z3)
+(y3=y4) (23+2,) +(y4=y1 ) (24+27)

b=(21—22)(X1+X2)+(22-Z3)(X2+X3)

+(Z3-24)(X3+X4)+(24—21)(X4+X1)

e=(x) =% ) (y1+¥9) +(Xy=x3) (Y5 +y3)
+(X3—X4)(y3+y4)+(x4_xl)(y4+y1)

Sekil 5.4 Dizlem Yiizey
n=ai+bj+ck

olur.
5.4 Fraktal Cisimlerin Aydinlatilmasi

Daha sonraki boliimde deZinilecek olan fraktal cisimler

diizenli veya diizensiz vyapilarina bagli olarak degisik

sekiller alirlar. Fraktal cisimlerden olan bulutlar

genellikle sacilmis 1g1ik vyaydigindan yeknesak yansima

clugtururlar, Difer tarattan, yer yizeyi yapisindan dolayi



¢ok  karmasik yansima Ozellikleri gostermektedir.

Fraktal vyiizey iizerinde defisik noktalardaki parlaklik

degerlerini hesaplamak i¢in o noktadaki vyizey normalini

bilmemiz gerekmektedir. Yiizey normalini belirlemenin bir

{(Newnman 19749). Yontemi, vyiizey parcagiklarinin  Kkiicik

diizlemlerden olustugu kabul edilerek, cismi olusturan o

yiizey parg¢alarinin herbirine bir normal Kkarsi digiirilir.

Aslinda bir fraktal cisim biitiin noktalarinda sonsuz ayrinti

igcerir. Bundan dolayi herhangi bir noktada kesin yiizey

normalini bulmak miinkin olamayabilir. Bu durumda vyizey

normalini bulmak i¢in yiizey 1izerindeki komsu noktarin

koordinatlarinin farklarindan yararlanilir.

x-z Diizleminde P(x,y,z) noktasinin komsusu P’ (x’,y’,z’)

ise $§ekil 5.5 Nyz normalinin z dogrultusu ile yaptigi @

ag¢isl asagidaki sekilde bulunabilir.

Nyz

Pxy2) \d, 4

gozlemci

1

pXyZ)

Sekil 5,5 Fraktal Yizeyin Normal i¢in Yaklasim
82

Tang =————r0 5.17
SY

§2=2-z" ve &Y=y-y’
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Benzer gekilde Ny, normali de bulunabilir.

Gortildiigii gibi komsu P ve P’ noktalarindan hareketle

yiizeyin normaline iliskin Dbirim vektodrler kolayca

hesaplanir. Bu yontemin, aydinlatilan cismin yiizeyindeki

biitiin noktalara uygulanmasi ile elde edilen sonu¢lar, daha

sonra aydinlatma modelinde kullanilir.
5.5 Boyama

Yiizeyin boyanmasil, gOriinti uzayindaki her piksele,

cisim wuzayinda karsi diisiirilen yizey parcasinin, yiizeyin
matematiksel ifadesininden hesaplamasi dilkesine dayanir,
Parlakligin bir pikselden digerine gec¢iste deZismesi pek
olas1 olwadiglr durumda, de8isimin valniz belirli sayida
pikselden olusan takimlar arasinda olabilecegini varsaymak
en akilcl yoldur, Belirlenen piksel takiminin cisim uzayinda
kaplayacagi alanin hesaplanmasi i¢in, cisim yiizeyi, seg¢ilen
matematiksel yizey dretim teknigi ile Uretilirken

parametrelere bagli olarak uygun sayida diizlemsel

altparcalara bolunir. Bu altparcac1klaf1n herbirine bir

normal karsi diigtirtilerek, bu pargcaya 1ilisgkin parlaklik

degeri hesaplanip, belirlenen piksel takiminda goriintiilenir,
Fakat bu durum fraktal cisimler ig¢in gecerli degildir, ciinki

fraktal cisimlerde parlalik, pikselden piksele ¢ok fakla

degerler alabilmektedir (Yazici, Kose 198Y).

Goriintii uzayindaki bir alanin belirli bir parlaklikla
boyanmasi i¢in ¢esitli yiizey doldurma yontemleri vardir.
Yontemin basitligi ve hizli calismasi yiizeyin Dbi¢imine de
baglidir. Burada vyiizey dolgurma i¢in hizli c¢alisan bir

algoritma gelistirilmistir. Fraktal cisimlerde, bu iglem
piksel piksel gergeklegtirilmistir.



6 DOKU URETIMI ve iZDUSUM

6.1 Girig

Bilgisayar grafikleri biliminde, bir cismin yizey

ayrintisina ‘"doku=texture" denir. Daha ¢ok dokular iki

goriinim altinda incelenirler. Birincisi, ingsa edilecek

cisimden ayri olarak Dbelirlenmis bir dokunun, cismin

pliriizsiiz ytizeyine ilave edilmesidir. Burada cismin yiizeyine

kazandarilan ayrintinin, yiizeyin pliriizsiiz goriinimiini

bozmad1g1l goziilir. Plriizstiiz bir vizeye bir dokunun eklenmesi

aslinda bir izdisiirme olayidir. Ikinci yontem ise vyiizeye
puriizli bir goOriiniim kazandirmak i¢in kullanilir. Bir yizeyin
pliriizli goriinim almasi, bir alt-iist etme (perturtation)
islemi gibi diiginilebilir.

Doku olabilecek unsurlar arasinda sunlar sayilabilir.
Bir matematiksel ifadenin ¢izimi veya izdisimi sonucunun

doku olarak seg¢ilebilecegi gibi bir sanat¢inin ¢izdigi sanat

resmi, ¢ekilen fotograft, ve benzeri iirinler doku olarak

secilebilirler. Bu dokulardan bilgisayar yardimi ile

iiretilenler aynen, disaridan alinan difer doku gesitleri ise

sayisala doniigtiiriilerek kullanilirlar.
6.2 izdisim (Mapping)

Tek degiskenli gercel islevlerin taninmasinda  ve

incelennesinde, egri ¢iziminin ¢ok Onemli yeri vardir. Oysa
w=t(2) gibi, w ve z karmasik sayillar olmak iizere, Lkarmasik
iglevlerin c¢izimi mimkiin olamamaktadir, Glinki burada

igleme giren degiskenleri veya degigkenlerin  Kkimesini
belirten 2z, gergel sayilar gibi bir dogrﬁ lzerinde degil,
bir diizlem iginden degerler almaktadir. Buna raZmen bazen

w=t(x,y) veya w=f(u,v) islevlerinin ayri ayri ¢izimlerinden
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yararlanilir (Ruel,James,roger 1974), Gizimler basitc¢e z

ve w dizlemleri {uzerinde yapilir. Bir £ iglevi ile

gerceklestirilen - bu transtformasyona izdiisim denir.

fzdiisimler yapilis bi¢imlerine gore ¢esitli adlar
alirlar. Bunlardan biri olan contormal izdisim sekil 6,1'de

verilmistir. Bilgisayar gratiklerinde, temeli izdiiglime

dayanan " transformasyon, rotasyom, yansima v,b" bir g¢ok

doniisiimler kullanilmaktadir.

f(B)

t o
A fA)
e L)
/ |
x.

Sekil 6.1 Conformal Izdiisim

A

6.3 Doku Eklenmesi

Plirtizsiiz bir yiizeye dokunun eklenmesi, Catmull

taratfindan, eB8risel vyiizeyler i¢in bulunan altbolmeleme

algoritmasinin sSonucu olarak ilk kez Onerilmigtir. Bu

yontem, eBrisel yiizeyler iizerindeki 151K odaklanmalarini

" 'highlight" ve yansimalari da kapsayacak sekilde Blinn ve

Newell tarafindan genisletilmistir, Pliriizsiiz yiizeylere doku

eklenmesnin, temeli bir izdiisiirme olayi oldugundan, islem
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bir koordinat sisteminden digerine olan bir transformasyona

indirgenir. Eger ayrinti, doku uzayinda bir ortogonal

koordinat sisteminde (u,w) ile tanimlanmir, ve yiizey de

ikinci  bir ortagonal koordinat sisteminde (6,9) ile

tanimlanirsa, bu yiizeye doku eklenmesi iki uzay arasindaki

izdiisirme islevinin belirlenmesiyle olur. Yani,

0=t (u,w) 3 g=g(u,w) 6.1
veya

u=r(0,9) ; w=s(6,8) 6.2

Kolaylik saglamasi ac¢isindan zorunlu olmamakla beraber,

izdistirme islevinin dogrusal oldugu kabul edilebilir. Bu

durumda,
8=Au+B =Cw+D 6.3

dir. Buradaki A,B,C,D sabitleri, iki koordinat sistemindeki

bilinen noktalar arasindaki iliskiden elde edilir. Bir

ornekle bu tekniZi incelemek ig¢in. Sekil 6.2 (a) da

gbsterilen doku, sekil 6.2 (b)'de temsil edilen kiire yiizeyi

par¢asina jzdisiirelim, Gorildiugu gibi doku kesigen

dogrularin olusturdugu iki boyutlu basit bir aZdir. Kiire

parc¢asinin parametrik godsterimi asagidaki big¢imde

verilebilir.

x=sinbBsing

0s 8 sm/2
y=cos®

z=cosfsing m/4s @ smw/2

Dogrusal doniisiim fonksiyonu se¢ilir ve dokunua dort

kogsesinin, yiizey parcasinin Kkoselerine izdiistuigi farz
edildiginde,



9=0, o=n/2

6=ﬂ/2, P=n/2

9=0, P=n/4

8=n/2, @=n/4

sonucu elde edilir.

A=T/2, B=0,

iken u=0, W=

iken u=1, =0

iken u=0, =1

iken u=1, w=1

Bu sonuca gore,

C==n/4, D=m/2

bulunur. Doku uzayindan {(u,w), cisim uzayina (6,8) yapilan

dogrusal izdisim islevini yazarsak,

dir. Cisim wuzayindan (u,w) doku uzayina (6,8) olan ters

izdiisirme fonksiyonu,

/2

olur. Ayni sekilde

yaparasak,
up=0, wL=0
up=0, Wp=1
up=1, wy=0

szl N Wb= 1

m/2-9

/4

bir Bezier ylizey parcasi ig¢in donisim

iken u=0, w=
iken u=0, w=1
iken u=1, w=
iken  u=l, w=1
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(a)

(c)

Sekil 6.2 Kiireye Karesel AZin Izdiisimi

olur. Yine doku uzayindan cisim uzayina izdiisim islevini

yazarsak

ub=u 3 Wb=W

Ters izdigim tonksiyonu ise

u=uy ; w=wp

olur,

Sekil 6.2 (a) ve 6.3 (a) da verilen doku temsilleri

basit birer matematiksel gosterimdir. Gosterimlerde verilen

her iki ylizey parcalarina ve dokulara iliskin dogrusal

izdiigim iselevlerinin ifadeleri tanmimlanmigtir.
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b W

(a)

(c)

Sekil 6.3 Bir Bezier Yiizeyine, Karesel ABin izdiisiimi

6.4 Doku izdiigiimleri ve Antialiasing

Bir yiizey tizerindeki doku deseninin goriintilenmesi doku

uzayindan c¢isim uzayina olan transtormasyondan bagka cisim

uzayindan  goOrintid wuzayina izdisiimi gerektirir, Burada

gorinti wuzayinin bir ekran oldugu diistiniiliirse, karsimiza

birbirinden az farkli iki yontem ¢ikmaktadir.

Birincisi Catmull'un altparcalara bdlme yontemine

davanir. Bu yontem, ele alinan bir yiizey par¢asinin

bbiﬁnmesi ile elde edilen herbir altparcanin, bir pixel

tarafindan ortiilmesine kadar altparc¢alara boliinmesine

dayanir. Boylece elde edilen cismin en Kkigik yiizey

par¢a51n1n ifade ettigi ayrintinin, ekran ayrintisindan
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daha kiigtik olmasi saglanir ve altparg¢alara bolme
algoritmasindan dogacak ayrinti  kaviplari minimuma
indirilmis olur.

ikinci yontemde, goriintii uzayindaki pikselin, cisim
uzayindaki  izdiistimi belirlenir. Daha sonra cisim uzayindan

doku uzayina olan geg¢is iliskisi Kkullanilarak, altparcanin

merkezinin parametrik degeri veya pixel merkezinin doku

uzayina izdiisuriillmesi ile elde edilen noktadaki doku deseni,
0 pixelin parlakligini belirlemekte kullanilair {Rogers
1485).

Catmull'un da belirttigi gibi, bu nokta Ornekleme
teknigi bazi antialiasing etkilerine yol ac¢maktadir, Bu
teknigin 1limliliZini saglamak i¢in Catmull, doku desenini
yliizey vyamasiyla birlikte altparcalara boler. Boylece bir
>a1tyaman1n yalniz bir piksel tarafindan Ortilmesi ile,

ilgilenen doku altyamasinin merkezindeki parlakliginin

ortalamasini, piksel parlakligini belirlemede kullanir.

Burada doku altyamasi dikdortgen olmayabilir. Bu durumda

doku deseni rasterlanarak, doku altyamasinin merkezinin

parlakiiga, o altyamadaki doku piksellerinin

parlakliklarinin aZirlikli ortalamasi alinarak belirlenir.

Sekil 6.4 Doku Uzayindaki Goriinti Pikseli

AZ1l1k  islevi, altyamanin 3i¢indeki doku piksellerinin

alanina, bu yamanin toplam alaninin oranidir.
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Kavramsal olarak Catmull altparcalara bolme algoritmasi

cisim uzayindaki yiizey yamasl ile baslayan ve biri goriinti

digeri doku uzayinda olmak iizere iki yoOnde vyapilan bir

doniisiim  islemidir. Burada, yeknesak yansimadaki parlaklik

degeri, goOriinti uzayindaki bir pikselin parlakliginin ve

altpargalara boliinmils doku uzaylndaki piksellerin

parlaliklarinin ortalamasi alinarak belirleniyr. Ortaya ¢ikan

antialiasing etkilerini gidermek di¢in Blinn, Newell, ve Crow

tarafindan onerilen 2X2 1lik piramitsel antialiasing {tablo

6-1) filitresi ile birlikte, yukaridaki doku tiretim teknigi

kullanimistir.
1 2 3 4 3 2 1
2 4 6 8 6 4 2
121 3 6 9 129 & 3
242 4 8 1216 12 8 4
121 3 6 9 129 6 3
2 4 b 8 6 4 2

1 2 3 4 3 2 1

Tablo 6.1 Piramitsel Antiaiasing Azaltici

Daha once incelenen teknikler, doku desenlerini

pliriizsiiz yiizeylere eklemek i¢in kullanilmistir. Bu durumda

elde edilen dokulu viizeyler pliriizsiiz goziikiir. Bundan dolaya

yiizeye her zaman istenen dogal goOrinim Kkazandirilamamigtir,

Ornegin bir tas parg¢asinl ele alalin. Tas  pagasinin

yiizeyindeki her noktasi, degisik parlaklik degerlerine sahip

oldugu ic¢in, yiizeyi piliriizlii gozikkmektedir. Iste bu noktadan

hareketle, bir yizeye plirtizld bir goriinum Xkazandirabilmek

ig¢in, onceleri pirizlii. doku desenleri sayilsala

doniigtiirtilerek elde edilen dokular yiizeylere

izdigurilmistir. Bu durumda elde edilen sonuglar istenen
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pirtiizli goOriiniimi verememistir. Ciinkii yontemin uygulanmasi

ile, Gzellikle parlaklifin yiksek oldugu bdlgelerde  yiizeyin

pirtizliligi tamamen yok olmustur., Oysa gercek bir piiriizli

yizeyde parlakligin yﬁksek oldugu bdlgelerde de disiik

parlaklakli noktalar bulunabilmektedir, Kisaca bu girisim

piiriizsiiz bir yilizey iizerine, bovalanmis piirtizli doku desenli

yizey hissini vermigtir, Burada yatan asil neden, gercek

piriizli  dokulu ylzeylerin, vyiizey normallerinin  kendi

doZrultusuna yakin dogrultuda kiiciik bir rasgele bilesgene

sahip olmasi ve bundan 151k yansitma dogrultusununda

dogrudan etkilemmesidir.

Il1k olarak Blinn bunun farkina vardi ve yiizey normalini

alt-iist eden bir ydntem gelistirdi. BoOylece elde ettigi
sonuglar puriizli~-dokulu yvizey goriniimi yanilgisinl
vermistir. Q{u,w) ile belirtilen vyiizeyin iizerindeki
her hangi bir noktada u,w parametreleri yoniindeki kismi

tiurevleri yani Q, ve Qy, 0 noktada yiizey teget diizleminde

kalir. Q, ve Qy nin vektorel c¢arpiml o noKtadaki yiizey n

normalini tanimlar,
n=Q, 8 Q, 6.4

Blinn, P(u,w) altiist etme islevini, islenen yiizeyin

normali dogrultusunda vyiizeye ekleyerek piiriizli bir doku

gorintisii hissini veren yeni bir ylizey tanimlamistir., Bu

yizden, Q(u,w) yeni vyiizeyin iizerindeki her hangi bir nokta

i¢in konum vektori,

-

n

oy —r —

Q' (u,w)= Q(u,w)+P{u,w) . 6.5

|7

diir, Alttist edilmis yiizeyin normal vektorii ise,

- e -

n'f Qy 9 Qy ’ 6.6
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olur. Q, ve Qy nin kismi tirevleri,

- - im n — I
. _ R .
Q u=Qu+Pu ’PI b.7
| [?] tu
Y .
Q" ¢=Qu*+Py +P | 6.8
| | lw
olur. Burada P ¢ok kiigiik oldugundan, son terim gdzardi
edilebilir. boylece,
L — L n
’ _ )
Q u—Qu+Pu 6.9
||
¢
Q =0y +Py 6.10

|8

olusur, 6.9 ve. . 6.10 bagintilarindan yeni olusturulan yiizeyin
normali 6.1'de verilmistir, Birinci terim n'yi ,ikinci vwve
u¢linci yeni yizeyin normalini ve son terim de n 0 n

oldugundan sifirdir, 6,12 'de elde edilen son iki terim
yiizey normali iizerine ve dolayisiyla da, birim uzunluga
Olcekleme vyaptiktan sonra, aydinlatma modeli iizerinde de
altist etme

Pu(n ® Q) Pu(Qy B n)

-y  etls -l

n =Q, 0 Q,*+ +
2] n]
P Pu(n @ n)
+ 6.11




bd

-— it =i — i —

— — Puln@Qy Py{Qy 8 n)

n. =n+ + 6.12

|2 |2

yontenminin etkisini gosterir.
Tirevi tanimlanabilen her hangi bir islev, doku altiist
etme islevi P olarak sec¢ilebilir, Blind, basit matematiksel

tanimla verilen 1zgara desenini, karakter bit izdﬁsﬁmlerini,

Z~bellek desenlerini, ve vrasgele elle ¢izilmisg doku

desenlerini kullandi. Daha sonra T.Van Hook, u,w
parametreleriyle belirlenen Bikibik viizey parc¢asina
uygulayarak vyontemin gercek¢iligini incelemistir.

Sonugta pirizlii doku etkisinin, cismin Olcek
degisimleri dile degistigi gozlenmistir. OrneZin cismin
boyutu 2 faktori ile Olceklendiginde, normal vektoOriiniin
altist edilmesi valniz 2 faktoriiyle oOlc¢eklendigi halde,
noymal vektoriinin genligi & faktori ile Olceklenir. Bu
durum, cismin boyutunun artmasiyla, doku etkisinin
plirtizsiizlestigini gostermigtir., DiZer tarattan, perspektit
uzayda cismin gtzlemciye dogru veya gozlemciden digsari dodru
hareketinden kaynaklanan ©lg¢ek degisimleri doku ﬁlcegine
etki etmez,

Altiist etme ydntemiyle elde edilen dokunun izdiisumiinin

sonuclari da antialiasing etkisi gostermistir. Burada vyine,

doku alaninin ortalamasini almak veya onfilitrelemeli

antialiasing teknikleri kullanilarak, sonug¢ta elde edilen
plirtizlid doku  etkisinin  diizgiinlestigi veya azaldigi
gorilmeltedir., Blinn, uygun bir antialiasing tekniZi ic¢in,
gorintuyl, ekran ayrintisindan daha yiksek bir ayrintida

hesaplamistir. Daha sonra yiksek ayrintili goriintiilerden

diisik ayrintida gosterilecek goriintiiler elde edilmigtir.

Diigiik ayraintili goriintiller, yiuksek ayrintili gorintilere,

sonradan filitrelene veva ortalama alma tekniginin
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uygulanmasi sonucunda elde edilir.

Yukarida deginilen nedenlerden dolayl piliriizli doku

iretebilmek i¢in, son zamanlarda traktal doku iretimi

tekniginden yararlanma yoluna gidilmistir.



7 FRAKTAL GECMETRI1

7.1 Girisg

Onceki bolimlerde, fraktal olmayan dokularin, iiretim
tekniklerine ve iiretilen doku desenlerinin, tfraktal olmayan
her hangi bir cismin yluzeyine izdisiriilmesi islemine
deginilmigti. Sonugta fraktal olmayan desenlerin, cisme her

zaman 1istenen dogal goriinim Kkazandiramadigi  gorilmistiir,

Bilindigi gibi dogadaki, daglar, taslar, bulutlar ve benzeri

bir ¢ok cisim, kairilmis, diizensiz ve sonsuz ayrinti igeren

gorinime veya vyaplya -sahiptirler. Bu tiixr cisimlerin
matematiksel olarak incelenenip incelenemeyecegi,
insanoglunu her zaman meskul etmistir. Matematik¢ilerin ve
fizikeilerin ¢alismalarl sonucu, bu tir dogal oclaylarin ve
goriunimlerin matematiksel olarak incelenebilecegi

anlasilmistir.

Yetmisli yillarin basinda, bu konuya en c¢ok emek veren

kisilerden . biri olan Mandelbrot, "Fraktal'  (fractal)
kavraminl ortaya atmigtir. Fraktal kavrami veya soOzciiZi, o
yillarda bilimsel ve sanatsal ortamlarda en ¢ok Kkonusulan,
diisiiniillen, wve tartisilan konu olma Gzelliginin vyanit saira,
¢ok genis uygulama alanlarida bulmustur,

Kavramin getirdiZi vyeni diisiinceye gdre, basit bir
fraktal cisim, Euclidean geometri yardimiyla tanimlanamaz,
tfakat fraktal geometri yardimiyla tanimlanabilir. Geometriye
getirdigi diger kavramlardan biri de "Ortiinme boyutu''dur
{fractional dimension). Bu boyut Kkavramina gore, bir
fraktal cismin Ortiinme boyutu, topolojik boyutundan buyik
olan bir gercel sayi ile ifade edilir. Ayni diisiince noktasal
ve hacimsel cisimler icin de gecerlidir, gunkﬁ fraktal

cisim "Kirilmis" (fractional) boyutludur. Dogadaki bir ¢ok

cisim ve olay, Mandelbrot tarafindan kurulmus olan fraktal

N



67

geometri vardimiyla analiz edilebilir duruma gelmistir.

Diger taraftan fraktal kavraminin ilgilendigi konularin
icinde yer alan rasgele siiregler ¢ok degisik bilimsel
alanlarda karsimiza ¢lkmaktadir. Bu tiir bilimsel
uygulamalarda, zaman degiskenin vyeri ve Onemi biiyiktiir.
Ornegin, bir iletisim sistemindeki giiriilti analizinde,
degiskeni zaman olan rasgele sinyaller {(burst giriiltiisii) soz
konusudur. Diger ornekler arasinda, havadaki toz

yvig&inlarinin, bulutlarin ve benzeri sistemlerin ortamdaki

haraketlerinin ve daZilimlarinin zaman sireci icinde, 1is1,
riizgar, nem, ve benzeri gevre etkileri de gtz oOniine alinarak
modellenmesi, ¢arpicl Ornekler arasinda sayilabilir. Ayri
bir uygulama alini olarak da, ekonomik tahminler
diisiiniilebilir.

Bu Orneklerde, zaman rasgele siire¢lerin incelenmesinde
onemli bir degisken olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Burada
zamanin getirdigi onemli bir o0zellik, doZal bir akis yoOniine
sahip olmasidir. Bu akis yonud ge¢mis, simdiki ve gelecek
zaman olarak bilinmektedir. DiZer bir vardimcl unsur ise,
degiskeni zaman olan olaylarain, ge¢misten izler
tasivabilecegi fakat gelecekten tagliyamayacaginin
(nedensellik ilkesi) benimsenmesidir., Iste bu gibi kolaylik
saglayan veya olayin kKarmasikliZini indirgeyen unsuralardan
da yararlanarak, basit tekrarlamalardan olusan fraktal model

kurulur.

Fraktal kavraminin getirdigi - diisiinme kolayligi

olaylarin temelden, basitten kavranarak biitiine ulagilmasi

fikrinden kaynaklanmaktadir. Buna ¢arpici bir O6rnek havadaki
bulut verilebilir. Bilindizi gibi bulut; su, azot, oksijen
ve diger molekiillerin belirli oranlarda  karisimindan

olusmaktadir. Burada bulutun parlakliZini belirleyen, bu

karisim orani ve ¢evre etkileri ile buluta kazandirilan

sekil olmaktadir. Uygun bir gsekilde c¢evre etkilerini ve

diZer unsurlari dikkate alan bir model, bulutun harektini ve

pariakllglnl belirlememizi saglayacaktir.
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Diger taraftan istatiksel sonuc¢lar kullanilarak tfraktal

cisim veya doku lretimi yapilabilmektedir. Uretilen veya

incelenen istatiktel Gzellikleri belli fraktal -cisimlerin,

ortinme boyutunun ve lakunaritisinin hesaplanmasi

sonucunda, cisimlerin otomatik olarak taninmasi

gerceklestirilmistir, Bu yontemle, dogadaki c¢ogu dpkular

veya yapllar kolayca tanimlanabilir ve taninabilir olmustur.
7.2 Ortiinme Boyutu

Fraktal olmayan dogrularin veya e8rilerin, bilinen iki

noktasi arasindaki uzunlugu, kKesin olarak belirlenebilir.

Oysa bir fraktal egrinin iki nokta arasindaki uzunlugu, hig¢

bir =zaman kesin olarak belirlenemez., Ayna diisiinceden

hareketle, matematiksel olarak diisiiniilebilen her hangi bir

fraktal olmayan cismin ylizey alaninin veya haciminin kesin

olarak Dbelirlenebilmesine ragmen, fraktal cisimlerin viizey

alanlari veya hacimleri hakkinda kesin bir sey sOylenemez.

Gunkd bir fraktal egri veya cisim her noktasinda sonsuz

ayrintiya sahiptir.

Gercekten bir fraktal egriye veya cisme tepeden
yaklastigimizda (zoom vaptigimizda), gorebiliriz ki ayrinti
degisecek ve daha da artacaktir. Bu durum, cisme ne Kkadar

vaklasirsak yaklasalim, fraktal cisimler ic¢in her zaman en

biiyiik Ozelliklerden biri olacaktir. Ornek olarak bir daga

diisiinelim (sekil 7.1). DaBa yaklastik¢a, ilk olarak dagin

kenari ve biyiik tas parcalari goziikecek, daha sonra kayalar,

agac¢lar, ¢ayirlar ve daha da yaklasinca otlar ve toprak
goriilecektir. Yani, her bir yeni adimda, dégisik, karmaslk
ve 1lgin¢ manzaralar ortaya ¢ikmaktadir. Fraktal egriler,
cisimler veya manzaralar iki-boyutlu uzayda verilirse,
ortiinme boyutunun, 1 ile 2 arasinda, lig~boyutlu uzayda

verilirse, 1 ile 3 arasinda degistigi gzdriilmektedir.,

Bir ¢imin fraktal olup olmadiginin belirlenmesini

saglayan faktorlerin en oOnemlisi, Ortiinme boyutu veya
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farktal boyut kavramidir. Bu kavrama gore, fraktal cisim,

ortiinme boyutu topolojik boyutundan daha bﬁyﬁk olan
cisimlerdir.

Ortiinme boyutuna ge¢meden once Kisaca Dy topolojik

boyuta deZinelim. Kavrama gore, bir noktanin topolojik

boyutu O, kalinligi olmayan bir egrinin 1, hacmi

sifir olan her hangi bir yiizeyin 2, bir hacemi dolduran

cismin ise 3 olduZu diisiiniilebilir.

AN

Sekil 7.1 Fraktal Dag

Ortiinme boyutu, ¢esitli bi¢imlerde tanimlanabilir. Bu

tanimlama, surekli fraktaller i¢in siirekli uzayda, ayrisik
fraktaller ig¢in de ayrigsik uzayda yapillabilir. Bunlardan
stirekli wuzayda yapilacak olan tanimlamanin anlasilmasi

oldukga Zzor ve yorucudur. Anlasilmasinin daha  Kkolay

olmasindan dolayi, oOrtilnme boyutunun tanimi ayrigsik uzayda
verilecektir.

Tanim di¢in n-boyutlu bir uzayda, topolojik boyutu Dy
olan bir fraktal cisim diislinelim. Burada n ve Dy negatif
olmayan tam sayilardir. Cismin, silirekli uzayda veya ayrisik
uzayda, ayrisik noktalardan olusmus diizgin bir dikdﬁ;tgensel
kates izerinde bulundugunu diisiinelin, Cismin bu uzayda

kapladigi noktalarin degerine 1, ag¢ikta kalan noktalarin

degerine 0 verelim. Aynl zamanda, elimizde ayni1i uzayda

Olcin yapmakta kullanilacak birim hiicreler olsun, Buna gore
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iki-boyutlu uzayda, de@isik N uzunluklu igcin NXN boyunda
kareler alinsin, Elimizdeki bu kareleri kullanarak cismin
Ortiinme boyutunu olg¢tiigiimiizde, cismin alani birim hiicrelerin

sayisina bagli olarak bulunur. Bu durumda, cismi hig¢ ag¢ikta
kalmayacak sSekilde orten en az sayidaki hiicre sayisi sonug

olarak alinacaktir, DiZer bir olasilik da, orten hiicreler,
cismin tiimiinii 6rtebildiZi gibi birazda tasabilirler., oOlg¢me
islemi, deZisik NXN boyundaki hiicreler ile yapildiginda
her hiicre i¢in degisik sayisal sonu¢lar elde edilecektir. Bu

sonuclar L(N) ile temsil edilirse,

L(N)

oranli belirlenebilir. Burada D, ele alinan fraktal cismin
Ortiinme boyutudur ve Dp< D <n arasinda degigen bir gercgel
sayadir,

Her N igin 7.1'de verilen iliskinin saglanmasi gerekir,
fakat bu dideal durumda gecerlidir. Gercekte ise 7.1
bagintisi N'nin genis degisim araliginda gecerli ise, ele

alinan cisim o degisim araliginda “fraktal''dir denir
{(James,Susan,Richard 1Y89).

LogN = -Log L(N) 7.2

D =-LogL{N)/logN=LogL(N)/[Log(1/N}]

buradan,

log L(N)

log(1/N)
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Ln L(N)
D = 7.4
Ln(1/N)
(a) (v) (c) (d)

Sekil 7.2 Fraktal Cisim Modeli

Sekil 7.2 (a), (b),(c) ve (d) de verilen fraktal

modelin her bir adimdaki ortiinme boyutunu ayri ayri bulalim.,
Ilk olarak, ele alinan dogru parcasi 1/3 faktori ile
Olceklenerek, dort ayri nokta ile ifade edilebilen, ii¢ adet
egit wuzunluktaki altparcaya indirgenmistir. Daha sonra
beginci bir noktanin eklenmesi ile fraktal model

olusturulmustur. Bu yeni olusan durumda, modelin dort esgit

uzunluktaki altpargalardan olugtugu goOriilebilir. Yontem,
desenin dig¢erdifi her bir altparc¢aya aynen uygulanarak yeni

altparcalar elde edilnistir. Tekrararlamalara devan
edilerek, istenilen ayrintida fraktal egri iiretilir.
Uretime iliskin adimlar gekil 7.2 (a), (b), (c), ve (d) de
gosterilmigtir. Buna gore (b), (c), ve (d) di¢in Ortiinme
boyutlarani ayri ayri hesaplarsak, ilk durumda L(N)= 4 ve
N=1/3 oldugundan D=1.2619 bulunur., ikinci durumda L(N)=16,
N=1/9 ve yine D=1.261Y9 olur. Son durum igin 1{N)=64 ve
N=1/27 oldugundan, D=1,2619 olacaktir.
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Diger tarafttan, fraktal olmayan motifler

kullanildiginda iiretilen cisimlerin fraktal olmavacagi

kolayca gorilebilir. Ornegin, motif olarak bir dogru

par¢asy se¢ilsin ve bu doZru par¢asi, sekil 7.3 (a)'da

(a) ()
sekil 7.3 Fraktal Olmayan Modeller

L(N)=4, N=1/4 ve D=1 olmaktadir. Yine bir viizey parc¢asini
(sekil 7.3 (b)) esit kareciklere bolersek L{N)=16, N=1/4 ve

D=2 oldugu goriilecektir. Goriildiizi gibi uzunlukta, alanda

veya hacimde, belirlenen ydntemin uygulanmasi Sonucunda bir

degisme olmuyorsa, iiretilen cisim fraktal olmamaktadir.
7.3 En Basit Fraktal Cisim, Cantor Tozu

Ortiinme boyutu 0 ile 1 arasinda olan cisimlere Cantor

tozu 'denir. Cantor tozunun, dogrusal olmayan doniigiimle

tiretilmesine basit bir Ornek, triadic Cantor  tozu

verilebilir. Bu liretilen cisim fraktaldir ve iiretim orani

37 dar.
Fraktal cisimlerin en bilyik 6zelliklerinden biri olan
kendine-benzerlik (self-smilarity)} burada canlidir, takat

yveterince Kkesin olarak C Cantor Kkimesini belirlemez.
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Cantor kiimesi agagidaki dogrusal olmayan V doniigimi altinda

degismezdir.

- - > - LA d -~ - -

e oo oe o *e s e oo

D=log2/log[1/1(/3)]1=0.6309

gekil 7.4 Triadic Cantor Tozu {(barli yapi)

X

>t‘(x)={1/2-|x-1/2‘}/r 7.5

Basit  tekrarlamalar i¢in baglangi¢ deZeri  olarak

se¢ilen x, gercel eksen lizerinde yayilirsa, sonug¢larin x=-«

indirgendigi goriiliir ( yapilan basit tekrarlama sayisi n ile
temsil edilmektedir). Burada X, noktalari ile x=0, x=3/4
noktalari da C'nin i¢inde bulunmaktadir. C'nin
degigmezliZinin bir OrneZi, x,<0 se¢ildifinde, yapilan
tekrarlamalarin sonu¢larinin =« a yakinsamasidir, Xg>1
durumunda k21 igin Xp<0 olduBundan ilk adimda direk
yakinsama  gOriiliir. EZer baglangi¢ noktasi 1/3<x,<2/3
arasinda ise ilk iki adimda k22 ig¢in x; >0 fakat xu<0
olmaktadir, EBer baglangi¢ noktalari 1/Y<x,<2/9 veya
7/9<x0<8/9 araliZinda ise yakinsama ili¢ adimda gerc¢eklesgir.
Buradan C'nin biitin noktalarinin =2 a  yakinsamadiZi
goriilebilir (Mandelbrot 1983).

En bilyiik ayrintinin sinirsizli2i sonucunda, L(N)=2 ve
N=0-1/2 arasinda degigirken uygun egri yapisina sahip,. £(x)
yardimi ile her hangi bir Cantor tozu elde edilebilir.

Yukaraidaki Yonteme ragmen, Canfor tozu igin gerc¢el eksende
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¢izilmis wuygun bir karsilastirma ol¢iiti yoktur, Bunun

nedenlerinden biri de, dogrusal olmayan £(x), € 'nin sonlu

degeri i¢in temsil edilebilmektedir. Oysa dogrusal bir

islevde, temsil edilme genellikle Q=00 i¢in

gergellestirildiginde, islevin karakteristik ozelligi

acikea goriilebilmekte, sonlu bir & icin yapay bir durum
ortaya ¢ikmaktadir. @ {(outer cutotft) ve € veya N (dinner

cutoff) sSirasiyla en biyik ve en kiigik ayrinti olarak
bilinmektedir.

Cantor kiimesinin ¢ok zayitf bir kiime olmasindan dolayi

£(x) 'in  tekrarlanmasinin goriiniime etkisi, noktalar

arasindaki farktan yararlanarak ¢ok kesin olarak heniiz

anlasilamamistir.

7.4 Fraktal Cisim Modelleme

Fraktaller, Ortiinme boyutu 1 ile 4 arasinda olan ve lg-

boyutta gozlenebilen bir cisim gibi diisiiniilebilir. Fraktal

egri, yuzey, ve hacim lretimi traktal c¢isim uretimi olarak

tanimlanabilir., Se¢ilen taslak Uzerindeki nokta veya

noktalar, her tekrarlama adiminda uygun sekilde transform

edilerek fraktal cisim iiretilir. Ayni sekilde belirlenen

fraktal motifler de uygun sSekilde transtform edilerek fraktal
cisimler iretilebilir.

Transtormasyon islevi egri boyunca veya cisim ilizerinde,
her bir adimda rasgele veya diizenli degisimier olusturarak,
idretilen modele deZisik big¢imler kazandirabilir. Bu #retim
yontenmi, bazen "Koch egri™ - iretim teknigi olarak
adlandiriliy (Mandelbrot 1983), Bu tiir iiretim teknifinden
biri olan diizenli tekrarlamalara iliskin modeller ve
sonuglarl sekil 7.5,7.6 de verilmisgtir.

Diger Ornekler arasinda nehirler, deniz Kkayilari ve

benzeri yapilar verilebilir. Bu yapilarin, istatiksel olarak

kendine-benzerlik 0zelligi tagidiklara gorilmistiir,
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Istatiksel Ozellikleride g6z Oniine alinarak, bu tir
goriinimler, Koch modelleri kullanilarak degisik Ortinme
boyutuna sahip egriler iiretilmistir (sekil 7.6). Sekillerden

goriilecegi gibi, oOrtinme boyutunun Kurulan yapi (Kkivrimli)

izerinde biiyiik etkiéi olmaktadir.

$ekil 7.5 Fraktal Nehir ve Kiyi

Burada uretilen cismin ayrintisi, tekrarlama saylsina

ve goruntunun sergilenecegi ekranin ozelliZine baglidir.

Cismin ayrintisinin, ekran ayrintl seviyesine ulasmasi,

Po=t(Xg,¥q) baslangig noktasina bagla olarak, i

transtormasyon islevinin her tekrarinda, yeni ayrintilarin

elde edilmesi sonucunda saglanacaktir (Newman 1979).

7.5 Markov Rasgele Siireclerinin Fraktal Modeli

Rasgele surecler uzun zamandir bilim adamlarinin meskul
olduklari konular arasinda yer almaktadir. Onemli Grnekler
arasinda  haberlesme sistemindeki giiriilti ve ekonomik

sistemler sayilabilir.

Bu ve benzeri vrasgele siireglerin incelenmesinde,

Markov'un rasgele siirecler taniminin kullanilmasi, olayi
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basite dindirgeyerek yeni kolayliklar saglamistir. Markov

siirecinin en ©nemli 6zelliklerinden biri, simdiki durumu

verilmis bir siirecin gelecekteki davraniginin istatiksel

6zelliklerini bilmek ig¢in, geg¢misteki durumunu bilmeye gerek

duyulmamasidir. Bu durum olaylarin daha basit distatiksel

modeller ile ifade edilmesini saglamistir. Kavraminin

temelini olusturan komguluk tanimidir, Tanima gore, herhangi

bir uzayda dagilmis i vektdrel noktalarinin olusturdugu Kiime
N olsun, her i noktasi i¢in i€nj olduBunda nj€EN gerceklessin

ve 7.6 0zelligini saglasin.

i€ny <=—=> i€ny 7.6

Bu durumda nj ye i'nin komsulugu denir.

Kavramin uygulanabilirliZi yerel olmayan kisitlamalarin

.azliligina ve komsuluk bdlgesinin geniglifine bazlidar.
Yontem, komsuluk bolgesinin genislemesi ile denetim

parametrilerinin ve islem miktarinin olduk¢a artmasina

neden oldugu i¢in her zaman istenen kolayligi saglayamaz.

Bu kosullar altinda Markov rasgele alaninin tanim

s0yle verilebilir. n-boyutlu wuzayda birbirinden  tarkli

vektdorel i noktalari ele alinsin, Bu i vektorel noktalarinin

olusturdugu kiime N olsun. N kiimesindeki her i noktasina

rasgele X(i) deZiskeni kKarsi diistiriilsiin, Boylece herhangi
bir i vektorel noktasindaki, X(i) dégiskeninin alabilecegi

X(j) deBerleri (jEN-{i}), 7.7 Kkosullu olasiligi ile ifade,
P(X(1)=x(1i)iX(]), j€ny) 7.7

edilsin. Bu ifade her i noktasi ic¢in kosulsuz gegerli ise bu

alana rasgele Markov alani denir. GOriildiilecegi gibi

noktanin istatiksel davrani$1n1 bilmek di¢in vyalnizeca
komsuluktaki durumu bilmek yeterlidir,

Noktalarin diizgiin bir ag iizerinde durdugu disiiniilerek
ikinci dereceden komsuluk temsili sekil 7.7 de verilmistir.
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Sekil 7.6

ikinci dereceden komsuluk taniminida goz Oniine alarak

Besag taratfindan onerilen baginti 7.8 ile verilen uyumlu bir

kosullu alasilik islevi kullanilmistir (7.8).

aT
e
P{X(i)=alX(j)=x(j), j€ny}= a,x(j)e{o,1} 7.8
1+eT
U
viuflw
t £
wiuwlv
Sekil 7.7

Kosullu olasilik ifadesindeki T, komsuluk Dbdlgesindeki
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Ozellikleri belirlemektedir.

Tog+B (t+L+uHD) +8 (VHVHIHW) +B ( tusiwrwt+tysuv+ut
Ftwhia It Htu+uv+VE ) N tuv+Tuv+tuws tuw) 7.9

t,t ,u,d,v,v,w,w €{0,1}

Yukaridaki ifadede ®«, O0O'larin sayisinin 1'lerin

sayisina orani ile belirlenen ve drtiinme boyutunu belirleyen
bilyiikliiklerden Dbiridir. B diisey ve yatay birikmeleri

belirleyen bir bilyiikliik, benzer gsekilde § kosegen uUzerindeki
yigrlmalary, &% L seklindekibirikmeleri, ve 1 ise 2X2'lik

birikme eZilimlerini temsil etmektedir {(Onural 1Y8Y).
Yukaridaki basit Markov modeli kullanmilarak ¢ok degisik

fraktal <doku g¢egitleri elde edilmektedir, Modelin
kullanildigi vyerler arasinda, mithendislikte ve fizikte

kristallesme ve Kkristal yiZinlari, maden daZilimlari,
goriintid isleﬁe goriintii tanima ve sehircilik, tipta bakteri
ve viriis kolonilerinin temsili ve doZada bitki Ortiisiiniin
incelenmesinde kullanilmaktadir,

Modelin pahallllgl komsuluk'bﬁlgesinin artmasina ve
yerel olmayan Kkisitlamalarin ¢okluguna baglidir, A$a81da

bu yontem kullanilarak elde edilen iki degisik doku bigimi
verilmistir (sekil 7.8).

S —

gekil 7,8



7.6 Fraktal Doku Tanimlama ve Kutulama

Dogal dokularin ayirt edilmesinde insanoZlunun
yetenegi belli oldugu halde, bu islemin otomatik olarak

gergeklestirilmesi oldukea karmasik olmaktadir. En iyi doku
tanimlama yaklasimlarl, goriintiiniin istatiksel ©Ozelliklerine

dayanan altparc¢alara bolunmesi ile gergeklegtirilmektedir.

‘Onceleri Ortinme bgyiitiiniin goriintiiniin taninmasinda
tnemli yardimcilardan biri olabilecegi diigiiniilmisgtiir, FPakat
goriilmigtirki, ayn1 oOrtiinme boyutuna sahip deg&isik bir ¢ok
manzaralar dogada bulunmaktadir. Bunun sonucu olarak
dokulari sainiflandirmak i¢in, oOrtiinme boyutu yalniz basina
yeterli olamamaktadir. Bundan dolayir degisik tanimlar
verilmistir. Bu yeni tanimlara gecmeden oOnce ortiinme
boyutunun hesaplanmasina iligkin degisik bir ka¢ ydntemini
inceleyelim.

N tane o boyutunda kendine-benzer kiimeden olusan bir A
kiimesi d¢in Ortiinme boyutu agagidaki gibi verilebilir.

{a=N),
1=N aD 7.10

R%'deki A kimesinin ortinme boyutunun hesaplanabilmesi i¢in,
A Kkiimesini Oorten [y, kenarli bir kutu diginiilsiin, bu

durumda traktal olan A kiimesinin en Kkii¢iik kendine-benzer

~D
kiimesi A'nin o kadar kilciilmisii olacagindan, A N=a tane

kendine-benzer alt kiimeden olusacaktir. Bu durum gz oOniine
alindiginda, A kiimesini Ortmek i¢in I'=ol,. . kemnarla,

1 rma.x
N([) == [ —— 1" 7.11
]
a r

N(I') tane benzer kiime olacaktir.
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Bu durumda Ortiinme boyutu, deZisik ' kenarli kutular

kﬁllanllarak, bos olmayan kutu sayisi N(I') ve kutu boyuna
bagll olarak bir ka¢ kez hesaplandiginda,

{Ln[(I)],-La[N() ]} 7.12

7-12 ifadesinin tanlmlhdlgl noktalarin kﬁmesinin,

dogruSallastlrllmls egimi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Diger taraftan Voss gﬁrﬁntﬁ uzayinda, oOrtiinme boyutunu

hesaplamak di¢in bir yontem Onermistir. Yonteme gdre A'nin

keytfi bir  noktasi civarinda merkezlenmis bir kutuda m

noktanin olmasi olasiligi p(m,I') olsun. Bu durumda I''nin her
hangi bir degeri i¢iun,

N
z p(m,I)=1 7.13

n=1

olacaktir. Burada N kutu icindeki miimkiin olabilen noktalarin

sayisidir. Eger P(m,[') dagilimi belirlemmis ise ele alinan
goriintilyii ortmek i¢cin gerekli beklenilen Kkutu sayisi,

N
N([)=Z (1/m)p(m,I) 7.14

n=1

(7.14) bagintisi ile belirlenebilir. Bu islemler, degisik T
boyutlu kutular gerceklendifinde, Ortiinme boyutu 7.12 ile
verilen dogrusallastirilmis deZisiminin egimi ile
belirlenmektedir,

Mandelbrot dgkulari ayirt edebilmek di¢in Lakunariti

kavramini ortaya atmistir. Lakunariti bir doku vyiizeyinin
ikinci dereceden istatistiklerini kéndine‘toplayan biiyiiklik

olmaktadir. Dokularin lakunariti degerleri, kutulama veya
dilimleme tekniklerinin yardimi ile hesaplaumaktadir. Bu
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yeni  doku tanima Dbiyikltigi ic¢in degisik tanimlamalar

verilmigtir. Bunlardan en kullanilisli olani Mandelbrot
taratindan 6nerileni 7.15% bagintisinda,

T=E[( 1 7.15

E(M)

verilmistir., Burada M fraktal kiimenin kiitlesidir, ve E(M)

ise beklenilen kiitledir. Bu tanimlama gergek kiitle ile

beklenilen kiitle arasindaki farkl Ol¢mektedir. Sonu¢ olarak,

ikinci-dereceden istatistik olan lakunariti, doku yo3un
oldugu zaman kiigiik, kaba oldugu zaman ise biiyiiktiir.

Diger bir lakunariti taniminida, Voss taratindan
yapilmigtir (7.16). (James, Susan 1989Y)

2N, . X
M (=M 1°
T= 7.16
2
[M(T)]
N
M(I')=Z mp(m,[) 7.17
n=1
N
M2 (F)=E mop(m,T) 7.18
n=1
Voss'un onerdigi tanim kutulanma yontemine

dayandiindan, yontemin uygulanmasi sonucunda elde edilen

istatiksel daZilim, lakunariti hesabi i¢in de kullanilir.

p(m,I') distatiksel doku ©6zelligi, fraktal cismin Kkiitle
dagilimina veya ekrandaki gri degerlerine baZli olarak

olusturulmaktadir.

Ortinme boyutu ve lakunariti degeri vhesaplanan ¢isin
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artik otomatik olarak tanimlanabilir olmustur. Bu yontem

kullanilarak, dogal manzaralar (agaclar topraklar ve
benzeri) kolaylikla Dbirbirinden ayirt edilerek, makina
yardimi ile tanimlanabilir olmugtur,

DiZer taraftan matematiksel olarak doZrusal olmayan
tekrarlamalar ile fraktal cisim olusturulabilecegi ve olusan
fraktallerin 0z~benzerlik (selt-similarity)
gosterebilecekleri bilinmektedir., Oz-benzerlik, bir
geometrik Ozelligin degigik dlg¢eklerde ayny kalmasi olarak
diisiinilebilir. Bu basit tekrarlamalarin sonug¢ta ¢ok karmagik
fraktal yapilari ortaya ¢ikarabilmesi, ve pek ¢ok fiziksel
yapinin fraktal oldugunun gozlenmesi, karmasik goziiken bir

‘¢ok olayin temelde bilinen basit tekrarlanir iligkiler

sonucu ortaya ¢ikabilecefi, anlamini vermistir.

Yeni kavram: . olan fraktal diigiincesi, getirdigi

ozelliklerden dolayi, ¢ok yaygin uygulama alani bulmusgtur.

Su anda biiyilkk ol¢tide siniflandirma amac¢li uygulamalarda ve

gozleme dayali bilimsel ¢alismalarda Kkullanilmaktadir. Bu
diisiincenin, gelecekte yeni analiz imkanlari saglamasi ile

¢ok biiyik Onem kazanacagl ve uygulamada onemli yer tutacagir
disiiniilmektedir,



8 KARMASIK SISTEMLERDE DINAMIK DAVRANIS

8.1 Giris

Basit dogrusal olmayan transformasyonlarin veya

izdigimlerin tekrarlanmalarinin, irete¢ gibi kullanilmasi

ile, fraktal cisimlerin tiretilebilecegi daha onceki

boliimde incelenmisti. Son zamanlarada biiydk emeklerin

harcandigl bu konunun gelismesinde, matematik¢ilerin oOnemli

yolleri ve vardimlari olmugtur. Konu, analitik (yvani seriye

agilabilen) ve tiirevi olan islevlerin veya tersi olmayan

dinamik sistemlerin, Riemann kiiresi 1iizerinde, siipriz ve

ilging sonuglarini sunmaktadir. Yine Quadradic

‘transtormasyonlarin, ve gerc¢el '"Fatou tozu'"nun fraktal

oldugu gozlenmistir. Bu kiimelerin ¢ogunun ayristirilabilir

kesin degismez olduklari ve fraktal o0zellik tasidiklara

goriilmistir., ¢Ciinki bu kiimeler hayali-kendine-benzerdirler.

Bazen hi¢ bir sekilde tilirevlenemeyen "jordan eBrilerinden",

Ortiinme boyutu 1 den biyuk olanlarinin da fraktal ozellik

tasidigi goriilmistir. Ilging¢ sonu¢larindan ve cazibesinden

dolayl konuya olan ilgi daha da artarak devam etmektedir.

Konunun  ilk urinleri, birinci dinya savasi sirasinda
Pierre Fatou (1878-1Y2Y) ve Gaston Julia (1893-1978)

taratindan verilmistir. Iki bilim adaml birbirlerinden ayri

olarak  bagladiktan sonra bir araya gelerek, birlikte

¢alismalarina devam etmislerdir. Bu galismalar genellikle
kutuplari disinda analitik olan '"meromorf islevler" iizerinde

olmustur. Bu bilim adamlari ¢ikardiklari sonu¢lari, dinamik

sistemlerin normal ailesine uygulamiglar ve bhazi siipriz

sonuglar elde etmislerdir. Yazdiklari makaleler, karmasik

analizde birer saheserdir. Ayni zamanda inli matematikg¢ilery

tarafindan da takdir edilmis olan bilginlerin teorilerinin

uygulamalarr ise ¢ok zordur.
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Daha ¢ok sezgisel olarak yapilan analizler sonucunda

sayisiz ilgin¢ sonuclar ortaya ¢ikmistir. Gegmiste
genellikle sezgi ile gelistirilen karmasik analiz,

giiniimiizde bilgisayarin getirdigi kolayliklar sayesinde . ¢ok
hizlir bir geligsme gostermistir.

8.2 Karmagik Dizlemde Dinamik

Karmasik  diizlemde  Karesel polinomlarin geometrik

ozelliklerini incelemek 1i¢in asagidaki basit formiilu ele

alabiliriz,
2
p(z)=z" +u 8.1

Bu formil 2 noktasi ile p(z)'yi belirlemektedir, Karsimiza

geometrik bir kural olarak ¢ikan P(z) polinomu gercel bir
islev olabilecegi gibi karmasik bir islev de olabilir,
Yukaridakine benzer matematiksel doniisiimler ve tanimlar
ile ilgilenen karmasik dinamigin fiziksel yoni ise,
zorlama, itme, ¢ekme ve Dbenzeri etkilerin altindaki,

sistemde meydana gelen fiziksel veya geometrik degigimleri,

zaman ig¢inde incelemesidir (Norton 1989). Bu duruma, Newton

yasasina gore hareketleri belirlenen gezegenlerin veya giines

sisteminin, bilinen kurallar kilmesine uygun olarak
modellenmesi Ornek verilebilir. Bu modellemeye gidre bugiinkii

yeri ve hizi bilinen gilineg sisteminin yarin hangi konumda

olacaglr ve hizinin ne olabilecegi  yaklasik olarak

belirlenebilir.
Benzer gekilde karmagik bir oransal iglev olan p(z),

karmagik diizlemdeki noktalarin hareketlerini belirleyen bir
kural olarak karsimiza g¢ikmaktadir. Buna gore eBer bir

nokta t=0 aninda 2z, da bulunuyorsa t=1 aminda 2;=f(z,) da |,

t=2 aninda 2zy=f(zy;) de ve , v.s. konumunda olacaktir.

incelenen ifadeler, her hangi bir tiziksel olay veya kuralin

sonucu olmadigindan, hesaplanan izdiigiimler veya degerler,
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fiziksel bir gerc¢egi yansitmamaktadir.

Bir dinamik sistemin ilgi alanina, bir zamandan gelecek
zamana ge¢iste olusan ve ag¢ik, kesin kurallari ile bilinen
olaylardan daha 2iyade uzun donemli olaylar girmektedir. .

Orengin; biz genellikle havanin bu giinkii durumundan c¢ok,

varin nasil olacaginin ihtimalini 68renmek isteriz. Yine

p(z) polinomunun iterasyonu sonucunda uzun donemli

etkilerini,limit etkilerini, veya kendisini anlamak isteriz.

zg noktasindan baglanarak p(z)'yi n kez
tekrarladigimizda clusan rn(z)'in hangi sonuglari
yansitabilecegini disinelim, Konunun anlagilabilir olmasi
a¢isindan, f(z)=z2 y1i z, baglangi¢ nokasina bagli olarak
segelim. 2z,=2 igin, fn(z)'nin sonsuza vyakinsadigl ¢ok
belirgin olarak goriilir. Benzer sekilde z,=1/2 oldugunda

tekrarlamanin sifira vakinsadigl gdrulecektir. Bu

tekrarlamalar, ¢ok sayida noktalar ile yapildiginda, merkezi

orijinde olan ve capir 1 olan dairenin ic¢indeki noktalarin

sifira, .disindaki noktalarinda sonsuza yakinsadigl ortaya

¢i1kar. Canlandirilan olay "cekici" (attraction) adini alar.
Tekrarlama dile sifira yaklasan noktalara sifir, sonsuza
yaklasanlara sonsuz cekicileri denir.

GekiciliZin karsitida 'puskiirtme" (repulsive) dir. Eger
fn(z)'nin 2,=1.01 baslangi¢ degeri ile ikinci adimda
z1=1.0201, {igiincdi adimda zy=1.406, ...., 1.08,.. deBerini
alir. Bu durumda 1'e yakin noktalara, piikiirtme noktalari
denir, ‘

Diger bir durumda ise, z,=0 ve 2z,=1 deBerleri igin
tekrarlamalarin  sabit kaidlgl goriiliir. Benzer  G§zellik
gosteren periyodik yodriingelerdeki noktalarin da, az sayida
tekrarlanmalarl sonucunda, baslangi¢ deZerlerine dondiikleri
goriilmistiir, Matematiksel ifadesi ise fn(zo)=zo seklindedir,
Tanimdan, sabit mnoktalarain periyodunun bir olduBu hemen
anlasilir, Gekicilik veya piiskirtiilmislikk, bir bakima

noktalarain periyodik yoriingeye gotiriilmesine veya

uzaklastirilmasina baglidir.
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Periyodlarin hesaplanmasi karmasik tireve

dayanmaktadir. Buna gore, sonug 1 den Kiiciik ise periyot
cekici, Dbiiyilk ise piiskiirtiilmis, esit dse durgun olarak
adlandirilir,

z, baglangi¢ noktasi k periyotlu bir nokta oldugunda,

periyodik yoriingenin tiirii,
n
Xz0=(R ) (20)) 8.2

8.2 bagintisi ile belirlenir. J),,'in deBerine bagli olarak
dort degisik sonu¢ karsimiza ¢ikar.

a. 0<lX|<1 i¢in g¢ekici ydrtinge,
b, A=0 ic¢in siiper g¢ekici,
c. |k]>l i¢in piiskiirtiilmis,

d. }Al=l i¢in durgun,

Bu sonuglardan hangi noktalarin cekici, hangilerinin
pliskiirtiilmiis periyotlu olduklari kolayca goriilebilir.

Cazip periyotlu noktalarin kiimesine caziplik havuzu

denir. Bu cazip noktalarin havuza akmasl aynen yeryiiziindeki

sularin gdllere veya denizlere akmasina benzer. 1Iste bu

havuzlarin bilgisayar ile hasaplanmasl sonucunda 1lging
dinamik davranis goriiniimleri sergilenmektedir.
8.3 Karmagik Tiirev

Tirev genellikle bir eZrinin egimi olarak disiiniilir.

Oysa tiirevin tamiminda bir limit durumu s&z kKonusudur.

p(z+h)-p(z)
lim 8.3

h—>0 h
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Burada z ve h karmagik sayilar olduklari ig¢in, p(z) de

karmasik deger alacaktir. Gergel polinomlarin tiirevleri igin

gecerli olan kurallar, karmasik fonksiyonlar ic¢in de aynen

gegerlidir. Buna gdre karmasik islevlerde tiirev,

n
az

-1
= anzn 8.4

dz

£°(z) ile temsil edilebilir.

8.4 Karesel Uretecler

Bu tiir kiimeler analitik islevler yadimiyla
belirlenebilir.
Ko 2
% >f (X)=Xx -y 8.5

x ve ¥ birer ger¢el sayilardir,

o 2 .
2 >f {(z)=z -u 8.6

z=x+jy ve U karmasik sayilardir. Genel olarak bu tiir

islevler,
zg+1 =R{zy) 8.7

seklinde ifade edilebilir. Tekrarlamalarda kullanilacak

baslangi¢ kosullara Xg Veya z, ile gosterilir. Kk Kkez
ofa

~

tekrarlanan transtormasyon f ve k kez tekralanan

trantormasyonun sonuglari xp , 2y ile gosterilmistir,

Dinamik sistemlerin taninmasinda Onemli roli olan

karesel igslevlerin, dinamik noktalar civarindaki
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gosterdikleri davraniglar, klasik analizlerde incelenmigtir

(Blanchard 1984).

Fatou ve Julia'nin klasik analiz c¢alismalaridan da

yararlanarak, analitik islevler teorisinde, belirli bolgede

dinamik sistemlerin normalitesinin siniflandirilmasi igin,

Mandelbrot ve Douady ve Hubbard onemli calismalar

yapmislardir. Yapilan incelemelerde, Montel teoreminin bazi

sonu¢larindan da vyaradanilmstir. Genellikle, yapilan

calismalar karesel ve polinomsal ifadelerin dinamigi

iizerinde yogunlasmistir (Mandelbrot 1983).
Mandelbrot ¢alismalarinda, sezgisel olarak Kkarmagik

analizi tarayarak elde ettii gergekleri, az 0z ¢izimleri ve

say1sliz sonuglarl sergilemistir. Ayrica ortaya ¢ikan

tiziksel gergeklere de, ayrintili bicimde vyer ayirmistir.

Her ftraktal iiretim tekniginde oldugu gibi yine sonuglar,

bilinen basit tekrarlarin uygulanmasl ile elde edilmistir.

Sekil 8.1 fraktal oOzellik gosteren, Mandelbrot  Kkimesi

verilmistir.

§ekil 8.1 Mandelbrot Kimesi

Diger bir Kkaresel iiretecte 8.8 de verilmistir.

X

>E(x)= Ax(1-x) 8.8



89

Kareleme islemi aslinda cebirsel bir islem olmasina ragmen,

geometrik yorumunda degismez ozellikler gdsteren Kiimeler
gozlenmektedir. Bu Gzellikler "kendinden-karelenmis" (self-

. 2
squared) adini almaktadir. Kareleme iglemi, x eksenindeki

noktalar tarafindan X eksenindeki noktalarin

tekrarlanmasidir. Bu kareleme isleminin, 8.} ve 8.2’(13 u=0
icin, bir dogru tzerinde x=w», x=0 ve x=1 degerlerine
yakinsadiklari goriiliir. w'niin sifirdan farkla degerler

almasi basit bir islem olmasina raZmen sonugta, bize

beklenmedik olasiliklar sunmaktadir.

Fatou A ‘'nin gergel eksende A\>4 ‘'de ‘uygun sartlari

sagland1rgin: Kabul ederek R iizerinde sinirlanmis kiimenin en

genis siniraini buldu. Bu kime £(x) altinda deBismez

kalmaktadir ve Cantor tozu ile benzerlikler gdstermektedir.

Karmasik diizlemde genis sinirli kendinden-karelenmis

(a) (b)
Jekil 8.2 Cantor ve Fatou Tazu
kiimeler, meveut )\'lar ic¢in bu kez gergel Fatou tozu adim

alirlar. §$ekil 8.2 {a)'da Cantor tozu (b)'de ise gergel

Fatou tozu verilmistir (Mandelbrot 1983).



8.5 Oransal Polinomlar ve izdiistimleri

Sterogratfik projeksiyon yapilarak, C ‘"karmasik kiime"

tizerindeki standart koordinat sistemini temsil etmek iizere,

w=t(2) ifadesi temsilci segilebilir. Oyleki, f islevi z=x+iy

degerinde w=utiv degerini almaktadir. Bu kosul altinda
analitik donilisiim asaBidaki gibi yazilabilir.

p(2z)
R(z)= —-— 8.9
q(z)

p(Z) ve q(z) birer Kkarmasik polinomlardir, ve ortak

garpanlari ' yoktur; Bu oransal islevlerin, bire | bir

karsiliklari ve analitik izdiigiimleri mevcuttur. Ayni zamanda -

oransal dislevlerin kutuplarinin izdiisiimleri E'nin icinde.

sonsuzda bulunmaktadir.

Burada C Karmasik diizlemin temsil ettiZi noktalarin
kiimesi olmak iizere, belirlenen uzayda C=C U {~} basit

birlesiminden olusan, analitik Riemann kiresidir.

€

2 A , 3 2 y 2
S ={(X1,X2,X3)€R ]xl "'}(22*}(3 =1} 8.10

dir. Ayni zamanda asagldaki analitik iligki mevcuttur,

R: C——>C

Oransal fonksiyonlarin izdiigiimleri ¢ok degisik
sekillerde yapllabilmesine ragmen, temel olanlardan biri

Rn dir. Rn, R'nin kendisi ile n kez katlanmasini gdsterir.
Diger bir deyigle R ‘nin n katli bileske fonksiyonu adinmi

alir.

R® =R(R(...R(2) )uree.)) SR OR O RO eveeo.R 8,11
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+
ifadenin diger bir gosterimi ise, Q (z,) seklindedir
ve ileri yoriinge adinl alir. Burada ileri ydringe 2z, degeri

ile basla?an asagrdaki tekrarli iglevi temsil eder.
‘2n41=R(2y) 8.12

Polinomlarin dinamik davranisini incelemede kulanilan

diger yardimci da Newton yontemidir.

t(z,)
zZq4 =2~ ———————— 8.13

f‘(zn)

Bu 1iki ydntem kullanilarak elde edilen izdiusiimler sonuc

kisminda verilmisgtir,

Dinamik sistem teorisinde, oransal islevler ©bize c¢ok

kullanisli sonu¢lar sunmaktadir, Fakat heniiz kesin ¢oOziim

yontemleri belirlenememis oludugundan, sonu¢lar, bilinen

karesel islevlere benzetilerek anlasilmaya c¢alisilmistir.

Dinamik sistemlerin taninmasinda onemli vyardimcilardan

biri de Mobius (M) transformasyonudur. Bu doniistim oransal

islevler 1ile karesel islevler arasinda iliski Kkurmamizi

saglar. Buna gore,

=
| ——————
=

(o]

>C
S

Sekil 8,3 Mobius Transfdrmasyonu

R wve S analitik sgekillendiricilerdir. R ve S, M taratindan

n n
sekilendirilirse R ve S de aynl sekilde M taratindan
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sekillendirilir.

R-M Lo S 0 M(z) 8.14

Mobius trantormasyonu "Bijective oransal izdiisim" R

tarafindan 1iiretilen ve cevaplanamayan problemlere, S ve M

islevleri yardiml ile ¢oziim bulmayi saglar.
Ornek : Herhangi ©bir karesel polinom olarak

e .

2 2
R(z)=az +2bz+d se¢ilsin. Benzer karesel polinom P(z)=z +c

olsun, ve sekillendirici olarak da M(z)=az+b alinirsa,

.

c=ad+b-bz oldugu asagidaki gibi gosterilebilir.

M_l oSo M(z)=M_l[(az+b)2 +c]

e

-1, 2 .2 2 .
=M 1(a.Z b +2abz+bz+c)

* . 2
(az b2+2abz+b +¢c)=b

= =R(z)

seklinde hesaplanir.

8.6 Dinamik Sistemlerde Degigmezlik

Dinamik sistemlerin uzun dénemli davranisinin, oOnemli

6zelliklerinden Dbiride "degZigmezlik'tir. Degigmezlik,
karmasik sayilar kiimesi olan S'ye, £ islevi uygulandiZinda
S=£(S) sonucu ile belirlenir. Ornegin; bir durgun nokta veya
periyodik nokta deZigmezlik Gzelligini tasir.

Eger bir S=f(S) deZigmezligi gosteren f  iglevi,
f_l(S)=S'i sagliyorsa, t'in ¢ift yonli deZismezlik ozelliji

2

vardlr. t(z)=2 islevinde, 2=0 ve 1 deZerleri i¢in ¢itt
yonli degismezlik sdz konusudur,



8.7 Dinamik Sistemlerde Julia Kiimesi

Yirminci yizyilda, Gaston Julia taratindan bir ¢ok
niteligi belirlenen J "Julia Kkiimesi'" bir g¢ok polinomsal
iglevlerin izdiigiimlerinin  sonucu olarak karsimiza
¢ikmaktadir. Her Julia kiimesinin fraktal olamamasina
ragmen, bir ¢odu fraktaldir.

Fraktal veya fraktal olmayan Julia kiimelerinin

bilgisayar yardimi ile hesaplanmasi iki temel kurala

dayandiralabilir,

a. Polinomlarain pliskiirtilen periyodlarinin kapali
kiimesi, Julia kiimesini belirler.

b. Julia kiimesini, sonsuzdaki gekici kiimeler ile ¢ekici

olmayan kiimeler arasindaki sinir deerleri belirler.

Julia  kiimesi, bu iki ilkedeén biri  seg¢ilerek
hesaplanabilir., Bu ilkelerin uygulanmasi ile karsimiza iki
basit yontem ¢ikar.

Birinci yontem, birinei ilkeye dayandirilarak, p(z)
polinomunun, 2z, baglangi¢ degeri ile belirledifi julia
kimesini  hesaplar. Bu hesaplama islemi iki adimdan
ibarettir.

1. Once, ele alinan p(z) islevinin, 2z, degeri igin
tersi bulunur. Bunun ardindan z, deBeri ile isleme
bagladiktan sonra, z ¢dzimi, p(2)=z, esitliginden bulunur.
Segilen p(z) polinomunun derecesine bazli olarak, birden
fazla ¢odziim olabilir, Ornegin karesel tonksiyonun tersinde,
karekok alma islemi olduBundan, iki ¢Oziim olusacaktir.

2. Yukarida bulunan ¢Oziim kilmesinden rasgele birini
secerek (z,,1) ekranda  goriintiileyiniz,

2, degeri ile baglayan tekraralama sonunda, elde edilen
degerler Julia kiimesine yakinsar. Elli veya daha farkll.
nokta ekrana diigiiriildiigiinde, fraktal iz goziikiir.

ikinei yontem, ikinci tanima dayanmaktadir. Yontemin,

ekran ile ayni ayrintidaki karesel 1zgara iizerindeki her bir
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noktaya uygulanmasi dile Julia Kkiimesi olusur. islem ig¢in

¢ekici periyodlari k olan X;,Xy,...,X, noktalarini igeren
p(z) polinomunu segelim. DiZer yardimcilar ise, yeterince

biyiik N ve yeterince kiiciik € deZerleridir. Buna gore Julia
kiimesini lireten yontem, li¢ adimdan ibarettir. ‘

1, z=z, karmagik sayisini hesapla ve pikselin merkezine
izdiigiir.,

2. AsaBidaki adimlari elli veya daha fazla kez tekrarla.

a. Bir sonraki tekrari hesapla. {z,=p{z,_1)}

b. z,'nin mutlak degerinin N degerinden bilyiik olup
olmadigini kontrol et. Eger biiyik ise, tekrari sonlandir ve

pikseli, uygun renkte boya.

C. zn'nin xl'e € uzakliginda olup olmadiZini kontrol

et. EZer bu vuazaklik € dan kiicik ise uygun yeni rengi
segerek, pikseli boya.

3. Elliden daha fazla sayidaki tekrarlama sonucunda, z,
N den biiyiik olmuyorsa, bu cekilemeyen pikseli, uygun renk

ile boya.

8.8 Dinamik Sistemlerde, Julia ve Mandelbrot
Kiimelerinin Ozellikleri

Yukaridaki yodntemlerin uygulanmasi ile elde edilen

sonuglarin bazilarinin fraktal olmamasina raZmen, bir ¢oZu
. 2
fraktaldir. Ornegin; u karmasik sayl olmak iizere, fu=z -u

karesel iglevi  digiindiigiimizde, Mandelbrot kiimesini,
agsagidaki kosulu saglayan u degerleri belirler.

Lim |fun(0)|<w 8.15

o ——>00

Fraktal geometrik bir gekil biiyiitiilldigiinde, ayrinti

degisir ve artar. Bu biliyiitme iglemi ne kadar yapilirsa

yapilsin ayrinti yok olmazlhattalgoéallr. Fraktal olmanin
diger bir niteligi ise degismzeliZidir. Giinkii fraktal cismin
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veya kiimenin tekrarli yapisi onun degismezlik dzelligi ile

a¢iklanabilir.. Burada ¢ islevinin tekrarlanmasi ile
belirlenen bir fraktal Julia kiimesindeki hexr hangi bir

goriintii parcasy donmiis, burusmus, veya Otelenmis olarak
tekrar tekrar benzer bic¢imde goziikiir, Bu tekrarli goriiniim

bir veya iki tane degil sonsuz sayida olur.
Madelbrot ve Julia kiimelerinin degisik oOzelliklerinden

bir ka¢ tanesine deginelim, Mandelbrot Kkiimesi karesel
polinomlarin temel bir resmi gibi diigiinlilebilir. Ayni

duyarlilikla, Julia kiimesi ise polinomsal diglevlerin ozel

bir resmidir. Yani farkli Kkaresel polinomlarin, farkla

farkli Julia kiimeleri ve farkliy farkli goriintimleri vardir.
Bu iki fraktal kiimenin her ikisinin de, ilging¢ bilgi

birikimi diceren goriiniimler sergiledikleri bilinmektedir,
Fakat, Julia kiimesinin daha fazla bilgi birikimi igerdizi

sonu¢larindan gorilmektedir.
8.9 Dordiincii Boyutta Karmagik Sistem

Julia ve Mandelbroth kimelerinin, karmasikliklaray,
giizellikleri, ve dogalligx daha yiiksek boyuta

genellestirlmis  durumlarda  aranmigtir, Uygun  boyutu

belirleme sorununa verilecek ¢dziim, sadece matematik bilimi

icin degil, ayni zamanda diger bilim dallarindan fizik ve

bilgisayar grafikleri i¢in de yeni ufuklar acacaktir.

Dordiincii boyut kavrami 1843'de fizik¢i ve matematik¢i olan
R. Hamilton taratindan ortaya atilmis ve en uygun ortamin

dordiincii boyut olabilecegi dﬁsﬁnﬁlmﬁstﬁr.
Buna gdre karmasik sayllarin genigletilmig bir sgekli

olan quaternion sayi tiiri belirlenmmistir. Bu durumda yeni

toplama, ¢ikarma, ¢arpma, ve bolme kurallari olugmugtur. Bu

kurallara gore bir quaternion sayl,

Q=ag*taji+a,jtazk 8.16
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seklinde tanimlanmigtir. 8.16 bagintisindaki. i,j, ve Kk,

karmasik sayiya benzer ve 1{i¢ ortogonal yondeki birim
vektorlerdir. Birim - vektorlerin kendi aralaraindaki

garpimlari asagidaki big¢imlerde verilir.

1= gtak®am; | 8.17
ij==ji=k; 8.18
Jk=—kj=1i; 8.29
Ki=~ik=j; 8.20

Bu kuralara gore ,

ax +bx+c

¢arpimi, asagaidaki carpimiarin hig birine egit
olamayacaktir (Norton 1984).,

2
X at+bx+c

vaya

.

2
X a+xb+c¢

veya

Xax+bx+c

Bu yeni kurallar 1isiginda, dort boyutta yeni fraktal kiimeler

olusturulup iki-boyutlu ekranda sergilenebilir.



9 SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢aligmada cisimlerin ve deZisik fraktal veya traktal
olmayan dokularininin iiretimi gergeklestirilmistir. Sekil
9.1, deki doku bir surahi vyiizeyine eklenerek degisik
konumlarda gorintiilenmigtir. Burada, sekil 9.1 (a) ve 9.1
(b) gozlemcinin cisme yaklasmasi ile olusan ayrintl artisi

acik bicimde goriulmektedir.

(a) (b)

Sekil 9.1 Fraktal Doku Gesitleri

Cisim uretiminde degisik iretim teknikleri
kullanilmistir. $Sekil 9.2 ve 9.3 de Bezier yiizey parcasi
uretme teknigi kulanilarak surahi olusturulmustur. Yiizey
eliminasyonu i¢in, cismi olusturan yiizey pargalari yeterli
derecede altparcalara bolunmustir. Daha sonra, olusan yiizey
parcaciklarina, 1sin g¢izme yontemi uygulanmistir. Diger
adimda 1ise, gorintiilenecek yiizey par¢alari, doku uzayindan
gelen doku ve aydinlatma modeli ile belirlenen 1s1k
etkilerine uygun olarak boyanmistir.

Goruntilerin dogallastirilmasinyi saglayan traktal
dokularin, Sonsuz ayrinti  igerdikleri sekil Y.4'de

verilmistir. $ekillerden de goriilecegi gibi sekil 9.4 (a)
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nin bir kisml biyiitilerek, (b) de sergilenmistir. Ayni islem

(b), (c) ve (d) ic¢in devam ettirilmistir.

(a) Surahi (b) Bezier yiizeyi

Sekil 9.2 Uzaktaki Cisim

(a) Surahi (b) Bezier yiizeyi

§ekil 9.3 Yakindaki Cisim
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(a) (b)

(c) (d)

Sekil Y.4 Fraktal Cisimlerin Sonsuz

ik : i) ey
Ayrint1l Tasimalari t(z)=z -1 ile GOsterilgastir.
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Sekil 9.5 (a) ve (b) de bir fraktal dag incelenmistir.

Burada §ekil 9.5 (a) Y6,864 Kkicik iiggen parcacigindan

olusturulmustur. Diger bir ornekte ise, Sekil Y9-6 da dortgen

parcaciklardan olusmus cisim sergilenmektedir.

(b)

9ekil Y.5 Fraktal Dag
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Sekil Y.6 Fraktal Dortgen

Yiizeyciklerden Olusan Cisim

Sekil 9.7 Julia Kiimesi, X Ekseni

o
Etratinda Y0 Derece Dondirilmis T
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Bilgisayar grafikleri biliminin ugrastigi ve fraktal

sonuglar veren cisimlere, karmasik dinamik sistemlerin

izdisimlerinden ¢esitli oOrnekler verilmistir. Asagida

ot ) -
Sekil 9.8 ve 9.9 da sirasi ile f(z)=z -y ve (f(z)=Az(z-1)
24=0.25+j0.75 iein; Mandelbrot kimelerinin cesitli

izdusiimleri sergilenmistir.

i : :
Sekil 9.8 t(z)=z -u Ig¢in Izdisim

Sekil 9.9 £(z)=Az(2-1) i¢in Izdisim
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Karmasik dinamik sistemlerin incelenmesinde kullanilan
Newton izduslim yontemi ile liretilmis diZer bir ornek Sekil

3
9.10 da gosterilmisir. Burada z -1=0 islevi kullanilmistir.

4 3
Sekil 9.10 Newton Yontemi ile Izdusim (2 -1=0)

BilindiZi gibi transter islevleri de, bir cesit oransal
polinomlardir. Asagida izdisim islemine degisik bir oOrnek
olarak, fraktal ozellik tasimayan, seri rezonans devresinin
transtfer fonksiyonun izdusiumi sergilenmistir. Bu islem L-C
duzleminde gerceklestirilmis ve rezonans olayil gecis
iafdesinin  sonucundan ag¢ik¢a goriilmistir. Bu yontemle
transter 1islevlerinin ve dolayisiyla sistemlerin dinamik
davranisinin, incelenebilecei digiinilmiistiir. Devre igin
(Sekil 9-11),

V¢(s)
T(s)=—— 9
V,(s)
o
div.  ve s=f(l,g.r,f)=f(1l,e,1,1) olmak iizere, izdisim

sonucu $ekil 9.12 de sergilenmistir.
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§ekil 9.11 Seri Rezonans Devresi

Sonuglardan goriulecegi gibi, ¢alisma sirasinda g¢esitli

cisim ve doku iretim, teknikleri uygulanmis ve bazi

sonu¢lari 0z olarak sergilenmistir.

Sekil 9.12 Rozenans Devresi ig¢in Izdisim
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Yiizey Dokusunun ve Fraktal Cisimlerin
Bilgisayarla iiretimi
Cemal KOSE

Anahtar kelimeler:Doku, Fraktal, Gizli viizeylerin yok

edilmesi, Modelleme, Antialiasing.

Ozet: Tez ¢alismasinin konusu, bilgisayar vyardimi ile iiretilen
cisimlerin yalin vyiizeylerine doku eKklenerek, cismin dogal
gOriiniim kazandirilmasidir. Birinci boliimde, egri, yiizey, ve cisim
dretim  tekniklerine deZinilmistir, Daha  sonra cisimlerin
dondirilmesi, oOtelenmesi, ve perspektif projeksiyon islemleri
incelennistir. Goriintiilemenin ©nemli asamalari arasinda yer alan
gizll yilzeylerin yok edilmesi, uretilen cismin aydinlatilmasi ve
boyanmasi tekniklerine ayri ayri dordincii ve besinci bolimlerde
genis sekilde yer verilmistir. Son bdlimlerde ise traktal veya
fraktal olmayan doku gesitlerinin lretilmesine, ve bu dokularin
valin cisim yiizeyine eklenmesi islemlerine definilmistir. Yapilan

¢alismalarin iiriinleri, sonu¢ bdliminde sergilenmistir.

Computer Generation of Surface Texture and

Fractal Objects

Kevwords: Texture, Fractal, Hidden surface elimination,

Modelling, Antialiasing.

Abstract: The subject of the thesis 1s based on the generation of
texturé for teatureless surfaces produced by classical methods in
computer, The thesis 1is organized into nine chapters. After
providing an overview of techniques available for producing
curves, surfaces and objects, perspective transtormations of
three~-dimensional objects, which  consist of rotation,
translation, and perspective projection, is discussed up to forth
chapter. Then, the principles and technigues of hidden surface
elimination methods given in detail to produce more realistic
images. After discussing illumination problems related to the
painting of bbjects, a simple illumination model giving
acceptable etfects has been developed. Adding a texture pattern
to smooth surfaces of objects is performed essentialy with the
aid of a mapping function which can be either lineer or
nonlineer, Fractal construction‘of objects and generation methods
of fractal texture patterns are investigated and the vresulting

texture pictures are giVen at the end, ", 0. |
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