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OZET

i1k olarak 1965'de L.A.Zadeh tarafindan verilen "Fuzzy Kiimesi"
kavrami geriel vektOr uzayvliarin bir ¢ok O6zelligini fuzzy altvektior
uzay olarak adlandirilacak olan uzaylara genellestirmek ig¢in bir yapa
olusturmugtur., Fuzzy altvektor uzayl tanimi ilk olarak 1977'de
A.K.Katsaras ve D.B.Liu tarafindan verilmistir. Ancak bu tanim, 1986°'
da Sudarsan Nanda tarafindan verilen "bir fuzzy altcisimi iizerinde
fuzzy altvektdr uzayil" taniminin o6zel bir halidir.

ti¢ Dboliim halinde diizenlenen bu ¢alismanin birinci bglimiiminde
orgiiler ile fuzzy altkiimelerinin tanimi ve baslica ozellikleri veril-
mistir.

ikinci bolimde Rajesh Kumar'in I, calismasi esas alinarak fuzzy
altcisimi ve Crisp cisim iizerinde fuzzy altvektdr uzaya tanimi ve
0zellikleri verildi. Bir fuzzy altvektor uzayi ile seviye altvektor
uzavlari arasindaki iliskiler incelendi.

Uciinci boliim P. Lubczonok ve Rajesh Kumar'ain II. c¢alismalarina
ayrilmistir. Fuzzy lineer bagimsizlik, fuzzy tabani ve bir fuzzy
altvektor wuzayin boyutu kavramlari incelenerek fuzzy altvektor

uzaylarda izomorf olma tanimi ve oOzellikleri verilmistir.

II



SUMMARY

The concept of '"Fuzzy Sets' introduced by L.A. Zadeh in 1965 has
constituted a framework for generalizing many of the properties of
general vector spaces to the spaces which are called as fuzzy vector
subspaces, Definition of "Fuzzy Vector Subspaces' was given by A. K.
Katsaras and D,B, Liu in 1977, But this definition is a special case
of the definition of "Fuzzy Vector Subspaces over a Fuzzy Subfield"
given by S. Nanda in 1986.

This study of three chapters, Definitions and some basic
properties of Lattices and Fuzzy Subsets have been given in the first
chapter.

The second chapter mainly consists of a study of the 1lst. paper
of R. Kumar. Here, definition and some properties of fuzzy subfields
and fuzzy vector subspaces over Crisp fields have been given. The
relations between a fuzzy vector subspaces and level vector subspaces
have been studied.

The third chapter has been devoted to the 2nd. paper of R. Kumar
and a paper of P, Lubczonok. By studying some concepts such as fuzzy
linear -independence, fuzzy base and dimension of a fuzzy vector
subspaces, definition and some properties of izomorphism in fuzzy

vector subspaces have been given and discussed.
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BULUM I

ON BILGILER

1.1, ORGULER (LATiSLER)

Tanim 1.1.1. L bir kiime olsun, L de yansimali ve geg¢isli "s"

bagintisina L de bir yari-siralama ( ham-siralama) denir,

"<!" I, de bir yari-siralamadir:<—=> Her Xx,yEL i¢in

dir.

i) xsx

iil) xgy, ysz =—=> x&z

Tanim 1.1.2. L izerindeki "<" yari-siralama ayrica ters bakisim-

11 (simetri) ise "<" bagintisina L de kismi siralamadir denir.

<" L de bir kismi siralamadir:<=——> Her Xx,y,z€L icin

dir.

veya

i¢in

kiime

i) xsx
ii) xSy, ysx ==> x=y

iii) xgy, ysz ==> xgz

"<" L de bir kismi siralama ise (L,$) ikilisine kismi siralanmis

sirali kiime denir,
Tanim 1.1.3. (L,S) kismi siralanmis bir kiime olsun. Her x,y€EL
XSy veya ysx ise L ye "<" bagintisi ile tiimel (tam) siralanmig

denir,

Tanim 1.1.4 (L,$) kismi siralanmis bir kiime olsun. Bu takdirde

X,y€EL i¢in,



X<y $<==> XSy Ve X#y
y2X t<=—=> XSy
YOX i<mm==> XY

dir.

Tanim 1,1.5. (L,$) kismi siralanmig bir kiime olsun, ACL olmak

lizere (A,<) tilimel siralanmis ise A ya L de bir zincir denir.

Tanim 1.1.6. (L,<) kismi siralanmis bir kiime, ACL ve bEL olsun.
b, A nin L de bir list siniridir:<===> Her a€A ic¢in asb dir.
b, A nin L de bir alt siniriadir:<=—> Her a€A ig¢in a2b dair.

A nin L de bir iist siniri (alt siniri) varsa A ya ilistten sinarli

(alttan sinirli) kiime denir,

Tanim 1.1.7. (L,s) kismi siralanmis bir kiime olsun. L nin L de
bir iist siniri (alt siniri) varsa bu tek olarak belirlidir ve L. nin

en biiylik (en kiiciik) elemani olarak adlandiralair.

Tanim 1.1.8. (L,<) kismi sirali kiime ve a€L olsun.

i) a ya L de bir maksimal elemandir denir :<=—=> Her x€L ig¢in
atx <==> [x€L, asx =—=>a=x] dir.

ii) a ya L. de bir minimal elemandir denir t<==> Her x€L i¢in

apx <—=> [xEL, azx =—=>a=x] dar.

Tanim 1.1.9. (L,<) kismi siralanmis bir kiime olsun. L yukariya
(agsagiya) yonlenmistir denir :<==> Her SCL sonlu altkiimesinin L de

bir iist siniri(alt siniri) vardair.



Tanim 1.1.10, (L,<) kismi sirali kilme ve A L olsun, A nin iist
(alt) sinirlarinin bir en kiicik (em biiyiik) elemani varsa, bu elemana
A nin Supremumu := e.k.i.s. (infimume := e.b.a.s.) denir ve SupA

(InfA) ile gbsterilir.

Tanim 1.1.11, (L,$) kismi sirali kiimesinde her x,y€L igin

Sup{x,y} ve Inf{x,y} varsa (L,s) ye bir orgi (latis) denir.

Teorem 1.1.1. (L,<) bir orgi ve her x,y€EL i¢in xvy:=Sup{x,y} ,
xay:=Inf{x,y} olarak aciklansin. Bu takdirde her x,y€EL igin

i) xv(yvz)=(xvy)vz , xA(yAz)=(xay)Az

ii) xvy=yvx , XAY=yAX

iii) xA(xvy)=x , XV(XAY)=X

Teorem 1.1.2. Bir L kiimesi iizerinde Teorem 1.1.1 in 4i),ii) ve
iii) kosullarini saglayan iki A, v 1ikili dslemi verilsin. "s"
bagintisi, x,y€L i¢in

XY § <===DXVYy=y

ile tanimlansin. Bu durumda (L,$) bir Orgiidiir,

Uyari: (L,v,A,S$) brgiisiindeki her onermede, v, A ,$ iglemlerinde

sirasiyla A ,v,2 degisimi yapilirsa yine bir oOrgii elde edilir.

Tanim 1.1.12. (L,<) kismi siralanmis bir kiime olsun, L ye tamdir

denir:<==> Her AcCL i¢in SupA vardair.

Teorem 1.1.3. (L,<) kismi siralanmis bir kiime olsun, L tamdir.

<==> Her AcL ic¢in InfA vardair.



Teorem 1.1.4. (Max.-Min. Teo.), (L,v,A,$) bir odrgii olsun. Bu

takdirde aijEL, 1¢ism, 1<£jsn olmak iizere,

m n n m
/\(Vaij) 2.\/(./\‘1‘11)
i=1 Jj=1 =1 1=1

dir.
Tanim 1.1.13. (L,v,A,) Orgiisiinde her x,y,z€lL ig¢in,
xA(yvz)=(xAy)v(xAaz)
xv{yAz)=(xvy)A(xvz)

ise L ye bir dagilimla drgili denir.

Tanim 1.1.14. (L,v,A) tam dagilimli brgiidiir:—>

X\ yg)=V (xayg)

peB feB
xv(f\yp)“/\(xvyg)
pe® R€B

dir.
Teorem 1.1.5. (L,v,A) tam ve tam dagilimli orgii olsun. Bu tak-
dirde
1) (;/eia)z\(g\éépj&wg)
gecB®
1) (Axg)v(Nyg)=Nxgqvyp)

che cheA
dir, A ﬁee ﬁe%

Tanim 1.1.15, L en kiigiik (minimal) elemani 0 olan bir orgii ol-
sun., /:L—>L doniisiinii asagidaki kosullari sagliyorsa / ye L de bir
tiimleyen donisiimi ve L ye / doniisiimi ile bir tiimleyenli orgii denir.

/:L——>L

i) (x')'=x

ii) (xvy)'=x\y'

iii) xax'=0

(L,v,A,/) tiimleyenli orgi olsun. Bu takdirde, 1=0' L nin en bii-



yik (maksimal) elemanidir. Difer yandan x''=x ve xsy=—> y'sx' (x'2y')
oldugundan / doniisiimii anti izomorfik ve idempotenttir,

Tanim 1.1.16. (L,v,A,$) bir orgii ve a,b,c€L olsun,

i) ¢,L de a nin b ye gbre yari tumleyenidir deniri<=——> Her x€EL
igin (aAx$b<—>x<c) veya (aAxsb<—->xga*b) (c:=a*bh) dir.

ii) L de her a,bEL i¢in a*b varsa L ye goreli yari-tiimleyenli
orgii denir,

oo

iii) a t=a*0 elemanina a nin yari-timleyeni denir,

Teorem 1.1.6, (Yari-timleyen 6zellikleri) (L,v,A,$) bir ored ve
X,VEL olsun. Bu takdirde,

%k * k%
1) xsx  ve x =x

* &

ii) xsy —— x 2y
& & %

iii) (xvy) =xAy

dir,

Teorem 1.1.7, (L,v,A,<) tam OSrgisi goreli yagl—tﬁmleyenlidir:
= xA(Vyg)=V(xayg) duir.
BeR EeB
L;=I=[0,1] R, "s" dogal siralama olmak tzere, x,y€I igin
xvy:=max{x,y}
XAy t=min{x,y}
olarak alinirsa (I,v,A,$) tam ve tam dagilimli bir orgidir. Burada

Sup@=0 ve inf@d=1 dir.

/1 I—>1
*—>x"1=1-x
(x')'=(1-x) '=1=(1=-x)=1-1+x=x ==> (x')'= x olur,
(xAY) '=1~(xAY) =1-min{X,y}=1-(x+y-1x-y1) /2=[ 2-(x+y) +1x~y1]/2 (1)
(l—x)v(1—y)=max(1-x.l-y}=[(l—x)+(1-y)*11—x-(1—y)1]72



={2-(x+y)+1x~-v1]/2 (2)

(1) ve (2) den (xAv)'=(l-x)v{l-y)=x'vy' elde edilir. Benzer sekilde
(xvy)'=x'Ay' dir.

Uyaryi 1.1.2. xAx'=0 ve xvx'=1 genelde dogru degildir.

rnek: x=0,3€L olsun. Bu durumda x'=0.7 dir.
xAX'=min{0.3,0.7}=inf{0.3,0.7}=0,3#0
xvx'=max{0.3,0.7}=sup{0,3,0.7}=0.7#1
dir. Dolavisiyla (I,v,A,/) tiumleyenli orgii degildir. Ancak X' ve X in
tﬁmleyeni diyecegiz. Ayrica xSy ise y'<x' saglanir.

(I,v,A,£) yari-timlevenli orgii olacaktir. a,b€L ic¢in

anxsh <=—=> xsga%*b
dir.

i) a<hb olsun., Her x€I igin aAxsash ==> a*b=1 dir.

ii) a>b olsun. X€I icin aaxsb <

> x$b ——> a%b=bh dir,

Tanim 1.1.17.15}: Bir B kiimesine Ustten iyi siralidir denir:<—

Her @#CCB icin SupCEC dir.,

Tanim 1.1.18.[5]: Bc[0,1] altkiimesine artan monotonik bir x€[0,1]

limitine sahiptir denir:< >3(xn)c:B monoton artan bir dizi dyleki

Xn >xX dir.

Onerme 1.1.1.[51: Bé[O.l] altkimesi herhangi bir monotonik limite

sahip degildir <===> B listten iyi siralaidir.



Tanim 1,1,19.{5]: P(X), X in gi¢ kilmesini gostermek iizere,

s:P(R,U{0}) >RLU{0}U{=}, s(A)=Ia
aeh
olsun. Bu durumda ANR, kimesinin sayilamaz olmasi halinde s(A)=x

alinmir,

Onerme 1,1.2.[5): [0,1] in tiim iistten iyi siralil altkiimeleri
sayilabilirdir.

Sonsuz sayida azalan limit noktalarina sahip listten iyi sirali
Bc[0,1] kiimesini olusturabiliriz. Orneging B={%r+%yln,m€{2,3,4,...}}

kiimesini alabiliriz.

1.2.FUZZY ALTKUMELER1

Tanim 1.2,1.[6,7]: X bostan farkli bir kiime ve L bir orgii olsun.
A yva X de bir L-fuzzy alt kimesidir denir :<=—> A X—>L bir
fonksiyondur. x€EX olmak tzere A(X)€EL degerine x'in A fuzzy altkiimesine
iiyelik derecesi denir ve A(x):=[xX€A] ile gosterilir.
I=[0,1] kapali araligi bir Orgii oldugundan L=1 alabiliriz ve
bundan bdyle ¢alismalarimiz I da yapilacakdir.
X kiimesinin herhangi bir Y altkiimesi ic¢in Y nin karakteristik
fonksiyonu
1, x€Y
Ay:¥—>I , ‘XY(x):=
0 , x€Y

ile X de bir I-fuzzy altkiimesidir.

A:X—>{0,1} seklindeki birvfuzzy altkiimesine X de bir Crisp

kiime denir., Ozel olarak X iizerinde daima 1 degerini alan Crisp kiime X



ile, X tizerinde daima O degerini alan Crisp kiime de @ ile gbsterilir.

Bundan boyle X de bir A fuzzy altkiimesinden, A X de bir I fuzzy
altkiimesi oldugu anlasilacaktir,

X iizerindeki tiim fuzzy altkiimelerinin ailesini F(X) ile gdsteri-
lecektir. Buna gire,

F(X):a{AIA:X———>I bir fonksiyon }

dir .

Tapim 1.2.2.[7]): A,BEF(X) olmak tizere,
i) A=B :<—> A(x)=B(x) , V x€X
ii) AcB :<==> A(X)$B(x) , V x€X
iii) A fuzzy altkiimesinin tiimleyeni A' ile gdsterilir ve
A'(x):=1-A(x) , V x€X
ile tanimlanir. Buna gore ,
(A')'=A

dir. -

Tanim 1.2.3.[7]: A,BEF(X) olmak iizere,
i) A ile B nin birlesimi :
(AUB) (x) :=max{A(x),B(x)}:=A(X)VB(X) , V¥ x€X

ile tanimlanir ve AUB ile gidsterilir, Daha genel olarak,
E:={Aa'aEl\}C F(X)

ailesi ig¢in
(U Ay )(x):=sup{Ag(x) |a€/\ }:= V Ap(x) , V x€X
a€/\ a€/\

ile tanmimlanir ve U A, ile gosterilir.
a€/\
ii) A ile B nin arakesiti her x€X ic¢in
(ANB) (x) :=min{A(x),B(x)} :=A(X)AB(X) :=(AAB) (X)

ile tanimlanir ve ANB ile gdsterilir. Daha genel olarak i) de verilen



aile igin
(N Ay )(x):=inf{Ay(X):a€/\}:= [\ Ay(x) (V¥ x€X)
a€/\ a€/\

ile tanimlanir ve N A, ile gosterilir,
a€/\

tnerme 1.2,1.[10]: A,B,CEF(X) olmak iizere,
i) AU(BUC)=(AUB)UC

ii) AN(BNC)=(ANB)NC

iii) cn(aus)=(cNA)U(CNB)

iv) CU(ANB)=(CUA)N(CUB)

dir.

tnerme 1.2.2.{7]: E={Aa|a€/\}C:F(X) olmak iizere,
i) (U Ay )'=NA"y
o€/ \ a€/\

ii) (N Ay )'= U Ag
a€/\ a€/\

dir, Bunlara '"De Morgan" kurallari denir.

Tanim 1.2,4.[6]: X ve Y bogtan farkli iki kiime ve f:X—>Y bir
fonksiyon olsun. A, X de bir fuzzy altkiimesi ve B de Y de bir fuzzy

-1
altkiimesi olmak iizere f£(A) ve f ~(B) asagidaki gibi tanimlanir,

sup{A(z)IzEf—l(y)}, f_l(y)#w

f(A)(y):= (Vy€eY)
0 . f—l(y)=¢

£ (B) (x) 1=B(£(x)) (VXEX)

Acik olarak fﬁl(B). f(A) sirasiyla X ve Y de birer fuzzy altkiimesidir
Onerme 1.2.3.[7]: f:X——>Y bir fonksiyon, A,A;,A7€EF(X) ve B,B;,
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Bo€EF(Y) olsun. Bu taktirde,
1) Act H(E(A)) ve
£l(5(8))=A <> VyEY dcin ( £ N(y)#8 old.) A, £ (y)
lizerinde sabit bir fonksiyondur. Ozellikle, eger f bire-bir ise
£ (£(A))=A dar.
11) £(£7 (B))CB ve
£(£71(B))=B <—> SuppB C(X)
dir. tzellikle, eger f Orten ise f(f_l(B))=B dir. ( {x€X]|A(x)>0}CX
altkiimesine A fuzzy altkiimesinin destegi denir ve SuppA veya A, notas-
yonlarindan biri ile gosterilir. )
iii) Ajc Ay ise f(A))Cf(Ay) ve
Bj< B, ise f'l(BI)Cf'l(Bz)
dir.
iv)fM)chseACfd(m dar,
v £ en=c"1 @) dar.
vi) {Aq|®€/\}CF(X) olmak iizere ,
fOU Ag) = U £(Ay) ve £( N Ay) € N £(Ay)
a€/\ a€/\ a€/\ a€/\
dir.
vii) {By|a€/\}CF(Y) olmak iizere
£ (UBy) = U £ (By) ve £ (N By =N £ By
a€/\ a€/\ €/\ a€/\

dir.

Tanim 1.2.5.[3]: S, S' herhangi iki kiime, A S de bir fuzzy alt-
_kiimesi ve f:5——>8' bir fonksiyon olsuan. Bu takdirde A ya f-degismez-
dir denir:<==> f£(x)=f(y) olan her x,y€S icin A(x)=A(y) dir.

Acik olarak A f-degismez olmasi durumunda f_l(f(A))=A dir.

Gergekten, her x€S ic¢in,



11

€7 (£0A)) (x)=£ (&) (£(x))= supA(z) = A(x)
f(z)=£(x)
olur,

Tanim 1,2.6.[3]: A, X de bir fuzzy altkiimesi ve t€I olsun. Bu
takdirde, {xEXlA(x)Zt} kilmesine A nin seviye altkiimesi denir ve A,
XtA, A_l([t,ll) notasyonlarindan biri ile gosterilir. Bu g¢alismada
-genellikle Ay ile gdsterilecektir.

{x€X|A(x)=t} ve {xEXlA(x)>t} kiimeleri sirasiyla TAt ve HAt ile

gosterilir.

Onerme 1.2.4.[4]: A, S kiimesinin herhangi bir fuzzy altkiimesi
olsun. Bu takdirde,
A(x) = sup{ t | x€ Ay } ( t€[0,11 )

dir.

Tanmim 1.2.7.[5)1: A, X de bir fuzzy altkiimesi olsun., A fuzzy
altkiimesinin kardinali,
Kard(A) := I A(x)
XEX

ile verilir.



BULUM II
2.1. FUZZY ALTGRUP, FUZZY ALTHALKA VE FUZZY ALTCiSiM

Tanim 2.1.1.[1,6]: X bir grup ve G de X de bir fuzzy altkiimesi
olsun. Eger,

i) G(xy)26(x)/\G(y) (V x,y€X)

11) 6(x H26(x) (VXEX)

ozellikleri saglaniyorsa G ye X de bir fuzzy altgruptur denir.

Tanim 2.1.2.[9]: X bir halka ve R de X de bir fuzzy altkiimesi
olsun, Eger,

i) R(x+y)2R(x)/\R(y) (Vx,y€X)

ii) R(-x)2R(x) (VXEX)

iii) R(xy)2R(x)/\R(y) (vx,y€X)

O0zellikleri saglaniyorsa R ye X de bir fuzzy althalkasidir denir,

Tanim 2.1.3.[6,7]: X bir cisim ve F X de bir fuzzy altkiimesi

olsun. Eger,

i) Fx+y)2F(x)/\F(y) (Vx,y€X)
ii) F(-x)2F(x) (Vx€EX)

iii) F(xy)2F(x)/\F(y) (vx, y€X)
iv) F(x )2R(x) (VO#XEX)

ozellikleri saglaniyorsa F ye X de bir fuzzy altcismidir denir.

tnerme 2.1.1.[6]: X bir cisim ve F X de bir fuzzy altkiimesi
olsun., Bu takdirde F X de bir fuzzy altcismidir (<=

i) F(x~y)2F(x)/\F(y) (Vx,y€X)

11) Fxy D2F(X)/\F(y)  (VXEX , VOFyEX)

dair.
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ispat: Tanim 2.1.3. den agiktar.

Unerme 2.1.2.[2]: X bir cisim ve F X de bir fuzzy altcismi
olsun., Bu takdirde,

i) F(0)2F(x) (Vx€X)

ii) F(1)2F(x) (VO#x€X)
ozellikleri vardir,

L]

ispat: Tanim 2.1,3, ve Unerme 2.1.1. den aciktir.

Unerme 2.1.3.[1,6]: X,Y iki cisim ve f:¥%—>Y sifirdan farkla
bir homomorfizim olsun. F X de bir fuzzy altcismi ve T Y de bir fuzzy
altcismi olmak izere,

i) £(F) Y de bir fuzzy altcismidir.

-1
ii) £ (T) X de bir fuzzy altcismidir,

Ispat: i) 1ispat i¢in Onerme 2,1.1. de verilen i) ve ii)
kosullarinin saglandigini gostermek yeterlidir. Tanmim 1.2.4., den her
yEY dic¢in

f(F)(y)=sup{F(x)|fo_1(y)} (sup@:=0)
dir. Her y€Y dicin Xy:=f_1(y) olarak tanimlayalim., Bu takdirde f homo-
morfizim oldugundan V y,V€Y icin

Xy=Xg C X(y-5) (1)
oldugu ac¢iktir.

y,Y€Y keyfi verilsin. Eger y-3fg6r(f)=f(X) ise £(F)(y-3)=0 duir,
y-Y€£(X) (yani, X(y-3)=8) ise (1) den Xy=¢ veya Xy=¢ dir. Bdylece,
£(F)(y)=0 veya f(F)(¥)=0 olur. Buradan y-y§#f(X) olan her y,V€Y igcin

£(F) (y=3)=£(F) (y) \£(F) (D)
elde edilir.

X(y;§)¢¢ olsun. Bu durumda,
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£(F) (y-¥)=sup{F(x) [x€X(y.5)}>0 (2)
dir. Eger Xy=¢ veya X§=¢ ise ,sirasiyla f£(F)(y)=0 veya f(F)(¥)=0 dar.
Buradan,

£(F)(y)/\E(F)($)=0 (3)

olur, (2) ve(3) den
£(F) (y-Y)>£(F) (y) /\E(F) ()
elde edilir., $imdide, Xy#¢ ve X§¢¢ olsun,
£(F) (y-¥)=sup{F(z) | 2€X(y3)} ( (1) den) ]
2sup{F(z) zEXy—X§}=sup{F(x*§)|§EX§ , XEXy}
=sup{F(x)/\F(X) |R€Xy , x€X,}
=sup{sup{F(x)/\F(X) |XEXg} | xEXy}
=sup{F(x)/\sup{F(X)|XExy}| x€Xy}
=sup{F(x)/\f(F)(§)'xEXy}
=sup{F(x) |x€Xy}/\£(F) ($)

=£(F) (y) /\E(F) (V)
== f(F)(y-¥)2£(F)(y)/\f(F)(§) olur. Boylece V y,JEY i¢in
£(F) (y-9)2£(F) (y) /\E(F)(F) (4)

elde edilir. §imdide, V y,F€Y igin

£(F) (y9)2£(F) (3) /\E(F) (3)
oldugunu gosterelim. Her yEY ig¢in Xy:=f_1(y) olarak tanimlarsak f ho-
momorfizm oldugundan,

XyXg C Xy (Vy,VEY) (1!
oldugu ac¢iktar,

y,Y€Y keyfi verilsin. Eger, yV€gér(f)=f(X) ise £(F)(y¥)=0 dir.

Ancak yYEf(X) (yani Xy§=¢) ise (1)' den Xy=¢ veya X§=¢ dir. Bdylece
f(F)(y)=0 veya f(F)(¥)=0 olur. Dolayisiyla yY¢#f(X) olan her y,?EY
ic¢in

£(F) () =£(F) (y) /\E(F)(F)
elde edilir,

Xy§#¢ olsun. Bu takdirde iki durum vardir.
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I. Xy=¢ veya X§=¢ olmas1i durumunda f(F)(y)=0 veya f(F)(¥)=0 dir.
Dolayisiyla,
£(F) (y) /\E(F) ($)=0 (2)!
"olur. Diger yandan Xy§%¢ oldugundan
£(F) (yY)=sup{F(z) |2EX,}}>0 (3)"
dir. (2)' ve (3)' den
£(F) (YD) >E£(F) (y) /\E(F)(P)
elde edilir.
II. Xy#¢ ve X§#¢ ise
£(F) (y9)=sup{F(2) | 2€Xy3} 25up{F(2) | 2€X Xy} ((1)'den)
=sup{F(x§)|x€X§, XEXy}
25up{F(x)/\F(R) |XEXY, XEXy)
=sup{sup{F(x)/\F(§)|§€X§}|x6Xy}
=sup{F(x) /\sup{F(¥) | X€xXg} | x€X,}
=sup{F(x) /\f (F) (}) | x€X)
=sup{F(x) |x€Xy} /\£ (F)(3)
=£(F) (y) /\E(F) (%)
=> f(F)(yY)2f(F)(y)/\£(F)(J) elde edilir. Bdylece her y,$€Y icin,
£(F) (Y9 2£(F) (¥) /\E(F) (P) (4)"
elde ederiz.
Her O#y€Y icin £(F)(y D)2£(F)(y)
oldugunu gosterelim,
y—lEf(X)===> yEf (X)=—=> f(F)(y—l)=0=f(F)(y)===$f(F)(y-1)=f(F)(y)
olur. y—lEf(X)===> yEf(X) (f homomorfizm)
£(F)(y " )=sup{F(x) [y =£(x)}=sup{F(x) [y=E (x )} (z=x =>x=z )
=sup{F(z“1)|zEf"l(y)}
2sup{F(z)|zEf-1(y)}=f(F)(y)
dir. Her O#y€Y ig¢in f(F)(y_l)zf(F)(y) olur. (4)' ifadesinde ¥ yerine
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elde
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yazarsak

N-l ~
£(F)(y§ D28(F)(W)/\E(E)(T)  ( VO#Y,y€Y)  (5)!
edilir.
(4), (5)' ve Unerme 2.1.1 den £(F) Y de bir fuzzy altcismidir.

-1
ii) f homomorfizim oldugundan f (T) nin X de bir fuzzy altcis-

mi oldugu agiktir.

tnerme 2.1.4.[9]: X bir cisim ve F de X de bir fuzzy altcismi

olsun. Bu takdirde,

dir.

dir.

dir.

sun.

sun.

i) V x€X i¢in F(-x)=F(x)

ii) V O#x€X icin F(x |)=F(x)

ispat: i) x€X olsun., Tanim 2.1.3 -ii) den

F(-x)2F(x) (D
F(x)=F(-(-x))2F(-x) ( Tanim 2.1.3 -ii))

F(x)2F(-x) (2)
(1) ve (2) den F(-x)=F(x) (V x€X) elde edilir,
ii) 0#x€X olsun.

FGO=F((x )71)  ( Tamm 2.1.3-iv))

2F(x ) 2F(x)

F(x)=F(x-1) (VO#x€X) dir,
2.2.FUZZY LINEER UZAYLAR

Tanim 2.2.1.[9]: X bir cisim ve F, X de bir fuzzy altcismi ol-

Y X tzerinde bir lineer uzay ve V de Y de bir fuzzy altkiimesi ol-
Eger,

i) V(x+y)2v(x)/\V(y) (Vv x,y€Y)

ii) v(-x)2v(x) (V¥ x€EY)



17

iii) V(ex)2F(a)/\V(x) (Vv 0€X, x€Y)

iv) F(1)2v(0)
0zellikleri saglanivorsa V ye F fuzzy altcismi lizerinde bir fuzzy
lineer uzaydir denir.

Onerme 2.2.1.[9]: X bir cisim ve F X de bir fuzzy altcismi ol-
sun. Y X ilizerinde bir lineer uzay , V Y de bir fuzzy lineer uzay ol-

sun, Bu takdirde, her X€Y dig¢in V(0)/\F(0)2V(x) dar.

ispat: Unerme 2.1.1 -i) ve Tanim 2.2.1 -iv) den
F(0)=F(1-1)2F(1)2V(0) ==> F(0)2V(0) (1)
dir. x€Y olsun, Tanim 2,2,1 -i) ve ii) den
V(0)=V(x-x)=V(x+(-x))2V(X) /\V(-x)2V(X) /\V(x)=V(x)
= V(0)2V(x) (V x€Y) (2)
dir. (1) ve (2) den her x€Y igin
V(0) /\F(0)2V(x)/\V(0)=V(x)

elde edilir.

Oonerme 2.2.2.[6,9]: X bir cisim ve F X de bir fuzzy altcismi ol-
sun, Y X izerinde bir lineer uzay, V Y de bir fuzzy altkiimesi olsun,
Bu takdirde, V F tizerinde bir fuzzy lineer uzaydir:<—>

i) V(ox+uy)2min{F(a) /\V(x), F(u)/\V(y)} (¥ o,u€X ve x,y€EY)

ii) F(1)2Vv(x) (V¥ xEY)

dir.

ispat: "=—>" i) Tanim 2.2.1 -i} ve -iii) den
V(oax+uy)2v(ox) /\V(uy) 2min{F(a) /\V(x), F(u)/\V(y)} (Va,u€X,x,y€Y)}
dair.
ii) Tanim 2.2.1 -iv) ve Onerme 2,2,1 -ii) den
F(1)2V(0)2V(x) (V x€Y) ¢

dir.
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"e=—=" Her x,y€Y ig¢in
Vix+y)=V(Ilx+ly)2min{F(1) /\V(x), F(1)/\V(y)} (hipotez -ii))
=V(x)/\V(y)
dir. Buradan
V(x+y)2V(x)/\V(y) (V x,y€Y) (1)

elde edilir, Onerme 2,1,2 -ii), -iii) ve hipotez ~ii) den her x€Y

ig¢in,
F(0)2F(1)2V(x) ve F(-x)2F(1)2V(x) (2)
dar.
V(-x)=V(0x+(~1)x) 2min{F(0) /\V(x}, F(-1)/\V(x)} ((2) den)
=min{V(x), V(x)}=V(x)
==>V(-x)=V(X) (v xEY) (3)

elde edilir. ¥ a€X ve ¥x€Y igin,
V(ax)=V(0x+ox)2min{F(0) /\V(X),F(a) /\V(x)}  ((2) den)
=min{V(x), F(a)/\V(x)}
=min{F(a), V(x)}=F(a)/\V(x)
==> V(ax)=F(a)/\V(x) (4)
olur.Hipotez -ii) den
F(1)2v(0)
oldugu agiktar, (5)
(1),(2),(3),(4) ve (5) den V Y de bir fuzzy lineer uzaydar.
Uyari 2.2.1. Onerme 2.2.2 de F,X de crisp (F<X ise Yp:X—>I)
cisim olmasi durumunda (i) ozelligi
V(ax+uy)2V(x) /\V(y) (V o,u€X, x,y€Y)
olur.
Onerme 2.2.3.[6,9):Fuzzy lineer uzaylarin bir ailesinin arake-
sitide bir fuzzy lineer uzaydair.
ispat: X bir cisim ve F X de bir fuzzy cisimi olsun, Y X iizerin-

de bir lineer uzay, V i€I ig¢in V4 Y de F iizerinde fuzzy lineer uzay
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olsun. Bu takdirde _nIYi nin Y de F iizerinde bir fuzzy lineer uzay
ie
oldugunu gosterelim: o,u€X, x,y€EY olsun,
(N Vi) (ax+uy)=inf v;(ax+uy)  (V; fuzzy lin. uz.)
1el 1el
Zing min{F(a)/\Vi(x), F(u)/\Vi(y)}
ie
=min{inf (F(a)/\V;(x)),inf(F(u)/\V;(y))}
iel 1el
=min{F(a) /\infV;(x), F(u)/\infVv,(y)}
iel iel
=min{F(a)/\( N Vi) (x), F(W)/\( N V) ()}
1eT 1el
elde edilir., V x€Y ve V i€I idc¢in
F(1) 2 Vi(X) 2 _inf{vi(X)IiEI}=(,n Vi)(X)
iel 1€
olur.0nerme 2.2.2 den 0N Vi F lizerinde bir lineer uzaydir.
1e]
tnerme 2.2.4.[6,9): Y,Z X cisimi ilizerinde lineer uzaylar ve F de-
X iizerinde bir fuzzy cisimi olsun, f Y den Z ye bir lineer doniisim ve
W, Z de F iizerinde bir fuzzy lineer uzay olsun. Bu takdirde W nin

-1
f (W) ters resmi Y de F iizerinde bir fuzzy lineer uzaydir.

ispat: V x,y€EY ve a,y€X icin
f—I(W)(ax+uy)=W(f(ax+uy))=w(af(x)+uf(y))
amin{F (o) /AW(E(X)) ,F(u)/\W(E(y))}
—min{F(@)/\f (W) (1), FOD/AE (W) (v))
elde edilir.W bir fuzzy lineer uzay oldugundan Vz€Z dicin F(1)2W(z)
dir, Diger yandan Vx€Y icin f(x)€Z (z=f(x)) dir. Dolayisiyla,
FODRW(E(R))=E (W) (x)  ( VxEY )

elde edilir.Onerme 2,2.2 den f_l(W) Y de F lizerinde bir fuzzy lineer
uzaydir.

tmerme 2.2.5.[6,9): Y,Z2 X cisimi iizerinde lineer uzaylar ve F
de X in bir fuzzy cismi olmak iizere £ Y den Z ye bir lineer doniisiim
olsun. Bu takdirde V Y de F fuzzy cisimi lizerinde bir fuzzy lineer
uzay ise f(V) de Z de F fuzzy cisimi iizerinde bir fuzzy lineer uzay-

dir.
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ispat: o,u€X ve u,v€Z olsun. f_l(u)=¢ veya f*l(v)=¢ olmasi dur-
munda Onerme 2.2.2 den iddia dogrudur.f_l(u)#¢ ve f—l(v)¢¢ durumunda
iddianin dogru oldugunu gosterelim. Bu durumda f—l(au+uv)%¢ dir.
rEf—l(u), sEf—lﬁv) ise f(ar+us)=oaf(r)+uf(s)=aqu+uv dir.Boylece,
f(V) (au+uv)=sup{ V(w) | wEf—l(au+uv) }
2sup{ V(or+us) | ref (), sef” (v) )
25up (min{F (o) /\V(x) ,F() /\V(8) }|TEE" (u) €€ (v))
=min{F(a)/\sup{V(r)'rEf_l(u)},F(u)/\sup{V(s)|s€f—l(v)}
=min{F(a)/\f(V)(u), F(u)/\£(V)(v)}
elde edilir. Diger yandan,
Vx€Z i¢in F(1)2f(V)(x)
dir, Onerme 2.2,2 den f(V) Z de F ilizerinde bir fuzzy lineer uzaydir.
Bu ¢alismada bundan bOyle aksi belirtilmedik¢e X cisim olarak
reel sayilar cisimini gosterecek ve crisp cisim ( V x€X dg¢in
X(x)= Nx(x)=1 ) olarak diigiiniilecektir, Buna gore, Tanmim 2.1.1

asagidaki gibi verilir.

Tanim 2.2.2.[5]: E X cisimi lizerinde bir vektdr uzayi,V de E de
bir fuzzy altkiimesi olsun. Eger her Xx,yEE ve her o,u€X ic¢in
Viax+uy) 2 V(x)/\V(y)
saglaniyorsa V ye E de bir fuzzy altvektor uzayil denir.
Aksi belirtilmedigi siirece E X cisimi iizerinde bir vektdr uzayi

olarak alinacaktir.

Lemma 2.2,1.[3,5,6]: V E de bir fuzzy altvektdr uzayl olsun. Bu
takdirde,

i) V X€E d¢in V(0) 2 V(%) dir,

ii) V X€E ve V a€X\{0} i¢in V(x) = V(ax) dair.

iii) v(x) > V(y) olan her x,vy€EE igin V(x+y) = V(y) dar.

iv) V(x-y) = Vv(0) olan her x,y€E i¢in V(x) = V(y) dar.
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ispat: i) Tanim 2,.2,2 de o=1, py=-1 ve her XEE i¢in
V(0) = V(x-x) = V(Ix+(~1)x) 2 V(x)/\V(X) = V(X)
elde edilir.
ii) v(x) = V(a_lax) 2 V(ax) 2 V(x)
===> V(ax) = V(X) ( Vv 0#a€X , V XEE )
olur.
iii) x,y€E i¢in V(x) > V(y) olsun.
Vix+y) 2 V(X)/\V(y) = V(y) == V(x+y) 2 V(y) (1)
olur.
V(y) = V{(x+y)=x) 2 V(x+y)/\V(x) = V(x+y) (2)
dir. (Ginkii, V(X) < V(x+y) olsa (2) den V(y) 2 V(x) olur ki bu
V(x) > V(y) ile gelisir,) (1) ve (2) dem V(x) > V(y) olan her
X,y€E igin V(x+y) = V(y) elde edilir.
iv) Varsayim: X,y€E ig¢in V(x) # V(y) olsun. Bu durumda ya
V(x) < V(y) veya V(y) < V(x) dir. Genelligi bozmayacagindan,
V(y) < V(x) (3)
alabiliriz. ii) de a =-1 alinirsa,
V(y) = V(-y) (4)
olur, (3) ve (4) den V(x) > V(-y) olur,

V(0) = V(x-y) = V(x+(-y)) ( iii) den )

Vi-y) < V(x)
==> V(0) < V(x)
olur ki bu i) ile gelisir. Dolayisiyla varsayim yanlistir, O halde
V(x-y) = V(0) olan her x,y€E igin,
V(x) = V(y)
olmak zorundadir.

Sonu¢ 2.2.1.[3)}: E bir vektdr uzayi ve V de E de bir fuzzy
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altkiimesi olsun, Bu takdirde V, E de bir fuzzy altvetdr uzayidir
<===> Ya€X ve Vx,yE€E 1ig¢in

1) V(x-y) 2 V(x)/\V(y)

ii) viex) 2 V(x)
dir,

Lemma 2.2.2.[3]: V E nin bir fuzzy altvektor uzayl olsun. Bu
takdirde, t€[0,1] ve tsV(0) olmak iizere V, seviye altkiimesi E nin bir

altvektor uzayadair.

Ispat: Vy={ x€E | V(x)2t } ve V(0)2t olduBundan OEVy dir. Dola-
yisiyla V#¢ olur. x,y€Vy ve o,u€X olsun.

X,¥EVy => V(x),V(y)2t == V(x)/\V(y)2t
dir. V bir fuzzy altvektor uzayi oldugundan

Viax+uy)2V(x) /\V(y)2t ==> ax+uy€V,

elde edilir. Sonug¢ olarak, V¢ E nin bir altvektdr uzayidir.

Tanim 2.2.3.[3]: Lemma 2.2.2 de verilen E nin Vi altvetdr uzayi-

na V nin seviye altvetOr uzayi denir.

Teorem 2.2.1.[3]: E nin bir V fuzzy altkiimesi ig¢in asagidaki
ifadeler denktir.
i) V E nin bir fuzzy altvektdr uzayidar.
ii) t€gbrv igin Vi E nin bir altvektor uzayidar.
Ispat: i) == ii)
tEgorV olsun. V x€E ic¢in V(x) < V(0) ve t€gdrV igin V(xy) =t
olacak gekilde bir x €E mevcut oldugundan t < V(0) olur. i) ve Lemma
2,2.2 den V¢ E nin bir seviye altvektor uzayldlr.;
ii) == 1)
X,yEE olmak iizere

t:= min{ V(x), V(y) }
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olarak secersek t€gorV ve x,y€V, dir. Vi E nin altvektdr uzayi ol-
dugundan her o,u€X icin \

ax+uy€Evy ( i) den )
dir. Buradan

V(ax+uy) 2 t = min{ V(x), V(y) } = V(x)/\V(y)

olur., Tanim 2.2.6 dan V E de bir fuzzy altvektor uzayidir.

Teorem 2.2.2.[3]: V E nin bir fuzzy altvektdr uzayi ve t] < tg
(ty,t7€[0,1]) olmak iizere th, szv nin iki seviye altvektor uzaya
olsun, Bu takdirde ,

Ve = Vi
kosulunu saglayan hig¢bir x€EE mevcut degildir.

= t] ¢ V(x) < ty

Ispat:" ===>" Varsayim; t; £ V(xg) < to kosulunu saglayan bir

Xg€E mevcut olsun. Bu durumda xoevpﬂvtzolur. Bu ise Vt1= Vblolma31yla
¢elisir. Dolayisiyla varsayim yanlistir.

t] § V(X) < ty
olacak bi¢imde hig¢bir XEE mevcut degildir.

Y<e=="" Varsayim; th¢ Vtz olsun.

ty < ty oldugundan Ve, © vti dir. Vt1¢ Vtzise bir xOEthvardlr oyleki
xoﬁvtz dair,

XgEVy == t; $ V(xq)

==> t1 < V(Xg) < tg

xOEVti===> V(xqg) < tg
olur ki bu hipotez ile ¢elisir. O halde varsayim vanlistir.

Vg = Viy

olmak zorundadir.

Uyari.2.2.1.[3]:Teorem 2.2.2, E nin bir V fuzzy altvektdr uzayi-

nin seviye altvektdr uzaylarinin farkli olamayacagini gosterir.
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garv = {to’tl,oog,tn} + to > tl D ees? tn
olmasy durumunda V nin seviye altvektdr uzaylarinin { Vip Vqt...,vtn}
ailesi,

zincirine sahiptir.

Teorem 2.2.3.[3]: W E nin (W #E) bir altvekidr uzayl olsun. Bu
takdirde, t€[0,1{ olmak iizere ,
1, x€W
Vix) =
t , xEE\W
ile tanimlanan E nin V fuzzy altkimesi E nin bir fuzzy altvektor
uzayidir.

ispat: Lemma 2.2.2 den ag¢iktir.

Sonug 2.2.2.[3]: S E nin bostan farkli bir altkiimesi olsun., S E
nin bir altvektdr uzayidir <> S =nin karakteristik fonksiyonu

(S :=‘Xs ) E nin bir fuzzy altvektodr uzayidir,
ispat: Teorem 2.2.2 ve 2.2.3 den agiktair.

Teorem 2.2.4.[3]: UgCUj<C...CU, = E, E nin altuzaylarinin son-
1u bir zinciri olsun. Bu takdirde E nin bir V fuzzy altvektor uzayi
vardir oykki V nin seviye altvektodr uzaylarinin bir zinciri tama ta-
mina 3

UpcUy ... CU, = E
dir,
Ispat: tg,tq,...,t €00,1]1 , 1=tg > ty > ... >t, se¢ilsin.

i:=min{J | xEUj} igin V(x):= ty
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olsun. Bu durumda ,0sisn olmak {izere V?i= Uy olduBu gosterilirse
ispat biter,

v xEVti igin V(x) 2 ty dar,
Varsayim; bir xEVq-igin xfU; olsun. Bu durumda x€Uyp olacak sekilde
bir k (i<ksn) mevcuttur., i<ksn oldugundan tj>ty olur. Buradan V(x)<ty
olur ki bu xGVtiolma51y1a ¢elisir. 0 halde xEVti i¢in x€U; olmak
zorundadiyr. Dolayisiyla

Ve C U4 (1)
olur. Diger yandan her x€U; ig¢in

V(x)at; ==> xEVy ==> U;CVyy (2)
olur, (1) ve (2) den Uy = Vgielde edilir,

Teorem 2.2.5.[3]: V§ ve Vo E nin herhangi iki fuzzy altvektor
uzayyr oyleki Kard(gorVj)<= (i=1,2) olsun. Bu takdirde, V;=Vo dir
rgﬁrV1=g6rV2 ve Vi, Vp nin seviye altvektor wuzaylarinin

aileleri aynidair.

ispat: "=='" V;=V, olsun.
y€gorvy <==> Vi(x)=y (3 xEE)
<= Vy(x)=Vy(x)=y (Vi=Vq9 old.)
<==> y€gorVy,
Buradan gorVy=gorVy elde edilir.
t€[0,1] ve tsv,(0)=Vy(0) olsun,
vy, ={ X€E | Vi(x)2t }
—_—> V1t= V2t (V] =Vyold.) ()
V2t={ XEE | Vo(x)2t }
olur, V;{ in seviye altvektdr uzaylarinin ailesi,
B:={V}, | t€[0,1] , tsVy(0) }

ve V9 nin seviye altvektor uzaylarinmin ailesdi,
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A:={Vy | t€[0,1] , tsVy(0) }
.olsun. Bu takdirde, her VltEE icin V1t= VZt ((*) dan) oldugundan
thﬁ dir. Buradan X C A olur. Benzer sekilde, AC ZE oldugu

gosterilir., Dolayisiyla Z=A& dir.

e

<=="" Kard(gdrVy) = n < = (i=1,2)
gﬁer = gﬁer = {to, tl"”’tn—l} y g >ty > a2ty
olsun, Hipotezden,
\' veeV Vv ve V \ <:...c:V = Vy = E
Ly Yoy, o V2e, Ve Vi Y2y o Y2,

olur. x€E olmak iUzere,

VI(X) = ti , V2(X) = tj , 021, € n-1
olsun,
Vi(x) = t; XEV,, — €V, =V .
1(x) 4 > X lti > X Qti ( Vlti Zti old.)
> V2(X) 2 ti
=D tj 2 ti

> iz j (1)

VQ(X) = tj > XEVZ > XEVI ( V1%= VzijOId. )

> Vilx) 2 ty

> j 2 i (2)
olur. (1) ve (2) den i = j (yani ¢t = t olur.) olur. Dolayisiyla
her X€EE ig¢in,
Vi1(x) = Vy(x)

dir, Buradan Vi = Vy elde edilir.

Teorem 2.2,6 ve 2.2.7 de E;y , Ep iki vektor uzayi, f:El —> Eq

orten bir homomorfizim olarak alinacaktir.

Teorem 2.2.6.[3]:V1 , Vp sirasiyla E; ve Ey de fuzzy altvektor
uzaylar olmak iizere,

gaYVI = {to, t1,¢oo,tn} P to > tl Paee> tn
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ve
g80rvy = {og, 0y, ...,00} , &g > 0] >...> O
olsun. Bu takdirde ,
i) gorf(vy)cgorVy ve f(Vy) in seviye altvektdr uzaylarinin bir
zineiri,
f(Vl,(l)Cf(Vth)C...Cf(Vltr{ = Ey
dir.
ii) gﬁrf—l(VQ) = gorVy ve f—l(Vg) nin seviye altvektdr uzaylari-
nin zinciri,
f_l(Vzm)Cf_l(Vz )C...Cf_l(vz ) = By
i w2 %m
dir,
tspat: i) f:Ey —> Eg
V y€Ey igin (£(Vy))(y) = sup{ Vi (x) | y=f(x) }
oldugundan
gorf(Vy) < gdrvy
olur. Ayni zamanda ¥ i=0,1,...,n icinde
f(vltf = (f(Vl))ﬁ_
dir. @iinki,
yEf(Vltg =—> fo—l(y) 6y1e$i Vi(x) 2 t4
<==> sup{Vy(2) | z€f (y) } 2 4
= (£(Vi))(y) 2 t4
== yE(E(V))yy
dir. Dolayisiyla f(Vy)) nin seviye altvektdr uzaylarinin zinciri,
f(V]ti) Cf(Vltz)C....Cf(Vltrz = Eo
olur.
ii) Acik olarak V x€E; igin
(f_l(Vz))(x) = Vo(f (X)) == gbrf-l(VQ) = gorvy
dir. Ayni zamanda, V i=0,1,...,n dig¢inde
fo—l(Vzm{ <==> f(x) €V2Gf===> szf(x)) 2 g
<==> (f (V2))(X) 2 &
—> x€(t7 (V3))gy
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-1 -1
> f(V2£i“ (fl (Vz))mi
dir. Dolayisiyla f (V5) nin seviye altvektdr uzaylarinin zinciri
-1 -1 -1

m
olur.

Teorem 2.2.7.[3]}: V —> f(V) doniiglimi E; din tim f-degismez
fuzzy altvektdr wuzaylarinin kiimesi ve Ey nin tiim fuzzy altvektor

uzaylarinin kiimesi arasinda bire-bir bir esleme tanimlar,

ispat: Onerme 2.2.4; 2.2.5 ve asagida verilen sonuglardan ispat
aciktir.
i) v Ey in f-deBigmez fuzzy altvektdr uzayl oldugundan
ﬁ—l(f(v)) = v *
dir.
ii) v* Eo nin bir fuzzy altvektdr uzayi ise
fe ) = vt

dir.
2.3, FUZZY ALTVEKTOR UZAYLARIN BIRLESIMi

Bilindigi gibi vektor uzaylarainda, eger Wi,Wy E nin herhangi
iki altvektor uzayil olmak lzere,

WiUWy E nin bir altvektor uzayidir<=——>ya WiC Wy veya WopC Wy dir,

Bu bdliimde agagida verilen probleme ¢Oziim bulmaya c¢alisacagiz.

Problem : Biri digerinde icerilmeyen iki fuzzy altvektor wuzayin
birlesimi yine bir fuzzy altvektor uzayl olusturabilir mi?

Birlesimleri bir fuzzy altvektdr uzayi olan ancak biri digerinde
igerilmeyen fuzzy altvektor uzaylarin mevcut oldugu gosterilebilir,
Ayrica bu, yukarida verilen problemin elde edilen fuzzy altvektor

uzayinin resim kiimesine bagli oldugunu gosterir.



29

Herhangi iki fuzzy altvektdr uzayin birlesiminin bir fuzzy alt-
vektor uzayl olmasi gerekmez,

Ornek 2,3.1.[3]: E:= R2 , E1:={(a,0)| a€E R } ve E2:={(0,a)|aER }
olsun. tg > tj > ty > tj olacak bigimde t;€[0,1],(0 < i < 3)
sayilari sec¢ilsin.

tg » XEEy t; , XEEq
Vi(x) = Vo(x) =
t3 , XEE\E; ty , XEE\E,

ile Vi ve Vo fuzzy altkiimeleri tanimlansin. Teorem 2.2.1 den Vi ve Vy
E nin fuzzy altvektor uzaylaridar.
tg , XEEp
(VqUVy) (x) ={ t; , X€EE9\{(0,0)}
ty , XEE\E UE,
ile tanimlanan V{UV9 E nin bir fuzzy altvektor wuzayi degildar.
Giinkii,
(ViUV9l gy = { xEE | (ViUV)I(x) 2 ty }
kiimesi E nin bir altvektor uzayi degildir. Teorem 2.,2.1 den ViUvy E

nin bir fuzzy altvektor uzay:r olamaz.

Teorem 2.3.1.[3]: V E nin bir fuzzy altvektdr wuzayl oyleki
a€[0,1] olmak iizere gdrV = {a} olsun., Eger E nin V; ve V, fuzzy alt-

vektdr uzaylari i¢in V:= ViUV, ise ya V;C V) veya VoCVy duir.

{a} oldugundan her xX€E ig¢in V{(x) = a dar.

[l

ispat: gorv

]

a = V(x) = (VjUVy)(x) = max{ Vj(x) , Vo(x) } ( V x€E )
oldugundan ya o = V(x) veya o = Vo(x) dir.
@ = Vi(x) ==> Vyh(x) € a = V(X) == V,CV,

veya
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o = Vy(x) ==> Vi (X) s a=Vy(x) = VyCVy

olur,

Teorem 2.3.2.{3]: VE nin bir fuzzy altvektdr uzayyr oyleki
gorv = {0,t} ( t€ 0,1] ) olsun. Vi ve Vo E nin iki fuzzy altvektor

uzayl olmak lzere V = ViUV, ise ya VyCV, veya V,yCV; dir.

Ispat: Varsayim; Vi(x) > Vo(x) ve Vy(y) > Vy(y) olacak sekilde

X,y€E vektorleri mevcut olsun., Bu taktirde |,

Vix) = (V{UV))(x) = Vi(x) > Vo(x) 2 0
== V(x) = V(y) = t
Vy) = (V1UV)(y) = Vo(y) > Vi(y) 2 0
==> V1(x) = Vp(X) = t ==> Vy(y) > Vy(x) ve Vy(x) > Vy(y)

olur. Buradan , ( Lemma 2,2.1 iii) den )

Vilxty) = Vi(y) < t

===>V(x+y)=(V]UV2)(x+y)=V1(x+y)vV2(x+y)

1]

Valxty) = Vp(x) < t
olur ki bu
V(x+y) 2 V(X)/\V(y) = t
olmasiyla c¢elisir. Dolayisiyla varsayaim yanlistair. O halde ¥ XEE
ic¢in,
V1{x) ¢ Vo(x) veya Vo(x) s Vl(x) ==> V1C V9 veya VoV,

elde edilir.

Uyari 2.3,1. Teorem 2.3.2 de

i) 80rV = {tq,ty} ig¢in ty#0 ve t) #0 durumunda iddia saglanmaz.

ii) 3 < Kard(gorV) = lgarV[ < © gplmsi durumunda  iddia dogru
degildir.

trnek 2.3.2.E ve tj (0 < i g 3) Ornek 2.3.1 de verildigi

gibi tanimlansin. E nin V; ve V, fuzzy altkiimeleri;
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to » x=(0,0) ty , x=(0,0)
Vi(x) = Vo(x) =

ty , x€E\{(0,0)} ty , X€EE\{(0,0)}

tg » x=(0,0)

V(x) =
ty , x€E\{(0,0)}
ile tanimlansin, V nin tanimindan gorV = { tg » tg } dir., Diger
yandan V , Vi ve Vjy birer fuzzy altvektor uzayidirlar. Bu fuzzy
altvektdr uzaylarin tanimlarindan,
V = VUV,
oldugu agiktir. Ancak,
Vigvy ve Vv
dir,
Bu drnek bize, biri digeri tarafindan igerilmeyen iki fuzzy alt-
vektor uzayinin birlegimininde bir fuzzy altvektor uzayi

olabilecegini goOsterir.

trnek 2.3.3. 2 € n <« (n€E N) olmak ilizere,
gorV = {tg, tyj,.c., ty} ve tg > t] >eee> ty
olsun. Bu takdirde,
1 2tg2s8) >t) >8> 1t9> .00 >ty
olacak gekilde sy, sg9 €[0,1] sayilari secilsin, E nin Vi ve Vo

fuzzy altkiimeleri,

to ., XEVy,
Vi(x) =38y , XEV\Vy
vix) , XEEN (VU (Vv )
ve
§1 . XEVy,
Va(x) =\t , xEVp\Vy,

v(x) , xEE\(qu(thVn?)
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ile tanimlansinlar. A¢ik olarak Vy , Vo ve V{UVy , E nin fuzzy
altvektdr uzaylaridir, Diger yandan V = VUV, olmasina ragmen Vi

Vy nin tanimindan VygVy ve VodVy dar.

2.4, BIR FUZZY ALTKUME ILE OLUSTURULAN  FUZZY ALTUZAY

Bu btliimde E nin bir A fuzzy altkiimesi tarafindan olusturulan
A fuzzy altvektdr uzayinin insaasini verecegiz. Kard(gdorA) Kard(gora)
den daha biiyiik olmasi miimkiindiir. Bu durum Ornek 2.4.1 de gosterildi.

Her SCE dgin E de S tarafindan Uretilen fuzzy altvektor

uzayl <5> jle gosterilecektir,

Teorem 2.4.1.{3]J: A E de bir fuzzy altkimesi olmak lizere
Kard(gorA) < « olsun. V5 (0¢isk, ksKard(gorA),kEN, Vi=E olacak
sekilde seg.) altvektor uzaylara,

VO:

it

<{xEE|A(x)=sup{A(z) |z€E}}>
ve
Vi #= < Vi1, { X€E | A(x)=sup{A(2)|2€E\Vy_1} } 0 s i sk

ile tanimlansin., Dolayisiyla E nin

i

sup{A(z)]zGE} . xEGO Vo

A(X)

]

i

[
sup{A(z)leE\Vi_l} , XEVy = V4\Vy 1, 1 5 i <Kk
ile tanimlanan A fuzzy altkiimesi E nin A tarafindan liretilen fuzzy

altvektor uzayidar,

ispat: Teorem 2.2.1 den A E de bir fuzzy altvektdr uzayidir.
Sp = { x€E | A(x)=sup{A(z)|zEE} }
olarak tanimlanirsa, Vg = <Sg> ve her i€{1,2,...,k} ig¢in
S = { XE€E | A(x)=sup{A(z)|2€E\Vi_1} }

olmak iizere,
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V.

i = < Vi-1.85 >

dir. B, A vyi1 iceren E nin bir fuzzy altvektdor uzayl olsun.
ispat i¢in her x€vy (i=0,1,2,...,k) igcin,
B(x) 2 A(x) 2 A(x)
oldugunu gostermek yeterlidir,
xEGO olsun, Bu takdirde I @y 3, ®g 3,....%9 p€X ve sg 1. Sp 2..
'°»50,m550 oyleki X=0) 180,1%%,250,2%++* %0 . S0, m dir. Buradan,

B(x) 2 min{B(sp 1), B(sg 2)...., B(sg p)},(B fuzzy altvk.uz.)

il

sup{A(z) l ZEE } 2 A(x)
olur., Boylece her XEGO i¢in,
B(x) 2 A(x) 2 A(x)
olur, xEGi ,(1si<k) olsun. Bu takdirde, I o5 1. ai’z,....ai’nex ve
S4,1> 84,20+++,51 pn&Sj Oyleki X=0j 18§ 1+04 984 p*...¥0j p8§ p dir.
Buradan,
B(x) 2 min{B(si’l),..., B(Si,n)}' (B fuzzy altvk, uz.,)
= sup{A(z) | 2z€E\V;_; }
2 sup{A(z) 1 zEGi }
2 A(x) (V;CE\V;_, ve x€V; old.)
olur. Boylece her xGQi ic¢in,
B(x) 2 A(x) 2 A(X)

elde edilir ve ispat biter.

Ornek 2.4,1.[3]: X {izerinde x in derecesi n (n€ N) den kiigiik

olan polinomlarin olusturdugu vektor uzayi E olsun.

(1% x5 e, H)
X iizerinde E nin bir tabanmidar. tg, t;, t9€[0,1] ve tg > t] > ty
olmak izere FE nin A fuzzy altkiimesi,

to . VE{].,X}

-1

A(v) = t1 , vE{xZ,...,xn }
n-1
ty , VEEN{l, X,...,x  }
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ile tanimlansin.

2 -1
Vo = <{l,x}> ve V; =<Vy, {x R S

A nin tanimindan,

il

A
to . VEVO VO

Alv) =

it

A
ty VEVI E\VO

elde ederiz.



BOLUM III

3.1, FUZZY LINEER BAGIMSIZLIK

Tanim 3.1.1.[5]): vV E nin bir fuzzy altvektdr wuzayi olsun,
Bu takdirde vektorlerin sonlu bir { X1, X9,..., X, } (n€N) kiime-
sine V de fuzzy lineer bagimsizdir denir <> { Xy, X9,..s, X }

kiimesi E de lineer bagimsiz ve her { aj, az,..., ay Yo X dgin,

n
n
v( L a{Xq ) =/\V(aixi)
i=1 i=1

dir.
Vektorlerin bir kiimesi, V de fuzzy lineer bagimsizdir: <> Her

sonlu altkiimesi V de fuzzy lineer bagimsizdir,

Uyarz 3.1.1. Bir vektor wuzayinda 1lineer bagimsiz her kiimenin

fuzzy lineer bagimsiz olmasi gerekmez.

2
R wve V de E de bir fuzzy altvektor uzaya

Urnek 3.1.1. E
olsun,
1, v=1(0,0)
V(v) = 1/2 , vE{O}xR\{0}
174 , vER*\{0}xR
ile V fuzzy altkiimesi tanimlansin. Teorem 2.2.1 den V E nin bir fuzzy
gltvektﬁr uzayidir, x=(1,0) ve y=(-1,1) vektorleri E de lineer bagim-
sizdir. Ancak x ve y vektorleri V de fuzzy lineer bagimsiz degil-
dir. Gergekten, a; = ap = 1 olmak iizere,
ajx + agy=(1,0) + (-1,1)=(0,1) ve V(a1x + ayy)=V((0,1))=1/2 (1)

dir. Diger yandan,
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V(a1x)=vV(x)=1/4
==> V(a;x)/\V(ayy)=1/4 (2)
V(agy)=V(y)=1/4
dir. (1) ve (2) den
V(aix + agy) > V(x)/\V(y)
elde edilir.
Bu Ornek ayni zamanda, V(x) = V(v) durumunda,
V(X +y) > V(x) = V(y)

oldugunu gosterir,

tnerme 3.1.1.[5]: V E de bir fuzzy altvektor uzayil olsun. Bu
takdirde V -iiyelik dereceleri farkli olan vektidrlerin olusturdugu
{ X1, X9,.+4, X5 }CE\{0} (n€E N)

altkiimesi lineer ve fuzzy lineer bagimsizdar.

ispat: n - lizerinden indiiksiyonla ispat yapilacaktir.

n =1 ic¢in sifirdan farkli bir tek vektor olacagindan iddia dog-
rudur.
n =2 icin { xq, X9 }CE\{0} , { &y, ap } CX olmak lizere,
ajx) + agxg =0 (*)
olsun.

a; =0 ise (¥*) dan agxgp = 0 ==> ay =0 ( x9 #0 )
dir. Benzer sekilde ap = 0 ic¢inde aj; = 0 elde edilir.

a] #0 ve ay #0
olsun. Bu takdirde, (*) dan x; = (- ajz/aj)xg9 olur, Buradan,

V(xy) = V((-ag/ay)xg) = V(xy) (Lemma 2.2.1-ii))
olur ki bu { X1, X9 } kiimesinin secilisi ile c¢elisir. O halde,
(*) kosulu aj; = ap = 0 durumunda saglanir. Dolayisiyla {x;, X5}
kiimesi lineer bagimsizdir.

§imdi de { xj, X9 } C E altkiimesinin V de fuzzy lineer bagim-
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s1z oldugunu gosterelim.
{ aj, ag }CX kiimesi verilsin, aj; = 0 olmasi durumunda,
V(a1x) + agxg) = V(agxy) = V(0)/\V(agxg) = V(ayx;)/\V(agxsy)
olur. Benzer sekilde a9 = 0 durumu i¢in vyapilir. a3 = a3 =0
olmasi durumunda iddia ac¢aiktir.
aj] # 0 ve ay # 0 olsun., Bu takdirde, Lemma 2.2.1 -ii) den
Viaxy) = V(xy) ve V(agxy) = V(xjy) (*%)
dir. V(x7) # V(xp) oldugundan V(x3)} > V(x9) alabiliriz. Boylece
(**%) dan V(ajxy) > V(agxy) olur. Lemman 2.2.1 - iii) den
V(axy + agxp) = V(agxp) = V(ajxp)/\V(agxy)
elde edilir. Dolayisiyla { X, X9 }  fuzzy lineer bagimsizdir.
Kabul edelim ki diddia, n d¢in dogru olsun., Yani, V - iiyelik
dereceleri farkli olan vektdrlerden olusan,
{ X1, X9,..., X }CE\{0}
altkiimesi 1lineer ve fuzzy lineer bagimsiz olsun.
tddianin n+]1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
{ X1, X9,+005 Xp, Xps1 } < EN{O}
V - \1iiyelik dereceleri farkli olan vektdrlerin bir kiimesi olsun.
indiiksiyon prensibinden,
{ X1y X9,e00, X}
kiimesi lineer ve fuzzy lineer bagimsizdir.
Varsayim;
{ X1, X9,e00y Xp» Xpat )
kiimesi 1lineer bagimsiz olmasin. Bu takdirde, ‘3 Sc{1,2,...,n}
oyleki
Xp+l = L ajXy ( V 0#a4€X , i€S )

i€s
olur. Buradan,

V(xXpe1) = V(_iésaixi ) =i/€\SV(aixi) =1/€\SV(X1)
2 V(Xn.,.l)E{ V(xl)g V(Xz),...' V(Xn) }

olur ki bu,
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{ X1, X9,0005 Xp» Xpa1 }
kiimesinin farkli V - iiyelik dereceli vektorlerden olusmasiyla ¢eli-
sir. Dolayisiyla verilen kiime,lineer bagimsiz, Lemma 2.2.1-ii),iii)

ve Tanim 3,1.1 den de fuzzy lineer bagimsizdir.

Uyari 3.1.2.15]J: V E de bir fuzzy altvekt6r uzayi ve boyE = n

olsun, Bu takdirde, Kard(V(E)) = [V(E)| < n+l dar,
3.2. FUZZY TABANI

Tanim 3.2.1.[5): V E de bir fuzzy altvektor uzayir olmak iizere,

V nin bir fuzzy tabani E i¢in fuzzy lineer bagimsiz bir tabandir.

Teorem 3.2.1.[5]: E bir vektor uzayi ve B = {vglqepa E nin bir
tabani olsun, uOEIO,l] sabit ve her «€A igin g 2 ¥y olacak sekilde
sabitlerin bir {uglgep <710,1} Kkiimesi verilsin.

0 # 2z€E ic¢in 0 #a;€X olmak iizere,

n
z =L a;vy,
i:i 1704
olacak bigimde %ektﬁrlﬁ y32111r.
V(z) =/A\V(v ) =/A\u ve V(0)3=
Y=g M = ™ = Yo
ile V : E—> [0,1] tanimlansin, V, her z€E i¢in tanimly ve iyi

tnimlidir. Bu durumda V, B fuzzy tabanli bir fuzzy altvektor uzayi-

dir.

ispat: x,y€E\{0} olsun. Cup, , CUDy sonlu ve bogtan farkli kii-

meler olmak iizere, X ve y

X =i§h€§:ai ( v iECUD, dg¢in x4€X\{0} )
y =1 Y §Vouy (Vv jECUDy icin ijx\{O} )

b
olcak sekilde ‘tek tiirli yazilir., Burada CND, = @, CﬂDy =@ ve

DXnDy =@ dir. a,b€X ve a,b # 0 dc¢in ax + by # 0 olsun,
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Z := { i€C | axy + by; =0} ve N :=C\Z
alinsin. C, Dy, Dy ve N kiimelerinden enaz birinin bos olmasi duru-
munda ispat ag¢iktir,
V(ax + by) = V(iEC(axi + byi)vui+i§0£axi)Vai+i§b§byi)vai)
= V(i§$faxi + byi)vai+iébiaxi)vai+i£bgbyi)v“ )
lineer toplamdaki tiim katsayilar sifirdan farklidir. V nin tanimin-
dan ,

V{ax + by)

]

(/\V(va%) AN\V(vy)) A (/\V(va{)
€N 1€D, i€Dy

il

(Nug: ) AN A N
) i o SN
i€EN i€D, i€Dy

/\umi .z/\u,,bi = N\ )/\(/\uaf

iENUDYD, i€cunyDy i€CUD, i€CUDy

]

olur. Dolayisiyla a,b # 0 ve ax + bx # 0 olmasi durumunda,
V{ax + by) 2 V(x)/\V(y)
olur. Diger yandan ax + by = 0 ise
V(0) = ug 2 supV(B) 2 V(x)/\V(y)
dir. Buradan,
V(ax + by) 2 V(x)/\V(y)
olur, a =0 veya b =0 olsun. Genelligi bozmayacagindan a = 0

alabiliriz. Bu takdirde,

]

V(0x + by) = V(by) 2 V(x)/\V(by) 2 V(x)/\V(y)
== V(0x + by) 2 V(x)/\V(y)
olur. Dolayisiyla V E de B fuzzy tabanli bir fuzzy altvektor

uzayidir.

Uyara 3.2.1. Her fuzzy altvektor uzayin bir fuzzy tabanina sahip
olup olmadigir bilinmenmekle birlikte fuzzy tabani olmayan bir
fuzzy altvektdr uzayi ©Ornegide bulunamamistir. Ancak basit bir o©n
kosul koyarak, bu kosul altinda her fuzzy altvektor uzayin bir fuzzy

tabanina sahip olacaginil gOsterecegiz,
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Lemma 3.2.1.[5]: V E de bir fuzzy altvektor wuzavi ovleki
gorvV = V(E) iistten iyi sirali ve E* E nin bir o0z altvektor uzayi
olsun. Bu takdirde, 3 wEE\E* o6yleki her VEE* icin,

V(w + v) = V(w)A V(V)
dir.
ispat: V(E) {istten ivi sirali ve V(E\E*) V(E) oldugundan
I wEE\E* oyleki V(w) = sup[V(E\E*)] dir,
VEE* olsun. Eger V(v) # V(w) ise Lemma 2.2,1-iii) den
Viw + v) = V(w) AV(V)
dir. Eger V(v) = V(w) ise V(w + v) 2 V(w) A V(v) dir. Diger yandan,
wt v EE\E* ve V(w) = sup[V(E\E*)] oldugundan,
V(w + v) § V(w) = V(v)
olur, Boylece,

Vw + v) = V(W) AV(V)

elde edilir.

Lemma 3.2.2.[5]: V E de bir fuzzy altvektor uzavyi, V(E) iist-

Lo o
ten iyi sirali ve E , E nin bir 0z altvektor uzayi olmak iizere B
o o

vV = VlE* icin bir fuzzy tabani olsun. Bu takdirde I wEE\E" oyleki

+ % + +
B =B U{w}, V := Vlw ({ W=<«<B >) idg¢in bir fuzzy tabamdir,

ispat: V(E) iistten diyi siraly oldugundan 3 wEE\E* oyleki
V(W) = sup[V(E\E )]
dir. Lemma 3.2.1 den w, B* den fuzzy lineer bagimsizdir. B+:=B*U{w}
olsun. A¢ik olarak, B+, V+ = ( w=<B+> . VIW } i¢in bir fuzzy tabani-

dir.

Teorem 3.2.2.[5]: V, E de bir fuzzy altvektdr uzayi ve V(E)
listten iyi sirali olsun. Bu takdirde, V fuzzy altvektor wuzayi bir

fuzzy tabanina sahiptir,
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Ispat: V fuzzy altvektor uzayi ve V(E) ilistten iyi sirali olsun,

Q :={ BCE | B , fuzzy lineer baginsiz }

1" "

ile tanimlanan kiime, igerme c bagintisiyla kismi siralidar. C,

€ nin tam sirali bir altkiimesi ve A :zsch olsun, A, € nin bir iist
sinirl olduu agiktir, aj, ag,..., 3yFA (n€ N) olsun., Bu takdirde,

Bai Bai..., Baﬁc oyleki aieBmi ( lsisn ) dir. € tam sirali ol-
dugundan Jk€{1,2,...,n} ©oyleki Vi€{l,2,...,n} d¢in BuiC'B“k dir.
Dolayisiyla ajp, ag,«.., anEBak olur. B“k fuzzy lineer bagimsiz ol-
dugundan, aj, az,..., a, vektorleri de fuzzy lineer bagimsiz olur.
Boylece A, C nin @ da bir iist siniridir. Zornn Lemmasin'dan £ da

%
bir maksimal B elemani vardir,

% %
Varsayim § E := <B >, E nin bir 0z altvektdr wuzayr olsun.
* + * + +
Lemma 3.2.2 den 3 w€E\E o©yleki B = B U{w}, V := V‘w {(W=<B >)
*
nin bir fuzzy tabanidir. Bu ise B nin @ de maksimal eleman olmasiyla

=3

% %
¢elisir, Dolayisiyla E = <B > ve B , V ic¢in bir fuzzy tabanidir.

Somu¢ 3.2.1.[5]: E sonlu boyutlu olsun. V, E de bir fuzzy alt-

vektor uzaylr ise V bir fuzzy tabanina sahiptir.

Ispat: E sonlu boyutlu oldugundan V(E) sonludur. Dolayisiyla,
V(E) iistten iyi siralidir. Teorem 3.2.2 den V bir fuzzy tabanina

sahiptir.

Tamm 3.2.2.[5]: V; ve Vg9 E de iki fuzzy altvektdr uzayi ol-

sun. Vy ile V5 nin toplama, ( x€E )

It

(V] + V9)(x) := sup{ Vi(x))AV(x3) | x = x1 + X3 }

sup{ V1(x1) AV(x-xq) }

\/ Vi(x1) AVy(x3)
dir. S ]

it

tnerme 3.2.1.[5]: V; ve Vo E de iki fuzzy altvektdr uzayi olsun.
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Bu takdirde asagidaki ifadeler verilir.
i) Vqfivy, E de bir fuzzy altvektor uzayidir.
ii) Vy + Vo, E de bir fuzzy altvektdr uzayidar.
iii) V{(E) ve Vo(E) listten iyi sirali olmalari halinde V{NVy ve

Vi + Vo altvektor uzaylari fuzzy tabanina sahiptirler.

ispat: i) V a,b€X ve x,yEE dc¢in,

(ViNvy) (ax + by) Vi(ax + by)AVy(ax + by)

™

(V1 (X)A VL (¥)IA V(X)) A Va(y))

I

VI(X)AV(x) AV {y)AVy(y)

(Vi) (x) A (V1NV5) (y)
olur. Dolayisiyla vlnvz, E de bir fuzzy altvektdr uzayidir.
ii) varsayim ; x,y€E dic¢in,
(V] + Vo)(x + y) < (V] + V9)(XIA (V] + Vo) (y)
olsun. 3 xq, X9 €E Oyleki her x3€E igin,
V1 (X3)AV (x+y=X3) < [V (x)AV{x-x1) ALV} (X2)AV,(y-x) ] ()
olur, Diger yandan,
[V (xAV(x=x1) IAIV (X9)AV (y=X9) 1=V (x1)AV] (X9)AV (XX 1INV (y=X9)
$ Vi(X1+X Vo (X+y-X1-Xp) (2)
dir. (1) ve (2) den
Vi (x3)AV5(x+y-x3) < V3(X}+X9)AV(X+y—(X1+X3)) (3)
elde edilir. (3) ifadesinde, xj = Xj+Xy alinirsaj
V1 (X3)AVo (x+y-x3) < V{(X3)AVy(x+y-x3)
celiskisi elde edilir, O halde,
(V] + Vo) (x+y) 2 (V] + V) (IA(V] + Vo) (y)
olur.

iii) (VqpV)(E) C V1(E)UVR(E) ve (V] + V9)(E) C V1(E)UV,(E)
oldugu agiktir. V,(E) ve Vy(E) iistten iyi s;rall oldugundan
V1(E)UV9(E)  iistten dyi siralidir. Dolayisiyla, (ViNV5)(E) ve
(V1+Vy)(E) istten iyi siralidir. Teorem 3.2.2 den VifiVy ve V4V,

fuzzy tabanina sahiptir.
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3.3 FUZZY ALTVEKTOR UZAYLARIN BOYUTU

Tanim 3.3.1.[{5]: V, E nin bir fuzzy altvektdor uzayi olmak iizere,
V nin bhoyutu,
boy(V) = sup{ L V(v) , B, E nin bir tabani }
veR :
ile verilecektir.

V fuzzy altvektdr uzayl sonlu boyutludur:<==> boy(V) = n < o

dir.

Onerme 3.3.1.[5]: Her sonlu boyutlu fuzzy altvektor uzayi bir

fuzzy tabanina sahiptir.

ispat: V, E de sonlu boyutlu bir fuzzy altvektor uzayi olsun.
V(E) nin lstten iyi sirali oldugunu gtstermeliviz.

Varsayim ; V(E)C[0,1] bir artan monotonik bir limite sahip ol-
sun. Dolayisiyla, - (X nen©E dizisi  mevcut Oyleki (V{xy) ) nen
limiti o olan, kesin artan bir dizidir. V(xy)=u>0 alabiliriz. Onerme
3.1.1 den (xp), ey lineer bagimsizdir. H, :="{xq, Xp,..., X} lineer
bagimsiz kiimesinin E igin bir tabana genislemesi", Bu gekilde, E nin
tabanlarinin bir dizisini elde ederiz. Béylece,

I V(x) > nu
X €Hn
olur ki bu boy(V) = «» oldugunu gosterir. Bu ise V nin sonlu boyutlu
clmasiyla gelisir. Dolayisiyla, varsayim vanligtir. dnerme 1.1.1 den

V(E) 1istten iyi siralidir, Teorem 3.2.2 den V bhir fuzzy tabanina

sahiptir.

Lemma 3.3.1.[5]: V. E de bir fuzzy altvektor uzayl ve bhoyE=n < o

olsun, Bu takdirde, B, V nin bir fuzzy tabani ve B', E nin herhangi

bir tabani ise

L V(v) s L V(v)
vEB
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ispat: E sonlu boyutiu oldugundan, ‘V(E\{O})l =k §n dir.
Her 1 < i $k dgin ty > ty,q1 5 V(EN{O}) = {ty, tg,..., ty} olsun,
B, V nin bir fuzzy tabani oldugundan antf Vti altvektor wzayi icin
bir tabandir. Gergekten, B, V nin fuzzy tabani oldugundan Tanim 3.2.1
ve 3.1.1 den B, E nin lineer baglm81z bir altkimesidir. BﬂVLfZB ol-
dugundan BﬂVti lineer bagimsizdir. §imdi de Bﬂvtinin Vtiigin ure~-

tici oldugunu gosterelim:

n
X€Vy  keyfi 2lsun. X =3£1“jbj ( ajEX ve bJGB 1<jsn )
V(x) = V(L ashs ) =/\V(b:) 2 tg
ESUCES I CL U

olur. Buradan, her 1<j<n i¢in

V(bi 2ty = bJEBth‘l

elde edilir. Dolayisiyla B”qu Vti i¢in bir tabandar. Diger vandan,
B*nvtf Vtinin lineer bagimsiz bir altkiimesi oldugundan Vi€{1,2,...,k}
icin,
’!‘B"ﬂvtﬂ < [BNvy
olur. |B nVid s |BﬂVq| oldugundan;
£y : B*ﬂ\ftl———> BV, )
olan bir f; bire-bir doniigimi mevcuttur, V vEB thiigin fI(V)EBﬂvt1
oldugundan fl(v)EVt1 olur. Buradan, ( V 1sisk igin t; 2 tj old.)
V(f1(v)) 2 t] 2 V(v)
elde edilir. indiilksiyonla,

fn-p ¢ B Wy ——> BV,

n-1

S,

olan bire-bir doniisimi mevcut Oyleki VvEBuﬂVq%ligin Viv) s VI, 1(v))

-1
olsun, Ty =V (t,) olmak iizere,

[BATy| S [BAV\E, g (B AV, ] (1)
dir., Ginkii,

n

|BOVe, |- |B Wenl

- |nnvtn|—\fn_}-(3 we, |

| BOVAE-1 (B OV, )|
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dir. O halde, (1) ifadesi dogrudur. Dolayisiyla,
8y ® B*ﬂTv —_—> BthAfn-l(B*nVn+l
olacak sekilde bire-bir 8, fonksiyonu vardir.
Simdi, vEBﬂVth igin, )
fp-1(v) , VEB V¢ .
folv) = (1)
%
gn(v) , vEB nvtn-i
ile taglmlanan fn ¢ B*ﬂvtn———o Bﬂthfonksiyonu bire-bir dir. vEB*thn
ve vEB V¢ olsun. Bu durumda, f,(v) = gy(v) dir., n€{2,3,...,k} igin
gn(B*ﬂTv)c:th ve VEB*ﬂTV = B*thAB*ﬂthicin de fa(v) = gulv) EVtn
dir. Dolayisiyla,
VI£,(v)) = V(gu(v)) 2 t, = V(v)  ( vETy ) (2)
olur, VEB*thn i¢in vEB*thn4plsun. Bu takdirde, (1) den,
fav) = f1(V)
olur. Indiiksiyon prensibinden,
V(£ (v)) = V(f,1(v)) 2 V(v) (3)
dir. (2) ve (3) den her VEB*ﬂth icin,
V(E,(v)) 2 V(v)

%
olur., E = Vi  ve |B ' = |B| oldugundan,

L3

%
fk:B —2>B

fonksiyonu bire-bir ve ortendir. Dolavisiyla,
L V(v) =L V(fy(v)) 2 L !}v)

VER ve VER
elde edilir,

Lemma 3.3.2.[5]: V, E de sonlu boyutlu bir fuzzy altvektdr uzayi

olsun., Bu takdirde, her t€V(E)\{0} i¢in V; sonlu boyutludur.

Ispat: Varsayim ; Bir tg€V(E)\{0} di¢in Vto sonsuz boyutlu ol-
sun, B, V di¢in bir fuzzy tabani olsun, Bu takdirde, lBﬂV%‘ sonsuz-

dur. Giinkii an%, VQ) i¢in bir tabandir. Dolayisiyla,
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IV(v) 2L V(v) 2L tg = > boy(V) = =

vEB VEBﬂVto vEBth0

olur ki bu boy(V) < «» olmasiyla ¢elisir. O halde, her t&€V(E)\{0}
i¢in V¢ sonlu boyutlu olmalidar,
Teorem 3.3.1.[5}: V,E de sonlu boyutlu bir fuzzy altvektdr uzayi
ve B, V nin bir fuzzy tabani olsun. Bu takdirde,
boy(V) = ¥ V(v)
dir. vep
ispat: B*, E nin bir tabani olmak iizere,
L V(v) ¢ T V(v)
ved vep
oldugunu gostermek yeterlidir. Her t€I0,1] i¢in Lemma 3.3.2 den V,
sonlu bovutiu ve BﬂVt, V|V} icin bir fuzzy tabanidir. V¢ nin lineer
bagimsiz bir altkiimesi B*ﬂvt oldugundan Onerme 3.3.1 den,
I Viv) ¢ ¥ V(v)
VEENV,  VEBN\4
dir. Bu her t€I0,1] i¢in doZrudur ve boylece,
L V(v) ¢ I V(v)
veg Ve
olur ve ispat biter.
V, E de fuzzy tabani B olan bir fuzzy altvektor uzayl ve V'=V B
olsun, Tanim 1,2.7 ve Teorem 3.3.1 den,
boy(V) = Kard(Vv')
elde edilir. Bu, ag¢ik olarak Crisp durumdaki boyut tanimi ile uyunm-
ludur.,
Crisp durumda oldugu gibi fuzzyde de olmasi arzu edilen sey;
Vi ve Vo, E de iki fuzzy altvektor uzayi olmak izere,

bO}’(Vl + V2) = boy(Vl) + boy(V2) - boy(VanQ) (*)

bagintisinin saglanmasidir. Ancak, bu baginti genelde dogru degildir.

Ornek 3.3.1, E := R, V; = 1/2 we V, £ 1/4 alinirsa, Vy+Vy=1/4
olur. Dolayisivlia, Vi + V, ViUVy olamaz. hoy(V{)=1/2, boy(Vy)=1/4,

boy(Vy + Vj) =1/4 ve boy(ViNVy) =1/4 oldugu aciktir. Buradan,
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boy(Vy + Vy) # boy(Vy) + boy(Vy) - boy(ViNvy)
olur. Calismanin ilerleyen kisimlarinda, (*) ifadesinin bazi ©zel-

likler altinda saglandigini giosterecegiz,

Teorem 3.3.2.[5]: E sonlu boyutlu bir vektor uzayi, Vi ve Vp,
E de iki fuzzy altvektor uzayi olmak iizere,
V1(0) 2 suplVy(EN{O})] , V,(0) 2 sup[V{(E\{0})]
olsun. Bu takdirde, E nin bir B tabani ayni zamanda Vj, Vj, Vivy
ve Vi + Vg9 ic¢in de bir fuzzy tabani olacak big¢imde vardir. Ayrica,
Ap :={ x€E | V1(x) < Vy(x) } , Ay :=E\Ag

ise her vEBNA; igin,

(V1A V) (v) = Vi(v) , (V] + Vy)(v) = Vo(v)
ve her vEBNA, igin,
(V1/\V2)(V) = V2(V) ’ (Vl + Vz)(V) = VI(V)

dir.
ispat: dispati boyE = n < » i{izerinden indiiksiyonla vyapacagiz.
boyE = 1 olmasi durumunda iddia dogrudur. Giinkii, bu durumda B={x}
E nin tabani ayni zamanda Vjp, Vo, Vlﬂvz ve Vy+Vy igin de tabandir,
tddia ; boyE < n olmasli durumunda dogru olsun. iddianin n > 1 ol-
mak ilizere, boyE = n+l dc¢in de dogru oldugunu gosterelim:
V1, Vo iki fuzzy altvektdr uzayi olmak iizere, B1={V1,V9,eee,Vps1}
Vi igin bir fuzzy tabani olsun. Her i€{2,3,...,n+l1} i¢in,
Vi(vy) < Volvy)
olarak kabul edebiliriz. H := <{vy, v3,...,V441}> olsun. n+l > 0 ol-
dugundan H # {0} dir. H nin tanimindan boyH = n oldugu acaktir.
V] ve V5 fuzzy altvekttr uzaylari oldugundan;
Vi s=Vilg Vg = Valy
fuzzy altvektor uzaylari tanimlanir. Indiiksiyon prensibinden ¥, V,,
ViV, ve Vy+V, igin bir B* fuzzy tabani vardir Oyleki B*, H igin

%

de bir tabandir. Ayni zamanda, her v€B NA; icin,
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(VIA Vz)(V) = Vl(v) N (VI+VZ)(V) = VQ(V)
ve her vEBxﬂA2 ic¢in,
(VAT (v) = Vy(v) , (V1+V)(v) = Vy(v)

dir. §imdi de B Vy, V,, V4V, ve Vy+V, idcin bir fuzzy tabani ol-
%
mak lzere, B in B ye genigletilebilir oldugunu gosterebiliriz.

Her vEBNA; igin,

(VIAV)(v) = Vi(v) , (Vy+V)(v) = Vy(v)
ve her vEBNA, igin,
(VIAV) (V) = Va(v) , (Vi+V) (V) = Vy(v)
oldugu agiktir. Once her XEH igin,
V1V g (x) = (Vi |p+Va|w) (%) (1)

oldugunu gosterelim:

XEH\ {0} igin ( x = Xy+Xg )

(Vi+V2) |g(x) = sup{V)(x])AV,y(x-x1) |x}EE}

i

sup{Vy(x1)AVy(x-x1)IxEE}
vsup{Vl(XQ)AV2(x-x2)|x26E\H}
olur. x€EH\{0} oldugundan,

Vi (XIAV(x-x) = V1(x)AV5(0) < sup{Vl(xl)Ayz(x—xl)|x1€H}

It

V1(0)AV9(x-0) = V1(0)AVy(x) s sup{V;(x})AVy(x~-x;)Ix{€EH)}
olur ve

V1(0) 2 sup[Vo(H\{0})] , Vq9(0) 2 sup[Vy(H\{0})]
oldugundan,

V1(xX)AV,(0) = Vl(x)‘ ve Vy(0}AVy(X) = Vy(x)
olur. Dolayisavla,

Vi(x)vy(x) < sup{Vy(x]IAVy(x-x1)|x1€H} (2)
elde edilir. Kabul edelim ki

sup{Vy (x1)AV)(x~-x1) | X1 EH} ssup{V) (X9)AVy(x-%9) | X2€E\H}  (3)
olsun. Bunun anlami, I XEE\H oyleki,

sup{Vy (x1)AVy(x-X) | X1 €H} < V} (X)AVy(x-X)
dir. (2) den,
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V1 (xIVVy(X) < Vi (X)AVy(x~X) (4)

elde edilir. XEE\H ve her i€{2,3,...,n+1} dcin,
V1(E\H) = Vi(vy) € Vi(vy)

oldugundan,
Vi(x) 2 Vi(x)

bulunur. (4) den,

Vl (X)VVZ(X) < Vl (X)/\Vz(x—i)

olur, Son ifadenin ( I bir oOrgii oldu.) saglanmayacagi acgiktir.

Dolayisiyla, dddiamiz olan (3) difadesi  dogru degildir. O halde,

sup{VI(xl)AVQ(x-xl)|x1€H} 2 sup{Vl(xz)AV2(x—x2)|x2€E\H}

olmak zorundadir. x=0 olmasi durumunda da bu ifade dogrudur. Sonug

olarak, her x€H ig¢in,
(V1+V) [1(x) = sup{Vj(x])AVy(x-x]) |x€E}
= sup{Vy(x1)AVy(x-x1)Ix€EH}
vsup{Vl(xz)sz(x—xz)|x2EE\H}
dir. Diger yandan,
sup{V) (x1)AVy(x-x1) | x1€H} 2 sup{V;(x)AVy(x-x3) |X9€E\H}
oldugundan,

(Vi#V) | (%) = sup{Vy(x))AVy(x~x3) |x1EH}

sup{V]|H(x1)AV2|H(x—x1)|xlEH}

VgV ) ()

elde edilir. Dolayisiyla, (1) difadesi saglanmis olur, (1) den

o

Vi1+Vy de fuzzy lineer bagimsizdir. V"EE\H icin,

Vo(v') = sup[Vo(E\H) ]
*

oo
-

B

olsun. Vy sonlu degerler iizerinden alindigindan v €E\H mevcuttur.

% %
Lemma 3.2.1 ve 3.2.2 den V, ic¢in bir B =B U{v } fuzzy tabam

o

V2 nin B tabaninin bir v genilemesidir.

Vi(E\H) = V{(v)

- %
oldugundan V; nin B fuzzy tabani dahi V; in B fuzzy tabaninin bir

% - e
v  genislemesidir. §imdi de VylV4 nin B fuzzy tabami, ViV,

nin
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* %
B fuzzy tabaninin bir v  genislemesi oldugunu gosterelim:
V*EAI ise V;, E\H lizerinde sabit oldugundan,
(V4AV9) (A1N(E\H)) = vl(v*)
ve her zEAHN(E\H) igin,
(ViAVy) (2) < Vl(v*)
dir. Dolayisivla, V*GAI ise,
(lev2)(v*) = sup[(VjAVy) (E\H) ]
olur. V*EAz ise V2(v*) LS VI(V*) dir.
Vz(v*) = sup[Vy(E\H)]
ve V; E\H iizerinde sabit oldugundan,
A\N(E\H) = @
elde edilir. Dolayisiyla, V*EAZ olmasi durumunda,
(VII\VQ)(V*) = sup[ (VjAV9) (E\H) ]

bulunur. Lemma 3.2.2 den VlﬂV2 icin B fuzzy tabam, Vl¥72 nin Bn
*

fuzzy tabaninin bir v  genislemesi olur.
gimdi de Vy+#Vy dig¢in bir B fuzzy tabami V{+V; nin B*
tabaninin bir v* genislemesi oldugunu gosterelim:
Varsayim ; zEE\H oOyleki,
(V1+V2)(v*) < (V3+Vq)(2)
olsun., z vektoriini, z = a(v*+v) (a+#+0 ve vEH ) formunda yazabili-
riz., 0 halde,
(V1+V2)(V*) < (Vy+Vg)(2) = (V1+V2)(a(V*+V)) = (V1+V2)(V*+V)
olur. Bunun anlami, 3 xj€E @yleki her X igin,
Vl(i)sz(v*—i) < VI(XI)AV2(V*+V-X1) (5)
dir. X=0 durumunda (5) dogrudur. Yani,
Vl(O)«VZ(v*) < vl(xl)sz(v*+v~x1)
dir. Ancak,
Vi(0) 2 sup[Vo(E\{0})]

oldugundan,

Vo(v ) < Vi(x]AVR(V +v-xp) (6)
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olur. x;€H ise v€H oldugundan v-x1€H olur. Boylece, Lemma 3.2.1
den,
% %
V2(V +v—x1) = V2(V )AV2(V—XI)
olur "ve (6) da yerine koyarsak,

o

Vo(v ) < VY (xp AV (Y AV, (v-xp)
olur ki bu miimkiin degildir. Dolayisiyla, xj€E\H dir. (5) de X=v
olsun,

Vo(0) 2 sup[Vy(E\{0})]
oldugundan,

Vl(v*) < Vl(xl)AV2(v*+v—x1) (7)
buluruz. Diger yandan, V{(E\H) = Vi(vy) ve Vl(v*) = V1(x1) olur.
Dolayisiyla, (7) ifadesi dogrudur. Her z€E\H igin,

(V1+V2)(v*) 2 (Vy+Vy)(2)
olur., Lemma 3.2.2 den VitV dgin bir B fuzzy tabanl'V1¥72 nin bir
B* fuzzy tabaninin bir v* geniglemesidir. §imdi de V*EAl olmasi
durumunda,

(V1+V2)(v*) = V2(v*)
ve V*EAZ icin,

(V1+V2)(v*) = Vl(v*)
oldugunu gosterelim,

(V1+V2)(v*) = sup{Vl(xl)AV2(v*—x1)IXIEE}
dir.

* *

sup{V(xAV(v -x1) | X1 €E} = V1 (R)AV(v -X)
olacak bicimde bir XEE vardir. x;=0 ve ardindan x; = v* alinip,

V1(0) 2 sup[V9(E\{0})] Vo(0) 2 sup[V{(E\{0})]
oldugu gozoniinde bulundurulursa,

Vl(v*)vvz(v*) S Vl(i)Ayz(v*—i)
elde edilir. Kabuledelim ki,

Vl(v*)vVQ(v*) < Vy(X) V2(V*—§) (8)

0%
olsun., Eger, XEH dise Lemma 3.2.1 ile ( B=B U{v }, V5 ig¢in bir
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fuzzy tabanidir. ) (8) bagintisi,

Vl(v*)vvz(v*) < V1(§)AV2(V*)AY2(i)
olur ki bu hic¢bir zaman dogru degildir. Dolayisiyla, XEE\H dir.
Ancak, Vl(v*) = V4(X) oldugundan (8) ifadesi asla saglanmaz. O
halde,

Vl(v*)vvz(v*) = Vl(i)Ayz(v*Ji) = (V1+V2)(v*)

elde ederiz. Bu ifade isteneni verir.

Sonu¢ 3.3.1.[5]: E sonlu boyutlu olmak izere, Vi ve V,, E
de iki fuzzy altvektor wuzayi,
V1(0) 2 sup[V(E\{0})] ve Vy(0) 2 sup[V{(E\{0})]
olsun. Bu takdirde,
boy(V1+Vy) = boy(Vy) + boy(Vy) - boy(ViNV,y)
dir.
ispat: Teorem 3.3.2 den B fuzzy tabani olmak lizere;
boy(Vi+Vy) = L (V#Vo)(v) = L Vo(v) + L Vy(v)
vEB vEA(B vEAQB

=L Vo(v) + L Vi(v) + I Vy(v) + L Vi(v)

vEA[B vEANIB vEADB VEAIB

- L Vy(v) = I Vi(v)
VEAB  VEA(B

= £ Vl(V) + I V2(V) -1 V2(V) -1 VI(V)
vEB vEB VEAQB VGAQB

i

boy (V1) + boy(Vy) — (I (V1AV} (V)
vEB

boy(Vy) + boy(Vy) - boy(V{NVy)
olur.
Teorem 3.3.1 de oldugu gibi, Teorem 3.3.2 vwve Sonu¢ 3.3.1 sonlu

boyutlu fuzzy altvektor uzaylarina genisletilebilir.
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2
Ornek 3.3.2. E =R olmak iizere, Vi ve Vjy asagidaki gibi

tanimlansin:

W

vi(0) = 5/6 , V{((0,R\{0})) = 1/2 , Vy(E\R) = 1/4 , V5(0) = 1
V2({(x,x)|xE R\{O}}) = 1/3 . VQ(E\{(x,x)[XG R}) = 1/5
Bu takdirde, V; ve Vo fuzzy altvektor uzayidir. Diger vyandan,
V1(0) 2 sup{Vy(E\{0})] R Vo(0) 2 sup[Vy(E\{0})]
oldugu aciktir,
(VinV) (0) = 5/6 , (VjAV)) ({(x,x) |x€ R\{0}}) = 174,
(Vlsz)(E\{(x,x)|xE R}) = 1/5 , (V1+V5)(0) = 5/6
(Vi+V9) ((0,R\{0})) = 1/2 , (V{+V9)(E\(O,R)) = 1/3
ve B = {(0,1) , (1,1)} , Vq, Vg, V4NVy ve V;+Vy idc¢in bir fuzzy
tabanidir. Boylece,

1/2 + 1/3

i

5/6

i}

boy(V1+V2) = (V1+V2)(0,1) + (V1+V2)(l,1)
1/4 + 1/5

]
it

boy(V{NVy) = (V1NV4)(0,1) + (V1NVy)(1,1) 9/20
boy(Vy) = 1/2 + 1/4 = 3/4 , Dboy(Vy) = 1/5 + 1/3 = 8/15
boy(Vy) + boy(Vy) - boy(ViiVy) = 3/4 + 8/15 - 9/20 = 5/6
olur. Buradan,

boy(Vy+Vq9) = boy(Vy) + boy(Vy) - boy(VyWVy)

elde edilir.

Tanim 3.3.2.[5]: V, E de bir fuzzy altvektodr uzayi ve f:E—->F
bir lineer doniislim olsun. Bu takdirde,
cekf (V) = V|¢ekf . gorf(v) = f(V)lgﬁrf

ile tanimlanir.

Teorem 3.3.3.[5]: E sonlu boyutlu olmak iizere, V, E de bir fuzzy
altvektor uzayi ve f:E—>F bir lineer doniigiim olsun. Bu takdirde,
boy(gcekf(V)) + boy(gorf(V)) = boy(V)

dir.
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iIspat: Kabuledelim ki c¢ekf # {0} olsun., ¢ekf = {0} olmas:

durumunda ispat benzer sekilde yapilar., Bg, cekf(V) i¢in bir fuzzy

E
taban1 ve B de BQ nin V i¢in bir fuzzy tabanina genislemesi olsun.

&% %
BQUB , V i¢in bir fuzzy tabanidir ve Ban =@

%
dir. tnce f(B ) = Bgsy nin gorf(v) dg¢in bir fuzzy tabani oldugunu

Lemma 3,2.1 den B

gosterelim, Burada Bgoy nin gorf icin bir taban oldugu agiktir.
V], Vo,eee, VREB" ve tiimi sifir olmayan aj, ap,..., ag€X ( X=R )

i¢in,

VOO [xEEN T af i), £1 T ackve))p8

su x)[x F(vy R a;f vy

k P | PP R = 101
EOV)( L asflvy)) =
o e o1k
0 , £ (.): aif(vi))=¢
1=1

k
I ajf(vy) € gorf oldugundan,
i=4

k 1k
FVICL agf(vy)) = sup{V(x)|xEf l(.Z aif(vi))}
1=1 1=1

f- lineer,

k k
f(V)(iEdéif(vi)) = sup{V(x) |xEgekf +i£4?ivi }

P
z € cekf dise z =0 veya 2z =1 bjuy , uiEBQ ( burada b; lerin
1=1 k
timi  birden sifir degildir.) dir. Dolayisiyla, x€ gekf + L 1aivi
1:
icin vya
k P k
V(x) = V(0 + L ajvy) veya V(x) = V(I byju; + I ajvy)
i=1 1._-_1 1._—_1
olur. Boylece,

k
vix) = (/\Wibjui A \viagvy))
=1 i =1
olur ki  bunun V(i;laivi) den kiicik yada esit olacagr agiktir,
Bdylece, k.
fn(F agtev) =Aviagg)
a3 V- =. a.v.
i=g & 1=y MY

olur. Benzer sekilde,
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f(V)(£(vy)) = V(vy) ()
elde edilir. Buradan, k
k
E(VIC T asf(vi)) =/\EW) (agvy)
1=i 1?-1
olur. Boylece, Bgﬁr , g0rf(V) dcin bir fuzzy tabanidir. Fuzzy

bovutu tanimindan,

boy(V) = L V(v) = I V(v) + I V(v) (2)
VEB;;IB“ vEB, vER

dir. Eger z€< B> ise f(VY(f(z)) = V(z) olur. Boylece, (2) den,

boy(V) = L V(v) + L £(V)(f(v))

VEB vep®
=L V(v) + L £(V)(v) ( (1) den )
vEB vE Bso'r

= boy(gekf(V)) + boy(gorf(V))
elde ederiz.
Sonu¢ 3.3.2.[5): Teorem 3.3.3 sonlu boyutlu fuzzy altvektor
uzavlari ic¢in de verilir,

( Yani, t€(0,1] ise V. sonlu boyutludur.)

Tanim 3.3.2.[4]: V4, V5 sirasiyla E; ve Ep de iki fuzzy alt-

vektor wuzaylr olsun. Vy ile Vo izomorftur denir ( ve Vy = Vo idle

gosterilir, ) < > f(Vy) = V9 olacak gekilde bir f : Ej—>E9 izo-
morfisi mevcuttur. Bir baska ifadeyle asagidaki diyagram komutatif-

tir.

> E‘Z
~1

Fuzzy altvektor uzaylarin kiimesindeki izomorfluk bagintisinin bir
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denklik bagintisi oldugu agiktir.

Teorem 3.3.4.14}: V;, V, sirasiyla E; ve B de iki fuzzy
altvektor uzayi olmak iizere, £ : Ey —-> E bir izomorfi olsun. Eger

gorvy = gorVy ve her t€[0,1] icin f(Vy) =V, ise Vj r=~\-’Vz dir.

t t

Ispat: Once her tE[0,1] dgin (f(Vy))¢ = f(Vlg oldugunu gos—

terelim.
yE(f(V]))y = f(Vl)(y) 2 t

<===> sup{ V;(z) | zEfwl(y) }y 2t ( f-orten)

-

& (y) ( £-(1-1))

I

<==> Vy(z) 2t , z

1

> 26Vy, , f(2) =¥

<=—=> y = f(Z)Ef(Vh?
> YEf(VLQ
olur. Dolayisiyla, V t€[0,1] icin,

(f(Vl))t = f(Vl)

¥
dir.
(£(Vv))(y) = sup{ t | ye(f (Vi) } ( Onerme 1.2.4 )
= sup{ t | ye£(vy) }
= sup{ t [ VGVZt} ( Hipotez den )
= Voly)
olur, Buradan,
£V = V), == V{2V,

elde ederiz.

Uyari: Teorem 3.3.4 de gorV; = gdrV,; kosulu terkedilemez.

Ornek 3.3.3. E; = Ej = R2 » Wy ={(a,0) |a€ R} ve Wy ={(0,a)|a€ R}

olsun,
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1 ,» XEWy 0.8 , xEW,
Vi(x) = Vo(x) =
0.2 , x€EE1\W; 0.4 , xEE1\Wy
ile E; de Vi ve V, fuzzy. altkiineleri tanimlansin. Lemma 2.2.2
den Vy ve V, iki altvektdr wuzaydir. Ancak gorVy +# gorVy
oldugundan f(Vy) = Vo9 olacak big¢imde hig¢bir f : Ey —> Ey izo-

morfisi mevcut degildir.

Teorem 3.3.5.[4]: E; ve Ey sonlu boyutlu iki vektor uzayi olmak
tizere, Vy , Vo sirasiyla E; ve Ep de iki fuzzy altvektdr uzay ol-

sun. Eger, V; T V, ise boy(Vy) = boy(V,) dir.
1 2 1 2

tspat: V{ ® v, oldugundan £(V{) = V, olacak sekilde bir
f :Ef —> Ey
izomorfisi wvardir. A = { Xy, X9,..., Xn b, Vy in bir fuzzy tabam
olsun. Boylece f(A), f(Eq) = E9 nin bir tabanidir. Diger yandan,

Val, Oy yeensy Op €X (X =R ) icin,

)}

(£(V1(@pE(xg) oo tanf (%)) = (£(V])) (£(0gXp*e .. tagx,))

= Vl(G~X')
11 i%i
=/ (£(V)) (£ (eyx4))
=§A}(f(V1))(aif(xi))
dir. Dolayisiyla f(A), f(Vy) in bir fuzzy tabanidir.
boy(Vy) = boy(£(Vy)) = I (£(V))(f(x)) ( x€A )
f(X)EL(A)
= 2_Y1(x) ((E(V)(£(x)) = VI(x))
xEf(f(A))
= I Vj(x) ( £-(1-1) )
XEA

boy(Vy)
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elde ederiz.

frnek 3.3.4, Ornek 3.3.3 de verilen E1 vektor ve Vi, Vo
fuzzy altvektor uzaylarini gozoniine alalim, e1=(1,0) ve ey=(0,1)
olmak iizere A = {e), ey} olsun. A, Ef in bir tabamidir.

Voo, a2€x i¢in,

1, oay=0
Vi(aje; + ageq) ='V1(a1,a2) =
0.2, ay#0
0.8 , a;=
Valagey + ageq) = Vhlog,ay) =
| 0.4 , a3#0
1 s Og=
Vilaje)AVy (agey) = Vi(ay,00AV1(0,09) =
0.2, ay#0
0.8 , o=0
Valage)AVy(agey) = Volay,0)AVo(0,0y) =
0.4 , 0170

olur. Buradan,
Vilajey + agey) = Vilaje;)Avy(ager)
Vo(aiep + ageqg) = V2(a1e1)AV2(m2e2)

elde edilir. Bu ise A nin Vi ve V5 ic¢in bir fuzzy tabani oldugunu

gosterir.
boy(Vy) = L Vi(x) = Vy(ep) + Vi(ey) = 1.2
XEA
boy(V2) =1 Vo(x) = Volep) + Vo(eg) = 1.2

xX€A

dir. Buradan,

boy(Vy) = boy(Vjy)
elde edilir.



[1]

(2]

(3]

(4]

(51

[6]

[7]

(8]

[91

[(10]

59
KAYNAKLAR

Eroglu , M, Sait ., The Homomorphic Image of a Fuzzy Subgroup is

always a Fuzzy subgroup. Fuzzy Sets and Systems., 33 (1989).

255-256,
Katsaras , A. K and Liu , D. B ., Fuzzy Vector Spaces and Fuzzy

Topological Vector Spaces. J. Math. Anal. Appl. , 76 (1980)

571-599,
Kumar , Rajesh ., Fuzzy Vector Spaces and Fuzzy Cosets.

Fuzzy Sets and Systems., 45 (1992) 109-116.

Kumar , Rajesh ., On the Dimension of a Fuzzy Spaces.,

Fuzzy Sets and Systems., 54 (1993) 229-234,

Lubczonok , P ., Fuzzy Vector Spaces.

Fuzzy Sets and Systems., 38 (1990) 329-343,

Nanda , Sudarsan ., Fuzzy Fields and Fuzzy Linear Spaces.

Fuzzy Sets and Systems., 19 (1986) 89 - 94,
Pu Pao-Ming and Liu Ying-Ming ., Fuzzy Topology.I. Neighborhood

Structure of a Fuzzy Point and Moore-Smith Convergence.

J. Math, Anal. Appl., 76 (1980) 571-599,
Pu Pao-Ming and Liu Ying-Ming ., Fuzzy Topology. 1II. Product and

Quotient Spaces. J. Math. Anal. Appl., 77 (1980) 20 - 37.

Wenxiang , Gu ., Fuzzy Linear Spaces. Fuzzy Sets and Systems.,

49 (1992) 377-380.
Zadeh, L.A.,Fuzzy Sets. Inform. and Contr., 8 (1965) 338-353,




60

UZGEGM1S

1967 yilinda Trabzon'un Akcaabat ilgesi Akgakoy Koylinde dog-
du, flkokulu Findikla II, tlkokulunda, Ortackulu Ak¢akoy Ortaoku-
lunda, Liseyi de Akc¢akdy Lisesinde tamamladi. 1984 wvyilinda K.T.U
Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimiinde lisans ogrenimine
basladi. 1989 yilinda bu bdliimden mezun oldu. Kasim 1989 tarihin-
de K.T.} Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimi Matematigin
Temelleri ve Lojik Matematik Anabilim Dalina Arastirma Gorevlisi
olarak atandi. 1990 vyilinda K.T.U Fen Bilimleri Enstitlisii Yiik-
sek Lisans (Matematik) programina basladi. Halen K.T.i Fen Ede-
biyat Fakiiltesi Matematik Bgliimiinde Arastirma Gorevlisi olarak

gorev yapmaktadir.



