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UZET

Bu calismada regresyon parametreleri iizerinde esitlik veya egit-
sizlik kisitlamalari altinda lineer modellerde tahmin problemi degi-
sik metodlar kullanarak incelenmigtir. Lineer modellerde varyans-~ko-
varyans matrisinin g¢esitli durumlaraina gore farkla formlarda tahmin-
ler verilip farkli formlara karsilik gelen farkli teoremler ifade ve
ispat edildi. Lineer esitsizlik kisitlamali en kii¢iik kareler regres-
yon problemi ic¢in kapali form ¢Oziimler verilmeden Once model doniigtii~
riildi ve doniistiirmeden Onceki ve sonraki kisitlamali tahminler veril-
di.Daha sonra esitsizlik kisitlamali en kiiciik kareler tahmininin bazi
ozellikleri wverildi. Bunlara ilaveten regresyon katsayilari iizerinde
esitsizlik kisitlamali lineer modellerde hipotez testi problemi ¢ali~-
511d1. Bu nedenle son kisimda Likelihood Oran, Wald ve Kuhn-Tucker
carpanlar testini modelin sapmalarinin varyans—kovaryans matrisinin
bilinip bilinmemesi durumlarinda ele aldik ve bu dstatistikler
arasinda nasil bir iliskinin bulundugu problemi ele alinda.

Galismanin temel yapisani [5],[6]},[7] ve [10] caligmalarin olus-
turmasina ragmen bu ¢alismayi tamamlayici diger bazi calismalarda in-

celendi ve tartisildi.



SUMMARY

In this study, the estimation problem in linear models with equ-
ality or inequality constraints on the regression parameters has been
investigated by using several different methods. Estimation in diffe-
rent forms with respect to various situations of wvariance-covariance
matrix in linear models is given and different theorems corresponding
to different situations have been stated and proved. Before conside-
ring the closed-form solutions for the least-squares regression prob-
lem with linear inequality constraints, the model is transformed and
a relation between pre-~ and post- transformation constrained estima-
tes is established. Then some properties concerning inequality const-
rained least-squares estimation are given. In addition to theses the
problem of testing statistical hypotheses in linear regression models
with inequality constraints on the regression coefficients is studied.
Therefore in the last section we consider the Likelihood Ratio test,
the Wald test and the Kuhn-Tucker multiplier test when the variance-
covariance matrix of the disturbances of the model is known or un-
known and examine the relations between these statistics.,

Although the references [5],[6],[7] ve [10] constitute the fra-
mework of this study, some others have also been studied and discus-

sed as the comlement to the references mentioned above.
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GIRIS

Bu calisma da iki veya daha c¢ok degiskenin ortak davranisini in-
celeyip bilinen degiskenlerden hareket ederek bilinmeyen degiskenler
hakkinda tahminlerde bulunacagiz. Genel lineer modelde bilinmeven pa-
rametre iizerine konulan kisitlamalar altinda tahminler verilip mode-
lin tam rankli, keyfi rankli ve varyans—-kovaryans matrisinin yapi ve
rank durumlarina gore bu tahminlerin durumlari incelendi. Bu nedenle
¢alismanin birinci bolimiinde daha sonraki bdliimler ig¢in malzeme nite-
1igi tasiyan bazi tanim ve teoremler verilecek ancak fazla detaya gi-
rilmeyecektir.

ikinci bolimde lineer modeller tanitilip tahmin etme problemi
ele alinacaktir., Ancak burada modelin kisitlamasiz model veya esitlik
kisitlamali model olmasi durumlaril gozomiine alinacaktir. Bunlara ait
" en kiiciik kareler" tahmin yontemi ve bu tahminin bazi 6zellikleri in-
celenecektir,

Son boliimde ise lineer modellerde esitsizlik kisitlamalari ve bu
kisitlamalar altinda parametre tahminleri verilecektir, Bu boliimde Fi-
roozi[7], Werner[10} ve Escobar ve Skarpness[6] de verilen c¢alismalar
iqcelendi. Ayrica Gouriéroux, Holly ve qufort (GHM) [5] de wverilen
test istatistikleri ele allnlp.bunlar arasinda nasil bir iliski bulun-
dugu problemi verilecektir, Yine bu bdliimde varyans-kovaryans matrisi-
nin bilinen veya sonlu sayida bilinmeyen parametreye bagli olmasi du-
rumlarinda bu test istatistiklerinin ifadeleri verildi.

Ayrica galismanin akisi icerisinde verilen bilgileri kullanacak

nitelikte bazi oOrnekler ele alinmistair.
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BOLUM I
ON BILGILER
1.1. GEREKLi TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 1,1.1.[20]): a) Bir E denemesinin Ornek uzayi S olsun., S
nin her s€S elemanina X(s)=x gibi bir sayi karsilik getiren X fonk-
siyonuna bir rastgele degisken denir,
b) X bir rastgele degisken olsun, X in miimkiin degerlerinin sa-
y1si sonlu ya da sayilabilir sonsuz ise bu takdirde X rastgele degig-
kenine kesikli rastgele degisken adi verilir,
¢) X rastgele degiskeninin bir (a,b) ,a<b, araligindaki tiim
degerleri aldigini farzedelim, Bu aralik (-«=,~) olabilir. Bu durumda
X'e siirekli rastgele degisken denir.

Bir (a,b) araligindaki noktalarin sayilamadigini biliyoruz. Bu
bakimdan siirekli bir rastgele degiskenin aldig1 degerler X'in ihti-
mal dagilimini vermek tizere f(x) fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Yani

f(x) yogunluk fonksiyonu asagidaki 1iki sarti gercgekleyen bir fonksi-

yondur :
1) VXE(a,b) igin f(x)20
ve b
2) //’ f(x)dx=1
a
dir.

Rastgele degiskenin deger almadigi yerlerde f(x)=0 oldugunu ka-

bul edersek, yukaridaki iki sart su sekilde de ifade edilebilir:



1') f(x)20 , -—cgxs»
+00

2')}f, f(x)dx=1

e d

dar. Ayrica sunu da kabul edecegiz.
d
P(c<X<d) =f f(x)dx
c
dir.
Teorem 1.1.1.[1]: A ve B nxn boyutlu kare matrisler olmak {izere

iz(A+B)=iz(A)+iz(B) ve iz(AB)=iz(BA)

dir , burada iz(C) ile C matrisinin kosegen elemanlarinin toplami gos-

terilmektedir.

Tanim 1.1.2.{19]: a) A nxn boyutln bir kare matris ve I da aymi
boyutlu bir birim matris olsun. Bu takdirde |A—uI|=0 bagintisini
saglayan uj,Up,...,Uy sayilarina A matrisinin 6z degerleri veya
karekteristik degerleri denir. |A—uI|=0 deklemine de A matrisinin ka-
rekteristik denklemi denir.

b) A nxn boyutlu bir matris ve u da A'nin bir 6z degeri olsun,
Eger XTO vektorii AX = uX kosulunu saglayan nxl boyutlu bir vektdr ise
bu takdirde X vektoriine A matrisinin u 6z degerine karsilik gelen 6z
vektorii denir. .

¢) A nxn boyutlu matrisinin karekteristik polinomu,Py,

PA(t)=|tI—A|

ile tanimlanir.

Teorem 1.1.2.[19]: A bir K cismi lizerindeki nxn boyutlu bir mat-
ris olsun. Bir u€K nin A matrisinin 0z degeri olmasi icin gerek ve

yeter sart u nun A nin karekteristik polinomunun bir koki olmasadar.



Teorem 1.1.3.[19]: V kompleks sayilar {izerinde sonlu ( 21 )
boyutlu bir vektor uzayi ve A:V——>V bir lineer doniisiim olsun. P de
A nin bir karekteristik polinomu olsun, Bu takdirde P(A)=0 dir.

Bu teorem Hamilton—Cayley Teoremi olarak bilinir. .

Sonmag¢ 1.1,1.[19]: A nxn boyutlu bir matris ve P de A matrisinin

karekteristik polinomu olsun.Bu takdirde P(A)=0 dir.

Tanim 1.1,3{4]): Y, elemanlar: ¥i ler olan nxl boyutlu bir vek-
tor ve A da elemanlara ajj ler olan nxn boyutlu bir simetrik matris
olsun, Bu takdirde n n

Q(Y) = Y'AY =1L I YiYjaij
i=1  j=1
ifadesine‘yi elemanlarinin bir kuadratik formu ve A matrisine de

kuadratik form matrisi denir.

Tanim 1.1.4.[4]: EBer sifirdan farkly her Y vektori ig¢in
Y'A Y>0 ise Y'A Y kuadratik formuna pozitif definit kuadratik form
ve A matrisine de birl(simetrik) pozitif definit matris denir. Sayet
sifirdan farkli her Y vektori ic¢in Y'A Y20 ise Y'A Y kuadratik formu-
na pozitif semi—definit (non—megatif definit) kuadratik form ve A ya

da pozitif semi—definit (non—mnegatif definit) matris adi verilir.

Teorem 1.1.4.[2]:(Genisletilmis Cauchy—Schwarz Egitsizligi)
b ve d nx1 boyutlu herhangi iki vektoyr ve B nxn boyutlu pozitif de-
finit bir matris olmak iizere .
(b'd)2<(b'Bb) ("B )
dir. Egitlik durumu c bir sabit olmak iizere, ancak b=cB—ld olmasi ile

miimkiindiir .



Tanim 1.1.5.[2]): nxm boyutlu bir A matrisi r(A)=r rankina sahip
olsun. Asagidaki dort sarti saglayan bir A matrisi mevcut ise A ya A

nin moore—penrose tipi genellestirilmis inversi denir.

1) AAA=A
2) AAA-A
3) (AA)'=AA
4) (AA)'=AA

. . . ~1
A nin singiiler olmamasi durumunda normal inversi olan A =~ mat-

risi 6zel bir genellesgtirilmis inverstir.

Teorem 1.1.5.[12]: a) nxm boyutlu her matrisin bir tek genel-
lestirilmis inversi vardair,

S) Herhangi bir A matrisi icin (R)'=(A') dir.

¢) B ve C sirasiyla nxr ve rxn boyutlarina sahip ve r(B)=r(C)=r

(r>0) olsun. Bu takdirde BC=CB dir.

Lemma 1.1.1.[13]: Ax=g lineer denklem sistemini gOzoniine alalim,
burada g bilinenlerin nxl boyutlu bir vektorii, A nxm boyutlu bilinen
bir matris ve x mxl boyutlu bilinmeyenlerin bir vektoriidiir. Bu durumda
denklem sisteminin tutarli olmasi igin gerek ve yeter sart AAg=g ol-

masidir.

Lemma 1.1.2.[13}: Ax = g denklem sistemi tutarli ise genel coziim,
w uygun boyutlu rastgele bir vektdr olmak iizere
x=Ag+(I-AA)w

dir.

Lemma 1.1.3.[13}: A nxn boyutlu simetrik ve idempotent bir mat-

ris ise A nin genellestirilmis inversi kendisidir.



Lemma 1,1,4.[1]: A simetrik idempotent bir matris ise r(A)=r ol-
masl igin gerek ve yeter sart A nin r tane bir ve n~-r tane sifir oz-
degerlerine sahip olmasidir. Simetrik idempotent bir matris projeksi-

yon (izdiisiim) matrisi olarak adlandirilar,

Somu¢ 1.1.2.[1]: P bir izdiisim matrisi ise r(P)=iz(P) dir. Ayri-

ca izdiistim matrisleri pozitif semi-definittir.

Lemma 1.1.5.[1]: A pozitif definittir <> A=RR' olacak sekil-

de nonsingiiler bir R matrisi mevcuttur,

Teorem 1.1.6.[1]: (Cholesky Ayrisimi) A pozitif definit bir mat~
ris ise A=U'U olacak sekilde pozitif diagonal (kdsegen) elemanlara

sahip bir tek iist tiggensel U matrisi mevcuttur.

Lemma 1.1.6.[1]: A nxn boyutlu r rankli pozitif semi-definit bir
matris ise bu takdirde S'A S=I, olacak sekilde nxr boyutlu ve r rank-

11 bir S matrisi mevcuttur.

Tanim 1.1.6.[1]: A ve D simetrik ve tiim inversler mevcut olmak
lizere

A B} A tapE L -FE

B' D £ lp g

-1 -
dir. Burada E=D-B'A B ve F=A lB dir,
Tamam 1.1.7.01]: Zij (i=1,2,...,m, j=1,2,...,n) E[Zij] beklenen

degerlerine sahip bir rastgele defigskenler kiimesi olsun., Rastgele de-

giskenleri ve anlarin beklenen degerlerini matris formunda ifade



ederek Z=[(Zij)] nin beklenen degeri E[Z]=[(E[Zij])] ile tanimlanir.
Ozellikle m=n=1 oldugunda E[Z]}=E[Zq] dir.

Teorem 1.1.7.[1]: A=[(aij)], B=[(bij)] ve C=[(cij)] sirasiyla
lxm,nxp ve 1xp boyutlu matrisler olmak iizere
E[AZB+C]=AE[Z]B+C

dir.

Sonu¢ 1.1.3.[1]: A ve B sabitlerden olusan mxn boyutlu matrisler
X ve Y ise nxl1 boyutlu rastgele vektorler olmak Uzere
E{AX+BY]=AE[X]+BE[Y]
dir.
Benzer sekilde vektorler ic¢in kovaryans ve varyans notasyonlari
genellegtirilebilir. X ve Y sirasiyla mxl ve nxl boyutlu rastgele
vektorler ise bu takdirde genellestirilmis kovaryans ve varyans ope-

ratdleri C ve D asagidaki gibi tanimlanir,

Tanim 1.1.8.[1]}: X ve Y rastgele vektorleri i¢in,
CiX,Yl=[(coviXy, YD1,
D[Y]}=[(cov[Y¥;,Y; ;)]
dir.

Teorem 1.1.8.[1}: X ve Y sirasiyla mxl ve nxl boyutlu rastgele
vektorler A ve B ise sirasiyla 1xm ve pxn boyutlu bilinen matrisler
olsun. Bu takdirde

i) CIX,Y]=E[(X-E[X])(Y-E[Y¥])']

ii) C[AX,BY]=AC[X,Y]B'
iii) C[AX,Y]=AC[X,Y] ve C[X,BY]=C[X,Y]B'
iv) DIX]=E[XX']-(E[X])(E[X])'

v) D[AX]=C[AX,AX]=AC[X,X]A'=AD[X]A'

dir.



Teorem 1.1.9.{1]1: X, Y, U ve V nxl1 boyutlu (farkli olmalari ge-
rekmez.) rastgele vektdrler olsun., Her a,b,c ve d (sifir dahil) reel
sayilari icin

i) CclaX+bY,cU+dV]=acC[X,U]+adC[X,V]+bcClY,U]+bdC[Y,V]

ii) DlaX+bY]=C[aX+bY,aX+bY]
~a’DIX]1+2abCIX, Y] +b°DI¥]

bagintilari gerceklenir.

Teorem 1.1.10.[1]: X nxl boyutlu bir rastgele vektor ve A nxn
boyutlu bir simetrik matris olsun. EgZer E[X]=0 ve D[X]=£=[(oij)] ise
bu takdirde

E[X'A X]=iz[AL]+6'A ©

dar.

Sonmug 1.1.5.[1]: Y=X-b konularak
E[(X—b)fA (X-b)]=iz[AL]+(6-b)'A (6-b)

elde edilir.

Tanim 1.1.9.[1]): X ve Y rastgele degiskenlerine (istatistik-
sel) bagimsizdir denir, sayet f(x,y) birlesik yogunluk fonksiyonu
f(x,y)=f1(x)fy(y)
formunda parcalanabilirse, burada fl ve f, sirasiyla X ve Y nin mar-

jinal yogunluk fonksiyonlaridir.

Teorem 1.,1.11.{1]: Eger X ve Y bagimsiz ise a(X) ve B(Y) de ba-
gimsizdir. Burada o(X) ve B(Y) fonksiyonlari rastgele degiskenlerdir,

yani o ve B Olciilebilir fonksiyonlardir.



Teorem 1.1.12.[1]: X5, X9,.4., X, 09, 89,..., 0, ortalamali, u,
ortak varyansli, iiciincii ve dordiincii ortak momentleri sirasiyla Uy ve
¥y, (yani ur=E[(Xi-ei)r]) olan n bagimsiz degisken olsun. Eger A nxn
boyutlu herhangi bir simetrik matris ve a da A nin diagonal elemanla-
rinin siitun vektorii ise bu takdirde

Var[X'A X]=(u4—3u22)a'a+2u2ziz(A2)+4u20'A26+4u36'Aa

dir.

Sonu¢l.1.5.[1]: X1, X9, ..., X,; normal dagilmis ise bu takdirde
2
W3=0, w4=3uy olup
2, 2 2
Var[X'A X]=2uy iz(A")+4u90'A"0
2
dir. Ayrica 6=0 ve uo=0 ise bu takdirde
4 2
Var[X'A X]=20 iz(A")

dir.

Teorem 1.1.13.[12]: A nxn boyutlu simetrik bir matris olsun. Bu
takdirde A matrisinin spektral (tayfi) ayrisimi olarak bilinen
A=ujejeq'+ugegeqy '+, tupeqe,’
ozelligi gerceklenir. Burada up, Ug,..+» Uy A nin ozdederleri ve e,
€2,¢4+, €, de A nmin bu Hzdegerlerine iliskin normallestirilmis dzvek-

torleridir.

Uyara: Bir X vektorii X'/(X'X)% seklinde yazilarak birim uzunluk-
lu yapilabilir. Boyle vektorlere normallestirilmis vektorler denir.
n
Tanmim 1.1.10.f12): A spektral ayrisimi I ujeje;' olan nxn boyut-
i=1
lu pozitif definit bir matris olsun, Bu takdirde

P=[ej,e9,...,eq]15 1 20 ve



[ ug 0 ... 0 7]

0 uj... 0

T = ceesesesad
i 00 "°'“n_J

n

. 1 i
olmak tizere Z(ui)geiei'= PT?P' matrisine A matrisinin karekoki denir
i=1

ve A® ile gosterilir.

Somu¢ 1.1.6.{12]): A%

karekok matrisi asagidaki
sahiptir.

vzelliklere

H

i
i)  (A%)'=A%

ii) (A%A%)=A

n
ii1) (aH 7l Z(I/fu_i)eie'fPT_%P'
i=1
: i-yinci kdosegen elemani 1//uj olan bir kidsegen mat-
risi gostermektedir,

dir, burada T

b S -1 1 -l -
iv) A%aA LA ZAT=1, A °A Ll

-l 1
dir,burada A 2=(A%) U dir.

Lemma 1.1.7.[17]): A matrisi
A1l A12

Ag Agg

formunda pargélanmia'olsun.
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i) A ve Aj; non-singiiler ise bu takdirde
-1 -1
M=(Ap9-A21411 A1)
olmak lizere
-1 -1 -1 -1
A1y YAy ApgMAg1Agg A1 ApgM

-1
A =

-1
-MAg1A11 M

dir.
ii)Eger A ve Ay, non-singiiler ise bu takdirde
N=(A11-A1gAgy Agp)
olmak iizere
N '1“‘\12‘*22_1

Al -

-1 - -1 -
-Az2 N Apy *Agy AgiNAjpAg)
dir.
Tapim 1.1.10.[18]: x,yERn olmak lizere [x,y]={ ty+(1-t)x: 0sts<l }
u¢ noktalari x ve y olan dogrudur. KC:Rn olsun. K nin herhangi iki

noktasini birlestiren do&ru pargcasi K vya ait dise, vyani x,y€K

herhangi iki nokta olmak iizere [x,y]cK ise K ya "konveks kiime" denir.

Prnek 1.[18]: R nin bostan farkli konveks altkiimeleri aralaklar-
d1r.Rn deki her acaik top konvekstir. Herhangi bir kapali yari-uzay
konvekstir, Ayrica

R={x€R" | [x[s1}

kiimesi konvekstir.

Tanim 1.1.12.[18]: £ reel degerli bir foksiyon ve K da f nin ta-
nim kiimesinin bir konveks altkiimesi olsun. Eger her x,yEK ve t€[0,1]
i¢in

fltx+(1-t)y)stE(x)+(1-t)f(y)



11

ise " f fonksiyonu K iizerinde konvekstir ' denir, x y den farkli ve
0<t<1 olmak iizere yukaridaki kesin egitsizlik saglaniyorsa bu takdi-

de f ye K ilizerinde kesin olarak konvekstir denir.

Tanim 1.1.13.{1}: Rn n-boyutlu Euklidean uzayi olmak ilizere Szc:Rn

41
olsun, Bu takdirde her yERn vektorii u€fQ ve vEQ olmak tizere y=u+v
formunda tektiirli olarak ifade edilebilir, buna y  vektdriiniin

ortogonal (dik) ayrisimi denir.

Sonmug 1.1.7.11]): a) EBer u=Pgy ise Pg tektir.
b) Pg matrisi Po=TT' formunda ifade edilebilir,burada T nin
siitunlara: § i¢in bir ortonormal tabandair.

c) Pg simetrik ve idempotenttir.

Sonug¢ 1.1.8.[1]:a) £ = R[X] ise Pg = X(X'X) X' dir. Sayet X 'in
siitunlaril lineer bagimsiz ise Pg =X(X'X)_1X' dir.

£
c) I,-Pqp & iizerindeki dik izdiugiimi gostermektedir.

Lemma 1.1.8.[1]: N{C] C matrisinin sifir uzayir (gekirdegi) ise
A
bu takdirde N[C] ={R[C']}} dir. Ayrica
X 1
(anﬁz) = 91 +ﬂ2

dir,

Teorem 1.1.14,[1]: W< ise bu takdirde
PoPy = PyPq =Py
ve

Po-Py = Pylng

dir.
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Sonmug 1.1.9.[1]: Eger A; W =J[A{]NQ olacak gekilde bir matris
ise bu takdirde
1
W N2 = R[PgA;']

dir.

Sonug¢ 1.1.10.[11]: Ay 9xn boyutlu gq rankli bir matris -ise

L
r(PgA1')=q olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[A{']NQ = 0 olmasidar.
1.2, ONEMLI BAZI DAGILIMLAR VE BAZI OZELLiKLERI

Tanim 1.2.1,[1]:

- -~ - 2 2
%e $(y-6)2/0

f(y)=(2m02) —ogy< o

-4
-t _i(y-0)"! =
) —ie -E(y 0)'a (y e) o =02>0

=(27m0
tekli normal yogunluk fonksiyonuna benzer olarak -e<yj<e,(i=1,2,..,n)
ve I nxn boyutlu pozitif bir matris olmak iizere

1e—g(y-e)'i“(y-e)

OB T AL (1.2.1)

¢oklu yogunluk fonksiyonunu tanimlariz.

Teorem 1.2.1.[1}: Eger Y=(Y;,Yy,...,Y,)' (1.2.1) ihtimal yogun-

luk fonksiyonuna sahip rastgele degiskenlerin bir vektori ise

3
1) k=(2n)f“|2|%

ii) E[Y]=6 ve D(Y]=L

111) Q=(Y-0)'T  (Y-0)~?
dir,
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Sonug 1.2.1.[1]: a) Eger Y~ N,(8,L) ise Y-0~ N,(0,%) dir.
b) C pxn boyutlu ve p rankli bir matris ise CYeq~ Np(CO,CZC')

dir.

Teorem 1.2.2.[1): Y nin bir c¢oklu normal dagilima sahip olmasi
i¢in gerek ve yeter sart sifirdan farkli her a reel degerli vektorii

icin a'Y nin tekli normal dagilmis olmasidir.

Teorem 1.2.3.{1]: Yrv N,(6,L) ve Y(l) p elemanli (p<n) olmak iize-
re Y nin
Y(1)
Y =
Y(2)
. (1) 2) .
formunda parcalandigini kabul edelim. Bu takdirde Y ve Y nin

istatistiksel bagimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart
cl Y(l).Y(2) 1=0

olmasidir.

Sonug¢ 1.2.2.[1]: Yukaridaki teorem asagidaki gibi egenellegtiri-

lebilir; Eger Y=(Y(1),Y(2),..‘,Y(k)

)" ve her i,J (if)) i¢in
et Y v 10
(i)

ise bu takdirde Y , (i=1,2,...,K) ler karsilikli bagimsizdir,

Teorem 1.2.4.[1]: Y~uN,(6,0%I,) ve U=AY, V=BY olsun. A A nin
lineer bagimsiz satirlarini gostersin ve Uj=A;Y olsun.Bu takdirde
eger C[ U,V ]=0 ise

i) Uy ile V'V bagimsizdir.
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ii) U'U ile V'V bagimsizdir.
Somu¢ 1.2.3.[1}: Y~N(6,0%I,) ise bu takdirde a'Y ile b'Y nin

bagimsiz olmasi icin gerek ve yeter sart a'b=0 olmasidar.

Teorem 1.2.5.11]}: Y~ N,(8,0%1,) , P nxn boyutlu ve r rankli si-
metrik bir matris olsun. Bu takdirde Q=(Y-6)'P (Y-0)/0? nin %? dagi-
limina sahip olmasi i¢in gerek ve yveter sart P2=P olmasidir.(yani P

nin idempotent olmasaidir.)

Sonug¢ 1.2.4.[1]}: Y~ N,(0,I,) ve Q3 =Y'P; Y (i=1,2) olmak iizere
Qi ve Qg nin her ikiside ki-kare dagilimina sahip olsun, Bu takdirde
Qq ile Qj nin bagimsiz olmalari icin gerek ve yeter sart PjPo=0 esit-

1iginin saglanmasidir.

Tamm 1.2.2.[1]: X;,X5,...,X,; rastgele vektorleri karsilikli ba-

gimsiz ve her biri Np(u,Z) dagilimina sahip olsunlar. Bu takdirde

n 1 |
L(u,D)=| [ e—%(xj—u)'z (XJ'“) }
= en? )t
1 0 )
- E TR E (-
¥ |z 3=

fonksiyonuna Likelihood fonksiyonu denir. Bu fonksiyonu maksimumlag-
tiran paremetreleri bulma teknigine maksimum likelihood tahmini ve
maksimumlastirmayl saglayan parametrelere de maksimum likelihood tah-

minleri denir.
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Teorem 1.2.6.[12}: X;,Xy,...,X, W ortalamali ve I Kkovaryans
matrisli bir normal kitleden alinan bir rastgele orneklem olsun. Bu
takdirde

n
h=Xvel=(1/mI XK)(X4~X)' = [(n-1)/n] S
j=1

sirasiyla W ve I nin maksimum likelihood tahmin edicileridir.

Tanim 1.2.3.[161: Y nx! boyutlu rastgele vektori N(u,I) dagili-

mina sahip olsun. Bu takdirde ihtimal yoZunluk fonksiyonu

o ot d E23-2) U

L U>0
j+n/2

=1 j! F(in+2j)/2) 2

X2(U:n,t) =

0 Us0

olan U = Y'Y rasgele degiskenine ki-karwe dagilimina sahiptir denir ve
=iu'y degerine de merkezi olmama paremetresi adi verilir. u=0 oldu-
gunda bu dagilim merkezi ki-kare olarak adlandirilir ve kisaca ’an

ile gosterilir.

Lemma 1.2.1.[11]: A nxn boyutlu simetrik bir matris olmak iizere
Y nxl rasgele vektori N(u,L) dagilimina sahip olsun. Bu takdirde
t=u'A y olmak tzere U = Y'A Y nin X2(U:r,t) dagilimina sahip olmasi
i¢in gerek ve yeter sart iz(AL)=r ve LALAI=IAL olmasidir. Burada t

merkezi olmama paremetresidir.
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Somu¢ 1.2.4.f11): U rasgele defiskeni X?*(U:n,t) dagilimina

sahip olsun. Bu takdirde E[U]J=n+2t ve var{U]=2(n+4t) dir.

Sonmug 1.2.5.[11): U wve V vrasgele degiskenleri sirasiyla
Y2 (U:n,t) veX2(V:m,t') dagrlimina sahip olsun, Bu takdirde W = U+V

X2(W:m+n,t+t') dagilimina sahiptir.

Sonu¢ 1.2.6.[11]}: Y~ N,(u,0%I) nx1 boyutlu bir rastgele vektdr
olsun. Bu takdirde t=p‘u/20? olmak {iizere U=Y'Y/0? X?(U:n,t) dagili-

mina sahiptir.

Sonug 1.2.7.[11]: Y~ N (u,Z) nxl boyutlu bir rastgele vektdr
-1
olsun, burada I n ranklidir, Bu takdirde t = i{u'l u olmak lizere

U=Y'Z—1Y X?(U:n,t) dagilimina sahiptir.

Tanim 1.2 4.[6]: a) U; ve Uy rasgele deBiskenleri sirasiyla X?,
ve X?, dagi1limina sahip olsunlar. Bu takdirde ( Uj/n)/ (Up/m) rastge-
le degiskeninin dagilimina n, m serbestlik dereceli (merkezi) F-dagi-
lim1 denir ve Fn,m ile gosterilir.

b) X rasgele vektori ve U rastgele degigkeni sirasiyla N,(0,I)
ve X?, dagilimina sahip olsunlar. Bu takdirde X/(U/n)% rastgele
degigkeninin dagilimina n serbestlik dereceli Student-t dagilimi adi

verilmektedir.

Teorem 1.2.7.[2]; Y~ N,(0,I) nxl boyutlu bir rastgele vektir ol-
s, Y'A Y kuadratik formunun k serbestlik dereceli merkezi bir ki-
kare dagilimina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin k rankli

simetrik idempotent bir matris olmasidir.



17

Teorem 1.2.8.[11): Y~v N,(y,I) nxl boyutlu bir rastgele vektor
olsun., U=Y'A Y rastgele degiskeninin t = $u'A ¥ olmak iizere X?(U:k,t)
dagilimina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin Kk rankli idem-

potent bir matris olmasidir,

Teorem 1.2.9.[2]: I n rankli olmak iizere Y~ N,(u,I) nxl boyut-
lu bir rastgele vektdr olsun. Bu takdirde U=Y'A Y kuadratik formunun
t=4u'A ¢ olmak iizere "X2(U:p,t)dagilimina sahip olmasi ic¢in gerek ve
yeter sart asagidaki ii¢ sarttan herhangi birinin saglanmasidir:

i) AL p rankli idempotent bir matristir.

ii) IA p rankli idempotent bir matristir.

iii) T A nin bir c-inversidir ve A matrisi p ranklidair,

¢
Tanim 1.2.5.{2]: A mxn boyutlu bir matris olsun, Bir A matrisi-

. g R . r . Cc
ne A nin bir sartli inversi (c-inversi) denir:<==> A A A=A dir.

Teorem 1.2,10.[2]: Y~ N, (u,I) nxl boyutlu bir rastgele vektor ve
B de pxn boyutlu bir matris olsun. Bu takdirde BA=0 ise BY vektorii

ile Y'A Y kuadratik formu bagimsizdir,

Sonug 1.2.7.[2) £ n rankli olmak lizere Y~ N,(u,I) nxl boyutlu
bir rastgele vektor olsun. B pxn boyutlu bir matris olmak tizere eger

BLA=0 ise Y'A Y kuadratik formu ve BY lineer formu bagimsizdir.,

Somug 1.2.8.[2]): I n rankli olmak lizere Y~/ N,(u,I) nxl boyut-
lu bir rastgele vektdr olsun. Eger AIB = O ise bu takdirde Y'A Y ve

Y'B Y kuadratik formlari bagimsizdir.

Tanim 1.2.6.[3]}: X E[{X]=¢ ortalamali ve cov[X]=L varyans-kovar-

yans matrisli nx1 boyutlu bir rastgele vektor olsun. Yani 04;=0;% ve
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Oij=E[(Xi—Ui)(XJ'Uj)], (TTJ)

olmak iizere

011 012 Y oln

021 922 +++ O2n
I=cov[X]=E[(X-w)(X-w)'] = | . . oo

nl %2 -+ %n |
olsun. 0;4>0 ve ojj>0 i¢in

COV[Xi,Xj] 04§

(var[xi]var[Xj])E (oijojj)z

ye X; ve Xj arasindaki korelasyon katsayisi adi verilir.

Eger 044=0 veya °jj=0 ise fij yi tanimlayamayiz. Bunun sonucunda

[ 1 f12 oo fln ]
r21 1 oo 0 rzn

_.fnl fn2 I | ]

simetrik matrisi kitle korelasyon katsayilar matrisi olarak ve

N VOII 0 LI 4 0 ]
0 V022 oo 0

i
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matrisi de standart sapma matrisi olarak tanimlanir.

Sopu¢ 1.2.9.{3]): [ , L ve v% yukaridaki gibi tanimli ise

1 1 - i
vfrv2 =3I ve [ = (v?) 1Z(vE) !

ozellikleri saglanir. Ayrica [ korelasyon matrisi non-negatif olup
r([) = r(I)
esitligi gerceklenir.
Sonug 1.2.10.{3]: Xy ve Xj rastgele degiskenleri ic¢in
-1s (351

esitsizl1igi saglanir.



BOLUM II

LINEER MODELLER

2.1. EN KUGUK KARELER TAHMINI

Bir degiskenin digeri ile olan iliskisinin nasil oldugunun
belirtilmesi problemi bir " model kurma " sorunudur. Y bilinmeyen bir
f\ parametresine gore degisen bir rastgele degigken yani e hata terimi
olmak lzere Y=Qfe olsun, Ornegin e deneyde (| ya sebep olan bir dogal
degisim olabilir veya q/nln Olciilmesindeki hatayi gosterebilir. Simdi
M, parametresinin

NFBo*BiXy*e s o +Bp—1Xp—1
geklinde ifade edilebildiZini kabul edelim,burada x;'ler bilinen pa-
rametreler ( ornegin deneyci tarafindan kontrol edimis ve ihmal edile-
bilir bir hatayla ©lciilmiis deneysel degiskenler) ve Bj(j=o,l,...,m—1)
bilinmeyen parametrelerdir. Eger X degistiginde Y nin Yy,Yp,...,¥,
gibi degerleri elde edilivorsa bu takdirde Xjj Xj nin i~-yinci degeri
olmak iizere

Yi=Bo*B1xi1te #Bpo1Xi n-17€4

dir. Bu n denklem matris formunda Xjg,=Xgp=...=Xpo=1 olmak iizere

[ Y17 [ X10 *¥11 X12 +++ X1,m~1 | [ Bo ] fef
Yy X3g %21 %22 v X g By eq
L) = L] * . 4 00 * * + .

i Y, 4 L *no %*n1 %n2 +++ Xn,m-1 | L_Bm-L_ | ©n |

veya kisaca

Y =XB +e (2.1.1)
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olarak vazilir,burada Y rastgele degiskenlerin nxl boyutlu bir gozlem
vektorii, X bilinen degerlerin nxm boyutlu ve q{g<m<n) rankli bir mat-
risi, 8 bilinmeyen parametrelerin mxl boyutlu bir vektori ve e de goz-
lenemeyen hatalarin nxl boyutlu bir vektoriidiir. X matrisine " tasarim
matrisi " veya 'regresyon matrisi " denir. (2.1.1) modelinin olduk¢a

genel bir model oldugunu belirtelim. Ornegin, xij=xij ve k=m~1 alarak
B 2 k
Y5 = Bo + Byxy * Boxy ... b Brxy + ey

polinom modelini elde ederiz. (2.1.1) bagintisinin onemliligi BJ bi-
linmeyen parametrelerine gore lineer olmasidir, bu nedenle buna "Line-
er Model " adi verilir.

§ =B+ Bre 2 v ey

B, ye gire non-lineer oldugundan bir non-lineer modeldir.

B nin tahmini problemini ele almadan once buradaki ve daha son-
raki kisimlardaki tim teorilerin (2.1.1) modeli di¢in gelistirildigi~
ni belirtelim, burada xj, ler 1 olarak alinmayabilir. B nin bir tahmi-
nini elde etmek igin bir metod " en kiicik kareler " metodu olarak
adlandirilir. Bu metod, §e12 yi B ya gore minimumlastirmaktan
ibarettir. Yani 0=XB konularak € X in ranj (aralik) uzayi (={y' her-
hangi bir x ic¢in y=Xx}) olmak izere 6€ R{X]=Q ya baglir olarak e'e=
"Y—B"2 yi minimumlastiririz. 6 yi1 @ iizerinde degistirirsek "Y—GHZ(Y—S
nin uzunlugunun karesi) (Y-6) 1@ iken 6 =0 igin minimum olacaktar.
(bkz.sekil 2.1.) Boylece

X' (¥-6)=0
veya

A
X'e=x'Y (2.1.2)
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dar,burada ﬁ‘tek tirld olup Y nin R iizerindeki yegdne ortagonal pro-

jeksiyonu(izdﬁ$ﬁhﬁ) olur,

LA WY TN

Sekil 2,1, AB minimum olacak sekilde A nin bulun-

masindan ibaret E.K.K Yontemi

”~ A
X in siitunlari lineer bagimsiz ve 6¥X8 olacak sekilde bir tek B8

nin mevcut oldugunu gdzOniine alalam. Béylece (2,1.2) bagintisindan

normal denklem(ler) denilen
X'X B=x'y (2.1.3)
elde edilir. X m rankli oldugundan X'X pozitif definit olup non-sin-
giilerdir. Bu nedenle (2.1.3) bir tek ¢éziime sahiptir, dolayisivla
B = x xry

~
dir.Burada 8 va £ nin en kiigiik kareler tahmini denir,
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X matrisinin m rankl:i (yani tam siitun rankli) olmamasi durumun-
da boyle bir tek ¢oziimden bahsetmek miimkiin degildir. Giinkii bu durumda
X'X matrisi singiiler olabilir. Bu nedenle ¢oziim i¢in X'X in genelleg-
tirilmis inversi kullanilir. Boylece G X'X in genellestirilmis in-
versi ve w uygun boyutlu rastgele bir vektdor olmak 1iizere normal
denklemlerin ¢oziimii

B=6X'Y+ (I-GXXw (2.1.4)

A
dar. Xa uydurulmus regresyonu Y(=[(§i)]) ile gosterilir.

Ta) e
Y-Y = Y-X8

(I,-X(X'X)X')Y
(I,-P)Y (2.1.5)

nin elemanlarina rezidiiler adi verilir ve

~ A e
Y'Y-2B'X'Y + 8'X'X B

RSS = (Y-XB)'(Y-XB)
Y'Y-B'X'Y + B'(X'XB-X'Y)

Y'Y-B'X'Y
Y'Y—a'x'x /B\ (20106)

ye de rezidii kareler toplami denir. a=X6;X(X'X)_1X'Y=PY oldugundan P
n-boyutlu dklid uzayi Rn nin  ya olan izdiisimiini gosteren bir lineer
transformasyondur. Benzer sekilde I,-P de Rn nin € nin ortogonal bii-
tiinleyeni QL e olan dik izdiigiimini gOsterir. Boylece Y=PY+(I -P)Y, Y
nin birinci bileseni @ ve ikinci bilegeni Qi'ﬁzerinde bulunan iki bi-
legenli iizerine dik izdiigiimini gosterir. P ve I -P nin bazi 0Ozellik-

leri asagidaki teoremde verilmektedir.

Teorem 2.1.1.[11: P=X(X'X)”'X' olmak iizere
i) P ve I, -P simetrik ve idempotenttir.
ii) r{I -P)=iz(I,~-P)=n-m
1ii) (I,-P)X=0

dar.
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Ispat: i) P nin simetrik oldugu a¢iktir. Ayrica
(I,-P)'=1,-P'=I,-P
olup I,-P de simetriktir. Ote yandan

- -1 -
P2= X(X'X) 1X'X(X'X) X'= XIm(X'X) 1X'=P

ve
(1,-P)?= I,~2P+P?= I,-2P+P = I,-P
dir,
ii) I,~P simetrik idempotent oldugundan ranki izine egittir. Do-
layisiyla

r(I,-P) = iz(I,-P) = n-iz(P)
elde edilir,burada
iz(P)=iz[X(X’X)—1X']=iz[X'X(X'X)—l]=iz(1m)=m
dir,

iii) (I,-P)X = X-X(X'X) KX = X=X = 0
dir, Boylece ispat biter.

Eger r(X)=q<m ise bu takdirde 6=PY yine bir tek P izdiisiim
matrisi tanimlar. X; X in q tane lineer bagimsiz siitunundan olusan
nxq boyutlu bir matris olsun., Bu takdirde (2.1.2) den Xl'(Y~6)=O ve
bir @ ic¢in 8=X1& olup P=X1(X1'X1)_1X1'dir. Bu durumda yukaridaki teo-
rem vyine gecerlidir, ancak m jile q yerdegistirir. P nin X(X'X)-X'
formunda da ifade edilebilecegini belirtelim.

Simdi en kiiciik kareler tahmininin bazi Ozelliklerini verelim.

Teorem 2.1.2.[12]: E[e]=0 ve E[ee']l=02I, ise (2.1.1) lineer
A —
modeli altinda B8=(X'X) lx‘Y en kiiciik kareler tahmini igin

E(f] = 8 ve DIB] = o2(x'x) "

n

~N
dir. Ayrica e = Y-XB olmak iizere

E[8] = 0 ve DI&] = 02(I,-X(X'X) 'X')

dir, E{e'€) = (n-m)o® olup
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A -1
e'e Y'[I,-X(X'X) X']Y
Sz= =
n-m n-m
n
icin E[S?] = o2 dir. Buna ilaveten B ve g bagimsizdirlar.

Ispat: E[E] = E[(X‘X)—IX'Y] = (X'X)_IX'X B =28

olup g B nin bir yansiz tahminidir.
Dle] = 021, ve D[Y] = D[Y-XB] = D[e]
oldugundan

D[ﬁ] !

X'Y] = (X’X)-IX'D[Y] X(x'x) !

02 (xX'5) Ik x(x'x) = o2(x'x) (2.1.7.)

DL(X'X) "

it

A N

dir. e = Y-XB olmak iizere

E[8] = E[Y-XB] = E(Y]-XE[B] = XB-XB = O
ve

A -1 -1 -1
e = Y-X{X'X) X'Y = (In—X(X'X) XY = (In—X(X'X) X' )Y(XB+e)

=(In—X(X'X)_1X')e

olup In—X(X'X)*IX' idempotent oldugundan
E[(e-E[€])(e-E[€])'] = E[&ée']

Dfel

E[(I-X(X'X) T 'X")ee' (1;-X(X'X)'X") ]

(1,-X(X'X) X" )Elee! 1 (I-X(X'%) " X")

07 (1,-X(X'%)"'X")
elde edilir.
A

e'e = e'(In—x(x'x)'lx')(In—X(x'X)"lx') e
e (I,-X(X'X) 'X") e

iz[ e (I,-X(X'0) " 'X") e |

-1
izl (I,-X(X'X) X')ee']
dir. Boylece

E[e'e]

320 (I,-X(X'X) T X" )Elee' 1]

0212 I-X(X'X) X' ]
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= oziz[In]—oziz[(X'X)—lx'x] = 0°n-0°m = 0% (n-m)
elde edilir. Dolayisiyle
1 1
(n-m) 02 = o?

E[S2] E[e'e] =

{n-m) (n-m)

~ /\ . .
dir. Simdi de B ile e nin bagimsiz oldugunu gosterelim.

8= x0Ty = @07k (xBre)

&0 e + @ e =8+ @0 e

ve E[g] = 0 oldugundan

A A ~ ~ A A N A
coviB,e] = E[ (B-E[B])(e-E[e])'] = E[(B-B)e']

EL(X'X) T X' ee’ (I,-X(X'K) T 'X")]

i

(x'X)"lx'E[ee'](In—X{x'X)_IX')
1

- =il
02(X'X) X' (I,~X(X'X) X')
=0
- -1
dir. GCinkii X'(I,-X(X'X) 1X')=X'—X'X(X'X) X' = X'- X'=0 dir. Boylece

6 ile ®© bagimsizdair.

Teorem 2,1.3.[1]: X nxm boyutlu m rankli olmak tizere eBer Y
N,(XB , ¢%1,) dag1limina sahip ise bu takdirde

1) BN (B 02 (x'X) D)

ii) (B-B)'X'X(B-B) /0%~ X2,
iii) RSS/0? = (n-m)S?/0% X2,
dir.

Ispat:i) ﬁ = (X'X)—IX'Y oldugundan C = (X'X)_IX' olarak tanimla-
nirsa 6 = CY olur, burada C mxn boyutlu olup r(C) = r(X') = r(X) = m
dir. YN, (XB , 021,) oldugundan ﬁﬂJNm(B , oz(X'X)—l) elde edilir.

i1) (8-8)'X'X(B-8)/0® = (B-8)' (A " (B-8)

oldugundan"xfm dagilimina sahiptir.
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A ~ -1 -1
(Y-XB)'(Y-XB) = (Y-X(X'X) X'¥)(¥-X(X'X) X'Y)

iii) RSS

Y (1K' KDY = Y (I-P)Y (2.1.8.)

dir. I,-P simetrik idempotent oldugundan RSS/0%."X?,_p, dagilimlidir.

Teorem 2.1.4.[1]:'6 0 nin en kiiciik kareler tahmini olsun. Bu
takdirde ¢'® nin lineer yansiz tahminlerinin sinifi ig¢inde c'a mini-
mum varyansli yegane tahmindir. c's ya ¢'0 nin en iyi lineer vyansiz
tahmini denir.

Ispat: Yukarida verilen teoremlerin sonucu olarak 6 = PY dir,
burada PX=X saglanir. Bdylece her 8€Q = R[X] icin E[c'al = ¢c'P8 = c'0
ve c'3[=(Pc)'Y] ¢'6 nin bir lineer yansiz tahminidir. d'Y ¢'6 nan
diger herhangi bir lineer yansiz tahmini olsun. Bu takdirde c¢'6® =
E{d'Y] = d'6 olup (c-d)'6=0 dir,dolayisiyla (c-d) vektori & vya
diktir.Buradan P(c-d) = 0 ve Pc = Pd elde edilir.

var[(Pd)'Y] = D{(Pd)'Y] = ¢2d'P'Pd = 0%d'Pd

olup

var[d'Y]-var[c'S] var{d'Y]-var[(Pd)'Y]

il

02(d'd-d'pd)

Il

02d' (1,~P)d

i}

02d' (I,-P) ' (I4-P)d

02f'f 2 0 ,diyelim,
dir., Egitlik (I -P)d = 0 veya d = Pd = Pc ise saglanir. Boylece c'a
minimum varyansa sahip olup tektir.

Simdi V nxn boyutlu pozitif definit bir matris olmak tizere D[e]
=02V olsun. V pozitif definit oldugundan V = KK' olacak sekilde nxn
boyutlu nonsingiiler bir K matrisi mevcuttur. Z=K—1Y,B=K-1X ve e*=K—1e
konularak B nxm boyutlu m rankli olmak uzere Z=Bp +e* modeli elde
edilir. Burada E[e*]=0 ve D[e*]=021n dir. e*e*' ifadesini B ya gore

minimumlastirarak doniistiriilmiis model i¢in 8 nin E.K.K. tahmini



28

ata 1

8 = (B'B) B'Z !

X' (KK Ly

x' (ke )"
-1 =1 -1
(X'v 'x) xtv'Y (2.1.9)

il

elde edilir, burada 8" nin ortalamasi
B8 = xv ) v lxe - 8

ve dagilim (varyans-kovaryans) matrisi

1 1

D[B*] = 0t (B'B) = o2 (x'V X))
olup rezidi kareler toplami
(z-B8") ' (z-B8") = (v-x87)' (k") (x-x87)
~(x-x8) v (r-xe™)
dir, Buna alternatif olarak

-1
e e =¢e'V e

ot &
L3 ]

(Y—XB)'V—l(Y—XB)
1 1

Y'V Y-2B'X'V

Y+ X'V kB
dan B va gtre tiirev almak suretiyle de B* elde edilebilir. Boylece

'ae*'e*/'BB = 2xv iy v axv ke
bagintisini sifira esitleyip buradan B* cekilebilir: x'v"lx pozitif
definit oldugundan bir inverse sahiptir,

B* elde edildikten sonra B* ile ﬁ = (X'X)—IX‘Y nin ayni olup
olmadigini yvani ne zaman D{e] nin 02V olabilecegi ve 621, olamayacagi
sorulabilir, Bunun cevabi asagidaki teoremle verilir.

Teorem 2.1.5.11]: B* ile a nin ozdes olmasi icin gerek ve yeter
sart R[V_lxl = R[{X] olmasidir.

Ispat:

* AL . - -1 -1 -1
B ile B bzdestir <> YV Y icin X'V Y=(X'V X)(X'X) X'Y (%)

dir. Y €R[X] ve Y9 L R[X] olmak iizere Y bir tek Y = Y; + Yo parcala-
nisina sahip olsun, Bir a igin Y) = Xa oldugundan her V_l icin (%)
bagintisi Yy ile saglamir. X'Yy = 0 oldugundan X'V—1Y2 = 0 olan her
Y9 i¢in (*) bagintisi yine saglanmir. Boylece her Y igin X'V—IY =

-1 -1 -1
(X'v "X)(X'X) "X'Y olmasi i¢in gerek ve yeter sart X'x=0 dan X'V "x=0
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bagintisinin saglanmasidiyr, yani R[V—IX]c:R[X] olmasidir. Bu iki uzay
ayn1 boyutlu oldugundan bu R[V_IX] = R[X] olmasini saglar.

Somug 2.1.1.[1]: B = 8 <=—> RIVX] = RIX] (2.1.10)

Ispat: R[V~1X] = R[X] wverilsin ve z€R[VX] olsun. Bu takdirde
z=VXb=V(V-1Xc)=Xc€R[X] olacak sekilde b ve ¢ mevcuttur. O halde
RIVX]Jc RIX] olup yukarida verilen boyut ozelliginden R[VX] = R[X] el-
de edilir. Tersine olarak R[VX]=R[X] ve zER[V_IX] olsun, Bu takdirde
z = V—1Xd = V-I(fo) = Xf olacak sekilde f wve d meccuttur. Yani
R[V—IX]CZR[X] dir. Bu nedenle R[V_IX] = R{X] elde edilir. Boylece
R{VX] = RI[X] olmasi i¢in gerek ve yeter sart R[V—IX] = R[X] olmasadair.

%
Sonu¢ 2.1.2,[1}: Y = xB + e ise her x i¢in B = § <==>V=cI,; dir.

2,2, LINEER KISITLAMALI TAHMIN

2.2.1. Lagrange Garpani Metodu
X nxm boyutlu m rankli bir matris olmak tizere Y=Xf+e olsun. R pxm
boyutlu ( p<m ) bilinen bir matris ve r de px1 boyutlu bilinen bir vek-
tor olmak iizere RB=r uygun lineer kisitlamasi altinda e'e nin
minimumunu bulmak istedigimizi varsayalim, Bu problemin ¢Oziimi i¢in
bir metod Lagrange carpanlarini kullanmaktir. Yani a;' R nin i-yinci
satiri olmak ilizere ai'B =ry, i=1,2,...,p, lineer sinirlamasi ic¢in bir
Lagrange carpani bulmaktir. Bovlece
p
L Ai(ay'B~ry) = X (RB-r)
i=1
ile ligilenecegiz. Lagrange carpanlari metodunu uygulamak icin
LB, = e'e £A(RB~r) = (Y~XB)'(¥Y-XB) + A'(RB-r)

ifadesini gozoniine alalim ve
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oL
= —~2X'Y + 2X'XB + R'A=0 (2.2.1)

o8
ve
RB = r
A A
denklemlerini ¢0Ozelim., Bu iki denklemin ¢oziimiinti BH ve ;\H ile gos-
terelim, (2.2.1) bagintisindan
A -1 -1..9 & -1_4
By = (X'X 7 X'Y-$(X'0) R Ay = B-1(X'X) T R'Ay (2.2.2)
elde edilir., RB=r bagintisindan da
~ A -1_.3
r = BBy = RB- {R(X'X) R'Ay (2.2.3)
elde edilir. (X'X)—1 pozitif definit bir matrisin inversi olarak pozi
-1
tif definittir ve dolayisiyvla R(X'X) R' de pozitif definit olup non-
singiillerdir. Boylece
12 ' -1 11 o
-3y = [R(X X) R ] (r—RB)
dir. Bu ifadeyi (2.2.2) de yerine koyarak
A A -1 -1_,.-1 A
By = B + (X'X) R'[R(X'X) R'] (r-RB) (2.2.4)
A
elde edilir. By nin e'e ifadesini RB=r sart1 altinda minimumlastirdi-
gini gdrmek icin ilk olarak
»~ o) ~
" X(B—B)"2 = (B-B)'X'X(B-B)
A A A AN A la)
(B‘-SH*BH‘B) 'X'X(B—BH"'BH-B)
A A N A A ~
(8-By) 'X'X(B-By) +(By-8) 'X'X(By-B)

]

=] X(B=By) 2+ xBy-8)|? (2.2.5)
oldugunu belirtelim, c¢linkii (2.2.2) bagintisindan
A I
2B X' X(By-B) = NyR(By-8) = Ny(r-r) = 0 (2.2.6)
dir.Boylece '
A A
e'e = " Y-X8 "2+" X(B-B) ||2

1l

n A A A
" Y-XB "°+“ X(B—SH)"2+“ X(BH-B)"2
ifadesi “ X(QH—B) “2=0 oldugunda yani X(ah—8)=0 veya B=6H (X in sii-

tunlari lineer bagimsiz oldugundan) oldugunda bir minimumdur,
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B¥€h konularak
A A AA
| T-XBy ||* = || Y-XB ||*+ | X(B-By) ||* (2.2.7)
veya Y- Xa ve ?ﬁ = iEH yazarak
A A

“ Y—QH “2-“ Y—Q “2 = “ Y-Yy “2 (2.2.8)

elde edilir. Bu 6zdeslik direkt olarakta bulunabilir.
2.2. Ortogonal izdiisiimler Metodu

Ortogonal izdiigiimleri kullamarak (2.2.4) bagintisinil elde etmek
miimkiindiir., Bunun ig¢in Once r yi yokedelim. B, RB=r nin herhangi bir
cliziimii olsun. Bu takdirde

Y-XB, = X(B-B,)+e

i

~
veya Y=X6+e ve RO=RB-RB,= O dir. Boylece QER[X](=R) olmak lizere §;6+e
modelini elde ederiz. X tam rankla oldugundan R(X'X)_ X'0 = R§ 0

o A
dir. B, = RGCX X' ve W =NI[R,INQ konularak W N@ = R[PgR;'] elde

edilir, burada

1 1

PoRy' = X(X'X) X'X(X'X) R' = X(X'X)—IR'

nxp boyutlu olup p ranklidir. Boylece
-1
Po-Py = Pylng = (PgRy')[R1P?gRy "] " (PgRy")!

- xx' 0 R R RO RO X

dir. Bu nedenle PgXB, = XB, ve RB, = r oldugundan

PuY = Pg¥-PylngY
pQY-XBO-X(x'x)_IR'[R(x'X)"IR']—I(Rﬁ-r) (2.2.9)

XBy-XB, = Xéy

I

dir. O halde her iki tarafi (X'X)—lx' ile c¢arparak (2.2.4) baginti-
s1 elde edilir,

Bu yaklasimin bir avantaji X in q (g<m) rankli olmasi durumun-
da da kolayca uygulanabilmesidir. Yalniz tahmin edilebilir fonksiyon-
lary tahmin edebildigimizden a4'B (i=1,2,...) nin tahmin edilebilir

yani aj'=m;'X oldugunu ve M pxn boyutlu bir matris olmak iizere R = MX
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oldugunu kabul ederiz. Ciinkii R pxm boyutlu p rankli olduBundan psq
almaliviz. r{R]<sr{M] oldugundan M p ranklidir., Bdylece O€ER[X] ve MO=
MX6=R8=0 olnak tizere modelimizi Y=0+e ye indirgeriz. Bu nedenle PgM'
( = X(X'X) X'M'= X(X'X) R' ) nxp boyutlu ve p ranklr olmak iizere
W = DN[M]NQ ve anwl = R[PgM'] dir. Buradan

(PgM' ) [MPQM' 1™ (PgM")

Po-Py

X(X'X) R'[R(X'X) R'] R(X'X) X' (2.2.10)
.elde edilir. Sonuc¢ olarak ayni 0zelligi kullanarak (2,2.9) elde edi-

lir. O halde

it

X'XBy = X'PqT-X'PoM' [MPQM' 1™ 'MPg(Y-XB,)

K'Y-X"M' [MPQM' ]| (R(X'X) X' Y-MXB,)
K'Y-R' [R(X'X) R' 1™ (RB-r)

olup ﬁH icin herhangi bir ¢ozim §=(X'X)_X'Y olmak iizere
S n - - -1 A
By = B-(X'X) R'[R(X'X) R'] "(RB-r)

formundadar.
2.3.KISITLAMALI VE KISITLAMASIZ TAHMINLERIN KARSILASTIRILMASI

Y nx1 boyutlu E[Y]=XB ve D[Y]=V olan bir rastgele vektor X nxm
boyutlu bilinen bir matris, B mx! boyutlu bilinmeyen parametre
vektori ve V de tamamen bilinen veya bir pozitif skaler carpan harig
bilinen nxn boyutlu non-negatif definit bir matris olmak izere
(Y,X8,V) genel lineer modelini godzonine alalim., B uizerinde ilave bir
RB=r kisitlamasinin konuldugunu varsayalim,burada R pxm (p<m) boyutlu
bilinen bir matris ve r de pxl boyutlu bilinen bir vektordiir. RB=r ki-
sitlamasi altinda (Y,XB,V) modelini (Y,XB,V[RB=r)ile gosterelim. RB=r
i¢in bir genel c¢éGziimiin U=I-R R ve t keyfi bir vektor olmak lizere

B = R r+Ut (2.3.1)

ile verildigini biliyoruz. O halde
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E[Y] = XB = X(R r+Ut)
veya buna denk olarak

E[Y-XR r] = XUt
dir. Boylece (Y,XB,V|R8=r) modeli denk olarak (Y—XR_r,XUt,V) formunda
yazilabilir, burada ¢t bir parametre vektori ve U=I-R R dir. X8 nin
(Y,XB,V) ve (Y.XB,V|R8=r) altindaki en iyi 1lineer yansiz tahmin
edicilerini Xﬁ ve XaH ile gostermistik. Bu durumda W=V+XUU'X' olmak
izere

XBy = XR r+XU(U'X'W XU) U'X'W (Y-XR 1)
bagint1isl saglanir. §imdi hangi sartlar altinda X8=X€H oldugunu veren

asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2,3.1.{14]: (Y,XB,V) ve (Y,XB,V|R8=r) lineer modellerini
gozoniine alalim, X8 nin (Y,XB,V) altindaki en diyi lineer yansiz
tahmin edicisinin ayni zamanda (Y,XB,V'RB=r) altinda da en iyi lineer
yansiz tahmin edicisi olmasi ic¢in gerek ve yeter sart R[V]NR[X]<

R[X(I—R~R)] olmasidir.

Ispat: XB nin (Y,XB,V) altindaki en ivi lineer vyansiz tahmin

(V+XX') olmak izere

i

edicisi G

A~ -
X = X(X'G X) X'G Y

i

dir. Acik olarak bu (Y,XB,V|R8=r) altinda da X8 i¢in yansizdir. Bu ne-
denle (Y,XB,V|R5=r) ve (Y—XR—r,XUt,V) modelleri denk oldugundan XE nin
X8 nin (Y,XB,V|R8=r) altinda da en iyi lineer vyansiz tahmini olmasi
igin gerek ve yeter sart
X(X'6 X) X'GV(XU) = 0
<==R[VGX]—R[XU] = R[X(I-R R)]
L

1 [}
olqa51d1r, burada herhangi bir A matrisi i¢in A A A=0 sartini sag-

layan maksimum rankli matrisi gostermektedir. @ite yandan
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R{VGX] = RIVGXX'] = R[VINR[X]

oldugundan istenilen sonu¢ elde edilir.

Sonu¢ 2.3.1.[14]1: Eger R[X]<C R[V] ise bu takdirde XB nin
(Y,XB,V) altindaki en iyi lineer yansiz tahmin edicisinin (Y,XB,V|
RB=r) altinda da en iyi lineer yansiz tahmin edicisi olmasi ic¢in gerek

ve yeter sart R[X']NR[R'] = {0} olmasidir.

Ispat: Eger R[X]Jc R[V] ise yukaridaki teoremde verilen sart
RIX] = RIX(I-R R)] <—=> R[X'] N R[R'] = {0}
bagintisina doniisiir,bu ise sonucun ispatini tamamlar.
Boylece RI[X'] N R[R'] = {0} sarti XB nin (Y,XB,V) altindaki en
iyi 1lineer yansiz tahmininin (Y,XB,VIRB=r) altinda da en iyi lineer
yansiz tahmini olmasi icin yeter sart olmasina ragmen R[X]C R[V]

olmadikga gerekmeyebilir. Ornegin,

Y 11 4 2 2
Y= |y |, x={1 of,v=]2 11
Y4 1 0 21 1

R =(1,-1) ve r =0 alalim, Gerekli hesaplamalar yapilirsa

Yy 1/3 (2Y1+Y9+Y3,)

A
X6 = | 4 (1Y) | ve XBy = | 1/6 (2¥1+¥y+Yy)
3 (Y1+Yy) 1/6 (2Y1+Y9+Y3)

oldugu goriilir. Ote yandan ( Y.XBuV‘ RB8=0 ) altinda bir olasilikla
N
Xa = XBy olmasina ragmen R[X'] A R[R'] = R[R']=f {0} oldugu da

gosterilebilir.
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2.4, LINEER MODELLERDE HiPOTEZ TESTi1

2.4,1. F-Testi
X nxm boyutlu ve m rankli bir matris ve EhJNn(O,OZIn) olmak tizere
Y = XB+e lineer modelini gozoniine alalim. R pxm boyutlu p rankli bir
matris ve r pxl boyutlu bir vektor olmak iizere H:RB=r hipotezini test
etmek istedigimizi varsayalim,
RSS = (Y-xB)'(Y-XB) [=(n-m)$?]
ve
RSSy = (Y~X§H)'(Y—X§H)
olsun,burada ﬁﬂ (2.2.4) de verildigi gibidir ve RSSy RB=r altinda e'e
nin wminimum degeridir. H hipotezinin test edilmesi i¢in bir F-

istatistigi asagidaki teoremle verilmektedir.

Teorem 2.4.1.[1]:
. A -1 -1 A
i) RSSH - RSS = (RB-r)'[R(X'X) R'] (RB-r)

ii) E[RSSy - RSS] = o0%p + (RB-) ' [R(X'X) TR 1 (R-1)
iii) H doru oldugunda
(RSSy — RSS)/p (RB-r) ' [R(X'X) TR T (RB-1)
F = =
RSS/ (n-m) p-S2

orani Fp,n—m dagilimina (sirasiyla p ve n-m serbestlik dereceli F-da-
g1limina) sahiptir.
iv) r = 0 oldugunda F,

n-m Y'(P-Py) Y

P Y'(I,-P) Y

formundadir,burada Py simetrik idempotent olup PyP = PPy = Py dar.
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(v-xBy) ' (Y-xBy) - (¥-xB)' (x-XB)

| ¥-xBy |2 - | T-XB |* [ (2.2.7.) den |
~n A

| x(B-Fyp p2

(BB 'X'X(B-By) [ (2.2.4.) den |
1 1

Ispat: i) RSSy-RSS

t

It

X% R

LRy (RB-r)

Il

(RB-1) ' [R(X'X) ™ R']_IR(X'X)—
x [R(X'X)

A -1, =1, A
(RB-1) '[R(X'X) R']  (RB-r)

]

elde edilir.

ii) R nin satirlari lineer bagimsiz ve ﬁod Nm(B,oz(X'X)-l)
oldugundan RgﬁJNp(RB,ozR(X'X)—lR') dir. Z=RB-r ve B=R(X'X)—1R' olsun.
Bu takdirde E[Z] = RB~r ve D[Z] = 0¢2?B dir. Boylece

E[Z'B—IZ]

E[RSSy-RSS]

iz[ozB—lB] + (RB«r)’B—l(RB—r)
120071,] + (rB-r)'B” (RB-r)

0%p + (RB—r)'[R(X'X)—lR']_l(RB—r) (2.4.1)

1]

dir,
A
iii) RSSy~RSS B nin bir stirekli fonksiyonu olup RSS den bagim-

sizdir. H dogru oldugunda Rﬁﬁ»Np(r,ozR(X'X)—lR') olup

RSSy-RSS
o~ A=l A
= (RB-r)'(D[RB]) ~(RB-r)
02
'X}p dagilimina sahiptir. Ote yandan RSS/0? X7, . dagilimina sahip

idi. 0 halde H dogru oldugunda

(RSSy ~ RSS)/0%p

RSS/02 (n~m)
(X?p/pl/[X?y_p/n-—m] formundadir. Bdylece H dogru oldugunda Fe Fp oy
dir.

iv) r=0 olmak iizere (2.2.4) bagintisini kullanarak
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1

= {X(X'X)—IX'-X(X'X)—IR'[R(X'X)— R']_IR(X'X)—lx'}Y

I
==}
It

4

=
=
L

[

(P-P1)Y = PyY,diyelin, (2.4.2)
dir,burada Py simetriktir. Ayrica Py in simetrik idempotent oldugu ve

PyP = PPy = Py oldudu kolayca gdriilebilir., Bovlece

PH2 = PZ—PIP-PPI + Pl2
= P-2Py*Py = P-Py = Py , (2.4.3.)
PyP = (P-Pl)P = PZ—PIP = P~P) = Py (2.4.4,)

ve transpoze alarak PPy = Py elde edilir. Ispati tamamlamak ig¢in
RSS = Y'(I,-P) Y oldugunu biliyoruz. Benzer gekilde
RSSy = (Y-XBp) ' (Y-XBy) = Y'(I-Pp)?Y = ¥'(I~Byp) ¥ (2.4.5.)

elde edilir. Buradan da RSSy -RSS = Y'(P-Py) Y bulunur. Bu ise ispa-
t1 bitirir.

Eger H dogru ise bu takdirde Ra (RB nin en iyi 1lineer vansiz
tahmini) r ye yaklasir ve RSSy-RSS "kiiciik" olur. Bununla beraber RB r
den ¢ok uzak ise RSSy-RSS biiyiik bir degere ulasir. Boylece F-testimiz

bir tek vyanli test olup eger F anlamli olarak biiylirse H reddedilir.

2.4.2, F - Testinin Uyumu

Her seyden Once F yi nasil segecefimiz sorusu ortaya c¢ikar, Tes-
timizin uyumu dg¢in iki metod verecegiz. RSSH-RSS/P yi Syg® olarak
tanimlayalim. Bu takdirde

E[Sy®] = 02+(R8—r)'[R(X'X)—IR']—I(RB—r)/p = 02+§, diyelim, bu-

rada 620 dir. ( Giinki [R(X'X)_IR']-1=D[RB]/02 pozitif definittir.) Ay-
rica E[S?]=0% idi. O halde H dogru oldugunda Sy? ve S% nin her ikisi
de 0® nin yansiz tahminleridir, yani F = Sy?/S%?=1 dir. H yén11$ oldu-
gunda §>0 ve E[Sy?]>E[S?] olup E[F]=E[Sy?]E[1/S?]>E[S42]1/E[S?]>1 dir.
Boylece eger F anlamli olarak biiylirse H hipotezi reddedilir.

F-istatistizi H in likelihood oran testini kullanarak da uyumlu

yapilabilir. S6z konusu model icin likelihood fonksiyonu, L(8,0%) di-
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yelim, Y nin ihtimal yogunluk fonksiyonudur,yani
-in  {-402(Y-XB)'(Y-X
L(B,0?) = (2mor) 21 {707 (YXEITCX=XED)
dir, Jlogl/ OB = 0 ve Dlogl/do? = 0 dan
8= 0 X'Y ve 6% = RsS/n (2.4.6)
maksimum likelihood tahminleri elde edilir ve L nin maksimumu ,

-in -in .
2) *e J dir. Lagrange metoduna benzer bir metod kulla-

L(8,82), (270
narak RB=r kisitlamalarina gore maksimum likelihood tahminleri ﬁH ve
GHZ=RSSH/n olur, Boylece L nin maksimum degeri

LBy, Gg?) = (2mbyn) ¥ 72"
dir. Likelihood oran istatistigi

f = LBy, by7)/L(B,52) = [‘02/6[{21%n

olup likelihood oran prensibine gore 1{ ¢ok kiiciik ise H reddedilir.
Ote yandan

F= (em/p 7501 (2.4.7)

1 nin monoton artan bir fonksiyonu oldugu ic¢in eger F cok biiyiikk ise

H hipotezi reddedilir,

tronek 2.4.1.[1]1: Y4 o + 0g +oeq

Y2 = 202 + e9

]

Yy = -0p * 0y + ey
olsun, burada e;~N(0,0?) olarak bagimsiz daBilmiglardir. H 0y = 204
hipotezini testetmek i¢in bir F-istatistigi tiiretiniz?
Coziim:
Yy 1 1 oy e1
Y=|Y¥Y|=]0 2 + ey ] =x%xB+e

Y3 -1 1 02 83
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it |
H:[1 -2] =RB =0
L *2
dir,
"1/2 0 10 -1 Y, Y;-Y,
x0 - ve X'Y = Yy |=
| 0 1/6 12 1 Y, Y1+2Y,+Y,
0 1/2 0 Y{-Y; 1/2(Y}-Y4)
g = - x0 Xy - -
09 0 1/6 || Y1+2¥3+Y, 1/6(Y1+2Y9+Y5)
dir.
1/2 0 1 1
R(X'X) TR'= [1 -2] = [1/2 -1/3] = 7/6
0 1/ 6 [|-2 -2
oldugundan [R(X‘X)_IR']—1 = 6/7 dir, Ayrica r(R) = 1 ve r(X) = 2 dir.
&1
RE = [ 1 -2 ] = (8- 285 )
y
olup
®8) ' (R(x'0 'R 17 (RE) 7 (8,-20y)°
F = =
S? 6 s
dir,burada

A

S? = Y'Y - B'X'X B = Yi%+ Yo2+ Yq? - (28,468)
12+ ¥p2+ Yj 1+607

dir.
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Simdi H d¢in bir kanonik form verecegiz, Y=XB+e tam rankla
modeli i¢in R pxm boyutlu p rankli olmak iizere H:RB=0 hipotezini test
etmek istedigimizi varsayalim, R p tane lineer bagimsiz siituna sahip
oldugundan genelligi bozmaksizin bunlarin son p siitun oldugunu kabul
edebiliriz; bdylece Ry pxp boyutlu nonsingiiler bir matris olmak tizere
R=[R1,R2] dir., B parametre vektoriinii de ayni yolda parcalayarak

0 = RB = RyB; + RyBg
ve bu bagintiyi Rz—l ile carparak -

By =-R2_1R181 (2.4.8)
elde edilir, Bu ise H hipotezi altinda regresyon modelinin

XB = (X1,X9)B = X1Bq +X98y

(XI—X2R2_1R1)81 = Xgh,diyelim, (2.4.9)

kanonik formunu aldigini gosterir, burada Xp nx(m-p) boyutlu m-p
rankli bir matris ve h=8; dir.

XpB] =0 <> XB =0 <> B =0 < B} =0
oldugundan Xpg lineer bagimsiz siitunlara sahiptir. Xp nin kolayca ve
kusursuz olarak hesaplanabilmesi sartiyla H:E[Y] = Xgh modelini e[Y]=
XB orjinal modeli ile ayni formda ifade ederek ayni paket bilgisayar
programi RSS ve RSSy nin her ikisini de hesaplamada kullanilabilir.

X nxm boyutlu ve m rankli olmak iizere H:RB=r vyi testetmek
isteyelim, burada R pxm boyutlu ve p ranklidir. Bu takdirde test ista-
tistigimiz

n-m RSSy - RSS

P RSS
dir, burada
A -1 -1 A
RSSy -~ RSS = (RB-r)'[R(X'X) R'] (RB-r)

dir.
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2.5. TAM RANKLI OLMAYAN TASARIM MATRiSi
2.5.1. F-testi ve lzdiisiim Matrisleri

X nxm boyutlu matrisinin g {q<m) rankli olduBu durumu gozoniine
almadan dnce F~testinin daha o6nce verilenden ¢ok daha genel bir
teorisini verelim. 0€R ( Rn nin q boyutlu bir altuzayi) olmak {zere
Y=6+e¢ modeline sahip oldugumuzu ve W £ nin g-p boyutlu bir altuzayi
olmak iizere H:BEW y1 testetmek istedigimizi varsayalim. Bu takdirde

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.5.1.11]: H dogru ve e~N,(0,0°I,) oldugunda

(RSSy~-RSS) /p e'( Pqg-Py le/p

F= = ~ Fp,n—q
RSS/(n-q) e'(I,-Pgle/(n~-q)
dir. Pg ve Py Rn yi sirasiyla @ ve W va izdisiiren simetrik idempo-

tent matrislerdir.

Ispat: 3 = PgY ve GH = PyY 6 nin respektif (ayri ayri) en kiiciik

kareler tahminleri olsun. Bu nedenle

RSS = | Y-8 | = Y'(I4-Pg) ¥
ve

RSSy = Y'(I~Py) Y
dir, 6€Q oldugundan (I,-Pp)0 = O olup dolayisiyla

RSS = (Y~8)'(I,~Pq) (Y-8) = e'(I,~Pg) e
dir., Benzer sekilde H dogru oldugunda O€W ve

RSSy = e'(I,-Py) e
dir, I,-Pg ve Pg~Py QL ve WLhQ izerine izdiisiimler olup bu matrisler

simetrik ,idempotenttirler ve ranklari da sirasiyla n-q ve g-(q-p)=p
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dir. Bu nedenle e'(Pg-Py) e/o? ve e'(I,-Pg) e/0® bagimsiz olarak X?p
ve in_q dagilimlarina sahiptirler. Boylece FroFp n-g dir.

2.5.2, Testedilebilir Hipotezler

Y =0 + e olsun, burada 8 = XB ve X nxm boyutlu ve g (q<m) rank-
ladar. R pxm boyutlu ve p rankli olmak iizere H:RB = 0 1 test etmek
isteyelim. X tam rankli olmadigindan H 1in '"testedilebilir" olup
olmamasi problemi ortaya ¢ikar. Ornegin, eger R nin satirlari X in
satirlarindan lineer bagimsiz (ve dolayisiyle p <€ m-q) idise bu
takdirde her 6€ R[X] d¢in 6 = XB ve RB = 0 olacak sekilde en az bir
B mevcuttur; eger p = m—q ise bu B tektir. Bu durumda RB = O denk~
lemleri B ig¢in basit¢e belirlenebilen kisitlamalardir ve dolayisiyle
8 R[x] in bir uygun altkiimesi ile kisitli degildir. Bu nedenle eger
ay' R nin i-yinci satir1i ise herhangi bir a;'B = 0 denklemini onem-
semeyebiliriz. a;' X in satirlarindan lineer bagimsiz olup testedi-
lebilir hipotezimiz geri kalan denklemlerden ibaret olacaktir. $imdi

asagidaki tanimi verelim.

Tanim 2.5.1.1{1): Eger R nin satirlarai X in satirlarindan lineer

bagimsiz ise yani

R = MX (2.5.1)
olacak sekilde pxn boyutlu bir M matrisi mevcut ise bu takdirde
H:RB = O hipotezine "testedilebilir" denir.

Bu tanim R nin satirlara lineer bagimsiz olmadiginda uygulanir,
Bununla beraber eger R pxm boyutlu p rankli ise bu takdirde r[R}sr[M]
olacagindan M p rankli olmaladir. Bu tanim r‘f 0 ve r€ R[R] olmak
iizere RB = r daha genel durumunada uygulanabilir, Bunu gostermek igin
orijini degistirip modeli ve hipotezi

Y =Xu +e ve Ru = O (2.5.2)

~
ye indirgeriz, burada u=B-B,, Bo RB=r nin bir ¢oziimi ve Y=Y-XB, dir,
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Acik olarak orijinal hipotezin testedilebilir olmasi i¢in gerek ve ye-

ter sart doniistiriilmis hipotezin testedilebilir olmasidir.

Teorem 2.5.2.f1]: R kxm boyutlu p (p < g) rankli olmak iizere H:
RB = r testedilebilir olsun. RSS ve RSSy e'e = " Y-0 "2 nin sirasiy-
le kisitlamasiz ve kisitlamall minimum degerleri olsun. Bu takdirde
i) H dogru oldugunda
(RSSSH-RSS)/p
F = e~ F

p,n—q
RSS/(n-q)

dir.
ii) RSSy-RSS = (RB-r)'[R(X'X) R'] (Rf-r)

dir, burada 8 X'XB = X'Y nin herhangi bir c¢oziimiidiir.

Ispat: i) Once modeli ve hipotezi (2.5.2) ye doniistiirelinm.
Boylece modelimiz 6€ R[X] (=f1) olmak iizere § = B+e dir ve MO = MXu =
Ru = 0 oldugundan H hipotezi 0EW =N[M]NR® olur. Kisim 2.2.2. den
WLnﬂ

R[PgM'] p boyutludur. Ayrica (I,~Pg)X = O oldugundan

(1,-Pg)Y = (I,~Pg)(Y-XB +X(B-B,)) = (I, ~Pg)e

dir. H dogru oldugunda (PgM')'Xu = MXu = Ru = O oldugundan
(Pg-Py)Y = Pybnq(Y-XB+Xu) = Pylpg e

dir, Istenilen sonu¢ Teorem 2.5.1. i hatirlayarak elde edilir,

ii) RX'%)X'Y

it

I

MPQY-MXB,,
7~ A
MXB-RB, = RB-r

]

oldugundan Kisim 2.2.2, deki (2.2.10) bagintisina gore

~ ~
RSSy-RSS = Y'Pylpg Y

~ - - P - ~
Y'X(X'X) R'[R(X'X) R'] R(X'X) X'Y
=(RB-r) ' [R(X'X) R']” (RB-r)
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elde edilir,

Yukaridaki sonuglar g-inversin Ozelliklerini kullanarak da daha
uzun bir yolda ispatlanabilirdi. Pratik olarak teoremin i) kismi RSS
ve RSSy direkt olarak tiirev almak suretiyle hatta ¢ou varyans anali-
zi ifadelerinde oldugu gibi tetkik {yoklama) yapmak suretiyle elde

edilebildiginden oldukg¢a oOnemlidir,
2.6, ON KISITLAMALI HiPOTEZ TEST1

flk adimda Y = XB + e tam rankli modelini godzOnline alacagiz,bu-
rada X nxm boyutlu m ranklidiy fakat € kxm boyutlu k rankli olmak ii-
zere bir CB = 0 ilave kisitlamasi konuluyor. R pxm boyutlu p rankli
ve R nin satirlari C nin satirlarindan lineer bagimsiz (bOylece p + k
sm) olmak ilizere H:RP = 0 hipotezini test etmek isteyelim. Bu takdirde
Kisim 2.5.1, deki notasyonu kullanarak CB = C(X'X)—IX'B oldugundan
2= RIXINNICE'D 'X'] ve ¥ = NRE'O'X'INQ elde edilir. W ve R
olarak sirasiyla € ve (R',C')' alinarak @ ve W nin sirasiyla m~k ve p
boyutlu oldugu elde edilir. Bu nedenle H dogru oldugunda

( RSSy-RSS )/p

F = ~/ Fp,n_m.'.k
RSS/(n-(m-k))

elde edilir. Bu sonu¢ H:RB = ¢ (c TO) durumu icin yine saglanacaktir.

olacak gekilde B, bulunur ve daha Onceki kisimda oldugu gibi

~
Y =Y - X8, vazilar,
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BOLUM ITX

E§ITSIZL1K KISITLAMALI LiNEER MODELLER

istatistiksel pratikte tahmin ve on kestirim i¢in pek ¢ok model

ve ilgili metodlar gelistirilmis ve uygulanmis olmasina ragmen giinii-
miizde lineer regresyon modelleri hidla biiyiik bir giivene sahiptir. Bu-
nun bir sebebi, bunlarin ekonomi ve diZer bilimlerdeki degisik yon-~
temlerin veterli bir yaklasimini miimkiin kilmalaridir. Eger yalnizca
drneklem bilgisi mevcut ise, bu takdirde Gauss ve Aitken'e uygun tah-
minler en kullamislilaradir. Bununla birlikte ¢ogu pratiksel problem-
lerde Orneklem bilgisine ilaveten bilinmeyen parametre vektoriiniin bi-
lesenleri hakkinda bazi on bilgiler vardir. Parametreler izerinde e~
sitsizlik kisitlamali lineer modeller pratikte siksik karsilagilabi-
len modellerdir. Y nxl boyutlu bir gozlemler vektorii, X bilinen de-
gerlerin nxm boyutlu bir matrisi, B bilinmeyen fakat tahmin edilebilir
parametrelerin mxl boyutlu bir vektorii e ise E[e] = O ve E[ee'] = I
kovaryans matrisli gozlenemeyen hatalarin bir nxl boyutlu vektori ol-
mak iizere

Y=XB +e (3.1.1)
genel lineer modelini gGzoniine alalim. B parametre vektorii iizerinde

RB 2 x (3.1.2)
gibi bir kisitlama konmulursa (3.1.1) modeline " esitsizlik kasitlama-
11 genel lineer model"” denir, Burada B pxm (psm) boyutlu bilinen bir
matris ve r de pxl boyutlu bilinen bir vektordiir. (3.1.2) kisitlama-
s1 altinda (3.1.1) lineer modelini

(Y,X8.L | RB 2 r) (3.1.3)
ile gosterelim, R matrisinin tam satir rankli oldugu kabul

edilecektir, S kisitlanmis kiimesini
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S = {BE R" :RBar) (3.1.4)
olarak tanimlariz. I kovaryans matrisi, I, birim matris ve 0% pozitif
bir skaler olmak iizere, 0°I, skaler matrisi olarak kabul edildiginde
(3.1.1) modeli bir " standart " lineer modeldir. Bu takdirde (3.1,1)
modelindeki B nin RB2r esitsizlik Kasitlamasi altindaki kisitlamali
en kiigiik kareler tahmini

min { " Y-X8 "2 :RB 2 r } (3.1.5)

8
minimum - norm problemine ddniisiir, burada "- " standart FEuclidian
uzakligidair. " Genellestirilmis " lineer model durumunda 8 nin RB 2 r
kisitlamasi altindaki en kiigiik kareler tahmini ise

min { | Y-X8 "2Z:RB 2 r} (3.1.6)

B
olarak verilir. Burada " w “22 = w'Z_lw dir. (3.1.5) ve (3.1.6) ba-
gintilarinin her ikisi de alisilmis kuadratik programlama problemi o~
lup 8 nin kisitlamali tahmini E icin degisik algoritmalar uygulayarak
cozillebilir. (3.,1.4) bagintisini kullanarak (3.1.6) bagintisini

min { " Y-X8 "22 : )} (3.1.7)

BES
olarak yazabiliriz. B nin kisitlamasiz en kiigiik kareler tahmini ﬁ

min{ “ Y-XB "22 } (3.1.8)

B
igin bir ¢oziim olup X in tam siitun rankli olmasi durumunda (3,.1.8)

icin yegdne ¢oziim

f - xr ok ly (3.1.9)
o N
dir. Boylece B B nin S iizerindeki bir izdisiimiidiir. Bu (3.1.1) mode-

1,1 . .. . .. . A
X'L * ile oOnden ¢arpmak suretiyle gosterilebilir. Bu

1

ini X'Th0”
durumda (3.1.1) modeli denk olarak 6=(x'2—lx)— X'E_le olmak iizere

”~

B=8+2§ (3.1.10)
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bi¢iminde vyazilir, burada 6 O ortalamasi ve I = (X'Z“IX)“1 kovar-
yans matrisine sahiptir. (3.1.10) modelini kullanarak E nin

min{ | 8-8 |} (3.1.11)

BES
i¢in bir ¢ozim oldugu elde edilir. Boylece E, 3 nin I' ya gore S iize-
rindeki bir izdiisiimiidiir. Ayrica X tam siitun rankli ve S konveks ise
bu B tek tirlii belirlidir.

(3.1.1) modelinin diBer bir ddniisiimii ise (3.1.10) bagintisini

R ile carpip r yi ¢ikarmak suretiyle tiiretilebilir:

( RB-r ) = ( RB-r ) +1 (3.1.12)
olup burada 1=R§ sifir ortalamasina ve £ = RIR' kovaryans matrisine

A

sahiptir. u = Ra—r ve W = RB-r dersek (3.1.1) modeli

W=u+r1 (3.1.13)
olarak yazilabilir. Test yapmak amaciyle (3.1.1) modelindeki RB-r 2 O
kisitlamasi (3,1.13.) modelinde w 2 O kisitlamasina denktir., (3.1.13)
modeli ic¢in kisitlanmis altkiime Rp deki € pozitif orthant'dair:

c= {uER® | w20} (3.1.14)

W (3.1.13) modelinde u niin y 2 O kisitlamasi altinda kisitlama-

11 en kiiciik kareler tahmini olsun. Bu durumda ﬁ

min | W - ¥ |2 (3.1.15)

uec
icin bir ¢oziimdiir, yani ; Ra—r nin Q ya gore € ({izerindeki bir

izdiistimidiir. X tam stitun rankli ocldugundan ﬁ tektir,

Tanim 3.1.1.[7): [ mxm boyutlu pozitif definit bir matris olsun.
Rm ilzerinde T ya gore bir i¢ carpimi her o,BE€ Rm i¢in (a|8)r=a'r_18
ile tanamlayalaim. .Bu i¢ carpima karsilik gelen norm her BE Rm igin
"B“’r = B'F—lﬂ nin pozitif karekoki olarak tanimlanir. T(B) = Rf - r
ile T: Rm-———> Rp doéniistimtinti ve Rm nin bir altuzayini
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kerR = {8 € R" : R8 = 0} (3.1.16)
tanimlayalim., kerR nin Rm.deki ortogonal komplementi

(kerR) = {o € K" : (a|B)p=0 , VBEkerR) (3.1.17)
altuzay:r ile tanimlanair, Rm nin bir direkt-toplam pargalanisi

" = (kerR) @ (kerR) (3.1.18)
ile verilir. Her BE R" vektorti t€kerR ve GE(kerRYL vektdrlerinin top-

lam1 olarak tektiirli parcalanabilir. Yani B = 17 + 6 dir.

Lemma 3.1.1,[7]: T(S) = C dir.

Ispat: BES olsun. Bu takdirde T(B)=RB-r 2 O oldugundan T(B)EC
dir. Dolayisiyla T(S)< C elde edilir. Tersine olarak WEC olsun. R tam
satir rankli oldugundan Rm den Rp ye bir lineer doniisiim olarak T or-
tendir. Bu nedenle RB=u+r olacak sekilde bir BE R" mevcuttur, Bu tak-

dirde T(B)=RB-r=p20 olup BES ve u=T(B) dir. Boylece CCT(S) saglanir.

Lemma 3.1.2.[7]: B€ R™ = (kerR) G>(kerRiL olsun. R+ ve § y1
R = IR'(RIR") " ve & = R'RB (3.1.19)
olarak tanimlayalim. Bu takdirde § B nin kerR ve (kerR)dL deki tek
ayrisimi ic¢in $ nin (kerR)l'deki bilesenidir.
Ispat: RR+ = I oldugunu belirtelim, Bu takdirde R§ = RR+RB = RB
olup R(B-8) = 0 elde edilir. Boylece B-6€kerR dir. B vy1 B=(B-§)+8
olarak yazalim ve t€kerR oldugundan (th)r = (0 oldugunu gormek yeter:

vpol 0—1+ 0—11 v—l
(T|6)r ' § =3'T RRB = 1'T TR'(R[R') RB

(Rt)' (RTR') " (RB) = 0

olup buradaki son esitlik Rt = 0 a uygundur,

L
Lemma 3.1.3.[7]: &§{,89€(kerR) dise bu takdirde Q=RIR' olmak iizere
(R§1|RE9)g = (81]89)y (3.1.20)

Ispat: R tam satir rankli ve [ pozitif definit oldugundan €
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pozitif definittir., Lemma 3.1.2, den R+ (3.1.19,) da tanimlandigi gibi
olmak lzere i=1,2 ig¢in §; = R R8; dir. Bu takdirde

(81]6p)p = 6,118y = (R'RE T (R'RSY)
®8) R 'THRY) (RS)
(R87) ' (RIR") ' (RS,)

|

il

]

(R61 IRGz)Q
dir.
AL
Sonu¢ 3.1.1.[7]: Eger 6€(kerR) ise bu takdirde
" RS "9 = " § "F (3.1.21)
dir,
Ispat: Lemma 3.1.3., den direkt olarak elde edilir,

A ~

Lemma 3.1.4.[7]: BES olsun. B, B ve B y1 kerR ve (kerRYL teki tek
ayrisimlariyla tanimlayalim: B = 1 + §, 8 = ? + 3 ve E = ; + E’olsun,
burada t,?,?EkerR ve 6,3,3€(keerL dir. Bu takdirde her BES i¢in

| BB r s | &6 |r (3.1,22)
dir ve ayrica

| B8 |r = &6 |r (3.1.23)
esitligi gerceklenir,

Ispat: E nin tanimina gore her BES dc¢in " E-E'"r < " §~B "F dir.
BES yi sabit tutup TEkerR ve 6(—Z(kerlil)_L olmak tizere B = 1 + § tanimla-
yalim, Bu takdirde r € RB = Rt + R§ = R§ olup 6€S dir. Bu nedenle
R(Q+6) = R§ 2 r olup T+ 68 €S dir. Bdylece

N

~ A AN A A
" 8-8 "r < " B-(1+8) “r = " (1+6)-(1+8) "r = " 6-§ "r

elde edilir. Ote yandan

188 fr2 g B8 gr = g G- g7
= | 5T gr | 88 |r (3.1.24)
dir. Buradan | T-7 | = 0 ve T = T elde edilir. Bunu (3.1.24) de ye-
rine koyarak " g-ﬁ "F = " 3—3 “r oldugu goriiliir,
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-~ N
Lemma 3.1.5.{7]: Yukaridaki tanimlar verildiginde RB-r , RB-r

nin © ya gore C iizerindeki izdiisiimiidir.Burada 2 = RIR' dir.

A ~ A
Ispat: " TB-TB "9 = min{ ” TB~u "Q : MEC} oldugunu gostermek ve-
ter. UEC keyfi olsun, Bu takdirde Lemmad.l.l. e gore u=T(B) olacak se-

kilde bir BES mevcuttur. O halde

A A A N
| T8-¥ Jg = | TR-TB g = | RB-RE | = || RS-RE |gq
A ~n o~ ~ o~ A
= 88 fr 2| BB fr = | -8 r = | RS-RS |gq
A
= " TB-TH “Q

elde edilir.

3.2, ESiTS1ZLiK KISITLAMALI TAHMIN EDiCiNIN OZELLIKLER{

Y=XB +e , e~N,(0,0%I,) (3.2.1)
standard lineer modelini gozoniine alalim, burada Y,X ve B (3.1.1) mo-
delinde tamnimlandigl gibidir, Ayrica X in tam siitun rankli oldugunu
kabul edelim. B parametre vektorii iizerinde R tam satir rankli olmak
tizere (3.1.2) lineer kisitlamasi verilsin., Bu takdirde egitsizlik ki-
sitlamall en kiiciik kareler (ICLS) tahmin edicisi E

min(Y-XB)'(Y-XB) : RB 2 r (3.2.2)
kisitlamali kuadratik programlama problemi i¢in ¢oziimdiir. B nin kisit
lamasiz en kiiciik kareler tahmin edicisi § = (X'X)_IX'Y olup buna B
nin alisilmis en kiigiik kareler (OLS) tahmin edicisi denir. (3.2.2)
minimumlastirma problemindeki objektif fonksiyon bir konveks fonksi-
yon oldugundan asagida verilen "Kuhn-Tucker " sartlarini uygulayarak

§ nin (3.2,2) i¢in bir c¢oziim olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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JL/@A > 0 veya RE-r 20 (3.2.3)
3L/B = 0 veya X'XB-X'Y-R'A, =0 (3.2.4)
7o' DL/AA = 0 veya 7' (RB-r) = 0 (3.2.5)

olacak sekilde bir 7b 2 0 vektoriiniin bulunmasidir, burada

L(B,A) = (Y-XB)'(Y-XB)-2 A (RB-r) (3.2.6)
olup tiirevler (E,ﬂb) de hesaplanmistir., (3.2.6) bagintisi ile tanim-—
lanan fonksiyona '"Lagrangian fonksiyonu " denir.

Eger ﬁ = (X'X)—IX‘Y alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi
(3.2.2) deki kisitlamalari saglarsa yani R§Zr ise bu takdirde 2b vek-
torii olarak sifir vektorini almak yeterlidir ve bu durumda (3.2,.2) i-
¢in ¢dziim i = ﬁ dir.

§imdi esitsizlik kisitlamali en kiiciik kareler tahmin edicisi igin
bir kapali form ¢ozim verecegiz. Ancak daha Once bazi notastonlari
tanimlayalim. D= {1,2,...,p} nin bir altkiimesini s ile gdsterelim. s
nin AA va gore biitiinleyenini ¢ ile gosterelim, m; ler siitun vektorleri
olmak ilizere her hangi bir M = ( MYy T, eee,Mp ) matrisi ic¢in j¢s ise M
nin j-yinci siitununu silmek suretiyle elde edilen matrisi Mg ile gos-
terelim. Ornegin s =4 ise Mg = M ve s = §,bos kiime , ise Mg sifir mat-
risidir. Mg nin transpozunu Mg' ile gosterelim. U matrisini

u'y = R(X'x) R (3.2.7)
ile tanimlayalim, burada U pozitif kosegen elemanlarina sahip bir re-

. , . -1
el iist licgensel matristir. Ayrica V = =(U'") olsun.Buradan U'V = -I

elde edilir. Son olarak A nin her bir s altkiimesi icin Cg konisini

Cg = { alaERp, a = Vgng + U$m0 » Ng<0 , m <0 }
olarak tanimlayalim. Cg kiimelerinin birlesiminin Rp oldugu asikardir.
~
Asagidaki teorem B esitsizlik kisitlamali en kiigiik kareler tah-

min edicisi i¢in bir kapali form verir.
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Teorem 3.2.1.[6]: g = (X'X)_1X°Y B nin alisilmis en kiigiilk kare-
ler tahmin edicisi olsun. Eer & = V(r—R’ﬁ)ECS ise bu takdirde (3.2.2)
minimumlastirma probleminin ¢oziimii olan ? esitsizlik kisitlamali en
kiiciik kareler tahmin edicisi
(= E—(X'X)—1R$'[R$(X'X)_1R$']~1(R$§—I$'r) (3.2.8)

dir, burada I pxp boyutlu bir birim matristir.

Ispat: (3.2.3) - (3.2.5) gerek ve yeter sartlarinmia saglayan bir

)0 2 0 vektoriiniin mevcut oldugunu gosterecegiz. Once asagidaki bagin-
tilari verelim. 4€C5 oldugundan

Rﬁ—r =U'a = U'Vgn, + U'U$m0 = -Ign, +U'U$m0 (3.2.9)
olacak sekilde n <0 ve m <0 vektdrleri mevcuttur., (3.2.7) bagintisi~
na gore

R$(X'X)—1R$' = Ug'Uy (3.2.10)
ve

R(X'X)_1R$' = U'Uy (3.2.11)
dir. (3.2.9) ve (3.2.10) bagintilarini kullanarak

il

[R¢(X'X)_1R¢']_1(R$§—I$'r) (U$'U$)—II$'(—ISn0 + U'Ugmg)

(Ug'Ug) " (Ug'Ugmg=Tg ' Igng)

=m (3.2.12)

0
dir, ciinkii I$'Isn0 = 0 dar. Simdi teoremin ispatina gecelim.
a) dUnce r—ﬁa £ 0 oldugunu gosterelim. Bunun ig¢in E nin (3.2.8)
deki ifadesini ve (3,2.9)-(3.2,11) bagintilarini kullanarak
ﬁE—r = (Rﬁ—r)-R(X'X)_1R$'[R$(X'X)_1R$']—I(R$§-I¢'r)
= -Igng + U'U$m0—U'U$mO
= -Igng 2 0
elde edilir, Boylece (3.2.3) sarti saglanir.
B)X'XB-X'Y-R'A, = O oldugunu gostermek igin A, 1
Ay = ~Igmg (3.2.13)

olarak tanimlayalim. my, £ O oldugundan )0 2 0 dir, Boylece
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~ Ind
X'XB-R'A;-X'Y = X'XB + R'Igmy-X'Y

il

X'X[ﬁ-(X'X)_1R¢'[Rﬁ(X'X)_1R$']-1(R$§-I£'r)]

4

R'I$m0—X'Y

x'Y-R¢‘[R¢(x'X)_1R¢']—1(R¢'6—1¢'r)+R$'mo—x'Y
=—R$'m0 + Rélmo =0
elde edilir. Bdylece (3.2.4) sarti gerceklenmis olur.,
c) §imdi 20'(R§—r) = 0 oldugunu gosterelim. (3.3.13) bagintisini
ve a) y1 kullanarak
3\0'(R§—r) = (=Igmg) ' (~Igng) = mg'Ig'Igng = 0

olup (3.2.5) saglanir., BOylece teoremin ispati tamamlanir,

Ornek 3.2.1.[6]: j=1,2,3 dic¢in BJZO kisitlamalari altinda
Yy = Byxy4 * Boxgi *+ B3x3q + e5 (i=1,2,3)
lineer regresyon uydurma ornegini ele alalim, burada R 3x3 boyutlu
bir birim matris r 3x1 boyutlu bir sifir vektori ve X ve Y gozlem vek~

torleri de

1 0 1 2
X = 01 3 ve Y = -3
1 2 0 6

dir. O halde (X'X) in inversi
41 ~-17 1
UU = (X'X) = 1749 | -17 19 -4
1 -4 6

dir. Buradan gerekli hesaplamalar yapilarak

.915 -.379 .022 1.093 0 0
U = 0 o[‘g[' "0148 ’ ‘V = - ¢840 2¢025 0
0 0 .316 .316 »949 3,162

bulunur. Ote vandan
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1 0 1 2 8
X'vy={013[|-3]=1{9],
1 2 0 6 -7
41 -17 1 8 3.429
£ - 0 XY= 1/49 |17 19 -4 9 | = | 1.286
1 -4 6| |-7 -1.429
ve
1.093 © 0 3.429 3.748
a=vV(r-Rf) = -VB = | .840 2.025 0 1.286 | = | 5.484
316 949 3,162 [-1.429 ~2.214

elde edilir., v4 ve uy ler sirasiyla U ve V nin siitun vektorleri olmak
iizere

4 = -3.666 v1-.333 vy-11.666 ujy
oldugu goriiliir. Boylece 3€Cg = Cyy 93 olup Ry = Ry3y = (0,0,1)' dir.,
Bu nedenle (3.2.8) bagintisini uygulamak suretiyle

3.666

™
i

.333
0
elde edilir.
Simdi de V pozitif definit ve simetrik olmak iizere
(Y.X8,02V'R32r) (3.1.3)
genel lineer modelini gtzoniine alalim, burada Y,X,B,R ve r daha ©Once

verildigi sekildedir. B nin esitsizlik kisitlamali genellestirilmis

en kiiciikk kareler tahmin edicisi g
2
min{ " Y-XB "V :RBar} (3.1.6)°
B

ile wverilir. Burada " Y-XB "V2 =(Y—XB)'V—1(Y—XB) dir. Simdi (3,1.3)°

modelinde B nin esitsizlik kisitlamali genellestirilmis en kiigik
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kareler tahmin edicisi ic¢in kapali form ifadeler gelistirecegiz.Bunun

i¢in once asagidaki lemmayl verelim.

Lemma 3.2.1.[10}: rer’" p rankli matrisi ve rERP=R(R) vektorii i-
¢in NERm’m—p R(N) = N(R) olacak sekilde bir matris olsun. Bu takdirde
8 nin RB2r i¢in bir ¢ozim olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir VER+p

m— + +
(yani v20) ve bir w€R P i¢in B = R r+R v+Nw olmasidir.

Ispat:"=>" B RB2r ic¢cin bir ¢oziim olsun, Bu takdirde bir VGR+p
i¢cin RP=r+v dir. Bu son denklem bir B dicin ¢oziilebilir; R+(r+v) bir
6zel c¢ozimdir, Bu nedenle RB=r+v i¢in genel ¢dziim wERm—p kevfi olmak
lizere B = R+(r+v)+Nw olarak yazilabilir.

Me="" RR+ = 1 ve RN = 0 oldugundan ispat agiktar.

Yukarida verilen lemma R+ yerine R nin bir R g-inversi alindi-
ginda da gerceklenir. Bununla beraber bu lemmanin sonucunun R nin tam
satir rankli olmasi gercegine bagli olduguna dikkat edilmelidir. Aksi
takdirde vyani R bir satir kusuruna sahipse bu sonug¢ genelde dogru de-
gildir.

Not 3.2.1.[10]: Lemma 3.2.1. in sartlari altinda (3.1.6)' kisit-
lamalil kuadratik programlama probleminin yerine

min(¥-Xe) ' (¥-Xe) , (3.2.14)

c=(c1',c2')'ER+pme_p
yardimci probleminin ¢oziilebilecegi kolayca goriilebilir. Burada

v oy, vV RGE (3.2.15a-b)
ve N de Lemmal.2.1., deki gibi secilmistir. Eger 4=(31',4,')"' (3.2.14)
ig¢in bir ¢dziim ise bu takdirde E:=R+r+R+al+N32 (3.1.6)' orijinal prob-
lemi ig¢in bir g¢dziimdiir.

Detaya inmeden once diger bazi notasyonlari vermek uygundur.

-1/2 -1 s g s s e .. - . ~1/2
\Y A in pozitif karekokinii gostermek ilizere X:=V X olsun, &
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P:={1,2,..,p} nin bir altkiimesi olsun, /) nin P ye gire biitiinleyeni-
ni /X ile gbsterelim., Herhangi bir & igin

sp = Lewes XRR; 5.y agj veres X'XN] (3.2.16)

i€lAise jEAise

blok parcalanmis matrisini tanimlayalim, burada Ri+ ve Rj sirasivla
R+ nin i-yinci siitun vektoriini ve R' niin  j-yinci siitun vektoriini
gosterir. Diger bir deyigle Sy nin ilk p siitun vektori asagidaki gibi
verilir; eger iE4Z= P\A ise Sp nin i-yinci siitunu, Shjdiyelim,

spp = X'y
ile verilir. Aksi takdirde yani i€ ise

SAi = —Ri
dir,.Herhangi bir AERm’m matrisi ve yukaridaki gibi herhangi bir A i-
¢in A nin i-yinci siitun vektdrini (satir vektdriing) icermesi igin ge-
rek ve yeter sart i€Aolan A nin bir alt matrisi icin A a(Ayn) yazmak

uygundur, Eger AN = @ ise bu takdirde Aca Ve Apa Y1 "meveut degildir”

bi¢iminde yorumlariz.

YONTEM 3.2.1.110]1: (3.2.14) {iin ¢O6zimi i¢cin bir metod asagidaki
adimlar iizerine kurulmustur:

1.Adim: P nin bir A altkimesi se¢ilir,

2.Adim: (gﬁ)_lify hesaplanir.

3.Adim: Eger [(Sﬁs)—li'Y]rP 2 0 ise 4.Adim' a gecilir, aksi tak-
dirde A degigtirilip 2.Adim'a doniiliir,

4.Adim: (3.2.14) icin a=(a;',a,")"€R,"xR" © optimal gozimiinii bul-
mak ic¢in
(507 %Y1 €4
() = (3.2.17a)

0 i€

ve j=1,2,...,m—p igin
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(8p) 5 = 15 X'Vl (3.2.17b)
kullanilir. Sonlu sayida farkli adimdan sonra bu metod (3.2.14) igin
bir optimal ¢oziim ile son bulacaktir.

Basitlik i¢in yukaridaki yontemin bir ispati sadece

(Y,XB,O’IIBZO) (3.2.18)

ozel modeli ic¢in daha sonra verilecektir.

Teorem 3.2.2.[10]: & = (47',35")"' (3.2.14) ig¢in bir ¢dzim olsun.
Bu takdirde (3.1.6)' modelinin esitsizlik kisitlamali genellegtiril-
mis en kiiclik kareler tahmin edicisi asagidaki ifadelerden herhangi

birisiyle gosterilebilir:

e + + ;
i) B = R r+R 3;+Nd9 dir, burada N Lemma 3.2.1 de verilmigtir.
~ + —_—
. _ . — =]
1) B = R r+BAX'Y, BAt=PN(R)ER((R*)cp) RUK'T) ™ (R')ca)
154 + + -1 -1 -1
iii) B = R r+Bp(B-R'r), burada B:=(x'V_ X) X'V Y (Y,XB,02V) Ka-

sitlamasiz modelinin alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisidir.
A ~1_.~1 -1 -1 -1 ~
iv) B = B+(X'V X) (Rra)'[anﬁX'V X) (Rep)'1l (I r-RynB)
dir.
Ispat: 4=(31'.35')' (3.2.14) ig¢in bir ¢Oziim olsun. Not 3.2.1 e

~ + + =
gore (i) veya buna denk olarak B = R r+(R ,N)4 elde edilir, $imdi X'=

1 =+ -1 -1_+
X

— o —t -1~ e — -
X'X X oldugu gdzoniine alinirsa (Sp) X'=(54) X'X X =[(X'X) S,]

elde edilir, dolayisiyla (3.2.16) ya gire

1 1_j S B
X = (s X

-1 + - e — -
(SA) X'=[000,R€1 s 000y _(X'X) Rg.oo;N]

)
i€xise JEA ise

dir. Burada Ac;aclk olarak tanimlanmiszir, Boylece

~

+ +
g =R r+(R ,N)a

il

+ + -1+
RI‘+[..., Ri s 000y O,o'»;N](Ad XY

T
i€ L JED .
{2,R(X'X) (R lea) ety

+ + ' +
R r+({(R )C¢?N][(R )CA’N]
+

+ -

R THPR(N)+R((R*)e ) ROK' T (RY ) 00X ¥
+ —te

R r+B\X Y
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elde edilir yani ii) saglanir. iii) bagintasi ii) , (3.2.15a-b) bagin-
1

tilari ve X :=V /2X icin'i+= (i'i)'l"'=(x'v"1X)“ X'V-l/2 gerceginden
elde edilir. iv) bagintis: ise I—qg nin X , R ve V cinsinden asagi-
daki gibi elde edilebildigini gb6zoniine almak suretiyle iii) baginti-
sindan elde edilir:
-1..-1 ~-1_.-1 -1

I-Bp= (X'V X)) (RN 'TRpAX'Y X)) T (Rpp) '] Ry

dir. Boylece ispat tamamlanair.
$imdi XERn’m tam stitun rankli olmak lizere (3.2.18) 6zel modelini

gozoniine alalim. Bu takdirde B nin esitsizlik kisitlamali en kiigiik
kareler tahmin edicisi B

min{ u Y-X8 "’ ‘ B20} (3.1.5)"

B
optimizasyon problemi i¢in c¢dziimdiir, burada “Y—XB"2= (Y-XB)'(Y-XB)
dir., S$=(51,59,...,55):=X'X olsun. Herhangi bir N M = {1,2,...,m}

icin 4 A nin M ye gdre biitiinleyeni nlsun, Ayrica Sp:=(Sppses.,55p)

S4 i€ Jn
= (3.2.19)
-e4 iEA
m

ya uygun olarak tanimlansin, burada e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)' R

SAi

nin i-yinci standard birim vektoriinii gostermektedir.

(3.2.18) ©6zel modeli ig¢in Yontem 3.2.1 asagidaki formu alir:

YONTEM 3.2.2.[10]): (3.1.5)' yii ¢Ozmek ig¢in bir metod asagidaki
adimlar iizerine kurulmustur:

1.Adim: M = {1,2,...,n} nin bir 2 altkiimesi segilir.

2,Adam: (ﬁA)—IX‘Y heaplanir.,

3.Adim: Eger (ﬁﬁ)—lX'Y 2 0 ise bu takdirde E
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s kvl i€ A

™
i

0 i€
ile verilir, Aksi takdirde A degistirilip 2.Adima doniiliir. Sonlu bir
sayida farkli adimdan sonra bu yontem (3.1.,5)' i¢in bir optimal ¢oziim
ile son bulacaktir,

Ispat: X tam siitun rankli oldugundan X+X = I dir. Bu nedenle
XBEXR+m olmasi ic¢cin gerek ve yeter sart B = X+XBER+m olmasidir. W=(Wq,
w2,...,wm):=—x+' olarak tanimlayalim. A M igin XA = (Xp1,XA2re0 0>
Xam) ¥i

X i€ A '
Xpi = (3.2.20)
Wy LFAN
ile tanimlayalaim. X+X = T oldugunda yukaridaki insaa gozoniine alinirsa
R(W. A & [R(XcA)TL elde edilir, R(X+,) = R(X) bagintisindan
R(Xp) = R(Xcﬁ) $ R(Woa) = R(X)
elde edilir. AcM ig¢in Qﬁile X, nin siitunlariyla iiretilen c¢ok viizli
koniyi gosterelim, yani Kpt= XAR+m dir. Bu takdirde X in ranja KA ko-
nilerinin birlesimidir yani
R =) Ky (3.2.21)
DACM
dir, Sadece iki regressor durumunda tipik bir ifade Sekil 3.2.1.de
gosterilmigtir, burada X; ve X9 X in siitun vektdrleri Wy ve Wy ise W
nin siitun vektorleridir. Boylece eger XxER(X) ise bir AC M i¢in xEIs3
dir, Ustelik x€ER(X) ic¢in xEszolma51 i¢in gerek ve yeter sart x;x 2 0
olmasidir. (giinki XZ; Xp= I dir,) W= ~X+'= —X(X‘X)-—1 i gbzoniine ala-
lim, X'X+' = X+X ve X+X = I oldugundan (3,2.19) ve (3.2.20) baginti-
larindan X'X,= Sy elde edilir. Bu nedenle X'Xp XL= SA XZ dir. Fakat
XAXZ = PR(x,) = PR(X) = XX ve X'X X' = X'oldugundan X'XpXa = X'PR(x,)

+ + "].
= X'dir. Sonug olarak X'= SpS, veya buna denk olarak XA=(S[>) X'dir.
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xz‘= XZXAXZ = XZPR(%Q) = X;PR(X) oldugundan her yer" igin x;Y = &;f
elde edilir, burada ¥ = Pr(x)Y XB nmin (Y,XB,0°I) Kisitlamasiz modeli
altindaki en Kkiicik kareler tahminidir. Bu sonuglari birlestirerek

(SA)_IX'Y 2 0 <= XZY 2 0 <= xZ? 2 0 <> QEKA
elde edilir. BER," igin

| Y-XB 7= | Y-Prex)Y*PR(x)(Y-XB) |2=| Bnx')¥ |7+| T-X8 |2
oldugundan 8 nin (3.1.5)' problemini minimumlastirmasi i¢in gerek ve
yeter sart

min{ | ¥-X8 |* | 820 yani XBEXR," }

problemini minimumlagtirmasidir.

Ornek 3.2.2.[10]: Ornek 3.2.1, i godzoniine alalim.

1 0 1 2
X=101 3 y XY = | -3
1 2 0 6

olmak iizere
Y=XB+e ,B20

dir. Buradan

2 2 1 8
(X'X,X'y) =2 5 3 9
13 10 -7
idi. = {3} alinarak
2 20 5/6 -1/3 0
Sap= | 2 5 0| J5apT =] =173 173 0
1 3 -1 -1/6 2/3 -1
olup
22 3.666

-1
(5{3}) X'y = 1/6 2= 0.333 2 0
70 11.666
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elde edilir. Boylece

3.666 3.666
r~ ~
B = 0.333 ve Y = 0.333
0 4,333

bulunur, O halde E daha oOnce Ornek 3.2.1. deki ile aynidir., Alisilmis
-1 -1 A
en kiigiik kareler tahminleri igin ﬁ = (S5g) X'Y = (X'X) X'Yved¥-= Xa

dan gerekli hesaplamalar yapilirsa

3.429 2
8= 1.286] , %=1 -3
-1.429 6
elde edilir.
vy
R
K
\Wy
Xy
Y,
Ko
-] >
X
Kin2d t
K{Ql
W
V

Sekil 3.2.1.
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iki-Adim Tahmin Edici

§imdi ©zel lineer modeller durumunda Yontem 3.2.1, in iki basit
uyarlamasini gelistirecegiz. Unce xleRn ,X2€Rn’m ve X:=(x1,X5) tam
stitun rankli olmak iizere

Y = x1B1 +Xp8y + e, B8;20
regresyon modelini gdzdniine alalim., B:=(B;,B9')' diyelim. Bu model
igin B nin esitsizlik kisitlamali en kiiciik kareler tahmini asagidaki

yontemi uygulayarak elde edilebilir.

Yontem 3.2.3.[10}:(iki-adim Ytntemi)
~ -1
1.Adam: B nin alisilmis en kiiclik kareler tahmini B = (X'X) X'y
hesaplanir, Eger ﬁ-nln birinci bileseni negatif degilse
A
yani (§)120 ise E = B dir, Aksi takdirde yani (6)1<0 ise
2.adima gec¢ilir,
' -1 * x %
2,Adim: (Xp'Xy) X9'Y hesaplamir, bu Y = X;By + e dan By 1n
en kiicliik kareler tahminidir. Bu takdirde

0

®1
i

(Xg'%) " %y 'Y
dir. Bu metodla elde edilen tahmin edici siksik iki-adim tahmin edi-
c¢i olarak adlandirilir. Yukaridaki iki adim yontemi Yontem 3.2.1. de
verilen daha genel yontemden

—x1" (I-Xy (X3 '%9) " Xy ")
(51 X'=
(Xy'%g) Ky
oldugu gbzoniine alinarak kolayca elde edilebilir.
imdi de X;€R""?, my22 olmak iizere

Y = Xlﬂl + Xzﬂz + e, 8120
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regresyon modelini g&zoniine alalim., X:=(X1,Xy) olsun ve X in tam sii-
tun rankli oldugunu kabul edelim. 8 = (B;',B,')'olsun. Bu durumda aga-
gidaki genisletilmis iki adim yonteminin dogru olmasi ic¢in gerek ve
yeter sart X;'X; in diagonal ve X;'Xy = O olmasidir. X in her X=(Zj,
Z9) blok parcalanisi i¢in daima

2y (1-29(29'29)  29")

-1
(S¢1,...,8)) X'=

(2y'29) 2y
elde edilir, burada s Z; in siitun sayisini gosterir. Ayrica
(zy'2p 2y
x0 k-
(22'22)'122'

esitliginin dogru olmasi ig¢in gerek ve yeter sart Zy'Z, = 0 olmasidir.

Yontem 3.2.4.[10]):(Genisletilmis iki-adim yontemi)

1.Adim: B nin alisilmis en kiigiik kareler tahmin edicisi
€=(X'X)—1X'Y hesaplanir. Eger (ﬁ)i=1,2,...,m2 0 ise B=B
dir. Aksi takdirde 2.adima gecilir.

2.Mdim: A ={ism | (ﬁ)i < 0 } olsun. Bu takdirde

0 i€EA ise

(B); aksi takdirde

dair.

$imdi parc¢ali genellestirilmis lineer regresyon modelinin bir O-
zelligini verecegiz.
Y= X1ﬁ1+X282+e (*)
lineer modelini ele alalim, burada Y nx1 boyutlu bir rastgele vektor,

X=[X13X9] nx(p+q) boyutlu tam siitun rankli bilinen bir matris, E[Y]=



64

X181 + XgBg, cov[Y]=Q, @ pozitif definit nxn boyutlu bilinen bir mat-
ris ve By, By de sirasiyla pxl ve gxl boyutlu bilinmeyen parametre
vektorleridir. (*) modelini B = [B;':Bo']' olmak ilizere
@= (v,x8,9)
ile gosterelim. I, nxn boyutlu bir birim matris olmak iizere My=I,-P
ve PI=X1(X1'X1)_1X1' olarak tanimlayalim, Bdylece (*) modelini soldan
M; ile carparak
MY = M1XpBg + &
modelini elde ederiz, burada E[€] = O ve cov[€] = M{fM; dir. Ayrica
)
nr

olarak gﬁsterilsin.(e modeli altinda B nin alisilmis en kiiciik kare-

(MlY, MIXQBQ ’ MIQMI)

(MY, M1Xq89, Q)

ler tahmini ve en iyi liner yansiz tahmini sirasiyla
B = x0Ty ve 8 = e o ey

dir. Bu iki tahminin esit olmasi ic¢in bazi gerek ve yeter sartlara

daha o©nce vermistik. Ayrica PQ=0P, MO=0M, ve 9—1M=Mﬂ—1M de bu

tahminlerin esit olmasi ig¢in denk sartlardir, burada P=X(X'X)—1X' ve

M=I,-Pdir. $imdi asagidaki lemmayi verelim.

Lemma 3.2,2: L? s ¢ ve ‘\V yukaridaki gibi tanimlanmak iizere
0 % )
i) By () = 8y ()
% % %
ii) Eger (Y, XjBy, ©) altinda B; = B; ise By ({p = By (P dir.

-1 -1 -
Ispat: i) X'@ X, X1'® X; ve X3'Q 1X2 matrisleri nonsingililer ol-
dugundan X'Q_IX in inversi T = X2'Q—1X2—X2'Q~1X1(Xl'Q—IXI)—IXI'R-IXZ

olmak iizere

-1 -1 -1 - -1 - - - - - -
(X180 "Xp) [I+X98 XoT 1X29 X1 (X190 1X1) 1]: -(Xlg lXl) IXIQ 1X2T 1

-1 -1 -1 -1 -
-T X8 X;(X38 Xp) ! T 1
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oldugundan B*(¥5 = (X'9—1X)~1X'9_1Y olup

82*(¢) = -T—lxz'a'lxl(xl'a_lxl)"lxl'a"ly ¥ T_lxz'n'ly
dir. Ote yandan Mj = n"l—a'lxl(xl'a_lxl)'lxl'a'l olarak tanimlanirsa
T = X,'M;Xy olup

* L -1 -1 -1 -1, -1
By {9} (X9'M1X9) Xp'[8 =X (X1'@ Xp) Xy'@ )Y

3 "'1 »
(X2'M1X2) X2'M1Y

elde edilir, £ pozitif definit oldugunda R[M{QM;]=R[M;R]=R[M;] oldu-
gundan R[MjX,]CR[M{M;] dir. Bu nedenle

By () = [Xy "My Oy M) MyXg] ™ Ky "My (M7 0My) My Y
dir. Ayrica M; = a’ltrn-x1<x1'9‘lxl)'lx1'n"ll = o oMy gy My 1 =
Ml(MlaMl)-Ml = (MIQM1)+ dir. M simetrik idempotent ve £ nonsingiiler
oldugundan (M1$2M1)+ = Mlﬂ_lﬁl clup

By () = (Xy'HyKy) Ky 'MyY = 8y (#)
elde edilir.

ii) 82*(q5 = (Xg’Mlﬂ—lMlxz)ulxz'Mlﬂ—lMIY oldugu kolayca goriile-
bilir. Ote yandan (Y, X;B;, ) altinda 61 = Bl* ise bu takdirde P =
Xl(Xl'Q—IXI)-lxl'Q-l oldugundan ﬁl=n—lM1 dir. ﬁl simetrik oldugundan
M19—1=Q-1M1 dir. Bu nedenle ﬁ1=M19-1M1 olup 82*C70=(X2'ﬁlxz)—lxz'ﬁ1Y=
82*(V) elde edilir. Boylece lemmanin ispati tamamlanir.

§imdi bu lemmanin esitlik ve egitsizlik kisitlamali durumlarda
nasil verilecegini gorelim. R=[R;:Ry] B ya uygun parcalanmis mx(p+q)
boyutlu ve tam satir rankli bilinen bir matris olsun. RB=r kisitlama-
s1 altnda ¢ modeiinde B nn esitlik kisitlamaligenellestirilmis en kii-
ciik kareler tahmini

By (D=8 - 0 R R e 0T R R @ r) ()
dir. Buradan
BlH* Bl*(W) xl'n_lxl xl'a-lxg -1 Ry
@ = -

oL

1. * * -1 -1
Boy Bo @ X2'8@ X; X2'Q Xy Ro'
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%0 '%, X,'0 "%, gy
A [RyiRy] | » }'1(3131*(%«»3282*(‘?)-1;)

x2'9'1x1 xz'sz'lxz Ry’

elde edilir, Burada Ry=0 olarak alinirsa RpB,=r kisitlamasi altinda

modelinde By nin esitlik kisitlamali genellegtirilmis en kiigik kare-

ler tahmini

BZH*(‘P) = 52*(30)4"132'(RzT'laz')'l(RZBZ*(P)-ﬂ
olarak elde edilir, burada O tim elemanlari sifir olan uygun boyutlu

bir sifir matrisidir.

Lemma 3.2.3: Y ,d) ve V daha 'dﬁce tanimlanan sekilde olsun.

i) RgBy=r kisitlamasi altinda BZH*CP) = Bzﬂ*(¢) dir.

ii) (Y, Xy8;, ®) altinda 81 2 81* ise RogBg=r kisitlamasi altinda
82},*(?) = By (P dar.

ispat: i) (¥%) 1n elde edilmesinde kullanilan yonteme gore

BQH*(d?) = 82*(¢)—(X2'M1(M19M1)_M1X2)-1R2’
Ry (Xy "My (M) MyXg)  TRy" 1 (RyBy (9)-1)

elde edilir, burada A—, A matrisinin genellestirilmis inversidir,

My

]

-1 - - - - -
Q [In—Xl(Xl'Q lxl) 1X1'9 1] = I[QMI(MIQMI) MI]

- +
Ml(MlﬂMl) My = (MlﬂMl)
+
dir, burada A , A matrisinin Moore-Penrose inversini gosterir. Ote
yandan M) simetrik ve idempotent bir matris ve § nonsingiiler oldugun-
-1
dan (M9M;) = M) M; dir. Bdylece
* * . -1 . -1 -1 ¥
Boy D) =By (O)=(Xy'"MyXy) ™ Ry'[Ry(Xg'MiXp) Rg'l™ (RyBy(P)-1)
% %
dir. Lemma 3.2.2. den Bay (P) = Byy (P) elde edilr.
ii) Direkt hesaplama yapilirsa
* * -1 -1, , -1 -1 -1
Bop (T) = Bg (P)-(XQ'MIQ M3Xa) "Rg'[Ry(X3'M3@ MjXy) Ry'l
%
.(RgBy (H)-r)
. \ *,y -1 -1 -1 .
dir, burada B9 (T) = (X9'M1Q M;Xp) X,'M;Q@ MY dir. Eger (Y,X;By,%)
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altinda 51=31* ise &1 =M1Q—1M1 oldugunu daha Once gostermistik. Bunu
yukarida yerine koymak suretiyle
BZH*(Y)=(X2'ﬁ1x2)"1x2'ﬁly—(xz'ﬁlxz)‘lag'[Rz(xz'ﬁlxz)'laz']—1
 (Ry (X 'F1yXp) " Xp 'y Y1)
elde edilir. Bodylece BQH*(?) = BQH*(¥) elde edilir ki bu ise lemmanin
ispatini tamamlar,
gimdi RB2r kisitlamasi altinda modelinde B nin rE(‘P) esitsizlik
kisitlamall genellestirilmis en kiiciik kareler tahminini ele alalam, Q?

1, - .
X'Q ! ile soldan carpmak suretiyle

yiD = x'9 %"
B () =8 + @
elde edilir, burada E[é] = O ve cov[é] = DAD' dir. Boylece
Re*(w) - r =RB - r +e~ (e
olup burada E[e~] = 0 ve covie™] = RDOD'R' dir. u* = RB*(W)—r olarak
tanimlanirsa '{1)
min(u*—u)'[RDQD'R']—l(u*—u)
w20
probleminin bir ¢Oziimi olmak lizere
B =r"§ + o) + (- BN
idi, burada h uygun boyutlu keyfi bir vektOrdiir. Eger h B*(P) olarak
se¢ilirse ? RB2r kisitlamasi altinda B nin L( modeline gore minimum
varyansla: vyansiz tahmin edicisi olacaktir, ;’ daha oOnce verilen
yontemler uygulanarak bulunabilir. O halde R2822r kisitlamasi altinda
W@ modeline gdre By nin ;;(V) tahminini elde edebiliriz. Ry=0 ola-
rak alinirsa (***) dan E[N] = 0 ve cov[N] = Rz(Xz'ﬁlxz)—le' olmak ii-
zere Rzﬂzkﬁe) - r=RyB9 - r + Nl elde edilir., Bunun sonucu olarakta W,
min(UQ*—U2)'[Rz(Xg'ﬁ1X2)—l(u2*~U2)
ug20
probleminin bir ¢oOziimi olmak iizere

~ .
By(P) = Ry (Up+r)+(I-Ry Ry)By ({)
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elde edilir., Boylece asagidaki lemmayi verebiliriz.

J
Lemma 3.2.4: i) 82(¢5 RoBg2r kisitlamasi altinda @ modelinde

By nin egitsizlik kisitlamali en kiigiik kareler tahmini ise

T = BB

dir.
ii) (Y, X8y, &) altinda 31 = BI* ise bu takdirde
Byth) = By
dir,

Ispat:i) ¢) modelini
+ -1 + U ~1 ’
= [Xo"(M1OM1) X9] Xo'(Mi®M;) = (X9'MiXj5) Xo'My

* - e L
ile carparsak B qﬁ) = By +e elde edilir, burada E[e] = O ve cov[e] =

DIMiM Dy "= (xz'ﬁlxz)—l dir. R232*(¢)"r = T* ve RoBg-r ¥g olarak

tanimlanirsa T* = Ug+d§ elde edilir, burada E[&] = 0 ve cov[6] = RoDy

M1 OM1D1 'Ry’ = Rg(Xz’ﬁ1X2)—1R2' dir. N() B (¢0 oldugundan T "2*

dir. Ayrica E[{Nl] = E[6] ve cov[N] = cov[8] dir. Bu nedenie u2 = Ug+N

modeli ile t* = Ug+d modeli denktir, O halde 52 1* = Yg+§ modeli i-
¢in de ¢6ziim olur yani AB}(‘?) = glg((P) dir.

ii) 32*(’7’) = 82*(‘@ oldugunu Lemma3.2.2.de gostermistik. Ote
yandan M; = Mlﬂ_lMI oldugundan 82*(77=(X2'ﬁ1X2)_1X2'ﬁ1Y dir. Y yi Dy
ile soldan carparsak 82*(Y) = 82+61 elde edilir, burada E[§1]=0 ve
cov[d;]=D19D;' dir. Boylece Ry, CY)—r—RzBQ—r+ﬂl oclup E[ﬂll =0 ve cov
[N11=RyD1 D1 'Ry 'dir. Ayrica cov[ﬂll—Rz(Xg'Mlxz) le'dlr. u3 ~R282 (70
-r ve W3=RoBy-r olarak tanimlanirsa u3*=u3+nl elde edilir. Bu durumda
82*(99) =.82*(QV) oldugundan uz* = “3*’ Wy = p3, E[8] = E[N;] ve
cov[8]= cov[nll olup u2 = Uy+8 ve u3 = W3+N; modelleri denktir. Bdy-
lece u2 ,u3 = Yy + i} modeli ig¢in de ¢oziimdiir. Dolayisiyla 82(77

BQ(Y) elde edilir. Bu ise lemmanin ispatini tamamlar.
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ESITS1ZLiK KISITLAMALI LINEER MODELLERDE LiKELIHOOD
ORAN, WALD ve KUHN-TUCKER TESTLERI

Bu kisimda X nxk boyutlu k rankli bir matris ve R mxk boyutlu m
rankll bir matris, B kxl boyutlu bir vektor olmak iizere
Y=XB +e , e~N(O,I) (3.3.1)
lineer modeli altinda
RB 2 r
alternatif hipotezine karsi
RB = r
sifir hipotezinin test edilmesi problemini ele alacagiz, burada I bi-
linen non-singiiler bir matris ve r de mxl boyutlu bir vektordiir. Once
esitsizlik kisitlamali tahmin edici ﬁ nin
max-(Y-X8) 'L (Y-X8)
RB 2 r
kuadratik programlama probleminin c¢oziimi oldugunu hatirlayalim. RB2r
kisitlamasiyla ilgili Kuhn-Tucker (K,T.) c¢arpanlar vektoriinii 5L ile
gosterelim. Hgitlik kisitlamali tahmin ediciyi 30 ile ve RB=r kisit-
lamasiyla ilgili.Lagrange carpanlar (L.M.,) vektOriinii 30 ile gOstere~
lim. Kisitlamasiz tahmin ediciyi § ile ve bununla ilgili lagrange
carpanlar vektoriini de uygunluk ig¢in aﬁ=0 ile gosterebiliriz. Bu

sartlar altinda B nin ii¢c tahmin edicisininde

P, -
e [-(r-x8) 'z (-XB) + N (RB-r)] = O
o8
sartini sagladigini kolayca gorebiliriz. Bu sarttan
~ A -1 -1 <
B =8 +(X'L X) R'A/2,
~ A -1 -1 A
Bo = B + (X'I 'X) R'2Ay/2

oldugu saglanir. Bdylece
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~ A
R (A ) /2 (3.3.2)

~ ~ =1 —

B8 -8By = (X' X)
bagintisl elde edilir. RB=r sifir hipotezini test etmek i¢in asagida-
ki test istatistiklerinden birisini kullanabiliriz.

Likelihood oran test istatistigi (LR) genel olarak
~ A
$ p= -2log/\ = 2(L - Ly)
-~ A
ile tanimlanir, burada L ve L, sirasiyla H: {RB2r} ve HO:{RB=r} hipo-
tezleri altinda Likelihood'un logaritmasinin maksimum degerleridir.
Boylece
~ —l ~ A -1 A

& p= ~(Y-XB)'L (Y-XB) + (Y-XBy)'L (Y-XB,) (3.3.3)

oldugu kolayca goriiliir. O halde ¥ g nin

-1 A -1
max-(¥Y-XB) 'L (Y-XB) + (Y-XB,)'E

(Y-xB,) (P)

RB 2 r
maksimumlastirma probleminin objektif fonksiyonunun optimum degeri
oldugunu belirtmek onemlidir. (P) 8 va gore kuadratik olan bir primal
problemdir., Esitsizlik kisitlamalari altinda kuvadratik optimizasyon
hakkindaki genel sonuglardan (P) nin dual probleminin

N -1,.~1 o

min( A=A 'R(X'T X) R'(A-A)/4 (D)
Ags o

oldugu goriilebilir, Kuhn-Tucker test istatistigi $gr yi (D) nin
optimum degeri olarak, yani

b= 7 =20 Rx'T 0 TRV A D) /4 (3.3.4)
ile tanimlariz, (P) ve (D) nin optimumda hesaplanmis objektif fonksi-
yonlari esit oldugundan

1 r = ¥ (3.3.5)
dir. Bu son esitlik ¥yyp Kuhn-Tucker test istatistiginin tanimlanmasi
igin yeterli olabilir. Son olarak Wald test istatistigi genel olarak

ty = BB-r) ' [RX'T %0 TR (RB-r)
ile tanimlanair. R§O= r oldugundan (3.3.2) bagintisina gore

o ~ -1 - . A
RB-r = R(B—@o) = [R(X'L 1X) 1R'] (3&— Ao} 12
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olup dolayisiyla &y = ®yr elde edilir. Boylece sapmalarin bilinen L
kovaryans matrisli bir normal dagilima sahip olmasi durumunda birbiri-
ne esit olan iig test istatistigi tanimlanmistar.
3.3.1. I Bilindiginde U¢ Test istatistiginin Dagilimi
Likelihood oran test istatistiginin dagilimini tartismadan Once
yukarida belirtilen regresyon modeli i¢in 1likelihood oran test ista-
tistiginin v kx1 boyutlu bir N(O,(X'Z-IX)—I) rastgele vektor ve 3 g
nin kisitlamasiz maksimum likelihood tahmin edicisi yani G.E.K.K tah-
min edicisi olmak iizere
B=8+ ,RB2r (3.3.6)
olarak belirtilen model igin likelihood oran test istatistiBine denk
oldugunu belirtelim. Bu vyeterli bilgileri kullanarak ispatlanabilir.
Bununla beraber oldukg¢a direkt bir yaklasim kullanarak bunu yapmak da-
ha da basittir,
A ~
Y-XB = (Y-XB) - X(B-B)
yazarak ve normal denklemleri kullanarak
(1-xB) 'T(1-x8) = (x-xB)'E  (x-xB) + (B-B)'(x'T X (8-B)
elde edilir. Bu sonug g nin
nax-(B-8) " (X'I %) (B-B) + (By-B) ' (X'E %) (By-B)
RB 2 r
maksimumlagstirma probleminin objektif fonksiyonunun optimum degeri ol-
dugunu gostermek ig¢in kullanilabilir ki bu acik olarak (3.3.6) ile ve-~
rilen belirleyici ile ilgili maksimumlastirma problemidir. Gouriéroux,
Holly ve Monfort (1982) RB=r sifir hipotezi altinda 1likelihood oran,
Wald ve Kuhn-Tucker test istatistiklerinin ortak dagilim fonksiyonunun
m
Pr(¥p<a) = I w(m,i)[Pr"X?(i)<a] (3.3.7)
i=0

ki~kare dagilimlarinin bir agirlikli toplami oldugunu gostermislerdir,
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burada w(m,i) bilinen agirliklarin bir kiimesi olup X?(0) orijindeki

birim toptur. Genel teoriyi aciklamak icin bir ve iki kisitlamala ©-
zel durumlarl tartisacagiz. Ancak bu 6zel durumlara geg¢meden once bu

test yontemlerinin gligleri hakkinda bir yorum yapalim. Gercgekten,
sezgimiz bir on kisitlamanin konuldugu bir metod ile tiiretilen bir

testetme yonteminin On Kkisitlamanin gozoniinde tutulmadiga test

yontemlerinden daha iyi gii¢ karekteristiklerine sahip oldugunu ortaya

koyar. Ozellikle bu ileride a¢iklanacagir gibi bir tek kisitlama durum-
larinda ac¢iktir. Prensipte li¢ yontemin gilic fonksiyonu sifir hipotezi

altinda bunlarin dagilimini bulmak ic¢in kullanilan metodlara benzer

metodlarla bulunabilir, Bununla beraber en onemli zorluk agirliklarin

alternatif hipotezlere de bagli olacapi gercegidir.

Bir Egitsizlik Kisitlamasi

Bu durumda R 1xk boyutlu satir vektori ve &y de

o~ ~
(RB-r)? (RB-r)?
°w= =]
=TillF=1l A
R(X'T X) "R' var{RB]
olacak sekildedir. Ayrica
A A
RB RB > r
~
R =
r aksi takdirde

olup Rg—r/(var[Ral)% yi t ile gosterirsek bu takdirde

t? t>0

dy =

0 aksi takdirde
elde edilir, Hy:(RB=r) sifir hipotezi altinda t istatistigi bir stan-
dart normal dagilima sahiptir ve &y nin dagilimi ise £X?(0) + £X2(1)
dir. o anlam dizeyindeki kritik bolge c P(Qw>c)=u ile tanimli olmak
tizere {¢y>c} formundadir; ¢ P(Z>c)=2a yazarak kolayca elde edilebi-

tir. Burada Z 7X?(1) dagilimina sahiptir. Ayrica kritik bdlge {t> v/<}
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olarak da yazilabilir. Eger standart teori kullanmilarsa kritik bolge
{¢y>c'} olur, burada c' P(Z>c') = o olacak sekilde verilmistir. c¢' ¢
den daha biiyik oldugundan bu yontem sifir hipotezinin g¢ogu kez kabul

edilmesine yol acar.
iki Esitsizlik Kisitlamasi

Istatistiklerin dagilimini basit olarak ortaya ¢ikarmak ig¢in bun-
larl bireysel modele doniistiirmek fgydalldlr. Once bunu (3.3.6) da
verilen formda yazalim. Daha sonra uygun doniistiiriilebilir bir afin do-
niigiimii kullanarak bireysel belirleyiciyi w kx1 boyutlu bir N(O,TIy)
rastgele vektor olmak iizere

U=u+w up 20 uy -6uy 20
olarak yazariz., Bu durumda sifir hipotezi H, = {u;=0,up-6u;=0} olur
ki bu ise {u;=0,up=0} a denktir. Buna ilaveten §;p istatistigi degis-
nez ve

dp = | 8- G - G -T
olarak vyazilabilir, burada Go ve ﬁ sirasiyla u nun Hy hipotezi ve

iddia edilen hipotez altindaki maksimum likelihood tahminleridir. ﬁo

~
u nin Hg a kargilik gelen altuzay iizerindeki ortogonal izdiisiimii olup

~ A o~ ~
R " u -~ u, "2 = up? *uy?
. ~ ~ . v . ~o ~ A
dir, burada uj ve up u nin ilk iki koordinatidir. (uj,up) (uy,uy)
nin $ekil 3.3.1 de goriilduigi gibi u;20,uy-6uj20 ile tanimli koni iize-

rindeki dik izdiisiimiidiir.

r [GI 82]' GIZO, 82—96120
~ ~ A A
uq fo U2]' u1<0, U220
ﬁz (o o1 6250, BG2+GISO
L (8l,+0;/1+62)[1 8]'  BUy+0;20, Uy-60y50

¢ p istatistigi dort farkli forma .sahiptir:
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ﬁle+622 6120, 62—96120
Uy? 0750, 1520
A A N
OLR = 0 U250,9112+UISO
(982+Gl)2 062+6120,32—93150
1+ 602

$;r nin Hy(uy=uy=0) hipotezi altindaki dagilimi
P[8;p= O] = P[U)$0:8uy+uy<0] = q (0sqs$)

ve
P{0<®p<x] = P+Po+Py

ile verilir, burada
P1=P[0<Gl?+622<x;3120;82~98120],
P2=P[0<G22<x;815033220],
P5=P[0<(BU,+{i;) 2/ (1+82)<x;Bly+1) 20;1-60 $0]

dir. §imdi Py,Pp ve Pj iin degerlerini elde edelim: Glz+62’ ile

a4 1

[32} . [0]

vektorleri arasindaki aci H, altinda bagimsiz oldugundan
P1=P[0<ﬁl2+ﬁ22<x]P[ﬁlzo;ﬁz—eﬁlzol

dir ve dolayisiyla Fp X?(2) dagiliminin c.d.f. si olmak iizere
P1=(4-q)F9(x)

dir. Ote yandan Gl ve G2 Hy altinda bagimsiz oldugundan
Py=P[0<lip2<x:1i520]1P[%; 0]

veya H, altinda Gl ve ﬁz simetrik dagilimlara sahip oldugundan
Py=4P[0<lip2<x;30,20] = 1/4P[0<liy2<x]

elde edilir., Bu nedenle Fq X?(1) dagiliminin c.d.f.si olmak iizere
Py=1/4F{(x)

dir, 632+ﬁl ile Gz—eﬁl bagimsiz oldugundan Py niin hesaplanmasi da

nin hesaplanmasi ile aynidir, yani

Py=1/4F(x)
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dir. Sonu¢ olarak H, altinda $;p nin dagilim
w(2,0YX%(0)+w(2,17X2(1)+w(2,2)X?(2)

dir, burada w(2,0)=q; w(2,1)=%; w(2,2)=%1~q olup

q=(2ﬂ)_1cos—l[—6/(1+92)%] dir. g nun orijinal veriler cinsinden ifade-~

si ise Rj(j=1,2) R nin j-yvinci satiri olmak iizere

— — 1
fryx 0 Ry 1)

(2ﬂ)—1cos_1{RI(X'Z—IX)—IRZ'/[Rl(X'E_IX)—lRl']
dir. Ayrica f(Rla,Rzg) ng ve Rzﬁ arasindaki korelasyon katsayisi
olmak iizere g= (2ﬂ)—1cos—1[(R1§,R2§) dir, o anlam dizeyindeki kritik
bolge ¢ P{¥g>cl=a ile verilmek iizere {§ p>c} formundadir. Bu nedenle
c, l-o2q olmak iizere g+iFj(c)+(4-q)Fy(c)=1l-a nin bir ¢ozimidir.

$imdi ¢ nin nasil belirlenecegini gorelim. dncelikle

q+(1-q)Fy(c)<q+iFy () +(3-q)Fy(c)<q+(1-q)Fy (c)
oldugunu belirtelim. Bu nedenle cj=Fj-l(1—a/(1—qD j=1,2, olmak iizere

c€lcy,cy] dir. Daha sonra verilen q ve o degerleri ig¢in ¢ nin degeri

[c1,02] araliginda bir arastirma yontemivle elde edilir.

3.3.2. ¥ Sonlu Sayida Bilinmeyen Parametreye Bagla
Oldugunda U¢ Test istatistigi
Tipik olarak I matrisi bilinmez ve I nin elemanlari B ile dilis-
kisiz olan sonlu sayida parametrenin siirekli fonksiyonlaridair. Bu ki-
simda o?bilinmeyen olmak iizere I=0?V oldugunu kabul edelim. Ayrica H,
altinda ve H altinda 02, V ve B nin maksimum likelihood tabmin edici-
lerinin mevcut ve tek olduklarini kabul edelim ve bunlar sirasiyla
802,60,80 ve Ge,ﬁ,i ile gosterilsin, Log-likelihood
L=—(T/2)logzn—(T/2)1og02—(1/2)10gdetV~(1/202)(Y-XB)'V_I(Y—XB)
oldugundan
T=-(T/2) Log2n-(T/2) 10gd2~(1/2) LogdetV-T/2
ve

A
£0=—(T/2)10g2ﬂ-(T/2)10g303—(1/2)logdetV0—T/2
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A
dir. Z(i-Lo) ye esit olan $;p likelihood oran test istatistigi,

~ ~
/T , S(1,1)=02(detV)1/T

5(0,0)=8,7 (detV)
olmak iizere
&g = Tlog(5(0,0)/5(1,1)) (3.3.8)
olarak yazilabilir. Wald test istatistigi &y esitsizlik kisitlamali
tahmin ediciler lzerine kurulur ve
8 = (RE-r) '[RGV 0 R (RE-r)/ B2 (3.3.9)
olup £ yerine i = 92V alinmak suretiyle (P) primal probleminin objek-

tif fonksiyonunun optimum degeridir. Sonug¢ olarak &y

~ N"l ~ ~ 7\’ N*I 7\' ~
&y = - (Y-XB)'V "(Y-XB)/ 0% + (Y-XB,)'V ~(Y-XB,)/ 0
| 2 -
[ ~
olarak yazilabilir, burada By, I = %QV kovaryans matryisini kullanarak

RB=r kisitlamasi altinda B nin esitlik kisitlamali genellestirilmis

en kiicilkk kareler tahmin edicisidir.

- | X ~ 1/T
5(0,1) = (1/T)(Y~XBy) 'V (Y-XB,) (detV)
olarak tanimlanirsa bu takdirde
¢y = - T + T(S(0,1)/5(1,1)) (3.3.10)

formunda yazilir.$imdi Kuhn-Tucker c¢arpan istatistigini tanimlavalim.
~ A "
Ao I verine Ij = Gozvo almak iizere (P) primal problemiyle ilgili k.T
garpanl olsun. QKTs K-T ¢arpan istatistigi
~ A A=1 -1 w 2 A
ad
olarak tamimlanir. Goriilecegi gibi ®yp I yerine I almak iizere (P)
nin objektif fonksiyonunun optimum degeri olup
~ A -1 ~ ~
QKT = _(Y-XBO)'VO (Y—XBO)/ 002 + T

. A AN .
dir, burada 8, sapmalarin kovaryans matrisi L, = 0,%V, olmak lizere e-

1

[~]

sitsizlik kisitlamali genellestirilmis en kiigiik kareler tahmin edici-

sidir. Eger

1 /T

~N A - ~ ~ 1
S(1,0) = (1/T)(Y-XBy) 'V, ~(Y-XB,) (detV)

olarak tanimlanirsa bu takdirde
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$gr = T .[1 - 8(1,0)/5(0,0)] (3.3.12)
formunda yazilar, §imdi sifir hipotezi altinda bu ii¢ test istatisti-
ginin asimptotik dagiliminl gozOniine alalim., 802 ve ;2 02 nin tutarla
tahmin edicileri, 00 ile Vv nin tutarli tahmin edicileri olsun. Bu
kisimda tanimlanan ii¢ test istatistiginin I=02V dogru kovaryansi ile
hesaplanmis ayni asimptotik dagilima sahip oldugu sureklilik bilgile-
riyle saglanabilir. Onceki kisimda gelistirilen sonuglara uygun ola-
rak Hg, altinda ii¢ test istatistigi asimptotik olarak

m

L w(p,i) X2(1)

i=1
dagilimina sahiptir, burada w(p,i) olasilik agirliklaradir. Bu iig
test istatistigi arasinda

by 2 &g 2 ¥y (3.3.13)
esitsizligi gegerlidir. Ilk olarak ¥ p ve ®y arasindaki bagintiyi ele
alalim,

$ =T logll +(5(0,0)-5(1,1))/s(1,1)1
olup z20 olmak ilizere log(l+z)<z esitsizligini kullanarak

$r s T [(5(0,0)-5(1,1)/s(1,1)]
esitsizligini elde ederiz. $(0,1)25(0,0)oldugundan

$r S T [(5(0,1)-5(1,1)) /S(1,1)] = &y
elde edilir. Benzer sekilde 220 i¢in log(l+z)2z/(1+z) , 5(1,0)25(1,1)
esitsizliklerini kullanarak ®;p2®yr elde edilir ve boylece (3.3,13)
bagintisi saglanir. $imdi Kuhn-Tucker garpan istatistifinin hesaplan-~
masit i¢in bir alternatif verelim. Bu, bir determinasyon katsayisi ola-
rak lagrange carpan test istatistifinin yorumu ile aynidir. Gergekten
$gr nin §0=30200 ile dlgili (P) primal problemindeki objektif fonksi-
yonun optimum degeri oldugu gozlenebilir:

max-(Y-XB) T, L (Y-XB) + (¥-XBg) 'Sy (v-xf,)

RB 2 r
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30 , modelin parametreleri RB=r sifir hipotezi altinda maksimum 1like-

lihood ile tahmin edilmis oldugunda tahmin edilmis rezidiiler olsun.
A A

Bu takdirde 30 = Y-XB, olup yukaridaki problem b=B-B, olmak iizere

A -1 A -1
max—(eo-Xb) 'L, (84-Xb) + 84'L, &,

Rb 2 0
formuna doniisir. % b nin optimal degeri olsun,
~ A =] ~ ~r =1
byr=—(€o-Xb)'T, (eg-Xb) + 6,'Ly &g (3.3.14)

bagintis1 saglanir. Bu son esitlige gore K.T. istatistiginin hesaplan-
mas1l i¢in asagidaki iki-adim yontemini benimseyebiliriz.

i) Modeli .R8=r kisitlamasi altinda maksimum likelihood metodu i-
le tahmin edip go tahmin edilmis rezidiileri hesaplanir.

ii) v nin kovaryans matrisi Go olmak lizere
€, = Xb + v ,Rb2 0
modeli tahmin edilir. Determinasyon katsayisi R?
R2 = 1= (8,-XD) 'V, L (By=Xb) / 8"V, 6,
ile tanimlanir. (3.3.14) bagintisina uygun olarak
b= (8,=XD) 1V, (By-XD)/ 6ot + 8,1V, 16y / By?
olup 302= 30'60‘130 / T oldugundan dgr = TR? elde edilir.

Burada tanimlanan ii¢ test istatistiginin, regresyon parametrele-~
ri korunmus hipotez altinda kisitlamasiz oldugu durumda karsilik ge-
len test istatistiklerinin hemen hemen tiim 6zelliklerine sahip oldugu
gorilebilir, Bununla beraber genel durum ve esitsizlik kisitlamali
durum arasinda onemli bir fark vardir. Birincisinde test istatistik-
lerinin asimptotik dagilimi p serbestlik dereceli (burada p kisitla-
malarin sayisidir) bir ki-kare dagilimidir, ancak ikincisinde test
istatistiklerinin asimptotik dagilimi serbestlik dereceleri sifirdan
p ye dolasmak lzere ki-kare dagilamlarinin bir karisimidair.

§imdi de X nxk boyutlu k rankli bir matris , R mxk boyutlu p

ranklyi bir matris,B kxl boyutlu bir parametre vektori e nxl boyutlu
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hata vektorii ve Y nxl boyutlu bir vektor olmak lizere

Y=XB+e , e~ N(0,0%I,)
modelini gOzoniine alalim, r mxl boyutlu bir vektor olmak iizere RB2r
alternatif hipotezine karsi RB=r sifir hipotezini test etmek isteye-
lim. Bunun ic¢in

T2 = (Y-XB) ' (Y-XB) /n

052 = (Y-XBy) ' (Y-XBy)/n
ve

v = n(Sozisz)
esitliklerini kullanirsak

~

A A ~ ~
V = (Y-XB,) ' (Y-X,)~(Y-XB) ' (Y-XB)

~ A ~ A ~ A INEA
(B-B,) X' X (BB -2(B-B,) 'X'X(B-B})

Fad

-1 N ~ N
elde edilir. V = (X'X) olmak izere B-B, = VR'A ve RB, = r baginti-

lari saglandigindan

~

~ A ~ A ~ ~ ~ ~ ~ s
(B-B,) 'X'X(B-By) = (B-Bg)'R'A = A'(RB-r) = A'§

1
Q

dir. Bu nedenle

~ ~ A ~oA
v = (B-Bg) 'X'X(B-B,
(

>

~

)
~ ~ A ~
dir. Ute yandan B-B, = VR'( A - A ) oldugundan RB-RB, = RVR'(A- A.)

dir. Boylece

~ ~ "

v = (A=A 'RVR' (A= A)
veya

~ ~ — ~

v = (RB-r)'(RVR') (RB-r)
yazilir, burada (RVR') matrisi RVR'(RVR') RVR' = RVR' satinl sagla-
yan bir matristir. Bu durumda Likelihood oran, Wald ve Kuhn-Tucker is-
tatistikleri

QLR =n 10&(602/%2) s

by = V/a?
ile ¢? bilinmediginde

bt = 3/802
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ve 02 bilindiginde
QA = b\;/oz

ile tanmimlanir. Ayrica

it

g =n log(1l + &y/n)

ve

i

$ g = —n loa(l - ¥gy/n)

bagintilari gerc¢eklenir,

p
Q
.
3
Q] |o
o~ = ~
Uy | Uy
0‘ Lllallp? — © © © © g™ 1
AN
Yy
\‘1 A
u'
Fal
W,
 Ua=0 il

ft)
o
o3

1)
o
Q

gekil:3.3.1.
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