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OZET

Bergman polinomlar1 ve onlarin bazi 6zellikleri adh bu g¢aligma ig¢ bolitmden
olugmaktadir.

Birinci boliim, diger iki boliime hazirlik niteliginde olup; bu béliimde, analitik
fonksiyonlar, kompleks diizlemde egriler ve egriler ailesi, kompleks degiskenli
fonksiyonlarin integrali, mutlak siireklilik, LP- tiirevlenebilirlik , Cauchy, Cauchy-
Pompeiu formiilleri ile ilgili baz1 tanim ve teoremler verildi.

Ikinci béliimde G <€ bolgesi igin A%(G) fonksiyon uzay: tanitildi ve bu
uzaymn bir Hilbert uzayr oldugu gosterildi. A2(G) uzaymnda verilmis bir
{£.(2)}, k=0,1,2,... lineer bagmsiz sisteminden, Gram-Schmidt ortogonallestirme
metodu yardimiyla A2?(G) uzayinda ortonormal bir {g.(2)}, k=0,1,2,... ortonormal
sistemi inga edildi. Buradan 6zel olarak smirli G boélgeleni igin , G tizerinde
ortonormal olan {K,(z)} Bergman polinomlar elde edildi ve bu polinomlarm basit
ozellikleri verildi. A?(G) uzaymmn tammina benzer sekilde, y(z) aguhk
fonksiyonlu AZ?(y,G) fonksiyon uzayr tamtildi ve bu uzayda y(z) agirhk
fonksiyonuna gére ortonormal olan polinomlar verildi.

Ugiincii béliimde bir girig olarak, bu galigmanin amaci olan problem sunuldu
ve Riemann doniigim teoremleri, yarikonform doniisiimler, yarnkonform egriler,
egriler ailesinin modiilii ve Riemann doniigiim fonksiyonlarinin baz1 yerel 6zellikleri
verildikten sonra, A2(G) uzayinda ¢'(z,z,) (Riemann doniigiim fonsiyonunun

tirevi)  ve %"l (D(z) e A(G) M Lipar,0< 0 £ 1,D(2) 0, Vz € G)

fonksiyonlarina yaklagim ile ilgili iki teorem ispatland:i. Son olarak, G iizerinde
agirlik fonksiyonlu Bergman polinomlarmn bélgenin i¢ noktalarinda hangi hizla
sifira indigi, G bolgesinin ve y(z) agirhik fonksiyonunun o6zelliklerine bagh olarak
bulundu.

Anahtar Kelimeler: Analitik fonksiyon, Konform doniigiim, Yarikonform

déniigiim, Yarikonform efri, Yarikonform yansima, Ortonormal sistemler, Agirhik
fonksiyonu, Agirlik fonksiyonlu ortonormal (Bergman) polinomlari.
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SUMMARY

"Bergman's polynomials and their some properties”

This study entitled as "Bergman's polynomials and their some properties"
consists of three chapters.

The first chapter as a preliminary from of the next chapters includes some
definition and theorems (with or without proof) concerning the analytic functions,
curves and the families of curves in the complex plane. The absolutely continuous,
differentiable, IP- differentiable and integrals of the complex valued functions;
Cauchy and Cauchy Pompeiu's formulas are given.

In the second chapter, A%(G) function space is introduced and it is proved that
this space is a Hilbert space. {g,(2)}, k =0,1,2,... which is orthonormal system in
A2(G) is constructed from the {f,(z)}, k =0,1,2,... which is linearly independent
system in A2(G) by the Gram-Scmidt orthogonalization process. Then a special
case {K,(z)} Bergman's polynomials that are orthonormal in G are constructed.
Some elementary properties of these polynomials are presented (their zeros and
external). As in A2(G), A?(y,G) space with y(z) weight function is introduced,
and orthonormal polynomials with respect to y(z) weight function are given.

The third chapter starts with an introduction. Then the problem as the main
objective of the study is established. Having given the theorems of Riemann
mapping, the quasiconformal mappings, the quasiconformal curves, the module of
families of curves, some local properties of the function of Riemann mapping, two
theorems bear on the approximation of special function are given in A%(G) space.
Finally, by which speed Bergman's polynomials with weight function in domain G
are approaching to O for interior point of the domain is found regarding to the
properties of G and weight function.

Key Words: An analytic function, a conformal mapping, a quasiconformal
mapping, a quasiconformal curve, a quasiconformal reflection, orthonormal system,
a weight function, orthonormal (Bergman) polynomials with a weight function.
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SEMBOL LISTESI

Kompleks sayilar kiimesi
Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi
Genigletilmis kompleks diizlem
Her

En az bir tane vardir
Elemamdir

Elemani degildir

z kompleks sayisinin eglenigi
a kiigiiktiir b

a kiigiik esittir b

a<cb (csabit)

axb ve b=<a
Egittir

Esit degildir

Tamm olarak esittir

a,b kapali aralig
1&:]g-2l<e}

{z:[ z—- a] < r}

v egrisinin dis1

¥ egrisinin igi

G 'nin kapamsi

G 'nin sinirt

G 'nin tiimleyeni

G bolgesindeki analitik fonksiyonlarm kiimesi

{f:f €A(G) ve [ [f(2)f do, < +oo}
G

{f:f cA(G) ve [[y@|f(2)f do, < +oo}



1. GENEL BILGILER
1.1 Giris

Bu boliimde, ilerideki ispatlarimizda kullamlacak temel ozellikler ile ilgili
tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 1: G, C-kompleks diizlemde agik bir kiime, a € G ve £:G > olsun.
l].mfgz) —f(a) )

z>2  Z—a
limiti mevcut ve sonlu ise f fonksiyonuna a € G noktasinda tiirevlenebilir bir
fonksiyon denir [1].
f fonksiyonu a € G noktasinda tiirevlenebilir ise (1) limitine f nin a € G
noktasindaki tiirevi denir ve f'(a) ile gosterilir. f, G nin her noktasinda
tirevlenebilir ise f ye G de tiirevlenebilir denir.

Teorem 1: G cC agik bir kiime, a € G ve f:G —C olsun. f fonksiyonunun a e G
noktasinda tiirevlenebilir olmas1 igin gerek ve yeter kosul a € G de siirekli ve
VzeG i¢in f(z)=f(a)+(z—a)f*(z) olacak gekilde bir tek "G ¢
fonksiyonunun olmasidir. Bu durumda f’(a) = £*(a) dur [1].

Siirekli fonksiyonlarin ¢arpimi ve toplamu siirekli oldugundan, f fonksiyonu
a € G noktasmda tiirevlenebilir ise teorem 1 den f nin a € G noktasinda siirekli

oldugu goriiliir.

Teorem 2: GcC aglk, z=x+iyeG ve f:G >C olsun. f fonksiyonu a € G
of(a) of(a)
ox ’ Oy

noktasinda tiirevlenebilir ise kismi tiirevleri mevcut olup, bu kismi

tiirevler
of(a) _ = of(a)
ox oy

fr(a) =



sartim1 saglar [2].

of(a) of(a)

Tanim 2: G <C agilk, f:G —>C ve a € G olsun. f nin a noktasinda

ox ’ oy
kismi tiirevleri mevcut ise 82(;) ve ag(za) asagidaki gibi tanimlanir:
._0f(a), _1{of(a) .0f(a)
f,(a).= 3 '_E( Ea By

ve

_af(a) _1(0f(a) . .5f(a)
fi(a).———é%—.—;( ax +1 By )

Eger f(z) = U(x,y) +1V(x,y) bigiminde gdsterilirse ;
f,:= %(Ux +V,) +%(Vx -U,),
fi= (U= V) +5 (% +U,)

oldugu goriliir [2].

Teorem 3: £:G —C fonksiyonu a € G noktasinda tiirevlenebilir ise

dur.

Tanm 3: GcC agik, f:G >C ve aeG olsun. Belli bir r>0 sayis1 igin f
fonksiyonu, a merkezli ve r yarigaphh D(a,r):= {z :]z—-al < r} < G agik dairesinin
her noktasinda tiirevlenebilir ise f ye a noktasinda analitik denir [2].

f fonksiyonu G nin her noktasinda analitik ise f ye G de analitik denir. G
lizerinde taniml tiim analitik fonksiyonlarn kiimesi A(G) ile gésterilir. G iizerinde
tamiml tiim analitik ve G da siirekli fonksiyonlarin kiimesi A(G) ile gosterilir.



Tanm 4: G =€ agik, f € A(G) olsun. Vz €G igin f’(z) degerini alan f:G —>¢C

fonksiyonuna f nin tiirevi denir [1].

Tamm 5: ScC olmak tizere Vn €N igin f,:S —C kompleks fonksiyonlarinin
olusturdugu {£.} dizisine ortak tanim kiimesi S olan bir fonksiyon dizisi denir [3].

Tamm 6: {f,} , ortak tamm kiimesi S < T olan bir fonksiyon dizisi ve z, €S
olsun. {fn(zo)} dizisi yakinsak ise {fn} fonksiyon dizisine z, €S mnoktasinda
yakinsaktir denir. {fn} fonksiyon dizisi S nin her noktasmnda yakinsak ise {fn}

fonksiyon dizisine S < € iizerinde noktasal yakinsaktir denir.
{£.}, Sc € iizerinde noktasal yakinsak bir fonksiyon dizisi ise f:S— €
Vz €8 igin f(z):= 1]3-12 f,(z), fonksiyonuna {£.} fonksiyon dizisinin limiti denir [3]

Tamm 7: {f,} , ortak tanim kiimesi S < € olan bir fonksiyon dizisi ve £:S >
olsun. Ve >0 sayisina karsiik Vz €S ve Vn €IN, n2N(g) igin [ﬂ(z)—f(z){ <g
olacak sekilde bir N(€) €IN dogal sayisi bulunabilir ise {£.} fonksiyon dizisine
S <C iizerinde f:S — € fonksiyonuna diizgiin yakmsaktir denir [3].

Tamimdan goriltiyor ki ; {£,} dizisi £ ye dizgin yakmsak ise {£,} dizisi S
iizerinde noktasal yakinsaktir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

Teorem 4: {fn} ortak tamm kiimesi S ©C olan bir fonksiyon dizisi olsun. {fn}

dizisinin S fizerinde diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Ve >0
sayisma karsihk VzeS ve Vn,melIN, mven=N(e), igin |f,(2)-f.(z)|<e

olacak sekilde i)ir N(¢e) €IN dogal sayisinin bulunabilmesidir [3].

Tamm 8: [a,b] kapal bir aralik, g:[a;b] — IRsinirli bir fonksiyon olsun. Ve > 0 igin

38>0 oOyleki D (a—a,,)<8 ve a=ay<a;<..<a,1<3,=b olan
k=0



V{[aca] ), parcalanss igin | (g(a) —g(ai1))|<e ise g ye [a,b] tizerinde

k=0

mutlak siirekli bir fonksiyon denir [4].

Tanm 9: GcC agk, U(x,y):G—IR bir fonksiyon olsun. Eger kenarlan
Ox ve Oy eksenlerine paralel olan her R = G kapali dikdortgeninin hemen hemen
tim diigey ve hemen hemen tiim dikey araliklarinda U(x,y) fonksiyonu mutlak
stirekli ise U(x,y) ye G de dogrular iizerinde mutlak siirekli bir fonksiyon denir ve
U(x,y) e ACL(G) ile gosterilir.

f=U+i1V e ACL(G) & U,V e ACL(G) dir [5].

Teorem S: G € agik, f:G —>C olsun. Eger f e ACL(G) ise G de hemen hemen

her yerde G, O kismi tiirevleri mevcuttur ve dolayisiyla G de hemen hemen her

ox’ oy
yerde f,.f, formal tiirevleri vardir [5].

1.2 Kompleks Diizlemde Egriler

Tamm 10: a,belR, a<b olsun. y:[a,b]>C sirekli bir fonksiyon ise ¥y

fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir [3]. y(a) noktasma y egrisinin
baslangig noktasi, y (b) noktasina y egrisinin bitig noktast ve [y]:= {y@®:te [a, b]}

noktalar kiimesine y egrisinin izi adi verilir. Kangikliga sebep olmadikga [y ] yerine
genellikle y yazilir.

Tanim 11: y:[a,b] > kompleks diizlemde bir egri olsun.
i) y (@)=y (b) ise, y egrisine bir kapal1 egri,
i) Vt;,t, €a,b], t; = t, iginy(t,) # y(t,) ise y efrisine bir basit egri veya yay,
1ii) {tl,tz: v(t)=y({ty) vet; #t,, 1,1, e[a,b]} = {a,b} ise y egrisine bir

basit kapali egri veya Jordan egrisi,



Bundan sonra, € de smin bir Jordan egrisi olan bolgeye bir Jordan bolgesi adi

verilecektir.
iv) [a,b] kapali aralifinn bir P ={t0,tl,...,tn} pargalamis1 bulunabilir Syleki

Vk e{1,2,...,n} igin y(t), (tr,t,) araliklarinin her biri iizerinde siirekli
tirevlenebilir ve tll;{gly'(t), t11'_gixq('(t) limitleri mevcut ise y egrisine parga-parga
siirekli tiirevlenebilir veya pargal diizgiin egri, 6zel olarak P ={t,,t,},t; =a,t,; =b
olursa y egrisine siirekli tiirevlenebilir veya diizgiin (siirekli tegete sahip) egri denir
ve bu egriler simifi Cq ile gosterilir.

v) Eger y(t)=x(t)+iy(t) bigiminde gosterilirse, Oyleki x(t) ve y(t)
fonksiyonlart Vte[a,b] de amalitk ve x2(t)+y?(t)=0, tef[a,b] , sar
saglanirsa y egrisine bir analitik egri denir [3].

vi) Eger Vp =1,2,... igin y ®)(t) siirekli tiirevleri mevcut ve y®(t) fonksiyonu
igin

Y@t -y®&)[<Mlti-t[", 0<axl
kosulu saglanirsa y egrisine p. mertebeden diizgiin (Lipschitz anlaminda) egri denir
ve y e C(p,a) ile gosterilir[6]. |

Tamm 12: y:[a,b] > kapali pargali diizgiin egrisini olugturan yy,ys,...,Ym diizgin

yaylan1 kesigtikleri noktalarda A;m, 0<A; <2, j=1,_m dis ag1 (y ile smurli sonlu

bolgeye gore) olustururlarsa y egrisine Az, A = M{m{kj} dig agiya sahip pargali
j=Lm

diizgtin egri denir ve bu egriler ailesi Co(A), 0 <A <2 ile gosterilir [7].

Tamm 13: y:[a,b] >C kompleks diizlemde bir egri ve P={t,,t,,....t.}, [a,b]

kapali araligmn bir pargalamsi olsun. @([a,b]),[2,b] kapall araligimn tim P

parcalamslarmm kiimesi ve P € p([a,b]) igin Z(P):=§ [7(t) =¥ (te)| olsun.

{E(P):P € go([a, b])} kiimesi Gstten siirh ise y egrisine Slgiilebilir bir egri denir ve
2,:=Sup{£(P):P e p([a,b])} 20

sayisina y egrisinin uzuntugu denir [3].



Teorem 6: y:[a,b]—)([: parga-parga siirekli tiirevlenebilir bir egri ise y egrisi
olgiilebilir ve £, =j(

a

y'(t)|dt dir [3].

Teorem 7 [Jordan Egri Teoremi]: y kompleks diizlemde Jordan egrisi ise [y],

kompleks diizlemi, her birinin sinir1 [y ] olan biri simrh ve digeri smirsiz olan tam

iki ayrik bolgeye ayinr [3].
Bu bélgelerden simirli olan bélgeye y nm igi denir ve I(y) ile gosterilir.
Sinirsiz bolgeye ise y mn digt denir ve E(y ) ile gosterilir.

Tamim 14: G € bir bélge olsun. G de alinan her I" Jordan egrisi i¢in I(I") = G ise
G bolgesine bir basit baglantili bélge denir [3].

Teorem 8: G < bir bolge olsun. G bolgesi basit baglantilidir ancak ve ancak G,
T, \G, C,:=C {0} genigletilmis kompleks diizleminde baglantili ise [3].

Teorem 9: y:[a,b] >, Jordan egrisi ise I(y ) € de basit baglantili bir bslgedir fakat
E(y) € de basit baglantil1 bir bolge degildir [3].

Tanim 15: G <€ bir bolge olsun. G bolgesini igeren tiim konveks kiimelerin

arakesitine G nin konveks kabugu denir [8].

1.3 Kompleks Degiskenli Fonksiyonlarin integrali

Tamm 16: y:[a,b] > kompleks diizlemde parga-parga siirekli tiirevlenebilir bir
egri ve f(z), y tizerinde taniml siirekli bir fonksiyon ise
b
[£(2)dz:= [ £y (D)y' () dt
v a

kompleks sayisina f nin y egrisi lizerinde egrisel integrali denir [3].



Teorem 10: v:[a, b] >« parga-parga siirekli tirevlenebilir bir egri ve f(z), y egrisi
iizerinde tamimli siirekli bir fonksiyon olsun. M >0 Vzey igin lf (z)l <M
kosulunu gagliyor ise

<MY,

dir [3].

Teorem 11 [Cauchy Integral Teoremi]: G =€ bir bolge ve f e A(G) olsun. v, G
de I(y) = G kosulunu saglayan parga-par¢a siirekli tiirevlenebilir bir Jordan egrisi

ise
[f()dz=0

dir [3].

Tamm 17: y:[a, b] —C, bir Jordan egrisi olsun. y iizerinde hareket edildiginde, I(y)
hareketlinin solunda kalhiyorsa y egrisine pozitif yonlendirilmig bir egri denir [9].

Teorem 12 [Cauchy Integral Formulii]: G = bir bélge ve f e A(G)olsun. v, G de
I(y) =G olan pozitif yonlendirilmis parga-parga siirekli tiirevlenebilir bir Jordan

£z = f £0) 4

efrisi ise Vz €I(y) i¢in

dur.

Ispat. zeI(y) keyfi fakat sabit olsun. f, I(y) de siirekli oldugundan f, I(y) de
diizgiin stireklidir. Buna gore Ve >0i¢in 30 =95(g)>0 Oyleki
D(z,8) € I(y) ve V¢ €D(z,8) igin |f(§) - f(z)| <& dur. I':=8D(z,8) egrisi pozitif
yonlendirilirse teorem 10 yardimiyla

ff@di: f(z)| =

f(Q) - f(Z)
et




1 [ [£©)-£(2)]
< - J dg]

e

<t fla|=s

2n d

bulunur, £ > 0 keyfi oldugundan

=L ff(l;)

elde edilir. Ote yandan teorem 11 den dolay1

f Q) g f £0) 4

dir.

Tanim 18: G =€, U(x,y):G > € fonksiyonu ikinci mertebeye kadar siirekli kismi
62U *U

ayZ
AU =0 ise U(x,y) fonksiyonuna G de harmoniktir denir [10].

tiirevleri olan bir fonksiyon ve AU- Laplace operatérii olsun. Eger

Teorem 13 [Ortalama Deger Teoremil: G<<€, U.G—>€, G de harmonik ve
D(z,r) €G ise

2n
U(z,) = EI;E | U(zo +ret)dt
0

dir [10].

Teorem 14: U.G >, Gde hannonik ve D(z, r) €G olsun. Bu durumda
U(z) == [[U(2)do,

D(Zo r)



Ispat. Teorem 13 e gore

r 1 2 .
U(m) 5= L [U(zo+se")dtsds
0 0

1
2n

Tj U(z, +sett)sdsdt
00

1
= (jJ rL)J(z)dcsz.

Tanm 19: GcC bir bélge olsun. ”]f(z)]zdcz <o kosulunu saglayan tiim
G

olgiilebilir f:G — € fonksiyonlarinin sinifi I?(G) ile gésterilsin. Vp >0 igin

(Gy={ £ e 12(G) }
gibi tanimlanir.

Teorem 15: G < bir bélge olsun.

i) p,q>1 sayian igin %-&-%:1 olmak iizere; f €eIP(G) ve g e9(G) ise

f.g eI}(G) ve

l jgj fgdo, |< ( j(! ]flpdo-zJ%( jGj [glpdcz)%l

dir.Bu esitsizlige Holder esitsizligi denir.
ii) p>1igin f,g e IP(G) ise £ +g €LP(G) ve

[ g|f+g|pdczj% s[ L[[f]”dcz)% +( Q!glpdcz)%

dir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir [11].
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Tanim 20: G < sonlu bir bdlge , f:G—>C ve p21 olsun. Asagidaki iki kosul

saglanirsa f fonksiyonuna G de LP- tiirevlenebilir bir fonksiyon denir [11].
i) f e ACL(G)
ii) VBeG i¢in f,.f, eI (B).

Teorem 16: £:G —C , L! - tiirevlenebilir bir fonsiyon ise V él¢iilebilir sinirh DEG
Jordan bolgesi igin

aL £(£)dt =2 jj f:(¢)doy

dur{11].

Teorem 17 [Cauchy-Pompeiu Integral Formulii]: f:G —@ , L'~ tiirevlenebilir bir
fonksiyon, D&G o6lgiilebilir stnirh bir Jordan bolgesi ve z €D ise

£(z) = f(g) it - j J £© 4o

dir.

Ispat. U,(z) € D, z merkezli & yangaph daire olmak iizere, D-U.(z) bélgesinde
teorem 16, g(£) = —Ct(_i) fonksiyonuna uygulanirsa
ff@) i jf@dc ’ ”c
D-Ug(z)

elde edilir. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci integralin

[{Qa- [fQ-I0y, [fdy

dUe(2) 0Ue(2) 9Ug(2)

oldugu goriiliir.
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Diger taraftan

Q-1 o

dUg(2)

[E= D)< e

9Ue(2)

dir. Buna gore

lim f 26l gr = 1im j IR -2y, f £24 | = £(2)2mi

e—>0 C -

6Us(z) 0(2)

9Ue(2)

bulunur. Béylece

f (C)

f(z)=2L

elde edilir.

Tanmim 21: G =€ sonlu bir bolge , £ €I*(G) ve  €G keyfi fakat sabit bir nokta

olsun. I (—— H d Z) dcz} mevcut ve sonludur. V¢ €G igin

—lim| -1 f(z)
(Tf) (C) 50 ( z-t;'!;s (Z—C)z dO'z]

degerini alan Tf:G —C d6niigiimiine fnin Hilbert transformasyonu denir [5].

Teorem 18: Vf eI*(G) igin Tf €I*(G) olup ; T:I? > I* sinrh bir lineer
operatordiir. Yani 3IM > 0 syleki V£ e*(G) igin
| Tf], <M| £

12— "L2

dir [5].



2.TEORIK CALISMALAR
2.1 A%2(G) Uzaymmn Tanim

Tamm 22: G € keyfi bir bélge, f e A(G) keyfi bir fonksiyon olmak iizere
1[f]:= [[[{@ do, @)
G

olsun. Burada alinan integral, Lebesque integrali anlamindadir. Fakat (2) integraline
Riemann integrallerinin limiti gibi bakilabilir.

Teorem 19: (2) ile tammmh Lebesque anlamindaki I[f] integrali Riemann
anlamindaki integrallerin limiti seklinde ifade edilebilir [7].

ispat. G bolgesinde {G,} bolgeler dizisi asagidaki ozellikleri saglayacak sekilde
alinsin:

i) G, nin sir olan 8G, sonlu sayida Jordan egrisinden olugur,

ii) Vn igin Go € G G,

iii) Vz € G noktas1 i¢in IN(z) 6yleki ¥vn >N i¢in z € G, dir.
Buna gore

" —
,Z €Gn

]f(z)
¢ (2)=

0 ,Z GG""an

ise, @, T l f |2 oldugundan Lebesque monoton yakinsaklik teoremine gére
lim ([ p,do, = [[|£[do,,
G G

yani
tim [f|£[ do, =1[£] = [[|£[ do,
G, G

elde edilir.

Bu , I[f ] nin Riemann integrallerinin limiti olarak gosterilebilmesi anlamia gelir.
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Ozel olarak
G={z:r<|z—zol<R}, 0<r<R<w, f(z)= Zan(z—zo)“, z € Golsun.

n=-—ac

z— 7z, = pe® kutupsal koordinat d6niigiimii yapilirsa

2%
I[f]= Tpdp ian prein® Z;np“e‘i“" de

n=—wc n=—o
r

elde edilir.
r <p <R i¢in yukandaki seri 6 ve p ya gore mutlak ve diizgiin yakinsaktir,

o 2
I[f]= Zﬂj > lag| p**1dp

ve integral i¢indeki seri negatif olmadigindan
I[f]=2xn i |an|2 j p2tidp

elde edilir. r=0 durumunda eger f €A(0<|z-2z|<R) ve I[f]<w ise, n<0 igin
a, =0 dir. Bu durumda z = z; noktas1 bir kaldirilabilir singiiler nokta olur ve
S L [, PRrone+
I[f]= nz —[a] R A3)

elde edilir.

Tamm 23: G cC keyfi bir bolge olmak iizere
AXG):={f:f eA(G) ve I[f] <}

ile tanmimlanir.,

2.2 A%(G) Uzayimn Bazi Basit Ozellikleri

Lebesque integralinin  ozelliklerinden ve |fi+f; |2 < (lf1| +|f, [)2 < z(lfllz +|f2|2)
esitsizliginden kolayca gériilityor ki

i) f e A*(G) ve ¢ eC sabiti igin cf € A%(G),

i) £,£, e A2(G) igin £, +f, € A2(G)
ve dolayisiyla,
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iii) f, €A%(G), k=0,n vec, eTigin ¥ ¢ f €A(G)
k=0

Buna gére A2(G) sabitle ¢arpim ve toplam islemlerine gore kapaldir. Bu iki
islem yardimiyla ve Lebesque integrallerinin 6zelliklerinden yararlanarak A2(G)
uzaymin lineer uzay oldugu kolayca gosterilebilir.

Teorem 20: f € A%2(G), z e Gkeyfi, §(z):= dist(z,0G) = glelg‘G]z —C| olmak iizere
1[f]2 = 8%(2)|f(2)f
dir.

ispat. D(z,5):={¢:[¢ — 7 < 8} olsun. Bu durumda

1[f]= jGj £©)['do, 2 D!L!f((;) do, 3)
ve £(0)= 2 (G- 2"
oldugundan
1[£]2 28%|a,[ = 8% f(2)[
elde edilir.

Tanmim 24: f,g € A%2(G) fonksiyonlan igin

(f.8):= [[£(2) g(2) do, )

olsun. (f,g) ye f ve g fonksiyonlarinin A%(G) uzayinda i¢ garpim denir. Ayrica
e +eagf* <a{jeef +leslef )

esitsizli ile
—_1 2 e, 2 Ll+ijpp 1+ip p
fg=_|f+g| +|f +igl ——|f[ -—g]
ozdegliginden kolayca goriiliir ki (4) ile tamml: (f,g) bir kompleks sayidir.
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Teorem 21:A?(G) uzay1 (4) ile tanimli i¢ garpima gére bir Hilbert uzayidir.

Ispat. Teoremi ispatlamak i¢in agagidakiler gosterilmelidir:

a) A2(G) uzay1 bir lineer uzaydir.

b) (4) ile taniml1 i¢ garpim agagidaki kogullar1 saglar.
) (f,f)20, ({,f)=0=f=0
ii)(f,g) = (g.5)
iii) (Mf,g) =A(f,g), AeC
iv) (f+g,h) =(f,h) +(g,h)

¢) A%2(G) uzay1 (4) ile tammli i¢ ¢arpimin meydana getirdigi

.0 =([efas. | =1l

normuna gore bir normlu uzaydir.

d) A%(G) uzay1 bu norma gore tamdir.

Gergekten, a- gikki yukanida gosterildi, b- ve c- siklari Lebesque integrali
ozelliklerinden ve Minkowski esitsizlifinden yararlanilarak kolayca elde edilir. d-
sikki icin: {f,} € A2(G)bir Cauchy dizisi olsun, yani Vn,m> N ve Ve >0 igin
I, — f,,,"i2 <g. Teorem 20 vyi f,(z)-f,(z) fonksiyonuna uygulayarak
Vn,m> Nigin

|£.(2) £ (D[ <'{%7’ zeBc G, &=dist(B,5G)

kosulunun saglandigimi ve buradan, teorem 4 e gore {f,} anmalitik fonksiyonlar

dizisinin herhangi B&G kompakt alt kiimesinde bir F fonksiyonuna diizgiin
yakinsak oldugu goriiliir. Ayrica, [3] de verilen bir teoreme gore F e A(G) dir.

Ote yandan ; B&G herhangi bir kompakt alt kiime ise Ve >0 igin
IN(e) eINéSrleki Vn,m> N igin

H |£.(2) - fm(Z)Izdcz <I[f, - fa]<e

oldugundan m — <o limitine gegerek
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Hlfu(z)—F(z)lzdcz <g, n>N, VBeG

bulunur. BEG keyfi kompakt oldugundan I[f, —F|<e, n>N yani FeA?%(G) ve
lim|f,~F|=0 dir. Dolayistyla A*(G) uzaymdan olan her bir Cauchy dizisi

-
yakinsaktir ve limit fonksiyon A?(G) uzaymn elemamdir, yani; A%(G) uzayi
tamdir.

2.3 A?(G) Uzayinda Ortonormal Sistemler. Gramm-Schmidt

Ortonormallestirme Metodu

Tanim 25: A%(G) bir Hilbert uzayi olsun. vk =0,1,...i¢in f (z) € A%(G), £, (2) #0
olan ve
(£ £a) =Ljfn(z)mdcz =0, n#m
sartm saglayan {fi(z)},k=0,L... sistemine bir ortogonal sistem denir. Ayrica,
{f(2)} sistemi belli bir d; # 0 sabiti ile garpilirsa {d; £ (z)} ={£(2)} sistemi bir
ortogonal sistem olur. n = m igin d2[f |£,(z)['do, # 0 elde edilir ve d uygun olarak
G

secilerek,
,i#m

[[f@ 5@ do, =5,.= {0
G . 1 ,n=m
sonucuna ulagilir. Boyle elde edilen {f{(z)}, k=0,1,... sistemine bir ortonormal
sistem denir. |

Eger A%(G) uzaymda bir lineer bagimsiz {fi(z)},k =0,1,... fonksiyonlar
sistemi verilirse, bu sistem yardum ile A2(G) uzayinda ortonormal olan bir {g, ()}
k=0,1,... fonksiyonlar sistemi agagidaki sekilde inga edilebilir. Bu inga metoduna
Gramm-Schmidt ortonormallegtirme metodu denir [12].

Farzedelim ki, {fk(z)} ,k=0,1,... fonksiyonlar sistemi A2(G) uzaymndan bir

lineer bagimsiz sistem olsun.
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eimo
(f.£,)

2. adim: h,(z) = £i(2) + noge(z) olsun. y, sayisi1 Syle segilsin ki, (h;,g,) =0 sart1

1. adim: gy(z):= fy(z), oy €IR keyfi alinsin

saglansm. 0= (hy, g0} = (fi + Ho 8o, 80) = (£1,80) + Ko (Lo, o) ve
(80,80) =1 oldugundan p, =—(fj,g,) dir. Dolayisiyla

hy(z) = £(z) - (£, 0)80(2)
elde edilir. Asikar olarak goriilir ki h(z)#0 ve hj(z),®, 1 segiminden
bagimsizdir. Buna gore
elR.

8@ o
3. adm: hy(z) = 5,(2) + 1ogo(2) + g1 (2z) olsun ve py ve p; Oyle segilsin ki
(hy,g0) =0 ve (h,,g;) =0 sartlarim saglasin. Buradan kolayca bulunur ki;

ha(2) = £(2) ~ X (£:,8)8(2)

k=0
dir ve agikar olarak goriliir ki hy(z) # 0 ve h,(z) ®¢,®; den bagimsizdir. Buna
gore
h,(z), ®, €IR.

y ei(l)z
&= Tomi)
Bu metotla devam edilirse, n adimda
n-1
h,(z) =£,(2) - l;(fmgk)gk(Z)

Ve

gn(z):=%hn(z), o, €R
bulunur, agikardir ki, h,(z) # 0 ve h,(z) ©,,®,,...,0,; den bagimsizdir.
{g.(2)},n=0,1,.. sisteminin ingasindan goriliir ki, her bir g, (z) fonksiyonu
fu(z) fonksiyonlarmin bir lineer toplami olarak goésterilebilir ve bunun tersi de
dogrudur. Ayrica (g,,g,) =1 ve (g4,g;) =0,k # j dir.
Gergekten (g,g;) =0,k#j k,j =0,n—1 olursa, m<n igin

(gn’gm) \/(hn,—h( n( ) Z(ﬁ: gk)gk(z) gm)
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eimn

= fn’ m —n_l fna s&m
(h,.,hn)[( 8m) kZ_O( 8)(8x. 8 )]

\R;“Lh)[(fn,gm)—(fmgm>]=o

Bu metod e katsayilaninm verilmesi ile ortonormal sistemi belirler. e'®»
katsayilarina faz katsayilar: denir ve 6zel olarak @,=4/1 gibi ele almnr.

Ayrica g, (z) fonksiyonu her bir f (z), k =0,n—1 fonksiyonuna ortogonaldir,
k
giinkii f, (z) fonksiyonu f,(z) =Y p;g;(z) gibi gosterilebilir. .
=0

Simdi {g,(z)} ortonormal sisteminin

8.(2) = Y 8L (2), a® >0 (5)
k=0
kogulu ile tek tiirlii tammlandifimi goésterelim. Farzedelim ki (5) ile tammli iki
{g.(@)}, {"(2)}, n=0,1,... ortonormal sistemleri mevcuttur.
g.(z) =A,(z), n=0,1,... oldugu gosterilmelidir. Gramm-Schmidt

ortonormallegtirme metoduna goére

80(2) = ¢1fy(2) = cie220(2) = AgAo(2)
ve

(80,80) = Aj(Ag,A) =1

oldufundan A2 =1 elde edilir ve al >0 dan dolay1 A,=1 bulunur, yani;
g0(2) = Ao(z) dir. >0 igin g,(z) = > AcAc(2) gibi yazilabilir, her tarafi A (z) ye

k=0
garparak
(gns}"k) = Z Aj(}"j’;"k) = Ak

0

oldugu bulunur:

Ak = _“‘gn(z)mdcz ’ k= 0,n.
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Ote yandan
k -
Ay =(ga, M) = (gn,chfj) =0,k=0,n-1.
=0

Bu durumda g,(z) = A A,(z) ve kogula gére A, >0ve AZ =1 oldugundan A, =1,
dolayisiyla g,(z)=A,(z), Vn=0,l,...elde edilir.

2.4 Ortonormal Sistemlerin Determinantlar Yardmuyla ifadesi:

Tamm 26: a) G <€ keyfi bir bolge ve {f(z)} = A%(G), k=0,n lineer bagimsiz

fonksiyonlar sistemi verilsin. Bu durumda
¢y = (£.£) = [ f(2) k(2 do,
G

ile tammlansin. I¢ ¢arpimin o6zelliklerinden kolayca gériiliir ki Cij>0vec, =Ek,j
dir.

Coo0 Co1 --- Con

. CLo cl,l R CI,
b) Gi= G(f, £,....£) =| g
cn,O Cn,l cn n

matrisine {f,(z)},k=0,n sisteminin Gramm matrisi denir. D,:= detG(£,£,...,f,)
ise, tanim 26 a- dan dolayr G’ =G, ve dolaywsiyla detG’=detG oldugundan
Vk=0,n igin D, eIR goriilir.

Simdi D, determinant1 yardimiyla agagida tanimlanan fonksiyon incelenirse

Coo Co1 .- Cgn-1 fo(2)
Co C11 ... Cyouy H(Z 1
Qn(z)3= L0 %11 Ln-1 1( ) =Z %f)fk(z): 6)
................................. k=0
cn,O cn,l ooe cn,n—-l ﬂl (Z)

D, nin tammndan dolayr A% =D, ve

0 ,k=0,n-1
(N
k

Q) = [[ Q2 &2 do, ={

D, .,k=n
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Ayrica
[[le.@Fdo.~ [ [ Q@3 W E@w,

G G

=5 jGj Qu(2) (2 do,

=A®D, =D, ,D,. (8)

Gosterelim ki Vn=0,1,... i¢in D, > 0 dir. Gergekten D, = 0 olsayd, (8) den dolay:

[[lQ@fdo, =0

olurdu, buradan Q,(z) = 0. Bu durumda

Qu(2) = AV (2)+... +2Pfo(2)
oldugundan A =0 olurdu ve buradan D, =0 elde edilirdi. Benzer bigimde
hareket edilerek D, ,=0,D,;=0,...,Dy=0 sonucuna ulasilirdi, halbuki
Dy =detcyo >0 dir. Bulunan bu geligki gosterir ki Vn=0,1,...i¢inD, #0 dir.
Dolayisiyla (8) e gore Vn=0,1,...i¢in D, > 0 olmak zorundadir. Ayrica (7) ve (8)

den

G Dn Dn—l s k =n
dur, yani; {Q,(z)} fonksiyonlar sistemi ortogonaldir.

‘”Q“(Z)Qk—(z)do'z ={ 0 Jk#n

‘= 1 -— Dn—-l
gn(z)-—\/Tn—_l—B;‘Qn(Z)— D. f(2)+... ®

olarak tammlanirsa {g,(z)} ortonormal fonksiyonlar sistemi elde edilir.
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2.5 Ortonormal Polinomlar ve Onlarm Ekstremal Ozelligi

Tanm 27: (6) formuliindeki {f (2)},k = 0,n lineer bagimsiz fonksiyonlar sistemi
olarak {z¢},k =0,n sistemini veya bu sistemin keyfi alt sisteminin olugturdugu

polinomlar goézoniine alindiginda (9) formulii ile elde edilen {gn(z)} sistemine G

bolgesi iizerinde ortonormal polinomlar sistemi denir. Bundan béyle yukarida adi
gecen ortonormal polinomlar sistemi {Kn(z)} ile igaret edilecektir.
Ozel olarak G:= {z:|z| < R} ve £ (z) = zX,k = 0,n alinirsa,

H A .z-jdcz = Tpdpzjl‘pk+j e(k-Diedg
4]

[z[<R 1]

2
= Tp““‘“dp fe(k“j)‘ede =0,k#]
0 0

ve
2 r N 2
H[z“l do, = Ipz“ dp fde

[z]<R

- 21.‘? p2k+l dp

0

=" R2Ak+D
k+1

elde edilir. Buna gore ]zl <1de {K,(z)} ortonormal polinomlar sisteminin

K,(2) = =2

oldugu goriliir.
Teorem 22: K (z) =a,z"+...ve p,.= {Pn :P(z)=2" +clz““+...+co} olmak iizere

J[P.]:= J.J'IP,,(Z)Izdcs'Z

integraline minimum degerini veren polinom P} (z):=a;'K,(z) polinomudur ve bu

minimum deger a_” dir [7].
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Ispat. Keyfi bir P, € p, polinomu alimirsa, bu polinom

P(2) =5 K, (D) +3. 4K (2)

seklinde yazilabilir.

Buna gore

ie]=|

G

2
do,

37K, (2) + 3 4K (2)
=0

J=0 J=0

- U[a;lK,,(z) 5 dej(z)][a;IKn(z) +5 dej(z):ldGZ

a2 +3 |df

j=0
elde edilir. Buradan agikar olarak gorilir ki, J[P,] integrali minimum degerini
d;=0 j=0,n—1 durumunda alir, yani; J[P,] integraline minimum degerini veren
polinom
Pl(2):=1a]'K,(2)
polinomudur ve J[P}]=a;? dir.

Teorem 23: K, (z) polinomunun sifir yerleri G nin konveks kabuguna aittir [7].

Ispat. G*, G nin konveks kabugu ve P*(z)=(z-2z)(z-2)..(z—-2z,) olsun.
Varsayalun ki z; ¢ G* olsun. Bu durumda G*konveks oldugundan z noktasiu G
bolgesinden ayiran bir ¢ dogrusu mevcuttur. z, noktasindan ¢ ye indirilen dikmenin.
¢ yikestigi nokta z ile gosterilirse Vz €G igin

|z—z| <|z~z)]
olacagimdan q.(2):=(z-2)(z—2,)...(z—2,) polinomu J[q,]<J[P:] kosulunu

saglar. Bu ise teorem 22 ile geligir, yani; z; e G* olmak zorundadir.
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2.6 Agirhik Fonksiyonuna Gore Ortonormal Polinomlar

Tamm 28: y(z) = 0 fonksiyonu G bolgesinde dlgiilebilir, reel degerli ve
[[¥(2)do, >0 (10)
G

kosulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
A%(y,G):= {f:f eA(G) ve [[Y(@)[f(2) do, < oo}
G

ile tanimlanir.

Tanm 29: y(z) fonksiyonu, tanim 28 deki kosullara ek olarak, VB < G kapali
kiimesinde, Jpg > 0 dyleki Vz, €B ve Vf e A%(y,G) igin
[[y @@ do, 2 pslf(z) (11)

G

sartin1 sagliyorsa, y(z) fonksiyonuna G bolgesinde bir agirhik fonksiyoriu denir.

Teorem 24: y(z) fonksiyonu (10) kosulunu saglayacak sekilde verilmig olsun. Eger
VB c G kapali kiimesi igin agagidaki kogullan saglayan, kapali, pargali-diizgiin bir
£cG egrisi ve bir §>0 sayist bulunabiliyorsa y(z) fonksiyonu bir agirhik
fonksiyondur.

1) Min{ d(¢,B) ; d(¢,5G) } =&
2) y(z)2g,>0,Vz eF:= {z:d(z,Z) < %}

Ispat. V¢ €/ ve £(z) e A%(y,G) igin m, = ineli:’y(z) > 0 olmak iizere

@@ do, 2 [[y(@)|f(2)[do,2m, [[|f(z) do,

G d 3
s -

yazilabilir ve teorem 20 den dolay1
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[[r@lsofds. 2 (3 mso)f
ayrica M:= l\éng] f| olmak {izere

Lj v(2)|f(z)[ do, 2= (g) m, M? (12)

elde edilir. Vz, € B i¢in teorem 12 kullanilirsa

£(2) = f o

If( )l < MmesE

esitligi ve buradan (12) gézoniine alinarak

HY(Z)If(Z)I do, 2 —( melf(zo) , zp€B

oldugu gorillirr BcG ve fe Az(y,G) keyfi oldugundan y(z) fonksiyonu bir
agirhk fonksiyonudur .
Ozel olarak, D(z) e A2(G) ve D(z) #0, z €G olmak iizere
¥(2):=D(@)f (13)
ile tammlanirsa, teorem 24 e gore y(z) fonksiyonu bir agirhik fonksiyonu olacaktir.
Gramm-Schmidt ortonormallestirme metodunda e¢le alman f(z),k= 0,n
fonksiyonlan olarak
f(z)=D(z)z, k=0,n
fonksiyonlan alinirsa ortonormallegtirme sonucunda G bolgesinde ortonormal olan
£:(2) =D(2)Ki(2) , k =0,n
sistemi bulunur. Burada Ky(z) k. dereceden bir polinomdur ve ei*x faz katsayilar

oyle segilmigtir ki Ky (z) nin bag teriminin katsayis1 pozitiftir.
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Bu durumda

‘U D(Z) Kk(z)m Km(z) dcz = 8k,m

elde edilir ve v(z) =|D(z)[" yazilarak
[[T@Ki(2)Ka(2)do, =8¢ m

G
sonucuna ulagilir.
Bu sekilde bulunan {K,(z)} polinomlar sistemine y(z)=|D(z) agrlik

fonksiyonuna gore G bolgesinin ortonormal polinomlar sistemi denir.



3. BULGULAR

3.1 Giris ve Problemin Sunulusu

G < bolgesi, simn Jordan egrisi olan smirh bir bolge olsun. Ikinci boliimde
goruldiigii gibi, G bolgesinde verilmis herhangi bir y(z) aflik fonksiyonuna gore
ortonormal olan {Kn(z)} polinomlar sistemi, bagteriminin katsayisi pbzitif olmak

{izere
, n=m

[[y(@K.(2)Ka(2)do, ={ (14)

G 0, n#m
tek tlirlit tammmlamr.Bu polinomlara G nin y(z) ye gore Bergman polinomlan adi
verilir. Bu polinomlar ilk kez 1922 yilinda, Taylor serilerinin sonlu basit baglantili
bolgeler igin benzerini bulmak amaci ile T. Carleman [13] tarafindan incelenmistir.
K,(z) polinomlarma klasik ortogonal polinomlarn (Tschbyscheff, Lagrange,
Laguerre, Legendre, Hermite) kompleks diizlemde benzeri ve geniglemesi gibi de

bakilabilir. Bu nedenle klasik ortogonal polinomlar igin incelenen problemler uygun
olarak {K,(z)} polinomlan igin de incelenir. Béyle problemlerden biri 1921 yilinda

Stekloff tarafindan s6ylenilmigtir:

"Hangi yeter kosul altinda, verilmig arahifa goére ortogonal polinomlar bu
aralifin i¢ noktalarinda diizgiin sinirh olurlar."

Bu problem benzer sekilde {Kn(z)} polinomlan1 igin asafidaki gekilde
verilebilir:

G bolgesi ve y(z) agirhk fonksiyonu hangi kosullar1 saglamahdir ki {K,(z)}
polinomlar1 G bolgesinin i¢ noktalarinda diizgiin sinirh olsunlar. Daha genel olarak,
G bolgesinin iginde {K,,(z)} polinomlarinin sifira inme hizim belirlemek gerekir.
(14) den bu problemin ¢oziimii direkt olarak G boélgesinin ve y(z) agirhk
fonksiyonun &zelliklerine baghdir. Bu baghibk P.K.Suetin [6] tarafindan
ispatlanmig asagidaki teoremde agikca goziikkmektedir.
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Bu boéliimde, agirlik fonksiyonu olarak; D(z) eA(G) ve D(z)#0,Vz eG
olmak iizere

2
b

v(2)=|D(2) zeG (15)

fonksiyonu alinacaktir.

Teorem 25:[6] LeC(p+La),p=0;D®(z) eA(G)mLipa ,0<a<1l zeG
olsun.

Bu durumda

const 1
IKR(Z)I < [d(B, L]P+3 np+e ’

z eBeG (16)

1988 yilinda pargali-diizgiin sinirh boélgeler i¢in (16) formuliiniin bir benzeri
D.Gaier [7] tarafindan elde edilmistir, fakat (16) esitsizliginin sag tarafinin zeB&G
noktalarina bagimlih@ gosterilmemigtir. Bu béliimde daha genis bélgeler ailesi igin

s06zii edilen problemin benzeri incelenecektir.
3.2 Riemann Doniigiimii

Tanmm 30: G; ve G, kompleks diizlemde iki bélge ve £:G, - G, bire-bir, 6rten ve

analitik bir fonksiyon ise f d6niigiimiine bir konform doniigiim denir [3].

Teorem 26 [Riemann Doniigiim Teoremi]: G kompleks diizlemde G #C olan basit
baglantili bir bolge ve z; e G ise G bélgesini, U:= {z: [z| < 1} agik birim dairesine
déniigtiren ve ©(z,2) =0, ¢'(29,2%) >0 kosullanimi saglayan bir tek ¢:G > U

konform déniigiimii vardir [3].

Teorem 27: G T bolgesi, sinin1 Jordan egrisi olan sonlu bir bolge ise
@(0) =00 ve lim (z) 0

Z-vo 7

olacak sekilde bir tek ®:CG — CU konform déniigiimi vardir.
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Ispat: n, €T keyfi fakat sabit bir nokta olsun. Bu takdirde n(z):=1, +% déniigiimi
CG basit baglantili bolgesini, ¢ diizleminde basit baglantih bir G;:=n(CG)
bolgesine resmeden m(w)=mny ve n’(w0) >0 kogullarim1 saglayan bir  konform
doniigimdiir. Ote yandan teorem 26 ya gore ¢(mp,Mo) =0 ve @’'(1g, M) >0
kosullarim saglayan bir tek ¢:G; > U konform doéniigiimii vardir. p:U— CU,
p(0) =, p(0)>0, p(w)= %, doniigiimii konform oldugundan
CD:=uc<pcn:C6—5 CU

O(z)=————,

®( + 10> o)

do6niigiimii konformdur ve
O(w0) =0, llm—CM >0

oo Z
kogullarini saglar.

G < bolgesi, sinn Jordan egrisi olan sonlu bir bolge, zo € G, L:=0G ve
Q:=CGolsun. W=¢(z,z)) (W=®P(z)) ile G bolgesinin (2 bolgesinin)
U:= {W:|W| < 1} ya (Cﬁ ye), ¢(Zo,20) =0 ¢'(Z,29) >0 (CD(oo) = w,grologgz—z—) > 0)
kogullarini saglayan konform doniigiimii olsun.

¢ (®) doniigiimii G den U ye (ﬁ den CU ya) homeomorf olarak
genigletilebilir [14]. Bu homeomorfizm kangikhiga sebep olmadik¢a yine @ (®) ile
gosterilecek ve y:= @™ (¥:=O) almacaktir.

0<r<lve R21 olsun.
L= {z:lcp(z,zo)l =1}, Ly:={z e Q:|®(z)| = R}

egrilerine seviye egrileri denir ve t > 0 i¢in G,:=I(L,), &;:= E(L;) olsun.

3.3 Yarikonform Déniisiimler ve Yarikonform Egriler

Tamm 31:G,,G, < € iki bélge, £:G, - G,i¢in J;(2):=|£,(2)[ ~|f(2) >0,VzeG,
sartin1 saglayan C! simfindan olan bir homeomorfizm olsun. Bu durumda
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[f(z)|+|f(z)|
BEQE@]

ise, f doniigiimiine G, bolgesi iizerinde tanimli bir K- yarkonform doniigim ve

<K<w (17)

K 21 sayisina ise f doniigiimiiniin yarikonformluk katsayisi denir [5].

Tanimdan goriilityor ki, f déniigtimii, G, bolgesi tizerinde K- yarikonform ve

K-1 |£,(2)]
K+1 f,(z)|

konform ise VzeGigin f,(z)=0 oldugundan f doniisiimii  1-yarikonform

k:=

ise VzeG, igin <k<1 dir. Aynca, f:G, > G, doniigiimii

doéniigtimdiir.

Tamm 32: L genigletilmis kompleks diizlemde bir Jordan yay1 (egrisi) olsun. Eger
D o L bolgesinin f K-yarikonform doniigiimii altindaki f(L) resmi, arahik (gember)
ise, L yayina (egrisine) K-yankonform (K > 1) yay (egri) denir [11, 15].

F(L) ile Do L bélgesinin tiim K(f)-yarikonform déniisiimlerinin kiimesi
almsin, dyleki; f(L) aralik veya ¢ember olsun. K(L):=Inf{K(f):f eF(L) }ile

£ +]6]
tammhdir ve K(f) = |T|—|— 21, f doniigiimiiniin dilatasyonudur. Bu durumda L
egrisine K-yarikonform egri denir, eger;
K(L)<K<w (18)
ise [11, 15].
Tanim 32 de iki hal olabilir;

a) D=c,
b) D < - sonlu bolgedir,
a-) haline uygun tanima yarikonform egrilerin global tammu ve (17) ile verilen
K sayisina bu yarikonform egrinin yarikonformluk katsayis: denir.
b-) haline ilygun tanima yarikonform egrilerin lokal tamimi denir ve bu
durumda yankonformluk katsayisi1 (18) ile belirlenir.
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Teorem 28: L bir Jordan egrisi, z,z; €L,z # z, olan keyfi noktalar ve
L(z,,2,), z, ve z, noktalannin L egrisinden aywdigi kiigiikk ¢apli yay olsun. L
egrisinin yarikonform olmas: igin gerek ve yeter kosul

Zl —
Su < 0
pig |2~ 2|

olmasidir [5].

Bu bélimde yarikonform egrilerin lokal tanimindan yaralamilacaktir. Lokal
tammin global tammma avantaji, bu tanim yardimiyla bazi basit yaylarin veya
egrilerin K-yarikonformluk katsayilarinin hesaplanabilmesidir.

Teorem 29: L analitik yay veya egri ise K=1 dir [16].

Teorem 30: L ,C, smfindan bir yay veya efri ise Ve>O0 igin L,(1+¢)
yarikonformdur [15].

Tamm 33: L kompleks diizlemde bir Jordan erisi, y:€—>C doniigimi I(L)
bolgesini E(L) bolgesine, E(L) boélgesini I(L) bolgesine doniigtiren ve
Vz eLiginy(z) =z kosulunu saglayan bir doniigiim olsun. }:cr:—m: doniigiimii

yarikonform ise; y d6niigiimiine L egrisine gore bir yarikonform yansima denir [17].

Teorem 31: L egrisi kompleks diizlemde bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore
yarikonform yansimamn mevcut olmasi igin gerek ve yeter kogul L egrisinin
yarikonform olmasidir [11].

Teorem 32: L egrisi, global anlamda K- yarikonform egri olsun. Bu durumda L
egrisinin belli bir komsulugunda siurh kismi tiirevieri olan L egrisine gore C!
simfindan bir y yarikonform yansimasi vardir; 6zel olarak L egrisinin belli bir
komsulugundaki Vz ve Vz' €L igin

sabit|z -z

<|y(z) - z| < sabit|z— z

(19)
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saglanir [18].

L, lokal anlamda, K-yarikonform f déniigiimii ile tanimlanan K- yarikonform
bir egri olsun. Bu durumda, R, sayis, I1<Ry<2 , ¢,D,f doniigiimlerine bagh
olarak belirlenmis ve 1, =Rj;' olmak tizere tamim 32 deki D bolgesi olarak
D:= Gy, — G,, bolgesi alinabilir.

[5,s.71] e benzer olarak gosterilebilir ki, a(~)=f‘l{ﬂ_l} doniigiimii L

efrisine gore K2- yankonform yansimadir. Yani o) donigiimi oyle bir K2-
yarikonform doniigimdiir ki, L egrisinin noktalarini degistirmez ve herhangi bir
1<R <Ry, 1 <7 <1 sayilan igin

a(Gz~G)cG-Gy , a(G-G;) =Gy, -G
kogullarim1 saglar. Ayrica yarikonform doniigiimlerin genigletilmesi teoreminden
[11,5.102] yararlanarak genelligi kaybetmeden tanim 32 de ad1 gegen D bolgesinde

¥(2) = a(2) (20)

oldugu kabul edilecekdir.

3.4 ¢ ve ® Déniisiimlerinin Bazi Lokal Ozellikleri

Tanim 34: € de tamml, negatif olmayan, 6l¢iilebilir ve
A(p):=[[p*(z)do, %0,
kosulunu saglayan bir p(z) fonksiyonuna bir model fonksiyonu denir [5].
I',diizlemde verilmi keyfi lokal olgiilebilir bir egriler ailesi, p: €—>C bir

model fonksiyonu ve
Ly(T):= Inf [p(2)|dz|
Y

olsun. ( p(z), y egrisi iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon degilse, jp(z)ldz|:= )
Y

olarak kabul edilecektir) [5].
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Tamm 35: T kompleks diizlemde lokal lgiilebilir bir egri ailesi ve {p(z)} tiim

model fonksiyonlarinimn ailesi ise
m(T'):= Inf{ %:p e{p(2)} }
[

sayismna, I’ ailesinin modiilii denir [5].

Tamm 36: M <—C herhangi bir basit baglantili bélge (siurh veya simirsiz) ve
Zi,Z»,23,Z, € M birbirinden farkli noktalar olsun. y < M, lokal-6lgiilebilir kapali

Jordan egrisi, © kompleks diizlemini, biri z,,z, eM digeri z;,z, € M noktalarim
iceren iki alt bolgeye bélerse, y egrisine, M bolgesinde z,,z, e M noktalarim
z3,Z4 € M noktalarindan ayirtyor denir.

Boyle y egrilerinden olugan aileye, M bolgesinde z;,z, noktalarmi, z;,z,
noktalarindan ayiran egriler ailesi denir. Bu aile I'(z,2,;2;,2,,M) ve bu ailenin
modiilti m(z;,z,;2;,24,M) ile gosterilecektir.

Teorem 33: w = F(z) doniigiimii M boélgesinde bir K- yanikonform doniigiim olsun.

Bu durumda

- m(zl,ZZ;Z39z4’M)
K < A (F@), F(); F(), Fzo) FOD) ~ &

dir. K=1, yani F doniigiimii konform déniigiim ise
1(2,, 2,; 23, 24, M) = m(F(z,), F(2,); F(z3), F(z4), F(M))
dir [5, s.25].
Bundan sonra; c,cy,c,,... pozitif, €,€;,¢,,... yeteri kadar kiigiik pozitif sayilar,
ve genelde G,D bolgelerinden bafimli sabitleri isaretleyecegiz. AXB sembolii

A<cB(A>0,B>0) A><B semboliiise A<B ve B<A oldugunu gosterir.
¥V M,N c¢ igin d(M,N).= Inf{|z-¢:zeM ,{ eN}

— M An — p— 3 An —_—
veayrica A, =0(B,) IP_I& B, = 0 ve A,=0(B,) < x1l1_1)r°1o B, = ¢ olsun.
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Teorem 34: L bir K-yarikonform egri, z, €L, z,,2; eGm{z:Iz—zll Scld(zl,LRo)};
w; =0(2;,2), (22,23 eQm{z:[z—-zl| < c2d(zl,L,0)};wj =d(z;)) j=12,3 olsun.

Bu durumda
1) |21—22|=$ ]zl—z3| = |W1—W2|4|W1"W3| dur,
ve dolayistyla
|21 — 2|z, — 2| & |wy— W || w; —ws] dur.
ii) Eger |z, — 2, ||z, — 25| ise
K-2 K2
|W1—W3 < Zl"%‘__,:\lwl_ws
W1 — W, Zy—2Z, W —W;,
dir [16, 19].

Sonug 1: Teorem 34 iin kogullar1 dahilinde, eger; z; €GN {z:]z ~z|=c;d(z,Lg,)}
(z3 eGn {z:]z —z|=c, d(zl,L,o)}) ise
|wy ‘W2|K24 A ‘Wzlw2

dur.

Teorem 35: L eCo(A),0<A <2 ise VR>1ve Vp,0<u<Min{1,A}icin
Sup d(z,Lg) X (R-1)",

dr.

Ispat. Basitlik igin, G bélgesi bir tane Ax dig agya sahip ve z, €L, G bolgesinin
An dig agisina sahip oldufu kdse noktasi olsun. A <1 i¢in &:=(z—z )V*: C—>C
doniigiimiinde £(z,) =0=:§, ve L, =¢(L) eCy dir. Teorem 30 ve sonug 1 den
dolayr Ve > 0 kiigiik sayist igin d(&,,5(Lg)) < (R -1 dir. Teorem 30 ve sonug 1
den, Ve >0 igin

d(2, L)% [d(Go,6(La))] < (R 1)

d(z,Lg)x(R-D"¢, Ve>0, zeL—{lt—szSq} 21)
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A21 ise z, noktasmin Ly seviye ¢izgisine kadar olan uzakhif, diger

noktalardan Ly seviye ¢izgisine kadar olan uzakliklardan daha kiigiiktiir. Buna gore
VzelL- {|t ~z|< sl} igin teorem 30 ve teorem 34 den, Ve > 0 igin

d(z,Lr) <d(z,Lp) < (R-D*® (22)
elde edilir. Béylece (21) ve (22) den teoremin ispati yapilmig olur.

Teorem 36: G —C keyfi sonlu basit baglantili bir bélge olsun. Bu durumda ¢
déniisiim fonksiyonunun tiirevi i¢in agagidaki esitlik saglanir [16]
1-|o(2,%)| 1-|9(z,2)|
—_—l s <L ’ LYoo L~ ~ 7L
WD) Sle@nl2—r .
Teorem 37: L egrisi, K- yarikonform egri olsun. Bu durumda Vu,0<u<Ry—1 ve
Vz, €G igin

mes(@oa)(Gry —G,2)<87Y(zy) 857 (8)
saglanir. Burada |t|=Min{|w|:w €(¢oa)(Liy,2)} olmak iizere, 8(z) = d(z,L)
ve £ =o¢7!(t) dir.

Ispat. Agik olarak,  mes(@°a)(Gy, —G,2) <2m(1—|1)) (23)

dir. z, 555 ise sonug 1 den;
1-|t| 8% (%) (24)

elde edilir. z e GND,z5:=a(z) ;8(z) =|z -7

, Z €L olsun. Bu durumda iki hal

miimkiindiir:
i) z eGHu;
bu halde sonug 1 den

< 26 25)

1—|1:|_<.14 =< 5(z2)

-z
z-1,

i) z €Qy,, N D;
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w; noktasi, |w| = R, ¢emberi iizerinde belli bir nokta ve z,:= ®~!(w;) olmak iizere;

¢ fonksiyonu, G bolgesinden Gy, bdlgesine agagidaki gibi genisletilebilir:

0(z2), ze€G

P(z,20):= : _
—, 2€Gp, -G
¢(a(2),2)

Agikca goriiliir ki; ¢(z,2,) doniigiimii K2-yarikonformdur.

Gy, bolgesinde, z ve £ noktalarimi z, vez, noktalarindan ayiran, yerel sonlu
uzunluklu egriler ailesi I:=I1(z,§;2,2,Gg,) ve I} =¢(I},2) ile tammmlansin. Bu
durumda bu egri ailelerinin modiilleri i¢in asagidaki egitsizlikler saglanir [16]:

1 z—7Z, o o 1 C,
>— e <—In—2—
mT)2 e 2% m() s LS 26)
burada; ¢; =¢;(R¢,D,G), j=1,2 ve z,£,z,,t dan bagimsizdir.

Teorem 33 den ve sonug 1 in yardimiyla

(1-|<])¥ = S

z|_, 80&)
RN 27

oldugu goriiliir. Buna gore (23)-(27) den teorem 27 ispatlanmig olur.

Sonu¢ 2: Vu,0<u<Ry—1ve Vz, €G igin
mes(@ © a)(Gy — G, %) %57 (z) u*™
dir. Bu sonug, (19), (20), teorem 37 ve sonug 1 den goriiliir.

Sonug 3: Vu,0<u<Ry—1ve Vz, €G igin

Ik

Gy.y—G

atp(z z,)[ do, 812““‘)
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~ 2 ~ 2
Ispat. ¢ doniigiimiiniin, Jakobiyam J4:= }acp(;;zo){ _{8(;)(;_,%)} ve yarikonformluk

katsayis1 K? (k = K

) olsun. Gy, bolgesinde hemen hemen her yerde

108(2,20) /98(z, zo)I<k <1

oz 0z
oldugundan
-1
dpzz)y. _ [[;.||08(z2) 02 _
” 5z Id"“ Y| |56(z20) 702 1| 9°
G1+4—G Giiy—G

kZ
st [[lsde.

Gyy—G

uk™

# mes((poa)(GHu G) < 8( )

Teorem 38: G <€ bélgesi, L. K-yankonform egrisiyle sinirh bir bolge ve a(-), L

egrisine gore bir yarikonform yansima olsun. Bu durumda, Vu,0 <u <Ry -1 igin

2 mes(QG) K?-1
Gl”laz(z)ldczs S ke

dur.

Ispat: a,K?-yankonform yansima oldugundan; a bir K*- yarikonform déniigiimdiir

ve dolayisiyla
o | _ K2 -1
o, | ai sk, k= K2 +1
saglanir. Ayrica .
To= (G ~ [ =|asf ~a,f =~(ou[ ~|asf) >0
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J-J.IOLZ(ZH do, = j |, (@) 2(2)(| jl)z(z)l

JJ _Ja)
1-|o,(2)[" /laz(z>|

o(2)|do,

Gyu~G

mes(oc(Gl+u G)) . mes(G)
1-k? - o1-k?

elde edilir.
3.5 A%(G) de Yaklagim

Teorem 39: L egrisi K-yankonform egri, zy €G ve 8(zy):=dist(z,L) olsun.Bu

durumda, Vn22ve 0<y < —= K“ igin

1) Pi(z,2) =0, Pi(29,2) = ¢'(29,2),

ii) || (2, 20) — P12, 2Z0) | 42 S © 5772 (20) (28)

sartlarim saglayan bir P,(z,z,) polinomu vardir.
Ispat. 1 < R’ < R, kaydedilmig say1 olsun ve ¢ fonksiyonu, G, bolgesine

i 0(z,2)), zeG
0(z,2):=

o(a(z),2), z2€Gp -G
seklinde genisletilsin.
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Bu durumda,

0 , z€Q

0:(2,20) = { . (29)
q)'(oc(Z), ZO)a‘ia zZe GR, - G

olur. Bu halde ¢(z,z,) fonksiyonu i¢in Gy, bélgesinde teorem 17 kullanilarak

#(z,20) == f‘”“zf’)c H“”*'(C%) o zeG  (30)

Gr -G

integral gosterimi yazilabilir ve buradan

(@)= f}"écgz) c—iﬂ‘ﬁi(f’zz)‘?dcg, z¢G.

Cr -G

Yeteri kadar bityiik n>N(R,) ve keyfi 0<g<1 sayist igin R:=1+c¢; n*!

sayist 1< R <R olacak sekilde segilsin.

A(z,z):= flg—%dc Jf%(@ ZO)d o., z€G

Gr-Gr

B(z,z,):= —% JJ LACE) do,, z€G

-z
Gr—G

ve

alimirsa, (30) dan,

9(z,20) = A(z,29) + B(z, 2) €29)
elde edilir. A(z,z,) fonksiyonuna, G bélgesinde analitik oldugundan, polinomlar ile
yeteri kadar iyi yaklasllabih'r Bu amagla

Qu(z 20):= Jo(z; 20)Kimiea (G, 2)d6—— j [ #:(6.20)Kymia(G2)do (32)

’GR
polinomunu ele alalim. Buradaki K, ., ,(§,z) Dzyadyik ¢ekirdek polinomdur [20]
ve ({~2)7J,j=1,2,.. Cauchy ¢ekirdek fonksiyonuna yeteri kadar iyi yaklagir.
Yarikonform smirh bolgelerde Dzyadyik ¢ekirdek polinomunun yaklagim
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ozellikleri, V.I.Belyi [21] tarafindan incelenmigtir. [21] de, keyfi zeL, £ € Quyn
noktalan ve yeteri kadar biiyiik k = k(G) 22 dogal sayis1 igin

d~ (Z Ll+1/n)
" le-2fe-2+g-¢hm

2 (i KinalG2) | < £ €Gr ~Gq

oldugu gosterilmigtir. Burada
¢=¥[O©)(1+1/n)]
dur.
z €Ly, noktas, d(z,Ly,)=|z—2z| olacak sekilde segilir ve
zi=12, =2, z3:=C, Wi=®(2), W= D(2), wy:=®(() almirsa, teorem 34
yardimiyla

mK—2

ZZ'm W — W
=< 1 2

z-2| | _|z-
[ = e

mK-2
< ( 1/ ) = n—amK’2

1/n'-®

—z| 3 n09% oldugu gozonime alimrsa, V& € Gy — Gy

noktast ve m > K? +2K*(1—¢) |/ € sayis1 igin,

o 1
E-Z_ (C -z - Kl,m,k,n (Ca Z))
esitsizlifinin saglandif: goriiliir.

£ 0! (33)

Bunlara gore;
|A(2,2)-Q,(z zo)|<——

it

Gr~Gg

4]

e )

£(¢.20)] def

2 K&

:=J1+J2
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elde edilir.

£, L, egrisinin uzunlugu olmak iizere, (33) yardimiyla;
1y~ 1 I
L% j |8G2)lag] < L{ lac]=

d(z,L)

elde edilir. Ote yandan |1P'(W)IHW

[22] ve sonug 1'in yardimiyla;

¢=[ldg|= [|¥ <— 1 ___ J|d
11’1;“ CI |WIJ;I‘1' (W)I IdWI : (R' - 1)1_(1/K ) IWI‘LL' Wl

=2zR (R — 1)K 7!

ve R’ > 1 sayis1 kaydedilmis oldugundan, J 14& bulunur.

Schwartz esitsizligi kullamlarak
1%z [[]e:6 )4
Gp~Gr

J oz lzd"cr

L

12
s%L J _JG L(P'(O‘(C),Zo)lzdcg] {

bulunur. Sonu¢ 3 ve teorem 38 den

. f_JG:P'(a(C),zO)Ichc;:s mes@(a(Gy —Gr),2)% 1

.U [a3|2d044 mesa(Gy, —Gy) < mesG

GR' —GR

ve dolayisiyla; m 2

K2(2K2% +1) .
— sayilan igin
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|A(z2)-Quz2) <+, 2€G, %<G (34)
esitsizlifinin saglandig: elde edilir.
Qu(z.20):= Qu(2,2) — Qu(%,2)
almirsa, Q,(zy,2)=0ve (31), (34) den,
| ¢20) = Qo 20) [ X | B 20) o+ (35)
sonucuna ulagilir.

Teorem 18 'den yararlanarak (19), (20) yardimryla,

fI

G

B(,z) do, % [[|fz(6.20)] do
Gr-G

% [[lo'(a(@).2)f do;

Gr-G

g mese(a(Gg —G),2)
ve bu durumda (35) den,
|0.20) - Qu(,20)]2 % meso((Gr =G zo)+=  (36)

oldugu bulunur.

Qu(2.2) — (2— 2)[ ' (20, %0) — Q. (2, 2)] n > N(R,)
Pi(z,2):= (37)

(2= 20)9'(2, %) , 1S N(R,)
ele alinarak, Minkowski ve Schwartz esitsizlikleri yardimu ile (34) ve (36) dan

lorC-20) = B, 20)] o % 0 (. 20) —Q'n(-,zo)llAz +|A'(20,20) — Q. (20, 20)| +|B (20, 20)] .

< %+ [meso(a(Gy - G),Zo)]l/2 +“‘5§(',Zo)

12
J J do,
A2 GR-G]C_ZOrl
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<L +571(z0) meso (a(Gr - G), )] (38)

bulunur. R sayis1 ve sonug 2 gézoniine alinarak (37) ve (38) den teoremin ispati
elde edilir.

Teorem 40: LeCy(A), 2z €G olsun. Bu durumda, Vn>2 wve
A1
0<},L<M111{2 2 z}upm

1) Pu(20,20) =0, P(20,20) = ¢'(20, %)

ii) | @'(-20) = Py (> 20) | o < €[3(20)] 22D =t - (39)

sartlarim1 saglayan bir P,(z,z,) polinomu vardir.

Ispat. L eCy(A) oldugundan L egrisi igin teorem 28 in kosulu saglamir. Yani L
yarikonform egridir (herhangi bir K, >1 yarkonformluk katsayisi ile). Buna gore
(38) den P,(zo,20) =0 ve P'(2,2) = ¢'(2,2) olmak iizere,

[ 9(20) = By, 20) (s X £+ 87 (o) mes (a(Gr — G), 20)]” (40)
elde edilir.

Z€G  noktasi  kaydedildii durumda, mesp(a(Gg—G)) nin
degerlendirilmesi z, dan bagimsiz halde [18] de verilmigtir.

z, € G noktasi keyfi nokta oldugu durumda ise, meso (a(Gy —G)) i¢in [6] da

yapilmig degerlendirme yéntemi, uygun ilaveler yapilarak kullanilacaktir.
z, €L noktasi, A=, M}inxj =A, 0<A;<2 dig agiya sahip sonlu sayidaki

noktalardan biri, b;(z,), j= 1,2 yaylan L egrisinin z, noktasinda birlesen ve Arn dig

agisim olusturan sonlu uzunluklu alt yaylan, ®(z,)=1 ; b,, uzunlugu en kiigiik
olan ®(bi(z)),j-12 yayr ve E,:={rei°:]6|<mesbt, 1<r<R}, E,=%¥(E,),

E.=0a(E,), E, =¢(E,) olsun.
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Ayrica (z) dizleminin (£) dizlemine §={(Z,2) =(z'—zk)2_i7» ve (&)
diizleminin (w) diizlemine w =w(&, %), W(&(z,2)) =0 doniigiimleri alalim ve
E,=C(E), Ew=w(E), Goi=l(z,2)=(2-2)7" gibi isaretliyelim. Bu
durumda, G.:={((G) bolgesi diizgiin smirh bolgedir ve teorem 30 dan L:=0G,
egrisi keyfi 0<e<1 igin (1+¢)-yarikonform egri olur. Teorem 37 yardimiyla,
|wr|:= Min{]wl:w eEw} ve &' = wi(w’) olmak iizere;

mesE, €871(§)8%(g), Ve>0 (41)

elde edilir.
L. egrisi (1+g)-yankonform oldugundan w(£), w~({) doniigiimleri kendi

diizlemlerinde (1+¢)?-yarikonform déniigiimlerine kadar genisletilebilir [5, s.75]. Bu

durumda Goldstein teoreminden [23]

mesw(E;) £ (mesE.))", 0<n<(1+¢g)? (42)
yazlabilir. Ote yandan 9E,, yarikonform oldugundan,

mesE,, > 81(1-]w']) 43)

kosulunu saglayacak sekilde bir g, > 0 sayisimin meveut oldugu gosterilebilir. Sonug
1 yardimayla (1—|w’|) 2 ¢,8+" (&) elde edilir ve (41)-(43) den,

mesE, x37(&,)(mesE,)°, Ve>0
bulunur. mesE, nin iistten degerlendirilmesi mesF, nin [18] de yapilan
degerlendirmesine benzer gekilde yapilir. Bu durumda (z) diizlemine gegerek ve
[18] deki mesF, nin degerlendirmesinden
2A

1
mesE, €8 22 (z)(R-1)*, o<w< Min{ﬂ’ 1}

elde edilir. 0 < £ <1 keyfi ve R =1+c¢,n*"! oldugu gozoniine alinarak (40) dan

_S-2h
|0'(20) =By 20) ] < 228 P () . < Mm{;"—xé}

bulunur ve bdylece teorem ispatlanmig olur.
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Teorem 41: L, bir K-yankonform egri ve y(z) =|D(z) [2 agirlik fonksiyonu,

D(z) eA(@), D(z) eLipa, 0<a <1, D(z)#0, zeG kosullarmi sagliyor ise,
1 <!
K YT

Vn22ve 0<A< igin
a 1
K %7K
0'(29,2)

D Tu(zo.) = 5

i) | 255) 1, 2)

< 0572 (2,)

A

sartlarimi saglayan bir Tn(z, Z,) polinomu vardir.

Ispat. D(z) eLipa ve D(z)#0, zeG oldupundan _I_)é_z) elipa, z eG dir. Bu

durumda Teorem 3. [17] ' ye gére;

kosulunu saglayacak bir R ,(z) polinomu mevcuttur.
Ru(2,20):= R (2) ~ Ran(20) + (45)
gibi tammlanirsa,
-1
Rm(ZOa ZO) - D(Zo)

kosulunun saglandig: ve sonug 1'in yardimyla

i'_ —aK?
D~ Rm C=sm (46)

oldugu bulunur.
Teorem 39 da adi gegen P,(z,2z,) polinomu gozéniine alinarak (46) ve teorem

39 dan, 0 < € <1 keyfi say1s1 i¢in
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“ —-——(p'(is%) ~P( 20)Ra (%)

A2

| Ca B2 4 5i2) -] - Ra0) | 02| R

A2

y

1
+ ﬁ— m('aZO)

L
DC

<[ o' 20) = By 20)] [

+“T15-R.,,(-,zo) “C 0'(-20) .

N S G 3
%0 K §2(z)+m*F (1+€ 2K* § 2(20)) @7

elde edilir.

2aK? 1
+ >—
n , o K2

ve T,:= P, R, alinirsa, T, (zy,2) = (20,%) ve (47) den,

D(z,)
L <!
ol 3 nx, og
|26 1) <5F@ {0 " K
A? nE, o>—
? 2K?

elde edilir.

Sonug 4: L € Cy(A),0< A <2 ve y(z) fonksiyonu, teorem 41 in kogullarmi saglayan

A 1},0<1,u<oc Min{1,A}

agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda; 0 < p < Mm{ TN

olmak iizere, Vn>2 i¢in asagidaki kosullann saglayan bir T,(z,z,) polinomu

meveuttur



i) Tn(ZOaZO) = 0’ Tx:(z(hzo) = (P'(Zo:zo),

|5

Ispat. Bu sonucun ispati, teorem 41 in ispat1 gozoniine alinarak, L e C4(A) haline

5-2A w
s WS
8 202-A)
< (Zo){ W

LZ

uygun degerlendirmeler yapilarak elde edilir:
(44)-(46) dan, teorem 35 e gore d(Z,L1+1/m)=‘5—I;—n, n=Min{1,?»} oldugu

|5

elde edilir. Teorem 40 'da ad1 gegen P,(zz,) polinomu alinarak (47) ye benzer
bigimde, 0 < 1 < Mm{ A 1} 0<w <aMin{l, A} keyfi sayilar olmak iizere;
C)

kullanlarak,

£d%(z,Lyy/m) S M¥, 0<p < aMin{LA}  (49)
C

2-A72

||“’ C20) _pr( 73R (r20)

[ fio

<||q>( FARRAC zO)HAz[

nE m(-,zo)\|cll<9'("z°)"Az

_ 523
L (1+m*) 8 26 (7)) +m ¥ (50)

bulunur.
a’ wsu

m:=
L

¥ 41, W>p
ve T,:=P,R,, almarak (50) den (48) elde edilir.

3.6 {Kn(z)} Polinomlar Sisteminin dzelligi
Teorem 42: L bir K-yankonform egri, z, € G keyfi bir nokta ve y(z) =|D(z)|2

agirlik fonksiyonu, D(z) eA(a) N Lipa,0<a<1,D(z) #0, Vz e G olacak sekilde

verilsin. Bu durumda Vn =1,2,... i¢in
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s 1/ 11)51‘7’ *<3K
|Ka(20)| £¢872(z)) (51)

= 1
(l/n)K2 2 a 2 2K2

saglamr. Burada ki ¢ = ¢(G,K, D) > 0 sabiti z, ve n den bagimsizdur.

Ispat.
I(f):= ”ID(z)f(z)lzdcz (52)

integraline

X2 _ 2 X _9'(2,7) _.
i (v,G)—{ £ eAX(1,):f(ar) = 22 20) = xo}

sinifinda minimum degerini veren fonksiyonun bulunmasi problemine bakalim.
D(z)f(z) e A%(G) oldugundan D(y(w))f(w(w))y’(w) fonksiyonu B birim

dairesinde analitiktir. Bu durumda a, = —l%f—g‘)’—) =1 olmak iizere;

DOy (W)EW(W)yr(w) = z B,k

J(f)=LJ

~ elde edilir. Buna gére, (52) integraline minimum degerini veren fonksiyon,

dir ve (52) den

©
Z akwk

do, = Ly 53
& Ow=n2, K+l " (53)

k=0

. 9(2,2)
fo(Z)-—T(Z)—

fonksiyonudur [23]. Ote yandan, P, ;(z)=A, kosulunu saglayan (n-1) dereceli
polinomlar kiimesinde (52) integraline minimum degerini veren polinom,

S K Ki(2)
Bl(2) = Ao e ——— (54)
> |Ki(2)

=0

polinomudur ve bu minimum deger
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1P (@) = [[y@Pri(2) do, = - —— (55)
¢ >

0

dir [23]. Ayrica
fo(2)-Bi(2)f =

6zdesligi ve teorem 14 e gore

B2 -|6(@)[ +2Re(6E@[H(2) - Bi(2)]) (56)

L ) 2 2 Pt
5 Q‘lD(Z)FRefO(Z) [ﬁ,(z)—-Pn_l(z)]dcz=Zng(Z)I |(2) Re[l— ﬁ;(g)]dcz

= 2H|(p'(z, z(,)l2 Re [1 - %KZ-ZT)] do,

- _ P (¥(w))
_zLJ Re[l £(P(w)) }dcw

_PL(¥(9)
2nRe[l £,(9(0)) ]

_Px:—l(zo) -
ZnRe(l ——_ﬁ,(zo)) 0

elde edilir. Buradan, (56) 6zdesligi y(z) aguhk fonksiyonu ile ¢arpilip infegral
alinirsa

[[1@I6@ -P (@) do, = [[y@D [P (@ do,-=  (57)

G G

ve (53), (57) den T,_;(z) keyfi polinom olmak iizere,
< [[v@|Py(@) [ do, <x+ [[1(2)| f(2) - T (2) [ do,
G G

elde edilir. T,,(z) polinomu olarak, teorem 41 deki T, ,(z) polinomu alimrsa, (55)

den, (51) de v:i= L

SK7 € sayst segilirse,

-J—n_l il —=n+0[53(z)n?]
2 |K(20)]
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dir. Buradan

lK( f = (120 f&2 (20| (58)

bulunur. Vm >n-—1 igin i |Kj(zo)|2 serisi (58) bigiminde yazihr ve ondan (58)
=0

¢ikarilirsa,
3 [KiCzo)f = Of|af 87220y 2| O] [hof 57520 2]
j=n
ve m —> o limite gegerek, teorem 36 yardimiyla, lk(,\ ‘(p]()z(o ;0) %67!(z,) oldugu
gozoniine almarak,
) |K;(20)] 285 (z0)n 2" (59)
j=n

elde edilir.Seri pozitif terimlerden olugtufundan, (59) esitsizligi herbir

1 —¢ sayist alimirsa, teoremin

j=n,n+1,... i¢in saglamr. Bdylece, (51) de v:= 2K

ispat1 yapilmis olur.

Teorem 43: L eCy(R), 0<A<2 ve 7y(z)= lD(z) |2 agirlik fonksiyonu,
D(z) eA(G)NLipa, 0<a <1, D(z)#0, Vz eG olsun. Bu durumda, Vz, €G ve
Vn=12,3,... i¢in

1 2
< — £
*=32 > =3
1
_oah - GSJ §<7\.<1
K, (zo)| <8260 ¢ T asl Asl (60)
| o, aksi halde
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dir. Burada, 0<u<Min{2—_7_“x, }, o<w <aMin{LA} ve c sabiti, z ve n den

N

bagimsizdir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 teorem 42 deki gibidir, fakat;
[[1@|t@ -T2 do,

G

integralinin degerlendirilmesinde T, ,(z) olarak sonug¢ 4 de adi gegen polinom
alinmalidur.

Sonug 5: Teorem 43 'iin kosullan dahilinde, A =1 igin, yani, L € C4 oldugunda

1

5 11—%’ % 2
[Ko(20)] < 6872(z) (61)
n*, a< A
’ 2
saglanir,
1) (61) degerlendirmesi o s% igin teorem 2.1 [6] daki
degerlendirmeden daha iyidir.

i) y(z)=1 i¢in teorem 43, [18] de ispatlanmig, fakat (60)
esitsizliginin sag tarafinin, z, noktasindan bagimhhig belirtilmemigtir.

iii) Teorem 42 ve teorem 43, {K,(2)} polinomlar sisteminin, hangi
Fc G kompakt altkiimelerinde, sifira yaklagmasinin miimkiin oldugunu gosterir.
Dolayistyla, bu polinomlarin hangi kompakt kiimelerde diizgiin smirh oldugu elde
edilmis olur.



4. IRDELEME

Gce, smnn  Jordan egrisi  olan smirli  bir  bolgeye ve
v(2) =|D@)[,D(z) eA(G), D(z)#0,VzeG agrlik fonksiyonuna gore
ortonormal olan {Kn(z)} polinomlar sisteminin Vz, € G noktasinda sifira inme hiz
(veya diizgiin smirlilift) probleminin ¢6ziimii; Teorem 42'de goriildiigii gibi, (52)
formiilii ile verilen extremal problemin ¢6ziimiine getirildikten sonra

ffo

integralini iistten degerlendirmek igin, 6nce ¢’(z,z,) fonksiyonuna sonrada 911—()?’2—30)
fonksiyonuna A?(G)normunda yaklasan P,(z,z,) (teorem 39, 40) ve T,(z z))
(teorem 41 ve sonug 4) polinomlarinin ingast yapildi ve bu polinomlarin uygun
fonksiyonlara noktasal yaklasim hizi elde edildi. Burada Teorem 40 ve sonug 4
uygun olarak teorem 39 ve teorem 41'den yarikonform egrilerin yerel tanimindan
yaralamlarak elde edildigindan yarikonform egrilerin yerel tanim kullanilda.
©'(2,2)
D(z)

problemleri ¢oziiliirken, ¢ Riemann doniigiim fonksiyonunun yerel 6zelliklerini
veren teorem 34-38 ile beraber yarkonform smirh bélgelerde Beyli [17,21]
teoremleri kullanildi.

©(2,%) i
D( ) T l(z) d0-2

Teorem 39 ve teorem 41'de ¢'(z,z;) ve fonksiyonlarinin yaklagim



5. SONUCLAR

G € siun Jordan egrisi olan smurh bolge, {K,(2)}, n=12,... polinomlar
sistemi y(z) =|D(2)[, D(z) e A(G), D(z) #0, Vz G agurlik fonksiyonuna gore
ortonormal polinomlar sistemi, ¢(z,z)) ise teorem 25'de belirlenen Riemann
déniigiim fonksiyonu olsun.

1) Yankonform smirhi bolgelerde Cauchy-Pompeiu formiilii, Dzyadyk-Kernel
polinomu ve (32) formilii ile tanimlanan polinomdan yararlanarak ¢’(z,z)
fonksiyonuna A2%(G) uzaywinda yaklasan P,(z,z,) polinomu inga edildi ve bu
polinomun ¢’(z,z,) fonksiyonuna AZ?(G)normunda noktasal yaklasim hiz
belirlendi.

2) Yarikonform egrilerin tanimindan yararalanarak pargali-diizgiin smirh
bolgelerde ¢'(z,z,) fonksiyonuna yaklagan bir Q,(z,z,) polinomu elde edildi ve bu
polinomun ¢’(z,z) fonksiyonuna AZ(G)normunda noktasal yaklagim iz

belirlendi.

3) lve 2 siklarinda elde edilen polinomlarin yardimiyla (L'gz(’z)i) fonksiyonuna

A?(G) uzaynda yaklasan T,(z,z,) polinomu inga edildi ve bu polinomun gésterilen
fonksiyona noktasal yaklagim hiz1 yarikonform ve pargali-diizgiin smirh boélgelerde
belirlendi.

4) T,(z,z,) polinomu yardimiyla (52) formiilii ile verilen extremal problemin
¢Oziimiine ulagildi ve buradan, dnce i lKj(z)l2 toplam iistten degerlendirildi ve

=1

sonug olarak {K,(z)} polinomlar sisteminin bolgenin iginde diizgiin smirlilif (veya
sifira inmesi) gosterildi.



6. ONERILER

1) G = smn Jordan egrisi olan simirh bolge, {K.(2)}, n=1,2,... polinomlar
sistemi G bolgesinde verilmis y(z) agirlik fonksiyonuna gore ortonormal polinomlar
sistemi olsun. K,(z) polinomlarmm G bdlgesinin i¢ noktalarmda sifira inmesi ve
dolayistyla diizgiin simirlih@, ele alinan G bolgesinin ve y(z) agirlik fonksiyonunun
ozelliklerinden bagiml olarak belirlendikten sonra, dogal olarak agagidaki problem
incelenebilir:

G bélgesinin kapamginda K, (z) polinomlar1 hangi 6zellige sahip olacaktir.
Yani; bu polinomlar y(z) ve L:=6G den bagimh olarak smirl: kalacaklarmudir veya
modiilleri hangi hizla artacaktir.

2) Verilmis G bélgesi ve y(z) agirlik fonksiyonuna gére ortonormal olan
{K.(2)}, n=1,2,... polinomlar sisteminin ve {a,} €€, n=1,2,... sayilar sisteminin

olusturdugu i a,K,(z) serisinin, hangi smuftan olan fonksiyonlara diizgiin

n=0
yakinsakh@ (bolgenin i¢inde veya kapamiginda) ve daha genel olarak bu
yakmsamanin hizinin, agirhik fonksiyonundan ve ele alman bélgenin 6zelliklerinde
bagimli olarak bulunmasi incelenebilir.
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OZET

Bergman polinomlar1 ve onlarin baz1 6zellikleri adli bu galigma ii¢ b6liimden
olugmaktadir.

Birinci boliim, diger iki boliime hazirlik niteliginde olup; bu béliimde, analitik
fonksiyonlar, kompleks diizlemde egriler ve egriler ailesi, kompleks degiskenli
fonksiyonlarin integrali, mutlak siirekliligi, tirevlenebilmesi, 1- tiirevlere sahip
olmas1 ve Cauchy, Cauchy-Pompeiu formiilleri ile ilgili baz1 tamm ve teoremler
(ispath veya ispatsiz) verildi.

Ikinci bélimde G @ bolgesi igin A2(G) fonksiyon uzayr tamitildi ve bu
uzaymn bir Hilbert uzayr oldugu gosterildi. A%(G) uzaymnda verilmig
{fk(z)}, k=0,1,2,... lineer bagimsiz sisteminden Gram-Schmidt ortogonallestirme
metodu yardimyla A%(G) uzaymda ortonormal olan {g.(z)}, k=0,12,...
ortonormal sistemi ingaa edildi. Buradan 6zel olarak, G iizerinde ortonormal olan
{K.(z)} Bergman polinomlari elde edildi. Bu polinomlarin basit 6zellikleri
(sfirlan, extremalligy) verildi. A%(G) uzayimn tanimia benzer gekilde, y(z) agirlik
fonksiyonunu A?(y,G) fonksiyon uzayr tanitildi ve bu uzayda y(z) agulk
fonksiyonuna gore ortonormal olan polinomlar verildi.

Ugiincii béliime bir girigle baglanarak, bu g¢aligmanm amaci olan problem
sunuldu ve Riemann doniigiim teoremleri, yarikonform doniigiimler, yarikonform
egriler, egriler ailesinin modiilii ve Riemann doniisiim fonksiyonlarinin baz1 yerel
ozellikleri verildikten sonra, A%2(G) uzayinda bir 6zel fonksiyonun yaklagim ile
ilgili iki teorem ispatlandi. Son olarak, G iizerinde agirlik fonksiyonlu Bergman
polinomlarmn bolgenin i¢ noktalarinda hangi hizla sifira indigi, G bélgesinin ve
v(z) agulik fonksiyonunun 6zelliklerine bagh olarak bulundu.

Anahtar Kelimeler: Analitik fonksiyon, Konform déniigiim, Yarikonform
doniigiim, Yarikonform egri, Yarikonform yansima, Ortonormal sistemler, Agirhk
fonksiyonu, Agirlik fonksiyonlu ortonormal (Bergman) polinomlari.



SUMMARY

This study entitled as "Bergman's polynomials and their some properties"
consists of three chapters.

The first chapter as a preliminary from of the next chapters includes some
definition and theorems (with or without proof) concerning the analytic functions,
curves and the families of curves in the complex plane. The absolutely continuous,
differentiable, [r- differentiable and integrals of the complex valued functions;
Cauchy and Cauchy Pompeiu's formulas are given.

In the second chapter, A%(G) function space is introduced and it is proved that
this space is a Hilbert space. {g, ()}, k =0,1,2,... which is orthonormal system in
A2%(G) is constructed from the {fk(z)}, k =0,1,2,... which is linearly independent
system in A2(G) by the Gram-Scmidt orthogonalization process. Then a special
case {K,(z)} Bergman's polynomials that are orthonormal in G are constructed.
Some elementary properties of these polynomials are presented (their zeros and
external). As in A2(G), A%(y,G) space with y(z) weight function is introduced,
and orthonormal polynomials with respect to y(z) weight function are given.

The third chapter starts with an introduction. Then the problem as the main
objective of the study is established. Having given the theorems of Riemann
mapping, the quasiconformal mappings, the quasiconformal curves, the module of
families of curves, some local properties of the function of Riemann mapping, two
theorems bear on the approximation of special function are given in A2(G) space.
Finally, by which speed Bergman's polynomials with weight function in domain G
are approaching to O for interior point of the domain is found regarding to the
properties of G and weight function.

Key Words: An analytic function, a conformal mapping, a quasiconformal
mapping, a quasiconformal curve, a quasiconformal reflection, orthonormal system,
a weight function, orthonormal (Bergman) polynomials with a weight function.



