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OZET

Doktora Tezi

BANACH UZAYLARINDA TOTAL ASIMPTOTIK GENIiSLEMEYEN
DONUSUMLER iCiN SABIT NOKTA YAKLASIMLARI

Esra YOLACAN

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dal1

Danisman: Dog. Dr. Hikmi KIZILTUNGC

Bu tezde, duzglin konveks bir Banach uzaym bos olmayan kapali konveks alt
kiimesinde, total asimptotik genislemeyen doniisiimler ve genislemeyen doniistimlerin
sonlu bir ailesinden olusan doniistimler i¢in hata terimli sonlu adim iterasyon dizisinin
ortak sabit noktaya kuvvetli yakinsamalari incelendi. Ayrica, diizglin konveks bir
Banach uzayda kendi (izerine olmayan total asimptotik genislemeyen doniisiimler icin
hata terimli modifiye edilmis Mann ve hata terimli modifiye edilmis Ishikawa iterasyon

dizilerinin kuvvetli yakinsama teoremleri ¢aligildu.

2015, 78 sayfa

Anahtar Kelimeler: Total asimptotik genislemeyen doniisiim, sonlu adim iterasyonu,

ortak sabit nokta, kuvvetli yakinsama, dlizglin konveks Banach uzayu.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

APPROXIMATIONS TO FIXED POINT FOR TOTAL ASYMPTOTICALLY
NONEXPANSIVE MAPPINGS IN BANACH SPACES

Esra YOLACAN
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Department of Mathematics
Discipline of Analysis and Function Theory
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In this thesis, we define and study strong convergence of finite step iteration sequences
with errors to a common fixed point for a pair consisting of a finite family of
nonexpansive mappings and a pair consisting of a finite family of total asymptotically
nonexpansive mappings in nonempty closed convex subset of uniformly convex Banach
spaces. Also, we define and study new strong convergence theorems of the modified
Mann and the modified Ishikawa iterative scheme with errors for nonself mappings
which are total asymptotically nonexpansive mappings in uniformly convex Banach

spaces.
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisinin birgok alanda uygulamalar1 mevcuttur. Ornegin oyun teorisinde,
John Nash’in denge kuraminda dengenin varligini ispatlamak igin sabit nokta teoremleri
kullamilmistir. Fizikte, 6zellikle faz gegisleri teorisinde, kararsiz bir sabit nokta
yakinindaki dalgalanma renormalizasyon grubunun kesfedildigi calisma Wilson’a
Nobel odiilii kazandirmigtir. Derleyicilerde, sabit nokta hesaplamalar1 program analizi
i¢in kullanilir. Genellikle kod optimizasyonu yapmak i¢in gereken veri-akis analizi buna
ornek olarak verilebilir. Web sayfalarinin PageRank degerlerinin vektori, dinya

capindaki ag baglant1 yapisinin tiiretilmis bir lineer doniistimiiniin sabit noktasidir.

Sabit nokta calismalar1 20. yiizyilin baslarinda Brouwer ile baslamistir. Brouwer
teoremi, Oklit uzaymin konveks kompakt bir K alt kiimesinden kendi Uzerine taniml
strekli bir fonksiyon igin olusturulmustur. Daha sonra Brouwer bu teoremi R"™ igin

genellestirmistir.

Banach (1922), tam metrik uzaylarin en ilgi ¢ekici uygulamalarindan birisi olan, sabit
noktanin varhigini ve tekligini garanti altina alan Banach sabit nokta teoremini ifade
etmistir. Bu teorem, “(X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her

x,y € X icin

d(Tx,Ty) < kd(x,y), 0<k<1

ise T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir” seklindedir. Banach sabit nokta teoreminin
reel analiz, nimerik analiz, adi diferansiyel denklemler ve integral denklemlere de

uygulamalari mevcuttur.

Schauder (1930), topolojik vektor uzaylart i¢in Brouwer sabit nokta teoremini
gelistirmistir. Ayrica, Schauder sabit nokta teoremi, Banach uzaylar1 gibi 6zel uzaylar

icin ispatlanmistir. Rus matematik¢i Tychonoff (1935) tarafindan, K lokal konveks bir



uzayin kompakt konveks bir alt kiimesi olmas1 durumunda Schauder teoremi yeniden

ispatlanmistir. Bu uyarlama Schauder-Tychonoff sabit nokta teoremi olarak da bilinir.

Daha sonra, Browder (1965), Kannan (1968), Kirk (1969), Ciric (1974) ve daha pek ¢ok
matematikci bu temel sonuglari genellestirerek bazi yeni sonuglar elde etmislerdir.
Gunumuzde ise Rhoades (1974), Junck (1976), Sessa (1982) gibi pek ¢ok arastirmact

birden fazla doniisiimiin ortak sabit noktalar1 lizerine ¢ok sayida ¢alisma yapmislardir.

Albert et al. (2005), total asimptotik genislemeyen doniisiim kavramini asimptotik
genislemeyen doniistimlerin 6nemli bir genellestirmesi olarak teskil etmis ve kendi
Uzerine olan total asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in yeni bir iterasyon semast
tizerine ¢alismalar yapilmistir. Chidume and Ofeudo (2006) tarafindan ilk kez kendi
tizerine olmayan total asimptotik genislemeyen doniisiim kavrami teskil edilmis ve yeni

bir iterasyon semasi kullanilarak yakinsamalari incelenmistir.

Bu tez, bes boliimden olusmaktadir. Giris boliminden sonra Kuramsal Temeller adini
alan ikinci boliimde, ilk olarak calismamizda kullandigimiz temel tanimlar ve
kavramlara yer verilmistir. Yine bu boliimde daraltan, kesin daraltan ve genislemeyen
dontistimler tanimlanmis ve bu doniisiimlerin sabit noktalarinin hangi sartlar altinda var

oldugu arastirilmistir.

Uciincli boliimde ilk olarak déniisiimlerin sabit noktalar1 bulunurken kullanilan gesitli
iterasyon metotlar1 verilmistir. Bunlardan bazilar1 Picard iterasyon metodu, Kirk
iterasyon metodu, Krasnoselskij iterasyon metodu, Mann iterasyon metodu, Ishikawa
iterasyon metodu, Noor iterasyon metodudur. Ikinci olarak total asimptotik

genislemeyen doniisiimler i¢in yapilan ¢alismalar verilmistir.

Dordinct  bolimde oncelikle bazi iterasyon metodlart tamitilmis ve ispatlarda
kullanacagimiz tanim ve yardimci teoremler (lemmalar) verilmistir. Daha sonra reel
Banach uzayinda kendi izerine olan total asimptotik genislemeyen doniisiimler igin N-

adim iterasyon semasi kullanilarak kuvvetli yakinsama teoremleri verilmistir. Son



olarak diizgiin konveks Banach uzayinda kendi Uzerine olmayan total asimptotik
genislemeyen doniisiimler i¢in tanimlanan modifiye edilmis hata terimli Ishikawa

iterasyon semasi kullanilarak kuvvetli yakinsama teoremleri ifade edilmistir.

Besinci bolimde ise, calismamizda elde ettigimiz bazi sonuclar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boluimde bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.1.1. (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve d: X X X = R bir fonksiyon

olsun. Eger her x,y,z € X igin,

Ldx,y) =0 x=y,

i. d(x,y) = d(y,x),
iii. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (iiggen esitsizligi)

sartlarin1 sagliyorsa, d ye X Uzerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir ve

(X,d) veya X ile gosterilir.

Tamm 2.1.2. (Cauchy Dizisi): X = (X, d) herhangi bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda

bir dizi olsun. Her € > 0 igin n,m > n, oldugunda

d(xp, xm) < &

olacak sekilde bir ny = ny(¢€) sayisi varsa, {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamim 2.1.3. (Tam Metrik Uzay): X = (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x,}
Cauchy dizisi yakinsak ise yani x,, = x € X ise, (X, d) metrik uzayimna tam metrik uzay

denir.

Tamm 2.1.4. (Kompakt Metrik Uzay): X = (X, d) bir metrik uzay olsun. X deki her
dizi yakinsak bir alt diziye sahipse (X, d) uzayina kompakt metrik uzay denir.



Tamm 2.1.5. (Siirekli Doniisiim): (X,d) ve (Y,p) iki metrik uzay, f:X — Y bir

doniisiim ve x, € X olsun. Her £ > 0 sayisi i¢in, d(x, xy) < 6 oldugunda

p(f(x), f(x0)) < e

veya denk bir ifade ile

f(D(xo; 5)) S D(f(xp); €)

olacak sekilde bir § > 0 sayist varsa, f ye x, noktasinda siireklidir denir. f, X in her

noktasinda siirekli ise f ye X de streklidir denir.

Tamim 2.1.6. (A¢ik ve Kapah Kiime): X bir metrik uzay ve A € X olsun. Her x € A
icin D(x;r) € A olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa, A ya X in agik alt kiimesi denir.
X in herhangi bir B alt kiimesinin X deki timleyeni olan Bt = X — B, X de agik ise B

ye kapali kiime denir.

Tamm 2.1.7. (Topolojik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kimelerinin bir

ailesi olsun. Eger

. X,0 €T,

Il. T ya ait sonlu sayida kiimenin kesisimi, oldugunda 7 ya aittir.

Iii. T ya ait sonsuz sayida kiimenin birlesimi, oldugunda 7 ya aittir.

sartlar1 saglaniyorsa 7 ya X igin bir topoloji ve (X, t) ikilisine de bir topolojik uzay

denir.

Tamim 2.1.8. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:L X L —
L ve .:F XL — L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa, L ye F

cismi Uzerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir.

A) (L, +) degismeli bir gruptur. Yani,



G1. Her x,y € Ligin x + y € L dir,

G2.Herx,y,z€ Licinx + (y+z) = (x + y) + z dir,

G3.Herx € Liginx + 68 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardur,

G4.Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardur,
G5.Herx,y € Liginx +y =y + x dir.

B) x,y € L ve a, 8 € F olmak Uzere asagidaki sartlar saglanir.

L1. a.x € L dir,

L2. a.(x +y) = a.x + a.y dir,
L3. (a + B).x = a.x + B.x dir,
L4. (aB).x = a.(B.x) dir,

L5. 1.x = x dir (burada 1, F nin birim elemanidir).

F = R ise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye kompleks lineer uzay uzay adi verilir.

Tamm 2.1.9. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A < L olsun. Her x,y € A i¢in

B={z€l:z=ax+(1-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konvekstir denir.

Tamm 2.1.10. (Normlu Uzay): N, bir lineer uzay olsun. |.|: N = R fonksiyonunun x

deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon igin,

N1 |lx]|=0=x=06
N2. |lax|| = |alllx]| (@ € F)
N3. |lx + vl < lIx|l + |yl



sartlarim1 sagliyorsa ||.|| fonksiyonuna N de (veya N Uzerinde) norm ve (N,]|.[)

ikilisine de normlu uzay denir.

Tammm 2.1.11. (Banach Uzayr): N normlu lineer uzay olsun. N, d(x,y) = ||x — y||

norm metrigine gore tam ise N ye Banach uzayi denir.

Tamm 2.1.12. (ic Carpim Fonksiyonu ve I¢ Carpim Uzayi): L, F cismi (izerinde bir

lineer uzay olsun. ( ):L X L — F fonksiyonu

1. (x +y,z) = (x,z) + (y, 2)
12. (ax,y) = al(x,y) (a € F)
13. (x,y) = (y, x)

4. (x,x)=>0ve(x,x)=0 = x=286

sartlarin1 sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim fonksiyonu (veya i¢ garpim) denir.

Uzerinde i¢ carpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzayina i¢ ¢arpim uzayi (veya

on-Hilbert uzay1) denir. I¢ carpim uzay1 (L,{ )) veya kisaca L ile gosterilir.
Tamm 2.1.13. (Hilbert Uzay1): X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve || || i¢ garpim normu olsun.
d(x,y) = |lx — yl|| = y/{x — y,x — y) olarak tamimlanirsa (X,d) bir metrik uzay olur.

I¢ ¢arpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gére X i¢ ¢arpim uzayr tam ise, X e

Hilbert uzay denir.
Hilbert uzaylari, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylaridir.

Tamim 2.1.14. (Smirh Lineer Operator): N ve N’ iki normlu uzay ve T: N — N’ bir

lineer operatdr olsun. Her x € N igin

ITx|l" < Kllx|l



olacak sekilde bir K > 0 reel sayis1 varsa, T ye sinirh lineer operator denir.

Tamm 2.1.15. (Topolojik Dual): X bir normlu lineer uzay olsun. X de tanimli tiim
stirekli ve reel degerli lineer fonksiyonellerin kiimesini C(X,R) ile gosterelim. Yani

C(X,R) ={T:T:X - R lineer ve siirekli} olsun. Her x € X ve T;, T, € C(X, R) icin

{(Tl + T3)(x) = Ty (x) + To(x)
(aTp)(x) = aTy(x)

olarak tanimlanirsa C (X, R) bir lineer uzay olusturur. Bu C (X, R) uzayimna X in topolojik

duali denir ve X* ile gosterilir.

Burada X*, ||T|| = sup{IT(x)|:||x|| < 1} normuna gore normlu lineer uzaydir. Ayrica
R tam oldugu i¢in X tam olmasa bile X* daima bir Banach uzayidir. Bu X* uzayina

bazen X in esi veya eslenigi ad1 verilir.

Tamm 2.1.16. (Kuvvetli Yakinsakhk): X, bir normlu uzay ve {x,} de X de bir dizi

olsun. Eger
lim||x, — x| =0
n—-oo
olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma gore

yakinsaktir) denir ve bu durum

lim x, = x
n—>oo

seklinde ya da kisaca x,, — x ile gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin kuvvetli limiti

ad1 verilir.

Tamim 2.1.17. (Zayif Yakinsakhk): X normlu uzay ve {x,} de X de bir dizi olsun.
Eger her f € X™ igin,



lim £(x,) = £(x)

olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisi x e zayif yakinsaktir denir ve bu durum ya

Xn 5x ya da x,, — x seklinde gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin zayif limiti ad1

verilir.

Kuvvetli ve zayif yakinsama arasindaki gerektirmeler asagidaki teoremle ifade

edilmistir.
Teorem 2.1.18: X normlu bir uzay olsun. Bu durumda,

(a) Kuvvetli yakinsaklik, zayif yakinsaklig: gerektirir.
(b) (a) nin tersi genel olarak dogru degildir.
(c) dim(x) < oo ise, zayif yakinsaklik kuvvetli yakinsakligi gerektirir.

Normlu uzaylarda zayif yakinsamanin kuvvetli yakinsamay1 gerektirmedigini asagidaki

ornek ile gorebiliriz.

Ornek 2.1.19: X =1, uzayii ve bu uzayda x € X icin [|xlly = (5% ]x,|2) "2

seklinde tanimlanan normu alalim. {x,,} dizisini
x, = (0,0,--,1,0, )
seklinde tanimlayalim. Herhangi bir y = (y4,¥,,***,¥n, ") E X" =1, ven — oo igin
(X ¥) = Yo = 0

olur. Boylece, n — o iken x, — 0 zayif yakinsar. Ancak, Vn € N icin ||x,|| =1

oldugundan {x,,} dizisi kuvvetli yakinsak degildir (Agarwal et al. 2009).
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2.2. Sabit Nokta Kavrami

Tamm 2.2.1. (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir
doniistim olsun. Eger, T(x) = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin
sabit noktast denir. T nin tiim sabit noktalarinin kiimesi Fp, F(T) veya Fix(T) ile

gosterilir.

Bu tanimi geometrik olarak sdyle ifade edebiliriz: Reel degiskenli ve reel degerli bir
fonksiyon igin, x € X bir sabit nokta ise (x, T (x)) noktast y = x dogrusu iizerindedir.
Yani, T doniisiimii ile y = x dogrusunun ortak noktalar1 doniisiimiin sabit noktalaridir.

Ornegin;

i. X =R olmak Uzere T:X - X, T(x) = x*> — 3x + 4 fonksiyonunun sabit noktasi
T(2) =2 oldugundan F(T) = {2} dir. Geometrik olarak da asagidaki sekilde

disiiniilebilir.

T(x)=x-3x+4

T(n)=x

[SF)
1

]
o
=
—
(o]
L
.

{
[SF)
1

Sekil 2.1. Bir sabit noktaya sahip olan fonksiyonun geometrik gdsterimi
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Sekil 2.1'de goriildiigii gibi T(x) = x? — 3x + 4 fonksiyonu bir tek sabit noktaya
sahiptir.

2
ii. X =R\ {0} olmak Uzere T:X - X, T(x) = xTH doniisiimiiniin sabit noktalarnin

kiimesi F(T) = @ dir.

iii. X =R olmak tzere T:X - X, T(x) = x + sinx doniisiimiiniin sabit noktalarinin

kiimesi F(T) = {km: k € Z} dir.
Tamim 2.2.2. (n. iterasyon): X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir déniisiim olsun.

Herhangi bir x € X icin T"*1(x) = T(T™(x)) olacak sekilde T™(x) i tanimlayabiliriz.

T™(x), T altindaki x in n. iterasyonu olarak adlandirilir. Burada,

ToToToT(x)=T (T(---T(x))) = T"(x)

nadetT
dir.

Ornegin; X = R olmak Ulzere, T(x) = x3 + 2 ile tammli T: X - X déniisiimii besinci

iterasyonu
TS(x) =T <T (T (T(T(x))))) — (3 +2)3+2)3+2)3+2)3+2
dir.

T:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda, asagidaki ifadeler yazilabilir:

i. Keyfi birn € Nicin F(T) c F(T™) dir.
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ii. Keyfi bir n € N icin F(T™) = {x} ise, F(T) = {x} dir. Ancak bunun tersi genelde

dogru degildir. Bundan sonra T (x) yerine Tx notasyonu kullanilacaktur.

Ornegin; i. X = R olmak lizere T: X — X, Tx = x? — 2x doniisiimii icin F(T) = {0,3}

ve F(T?) = {O,% - %\/g,% + %\/g, 3} dir. Dolayisiyla, F(T) < F(T?) olur.

i, T:{1,2,3,4,5} > {1,2,3,4,5} doéniisimi T(1) =5, T(2) =4, T(3) =3, T(4) = 2,
T(5) = 1 olarak tammlanirsa, F(T) = {3} olur. Fakat, F(T?) = {1,2,3,4,5} bulunur. O
halde, yukaridaki ifadenin tersi dogru degildir.

X, bos olmayan bir kiime ve T;,T,, ", T;: X = X m tane donilisim olsun. Eger
Tix =Tyx =+ =T,x =x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina
Ty, T, -+, T, nin ortak sabit noktasit denir. Bu doniisiimlerin ortak sabit noktalarinin
kimesi F = N%, F(T,,) ile gosterilir. Asagida birden fazla doniisiimiin ortak sabit

noktalariyla ilgili bir 6rnek verilmistir.

Ornek 2.2.3: X =R, Tix =x, T,x =2x, T3x =3x,--, T,,x = mx doniisiimleri
verilsin. O halde F(T,) = R, F(T,) = {0}, F(T3) = {0},---, F(T,,) = {0} dir. Ty, Ty,-",

T,, doniisiimlerinin ortak sabit noktalarmin kiimesi ise F = N2, F(T,,) = {0} dir.

Tamim 2.2.4. (Lipschitzian Doniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniistim olsun. Her x,y € X icin,
d(Tx,Ty) < kd(x,y) (2.1)

olacak sekilde bir k > 0 sabit sayisi varsa T ye Lipschitzian doniisiim denir. (2.1)
esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik k sayisina da Lipschitz sabiti

denir.
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Yukaridaki tanima gore, Lipschitz sartin1 saglayan her T doniisiimii diizgiin stireklidir.

Clnki, here > 0icind(x,y) < 6 = i: kd(x,y) < k6 = € oldugundan

£
d(Tx,Ty) < kd(x,y) < k; =&

yazilir. Bu da, T doniisiimiiniin dlizgun sdrekli oldugunu gosterir. Ancak, bu ifadenin

tersi her zaman dogru degildir.
Lipschitzian doniisiimlerin varlig1 agagidaki dnerme ile garanti altina alinmustir.

Onerme 2.2.5: T:[a,b] € R > R, (a, b) lzerinde diferansiyellenebilir bir doniisiim ve
T', [a, b] Uzerinde strekli olsun. Bu durumda, T Lipschitzian bir doniisiimdiir (Agarwal
et al. 2009).

Yukaridaki T  donisiimiiniin  Lipschitzian bir doniisim olmasi  durumunda

diferansiyellenebilmesini gerektirmedigi asagidaki 6rnek ile goriiliir.

Ornek 2.2.6: X € [-1,1] olmak UzereT:X —» X, Tx = |x| olsun. Herx,y € [—1,1]

icin,
|Tx —Ty| < |x -yl

olacagindan Lipschitzian bir doniistimdiir. Burada, k = 1 olup Lipschitz sart1 saglanir.
Ancak, dikkat edilirse Tx = |x| fonksiyonu x = 0 noktasinda diferansiyellenebilir
degildir (Agarwal et al. 2009).

Tamim 2.2.7. (Daraltan Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X Lipschitzian
bir doniisiim olsun. Eger, (2.1) esitsizligi 0 < k < 1 olmas1 halinde saglaniyorsa, T ye

daraltan doniisiim ya da blizilme doniisiimii (contraction) denir.
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Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim diizglin siirekli oldugundan daraltan
dontistimler de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla, T siirekli degilse, bir daraltan doniistim
de olamaz. Buna karsin T daraltan doniisiim olmasa bile, herhangi bir n icin T™ daraltan

bir doniisiim olabilir.

Tamm 2.2.8. (Kesin Daraltan Doniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

dontigiim olsun. Her x,y € X ve x # y igin,
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise, T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

Ornek 2.2.9: X = [1,), d(x,y) = |x — y| ve T: X - X doniisiimii Tx = x + i olsun.

T doniisiimii kesin daraltan olup daraltan degildir. Cilinkii her x,y € [1, ), x # y igin

xy—1
xy

AT Ty) = [T =Ty1 < Ix = y| [P < Ix =1 = d@x.»)

olur. Dolayisiyla, T doniisiimii kesin daraltandir. Ancak, Tx = x + i # x oldugundan T

doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur.

Bu tip doniisiimlerin sabit noktasini garanti etmek igin c¢alisilan uzaymn kompakt olmasi

yeterlidir.

Onerme 2.2.10: (X, d) metrik uzay K da X in bos olmayan kompakt bir alt kiimesi
olsun. ¥:K — K doniisiimii her x,y € X ve x #y icin d(y¥(x),¥(y)) < d(xy)

ozelligini saglasin. Bu durumda ¥(x) = x esitligini saglayan bir x € K vardir (Soykan

2008).
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Tanmmm 2.2.11. (Genislemeyen Doniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniistim olsun. Her x, y € X i¢in,

d(Tx,Ty) <d(x,y)

ise, T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.

Tamm 2.2.12. (Diizgiin Lipschitzian Doéniisiim): X bir normlu uzay, K € X bos

olmayan bir kiime ve T: K — K bir doniisiim olsun. Eger her x,y € K ve her n > 1 igin

IT"x = T"yll < Lllx =yl

olacak sekilde L > 0 sayisi varsa, T ye dizgun Lipschitzian doniisiim denir.

Tamim 2.2.13. (Asimptotik Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay, K € X bos

olmayan bir kiime ve T: K — K bir doniisiim olsun. Eger her x,y € K ve Vn > 1 igin

IT"x = T"yll < knllx =yl

olacak sekilde k, — 1 sartin1 saglayan bir {k, } C [1,c0) dizisi varsa, T ye asimptotik

genislemeyen doniisiim denir.

Asimptotik genislemeyen doniisiimlerin sinifi, genislemeyen doniisiimlerin bir
genellemesidir. Yani, her genislemeyen doniisim asimptotik genislemeyen bir

doniistimdiir. Fakat, tersi dogru degildir.

Tamm 2.2.14. (Duzgin Konveks Uzay): X bir Banach uzay1 olsun. Her € > 0 ve
llxll <1, |lyll <1vellx —y|| > & sartlari saglayan V x,y € X igin
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1
S+ vl <1-6)

olacak sekilde §(e) > 0 sayisi varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi verilir

(Aksoy and Khamsi 1990).

Bu tanim, x,y € By = {x € X:||x|| <1} ve |lx—y||=¢e>0 icin (x+y)/2 orta
noktasinin Sy = {x € X:||x|| = 1} den § —kadar uzaklikta ve By kapali birim yuvar

iginde oldugunu ifade eder.
2.3. Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bazi doniistimlerin sabit noktas: olmadigi halde, bazilarinin bir veya birden fazla sabit
noktasi olabilir. Bu boliimde, hangi tiir doniisiimlerin sabit noktalarinin var ve bu sabit

noktalarin hangi kosullar altinda tek oldugunu teorem ve orneklerle ifade edecegiz.
Asagidaki teorem, analizdeki en basit sabit nokta teoremi olarak bilinir.

Teorem 2.3.1: [a, b], R de bir kapali aralik ve f:[a, b] — [a, b] siirekli bir doniisiim

olsun. Bu durumda, f(c) = c olacak sekilde bir ¢ € [a, b] say1s1 vardir.

Ispat: Her x €[a,b] icin, T(x) =x— f(x) olacak sekilde bir T:[a,b] » R
doniistimiinii tanimlayalim. Bu durumda, T siirekli bir doniisiimdiir. Eger f(a) = a ise,
T(a) <0 olur. Benzer sekilde, f(b) <b ise T(b) =0 olur. Ara deger teoremi
geregince T(c) = 0 olacagindan, f(c) = c olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardir.

Teorem 2.3.2. (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B, R™ de kapali bir kiire (dolayisiyla
R™ nin bir kompakt konveks alt kiumesi) olsun. Bu durumda f:B — B surekli

doniisiimii en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).
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Lineer olmayan operatdr denklemlerin ¢oziimlerinin varligi probleminin incelenmesinde
daraltan doniisiim ve Newton iterasyon teoremi ile beraber Schauder sabit nokta teoremi

de kullanilir. Simdi bu teoremin ifadesini verecegiz.

Teorem 2.3.3. (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzayi, K € X bos
olmayan kompakt konveks bir alt kiime ve f: K — K siirekli bir doniisiim olsun. Bu

durumda f en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Simdi Schauder sabit nokta teoreminin genellestirilmis hali olan Tychonov Sabit Nokta

Teoremini verelim:

Teorem 2.3.4. (Tychonoff Sabit Nokta Teoremi): X lokal konveks uzay ve K, X de
kapali konveks bir alt kiime olsun. Eger, T: X — X siirekli doniisiimii i¢in T(K) nin

kapanis1 kompakt ise T doniisiimiiniin bir sabit noktas1 vardir (Agarwal et al. 2009).

Eger, X normlu ve K kompakt ise T doniistimiiniin siirekliliginden T(K) kompakt ve

dolayisiyla kapalidir. O halde, T(K) = T(K) kapalidir. Dolayisiyla Tychonoff Sabit

Nokta Teoremi Schauder Sabit Nokta Teoremini kapsar.

Simdi, metrik uzaylarda daraltan doniistimler i¢in bilinen bir sabit nokta teoremini ifade

edelim:

Teorem 2.3.5. (Caristi’nin Sabit Nokta Teoremi): (X, d) bir tam metrik uzay olmak
Uzere @: X — (—o0,00) diizgiin, alttan ve iistten sinirli siirekli bir fonksiyon ve T: X — X

bir doniisiim olsun. Herhangi bir x € X igin

d(x, Tx) < p(x) — o(Tx)

ise @(v) < oo ve v = Tv olacak sekilde bir v € X noktas1 vardir (Agarwal et al. 2009).
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Caristi’nin sabit nokta teoreminde, T dontisimiiniin sabit noktasimnin tek olmasi

gerekmez.

Simdi de, donlisumin sabit noktasinin tek oldugunu garanti eden Banach Daralma

ilkesini ifade edelim:

Teorem 2.3.6. (Banach Daralma llkesi): (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X —» X

daraltan bir doniisiim olsun. Bu durumda T, bir tek sabit noktaya sahiptir.
Ispat: x,, X de keyfi bir nokta ve
X1 =Txg, X, =Tx; =T?xg, oo, Xy = T, = T 1x,

olsun. {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu dolayisiyla da x € X e yakinsadigini ve bu
x in Tx = x denkleminin bir tek ¢6ziimiiniin oldugunu gosterecegiz. O halde n > 1 ve

p = 1igin

d(xn+prxn) = d(Tn+px0: TnxO)
< kd(Xn+p-1,Xn—1) = kd(T™P 1x,, T" 1x0) < k2d(Xn4p-2) Xn—2)

< ...

< k™d(Xn4p-n Xn-n) = k™d(xp, xo)

< k™ (d(xp Xpo1) + d(xp-1,%0) )

kn (kd(xp_l,xp_z) +d(xp_1,%y-3) + d(xp_z,xo))

k" (kd (-2, %) + A (-1, %p—3) + d(Xp-1, %p—2))
(

< k™ (kd(xp-2,%0) + kd(xp_2,%p-3) + kzd(xp_z,xp_3))

IA

< k™(d(xq, x0) + kd(xq, %) + kzd(xbxo) + )
= knd(xl,xO)(l + k + kZ + k3 + )



19

T k) (n - o icin)

= k™d(xq,x0) (

bulunur. Yani,

n

d(xn+p1xn) < d(x1, %)

k
T 1-k
elde edilir. 0 < k < 1 oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa d(xn+p,xn) — 0 olur. Bu
da {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan x, — x

dolayisiyla da x,,; — x dir. T doniistimii, siirekli oldugundan dizisel siireklidir, yani

Tx, = Tx dir. x,,41 = Tx, denkleminden n - o icin Tx = x elde edilir.

Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y, T nin baska bir sabit noktasi olsun.

Yani, Ty = y dir. O halde, y baska bir ¢6ziim ise
d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(x,y)
olur. Buda d(x,y) = 0 olmasin1 gerektirir. Ciinkii,

d(x,y) < kd(x,y) = d(x,y) —kd(x,y) <0
= d(x,y)[1—-k] <0

olur. k < 1 oldugundan 1 — k > 0 dir. Dolayisiyla hem 1 — k > 0 hem de d(x,y) = 0
oldugundan d(x,y)[1 — k] < 0 esitsizliginin saglanmas1 igin d(x,y) = 0 olmasi

gerekir. Bu da x = y demektir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.3.7: (X,d) bir tam metrik uzay ve n € N icin T" bir daraltan doniisiim
olacak sekilde bir T: X — X doniisiimii verilsin. Bu durumda, T bir tek sabit noktaya
sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).



20

3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. iterasyon Yontemleri

Bu bolimde bazi sabit nokta iterasyonlarina, total asimptotik genislemeyen
dontistimlere, nonself (kendi {izerine olmayan) total asimptotik genislemeyen
doniistimlere ve son olarak da arastirma bulgular kisminda kullanacagimiz 6nerme ve

yardimci teoremlere (lemmalara) yer verilecektir.

3.1.1. Picard Iterasyon Metodu

(X,d) bir metrik uzay, K € X kapali bir alt kiime ve T : K = K bir doniisiim olsun.

X € X olmak Uzere Picard iterasyonu

Xp =Txp_1 =T"xy, n=1,2, ... (3.1)

seklinde tanimlanir (Picard 1890). Picard iterasyonu bazen ardisik yaklasiklar dizisi

(sequence of successive approximations) olarak da adlandirilir.

Yaklasik iki bin yildan fazla tarihe sahip olan Picard iterasyon metodu ilk olarak italyan
matematik¢i Picard tarafindan adi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin
tahmini ¢oziimiinii bulmak i¢in kullanilmistir. Ozellikle, niimerik analizde, yinelemeli

fonksiyonlarin sabit noktalarinin hesaplanmasina yonelik kullanilan bir yontemdir.

Ornek 3.1.1:i. X=R,K=[0,1] c X, T:K — K ve Tx = cos x olsun. T, daraltan bir
dontisim ve F(T) = {0,73909 } dir. Herhangi bir x, = 0,5 noktas1 i¢in (3.1) Picard

iterasyonun ilk 10 adiminin sonuglari asagidaki ¢izelgede verilmistir.
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Cizelge 3.1. Ilk 10 adim i¢in Picard iterasyonunun aldig1 degerler

Xp = T(xp_1)
0,5
0,87758256189037
0,63901249416526
0,80268510068233
0,69477802678801
0,76819583128202
0,71916544594242
0,75235575942153
0,73008106313782
0,74512034135144
0,73500630901480

NoRi eI EN [ o N &2 BN IV~ NSV IR § NS R T K I B

=
o

Cizelge 3.1°de belirtilen veriler dogrultusunda Sekil 3.1 olusturulmustur.

0.8 :
0.6 /
0.4
0.2
0 T T T
] 02 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.1. x, = 0,5 baslangi¢ degerine sahip olan x,, = cos x,,_; sabit nokta iterasyonu
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Sekil 3.1°de yesil dogru y = x dogrusunu, kirmizi egri bize verilen aralik i¢in cos x
egrisinin bir kismini ve mavi oklar ise ¢izelgedeki veriler dogrultusunda x4, x5, x3, -,
X10 degerlerinin hareketini gostermektedir. Dikkat edilirse, mavi oklar y = x dogrusu
ile cos x egrisinin kesim noktasinda yogunlagsmaya baslamaktadir. Bu kesim noktasi T

doniisiimiiniin sabit noktasidir.

ii. X =[0,1] olmak tzere her x € [0,1]i¢inT: X - X, Tx =1 — x olsun. T,
genislemeyen bir dontisiimdiir ve F(T) = {%} dir. Herhangi bir x, = a # %nokta& icin

(3.1) Picard iterasyonu,

Xg=a

x1=Txo=1—a
X, =Tx; =T?*xg=a

X3=Tx, =T?x;,=T3xy=1—a

Xp =Txp_q1 = T?xp_y = =T"xg

seklinde olup bu da (a,1—a,a,1—a,...) salimml dizisine karsilik gelir. Bu dizi
a i% icin yakinsak olmadigindan, Picard iterasyonu, doniisiimiin sabit noktasina

yakinsamaz (Berinde 2006). Dolayisiyla, istenilen sabit noktayr bulmak ic¢in baska
iterasyon metodlarina ihtiyag duyulmaktadir. Simdi, bu metodlarin bazilarindan

bahsedelim.
3.1.2. Krasnoselskij Iterasyon Metodu

(N, |I]l) bir normlu uzay ve T : N - N bir doniisiim olsun. x, € N ve A € [0,1] igin

Krasnoselskij iterasyonu,
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Xns1 = (A —Dx, + ATx,, n=0,12, ... (3.2)

seklinde tanimlanir. Bu iterasyon, A =1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir
(Krasnoselskij 1955).

Ornek 3.1.1 (ii) de kullandigimiz Picard iterasyonu, sabit noktayr bulmak icin bize
fayda saglamamisti. Simdi, Krasnoselskij iterasyon yontemini kullanarak yakinsamanin

var olup olmadigini inceleyelim.

Ornek 3.1.2: X = [0,1] olmak tizere her x € [0,1]i¢inT:X - X, Tx =1 —xolsun. T
genislemeyen bir doniisiimdiir ve F(T) = {%} dir. Herhangi bir x, = a # %Ve A= %

noktasi i¢in (3.2) Krasnoselskij iterasyonu,

Xg = Q,

1 1 1
:<1_§ x0+2Tx0—§,

1 1 1
=( _E)x1+2Tx1 2
_( 1 +1T 1
= 2 2 X2 Ty

1 1 1
Xn = (1 — E) Xn-1 + ETxn_l = E,

seklinde olup bu da (=,

)

Nlr—\

1
’2’

Nlr—\
N |-

,...) dizisine karsilik gelir. Bu dizi ai% icin T

doniisiimiiniin sabit noktasina yakinsar.
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3.1.3. Kirk Iterasyon Metodu

X bir normlu uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Kirk iterasyonu, x, € X olmak

Uzere
Xpi1 = AoXp + @y Tx, + apT?x, + -+ ap TFx, (3.3)
seklinde tanimlanir. Burada i = 0,1,2, ..., k i¢cin a; > 0 ve a; = 0 olmak Uzere

aQopt+a,+a,++a, =1

dir.

(3.3) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu, k = 0 i¢in Picard iterasyonuna ve k = 1 igin

Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Kirk 1971).
3.1.4. Mann Iterasyon Metodu

Mann (1953) tarafindan kurulmus ve Banach daralma ilkesini saglamayan doniisiimlerin
sabit noktalarini elde etmek igin kullanilmistir. X bir normlu uzay, K € X bos olmayan
konveks bir alt kiime, T: K — K bir donilisim ve x, € K keyfi bir nokta olmak Uzere

Mann iterasyonu,
Xns1 = (1 —a)x, + a,Tx,, n=0,1.2,.. (3.4)

seklinde tanimlanir. Burada {a,} € [0,1] araliginda

oo
lim a, =0, Zan=oo

n—-oo
n=1

sartlarin1 saglayan bir dizidir.
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(3.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda a,, = A (Sabit) olarak alinirsa bu iterasyon,

Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).

Mann’in bulmus oldugu sonuclar Franks and Marzec (1971) tarafindan, ayni sekilde
Franks and Marzec’in sonuglar1 da Rhoades (1974) tarafindan genisletilmistir. Yine,
Rhoades (1974), herhangi bir kapali ve sinirli araliktan yine bu araliga tanimli bir
doniisiim (self-map) i¢in Mann iterasyonunun bu doniisiimiin bir sabit noktasina

yakinsadigini gostermistir.
3.1.5. Ishikawa Iterasyon Metodu

Ishikawa (1974) tarafindan kurulmus olup Lipschitzian ve pseudocontractive
doniistimler i¢in Mann iterasyon yonteminin yetersizligi durumunda yeni bir iterasyon
metodu olarak olusturulmustur. Bu iterasyon, ilk olarak, bir Hilbert uzayin konveks ve
kompakt alt kiimesi iizerinde taniml1 Lipschitzian ve pseudocontractive bir doniigiimiin
sabit noktasina kuvvetli yakinsadigini gostermek amaciyla kullanilmistir (Berinde
2006). X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiime, T: K — K bir

doniistim ve x, € K keyfi bir nokta olmak tzere Ishikawa iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)xn + an Ty, , (3 5)
Yo = 1 = B)xn + BrTx,, n=0,12,.. '

seklinde tanimlanir. Burada, {@,}, {f,} € [0,1] araliginda reel diziler ve

lima,=0, limp,=0, Zan:oo
n—-oo

n—oo

dir.
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(3.5) esitligi ile verilen iterasyonda, 5, = 0 alinirsa, bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenir. Bu duruma ragmen, Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama

sonuglar1 arasinda genel bir bag yoktur (Berinde 2006).
3.1.6. Noor Iterasyon Metodu

Noor (2000) tarafindan kurulmustur. X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks
alt kime, T:K - K bir donisim ve x, € K keyfi bir nokta olmak uzere Noor

iterasyonu,

Xn41 = (1 - an)xn + anTyn,

Yn =1 = Br)xn + PnTzy, (3.6)
Zn = (1 = V)xn + ¥nTx,, n=012,..

seklinde tanimlanir. Burada, {a,}, {8,} ve {y»} € [0,1] araliginda reel diziler ve

lima,=0, limpB,=0, limy,=0, Zanzoo
n—>oo

n—->0oo n—oo

dir.

Noor (2000)’de, Hilbert uzaylardaki bazi esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini ¢alismak

icin 3-adim (Noor) iterasyonunu tanitmistir.

Xu and Noor (2002), Noor iterasyonunun dlizgiin konveks bir Banach uzayinin kapali,
siirlt ve konveks alt kiimesinde kendi lizerine tanimlanmig asimptotik genislemeyen bir

doniisiimiin sabit noktaya yakinsakligini ¢aligmiglardir.
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3.2. Hata Terimli Iterasyon Yéntemleri

Bu boliimde, 6nce Liu (1995) ve daha sonra da Xu (1998) tarafindan tanimlanan hata

terimli Mann ve hata terimli Ishikawa iterasyon yontemleri incelenecektir.

Tamm 3.2.1: X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir kime ve T: K —» K

bir doniisiim olsun. x, € K olmak (zere hata terimli Mann iterasyonu,
Xne1 = (1 —a)xy, + a,Tx, +u,, n=0,12,.. (3.7)

seklinde tanimlanir. Burada {a,}n-,, [0,1] (zerinde bazi kosullari saglayan reel sayi

dizisi ve {u, }n=o de Yo—ollu,l] < oo kosulunu saglayan dizidir (Liu 1995).

Tamm 3.2.2: X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir kiime ve T: K = K
bir doniisim olsun. x, € K keyfi bir nokta olmak (izere hata terimli Ishikawa

iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)xn + an, Ty, +uy,
Yo =1 = B)xp + BnTx, +v, n=0,12,..

(3.8)
seklinde tanimlanir. Burada tanmimlanan {a,}n=o V€ {Bnin=o. [0,1] Uzerinde bazi
kosullar1 saglayan reel sayi dizileri ve {upln—o V€ {Unlmeo de Xo—ollunll < oo,

Yimeollvn |l < oo kosullarini saglayan dizilerdir (Liu 1995).

Liu’nun hata terimli Mann ve hata terimli Ishikawa iterasyon yontemleri hatalarin
rastgeleligine karsin hata terimlerinin yakinsamasina baglidir. Ayrica, eger K, X in

konveks alt kiimesi ise 0 zaman {x,,} dizisi K da olmayabilir (Berinde 2006).

Xu (1998), Liu’nun vermis oldugu tanimi yeniden diizenleyerek asagidaki bigimde

olusturmustur.
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Tamm 3.2.3: X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks bir alt kiimesi ve

T:K — X bir doniisiim olsun. x, € K olmak izere hata terimli Mann iterasyonu,
xn+1 = anxn + bnTxn + Cnun! n= 011121 LA (3.9)

seklinde tanimlanir. Burada tamimlanan {u,};-,, K da sinirlt dizi, {a,}neo, {bntneo V€
{catn=o de [0,1] Uzerinde Vn > 0 i¢in a,, + b, + ¢, = 1 kosulunu saglayan reel sayi
dizileridir (Xu 1998).

Tamm 3.2.4: X bir normlu uzay, K € X bos olmayan konveks alt kiimesi ve T: K - X
bir dontisim olsun. x, € K keyfi bir nokta olmak Uzere hata terimli Ishikawa

iterasyonu,

{xn+1 = anXp + bp Ty, + Cpuy,
Yn = AnXy + by Tx, + chv, n=0,1,2, ...

(3.10)
seklinde tanimlanir. Burada tamimlanan {u,};—, Ve {v,}n=o K da sinirli dizilerdir.
{@ntn=o0: (bn}n=o: {Cnln=o: {andn=o, {bnln=o Ve {cnln=o de [0,1] lUzerinde Vn = 0 icin

a, + b, + c, = a,, + b;, + ¢;, = 1 kosulunu saglayan reel say1 dizileridir (Xu 1998).

(3.4) ve (3.5) ile belirtilen Mann ve Ishikawa iterasyon yontemleri Liu ve Xu tarafindan
tanimlanan hata terimli Mann ve hata terimli Ishikawa iterasyon ydntemlerinin 6zel bir

durumudur.
3.3. Total Asimptotik Genislemeyen Doniisiimler

Bu baslik altinda total asimptotik genislemeyen doniisiimlerle ilgili bazi teoremlere yer

verilmistir.
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Total asimptotik genislemeyen doniisiimler, Albert et al. (2005) tarafindan asimptotik

genislemeyen doniisiimlerin bir genellemesi olarak ortaya ¢ikarilmistir.

Tamim 3.3.1. (Total Asimptotik Genislemeyen Doniisiim): E bir normlu uzay, K € E

bos olmayan bir kiime ve T: K = K bir doniisiim olsun. Her x,y € K ve n > 1 igin

(3.11)
IT"x —T"yll < llx = yll + uad(lx =yl + L,

olacak sekilde ¢p: R* - R*, ¢p(0) = 0 kesin artan sirekli fonksiyonu ve n — o iken
Un, L, = 0 olacak sekilde {u,}, {{,,} negatif olmayan reel say1 dizileri varsa T: K = K

doniistimiine “total asimptotik genislemeyen doniistim” denir (Albert et al. 2005).
Sonug 3.3.2: Eger, (3.11) de ¢ (1) = A olarak alinirsa,
IT"x —=T"yll < A+ p)llx =yl + 1L, n=1

elde edilir. Burada [,, = 0 olarak alinirsa ifademiz asimptotik genislemeyen doniisiim
haline gelir. Ayrica [, = p,, = 0 alinirsa genislemeyen doniisiim sinifi elde edilir

(Albert et al. 2005).

T:K — K total asimptotik genislemeyen doniisimi verilsin. F(T) # @ olmak Uzere bu
T doniigiimii diizgiin siirekli bir doniisiim olup Lipschitzian ve asimptotik genislemeyen

doniistim olmadigin1 gostermek i¢in asagidaki dornek verilmistir.

Ornek 3.3.3: R alisilmis topolojiye sahip reel sayilarin bir kiimesi olsun. K = [0,1]

R oldugunu diigiinelim. T: K — K doniistimi

(1 1
4'5' "E[Olz]
V1—x2 1

L \/gx , xe[—,l]
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seklinde tanmmmlansin. ¢:RY - R*, ¢(0) = 0 olacak sekilde kesin artan siirekli
fonksiyon ve Yn > 1 icin u, = % ve l, = ﬁ seklinde tanimlanan {u,}, {1} negatif
olmayan iki reel say1 dizisi olsun. Dolayisiyla, (lim,,_ 4, = 0 ve lim,,_, L,, = 0) dir.
n 2 2 ve herhangi bir x € K igin T"x = 3 olup F(T) = {%} dir. Acik bir sekilde, T, K
tizerinde hem diizgiin siirekli hem de total asimptotik genislemeyen bir dontigiimdiir.

Gergekten de, eger x € [O, %] ise, T"x = %dir. Benzer sekilde, eger x € E, 1] ise,

1 1 V1 —x?
|x—§|=x——Sx—

2 V3

= |x — Tx|
elde edilir. Dolayisiyla, herhangi bir x € K igin
1
d(x,F(T)) = |x — §| < |x —Tx|

dir. Ancak T, Lipschitzian degildir. Ger¢ekten herhangi bir x,y € K icin
|Tx —Ty| < L|x — y|

olacak sekilde L > 0 sayisinin var olmadigini kabul edelim. Eger

1
x—1—2(1+L)2>Evey—1
olarak alinirsa
\/1—x2<L(1 ) 1 <1—x 1
— o — —
= T3S T4x 4l2+8L+4

elde edilir. Dolayisiyla bu bir celigkidir.
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Arastirma Bulgular1 boliimiinde kendi lizerine N tane total asimptotik genislemeyen
doniisiim i¢in ispatlarimizi yapacagimizdan dolayr islem kolayligi adina asagidaki

onermemizi ifade edelim:

Onerme 3.3.4: E bir Banach uzayr, K da E nin bos olmayan bir alt kiimesi ve
{T}N.,:K > K total asimptotik genislemeyen doniisiim olsun. Bu durumda, n — oo
iken w,, 1, = 0 olacak sekilde {u,}, {l,,} negatif olmayan reel say1 dizileri var ve
¢:R* > R*, ¢(0) =0 seklinde bir kesin artan siirekli fonksiyonu verilsin. Her

x,y € Kven>=1igin

IT"x = Tyl < llx = yll + pnd(lx = 1D + L (3.12)

olur (Yolacan ve Kiziltunc 2012).

Ispat: T;: K - K total asimptotik genislemeyen doniisiim oldugundan i = 1,2,---, N ve
n — oo i¢in W, li, = 0 olacak sekilde {u;,}, {lin} negatif olmayan reel say1 dizileri
var ve ¢:R* - R*, ¢(0) = 0 kesin artan surekli fonksiyon olsun. Her x,y € K ve

n = 1igin

IT7x = TPyl < llx =yl + tin e (llx = yID + iy

yazilabilir. Eger,

Un = max{llln' HUapy *) .uNn}' ln = max{lln' l2ni ) an},

d)(a) = max{¢1(a), ¢2(a)' Y ¢N(a)}; a=0

olarak diisiiniilirse bu durumda, n - oo iken u,, L, = 0 olacak sekilde {u,}, {L.}
negatif olmayan reel say1 dizileri var ve ¢: R* - R*, ¢(0) = 0 kesin artan strekli

fonksiyonu oldugundan dolay: her x,y € K ve i = 1,2,---, N i¢in
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IT"x = Tyl < llx = yll + pindi(llx — yID + lin
Slx =yl +pnplix—yID+ 1, n=1

elde edilir.

3.4. Kendi Uzerine Olmayan Total Asimptotik Genislemeyen Déniisiimler

Bu baslik altinda, kendi iizerine olmayan (nonself) total asimptotik genislemeyen

doniigiimlerin tanimlar1 ve bu doniisiimlerle ilgili baz1 ¢aligmalara yer verilmistir.

Tamim 3.4.1: E bir reel normlu uzay ve K da E nin bir alt kiimesi olsun. Her x € K igin
Px = x olacak sekilde P:E — K siirekli doniisiimii varsa, K ya E nin bir retracti
(¢ekilmesi) denir. Diizgiin konveks bir Banach uzayinin her kapali, konveks alt kiimesi
bir cekilmesidir. P: E — E doniisiimiiniin bir retraction (¢ekme) olabilmesi i¢in P2 = P

sartin1 saglamasi gerekir.

Kendi iizerine olmayan total asimptotik genislemeyen doniisiim kavrami, total
asimptotik geniglemeyen doniisiimlerin 6nemli bir genellestirmesi olarak ilk defa
Chidume and Ofoedu (2006) tarafinda ifade edilmistir. Simdi, bu doniisiimlerle ilgili

bazi tanimlar verilecektir.

Tamim 3.4.2. (Kendi Uzerine Olmayan Total Asimptotik Genislemeyen Déniisiim):
E bir reel normlu uzay, K € E bos olmayan bir kiime ve P: E — K, E nin K Uzerine

genislemeyen ¢ekmesi ve T: K — E bir doniisiim olsun. Her x,y € K ve n > 1 igin

IT(PTY"1x = T(PTY" 'yl < llx — yll + pnd(llx — 1D + L

olacak sekilde ¢: R* - R*, ¢p(0) = 0 kesin artan sirekli fonksiyonu ve n — o iken

Un, L, = 0 olacak sekilde {u,}, {l,} negatif olmayan reel say1 dizileri varsa T: K — E
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doniisiimiine “kendi lizerine olmayan total asimptotik genislemeyen doniisim” adi

verilir (Chidume and Ofoedu 2006).

Sonug 3.4.3: Eger yukaridaki son esitsizlikte ¢p(1) = A olarak alinirsa,

IT(PTY"x = T(PT)" 'yl < (1 + u)llx — yll + L,

elde edilir. Ayrica [, = 0 olarak alinirsa ifademiz Chidume et al. (2003) tarafindan

tanimlanan kendi iizerine olmayan asimptotik genislemeyen doniisiime doniisiir.

Onerme 3.4.4: K, bir E reel normlu uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ve P: E — K,
genislemeyen ¢ekmesi ve Ty, T,: K — E kendi Uzerine olmayan iki total asimptotik
genislemeyen doniisiimler olsun. Ayrica, n — oo iken u,, [, = 0 olacak sekilde {u,},
{1,.} negatif olmayan reel say1 dizileri var ve ¢p: R* - R*, ¢p(0) = 0 kesin artan strekli

fonksiyonu verilsin. Her x,y € K ve i = 1,2 igin
IT:(PT)™ *x — Ti(PT)™ 'yl < llx — yll + i Ulx —yID + Ly, n=1
dir (Kiziltunc ve Yolacan 2012).
Ispat: i = 1,2 icin T;: K — E kendi iizerine olmayan total asimptotik genislemeyen
dontisiimler, n — oo iken w;,, l; — 0 olacak sekilde {u;,}, {l;»} negatif olmayan reel

say1 dizileri var ve ¢: Rt - R*, ¢p(0) = 0 kesin artan sirekli fonksiyonu olsun. Her

x,y € Kven > 1igin

IT;(PT)™ *x — Ti(PTY" 'yl < llx = ¥l + pindi(llx = ¥ID + lin

yazilabilir. Eger,

tn = max{iiyn, Uzn}, ln = max{liy, Ln},
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¢(a) = max{g(a), p,(a)}, a=0

olarak diistiniiliirse bu durumda, n —» o iken u,, L, = 0 olacak sekilde {u,}, {l,,;}
negatif olmayan reel say1 dizileri var ve ¢: R* - R*, ¢(0) = 0 kesin artan stirekli

fonksiyonu oldugundan dolay1 her x,y € K ve i = 1,2 igin

IT;(PT)™ *x — T;(PT)™ yll < llx — yll + winpi (llx — yI) + lin
< lx =yl + unpUlx = yID) + L, n>1

elde edilir. Boylece 6nermemizin ispati tamamlanmis olur.

Albert et al. (2005), kendi iizerine total asimptotik genislemeyen doniisiim ve kendi
lizerine total asimptotik zayif kesin daraltan donilislimii tanimlayarak Krasnosel’ski-
Mann-tipli iterasyon yontemini kullanarak normlu uzaylar icin kuvvetli ve zayif
yakinsamalarini incelemislerdir. Chidume and Ofoedu (2006) kendi (zerine olmayan
(nonself) total asimptotik genislemeyen doniisiimii tanimlayarak, kendi ilizerine olan
total asimptotik genislemeyen doéniisiimlerin sonlu ailesi i¢in kuvvetli yakinsamalari
uzerine calismislardir. Yine, Chidume and Ofoedu (2009) kendi Uzerine olan total
asimptotik genislemeyen doniisiimlerin sonlu ailesi i¢in yeni bir iterasyon yontemi
teskil etmis ve kuvvetli yakinsamalarini incelemislerdir. Hu and Yang (2008)
tarafindan yeni bir iterasyon semasi teskil edilmis ve kendi iizerine olmayan total
asimptotik genislemeyen doniisiimler i¢in kuvvetli yakinsamalar1 incelenmistir.
Mukhamedov and Saburov (2010) tarafindan Explicit iterasyonunun dizgun reel
konveks Banach uzaymin bos olmayan kapali ve konveks bir altkiimesinde kendi
tizerine tanmimlanmis bir total asimptotik I-genislemeyen doniistimiiniin sabit noktaya

yakinsaklig1 ¢alisilmistir.

Tamim 3.4.5. (Demikompakthk): E bir reel normlu uzay ve K da E nin bir alt kimesi
olsun. T: K — K bir doniistim olsun. Eger, K daki her sinirhi {x,,} dizisi icin {x,, — Tx,,}

yakinsak ise, T doniisiimiine demikompakttir denir.
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Bu durumda, {x,,} dizisinin, K da x* sabit noktasina kuvvetli yakinsayan {xnj} alt dizi

vardir (Agarwal et al. 2009).

Tamim 3.4.6. ((A) sart1): X Banach uzayinin bos olmayan bir K alt kiimesive T: K - K
dontistimleri verilsin. Eger her t > 0 igin f(t) > 0, £(0) = 0 olacak sekilde azalmayan

bir f£:[0, ) — [0, ) fonksiyonu var ve her x € K igin ||x — Tx|| > f(d(x,F(T)))

ise T: K —» K doniisiimii (4) sartin1 sagliyor denir (Senter and Dotson 1974).
Tamim 3.4.7. ((A") sart1): X Banach uzaymin bos olmayan bir K alt kiimesi ve

T,,T,: K = K donistimleri verilsin. Eger, her t > 0 igin f(t) > 0, f(0) = 0 olacak

sekilde azalmayan bir f: [0, ) — [0, o) fonksiyonu var ve her x € K igin

1
5 Ul = Tuxll + llx = Toxll) = f (d(x,F(D))

ise Ty,T,: K » K doniisiimleri (A") sartinz1 saglhyor denir (Khan and Fukhar-ud-din
2005). Ayrica T; = T, = T olarak alinirsa (A) sartinin (A") sartinin 6zel bir hali oldugu

goraldr.

Yardimer Teorem 3.4.8: {a,}, {b,} ve {6,} asagidaki esitsizligi saglayan ve negatif

olmayan reel say1 dizileri verilsin. Her n > 1 igin
An+1 = (1 + ‘Sn)an + bn:
olsun. Eger, >0, b, < oo ve Y, 6, <o

I. lim,,_, o a, limiti vardir;
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ii. {a,,} dizisinin 0 a yakinsan bir {ank} alt dizisi varsa, lim,,_,., a, = 0 dir (Tan and Xu

1993).

Yardimcar Teorem 3.4.9: E diizgiin konveks bir reel Banach uzayr ve n > 1 igin
0 < b <c<1olmak tzere b ve c iki sabit olsun. Kabul edelim ki, {t,} € [b,c] c

(0,1) araliginda bir dizi, {x,} ve {y,}, E de diziler olmak tzere uygun bir s > 0 i¢in

lim supllx,ll <5, limsuplly,ll <s,  lim|ltyx, + (1= t)wll =5,
n—oo n—-oo n—-oo

sartlar1 saglansin. Bu durumda, lim,,_,,||x;, — Y|l = 0 dir (Schu 1991).

Yardimer Teorem 3.4.10: E dizgin konveks bir Banach uzay1 ve B.(0) =
{x € E:||x|| < r}olsun. Her x,y,z € B.(0), a, 8,y € [0,1] vea + S +y = 1igin,

lax + By +yzIl* < allx||* + BliylI* + vllzlI? — apg(llx — yII)

olacak sekilde bir kesin artan surekli ve konveks g:[0,00) — [0,0), g(0) =0
fonksiyonu vardir (Cho et al. 2004).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde, ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglara yer verilecektir.

Oncelikle kendi iizerine olan total asimptotik genislemeyen déniisiimlerin sinifi igin
iterasyon semasi teskil edilmis ve daha sonra diizgiin konveks Banach uzayinda bu

iterasyon igin kuvvetli yakinsama teoremleri verilmistir.

Ikinci olarak kendi iizerine olmayan (nonself) total asimptotik genislemeyen
dontistimlerin sinifi i¢in yeni bir iterasyon semasi ifade edilmis ve daha sonra diizgiin
konveks bir Banach uzaymmda bu iterasyon i¢in kuvvetli yakinsama teoremleri

verilmigtir.
4.1. Total Asimptotik Genislemeyen Doniisiimler icin Sabit Nokta Yaklasim

E bir Banach uzayi, K da E nin bos olmayan konveks bir alt kiimesi,
Si, Sy, 0+, Syi K = K genislemeyen  doniistimler ve Ty, Ty, -, Ty:K = K total

asimptotik genislemeyen doniisiimler olsun. Keyfi x; € K noktasi igin,

(g = x® = @M (V-0 | pWg @)

n )
xT(lN 1 _ aglN 1)TN 1x(N 2) +b(N 1)SN 1xn+C7(1N 1)u7(1N_1)
12® = @71 @ 4 b(z)s o, + cPu® (4.1)

(2) (Z)Tn (1) +b(2)52x +C(2) (2)
n

(1) = a(l)T1 Xn + b(l)S 1Xn + c(l) (1) nx1

dir. Burada, i =1, 2,..., N igin {ur(li)}, K da smirh diziler ve ag) + b,(f) + c,(li) =

1 olmak (izere {ag)} : {b,(li)} , {cr(li)} c [0,1] dir. (4.1) ile olusturulan {x,}
n=1 n=1 n=1

iterativ dizisi, total asimptotik genislemeyen ve genislemeyen doniisiimler igin yeni bir

N-adim iterasyon semasidir.
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Sonug 4.1.1. i. Eger N=3 olarak segilirse (4.1) semasi asagidaki modifiye edilmis li¢

adim iterasyonuna indirgenir:

Xn+1 = ar(13)T3n}’n b(3)53xn + C(g) (3)
Yo = aPTiz, + P S,x, + cPu (2) (4.2)
= a(l)T1 Xp + b(l)Slxn + c(l) (1) n =1

Burada i=1,2,3 igin {us)} K da smirh diziler ve a® +b® + ¢ =1 olacak

sekilde {a “)}n {b<‘>}n_1,{c§j>}:=1 c [0,1] dir.

ii. Eger T, =T, =T;=T ve §; =S5, =53 =35 kendi ilizerine doniisimler ise, bu
durumda (4.2) iterasyon semas: Liu et al. (2007) tarafindan verilen (4.3) iterasyon

semasina indirgenir:

Xns1 = aS’)Tyn b(3)5xn + c(3) (3)

Vo = a,(lZ)Tzn b(z)an + c(z) (2) (4.3)
Zy = aﬁl)Txn b(l)an + c(l) (1) n=1.

Burada i=1,2,3 igin {u(i)}, K da smirh diziler ve ag) +b,(li) + c,(li) =1 olacak

n

sekilde {a (‘)}n_l {b(l)}n_l, {c,(P}::l c [0,1] dir.

ii. Eger T, =T; =T ve S, = S3 = S kendi lizerine doniisiimler ve n > 1 i¢in a( ) =

C,(ll) = 0 ise (4.2) ifadesi Liu et al. (2005) tarafindan verilen (4.4) iterasyon semasina
indirgenir:

{xn+1 = a®Ty, + b¥sx, + cPu® (4.4)

Vo = a,(lz)Txn b(z)an + c(z) (2) n>1
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Burada {u,(f)} ve {u,(f)}, K da smirh diziler, a,(f) + b,(lZ) + c,(lz) =1 ve aﬁf) + b,(ls) +

o) =1 ohacak sekidde {ai} , {pP} | {e®}  {aP) L (P}

n=1 n=1 n=1

{c,(lg)}:zl c [0,1] dir.

4.2. Total Asimptotik Genislemeyen Doniisiimler icin Temel Sonuclar

[lk olarak kuvvetli yakinsama teoremlerinden Once bu teoremlerin ispatinda

kullanacagimiz bazi yardimci teoremler asagida verilmistir.

Yardimci Teorem 4.2.1: E reel Banach uzay1 ve K da E nin bos olmayan, konveks bir
alt kiimesi, S;, S,,-+,Sy: K = K genislemeyen donidstimler ve Ty, Ty, -+, Ty: K > K
total asimptotik genislemeyen doniisiimler olsun. Ayricai = 1,2,--+,N icin F(S,T) =
NN, F(S)NF(T) # @ ve negatif olmayan {u,}, {l,} dizileri, X2, u, <o ve

izq l, < oo sartlarim saglasin. Kabul edelim ki, her A > M igin ¢(1) < M*A olacak
sekilde M,M* > OQvarvei = 1,2,---,N i¢in

Z ¢V < o (4.5)
i=1

oldugunda herhangi bir x; € K i¢in (4.1) deki {x,} dizisi tanimlanirsa p € F(S,T)

olmak Uzere lim,,_,||x, — pl| limiti vardur.

ispat: p € F(S,T) = NI, F(S) NF(T) # @ olsun. i =12, N icin {ul}, K da

sinirh diziler oldugundan

| R

€ = mx s -}
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yazilabilir. (3.12) ve (4.1) kulanilarak,

len® = pll < @72 = Pl + bV lS120 = Pl + 6P| ® = p|

an(l)[”xn - p” + .un¢(”xn - p”) + ln]
+ by Pl = pll + 60 flun® —

< (@, ® + b, P)llx, = pll + @ P p(llxn — I
+a, V1, + ¢, VK

< ”xn - p”+an(1).un¢(”xn - p”) + an(l)ln + (p?l) (46)
yazilir. Burada, @) = c, VK dir. ¥2_, ¢,V < oo oldugundan dolay1, 3%, Py <
elde edilir. ¢, artan bir fonksiyon oldugundan A < M iken ¢(1) < p(M) ve eger,

A= M ise ¢p(1) < M*A dir. Her iki durumdan da M, M* > 0 igin;

¢ <pM) + M*2A 4.7)

yazilir.

Bdylece, (4.6) ve (4.7) den

”xn(l) - p” < ”xn - p”‘}'an(l)ﬂnw)(M) + M*”xn - p”]
+ an(l) ln + 90?1)

< (1 + Mp)llxn, = pll + Ry (upn + 1) + 90y (4.8)

elde edilir. Burada, M; ve R; > 0 sabit sayilaridir. (4.7) ve (4.8) kullanilarak
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len® = pll < an @[ T8, % = pl| + by @852 —
6@ un® —p
< @y @[l = pll + b (@ = pll) + 1]
+ by @l = pll + 0@ [un® —
< a, P[4+ Myp)llxn = pll + Ry (u + 1) + 035y
+ anPun[p(M) + M

x, W —p||] + @, ®1,
+ by Pllxy = pll + €2 @ [[un@ —p||
< (an® + b, ) + My 1x,, —
+a, PR, (u, + 1) + an(z)fp?l) + a, @ p, (M)

+a, Pu,M*

x, O —p|| + @, P, + ¢, PK
< [, —pll
+ (My + M*a,® + a, @, MMy )12, =
+ @ PRyt + 1) + anPpnp (M) + 0y 1,
+ @, P MRy (y, + 1) + @, P, M* 9y,
+a, Dol + ¢, YK

< (1 + szun)”xn - p” + RZ(Mn + ln) + (P?z) (49)
elde edilirr Burada M, ve R, >0 olan sabit sayllar olmak {izere
(p?z) = an(z):unM*(p?l) + an(Z)(p?l) + Cn(Z)K dir. Z;.lo=1 (p?l) < », Z?Lozl Up < 0 VE
> ¢, ® < oo oldugundan, ¥, P2y < o elde edilir. Tiimevarim ydntemiyle, (4.1),
(4.8) ve (4.9) kullanilarak j = 1,2,---, N — 1 igin;

|, P = p| < (1 + Mjpa) 1y — pll + Ry (uy + 1) + 075, (4.10)

elde edilir. Buna bagl olarak (4.1) ve (4.10) ifadelerinden
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%041 — pll = ||, = p|
< a, ™| T2, N = p|| + by ™ISy, — Pl
+ e ™u, ™ —p
< ap®[||lxn ™ = p| + (|2 = pl|) + L]
+ b, llxy = pll + ¢, ™[, ™ - p|
< a,™[(1+ My_pypn)llxn — DIl + Rev—1y(n + 1)
+ ofy_py] + an W [dM) + M*||2, NV — ]
+ @™y + by Wl = pll + ™™ — |
< (@™ + b, ™) (1 + M-yt lIx, — Pl
+ a, M Ry—1y(tn + 1) + a1y + an P, (M)
+ a, M, M*||x, V-V — p|| + a, M1, + ¢, MK
<(1-c,™)(1+ M—-1yin) llxn — DIl
+ a, M Ry-1y(tn + 1) + Moy _1y + an P, (M)
+ an(N)ln + cn(N)K
+ an, Mu M [(1 + My—1yptn) I — pll
+ Riv-1y(n + 1) + QDELN—l)]
< |lx, —plI
+ (My-1y + M@, ™) + a, M p, M* Moy 1y )i |l
—pll + an™Ry-1)(un + 1) + an ™, (M)
+ a, ™, + a, ™, M Ry _1y (y, + 1)
+ an(N).unM*(p?N—l) + an(N)(p?N—l) +c, MK
< (1 + Myp)llx = pll + Ry (i + 1) + 0l (4.11)

bulunur. Burada My ve Ry > 0 sabit sayilar olmak {izere ¢y, = an(N)ynM*(p?N_l) +
an(N)(p?N—l) +e, VK dir B (P?N—n <o, T <o ve XM <o
oldugundan Y7, @(yy < o elde edilir. Ayrica, }i2;p, <o, Y21, <o ve
Yin=19P(ny < % oldugundan ve Yardimci Teorem 3.4.8 ye gore lim,_o||x, — pl| limiti

vardir.

Yardimer Teorem 4.2.2: E diizgiin konveks Banach uzay1 ve K da E nin bos olmayan
konveks bir alt kimesi, S;, Sy, Sy:K = K genislemeyen dontisiimler ve

Ty, Ty, -+, Ty: K = K total asimptotik genislemeyen doniisiimler olsun. Ayricai =
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1,2,---,N icin F(S,T) =NY,F(S) NF(T;) # ® ve negatif olmayan {u,} ve {I,,}

dizileri

S8 b < 00 Ve £2, by < 00 (4.12)

olacak sekilde tamimlansin. Kabul edelim ki, her A > M i¢in ¢(1) < M*1 olacak
sekilde M,M* > OQvar,Vx,y E KveVvVi=12--,Nigin

lx = Tiyll < lISix — Teyll (4.13)

olsun. Herhangi bir x, € K icin {x,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin 1,7, € (0,1)

icin;

I. ng€NveV n>n,olmak lzere

0o<n <aP <y, <1, (4.14)
ii. Vi=12-,N olmak Uzere
Z ¢ < oo, (4.15)
i=1
ise
limn—»oo“xn - Sl'xn” = limn—wo“xn - Tinxn” =0
dir.

Ispat: p € F(S,T) = NY, F(S)NF(T;) # ® olsun. Yardimci Teorem 4.2.1 den
lim,_ollx, — pll limiti vardir. r=>0 icin lim,_ollx, —pll =71

yazabiliriz. X771 ¢(y_1y < 90, X5q pp < 00 Ve Y771 I, < oo olmak uizere (4.10) dan,

e ™" =

(4.16)
< (1 + M(N—l)ﬂn)”xn - P|| + R(N—l)(ﬂn + ln) + QD?N—l)
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elde edilir. Buradan, (4.16) ifadesinin her iki tarafinin Ust limiti alinirsa,

limsupp o[,V — p||

= limsupneoo[(l + M(N—l)ﬂn)”xn - P|| + R(N—l)(ﬂn + ln) + (ple—l)]

<r (4.17)

yazilir. (4.12) ve (4.17) den;

W-1) _

limsup,_ e ” TN Xn p ”

< limsuppsoo |20 ™0 = p| + @ (|22 V0 = p|) + 1]
<r (4.18)

elde edilir. S genislemeyen bir doniisiim olup her iki tarafinin Gst limiti alinirsa,

UMSUPp oo ISy Xn = Pl < limsupp ool — I (4.19)
<r

olur. Simdi bir sonraki durumu gozoniine alalim. Yani,
[0 = O =) = [T =+ e [ = 5
dir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin Ust limiti alinirsa
Limsup,, o ”T](}xn(N_l) —-p+ c,(lN) (u,(lN) - xn) ” <r (4.20)
olur. Ayrica,

||San —-p+ Cr(lN)(ur(lN) - xn)” < ”San - p” +C7(1N) ||u7(1N) - xn”
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dir. Yukaridaki son esitsizligin her iki tarafinin st limiti alinirsa

limsup, e ”San -p+ c,(lN)(uﬁlN) - xn) ” <r (4.21)

elde edilir. Ayrica

N N — N N
A~ p = o (T - p + P - x,))

+(1 - a,(lN)) (San —-p+ c,(lN)(ule) - xn))

esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa

r=lim, e ”x,(lN) — p”

_lim, . ” o™ (T,(}xn(""” - cT(lN)(u,(lN) — xn))

#(1= ) (s —p+ (1 =) )| @22

olup (4.20), (4.21), (4.22) ve Yardimci Teorem 3.4.9 den asagidaki esitlik elde edilir;

iMoo || TR, V™1 = Syx, || = 0. (4.23)

(4.13) ifadesinden
iMoo || TR, N0 — x| = 0 (4.24)
elde edilir. Simdi, lim,, o ||T,c_1x,({v‘2) - SN_lxn” = 0 oldugunu gosterelim. Hern >

1 icin,
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lbn = pll < || T = || + [| TR - |

< 7™ = ]|+ [ = o] + g (" = p]) + o)
yazilabilir. (4.12) ve (4.24) ifadelerinden

r = 1lim,Lollx, —pll < liminfn_)oo”xr(lN—l) _ p”

elde edilir. Yukaridaki ifadeyi takiben

r < liminfnﬁoo”x,(l]v_l) - p” < limsupn_,oo”x,(lN_l) - p” < r
yazilabilir. Buradan,
lim,_o ||x7(11v—1) - p” =r (4.25)

elde edilir. Diger taraftan

||x§lN-2) — p” < (14 Mpv_yttn)llxn = Il + Roy—2) (s + 1) + 0{y—2)

olup, Y31 ®(n-2) < ®, Xp_iln < Ve Y, l, <o oldugunda yukaridaki son

esitsizligin her iki tarafinin iist limiti alinirsa

limsup, e ||x7(11v—2) - p”

< limsupn—»oo[(l + M(N—Z):un)”xn - p” + R(N—Z)(Mn + ln) + (p?N—Z)]
<r, (4.26)

elde edilir. (4.12) ifadesinden
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(N=-2)

limsup,, . ”TN 1Xn -p ”

< s [0 [ (2 o) 1

<r (4.27)
olur. Sy_; genislemeyen bir doniisiim oldugundan

limsupneoo”SN—lxn - p” < limsupneoo”xn - p”

(4.28)
<r
olur. Yine bir sonraki durumu diisiinelim
N-1)(. (N-1 -
||TN 20, N2 —p 4 )( (N-1) _ )” T 12, =2 — p|
N-1 N-1
+c,(l )”ufl ) xn”
dir. Yukaridaki son esitsizligin her iki tarafinin Ust limiti alinirsa,
Limsupy o0 ”T,(}_lxn(’v_z) p+c” 1)( W-1) _ xn)” <r (4.29)

olur. Ayrica
[Su-stn = p + PP (w00 )| = suosn — pll 46l |
olup esitsizligin her iki tarafinim Gst limiti alinirsa,

limSupyco ||Syoa2n —p + e P (w0 = x| < 7 (4.30)

elde edilir. Ayrica
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N-1 N-1 - N-1 N-1
XD _ o0 )(TN_ W-2) _py 4 G )(ur(l )—xn)>

+(1 — a;N_l)) <SN_1xn p+ C(N 1)(usv_l) — xn))

esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa

(N-1)

=m0 |
= liMy e ” (V-1) (T" x, V"2 —p + C(N 1)(usv_l) — xn)>
+H(1-ag™) <5N-1xn pta (u ™ - ))” (4.31)

olup (4.29), (4.30), (4.31) ve Yardimc1 Teorem 3.4.9 den

limn—mo”Tl\Tll—lxn(N_z) - SN—lxn” =0 (4.32)
elde edilir. (4.13) ifadesinden

iMoo TH- 126, V"2 — x| = 0 (4.33)
olur. Benzer yontemle, 0 < i < (n — 2) igin

iMoo || T i, V50 — x| = 0 (4.34)

elde edilir.

Simdi de asagidaki son durumu diistinelim,

||T1 Xn—p+ C(l)( 1(11) - xn)” < ”Tlnxn - p” + Cr(ll)”ur(ll) - xn”
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dir. Yukaridaki son esitsizligin her iki tarafinin st limiti alinirsa
limsup,_ e ”T{‘xn -p+ cr(ll) (ug) - xn) ” <r (4.35)
olur. Ayrica, S; genislemeyen bir doniisiim oldugundan

limsupneoollslxn - p” < limsupnaoo”xn - p”

(4.36)
<r
elde edilir. Ayrica
1 1
||Slxn —-pt CT(l )(ur(ll) - xn)” < ”Slxn - p” +C7(1 )”ur(ll) - xn”
olup bu son esitsizligin her iki tarafinin st limiti alinirsa
limsup,, 0 ”Slxn -p+ c,(ll) (u,(ll) - xn) ” <r (4.37)

elde edilir.

1 1 1 1
xr(l)_p=a$1)(T1nxn_p+cr(1)(ur(1)_xn)>

+(1 - ag)) (Slxn —-p+ c,(ll)(uﬁll) - xn)>

esitliginin her iki tarafinin limiti alinirsa
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r= limn_wo”x,(f) - p”

= im0 ||a,(11) (T{‘xn —-p+ CT(ll) (ur(zl) - xn))

#(1-a?) (S =p+ 2 () = ) )| (439

olup (4.35), (4.37), (4.38) ve Yardimc1 Teorem 3.4.9 den

limy o lIT{" 2y, — Syl = 0. (4.39)
esitlik elde edilir. (4.13) ifadesinden
lim, ol Ti' %, —x,ll =0 (4.40)

olur. Ustteki ispatlar gibi benzer ispat yontemlerini kullanarak

limy, || T, —xpll =0 (4.41)

ifadesi elde edilir.

Benzer yontemle, her i = 1,2, ..., N igin
limy, Lol T %, — x50l = 0 (4.42)

ifadesi elde edilir. (4.23), (4.24), (4.32), (4.33), (4.34), (4.39) ve (4.40) dan, i =
1,2, ..., N icin

lim,ollx, — Six,ll =0 (4.43)

elde edilir.
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Teorem 4.2.3: E reel Banach uzay1 ve K da E nin bos olmayan, kapali konveks bir alt
kiimesi, Sy, S,,+:+, Sy: K = K surekli genislemeyen doniistimler ve Ty, Ty, -+, Ty: K =
K siirekli total asimptotik genislemeyen doniisiimler olsun. Ayricai = 1,2,:--,N igin

F(S,T) = N, F(S;) N F(T;) # @ olsun ve {u,} ve {,,}
Yitiln <©VeYZ l <o (4.44)

sartim1 saglayan iki dizi olsun. Kabul edelim ki, her A = M i¢in ¢p(1) < M*A olacak
sekilde M, M* > Q var, herx,y € Kvei = 1,2,...,N igin

lIx = Tiyll < lISix — Tiyll (4.45)
ve herhangi bir x; € K igin (4.1) deki {x,} dizisi tanimlansin. n,,n, € (0,1) igin;

I. ny€NicinV n > n,olmak tizere

o<nm<aP<n <1, (4.46)

ii. Vi=12--,N olmak lizere

Yl <o, (4.47)
i=1

olmasi durumunda herhangi bir x; € K icin (4.1) deki {x,} dizisinin
S1,82, SN, Ty, T, -+, Ty doniisiimlerinin ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsamasi
icin gerek ve yeter sart n > 1 i¢in d(x,, F(S,T)) = infpersllxn — pll olmak tzere

liminfn_,ood(xn, F(S, T)) = 0 olmasidur.

Ispat: Gereklilik agiktir. Dolayisiyla sadece yeterlilik kismi ispatlayalim. p € F(S,T)
icin, (4.11)’den
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lnss = pll = |2 =
< (1 + MN;un)”xn - p” + RN(Mn + ln) + (p?N)
= llxn — pli+6n (4.48)

yazilir. Burada &, = Myunllxy, —pll + Ry(un + 1) + @y dir. {x, —p} sl
Yiciln <o, Y2l <o ve Y ¢hy <o oldugundan, }72;8, <o dir.
Dolayisiyla (4.48) den

inprF(S,T)”xn+1 -pll < inprF(S,T)”xn —pll + 6,

yazilir. Bu ifade ayn1 zamanda

d(xns1, F(S,T)) < d(xp, F(S,T))+6, (4.49)

ifadesinde denktir. (4.49)’dan Yardimci Teorem 3.4.8 nin (i) sikkina gore,
limpw0d(x,, F(S,T)) limiti vardir. liminf, .d(x,, F(S,T)) =0 olduguna dikkat
edilirse, (4.49)’dan ve Yardimci Teorem 3.4.8 nin (ii) sikkindan dolay:
limpwd(x,, F(S,T)) = 0 olur,

Simdi limy,_,0d(xn, F(S,T)) = 0 ve Y-, 8, < o oldugundan verilen bir & > 0 sayist

icin, n > N; olmak tzere d(x,, F(S,T)) < - ve X2, §; <~ olacak sekilde pozitif bir
N, tamsayist vardir. Buradan, d (xN LF (S, T)) < z ve Yy, 0 Si ifadeleri yazilabilir.

Bu da, ||xN1 —p1|| Si olacak sekilde bir p; € F(S,T) sabit noktasinin var oldugu

anlamina gelir. (4.48) den,n > N; ve m > 1 iken

”xn+m - xn” < ”xn+m - pl” + ”xn - pl”

n+m-1

n-1
<oy —pall+ D 8+ [, —mill+ ) 5

J=N1 j=N1
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<flew, = pall + D 6+ low, —pall + ) 6

J=N1 j=N1

IA

+—+—+

MmN m
)
)
)

olur. Dolayisiyla {x,}, E de bir Cauchy dizisidir ve E tam oldugundan dolay1 n — oo
iken x,, = p olacak sekilde p € E vardir. p noktas1 Sy, S5, -, Sy, T1, Ty, -++, Ty nin ortak
sabit noktasi oldugunu yani p € F(S,T) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki
p € FY(S,T) (burada Ft(S,T), F(S, T) nin timleyenini gostermektedir). F(S,T), E nin
kapali  bir alt kiimesi oldugundan (her bir S5, S5,, Sy, Ty, 1o, -, Ty
stirekli), d(p, F(S, T)) > 0 yazilabilir. Ancak her g € F(S,T) icin,

lp = qll < llp — xpll + llxn — qll
elde edilir. Buradan

d(p,F(S,T)) < llx, — pll + d(x,, F(S,T))

yazilir. n - oo icin d(p,F(S,T)) > 0 celiskisinden dolay1 d(p,F(S,T)) = 0 ifadesi
elde edilir. O halde, p, S1,S,, -+, Sy, Ty, T, -++, Ty nin ortak sabit noktasidir.

Teorem 4.2.4: E reel diizgiin konveks Banach uzay1 ve K da E nin bos olmayan, kapali
konveks bir alt kimei, S;, S5, -+, Sy: K = K dizgln surekli genislemeyen doniisiimler

ve Ty,T,, -+, Ty: K - K diizgiin siirekli total asimptotik genislemeyen doniistimler

olsun. {u,} ve {l,}

S8 b < 00 Ve £2, by < 00 (4.50)
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sartn1 saglayan iki dizi ve i = 1,2,---, N igin F(S,T) = N, F(S;) N F(T;) # @ olsun.
Kabul edelim ki, her A > M igin ¢p(1) < M*A olacak sekilde M, M* > 0 var, herx,y €
Kvei=1,2,..,Nigin
llx = Tiyll < lISix — Tyl (4.51)
ve herhangi bir x; € K icin (4.1) deki gibi {x,,} dizisi tamimlansin. n,,1, € (0,1) icin;
i. ng €NiginV n > n,olmak tizere

0o<n<aP<n, <1, (4.52)

ii. Vi=12,--,N olmak lizere
z ¢ < oo, (4.53)
i=1

olmasi durumunda Ty, T,, -+, Ty doniistimlerinden herhangi biri kompakt ise (4.1) ile
tanimlanan {x,} iterasyon dizisi S;,S,, -, Sy, Ty, Ty, -+, Ty doniisiimlerinin ortak sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.
Ispat: Yardimc1 Teorem 4.2.2 yi g6z 6niine alarak i = 1,2, -+, N igin

Ai_r){}o”xn — Sixpll =0, Tlll_{{}o”xn —T{ x|l =0 (4.54)

oldugunu biliyoruz. Ty total asimptotik genislemeyen doniisiim, Sy genislemeyen

dontisim oldugundan ve (4.1), (4.23), (4.43) ifadeleri ve X;_; c,(lN) < oo sartindan

dolay1
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||xn+1 - xn” = ”an(N)TI(len(N_l) + bn(N)San + Cn(N)un(N) - xn”
< @y ™| T2,V = Syl + ™ un ™ — x|
+(1 - an(N) - Cn(N))”San - xn”

- 0 (n - o icin) (4.55)

elde edilir. T; kompakt olsun. T, surekli ve kompakt oldugundan dolayi, T; tamamen
stireklidir. Dolayisiyla p € E icin j — oo iken Tlnjxnj — p olacak sekilde {T*x,} nin
{Tlnjxnj} alt dizisi vardir. Bu yiizden, j — oo igin Tlnj+1xn]. - Typ ve (4.54) den,
limjﬁwxnj = p elde edilir. Ayrica, (4.54) den, j — oo i¢in Tznjxnj =P, Tnjxnj -p

. . .. n;+1 n;i+1 . ..
dir. O halde, j — oo igin T,”’ Xp; = Top, -, Ty’ Xn; = Typ yazilir. (4.55) ifadesini
kullanarak j — oo igin x, . —p olur. Buradan, p € F(S,T) oldugunu elde edilir.

Vi=12--,Nigin

nj+1
lp = Tipll < ||p —Xnj, ||t ||xn,-+1 — T Xy, -
Tnj+1 Tnj+1 Tnj+1 ( ) )
R | K VPR x"j” i T ip|

elde edilir. i =1,2,..,N igin, j— oo iken limit almirsa T; nin dizgun surekli
oldugundan p = T;p elde edilir. Buradan da, p € F(T;) oldugu goriiliir. Ayrica,

i =1,2,-,N; S; donlisiimlerinin siirekliligi ve Yardimci Teorem 4.2.2 den
1ip =PIl = limjcp || Sitn, = 0, || = 0,

ifadesi elde edilir. Yani,p € F(S,T) = NI, F(S;) N F(T;) dir. Yardimc1 Teorem 4.2.1
den lim,_wllx, —pll vardr ve p€F(ST) dir. O halde {x,} dizisi

S1,82,+, 8N, Ty, Ty, -+, Ty doniisiimlerinin ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
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4.3. Kendi Uzerine Olmayan Total Asimptotik Genislemeyen Déniisiimler icin
Sabit Nokta Yaklasimi

Temel sonuglarimizin ikinci kisminda, kendi iizerine olmayan (nonself) total asimptotik
genislemeyen doniisiimlerin sinifi i¢in bazi kuvvetli yakinsama teoremleri verilecektir.

Bunun i¢in kullanacagimiz iterasyon semasi asagidaki sekilde ifade edilmistir:

E dizgun konveks bir reel Banach uzayi, K da E nin genislemeyen bir ¢ekmeye sahip
bos olmayan konveks bir alt kiimesi olsun. Ayrica, Y2, U, <o ve }72; 1, <o
sartlarm1  saglayan {,}ns1, {ludns1 < [0,00) dizileri ile T;,T,:K — E iki total

asimptotik genislemeyen doniisiimler olmak iizere x; € K keyfi noktasi i¢in

{yn = P(anxy + BnT1(PT)™ *xp + Vo) (4.57)

Xn41 = P(anyn + .BnTZ(PTZ)n_1Yn + Vnun): n=1

iterasyon semasini teskil edelim. Burada {u,} ve {v,} K da smurh diziler ve a;, + Sy, +

Yn = @y + Bn + ¥n = 1 olacak sekilde {a,}, {Bn}, {vn}, {an}, {Bn}, {¥n} < [0,1] olsun.
(4.57) ile olusturulan {x,,} iterativ dizisi total asimptotik genislemeyen doniisiimler igin
Xu (1998) tarafindan tanimlanan modifiye edilmis hata terimli Ishikawa iterasyon

semasi olarak adlandirilir.

Sonug 4.3.1. i. Eger, B, = yn = 0 ve a;, = 1 olarak alinirsa (4.57) iterativ dizisi (4.58)
ile Xu (1998) tarafindan tanimlanan modifiye edilmis hata terimli Mann iterasyon

semasina indirgenir:
Xns1 = P(anxn + BnT, (PTz)n_lxn + Ynln), n=1, (4.58)

iterasyon semasinda {u,}, K da simrh dizi ve a, + 8, + ¥, = 1 olacak sekilde {a,,},

{Bn}, {rn} < [0,1] dir.
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ii. Eger, Ty =T, =T kendi lizerine doniisimlerse ve B, =y, =0 ve a, = 1 olarak
almirsa, (4.57) iterativ dizisi, Nilsrakoo (2009) tarafindan (4.59) ile tanimlanan

modifiye edilmis hata terimli Mann iterasyon semasina indirgenir:

Xn+1 = AnXp + LT "Xy + VoUn, n=>1, (4.59)

iterasyon semasinda {u,}, K da simirh dizi ve @, + 8, + ¥, = 1 olacak sekilde {a,,},

{Bn}, {rn} < [0,1] dir.

iii. Eger, Ty =T, =T kendi lizerine doniistimlerse ve S, =V, =¥, =0 ve a, =1
olarak alinirsa, (4.57) iterativ dizisi modifiye edilmis Mann iterasyon semasina

indirgenir.

4.4, Kendi Uzerine Olmayan Total Asimptotik Genislemeyen Déniisiimler icin

Temel Sonuclar

Kuvvetli yakinsama teoremlerini vermeden Once bu teoremlerin ispatinda

kullanacagimiz bazi yardimci teoremler asagida verilmistir.

Yardimc1 Teorem 4.4.1: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir
¢ekmeye sahip bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve Ty, T,: K — E iki total
asimptotik genislemeyen doniisiim olsun. {u,} ve {1,,} Y72ty < oo ve }i2, 1, < oo
olacak sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F:=F(T;) NF(T,) ={x € K:T;x =
T,x = x} # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M icin ¢ (1) < M*A oldugunda M, M* >
0 var Ve Yo 1 Vn < 0, Yo Vn < 0 Ve Yo Un¥n < o olacak sekilde K da {u,} ve
{v,} smurh dizileri verilsin. Herhangi bir x; € K ve q € F icin (4.57) deki {x,}

dizisinin lim,_, ||x,, — q|| limiti vardir.

Ispat: g € F olsun. {u,} ve {v,} K da smrh diziler oldugundan dolay1
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7 = max{supps1ltn = qll, supp=1llve — qll} (4.60)

yazilabilir. Onerme 3.4.4 ve (4.57) den

Iy = qll = lIP(anxyn + BaTi(PT)™ 'xy + Yavm) —qll
< apllx, — qll + BallT (PT)™ *xp, — qll + vrllvy, —qll
< Balllxn — qll + un@(lxn — qll) + L] + apllx, — qll (4.61)
+ Yullvn — ¢l
< (an + B)llxn — qll + Brptnd(llxn — qll) + Brly + var

elde edilir. Burada, ¢ artan bir fonksiyon oldugundan A < M iken ¢(1) < (M) ve
eger A > M ise ¢p(A) < M*A dir. Her iki durumdan da M, M* > 0 igin;

d) < p(M) + M*2 (4.62)

yazilir. (4.61) ve (4.62) den,

lyn = qll < llxn, — qll + Brunld(M) + M ||lx, — qll] + Brln + ¥ar

, (4.63)
< (14 Quu)llxy — qll + Q1(un + 1) + v
elde edilir. Burada, Q; > 0 olan bir sabit sayidir. Benzer sekilde, (4.57) den
Ixn+1 = qll < anllyn = qll + BullT2(PT)™ y, — qll + vallu, — qll
< Bulllyn — qll + pndp(lyn — qlD) + L] + anllyn — qll
+ Ynt
" (4.64)

< (an + :Bn)“yn - CI” + ﬁn.un¢(”)’n - CI”) + .Bnln + YnT
< “yn - CI” + .Bn:un[¢(M) + M*”yn - q”] + .Bnln + Yn?
< (1 + Qettdllyn — qll + Q2 (un + 1) + ¥ur

elde edilir. Burada, Q, > 0 olan bir sabit sayidir. (4.63) ve (4.64) den
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lxns1 — qll < (1 + Q) [(1 + Q) llxn — qll + Q1 (pn + 1)

+¥a)] + Q2(pn + 1) + vur

< llxp — qll + (@1 + Q2 + Q212 Q1) tnllx — ¢l
+ Q1 (pn + 1) + Q1Q2un (pyy + 1) + Vo7 + Qatn Va7
+ Q2(un + 1) + yur

< (14 Qzunllxn — qll + Qs(un + L) + var + Qzptn¥n?
+ Ynr

< (14 Qzu)llxn — qll + Q3 (uy + 1) + T

(4.65)

elde edilir. Burada, Ty = ¥u7 + Qaln¥n? +¥nr Ve Q3 > 0 olan bir sabit sayidur.
Yn=1¥n < 0, Xl i ¥y < 00 Ve Y74y ¥y < © oldugundan Y7, T}y < oo yazilabilir.
Ayrica, 325 U < 0, ¥2, I, < oo ve ¥ Ty < o0 oldugundan ve Yardimei Teorem

3.4.8 ye gore lim,_|lx, — ql| limiti vardir.

Yardimcar Teorem 4.4.2: E duzgin konveks bir Banach uzay ve K da E nin
genislemeyen bir ¢cekmeye sahip bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve
T, T,: K - E iki total asimptotik genislemeyen doniisim olsun. {u,} ve {l,},
Yieilp <0 ve }2 1, < oo olacak sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F:=
F(T;) NF(T,) ={x € K:Tyx = T,x = x} # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M igin
P (1) < M*2A oldugunda M, M* > 0 var ve Y01 Vn < O, Do 1Vn < O Ve X7 1 UnVn <
o olacak sekilde K da {u,} ve {v,} smurh dizileri verilsin. Herhangi bir x; € K i¢in

(4.57) deki {x,,} dizisi tanimlansin. Ayrica,

. 0 <liminf,,ea, Ve 0 < liminf,_ oV, < limsup,_oyn < 1,

i, 0 <liminf,ea, 'vVe 0 < liminf, oV, < limsup,v, <1,

olsun. Bu durumda i = 1,2 icin lim, . ||T;(PT;)" 1x,, — x,,|| = 0 esitligi elde edilir.

Ispat: g € F olsun. Yardime1 Teorem 4.4.1 den {x, —q}, {T,(PT)" 'x, —q},
{v, — q}, {TL(PT,)" Yy, — q}, {u, — q} ve {v, —q} dizileri smirhdir. r > 0 olmak
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Uzere B, ye ait olan bdyle diziler oldugunu kabul edebiliriz. Yardimci Teorem 3.4.10

dan

Iy = qll* < apllxy, — qll* + BullT (PT)™ x, — qll* + vallv, — qll?

— anPrng(ITy(PT)™ 1x, — xp1)

< apllxn — qll* + Brlllxn — qll + pad(llxn — qlD) + L]?
+¥ar? — anfrg(ITy (PT)™ 1xy — xpl)

< (an + B)llxn = qlI* + Ry(pn + 1) + yar?
— anPrg(ITy(PT)™ 1x, — xp1)

< llxn = qll* + Ry (ptn + L) + yr?
— anBrg(ITy(PT)"™ xy — xpl1)

(4.66)

elde edilir. Burada, R; > 0 olan bir sabit sayidir. Yardime1 Teorem 3.4.10 dan

%41 — qll* < anllyn — qll* + BullT(PT)" 1y, — qll?
+ Vol = qlI? = anBrng (IT2(PT)"™ 1y — yull)
< aullyn — qlI? + Balllyn — qll + pn @Iy — ql) + 1,17
+ vnr? — anBng (IT2(PT)™ Ly — yall)
< (an + Bllyn = qlI* + Ry (pn + 1) + ypr?
< lyn — qll* + Ry (up + L) + 12

(4.67)

elde edilir. Burada, R, > 0 olan bir sabit sayidir. (4.66) ve (4.67) den

et = qll” < [llxn — qll® + Ry (uy + 1) + 12
— an g (ITy(PT)™ 12 — x| 12 + Ro(uy, + 1)
+ Yar? (4.68)
< llxp = qll*> + Rs(un + 1) + &05y
—an(1—ap =) gUIT (PT)™  xp, — x5 1D)
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elde edilir. Burada, &7}y = y,7° + ¥,7% ve Ry > 0 olan bir sabit sayidir. Y57, ¥, < o,
Yn=1¥n < oldugundan Y7, &0y < oo yazlabilir. Ayrica, 0 < liminf, .a, 've
0 < liminfy_o¥n' < limsup,_oV, <1 oldugundan, herhangi bir n>=n, icin
O<m <a, <my,<1 ve 0<vy," <mg<1 olacak sekilde ny, €N ve my,
m,, ms € (0,1) vardir. Herhangi bir n > n,, icin (4.68) den,

my (1 —m, —ma)g(ITy(PT)™ oy — %) < (2 — qll* = X041 — qlI*)

+R3 (.un + ln) + 6?1)

olur. k = ng igin uygulanirsa,

k
> T (PT)™ ity = 21D

n=ny
k
< S Ui = all? = s~ qll®)
my (1 —m, —m3) =
=o
k k
+R3 Z (Mn + ln) + Z 6?1)
n=ny n=ny
k k
< o, —all 4R Y G+ 1)+ Y &
my (1 —m, —ms) ° = = @

bulunur. 7, &6y < oo oldugundan k — oo iken Y77 g(IIT1(PT)™ ' x, — xp]) < 00
dur. Dolayisiyla, lim,_,. g(||T;(PT,)" 1x,, — x,||) = 0 elde edilir. g kesin artan ve 0
da surekli bir fonksiyon olup g(0) = 0 oldugundan

limn—>oo||T1(PT1)n_1xn — x|l =0 (4.69)

elde edilir. Benzer sekilde, lim,,_,o || T, (PT,)™ 1x,, — x,,|| = 0 oldugu goriiliir.
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Teorem 4.4.3: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢ekmeye sahip
bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T;,T,: K — E sirekli total asimptotik
genislemeyen iki doniisim olsun. {u,} ve {l,}, X2  t, < o0 ve )72, 1, < oo olacak
sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F:=F(T{)NF(T,) ={x € K:Tyx =T,x =
x} # @ olsun. Kabul edelim ki, ¥V A > M i¢in ¢(4) < M*A oldugunda M, M* > 0 var
Ve D 1 Vn <O, X Ve < 0 Ve XX UV < o olacak sekilde K da {u,} ve {v,}
sinirh diziler olsun. Herhangi bir x; € K icin (4.57) deki {x,} dizisi gibi tanimlansin.
Bu durumda, {x,} dizisinin {T;,T,} dontisiimlerinin ortak sabit noktasina kuvvetli
yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart n =1 icin d(x,, F) = infgerllx, — qll olmak

uzere liminf,_,d(x,, F) = 0 olmasidir.

Ispat: Gereklilik sartlar1 aciktir. Dolayisiyla, sadece yeterlilik kismimi ispatlayalim.
q € F igin, (4.65) den

1%n+1 — qll < (1 + Qs llxy — qll + Q3w + 1) + T
= [lx, — qll + @n (4.70)

yazilir. Burada, @, = Qspinllxn, — qll + Q3(un + 1) + F(ri), {xn, — q} simurly, 372 py, <
0, Y721 ly < oo ve Y7 I(7) < o oldugundan, Y2, ¢, < o oldugu elde edilir. Bu
yuzden, (4.70) den,

infqe}"”xn+1 - CI” < infqe}"”xn - q” + Qn,
yazilir. Bu ifade ayn1 zamanda

d(xp+1, F) <d(x,, F) + @ (4.71)

ifadesine denktir. (4.71) den, Yardimci Teorem 3.4.8 (i) sikkina gore, lim,,_,od(x,, F)
limiti vardir. liminf,_,.d(x,, F) = 0 olduguna dikkat edilirse, (4.71) den ve Yardimci
Teorem 3.4.8 (ii) sikkindan dolay1 lim,,_,..d (x,, F) = 0 olur.
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Simdi lim,_,d(x,, F) = 0 ve Yo_; ¢, < o oldugundan verilen bir ¢ > 0 sayis1 igin,
n>N; olmak Uzere d(x,F) < ve ¥2,¢; <= olacak sckilde poitif bir N,
tamsayis1 vardir. Buradan, d(le,T) SZ ve Z‘;":Nl @ SZ ifadeleri yazilabilir. Bu,

||xN1 — q1|| < i olacak sekilde bir g, € F sabit noktasinin var oldugu anlamina gelir.

(4.70) den, n = N;, m = 1 iken

”xn+m - xn” < ||xn+m - Ch” + ”xn - Ch”

n+m-—1 n-—1

<lww —all+ D o+ o, —arll+ ) 0,
j=N1 Jj=N1

<l —all+ Y o5+ o —all + > o)
j=N1 j=N;

& &
<2 (Z + Z)
=&

olur. Dolayisiyla {x,}, E de bir Cauchy dizisidir ve E tam oldugundan dolay1 n — oo
iken x,, - q olacak sekilde q € E vardir. ¢ noktast T;,T, nin ortak sabit noktasi
oldugunu yani g € F oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki g € Ft ( burada F¢, F nin
timleyenini gosterir). F, E nin kapali bir alt kiimesi oldugundan dolayi, (her bir T;, T,
stirekli), d(q, F) > 0 yazilabilir. Ancak V x* € F igin,

llg — x*|l < llg — xpll + [[xn, — x7]
elde edilir. Buradan

d(q,F) < |lxn — qll + d(xy, F)

yazilir. n - oo icin d(q, F) > 0 geliskisinden dolayr d(q,F) = 0 ifadesi elde edilir. O
halde, q, T;, T, nin ortak sabit noktasidir yani g € F dir.
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Teorem 4.4.4: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢gekmeye sahip
bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T;,T,: K — E iki surekli total asimptotik
genislemeyen doniigim olsun. {u,} ve {l,}, X2, <o ve 2,1, < oo olacak
sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F:=F(T{)NF(T,) ={x €eK:Tyx =T,x =
x} # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M i¢in ¢p(1) < M*2 oldugunda M, M* > 0 var
ve T;,T, nin herhangi birisi demikompakt olsun (genelligi bozmaksizin, T; in
demikompakt oldugu kabul edildi). Varsayalim ki, Yn ;¥ < 0, DoiiVn < © Ve
Yomeq1 Un¥n < o olacak sekilde K da {u,} ve {v,} smurh diziler olsun. Herhangi bir
X1 € K i¢in {x,} dizisi (4.57) deki gibi tanimlansin. Ayrica,

. 0 <liminf,oeoa, Ve 0 < liminf, oV, < limsup,_oyn < 1,

ii. 0 <liminf,_oa, 've 0 < liminf,_ oy, <limsup,.o¥n' <1,

olsun. Bu durumda, {x,} dizisi, T;, T, nin ortak sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: {u,} ve {v,} K da smirli diziler ve Yardimci Teorem 4.4.1 de {u,, — x,,} ve

{v, — x,,} sinrli oldugu goriiliir. Ayrica,

dl = Sup{”un - xn”:n = 1}: d2 = Sup{”vn - xn”:n = 1};
d =max{d;:i = 1,2} (4.72)

olsun. (4.57) ve Yardimci Teorem 4.4.2 den,

”yn - xn” = ”P(a;lxn + ﬂr,lTl(PTl)n_lxn + yrllvn) - Pxn”
< ﬁrllllTl(PTl)n_lxn - xn” + Vrllllvn - xn”
< ”Tl(PTl)n_lxn - xn” + )/7;.d

olur.

(4.69) dan
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limyollyn —x,1l =0 (4.73)

elde edilir. (4.57) ve (4.73) den,

X1 — xnll = IP(@nyn + BrT2(PT2)" 'y + Yan) — Pxyll
< apllyn — xnll + Bull T (PT)™ y, — Xl
+ Yallun — x4l
< apllyn — xall (4.74)
+ Bulllyn — xull + n @ (lyn — xalD) + L] + vd
< (1 + Qudllyn — xnll + Q(pn + 1) + vd

-0 (n - oigin)

elde edilir. Burada, Q > 0 olan bir sabit sayidir. Yardimeci Teorem 4.4.2 den ve (4.74)
den, i = 1,2 igin,

Ixn = Ti(PT)" 2 xnll < llxn — Xpoall + Ixp_1 — Ti(PT)" 2 xn 4l
HI T (PT)™ ?xp—q — Ti(PT)™ x|
< 2|1 = xpq Il + 21 = Ty (PT)™ x4l (4.75)
Fun_19lxn — xp_1l) + Ly

- 0 (n - o igin)

olur. i = 1,2 igin, T; strekli ve P de genislemeyen bir ¢gekmeye sahip oldugundan (4.75)

ifadesini kullanarak,

IT;(PT)™ 'xp, — Tixp |l = IT;P(T;(PT)™ %) x, — Ti Pyl (4.76)
-0 (n - wigin) .

elde edilir. O halde, i = 1,2 i¢in, Yardimci Teorem 4.4.2 ve (4.76) dan
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1% — Tixall < N2y = Ti(PTO™ "xull + I Ty (PTY™ xtn, — Tyl 4.77)
- 0 (n - o igin) '

yazilir.

T; demikompakt oldugundan, lim,,_,||x, — Ty1x,|l = 0 ve {x,} dizisinin siirh oldugu
gergeginden k — oo iken g € K kuvvetli yakinsayan {x,} nin {xnk} alt dizisi mevcuttur.
Dolayisiyla, (4.77) ifadesinden k — oo i¢in Ty x,, = q,T>x,, — q oldugu asikardir; ve
i = 1,2 icin, T; stirekli oldugundan ve (4.76) ifadesinden

| T; (PT)™x,, — Tiq|
< || T (PTY™ Yy, — Tistn, || + || Tixn, — Tuql|| @78)
< ||T:P(T;(PT)™ Hxp, — TiPxy, || + ||Tixxn, — Tiq||

- 0 (n - o icin)

elde edilir. Buradan,
lg — Tuqll < |lq = xu, || + [|%n, — To(PT)™ L, || + ||To(PTO™ txy, — Taq ||

olduguna dikkat edilirse (4.69) dan ve (4.78) den, k — o icin T;q = q olur ve
dolayisiyla g € F(T,) dir. Benzer sekilde,

lg — Toqll < ||q = x|l + ||%n, — To(PT)™ 2y, || + || T2 (PT)™ Yy, — Toq ||

olduguna dikkat edilirse Yardimci Teorem 4.4.2 ve (4.78) den, k — oo i¢in T,q = q
olur ve buradan da q € F(T,) dir. Dolayisiyla, ¢ € F oldugu elde edilir. (4.65),
Yardimer Teorem 3.4.8 ve lim,_,.,X,, = q oldugundan {x,} dizisi g € F ye kuvvetli

yakinsar.
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Asagidaki teoremde (A') sartt kullanilarak (4.57) iterasyon semasmin kuvvetli

yakinsamasi verilecektir.

Teorem 4.4.5: E dlzgun konveks bir reel Banach uzayi1 ve K da E nin genislemeyen bir
¢ekmeye sahip bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve Ty, T,: K — E verilen iKi
total asimptotik genislemeyen doniisiim olsun. {p,} ve {l,}, iz ity < 0 Ve 272, L, <
oo olacak sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F:= F(T;) N F(T,) = {x e K:T;x =
T,x = x} # @ olsun. Kabul edelim ki her A > M i¢in ¢(1) < M*A oldugunda M, M* >
0 var Ve Yo 1 Vn < 0, Yo Vn < 0 Ve Yo UnVn < © olacak sekilde K da {u,} ve
{v,} smurh dizileri verilsin. Herhangi bir x; € K icin (4.57) deki gibi bir {x,} dizisi

tanimlansin. T; ve T, doniisiimlerinin (A") sartin1 sagladigini ve

. 0 <liminf,oeoa, Ve 0 < liminf, oV, < limsup,_oyn < 1,

ii. 0 <liminf,_ea, 've 0 < liminf,_ oy, <limsup,.o¥s' <1,

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, {x,} dizisi, T;,T, nin ortak sabit noktasina

kuvvetli yakinsar.

Ispat: Yardimci Teorem 4.4.1 e gdre herhangi bir g € F icin lim,,_,.d (x,, F) limitinin
var oldugu elde edilir. Ayrica, (4.77) den lim,_o||x, — Tix,|| = 0 (i = 1,2) olmasi ve
(A") sartindan dolay1

1
Limseo f (A (n, F)) < Limy oo (5 llxn = Taxnll + lln — sznll) =0 (4.79)

yazilir. Buradan,
limpof (d(xn, F)) = 0 (4.80)

oldugu elde edilir.
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Her t > 0 igin f(t) > 0 ve f(0) = 0 olacak sekilde, azalmayan bir f:[0,o0) = [0, )

fonksiyonu var oldugundan
lim,_,d(x,,F)=0 (4.81)

yazilir.

Simdi, herhangi bir j > 1 tamsayist i¢in ”xnj - yj” < 277 olacak sekilde {yj} cF
dizisini ve {x,,} nin {xn,-} alt dizisini alalim. Tan and Xu (1993) nun ispatlama

metodunu kullanarak,
[0y = 2il| = [, = ]| <27 (482

esitsizligi elde edilir ve buradan da,

||yi+1 _Yj” = ||Yj+1 - xnj+1 + ||xnj+1 _Yj”

-(+1) -J
S 2—j+1

olur. {yj}, F de bir Cauchy dizisi oldugundan yakmsaktir. Kabul edelim ki, y; —» y
olsun. F nin kapahhigindan y € F olup buradan x, —y dir. lim,_llx, — pl|

varligindan x,, —» y € F elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde ise ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglar verilecektir.

Ik olarak, E bir Banach uzayi, K da E nin bos olmayan konveks bir alt kiimesi ve
S1,S2,+, Sy K = K genislemeyen doniisiimler ve Ty, Ty, --+, Ty: K — K total asimptotik

genislemeyen dontisiimleri icin (4.1) ile verilen iterasyon dizisi gozoniine alinmaistir.
Calismamiz neticesinde buldugumuz kuvvetli yakinsamayla ilgili sonuglar1 verelim.

Sonu¢ 5.1: E reel Banach uzay1 ve K da E nin bos olmayan, kapali konveks bir alt
kiimesi, S;,S,,+-+,Sy:K = K siirekli genislemeyen doniisiimler ve Ty, Ty, -+, Ty: K =
K siirekli total asimptotik genislemeyen doniistimler olsun. Ayrica negatif olmayan {u,,}
ve {1} dizileri X2, u, <o ve ¥2,l[, <o ve i=12--,N igin F(S5,T) =
NN, F(S) N F(T;) # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M icin ¢(1) < M*2 olacak
sekilde M,M* > 0 var, herx,y € K ve i =1,2,...,N icin [|x — T;y|l < ||S;x — T;y||

olsun ve herhangi bir x, € K icin (4.1) deki {x,} dizisi tanimlansin. n,,7n, € (0,1) igin;

i.ny € Nigin Vvn = ny olmak lizere 0 <n; < aﬁf) <n, <1

iLvVi=12-Nicin¥2, c? <o

olmasi durumunda {x,,} dizisinin S;,S,, -+, Sy, Ty, Ty, -, Ty doniisiimlerinin ortak sabit
noktasina kuvvetli yakinsamasi igin gerek ve yeter sart n > 1 igin d(x,, F(S,T)) =

infpers,mllxn, — pll olmak tzere liminfn%od(xn, F(S, T)) = 0 olmasidir.

Sonug 5.2: E reel diizgiin konveks Banach uzay1r ve K da E nin bos olmayan, kapali
konveks bir alt kiimesi, S;,S,,::+,Sy: K = K diizgiin siirekli genislemeyen dontisiimler
ve Ty,T,, -, Ty: K - K diizgiin siirekli total asimptotik genislemeyen doniistimler

olsun. Negatif olmayan {u,} ve {L,} dizileri };2,u, <o ve 72,1, <o ve i=
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1,2,-+,N igin F(S,T) = NN, F(S;)) N F(T;) # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M
icin ¢(1) < M*A olacak sekilde M,M* > 0 var, her x,y € K ve i =1,2,---,N i¢in
l|x — T;y|l < |IS;x — T;y|l olsun. Herhangi bir x; € K igin (4.1) deki {x,} dizisi

tanimlansin. 14,1, € (0,1) icin;

I.ng € N igin Vn > ny olmak lizere 0 <n; < a,(f) <n,<1

ivi=12-Nicin¥2, c? <o

olsun. Eger, Ty, T, -, Ty doniisiimlerinden herhangi birisi kompakt ise bu durumda
(4.1) ile tamimlanan {x,} dizisinin Sy, S5, -+, Sy, T1, T, **+, Ty doniisiimlerinin ortak sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.

Sonug 5.3: E reel diizgiin konveks Banach uzayr ve K da E nin bos olmayan, kapali
konveks bir alt kimesi, S;,S,,::,Sy:K — K siirekli genislemeyen doniisiimler ve
Ti, Ty, -, Ty: K = K siirekli asimptotik genislemeyen doniigiimler olsun. i = 1,2,---, N
icin {k;,} € [1, 0] dizileri ¥2,(kin —1) < o0 ve F(S,T) =NV, F(S)NF(T) # 0
olsun. Kabul edelim ki, her x,y e KveV i =1,2,---,Ni¢in |[|x — T;y|| < [IS;x — T;y||
ve 2 c,(li) < oo olsun. Herhangi bir x; € K icin {x,} dizisi (4.1) deki gibi tanimlansin.
n1,M2 € (0,1) igin;

i. ng € Nigin vn > n, olmak tzere 0 < n; < ag) <n,<1

olsun. Bu durumda,

a) {x,} dizisinin Sy,S5,++,Sy, T, T,, -, Ty doniisimlerinin ortak sabit noktasina
kuvvetli yakinsamast icin gerek ve yeter sart nx=1 icin
d(xn, F(S,T)) = infpersmllx, —pll  olmak  Gzere liminfy ,ed(x,, F(S,T)) = 0

olmasidir.
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b) Eger, {T;,T,, -, Ty} doniisiimlerinden herhangi birisi kompakt ise bu durumda
(4.1) ile tammlanan {x,} dizisinin S;,S,, -+, Sy, Ty, T, -*+, Tyy doniisiimlerinin ortak sabit

noktasina kuvvetli yakinsar.

Sonug 5.4: E reel diizgiin konveks Banach uzay1 ve K da E nin bos olmayan, kapali
konveks bir alt kiumesi, S;,S,,+:,Sn, Ty, Ty, Ty: K = K siirekli  genislemeyen
déniisiimler ve F(S,T) = NI, F(S;) N F(T;) # @ olsun. Herhangi bir x; € K igin {x,}

dizisini

— (N) — a(N)T x(N 1)+b(N)S xn_I_C(N) (™)

Xn+1 = Un

xr(lN_l) — a;N_l)TN—lxr(lN_Z) + br(lN_l)SN—lxn + Cr(lN_l)ur(lN_l)l

x(3) — a(3)T x(Z) b(3)5 X, + C(3) (3)

(2) — a(Z)sz(Z) + b(z)Szxn + C(Z) (2)

x,(ll) = a,(ll)Tlx,(ll) b(l)S 1Xn + C(l) (1) n=1

(N-adim iterasyon dizisi) seklinde tanimlayalim. Burada i = 1,2, -+, N igin {u,(ll )} dizisi
K da smirh diziler ve a® +b® + ¢ =1 olmak iizere {ag)} : {b,(li)} :
n=1 n=1

{c,(f)} c [0,1] dir. Kabul edelim ki, V x,y € K ve V i=1,2,--,N i¢in ||x —
n=1

Tyl < 11Six — Tyl ve $i2 ¢ < oo olsun. 73,1, € (0,1) igin;
i. ny € Nigin Vn = n, olmak tizere 0 < n; < ag) <n, <1
olsun. Bu durumda,

a) {x,} dizisinin S;,S5,-+,Sy,T1,T,,++, Ty doniisimlerinin ortak sabit noktasina

kuvvetli yakinsamasti igin gerek ve yeter sart n>1 icin
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d(xn,F(S, T)) = infyepsmllxn —pll  olmak Gzere liminfn_,ood(xn,F(S, T)) =0

olmasidir.

b) Eger, Ty, T,, -, Ty dontsimlerinden herhangi birisi kompakt ise bu durumda {x,}
dizisinin §;,S,,-=-,Sy,T1, Ty, -+, Ty doniisimlerinin ortak sabit noktasina kuvvetli

yakinsar.

Yukaridaki sonuclar Liu et al. (2005), Gu and He (2006), Liu et al. (2007), Saejung and
Sitthikul (2008) in sonuglarini genellestirir.

Son olarak, (4.57) ile verilen iterasyon dizisi i¢in diizgiin konveks bir Banach uzayinin
bos olmayan, kapali konveks bir altkiimesi {izerinde tanimlanan kendi iizerine olmayan
T, ve T, total asimptotik genislemeyen doniistimlerin ortak sabit noktasina kuvvetli

yakinsamastyla ilgili baz1 sonuglar verilecektir.

Sonug 5.5: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢ekmeye sahip bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T;,T,:K — E surekli total asimptotik
genislemeyen iki doniisiim olsun. {u,} ve {1} dizileri, .72, p, < oo ve }72,1, < oo
olacak sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F:=F(T,) NF(T,) ={x EK:T;x =
T,x = x} # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M igin ¢(1) < M*2 oldugunda M, M* >
Ovarve Yo 1 ¥n < 00, Yo Yn < 00 Ve Y07 Un¥n < o olacak sekilde {u,} ve {v,} K
da sinurli diziler olsun. Herhangi bir x; € K icin (4.57) deki {x,,} dizisi tanimlansin. Bu
durumda, {x,} dizisinin T;,T, doniisimlerinin ortak sabit noktasina kuvvetli
yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart n > 1 igin d(x,, F) = infoerllx, — qll olmak

Uzere liminf,_, . d(x,, F) = 0 olmasidir.

Sonug 5.6: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢ekmeye sahip bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T;,T,: K — E surekli total asimptotik
genislemeyen iki doniisiim olsun. {u,} ve {1} dizileri, .72, pu, < oo ve }72,1, < oo

olacak sekilde negatif olmayan iki reel dizisi ve F:= F(T;) N F(T,) ={x e K:T;x =
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T,x = x} # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M i¢in ¢(1) < M*2 oldugunda M, M* >
0 var ve Ty, T, nin herhangi birisi demikompakt olsun (genelligi bozmaksizin, T; in
demikompakt oldugunu kabul edildi). Varsayalim ki, Y:p_; ¥n < 0, Yimeq1 Vn < © VE
Yo Un¥Vn < oo olacak sekilde {u,} ve {v,} K da siirli diziler olsun. Herhangi bir
X1 € K i¢in {x,} dizisi (4.57) deki gibi tanimlansin. Kabul edelim ki,

. 0 < liminf,oay Ve 0 < liminf, ¥y < limsup,_oyn < 1,

ii. 0 < liminf,a, 've 0 < liminfy_o¥n' < limsup,_oV, <1,

olsun. Bu durumda, {x,} dizisi Ty, T, in ortak bir sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Sonug 5.7: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢ekmeye sahip bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve Ty, T,:K — E iki total asimptotik
genislemeyen doniisim olsun. {u,} ve {l,,} dizileri, 72, u, <o ve }2,1, <o
olacak sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F:=F(T;) NF(T,) ={x € K:T;x =
T,x = x} # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M i¢in ¢(1) < M*2 oldugunda M, M* >
0 varve Yo 1¥n < 0, Y01 ¥n < O Ve Yoy UnVn <  olacak sekilde K da {u,} ve
{v,} sl diziler olsun. Herhangi bir x; € K icin {x,} dizisi (4.57) deki gibi

tanimlansin. T; ve T, doniisiimlerinin (A") sartin1 sagladigini ve

. 0 <liminf,,ea, Ve 0 < liminf,_oVn < limsup,_o¥n <1,

i, 0 <liminf,ea, Ve 0 < liminf, oV, < limsup,V, <1,

oldugu kabul edildi. Bu durumda, {x,} dizisi T;,T, in ortak sabit noktasina kuvvetli

yakinsar.

(4.57) ifadesinden B, =y, =0 ve a,’ =1 olarak alinirsa modifiye edilmis hata

terimli Mann iterasyon yontemi i¢in kuvvetli yakinsamalari elde edilir.



74

Sonug¢ 5.8: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢cekmeye sahip bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T,:K — E surekli total asimptotik
genislemeyen iki doniigiim olsun. {u,} ve {1} dizileri, 72, pu, < oo ve }2,1, < oo
olacak sekilde negatif olmayan iki reel dizi ve F(T,) = {x € K: T,x = x} # @ olsun.
Kabul edelim ki her A > M icin ¢ (1) < M*A oldugunda M, M* > 0 var ve Y01 ¥Vn <
oo olacak sekilde {u,}, K da sinirli bir dizi olsun. Herhangi bir x; € K icin {x,,} dizisi
(4.58) deki gibi tamimlansin. Bu durumda, {x,} dizisinin T, doéniisiimiiniin sabit
noktasina kuvvetli yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart n>1 oldugunda
d(xn,F( Tz)) = infyer(ryllxn —qll  olmak  Gzere liminfn_,ood(xn,F( Tz)) =0

olmasidir.

Sonug¢ 5.9: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir ¢cekmeye sahip bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T,:K — E surekli total asimptotik
genislemeyen doniisim olsun. {u,} ve {l,,} dizileri, }72, u, <o ve }2,1, <o
olacak sekilde negatif olmayan iki dizi ve F(T,) = {x € K: T,x = x} # @ olsun. Kabul
edelim ki her A > M i¢in ¢(1) < M*Z oldugunda M, M* > 0 var ve T, demikompakt
olsun. Varsayalim ki, Yo, ¥, < oo olacak sekilde K da {u,} smrh dizisi olsun.

Herhangi bir x; € K icin {x,,} dizisi (4.58) deki gibi tanimlansin. Ayrica,

. 0 <liminf,eoa, Ve 0 < liminf, oV, < limsup,_oyn < 1,

olsun. Bu durumda, {x,,} dizisi T, doniistimiiniin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Sonug 5.10: E bir reel Banach uzay ve K da E nin genislemeyen bir gekmeye sahip bos
olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T,: K — E total asimptotik genislemeyen
doniigim olsun. {u,} ve {l,} dizileri, };2, u, < o ve 2,1, < oo olacak sekilde
tanimlansin ve F(T,) = {x € K:T,x = x} # @ olsun. Kabul edelim ki, her A > M igin
¢p(1) < M*2A oldugunda M, M* > 0 var ve Y, _; ¥, < o, olacak sekilde {u,} K da
smirh diziler olsun. Herhangi bir x; € K icin {x,} dizisi (4.58) deki gibi tanimlansin.

T, dontisiimii (A) sartin1 sagladigini ve
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. 0 <liminf,,ea, Ve 0 < liminf,_ oV, < limsup,_oyn < 1,

oldugunu kabul edelim. Bu durumda {x,} dizisi T, doniisiimiiniin sabit noktasina

kuvvetli yakinsar.

Sonug 5.5, Sonug 5.6, Sonug 5.7, Sonug 5.8, Sonug 5.9 ve Sonug 5.10 Schu (1991), Xu
(1998), Kim and Kim (2001) ve Nilsrakoo and Saejung (2009) un galismalarinin

genellestirmeleridir.

Bu tezden asagidaki makaleler iiretilmistir.

1. Kiziltunc, H. and Yolacan, E., 2012 On convergence theorems for total
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2. Yolacan, E. and Kiziltunc, H., 2012. Convergence theorems for a finite family of
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