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OZET

Doktora Tezi

BiR TITRESIM PROBLEMINDE UC NOKTALARDAKI HIZ iCIN OPTIMAL
KONTROL PROBLEMI

Hakki GONGOR

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Murat SUBASI

Bu c¢alismada, bir titresim problemi i¢in u¢ noktalardaki hizin kontroliine iligkin siirecler
belirtilmistir. Birinci bolimde, dalga denklemi ile ilgili 6n bilgiler verildikten sonra,
ikinci bolimde bazi temel teorem, lemma ve tanimlara yer verilmistir. Sonraki
boliimlerde, titresim probleminin zayif ¢oziimiiniin varligi ve tekligi ispatlanarak,
secilen optimal kontrol probleminin ¢oziimiine ait incelemeler yapilmistir. Ayrica

¢Oziim i¢in optimallik kosullar1 elde edilmistir.

2017, 69 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Optimal kontrol, Titresim problemi, Frechet
diferansiyellenebilirlik.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR SPEED AT THE END POINTS IN A
VIBRATION PROBLEM

Hakki GONGOR

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Applied Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat SUBASI

In this study, processes relating to the control of speed at the end points for vibration
problem have been presented. In the first section, after giving fundamental information
about the wave equation, in the second section it has been referred from some
definitions, theorem and lemma. In the next sections, proving the existence and
uniqueness of the solution for vibration problem, some investigations have been carried
out about the solution of the chosen optimal control problem. Moreover, the optimality

conditions for the solution have been obtained.

2017, 69 Pages

Keywords: Optimal control, Vibration problem, Frechet differentiability.



TESEKKUR

Doktora tezi olarak sundugum bu ¢alismada, degerli bilgi, katki ve destegini benden
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Matematik Bolimii 6gretim {iyelerinden danmisman hocam Sayin Prof. Dr. Murat
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Q=(0,|)X(O,T)
Q,=(0,1)x(0,t)

L,(0.T)

SIMGELER DiZIiNi
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R? uzayinda verilen bdlge
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uzayi
() bolgesinde 6lgiilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar
uzayi
Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q)

uzayina ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzay1

||Aq|| ifadesinden daha hizli sifira giden terim
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1. GIRIS

Hiperbolik denklemler fen ve miihendislik alanlarinda ¢ok 6nemli bir yere sahip olan
kismi diferansiyel denklem tiirleridir. Bu denklemler, zamana bagl olup, dalgalarin
nasil yayildigini ifade ettikleri i¢in dalga denklemleri olarak da adlandirilirlar. Ayrica bu
denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses dalgalari ve telin titresimi gibi uygulama

alanlarma da sahiptirler.

Bir dalga denkleminin tiiretilisini vermek igin bir dis kuvvetin etkisiyle titresimlere

maruz kalan esnek bir teli goz 6niine alalim. Esnek teldeki her noktayr X ekseninin bir
noktasiyla eslestirelim ve U (X,t) fonksiyonu ile x noktasinda ve t anindaki diisey yer

degisimini gosterelim.

T (x,t) fonksiyonu teldeki gerilimi, F(X,t) fonksiyonu tele etki eden dis kuvveti ve

p(X) fonksiyonu ise telin kiitle yogunlugunu ifade etmek iizere, telin (Xl,Xz)

parcasinin titresimini inceleyelim. Burada X, = X; + AX seklindedir.

U

A F(x,1)
u(xz,t)
u(xl,t)

Sekil 1.1. Tel pargasi ve ona etki eden kuvvetler



Newton’un ikinci yasast geregi momentumun zamanla degisimi, cisme etki eden net

kuvvete esittir.

(Xl, X2) parcasinin U ekseni boyunca momentum bileseni

jut(x,t)p(x)dx
integrali ile ve X, ve X, noktalar1 arasindaki net gerilim kuvveti de

T(Xz’t)_T(th)

farki ile hesaplanir. Buna gore telin (X, X,) parcasmna, (t,,t,),(t, =t,+At) zaman

araliginda Newton’ un ikinci yasasini yazacak olursak

:f[ut (xt,)—-u, (xt,)]p(x)dx =tj[T (X,,t)-T (xl,t)]dt+TT F (x,t)dxdt

X

esitligini elde ederiz.

u (X, t) fonksiyonunun birinci ve ikinci tiirevlerinin var ve siirekli oldugunu kabul

ederek bu esitlikteki integrallere ortalama deger teoremini uygularsak

(%, =x)[ U, (s.t,)—u, (s t,) ] o(s,) =

(t, —t)[ T (X0u70) =T (X0 7y) |+ (1, —t)) (X, =%, ) F (5,.7,)

seklinde yazabiliriz. Burada {S,,S,} € (X,,X,) ve {7,,7,}€(t,.t,) seklindedir.

X, —X, = AX ve t, —t, = At olup bu esitligi



Ax[ut (Sl’tZ)_ut (Sytl)jp(sl) -
AT (X,,7,) =T (X,,7,) |+ ALAXF (5,,7,)
veya

U, (spty)—u (s,.1) ]

AtA -
X AL p(s)
()T (% 2]
axat L Tl)A (7)) +AtAXF (s,,7,)
X

seklinde yazabiliriz. Tiirevler i¢in ortalama deger teoremini uygulayarak

AtAXU, (S, 74) p(S,) = AXALT, (55,7, )+ AtAXF (S, 7,)
veya
Uy (51,75) 2(81) =T, (85,7, + F (5,.7,)

esitliklerini elde ederiz. Burada da 7, e(tl,tz) ve S, e(Xl,Xz) seklindedir. AX —0 ve

At — 0 igin limite gecersek {31,32,33} —> X, ve {Tl,fz,fg}—)tl olacagindan son

esitligi

P (X ) Uy (X,t) =T (X, 1)+ F(X,,t,)

seklinde yazabiliriz. Bu incelemeyi telin (X;,X,) pargasinda ve (t,,t,) zaman

araliginda degil de herhangi bir X noktasinda ve herhangi bir t aninda yaptigimizi

diistiniirsek

p(X)uy (%) =T, (xt)+F(xt) (1.2)



titresim denklemini buluruz. T (X,t) gerilim fonksiyonu, k() sertlik fonksiyonuna

sahip olan teller i¢in Hooke Yasasi geregi T (X, t) =k (X) u, (X,t) esitligi ile ifade edilir.

Bu durumda (1.1) ile ifade edilen denklem

p(X)u, (xt)=[Kk(x)u, (xt)] +F(xt) (1.2)

seklini alir.

Tele dis kuvvetin etki etmedigi ve k(X) sertlik fonksiyonu ile p(x) yogunlugunun

sabit oldugu varsayilirsa, (1.2) denklemi

ou_ L0 _
ot? Ox?

0
seklinde olur. Burada ¢” =k/p sabiti dalga hizidir.
Baslangig an1 olan t =0 aninda telin konumu ve hiz1 biliniyorsa
U(x,0)=¢,(x), U(x0)=g,(x), 0sx<l (13)

baslangi¢ sartlar1 yazilir.

Bu sartlara ek olarak x=0 ve x =1 noktalarinda teldeki gerilim f(t) ve g(t)

seklinde iki fonksiyonla ifade edilirse, bu durumda da

u, (0,t)=f(t), u(l,t)=g(t), t=0 (1.4)

sinir sartlar: yazilabilir.



(1.2) denklemi ve (1.3)-(1.4) sartlar1 birlikte diistiniildiigiinde bahsedilen 6zellikteki bir

tel i¢cin yazilmis olan bir baslangi¢-sinir deger problemi ortaya cikar.

BoOyle bir baslangi¢-sinir deger probleminde yer alan bilinmeyen herhangi bir
fonksiyonun (fonksiyonlarin) bilinen diger fonksiyonlar kullanilarak, analitik ya da

niimerik olarak tespit edilmesi problemi bir¢ok bilim insaninin ilgisini ¢ekmektedir.

Literatiir incelendiginde, son yillarda bu tiir problemler ile ilgili bir¢ok caligmaya

rastlanabilir. Bu ¢alismalarin en 6nemlilerinden bazilar1 sunlardir:

Bamberger et al. (1979) yilinda

oy @ oy
p(Z)y—E[ﬂ(Z)Ej :O, Vit > O, Vz>0

—y(O)%(O,t)zg(t), vt >0
y(z,O):%(z,O):O, vz >0.

bir boyutlu dalga denkleminde sinir ol¢timiinden p(Z) ve ,u(Z) iki katsay1

fonksiyonunun bulunmasi problemini incelemistir.
Yamamoto (1995) yilindaki calismasinda
U (X,t)=Au(x,t)+o(t) f(x), (xeQ, 0<t<T)
u(x,0)=u,(x0)=0, (xeQ)

u(xt)=0, (xeoQ, 0<t<T).



denkleminin sag tarafinda bulunan f (X) kuvvet fonksiyonunun belirlenmesiyle ilgili

arastirma yapmistir.

Shcheglov et al. (2004) yilinda

Uy =a’U,+ F(u), (xt)el,q
u(x,0)=9(x), u (x,0)=w(x),xe[@-aT, l+aT], (>aT)
u(x,0)=p(x), u(x,0)=w(x),xe[0,1 +aT], (6 <aT)

u(0,t)=g(t), te[0,T-0/a].
lineer olmayan f (U) kuvvet fonksiyonunun sayisal ¢éziimiine ait bir calisma yapmustir.
Cipolatti et al. (2005) yilinda
U, —Au+qu, =0, in (0,T)xQ
u(x,0)=u,(x,0)=0,in Q
u(t,o)=f(to), (to)ex
hiperbolik denklemde ( katsay1 fonksiyonunun kontroliinii incelemistir.

Clason (2006) yilinda

u(x,t)—Au(xt)=0, (xt)eQ;

1
[C(X):'Z Oy (

u(x,t)=g,(xt), (x,t)el;



ou(x,t)=p (xt), (xt)elr.

dalga denkleminde baslangi¢c konumunun belirlenmesi problemiyle ilgili bir doktora tezi

calismasi hazirlamistir.

Yeloglu ve Subasit (2010) ¢alismasinda
p(X)u, =(k(x)u,) +f(xt), (xt)eQ
u(x,0)=g(x), u(x,0)=h(x),xe(0,1)

u(0,t)=0, u(l,t)=0, te(0,T]

denklemi i¢in kaynak fonksiyonunun ve baslangi¢ hizinin belirlenmesi problemiyle

ilgilenmistir.

Subasi vd (2012) ¢alismasinda

U, =a’t, +F(xt), (xt)eQ
u(x,0)=g(x), u(x,0)=w(x),xe(0,1)
u, (0,t)=g(t), u (l,t)=h(t), te(0,T)
denklemi i¢in ug¢ noktalardaki hizin belirlenmesine iliskin bir ¢aligma yapmustir.
Tezin ilerleyen boliimlerinde asagidaki asamalar gergeklestirilecektir.

2. bolimde, ilerleyen boliimlerde kullanilacak tanimlar, teoremler ve lemmalar

verilmistir.



3.1. boliimde titresim problemi tanitilarak bu problem icin zayif ¢oziimiin varligr ve

tekligi incelenmistir.

3.2. boliimde incelenecek olan optimal kontrol problemi tanitilmistir.

3.3. boliimde genel anlamiyla optimal kontrol problemlerinin ¢éziimlerinin varligi ve

tekligine ait esaslar sunulmustur.

4.1. bolimde tezde incelenen optimal kontrol probleminin ¢éztiimiiniin varligr ve tekligi

ispatlanmustir.

4.2. bolimde optimal kontrol problemi i¢in eslenik problem olusturularak amag

fonksiyonelinin tiirevi (gradyeni) hesaplanmistir.

4.3. Optimal ¢6ziimiin nasil elde edilebilecegi agiklanmistir.

5. boliimde ise bu galismadan elde edilen sonuglar sunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde, sonraki boliimlerde karsimiza g¢ikacak bazi tanim, teorem ve lemmalara
yer verilmistir (Ladyzhenkaya 1985; Lebedev 1996; Thomas 2005; Iskenderov et
al.2002).

Teorem 2.1 (Tiirevler icin Ortalama Deger Teoremi): f, [a, b] araliginda siirekli ve

(a, b) araliginda tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

olacak sekilde en az bir C € (a, b) say1s1 vardir.

Teorem 2.2 (integraller icin Ortalama Deger Teoremi): f, [a,b] araliginda siirekli

bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

f(x)dx=(b-a)f(c)

D ey T

olacak sekilde bir C € (a, b) sayis1 vardir.

Tamm 2.1 (Fonksiyonel): Y CIRveya X CC olmak iizere X, Y iizerinde bir

vektor uzayi olsun. J : X — Y operatoriine fonksiyonel ad1 verilir.

Tamm 2.2 (Lineer Operator): X veY ,F cismi lizerinde birer lineer uzay olsun.

T:X —Y operatorii, her «,feF ve x,ye X igin
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T (ax+py)=aT (x)+ AT (y)
sartin1 sagliyorsa bu doniistime lineer operator denir.

Tanmm 2.3 (Bilineer Form):V , F cismi lizerinde lineer uzay ve a:V xV — F bir

dontisiim olsun. Eger her A,z F ve her u,v,weV igin

B1. a(Au+uv,w)=Aa(u,w)+ ua(v,w)

B2. a(w, Au+ uv)=Aa(w,u)+ za(w,v)

sartlar1 saglaniyorsa bu doniisiime bilineer form denir.

Ayrica her u,veV igin a(U,V)Za(V,U) sart1 saglaniyorsa a(U,V) doniislimiine

simetrik bilineer form denir.

V Hilbert uzay1 olmak tizere her u,veV igin

[a(uv)|<Cullv]

olacak sekilde bir C sabiti varsa a (U,V) doniistimiine siirekli bilineer form denir.

Tamim 2.4 (Koersiv Fonksiyon): f:R" — R fonksiyonu

lim f(x)=c0

x|

sartin1 sagliyorsa koersiv olarak adlandirilir.
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H Hilbert uzay1 ve a:H xH — R bilineer form olsun. Her xe H igin
a(x,) |’

olacak sekilde €>0 sabiti varsa a donisimiine koersiv form denir. Burada

IX] = /(% x),, seklindedir.

Tamm 2.5 (Konveks Fonksiyon): X, R"uzayinin bostan farkli konveks bir alt kiimesi

olsun. f: X — Rfonksiyonu her A€ [0,1] ve her X, X, € X igin
f(A%+(1-2)%)<Af(x)+(1-2) f(x,)
esitsizligini sagliyorsa bu fonksiyona X kiimesi iizerinde konveks fonksiyon denir.
Ayrica 4€(0,1) ve x, # X, igin
f(A%+(1-2)%)<Af(x)+(1-2) f(x,)
esitsizligi gecerli ise kesin konveks fonksiyon denir.
Tanmm 2.6: L, (0,1),

1
[I£]7 dx <oo
0

sartim1 saglayan tim f: 0,1 — R &lciilebilir fonksiyonlarn kiimesidir. Bu uzayda i¢

¢arpim ve norm 51r351y1a
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<U’V>L2(o,|) - IU(X)V(X)dX’

0

”u”Lz(O,I): <u'u>|_2(o,|)
seklinde tanimlanir.

L, (0, |) uzay1 yukarida tanimlanan i¢ ¢arpim ile bir Hilbert uzayidir

Tamm 2.7: L, (Q) ,

[l de <o
Q

sartin1 saglayan tim u:{)— R olgiilebilir fonksiyonlarin uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

ve norm sirastyla

<u,v>LZ(Q) :_Uu(x,t)v(x,t)dxdt,

Q

”u”LQ(Q) = <U' U>|_Q(Q)
ile tanimlanir.

Tamm 2.8: HY(Q) uzayl elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci mertebeden

genellestirilmis tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim

ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;
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+au(x,t)GV(><1t)+5U(X’t)5"’("'t)Jo|xdt,
ot

e [

||u||H1(Q) - x’<u’ u>H1(Q) )

H'(Q) uzay: yukarida tanimlanan i¢ carpim ile bir Hilbert uzayidir.

Lemma 2.1 (Cauchy-Bunyakovski Esitsizligi): U,V €L, (Q) elemanlari i¢in

1 1
< ['|'|u|2 dxdrj2 UMZ dxdr}2
Q Q

fuvdxdr
Q

esitsizligi gecerlidir.

Lemma 2.2 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): (X,< >), bir i¢ ¢arpim uzayt olsun.

X,y € X i¢gin

Oyl <Ixliv

X| = /( x,x) olarak tanimlanmaktadur.

esitsizligi gecerlidir. Burada norm,
Lemma 2.3 (¢ -Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilar1 ve herhangi &£ >0 i¢in
jab|< ZJaf’ + 2 [of
2 2&

esitsizligi gecerlidir.
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Tamm 2.9 (Zayif Yakinsakhk): (Xn), H Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger her

yeH igin

lim(x,,y)=(xy)

N—o0

ise(Xn) dizisi X € H elemanina zayif yakinsiyor denir.

Tanmm 2.10 (Zayif Siireklilik): X, Y Banach uzay1 ve f:X —Y bir doniisim
olsun. Eger X, € X noktasina zayif yakinsayan (Xn)E X dizisi i¢in f(Xn) dizisi
f (Xo) elemanina zayif yakinsiyorsa f doniisiimii X, noktasinda zayif siireklidir

denir.

Tamim 2.11 (Asagidan Zayif Yan Siireklilik): A, X Banach uzaymin bir alt kiimesi
ve f:A— R bir fonksiyon olsun. X, € A elemanina zayif yakinsayan her (Xn)e A
dizisi i¢in

liminf £ (x,)> f (%)

N—o0

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonu X, noktasinda asagidan zayif yar siireklidir denir.

Tamm 2.12 (Zayif Kapah Kiime): X kiimesinde her zayif yakinsak dizinin zayif

limiti bu kiimeye ait ise X kiimesine zayif kapali kiime denir.

Teorem 2.3 (Genellestirilmis Weierstrass Teoremi): Zayif kompakt bir kiimede
tamimlanmis asagidan zayif yari siirekli bir fonksiyonel, asagidan sinirlidir ve bu

kiimede minimumunu alir.
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Tamim 2.13 (Gradyen—Frechet Tiirevi): H kiimesinde tanimlanan J (h) fonksiyoneli

AJ(R)=3(h+4h)-J (h)=(3'(h),ah) +o(uAhu§)

sartt saglanirsa bu fonksiyonele heH  elemaninda Frechet anlaminda
diferensiyellenen fonksiyonel, J'(h) elemanma ise J(h) fonksiyonelinin gradyeni

veya Frechet tiirevi denir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tezde ele alinan problem tanitilarak ¢oziim igin gerekli olan yontemden

bahsedilecektir.

3.1. Titresim Problemi ve Zayif Coziimii

1. boliimde inceledigimiz telin titresim probleminde T (X,t) gerilim fonksiyonu, k(X)

sertlik fonksiyonuna sahip olan teller igin T (X,t) =k(x)u, (x,t) esitligi ile ifade edilir.

Bu durumda T(Ot) ve T(,t) smr sartlan da  T(0,t)=k(0)u,(0,t) ve

T(I,t)=k(l)u,(I,t) seklinde yeniden diizenlenir.

Bu durumda (1.1)-(1.3) problemine benzer olarak, Q:=(0,1)x(0,T) bélgesinde tanmls
p(X)u, =(k(x)u,) +F(xt), (xt)eQ (3.1.1)

u(x,0)=¢,(x), u (x,0)=gp,(x),xe(0,1) (3.1.2)

k(0)u, (0,t)=f(t), k(Nu,(l,t)=g(t), te(0T) (3.1.3)

bir boyutlu titresim problemi ortaya ¢ikar. Bu problem, | uzunluguna sahip, homojen
olmayan malzemeden yapilmis ve F dis kuvvetinin etkisiyle titresen bir telin

hareketine karsilik gelen bir baslangi¢-sinir deger problemidir.

(3.1.1) denkleminde yer alan p(X) fonksiyonu telin yapildigi malzemenin

yogunlugunu ve k(x) fonksiyonu ise bu malzemenin sertligini ifade eder (Young

modiilii).
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(3.1.2) ile verilen ¢, (x) ve ¢, (X) fonksiyonlar1 sirasiyla teldeki baslangi¢ konumunu

ve baslangi¢ hizini temsil eder.

(3.1.3) ile verilen sinir sartlar1 da telin sol ve sag uclarina uygulanmus, f (t) ve g(t)

fonksiyonlartyla temsil edilen kuvvetlerin (gerilimlerin) etkisi olarak yorumlanir.

(3.1.1)-(3.1.3) problemi Sekil3.1’de gorsellestirilmistir.

vttt
7

[~ §

Sekil 3.1. Titresim probleminin gorsel ifadesi

Bu problemde yer alan fonksiyonlar i¢in
0<p, <p(X)<p, 0<k, <k(x)<k, VXe[O,I]
F(xt)el,(Q)
p.(x)eH'(0,1), @,(x)eL,(0,1)

f(t)eL,(0,T), g(t)eL,(0T)

kosullarinin saglandigini kabul edelim.
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Ayrica { f (t), g (t)} fonksiyon ¢iftini h(t) = { f (t), g (t)} ile gosterip bu fonksiyonlari

kapali ve konveks bir
Hc LZ(O,T)X LZ(O,T) (3.1.4)

alt kiimesinden segelim.

H kiimesinde i¢ ¢arpim ve norm agagidaki gibi tanimlanabilir.

T

(h,h,)., =I[f1(t) fz(t)+gl(t)gz(t)]dt; vh={f,0,}, h,={f,0,}eH

0

)}, =][f2(t)+ g°(t)Jdt; vh={f,gleH.

Bu ¢alismanin amaci

T

3, (N)=Af[u(0th)-y ()] dt+ﬁ2][u(l,t;h)—y2 (t)] dt+afh)’  (3.15)

0

fonksiyonelini minimallestirecek h € H elemanini bulmaktir, yani

J, =infJ,(h)=J,(h) (3.1.6)
problemini incelemektir. Burada S, =0, S, 20, S, + B, # 0 seklinde verilmis sayilardir.

(3.1.5) fonksiyonelinde yer alan u(0,t;h) ve u(l,t;h) fonksiyonlar1 (3.1.1)-(3.1.3)
probleminin he H elemanina karsilik gelen ¢oziimlerinin u¢ noktalardaki degerleridir.
Ayrica Y, (t) € L,(0,T) fonksiyonu x =0 noktasinda, ¥, (t)€L,(0,T) fonksiyonu da

X =l noktasinda, ¢6ziimiin yakin olmasi istenilen hedef fonksiyonlaridir.
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Yani (3.1.1)-(3.1.5) optimal kontrol problemine, “bir boyutlu tel i¢in, u¢ noktalarin
istenilen konumlara yakin olmasini saglayacak sekilde bu noktalara uygulanacak

kuvvetlerin kontrol edilmesi problemidir” diyebiliriz.

(3.1.5) fonksiyonelinde « =0 almirsa (3.1.6) probleminin niimerik olarak koti

tanimlanmis oldugu bilinmektedir. Yani (3.1.5) fonksiyonelini minimum yapan oldukga

farkl h(t) fonksiyonlari bulunabilir.

Bu durumun istesinden gelmek i¢in « >0 diizgiinlestirme parametresi kullanilir. Bu

2

LOT)’ HU(I,t; h)_ Y (t)

arasindaki dengeyi olusturmada kullanilir. Diizgiinlestirme parametresi hakkinda daha

2

parametre  [|u(0,t;h)—y, (t) ve Hh(t)HZH normlari

L(0.T)
ayrintili bilgi i¢in Vasilyev’ in (1988) calismasi incelenebilir.

(3.1.1)-(3.1.3) problemindeki ikinci mertebeden tiirevleri de dikkate aldigimizda,
problemin klasik ¢6ziimiiniin U (X,t) eC**(Q)nC" (§_2) smifindan oldugunu goriiriiz.

Coziimiin bu sekilde tanimlanabilmesi i¢in katsayilarin,
p(x) eC[0,1], k(x) eC'[0,1]

ve girig verilerinin de
0,(x) eC'[0,1], @,(x)eC[0,1]

f(t)eC[0,T], g(t) eC[0,T], F(x,t) eC(Q)

kosullarini saglamasi gerekir (Hasanoglu 2010).

Pratikte bu fonksiyonlar fiziksel dlgiimlerden elde edilen, diizgiin olmayan(problemi

saglayacak derecede yeterli siirekli tiirevlere sahip olmayan) fonksiyonlardir. Diger bir
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ifadeyle bu sartlar dogadaki problemlerin ¢ogunda miimkiin olmayabilir. Bu durumlarda
klasik ¢Ozlime dayali metotlar gegersiz olacaktir. Boyle hallerde uygun sekilde

tanimlanan, sartlar1 daha kolay saglanacak zayif ¢oziimler aranir.

Simdi (3.1.1)-(3.1.3) titresim problemi igin zayif ¢6ziimi tanimlayalim.

n(x,T)=0 olmak iizere, her 7 € H' () fonksiyonu icin,

O —

If[ =P (X)ugn +K () u,7, Jdxct - Ip @, (X)7(x,0)dx - jg It)dt+j n(0,t)dt
HF n(xt)dxdt =0

(3.1.7)

integral esitligini saglayan U e H® (Q) fonksiyonu zayif ¢oziimdiir.

(3.1.1)-(3.1.3) probleminin (3.1.7) anlaminda bir ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim i¢in

asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 3.1.1: Ue Hl(Q) zayif ¢oziimii igin

<6l Hodo *Fle 0] @19)

degerlendirmesi gegerlidir.

Ispat: (3.1.1) ile verilen
p(x)u—(k(x)u,) =F(xt)

denklemini g6z &niine alalim. Bu esitligin her iki tarafin1 U, fonksiyonu ile ¢arpip [0, |]

araliginda integrallersek,
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':[[P(X)un —(k(x)ux)x]utdx :':[F (%,t)u,dx

esitligini yazariz. Burada,

0zdesliginden yararlanirsak

J:(/O(x)unut +k(x)uu, )dx = I F (x,t)utdx+J:(k(x)uxut)X dx

0

esitligini yazabiliriz. Ayrica,

10 2 2
P uu k() == p(x)(u ) +k(x)(u,)’ |
oldugunu kullanarak,

{j;[p(x)(u +k(x)(u )Z}dx}z_(l[F(x,t)utdx+(k(x)uxut)‘:0
elde ederiz.

(3.1.3) smr sartlarma gore K(0)u,(0,t)=f(t), k(I)u,(l,t)=g(t) oldugundan,

yukaridaki esitligi
{.:[[p(x) )k (x)(u,)" |d } _:[F x,)udx+ f (t)u, (1,t) =g (t)u, (0,t)

seklinde yazabiliriz. Bu esitligin her iki tarafini (0, t) araliginda integrallersek,
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() (x )+ () (1, (1))’ [ox

1
2

!
ot s o

t | t
= “. F (X,r)quXdr+J-[g (z‘)ur (l,T)— f (T)UT (O,T):'d‘l', te [O,T]
00 0
esitligini elde ederiz.

Simdi,

E(t)::%j;[p(x)(ut(x,t))z+k(x)(ux(x,t))2}dx

yazalim. J(t) integraline U(X,t) fonksiyonunun (0,|) araligindaki enerji normu

denir. t >0 degiskenine bagli bu norm,

1/2

=300 1) ek (0 e 20

olarak gosterilir.

Boylece, yukaridaki esitligi
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J2(t)—J2(O):J;'I([F(x,r)ufdxdr+.:[[g(r)ur(l,r)— f(

olarak ifade edebiliriz.

T)UT(O,r)]dT, te[O,T] (3.1.9)

Teoremin ispatina devam etmeden Once bu ispatta kullanacagimiz asagidaki lemmay1

ifade edelim.

Lemma 3.1.2: (3.1.1) - (3.1.3) problemleri igin,

L(0.1) \/7‘](0 te[0,T]
Lon S \/7J(t)te[0T]

Ju, (x.t)

lu, (1)

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat:

E(t) ve J(t) fonksiyonlarinin tammindan

OL_’_
f—|
oxl -

_(i; x)[ u, xt]dx

E(t)

o

olup, buradan

'j[ )+ (x) (u (x ) o

(3.1.10)

(3.1.11)
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2
Lo s\/%J (t), te[0,T]

Ju. (x.t)

esitsizligi elde edilir.

Benzer sekilde

_([[ut(x t)] dxspi()!p(x)[ut(x t)] dx
Spiol[p(X)(ut(x,t))z+k(x)(ux(x,t)) de
2
=p—OE(t)
olup,
||Ut (x.t) L) S\/pzoJ (t), te[0,T]

esitsizligi bulunur. Boylece Lemma 3.1.2 ispatlanmistir.

Simdi teoremin ispatina devam edelim. (3.1.9) 6zdesliginin her iki tarafinin t>0
degiskenine gore tiirevini alip ve sonra bulunan esitligin sag tarafina Cauchy-

Bunyakovski esitsizligini uygularsak,

23 (6)3 () <Pl o) I oy O O 1O+ F (©)fu (O) te[0.T]

olur. Ayrica

30,>0, |u (0.t) <oyfu (x.t)

L,(0.1)
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30,>0, |u (L) <o (x.t)

L(01)

olacak sekilde o, ve o, sayilari mevcuttur. Buradan hareketle

J'(t)<

W{HF”W +0i|f (O] +efa ()], te[0T]

esitsizligi bulunur. Her iki tarafin (O,t) aralifinda integrali alinarak, yukaridaki

esitsizlik

()<

s H||F||L20|+al ‘+0'2‘g(r)‘}dr,te[0,T] (3.1.12)
poo

seklinde elde edilir.

Burada,
0900600 k01050 o
2 0

seklindedir.

Simdi yine teoremin ispatinda kullanacagimiz asagidaki lemmayi ifade edelim.

Lemma 3.1.3 : (3.1.1) - (3.1.3) probleminde yer alan u(x,t) fonksiyonu i¢in,

u,

L(0l) <\/7 \/_,H”F L(0l) +O'1‘ (T)""O'z‘g(f)‘}df, tE[O,T] (3.1.13)
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2
Jul, o < ;J(O ; _H||F||L20| +al‘f(r)‘+az‘g(r)‘}dr,te[O,T] (3.1.14)
0 00

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat: (3.1.10) ve (3.1.12) esitsizliklerinden,

u,(xt)

Loy S k—([J(o)+ \/2170j.{||F||L2(0”+0'1|f(r)|+0'2|g(r)|}dr:|

degerlendirmesi yazilir.

Benzer sekilde (3.1.11) ve (3.1.12) esitsizliklerinden,

2
ot 00l et
2 t
_\/p: '([{||F||L2( +0,|f(z)+o,|9(r ‘}dr,te[O,T]

Ju. (x.t)

bulunur.

Boylece Lemma 3.1.3 ispatlanmuigtir.

Simdi Hu (X,t)HL o) icin bir degerlendirme yapalim:

Hu x,t)

L2<o.> ![u(x,t)]zdx,te[O,T]
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esitliginin her iki tarafinin t>0 degiskenine gore tiirevini alir ve Cauchy-Bunyakovski

esitsizliginden yararlanirsak,

I
20l o) Il 0y =2 u(x
0
<

2IIUII ol IILZ o

olur. Her iki tarafi 2||U|| # 0 ile boliip, sag tarafta (3.1.14) esitsizligini dikkate alirsak,

/ 2 1
Hu(x,t) LZ(O’I)S ;oJ(O)+;o'£{||F||LZ( +al‘f ‘+02‘g ‘}dr,te[O,T]

bulunur. t degiskenine bagl bu esitsizligi (O,t) araliginda integrallersek,

2
) L) +EJ (0)t

1 tr
p—OM‘[”F” -l-(fl‘f ‘+02‘f(77)ﬂd77dr,te[0,T]

) L(0.l) < Hu (X’ 0

yazabiliriz. Bu esitsizlikte

t

ﬂp(x)dndr:j(t-r)F(r)dr

0

0zdesliginden yararlanirsak,
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2 1}
a3l 20O, g+ [Z9O 2 o), 0
+ﬁj(t—f)|f(T)|df+&j(t—r)|g(r)|dr, te[0,T] (3.1.15)

Po %o Po %o

esitsizligini elde ederiz. Ayrica, Cauchy-Bunyakovski esitsizligine gore

1/2

jl( j [F(x7)] dxjﬂz dr < U)‘ldrj/z @J:[F (x7)] dxdrj >0

olup, buradan

t
.£||F||L2(O,l)dTS\/f”F”LZ(Ql)’ t>0 (3'1-16)
ve

t tx/f
_(‘)‘(t _T)”F”LZ(O,I) dz < ﬁ”l:”u_z(gl) , >0 (3.1.17)

esitsizlikleri yazilabilir.

Diger taraftan,

IA

J(0) (pllj[ut (x,0)] dx+k1.:[[uX (x,0)] dxj

0

olup, I, = maX{pl, kl} olmak iizere,
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J(0)< %0 U[ut (%, O)]2 dx + .:[[ux (%, 0)]2 de

\/E(‘ 2 )1/2
2 L,(0,1)

)+

u, (x,0)

( 0,

ifadesi, buradan da

3(0) \f(uu x,0)

esitsizligi yazilabilir. (3.1.16) ve (3.1.18) ifadeleri, (3.1.13) ifadesinde degerlendirilirse,

o = 0 0O )
Bl # 1+ (0]

" 0|)) (3.1.18)

u, (%.0)

LZOI)

u,(x1t)

LZOI)

olur. Burada
cl:max{\/r—j,\/ t ,0'1\/ t ,0'2\/ t } te[O,T]
Ko \koro Koo Kon
denirse,
1 (O =10 0O, #1500,y 1P i) 1 oy 180 ) <[0T

esitsizligi veya buna denk olarak

+|u, (x,0)

2 2
0, (0 562 Ju (100 o T 416 ol ) te0T] 32.29)

L20|

esitsizligi yazilir.
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(3.1.16) ve (3.1.18) ifadeleri, (3.1.14) ifadesinde degerlendirilirse,

I
LZ@,.)sE(Huxxm )

Ju, (x.t)

+[u, (x,0)

L,(0.1)

R J
el o+ Ll g+ Ll teloT
olur. Burada
C, = max { \/_ \/_ \/_0_2}’ te[O,T]
2 po po 2
denirse,

Hut(x’t) L(0,) <C (HU X O) L, 0|) uX(X’O) L(0,) +||F|| +||f||L2(0,t) -i_”g”LZ(O,t))’t E[O’T]
ve

2
Ju ( xt LZOI <5¢? (“u xO w) +[u, (x,0) L2(0'|)+||F||i(q)+||f||iz(0‘t)+||g||i2(0‘t)), te[0,T] (3.1.20)
bulunur.

(3.1.17) ve (3.1.18) ifadeleri, (3.1.15) ifadesinde degerlendirilirse,

I
LZ(O,I) +tE(Hu‘ (X’ O)HLz( 0l)

o)
Vt Wt
Lo(%) +_001 ”f“LZ(O,T) +;O-2 ”g”LZ(O,T)’ tE[O'T]

0

Hu(x,t

<Hu X,0)

U, (%0},

L,(01)

olur. Burada
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nott ottt e
=T {1t\/:0 ,00\/§ po\/_ e po\/_ 2}’ t [01T]

alinirsa,

Ju(x.t)

Lo +u, (x,0)

#[Fllay + o +l0l 0y ) te[0T]

+Hu (x,0)

L(0.1) L(01) L,(0.1)

| gca(Hu(x,O

veya buna denk olarak

Hu (xt)

<6c2 (Hu (x,0)

+Hu (x 0)

¥ u, (X, 0)

L P P s A

|_2(0|) |_2 (o)

L2(0)

(3.1.21)

esitsizligi yazilir.

(3.1.19), (3.1.20) ve (3.1.21) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,

+Hu (x 0)

'—2(0|) (X 0)

Py #1 T oy *loll ) te[0T]

|_2 (o) L,(01)

) <c,(|lu xO
HY o) (H (3.1.22)

yazilir. Burada ¢, = max{6c3,5¢;,5¢; | seklindedir.

Diger taraftan, baslangi¢ sartlarindan hareketle

Ju(x ),

oy =Ml o
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Jo. (}O) o =Tk

ve

2

L(0l)

u, (x,0)

i2(0,|) - H(gol)x

oldugunu biliyoruz. O halde (3.1.22) esitsizligi

2

PR [ 7Y e ()

Ju(x.t)

2
L(0) +||F||iz(q) +" f "iz(o,t) +”g”i(o,:))'t € [O'T] (3.1.23)

ve bu esitsizlige denk olarak,

Ju(xt)

2
o) = Ca (||¢1”i|1(o,|) +||¢2”i(o,|) +||F||i2(n) +|f ”iz(O,T) +||g||i2(o:))’ te[0,T]

seklinde yeniden diizenlenir. Her iki tarafin [O,T] araliginda integralini alirsak

Ju(x.t)

2
i) SCaT (||¢1||2H1(0,I) + ||<0z||i<o,.> +||F||i2(g) +[hlf; ) (3.1.24)

yazabiliriz. Her iki tarafin karekokiinii alarak

Jux.t)

iy SNET (Il 102l +IF Dy 0L,
yazabiliriz. Buradac, = ,/C4T alinirsa Teorem 3.1.1 ispat edilmis olur.

Cozimiin tekligi i¢in, varsayalim ki U, ve U, problemin iki zayif ¢6ziimi olsun.

r=u, —u, farki i¢in
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p(x)rn—(k(x)rx)xzo, (x,t)eQ
r(x0)=0, r(x,0)=0, xe(0,1)

k(0)r,(0,t)=0, k()r,(I,t)=0, te(0,T]

problemi yazilir. (3.1.12) esitsizliginin ispatinda yapilan islemler kullanilarak benzer

sekilde bu problemin (3.1.10) anlamindaki ¢6ziimii i¢in
2
Irlloq) <0

esitsizligi bulunur. Buradan Hl(Q) uzayinda r=0 oldugundan u, =u, esitligi

bulunur ve buradan zayif ¢6ziim tektir denir (Ladyzhenskaya 1985).
3.2. Optimal Kontrol Probleminin Konulusu

Optimal kontrol problemleri, optimal ¢6ziime ulasmada gerekli sartlarin saglanacag:

uygun bir amag fonksiyoneli ve kontrol kiimesi se¢imi ile olusturulur.

Ele alinacak olan optimal kontrol probleminin ¢6ziimii, u¢ noktalari, hedeflenen degere

yaklastiracak (u*, h*) eH'(Q)xL,(0,T) elemanlarinin bulunmasidir.

Bu optimal kontrol problemini

T

3, (h)=4[[u(0.t:h)—y, (1) dt+ ,sz).[u(l,t; h) -y, (t)] dt+a|hl;

0

fonksiyoneli i¢in
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(u,h)eH ( )><L2(0T)

k(x)u, ), +F(x1)
( ) ¢,(%), u(x0)= ()
k(0)u,(0.t)=F(t), ()()=

(u h )= minJ,
« =

(3.2.1)

(t)

seklinde ifade edebiliriz.
3.3. Optimal Coziimiin Varhg ve Tekligine ait Esaslar

Simdi titresim problemi i¢in yazilmis olan optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin

varligini ve tekligini inceleyelim.

Optimal ¢oziimiin varhigini ve tekligini kanitlamak igin, simetrik bilineer formlara
karsilik gelen karesel fonksiyonelin minimizasyonu ve varyasyonel problemleri

arasindaki iligkiyi kullanacagiz.

Burada esas olan nokta (3.1.5) ile verilen J,, (h)fonksiyonelini

J,(h)=b(h,h)-2Lh+q (3.3.1)

seklinde yeniden ifade etmektir.

Asagidaki teorem genel olarak bu tiir optimal kontrol problemlerinde ¢6ziimiin varligini

ve tekligini ifade eder.

Teorem 3.3.1: H kapali ve konveks bir kiime olmak iizere b(h, h) bilineer, koersiv,

stirekli ve simetrik form ve Lh lineer siirekli fonksiyonel olsun. O halde (3.3.1) ile

verilen fonksiyonel i¢in
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J,(h")=inf 3, (h)

heH

olacak sekilde bir tek h* € H elemani vardir (Lions1971).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde materyal ve yontem kisminda bahsedilen Teorem 3.3.1°in sartlarinin, bu
tezde ele alinan optimal kontrol problemi i¢in de saglandig: ispatlanacaktir. Daha sonra

optimal ¢6ziimii ortaya ¢ikaracak olan adimlar arastirilacaktir.

4.1. Optimal Coziimiin Varhgi ve Tekligi

(3.1.5) ile verilen J, (h) amag fonksiyonelini

J, (h)= ,Bljf[u (0,t;h)—u(0,t;0)+u(0,t;0) -y, (t)] dt
0 (4.1.1)

.
+4,[[u(1.th)=u(1,0)+u(1,0)—y, ()] dt+an|;
0
seklinde ifade edelim. Dolayisiyla

b(h,h)= ﬂj[u(o,t; h)-u(0,t;0) ] dt
0 (4.1.2)

+ﬁ2f£|:u(l,t;h)—u(l,t;0):|2 dt-+ ||,

Lh :,Blff[u (0,t; h)—u(O,t;O)}[y1 (t)—u(O,t;O)]dt
; (4.1.3)
+ 4, [[u(Lth)-u(1,t0) ][y, (t)-u(1,t;0)]dt

ve

q= ﬁlj[[yl (t)-u(0,t;0) dt +ﬂ2][y2 (t)-u(1,t;0)] dt (4.1.4)
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fonksiyonellerini kullanarak (4.1.1) fonksiyonelini
J,(h)=b(h,h)-2Lh+q (4.1.5)
seklinde yazabiliriz.

Boylece artik Teorem 3.1.1° in sartlarinin (4.1.5) ile verilen fonksiyonel i¢in de gecerli

olup olmayacagini arastirmaya baslayabiliriz.
(4.1.2) ile verilen b(h,h) déniisiimii bilineer midir?

Her X, . R ve her h,h,,heH igin

b(Ah, + uh,,h) = ,Bl][u(o,t;ﬂuh1 +4h,)=u(0,£;0) |[u(0,t;h) —u(0,t;0)]dt

+ﬂ2][u(l,t;Ahlwhz)-u(l,t;o)][u(l,t;h)—u(l,t;o)}dt

+a[(Ah, + uh, ) hdt

0

yazilir. Burada h—u [h] —-u [0] dontistimiiniin lineerligi kullanilarak
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b(2h+ i, 1) = 44, ][u(0.58) ~u(0.60) [u(0.5h)-u (0.0
s [u(0n)-u(00]J[u(0sin)-u(00)Ja
o] [u5m)-u1.50) T (1.5 -u (150)
s J[0.60,)-(0) Tu(1.0)-u 150 J

+/1a]. h hdt + ya]. h,hdt
0 0
elde edilir. Boylece
b(/ih1 +,uh2,h) = /Ib(hl, h)+,ub(h2, h)
bulunur. Benzer sekilde

b(h, Ah, + gh,) = Ab(h,h)+ b (h,hy)

elde edilir. O halde b(h,h) déniisiimii bilineer formdur.

(4.1.2) ile verilen b(h,h) déniisiimii koersiv midir?

Oncelikli olarak (3.1.1)-(3.1.3) problemi icin fark problemini olusturalim. Bunun igin h

elemanina oh artimini verelim ve h+Jh elemanina karsilik gelen hiperbolik
problemin ¢oziimiinii Uy (X,t)=u(X,t;h+5h) ile gosterelim. Bu durumda artim

elemanina karsilik gelen

p(x)(uy), :(k(x)u(sx )X +F(xt), (xt)eQ

Us (%.0)=@1(x), (U;),(x.0)=¢,(x), xe(01)
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k(0)u, (0,t)=f+5F, k(1) u; (I,t)=g+4g, t(0,T]

problemi yazilir.

su(xt)=u(xt;h+sh)-u(x,t;h)olmak iizere yukaridaki problemden (3.1.1)-(3.1.3)

problemi ¢ikarilirsa

p(x)8u, —(k(x)du,) =0, (xt)eQ (4.1.6)
6u(x,0)=0, du,(x,0)=0, xe(0,1) (4.1.7)
k(0)su, (0,t)=6f, k(l)ou,(I,t)=5g, te(0,T] (4.1.8)

fark problemi elde edilir.

Burada h=0 ve oJh=h olarak segip 5U(X,t)=U(X,t;h)—U(X,t;O) seklinde

tanimlarsak « >0 ve her heH icin

T T

b(h,h)|= ﬂll[éu (0t)] dt +,82£[§u (1L, dt+alh[;

= Alou (00, + Blou(LO) o, + il

L(oT

olur. Buradan

[b(h,h)]> e[,

yazilir. Bu esitsizlik b(h,h) fonksiyonelinin koersiv oldugunu gosterir.
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(4.1.2) ile verilen b(h,h) déniisiimii siirekli midir?
Once asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 4.1.1: Su(x,t)=u(x,t;h+8h)-u(x,t;h), (4.1.6)-(4.1.8) probleminin ¢éziimii

olsun. Bu takdirde

2

Jou(o)

2
L(0T) < 1||5h||H

(4.1.9)
Jou (1O, <c2loN

esitsizlikleri gegerlidir.
Ispat: (4.1.6) ile verilen
p(x)8u, —(k(x)ou,) =0

esitligini gz Oniine alalim. Denkleminin her iki tarafim &u, ile carpip |0, | araliginda
t Ip1p g

integrallersek,

;l;[p(x)aun ~(k(x)5u,), |oudx=0
olur. Burada,
(k(x)5u*)x ol = (k (x)ou,su, ) —k(x)du.du,

0zdesliginden yararlanarak,
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I! (p(x)Su,8u, +k(x)Su,8u, )dx = [ (k(x)Su,8u,) dx

0

yazabiliriz. Ayrica,

p(x)du,du, +k(x)ou,du, = %[,o(x)(éut )2 +k(x)(du, )zl

oldugunu kullanarak,

T {'cl[[p(x)wu‘ )" +k(x)(8u, ﬂdx} = (k(x)8u,6u,)[ ",

2dt
elde ederiz.

k(0)6u, (0,t)=5f, k(l)du,(I,t)=59
oldugundan,

EE{I[p(X)(gut )+ k(x)(5ux)2}dx} =o8gsu, (1,t) -5 fsu, (0,t)

yazabiliriz. Q,:=(0,1)x(0,t) ile gosterip bu esitligin her iki tarafini (0,t) araliginda

integrallersek,

2 6 () =k (3) o, ()
1
2

I![/O(x)(éut (x,O))2 +k(x)(8u, (x,O))z}dx

[sg6u.(1,7)-5fou, (0,7)dr, te[0,T]

O —_—
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olur. Ayrica fark probleminden 6u(x,0)=0 ve 6u,(x,0)=0 oldugunu biliyoruz. O
halde

1 |

Ej[p(x)(&t(x,t))z+k(x)(5ux(x,t))1dx=l[5g§ur(l,r)—5f5ur(O,T)Jdr, te[0T]

0

esitligi yeniden yazilir. Simdi,

SE(t) = %i[p(x)(&ut (x,t))2 +k(x)(ou, (x,t))szx

fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan,

530 FED = 4] e ) skt (7 Jo]-

yazalim. 0J (t) integraline 5U(X,t) fonksiyonunun araligindaki enerji normu denir.

t >0 degiskenine bagli bu norm,

Joul, :={§I P (0)(u (1)) +k<x>(5ux<x,t>)1dx}”, t>0

0

olarak gosterilir.

Boylece,

t

83%(t)=[[59du, (1,7)-5F6u, (0,7) dr, te[0,T] (4.1.10)

0
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olarak yazilabilir. Dolayisiyla

§3%(0)=0, te[0,T]

esitligi yazilir.

Burada Teorem 4.1.1° i ispatlamak igin kullanacagimiz yeni bir lemma ifade ve ispat
edelim.

Lemma 4.1.1: (4.1.6) - (4.1.8) problemleri igin,

|5u, ||L(O|)_\/753 (t), te[0,T] (4.1.12)
58Ul 00, _\/pz&] (t), te[0,T] (4.1.12)

esitsizlikleri gegerlidir.
Ispat:

ou, fonksiyonu igin

j[5u (x.t)] dx< _[ )[8u, ( xt]dx

'{[ 1)) +k(x) (00, (1) Jo

yazilabileceginden
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Jou, ||L(o.)-faa<t> te[0T]

esitsizligi elde edilir.

Benzer sekilde ou, fonksiyonu igin de

j[&u xt]dx<p—0_(|;p ) 8u, xt]dx

<—f[ )) k() (8u, (x1)) o

Po o

2
=—0E(t
2o ()

yazilabileceginden

2
||5ut”|_2(0|) _‘fp 53 (t), te[0,T]
0

esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 4.1.1 ispatlanmustir.

Simdi Teorem 4.1.1” in ispatina devam edelim. (4.1.10) esitliginin her iki tarafinin t>0
degiskenine gore tlirevini alip ve sonra bulunan esitligin sag tarafina Cauchy-

Bunyakovski esitsizligini uygularsak,

25" (t)5d (t)<|of|[ou, (0.t)|+|5g||ou, (1.t)|
elde edilir. Ayrica

3 51 >0, ‘5ut (O’t)‘ < ngé‘ut (X’t)HLZ(OI)



3£ >0, [ou, (1L,t)<&|ou (xt)

(o))

olacak sekilde & ve &, sayilarinin mevcut oldugunu biliyoruz. Buradan hareketle

8J'(1)<

\/5{51|5f|+52|59|}

bulunur. Bunu (O,t) araliginda integrallersek,

j {&lof|+& 00|} dz, te[0,T] (4.1.13)

sJ(t)<
2/)0 0

esitsizligi elde edilir.

Simdi yine Teorem 4.1.1° i ispatlamak i¢in kullanacagimiz yeni bir lemma ifade ve ispat

edelim.

Lemma4.1.2 : (4.1.6) - (4.1.8) probleminde yer alan §u(x,t) fonksiyonu i¢in,

t

[T j &|of|+&,|50] dr, te[0,T] (4.1.14)
opo 0

[oull, o) < | j{§1|5f|+§2|5g|}dr te[0T] (4.1.15)

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat: (4.1.11) ve (4.1.13) esitsizliklerinden,
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su, IILZO.)—JK—{ > [{alst]+&|s9] dz
00

1

o

j{ |5 f]+& 09|} dr, te[0,T]

bulunur.

Benzer sekilde (4.1.12) ve (4.1.13) esitsizliklerinden,

t
ol = 2 { F(&l6t]+2, oglyds
0

1 t
s—j &|of|+& gl dr, te[0,T]
O 0
bulunur.

Boylece Lemma4.1.2 ispatlanmistir.

Simdi Teorem 4.1.1’in ispatina devam edelim. Bunun 1(;1n||5u|| 1(;1n bir

degerlendirme yapalim:

||5u

j[éu xt] dx, te[0,T]

L(0.1)

esitliginin her iki tarafinin t>0 degiskenine gore tiirevini alir ve Cauchy-Bunyakovski

esitsizliginden yararlanirsak,

|
2160, 9011, 2] 80 1) 1)

= 2”5u"|_2 o,l) ”5ut”|_2(o,|)
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olur. Her iki tarafi 2||6u]|# 0 ile béliip, sag tarafta (4.1.15) esitsizligini dikkate alirsak,
t
|5u||L2OI j§l|5f|+§2|5g| ldz, te[0,T]
00
bulunur. t degiskenine bagl bu esitsizligi (O,I) araliginda integrallersek,

1 tr
L) —H &|5F|+&,|00[]dudr, te[0T]

000

H&u (x,t)

olur. Bu ifade i¢in,

t

F(n)dndz :j(t—f) F(r)dr

0

I

O ey

0zdesliginden yararlanirsak ve Cauchy-Bunyakovski esitsizligini kullanirsak,

(4.1.16)

t
JIF
0

L (o) dTS\/t_”F

L()’
ve

f(t 115 e ||F|| t>0 (4.1.17)

Lo ()

. 1 1
esitsizliklerini yazabiliriz. ¢ = max {— & —4, } olmak iizere,
0 0

||5u

t
Lo S¢[(t=7)[|5F]+[5g|]dz (4.1.18)
0
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esitsizligini elde ederiz. Boylece

o < | [ ] [t oot )W

0

||5u

<Vl o,

2T 3
denilirse

yazilir. C. =

Jouf ,, <c.Jonf; (4119

degerlendirmesi bulunur.

Ayrica

30,>0, |ou(0,t) <o |su(xt)

Lo(0)

30,>0, fou(lt) <o feu(x)]

olacak sekilde o, ve o, sayilart mevcuttur. (4.1.19) esitsizligi bu esitsizliklerde

kullanilirsa

|su(o.t H2 <c, ol

lou (1t

<c,|sh;,

|_20T

esitsizlikleri elde edilir. Boylece Teorem 4.1.1 ispatlanmis oldu.
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Simdi b(h, h) fonksiyonelinin siirekliliginin incelenmesine geri donelim. Her h,h, € H
i¢in
.
= A[[u(0.t;h)—-u(0,t;0)][u(0,t;h.)—u(0,t;0)]dt
0
:
+ﬁzf[u(I,t;h)—u(l,t;O)][u(l,t;h*)—u(l,t;O)]dt
TO
+o[hh,dt
0

olup, Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

b(h,h,)[< B u(0,t;h)-u(0,t;0

u(0,t;h,)-u(0,t;0)

LZOT‘

u(l,t;h,)-u(1,t;0)

L(0.T)

+f,|lu(1.t;h)-u(0,t;0
+alhl, ],

LZOT ‘ L(0,T)

Elde edilir. Su(x,t)=u(xt;h)—u(xt;0)vesu.(xt)=u(xt;h,)-u(x,t;0) icin bu

esitsizlik

|b(h’h*)|éﬂ1”§u(0t L(0.T) ||5U Ot L20T +ﬂ2”5u y t L20T ||§u l t |_2(0,T)
+alhl,, [n.[,
seklinde yazilir. Teorem 4.1.1de h=0 ve Sh=h olarak alinirsa
|su(o. H Jom <Gl
(4.1.20)
HéU |_2 (oT) _CZ ”h”

yazilir. Benzer olarak h=0 ve Jh = h, elemanlari i¢in de
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H5LL (O't)Hiz(o,T) < 1||h*||+24

Jou. (1O o) < IR

esitsizlikleri gegerlidir. Boylece

Io(h1)] < G [0, G Il + e Il N I, + i, I,

= (B + By, + )|l I,

elde edilir. O halde ¢; =max{fc,, B,C,, &} igin
b(h.h,) <c,[h],, ], (4.1.21)

bulunur. Bu eitsizlik b(h,h, ) fonksiyonelinin siirekli oldugunu gésterir.
(4.1.2) ile verilen b(h,h) déniigiimii simetrik midir?

Her h,h. e H i¢in

T

b(h,h,)=A,[[u(0,t;h)-u(0,t;0)][u(0,t;h,)~u(0,t;0)]dt

+ﬁ2][U(I,t;h)—u(l,t;o)][u(l,t; h,)—u(l.t;0) ]t

)
+ajhmdt
0

b(h,, h)= ﬂlj[u(o,t; h,)—-u(0,t;0) J[u(0,t;h)—u(0,t;0) |dt

+ﬂ2}|:u(I,t;h*)—U(Lt;O)iI[U(Lt;h)—U(|,t;0):|dt

)
+ajmhm
0
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yazilabilir. O halde,

b(h,h,)=b(h,,h)
oldugu goriiliir. Yani b(h,h,) fonksiyoneli simetrik formdur.

Simdi Lh fonksiyonelinin 6zelliklerini inceleyelim.

(4.1.3) ile verilen Lh doniisiimii lineer midir?

Her \, e R ve her h,h,eH i¢in h—>u [h]—u [0] doniisiimii lineer oldugundan

L+ ) =24 [ 0.5 ) -0 (0:50) T ()-u(00)
i [0(01)-u00) [ 1 () -u(0.0) o
2, [u1.60)-u(1L50)] . () -u(1.60)
s [001,) (60, (0)-u(10) o
elde edilir. O halde
L(Ah,+ ph,) = ALh, + uLh,

yazilir ve Lh fonksiyonelinin lineer oldugu goriiliir.
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(4.1.3) ile verilen Lh doniisiimii siirekli midir?

Lh= ﬁl]‘[u (0,t;h)—u (O,t;O)][yl (t)-u (O,t;O)] dt

+ﬁz][u(|,t;h)—U(I,t;O)][yZ(t)—u(l,t;O)]dt

Fonksiyonelinde Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanip, ou(x,t)=u(xt;h)-u(x,t;0)

olarak degerlendirilirse

|Lh|< B ||su(0,t)

L,(OT) |y: (t)—u(0,t;0) Lon TP lou(1,t) Lon) ly. (t)—u(1,t;0)

L,(0,T)

elde edilir. yl(t) ve Y, (t) verilmis fonksiyonlar olduklarindan

[v:(t)-u(0.t,0)

”yz (t)—u(l,t;O)

<
L(oT) Cy

<
L(oT) — Cs

esitsizliklerini alalim. O halde

L,(0.T)

Lol <, su(0.t)] ,r, +Cs]ou(lt)
bulunur. (4.1.20) esitsizlikleri dikkate alimrsa 6u(X,t)=u(x,t;h)—u(x,t;0) igin
Lhl< eyl + eacs hl,

yazilir. O halde ¢, = max{\/ac4 B \/g C; ,82} alinarak,
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ILh| <c ], (4.1.22)

bulunur. Bu esitsizlik Lh fonksiyonelinin siirekliligini gosterir.

Boylece tezde ele alinan optimal kontrol problemi i¢in Teorem 3.1.1° in sartlarinin
saglandigin1 gostermis olduk. Simdi optimal ¢6ziimiin varliginin ve tekliginin ispatina

gecebiliriz.

Bunun igin b(h,h) fonksiyonelinin kesin konveks ve Lh fonksiyonelinin konveks

oldugunu ispatlayalim.

Once h—b(h,h) déniisiimiiniin kesin konveks oldugunu ispatlayalim

h—u [h] -u [0] doniisiimii lineer oldugundan

u(x,t; Ah +uh,)—u(x,t;0)= A u(x,t;h)-u(xt0)]
+p[u(xt;h)—u(x,t;0)]

esitligi saglanir. Bu esitlik S €[0,1] olmak iizere A=, u=1-f ve x=0, x =1 igin

u(0,t; Bh +(1-B)h,)—u(0,t;0)+u(l,t; Bh +(1- B)h, ) —u(l,t;0)
= BLu(0,t;h)-u(0,t;0)+u(l,t;h)—u(1,t;0)] (4.1.23)
+(1-B)[u(0,t;h,)—u(0,t;0)+u(l,t;h,)—u(1,t;0) ]

seklinde yazilir.

Simdib(h,h)  fonksiyonelinin kesin konveks oldugunu gosterelim. b(h,h)

fonksiyonelinin tanim geregi her h,h, e Hve f€(01) igin
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b(ph, +(1- B)h,, phy +(1—ﬂ)h2)=/31][u(o,t;ﬂh1 +(L-p)h,)~u(0.t:0)] dt
+ﬂ2}[u(l,t;ﬁhl +(1—,B)h2)—u(l,t;0)]2 dt

|
2
+af(ph+(1-p)h, ) dx
0
yazilir. Bu ifadede (4.1.23) 6zdesligi kullanilirsa

b(h, +(1-B)h,, Bh +(1-5)h,)

T

= [[A(u(0.t:)~u(0,£:0))+(1- £)(u(0.t:h,) ~u(0,t;0))] ct

o

(4.1.24)

][ (1t:h)—=u(1,t:0))+ (1= 4)(u (1, t:h,)~u(1,t;0))

+aj ph +(1-B)h, ) dt
olur.

Buradan basit islemlerle

b(Bh, +(1-B)h,, ph +(1-B)hy)

_ ﬁlﬁz]‘[u(O,t; h)-u(0,t;0)] dt+ 4 (1-B) _T[[U(O,t; h,)-u(0,t;0)] dt
+,82ﬁ2].[u(l,t; h)-u(l,t;0)] dt+4,(1- ) ].[u(l,t;hz)—u (1,t:0)] dt
+2/B,(1- ) |[u(0,t;h)-u(0,t;0) [[u(0,t;h,)—u(0,t;0) |dt

+25p,(1-B)

Ot Ot——yi

[u(l,t;h)—u(1,t;0)J[u(l,t;h,)—u(l,t;0) Jdt

caf[ 470 +(0-p) (0 5260 p) () J
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elde edilir.

& — Cauchy esitsizligi kullanilarak,

[u(0.t;h)-u(0,t;0) |[u(0,t:h,)-u(0,t;0) |+[u(Lt;h ) —u(1,t;0) JJu(l,t;h,)—u(1,t;0)]

1 ) RGY:
_E[u 0,t;h)-u(0,t;0)] +Z[u(0,t,hz)—u(0,t,0)]

+§[U(|,tih1)—u(|’t?0)]2 +2i[u(l,t; hz)—u(l,t;o)]2

&

ve

1

(h)(R) <5 (n) + o (hy)’

yazilir. Bu esitsizliklerde & =1 alinarak, h, #h, i¢in yukaridaki ifadede yerine yazilirsa

b(h,+(1-B)h,. By +(1-B)h,)
<ﬁ1ﬁj (0,t;h,)- (O,t;O)Tdt+,81(1—ﬂ)2_T[[u(o,t;hz)—u(o,t;o)]zdt

+ 5,8 _[[u L,t;h) —u(I,t;O)]Zdt+ﬂ2(1—ﬂ)z].[u(l,t;hz)—u(l,t;o)]zdt

+6,6(1- ) [[u(ot:h)-u O,t;O]2dt+ﬂ1ﬂ(1—ﬂ)}[u(O,t;hz)—u(o,t;O)]Zdt

Ot Oy

(1) [u1h) w60 a0 ) a1t -u(10) o

caf[ B (h) +(1- B (0 + p(- B0 + B(1-B)(h,) ]t

elde edilir. Buradan
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b(Bh,+(1-B)hy, iy + (1= B)h,)
< ﬂlﬁ}[u(o,t; h)-u(0,t;0)] dt+ 4, (1—5)][11 (0,t;h,)—u(0,t;0)] dt

0
T

+ﬂ2ﬁ][u(l,t;hl)—u(l,t;O)]2 dt+ 3, (1—ﬂ)J'[u(I,t;hz)—u(l,t;o)]2 dt

0

+al'[ﬁ(h1)2+(1—,8)(h2)2]dt
bulunur. Boylece
b(h,+(1-B)h,, B +(1-B)h, ) < Ab(h,h ) +(1-B)b(h,,h,) (4.1.25)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik b(h,h) fonksiyonelinin kesin konveks oldugunu

gostermektedir.

Simdi Lh fonksiyonelinin konveks oldugunu gosterelim. Lh fonksiyonelinin tanimindan

her h,,h, e H igin

—

L(Bh+(1-B)h,) =4 [u(o,t;ﬂhl +(1—ﬂ)h2)—u(o,t;o)][yl(t)—u(o,t;o)]dt

—H o

+ B[ u(Lt By +(1-B)h,)-u(1,t:0) [y, (t)-u(1,t;0) Jdt

0

yazilir.

Bu ifadede (4.1.23) 6zdesligi kullanilirsa
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L(ﬂm+(1—ﬂ)h2)=ﬂlﬂ][u(O,t:hl)—u(o,t:O)][yl(t)—u(O,t:O)]dt
+ﬁ1ﬁ][u(l,t; h)—u(1,t;0) ][ y,(t)—u(l,t;0) dt
+5,(1-B) [[u(0,t;h,)-u(0,t;0)][ v, (t)—u(0,t;0)]dt

+5,(1-B) [[u(l.t;h,)—u(1,:0)][ y, (t)—u(1,t;0)]dt

Ot 1 Oy

olur. Buradan
L(ph,+(1-B)h, )= BL(h,)+(1- )L () (4.1.26)
oldugu goriilir. Yani Lh, konveks bir fonksiyoneldir.

Simdi optimal ¢éziimiin varlig1 ve tekligi meselesine geri donebiliriz.

{h,} € H dizisi J, (h) fonksiyoneli igin bir minimallestirici dizi olsun. Yani n—»oo igin

J,(h,)—infJ_(h) (4.1.27)

heH

yakinsamast gegerli olsun. b(h,h) fonksiyonelinin koersiv ve Lh fonksiyonelinin

siirekli olmasindan faydalanilarak {hn} dizisi i¢in
J,(h)=b(h,h)-2Lh +q=e|h |, —2c|h, (4.1.28)
yazilir.

(4.1.27) sartina gore J, (hn) degerleri bir sayiya yakinsayacaktir. Bu durum (4.1.28)

birlikte degerlendirilirse dizinin sinirliligini, yani C, keyfi bir sabit olmak iizere
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[l <e;

olmasi gerekir. Smurlilik 6zelligi zayif prekompakt olmayi saglayacagmdan{hn}
dizisinin WeL,(0,T)xL,(0.T) eclemanna zayif yakmsayan bir {h,} alt dizisi
mevcuttur. Diger yandan H kapali ve konveks oldugundan zayif kapalidir. Bu durumda
H kiimesi zayif limitini igerir, yani

weH (4.1.29)

olur.

Ayrica h—>b(h,h) ve h—Lh donisimleri sirekli ve konveks olduklarndan

asagidan zayif yari siireklidir. Boylece bunlarin toplamlarindan olusanh — Ja(h)

doniigiimii asagidan zayif yart siireklidir. O halde asagidan zayif yart siireklilik tanimi

geregi

liminf J,,(h,)>J,, (w) (4.1.30)

pu—o heH

olacaktir. Genellestirilmis Weierstrass Teoremine gore asagidan zayif yari siirekli bir

fonksiyonel zayif kompakt bir kiimede asagidan sinirlidir. Yani

inf J,, (h) =k (4.1.31)

olacak sekilde k € R sayis1 mevcuttur. Bu esitlik ve (4.1.30) ile verilen esitsizlik birlikte

degerlendirilirse

k<J,(w)<liminfJ_(h,)<infJ, (h)=k

pu—o heH heH
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oldugu goriiliir. Bu sonug, {hn} dizisinin zayif limiti olan w elemaninin fonksiyonele

infimum degerini aldiran eleman oldugu sonucunu ¢ikarir.

Boylece optimal ¢6ziimiin varlig1 gosterilmis olur.

Simdi de optimal ¢dziimiin tekligini ispatlayalim. Once h —>b(h,h) doniistimiiniin

kesin konveks ve Lh doniisiimiinin de konveks oldugunu kullanarakh—>Ja(h)

déniisiimiiniin kesin konveks oldugunu gésterelim.
Her h,h, e H ve tim S €(0,1) igin
J, (B +(1-B)h,)=b(ph +(1-B)h,, ph +(1- B)h,)-2L(Bh +(1- B)h, ) +q
olup, (4.1.25) ve (4.1.26) degerlendirmeleri goz dniine almirsa h, = h, iken
3, (A +(1-B)hy) < po(h,hy)+(1- B)b(h,.h, )~ 2(ALhy +(1- B)Lh, ) +g
yazilir. Buradan

J,(ph+(1-p)h,) < B{b(h.h)-2Lh +q}+(1- B){b(h, h,)-2Lh, +q}
<pd, (h)+(1-5)J,(h)

bulunur. O halde J,, () fonksiyoneli kesin konvekstir.

Simdi iki tane optimal ¢dziimiin var oldugunu diisiinelim. Yani h, ve h,

2,(h)=3,(h)=inf 3, ()

heH

sartin1 saglayan iki eleman olsun. H kiimesi konveks oldugundan
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%(hl+h2)eH

olacaktir. Ote yandan J, (h) fonksiyoneli kesin konveks oldugundan h, #h, iken

3G hen) | <3, (0)4 33, () =inf 2. (1)

heH

olur. Bu ifade h elemanmin optimal ¢6ziim olusuyla bir ¢eliski olusturmaktadir. Bu

geligki iki tane optimal ¢Oziimiin var oldugu kabuliinden kaynaklanmistir. O halde

h =h, olmak zorundadir, yani minimum eleman tektir.

Boylece ele alinan problem i¢in optimal ¢oziimiin varligim1 ve tekligini ispatlamis

oluyoruz.
4.2. Optimal Coziim icin Fonksiyonelin Tiirevlenmesi

Optimal kontrol problemlerinde optimal ¢oziimii bulabilmek igin yapilacak islemler,
probleme karsilik gelen eslenik problemi ve fonksiyonelin tiirevini (gradyenini)

bulmaktir.

Bunun igin

{Ja(u*,h*)_min J, (uh)

L(uh)=0
seklindeki genel bir optimal kontrol probleminde 6nce

L(u,h,;) =3, (uh)+[nL(uh)dQ

Q
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birlestirilmis fonksiyonelini (Lagrange Fonksiyoneli) yazmak gerekir. Daha sonra
Lagrange fonksiyonelinin ¢oziim ve kontrol fonksiyonuna gore varyasyonelini bulmak
gerekir. Kismi integrasyon yardimi ile baslangi¢ ve siir sartlarini dikkate almakla
bulunan varyasyonlari, € bolgesi ilizerinden alinan integraller altinda bulunan
ifadelerle, ¢6ziim fonksiyonunun konum ve zaman degiskenlerine gore varyasyonlarinin

kismi tiirevleri bulunmayacak sekilde diizenlemek gerekir.

Son olarak, Lagrange fonksiyonelinin stasyonerlik sartindan ve ¢6ziim fonksiyonunun
konum ve zaman degiskenlerine gore varyasyonlarmin keyfiliginden yararlanarak
uygun varyasyonlarin katsayilarini sifira esitlemek gerekir. Bu durumda, elde edilen
esitliklerin hepsi Lagrange c¢arpanlar1 iizerindeki sartlar1 ifade eder, aranilan eslenik

problemi ve gradyeni meydana getirir.

Bu tezde incelenen optimal kontrol problemi igin eslenik problemi ve J,(h)

fonksiyonelinin gradyenini arastirirken kullanacagimiz  birlestirilmis fonksiyonel

(Lagrange Fonksiyoneli) kavramindan faydalanacagiz. Bunun i¢in 6nce

T, (0)= 4] 000y, (0T ot [u(1.0) e (0T at
+£77[,o(x)utt —(k(x)u,), —F (x,t)]dxdt.

(4.2.1)

seklindedir. Burada u(X,t)fonksiyonuna 5U(X,t) arttmini Ve h(t)fonksiyonuna da

oh (t) artimi1 verelim. Bu durumda,

3, (h) =ﬂ1;|;[(u +ou)(0.t) -y, ()T dt+,b'zi[(u +ou)(1.t)—y, (1) dt + ah+ ot

+£n[p(x)(u +ou), —(k(x)(u+au),) —F (xt) faxdt.

fonksiyoneli elde edilir. Bu fonksiyoneli (4.2.1) ile verilen fonksiyonelden ¢ikarirsak,
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53, (h)= 2/31][u (0,t)-y,(t)]su(0,t)dt +,Bl][5u (0t)] dt

0

+28, [[U(L0)-y, () ]au(1.t)dt+ 3, [[ou(1,0)] et
+£J;77[P(X)5Un —(k(x)(&u)x)x}dxdt

+a|h+ahl, —alhl,.

(4.2.2)

fark fonksiyoneli elde edilir. Burada esitligin sag tarafinda bulunan 5. integral igin kismi

integrasyon uygularsak.

| T
Ip(x)5uttndtdx = IP(X){CSUJ?E —I5utntdt}dx
Q 0 0
I T I
p(x){éugﬂo —{5U77t|o —Iéunttdt}}dx
0

p(x)éut(x,T)ry(x,T)dx—!p(x)éut(X,O)n(x,O)dx

_ip(x)au(x:)m(x,T)dx+£p(x)5u(x,o)m(x,o)dx

C—— — O ——

+_|'p(x)5u77ttdtdx

Q

yazanz. (4.1.7) ifadesinden 6u(x,0)=0ve 6u,(x,0)=0 oldugunu biliyoruz. Ayrica

n (X, T) =0ve 7, (X,T) =0 oldugunu varsayarsak yukaridaki esitlik

Ip(x)duttndtdx = jp(x)Sunﬁdtdx
Q

Q

sekline doniisiir. Benzer sekilde diger kismi integrasyon islemini de gerceklestirelim.
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jn(k (x)(5u)x)xdxdt

Q

k(x 5un‘ Ik 5undx}dt

k(x)éuxn‘ —{k(x)&unx‘I —.I[5u (k(x)m,), dx}}dt

]
t)su, (I t)dt— [k (0)n(0,t)du, (0,t)dt
0

Il
O = O O L —|
=~ —— ——
—
\_/

T

n, (Lt)su(l dt+J'k 7,(0,)5u (0, t)dt

5u(k(x)( )X)dedt

|
D), O —
~
—_—
~

_l_

yazilir. (4.1.8) ifadesinden k(0)du,(0,t)=6f ve k(1)ou,(I,t)=5g oldugu

bilindiginden yukaridaki esitlik

[n(k(x)(ou),) dxdt = jnltégdt fn (0.t)sfdt

—jk |t)dt+jk L(0,t)5u (0, t)dt

+I5u )(577)X)dedt

seklinde yeniden diizenlenir. Bu bilgileri kullanarak (4.2.2) esitligini yeniden

yazdigimizda

5J~a(h)=2ﬂ1][u(0,t)—y1(t)]5u 0.t)dt+25, [[u(1,t) -y, (£)]u (1, t)ct

0

+I[ X) e~ (K(%)(8), ), | udxdt - In (1.t) 5gdt+jn (0t)sfdt

T

)
+k(1)n, (1,t)u (), t)dt - !k 7, (0,)8u(0,t)dt

o

+2ajf§fdt+2ajg5gdt.
0 0
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elde ederiz. Benzer terimler ayni integral altinda toplanip artim fonksiyoneli

diizenlenirse,
][Zﬂl t))—k(o)nx(o,t)]éu(o,t)dt
+'T[[2ﬂ2 (t))+k(|)nx(I,t)]5u(|,t)dt
0 (4.2.3)
+[[p(x) e~ (k(x),), | Sudet
j (0,t) +2af]5fdt+j[ n(1,t)+2ag]5gdt.
esitligi elde edilir.

Bir h elemanminin optimal ¢6ziim olabilmesi i¢in 5J, (h)=0 sarti(stasyonerlik sarti)

saglamasi gerekir. Bu sart1 (4.2.3) ile verilen fonksiyonelde degerlendirelim.

Ou keyfi bir artim oldugundan (4.2.3) ile verilen fonksiyonelin sag tarafindaki ilk ti¢

integralin sifir olmasi i¢in

p(X)m=(k(x)n )
k(0)7, (0,t)=28(u(0, t)
k( n(1,t)==28,(u(l,t)-y,(t))
(x,T)_O, nt(x,T)_O.

(4.2.4)

sartlarinin saglanmasi gerekir. Bu sartlar eslenik sinir deger problemi olarak adlandirilir.

Eslenik sinir deger probleminin ¢ziimii denilince, V ¢ € H ' (Q) icin
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H[/)(X)m —k(X)77,4, ] dxdt = Zﬁj[u(o,t)— v, (t)]¢(0,t)dt
o ’ (4.2.5)

12, [[u(1O)- v, (©)]#(.1)dt - [ p(x)7, (x,.0)(x,0)dx

integral esitligini saglayan 77 € HI(Q) fonksiyonu anlagilir.

Eslenik sinir deger probleminden faydalanilarak (4.2.3) ifadesi, Euler denklemi denilen

J7 (h)sh =][n(o,t)+2af]5fdt+][—n(|,t)+2ag]5gdt (4.2.6)

a
0

esitligini verir. Buradan

J;(h) {U(O,t)+2af,—77(|,t)+2ag} (4.2.7)
elamani fonksiyonelin tiirevi (gradyeni) olarak elde edilir.

4.3. Optimal Coziimiin Elde Edilisi

Bu tezde ele alinan tiirdeki optimal kontrol problemleri i¢in optimal ¢oziimler genellikle
analitik olarak elde edilemez. Bu yiizden optimal ¢6ziimler niimerik metotlar
kullanilarak yaklagik olarak hesaplanir. Bu bolimde gradyen metodu ile optimal

¢ozlimiin yaklasik olarak nasil hesaplanacagini ele alacagiz.

Gradyen Metodunun asamalar1 sdyledir. Oncelikle h, € H baslangic eleman: segilir ve

sirastyla agagidaki islemler gergeklestirilir.

1. (3.1.1)-(3.1.3) hiperbolik probleminin (3.1.7) esitligini saglayan U, ¢6ziimii bulunur.
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2. Bulunan u, ¢o6ziimii kullanilarak, (4.2.4) eslenik problemin 7, ¢dziimii bulunur.

3. Eslenik problemin ¢oziimii kullamlarak, (4.2.7) ile verilmis J ;(ho) gradyeni

hesaplanir.
4. Bu gradyen kullanilarak

h=h,—5,J, (hy) (4.3.1)
elemani hesaplanir. Burada £, >0 sayist

3. (h)[ +@} <0 (4.3.2)

3.(h)-,(0) =4

sartin1 saglayacak sekilde yeterince kiigiik olarak segilir.

h, elemani bulunduktan sonra tekrar 1. asamaya doniilerek sonraki elemanlar ayni

prosediir ile hesaplanir.

Yani minimallestirici dizinin genel gosterimi
hk+1:hk_ﬁk‘]¢;(hk)’ k=0,1,... (4.3.3)

seklinde olup fonksiyonelin minimallesme islemi de

3, (het)=3, () =5 {—| 3. (b +M}<o (4.3.4)

a ﬂk

sartin1 saglayan S, >0 sayilarinin bulunmasi esasina dayanir.
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o(5,)

Yeteri kadar kiigiik S, sayilari icin ——= — 0 olacagindan (4.3.4) ile verilen esitligin
k

sag tarafinin sifirdan kii¢iik olacag agiktir. Bu durum da

3o (hes) <3, (B)

esitsizligini gerektireceginden (4.3.3) ile verilmis {hM} dizisi minimallestirici dizi

olacaktir.

Bu ardisik hesaplama islemi

13, (het)—d. ()<

kriteri ile durdurulur.
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5. SONUC

Bu tezde incelenen, bir telin titresiminde u¢ noktalarin istenilen konumlarda olabilmesi
icin bu u¢ noktalara uygulanacak kuvvetin kontrol edilmesi problemi literatiirdeki bu

tiirde olan optimal kontrol problemlerinden oldukga farklidir.

Tezde her iki u¢a uygulanmasi gereken kuvvetler tek bir fonksiyon olarak temsil
edilmistir. Bu durumda bu fonksiyonun iirettigi hedefe yaklastirma Olgiileri uglara gore
ayr1 fonksiyonellerle yazilmigtir. Bu durum amag¢ fonksiyonelinin tiirevinin
(gradyeninin) bir fonksiyon ¢ifti olarak ortaya ¢ikmasma sebep olmustur. Gradyenin
hesaplanabilmesi ¢aligilan optimal kontrol probleminin anlamli oldugunu goéstermesi

acisindan oldukga dnemlidir.

Optimal ¢oziime ulagsma asamasinda da her iki uca uygulanmasi gereken kuvvetin bir
tek fonksiyon olarak tanimlanip, bu tanimdan faydalanarak minimallestirici dizi
kurulmasi optimal ¢6ziime yakinsama agisindan biiylik bir kolaylik saglamistir. Boylece

bu yaklagim optimal kontroliin elde edilmesini olduk¢a kolaylastirmistir.
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