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Bu tezin ilk bölümünde değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzayların tarihsel geliĢimi 

ve standart olmayan büyüme koĢullu diferansiyel denklemlerin fiziksel uygulamaları 

hakkında genel bilgi verilmiĢtir. Ayrıca bu bölümde standart olmayan büyüme koĢullu 

diferansiyel denklemlerle ilgili yapılmıĢ olan çalıĢmalar ele alınmıĢtır.  

Ġkinci bölümde, tez çalıĢmamız ile ilgili temel tanımlar ve teoremlerin yanı sıra 

değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylar tanıtılmıĢtır.  

Üçüncü bölümde Varyasyonel yaklaĢım ve bu yaklaĢımla ilgili temel tanımlar ve 

teoremler ile varyasyonel yaklaĢımda kullanılan yöntemler tanıtılmıĢtır.  

Dördüncü bölümde Mountain Pass ve Iterasyon Teknikleri kullanılarak Gradient içeren 

     Laplacian denklemi için Dirichlet probleminin çözümü verilmiĢtir. 

BeĢinci bölümde çalıĢmamızla ilgili sonuçlar sunulmuĢtur. 
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and Sobolev spaces which are related to the work done in this thesis. 

In the third part, the variational approach and basic definitions and theorems related to 
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1. GİRİŞ 

 

Son yıllarda, standart olmayan büyüme koĢullu (     büyüme koĢullu) kısmi 

diferansiyel denklemlere ve varyasyonel integrallere olan ilgi artmıĢtır. Bu ilgi, onların 

uygulama alanlarında rol alan elastik mekanik, akıĢkanlar dinamiği, varyasyonel 

hesaplamalar ve Non-Newtonian akıĢkanların matematiksel modelleri olan 

Electroreheolojik akıĢkanlar üzerine yoğunlaĢmıĢtır (Bocardo vd 1990; Acerbi 2000; 

Diening 2002; Harjulehto vd 2006; Hästö 2007; Mihăilescu ve Rădulescu 2007; 

Harjulehto ve Hästö 2008; Buhrii 2009). 

 

Electroreheolojik (ER) akıĢkanlar, iletkenlik özelliği olmayan akıĢkanların içine küçük 

parçacıklara ayrılmıĢ polarize olabilen taneciklerin eklenmesiyle oluĢturulurlar. 

Elektrotlar arasından akan böyle bir karıĢıma dıĢarıdan elektrik alan uygulandığında katı 

hale geçebilme, elektrik alan uzaklaĢtırıldığında ise çok kısa bir sürede sıvı hale 

geçebilme gibi akıĢkanın reolojik davranıĢlarında büyük oranda tersinir (kimyasal, 

fiziksel ve mekanik olarak geri dönüĢtürülebilen) değiĢiklikler meydana gelir. ER 

akıĢkanlar teorisiyle ilgili ilk önemli bilgilere Winslow (1949) makalesinde 

rastlanmaktadır. Bu akıĢkanların kendi içlerindeki bağıl devinime gösterdikleri direnme 

özelliği (viscosity) akıĢkana uygulanan elektrik alanına bağlıdır. Winslow, bu 

akıĢkanlarda bir elektrik alanındaki viscosity‟nin, alanın kuvveti ile ters orantılı 

olduğunu tespit etmiĢtir. Bu olay Winslow etkisi olarak bilinir. Elektroreheoloji olayı 

uzun yıllardır bilinmektedir, fakat son yıllarda bu akıĢkanlara olan ilgi daha da artmıĢtır. 

Günümüzde ER akıĢkanlar otomobil subapları, debriyajlar, damperler, hidrolik ve robot 

sistemleri gibi farklı alanlarda kullanılmaktadır. Ayrıca ER akıĢkanların kumaĢın içine 

derinlemesine iĢleme ve kumaĢın normal durumundan çok daha katı (dayanıklı) hale 

çok hızlı bir Ģekilde dönüĢmesi özelliklerinden faydalanarak Ģu ankinden çok daha hafif 

olan kurĢun geçirmez yelekler üretilmesi amaçlanmaktadır. Bununla birlikte ER 

akıĢkanların, sarılabilir/döndürülebilir ekranlar ve keypadler ile birlikte kullanılarak 

ihtiyaç duyulduğunda katı hale getirilebilen, ihtiyaç olmaması durumunda ise 

esnekleĢerek sarılabilir/döndürülebilir hale getirilebilen „esnek elektronik cihazlar‟ 

üretimi için de kullanılabileceği öngörülmektedir. 
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Non-Newtonian akıĢkan olarak da bilinen ER akıĢkanlar, standart olmayan büyüme 

koĢullu denklemlerle ilgili çalıĢmalar içerisinde ayrı bir öneme sahiptir. ER akıĢkanlara 

karĢılık gelen matematiksel modeller, standart olmayan büyüme koĢullu denklem 

türündedir. 

 

     sınırlı bir bölge ve               için 

∫  (       )  

 

 

integralinde        fonksiyonu;            ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere, 

| |             (| |      )                                    

Ģeklinde olursa,        fonksiyonuna nonstandart büyüme koĢullu veya standart 

olmayan büyüme koĢullu yada     -büyüme koĢullu fonksiyon denir. Nonstandart 

büyüme koĢullu fonksiyonları bulunduran denklemlere de nonstandart büyüme koĢullu 

denklemler denir. 

 

Eğer        fonksiyonu;                         Ģeklindeki ölçülebilir 

fonksiyonlar olmak üzere, 

 | |             (| |      )             

Ģeklinde olursa,        fonksiyonuna (         )-büyüme koĢullu fonksiyon denir 

(Marcellini 1991).  

 

| |        | |           ve      1 olmak üzere,     -Laplace operatörü 

        ∑
 

   
(.(

     

   
*
 

   (
     

   
*
 

/

      
      

   
,

 

   

 

Ģeklinde veya 
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|
     

   
|  〈

     

   
 
     

   

〉  (∑(
     

   
*
  

   

+

 
 ⁄

 

alınarak 

       ∑
 

   
.|

     

   
|

           

   
/

 

   

    (|     |           ) 

biçiminde tanımlanır. 

∫  (       )  

 

 

enerji integrali     -büyüme koĢuluna sahip iken, ∫ |     |      
 

 olarak alındığında 

  (       )

     
 

 

  
.
  (       )

 (     )
/    

olarak ifade edilen Euler-Lagrange denklemine göre tasarlanırsa 

                                                (|     |           )                

Ģeklinde tanımlanan ve     -Laplace denklemi olarak isimlendirilen nonlinear ve non 

homojen denklem elde edilir. ∫ |     |      
 

 integralinde              olarak 

alınırsa 

                                                       (|     |        )               

Ģeklindeki  nonlinear ve homojen  -Lapalce denklemi elde edilir. Eğer       

denkleminde        olarak alınırsa 

                   (     )  ∑
      

   
 

 
                

lineer ve homojen Laplace denklemi elde edilir. 

 

Yukarıda ifade edilen             ve       denklemleri arasında bazı yapısal farklılıklar 

vardır.       de verilen Laplace denklemi lineerdir, yani eğer   ve   fonksiyonları       
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denklemi için bir çözüm ise,   ve   sabitleri için,        fonksiyonu da        

denkleminin çözümü olur.  -Laplace denklemi ise     durumunda lineer değildir; 

ancak         ‟dir, yani genel olarak     fonksiyonu       denkleminin bir çözümü 

değilken      fonksiyonu       denklemi için çözüm olabilmektedir.     -Laplace 

denkleminin lineer olmama durumu  -Laplace denklemine göre çok daha güçlüdür. 

Bundan dolayı       denkleminin çözümü olan      fonksiyonunun       

denkleminin çözümü olabilmesi için öncelikle      olmalıdır. Ayrıca  -Laplace 

operatörü        dereceden homojendir, yani her     değeri için        

         eĢitliğini sağlar, ancak            iken     -Laplace operatörü 

nonhomojendir.     -Laplace operatörü homojen olmadığından dolayı bazı 

uygulamalar (Lagrange Çarpanlar teorisi gibi)     -Laplace operatörü bulunduran 

denklemlere uygulanamaz. 

 

M.Růžička (2000), katsayıları değiĢken büyüme oranlı doğrusal olmayan sistem içeren 

electroreheolojik akıĢkanlar (EA) için matematiksel model üzerinde çalıĢmıĢtır. 

Elektromanyetik alanlar ile hareketli akıĢkanlar arasındaki etkileĢimi ifade eden bu 

model aĢağıda       da verilmiĢtir; 

  

  
                                                  (1.6) 

Bu modellemede          , akıĢkanın hızını veren fonksiyonu;              , 

gradient operatörünü;         , basınç fonksiyonunu;          , harici 

kuvvetleri temsil eden fonksiyonu gösterir.       
         fonksiyonu  

                                                       |     |  
      

                             (1.7) 

olarak ifade edilen ekstra stres tensörüdür.       de yer alan    
 

 
           

fonksiyonunun gradientinin simetrik kısmı ve   bir ağırlık fonksiyonudur. Yukarıda 

verilen stres tensöründe   üssü, fonksiyon (değiĢken) olarak alınmıĢtır. (1.6) denklemi 

bilinen laplace denklemlerinden daha karmaĢık olmasına rağmen, en yüksek 

mertebeden türeve sahip terim için,     olarak alındığında elde edilen  

                                             (   |     |           ⁄      )                              (1.8) 
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ifadesi     -Laplace denklemine çok benzerdir. (1.8) denkleminde     alındığında 

          (|     |           )    Ģeklindeki     -Laplace denklemine dönüĢür.  

 

ER akıĢkanlar belirli bir manyetik alanla karĢılaĢtıklarında bu akıĢkanların parçacıkları 

hareket esnasında belli bir miktar kütle kaybına uğramaktadırlar. Kaybolan bu kütle 

miktarını   kuvveti sabit iken      nin farklı eksenlerdeki hareketleri boyunca eĢit 

kabul etmek zorunluluğu ortaya çıkmakta ve dolayısıyla bu farklı kütle kayıpları hesaba 

katılamamaktadır. Kaybolan bu kütle miktarını bu Ģekilde eĢit kabul etmek ise bazı 

fizik, mekanik ve özellikle ER akıĢkanlarla ilgili problemlere karĢılık gelen 

matematiksel modellerin yeterli doğrulukta oluĢturulamamasına sebep olmaktadır. 

Ancak;   kuvveti      Ģeklinde ölçülebilir pozitif reel değerli bir fonksiyon Ģeklinde 

seçilirse,      nin farklı eksenlerdeki hareketleri boyunca ortaya çıkan farklı kütle 

kayıpları hesaba katılabilmekte bu da matematiksel modellerin yeterli doğrulukta 

oluĢturulabilmesine imkân vermektedir. Dolayısıyla, ER akıĢkanlar teorisinden 

kaynaklanan standart olmayan büyüme koĢullu lineer olmayan eliptik denklemlere 

karĢılık gelen matematiksel modeller ancak değiĢken üslü Lebesgue ve değiĢken üslü 

Sobolev uzaylarda oluĢturulabilir ve incelenebilirler. 

 

ER akıĢkanlarda   ,   hız alanının gradientinin simetrik kısmını ve   elektrik alanına 

bağlı materyal fonksiyonu göstermek üzere, altta yer alan enerjisi (etkin 

enerji) ∫ |  |      
 

 ile verilir. (1.6) ile verilen modellemede   sabit iken etkin enerji 

∫ |  |   
 

 ile ifade edilir. Bu durumda       deki stres tensöründe her bir      için 

  kuvvetinin alacağı değerler eĢit kabul edilir. Böyle denklemler klasik Lebesgue      

ve klasik Sobolev uzayları        kullanarak yeterli doğrulukla oluĢturulabilir. Ancak; 

  kuvveti ölçülebilir pozitif gerçel değerli bir fonksiyon olarak seçildiğinde etkin enerji 

∫ |  |      
 

 ile ifade edilir. Bu durumda stres tensöründe herbir      için   

kuvvetinin alacağı değerler farklı olur. Herbir      için   kuvvetinin alacağı 

değerlerin farklı olması non-homojen materyallerin doğal yapısıyla uyumluluk gösterir. 

Herbir      için   kuvvetinin alacağı değerlerin farklı olması durumunda klasik 
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Lebesgue ve klasik Sobolev uzayları yetersiz kalır. Dolayısıyla değiĢken üslü Lebesgue 

ve değiĢken üslü Sobolev uzaylarına  (                      ) ihtiyaç duyulur. 

 

Farklı bir uygulama alanı olan imaj iyileĢtirme iĢleminin matematiksel modellemesinde 

de değiĢken üslü uzayın önemini görebiliyoruz. Bu modellemede; düzlemdeki 

dikdörtgensel   bölgesi üzerinde tanımlanan   fonksiyoneli, gerçek görüntüyü temsil 

eden   ile istenmeyen noktacıklar (noise) tarafından bozulmuĢ gri (bulanık) alanları 

temsil eden   ifadelerinin toplamı olan                                    

bir fonksiyoneldir. Görüntüyü düzeltebilmek için veri girişi düzgünleştirme işlemi 

uygulanır. Veri giriĢi düzgünleĢtirme iĢlemi  

      ∫ |     |  |         |  

 

   

fonksiyoneli minimize yapılarak gerçekleĢtirilir. Burada ∫ |     |
 

   terimi 

görüntüdeki iyileĢtirmeyi-düzgünleĢtirmeyi sağlayan terimdir. Bu iĢlem görüntüdeki 

ayrıntılara zarar verdiğinden kullanıĢlı bir yöntem değildir. Ġmaj iyileĢtirmede diğer bir 

yaklaĢım toplam varyasyon düzgünleştirme işlemidir. Bu iĢlem 

      ∫ |     |  |         |  

 

   

fonksiyoneli minimize edilerek gerçekleĢtirilir. Bu yöntem görüntüdeki kenarların-

hatların korunması-dağılmaması açısından çok kullanıĢlı bir yöntemdir. Ancak bu 

yöntem uygulandığında orijinal görüntüde bulunmayan yeni kenarlar meydana gelir. 

Dolayısıyla bu yöntemin de pek faydalı olduğu kabul edilmez.  

  

Chen vd (2000) tarafından yukarıdaki iki yöntemin zayıf ve güçlü yanları birlikte 

değerlendirilerek, nonstandart büyüme koĢuluna bağlı ve daha kullanıĢlı olan yeni bir 

yöntem üzerinde çalıĢılmıĢtır. Bu yöntem  

     ∫(|     |     |         | )
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Ģeklindeki fonksiyonelin minimize edilmesine dayanır. Burada  , 1 ile 2 arasında 

değiĢen bir fonksiyon olmak üzere, eğer görüntüde kenarlar oluĢuyorsa   nin değeri 1 

sayısına, kenarlar oluĢmuyorsa 2 sayısına yaklaĢır. Bununla birlikte oluĢabilme ihtimali 

bulunan kenarların yaklaĢık yerini belirleyebilmek için veri giriĢi düzgünleĢtirilerek 

gradientin büyük olduğu yere bakılır. 

 

DeğiĢken üslü Lebesgue         ve DeğiĢken üslü Sobolev           (   ) ölçülebilir 

pozitif gerçel değerli bir fonksiyon,         ) uzayları literatürde ilk defa, Orlicz 

(1931) tarafından çalıĢılmıĢtır. Bu çalıĢmada aĢağıdaki soru göz önüne alınmıĢtır:      

ve      dizileri ∑  
   yakınsak olacak Ģekilde reel sayıların iki dizisi olsun. Bu halde 

∑     serisinin yakınsak olması için    üzerindeki gerek ve yeter koĢullar nelerdir? Bu 

soruya yanıt, en az bir     ve   
  

  

    
 için ∑     

  
 
 serisinin yakınsak olması 

gerektiği ortaya çıkmaktadır. Orlicz aynı zamanda değiĢken üslü Lebesgue uzayını reel 

aralıkta göz önüne almıĢtır ve bu uzayda Hölder eĢitsizliğini ispatlamıĢtır. Bu 

makaleden sonra Orlicz değiĢken üslü Lebesgue uzayını çalıĢmayı bırakıp, kendi ismi 

ile anılan Orlicz fonksiyon uzayları teorisi üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. Orlicz uzayları  ,   

bölgesinde ölçülebilir gerçel değerli bir fonksiyon olmak üzere en az bir     ve 

koĢulları bilinen bir    fonksiyonu için 

      ∫    |    |   

 

   

Ģeklindeki fonksiyonlardan oluĢur (Hudzik 1976).   fonksiyonuna bazı ek Ģartlar 

yüklenerek modüler uzay oluĢturulur. Modüler uzaylar ilk defa sistematik olarak 

Nakano (1950,1951) tarafından çalıĢılmıĢ ve değiĢken üslü Lebesgue uzayı daha genel 

uzayların bir örneği olarak göz önüne alınmıĢtır. Daha sonra, özellikle Musielak ve 

Orlicz (1959); Hudzik (1977); Hudzik (1979); Kami'nska (1982) tarafından modüler 

uzaylar incelenmiĢtir. Eğer yukarıdaki   fonksiyonu   değiĢkenine de bağlı ise bu 

durumda genelleştirilmiş Orlicz uzayları veya Musielak Orlicz uzayları olarak 

isimlendirilen daha genel uzaylar elde edilir.  
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Reel aralıkta değiĢken üslü Lebesgue uzayları, özellikle Tsenov (1961) ve Sharapudinov 

(1979) olmak üzere Rus araĢtırmacılar tarafından geliĢtirilmiĢtir. Sharapudinov  ,   

bölgesinde ölçülebilir reel değerli bir fonksiyon,    sabit bir fonksiyon ve  , 

             nin sonlu boyutlu alt uzayında değiĢmek üzere,                           

∫|         |    

 

 

   

integralinin minimize problemiyle uğraĢmıĢtır. 

 

1980‟li yılların ortasında Zhikov (1987) tarafından değiĢken üslü uzaylarla yakından 

iliĢkili olan standart olmayan büyüme koĢullu  

∫   |     |        

 

 

Ģeklindeki varyasyonel integralini çalıĢmıĢtır ve      Hölder sürekli ise regüler 

olmayan minimizelerinin olmadığını göstermiĢtir.  

 

Marcellini (1989, 1991) ise  

∫  (     )  

 

 

varyasyonel integralleri için regülerlik problemlerini   

  | |
            | |           

ve     koĢulu altında incelemiĢtir.     durumunda bu tip promlemlerin ele 

alınmasında Sobolev uzaylar teorisi (       ) doğal ve etkili bir yoldur.      

olduğu zaman durum dramatik bir biçimde değiĢir. Bu yüzden birçok problem klasik 

Lebesgue ve Sobolev uzayları kullanılarak yeterli doğrulukla matematiksel modellemesi 

yapılabilir. Fakat bazı homojen olmayan materyallerin altta yatan etkin enerjisinin 

(underlying energy) doğru bir Ģekilde ifade edilebilmesi için klasik Lebesgue ve klasik 

Sobolev uzayları yetersiz olur. Bu tip materyaller için   üssü değiĢtirilebilmelidir.  
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DeğiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarının araĢtırılmasında bir sonraki büyük 

adım 90‟lı yılların baĢlarında Kováčik ve Rákosník (1991) tarafından atılmıĢtır. Bu 

makalede    de değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarının birçok temel özelliği 

ifade edilmiĢ ve O. Kováčik ve J. Rákosník, değerlerini       aralığında alan   

fonksiyonu için değiĢken üslü Lebesgue uzayının tanımını geniĢletmiĢlerdir. 

  

Bu tanıma göre  ,    de açık bir bölge olmak üzere    {          }  olsun. 

     ∫ |    |             |    |
                    

   ⁄

 

ve  

‖ ‖        {      (
 

 
*   } 

olarak alınsın. En az bir     için         olacak Ģekilde tüm fonksiyonların 

sınıfına Değişken Üslü Lebesgue Uzayı adı verilir. 

 

Ayrıca O. Kováčik ve J. Rákosník,  ,    de sınırlı bir bölge,    ̅        fonksiyonu 

sürekli ve  

       
     

      
                  

 

   
 

olmak üzere Sobolev tipli 

‖ ‖      ‖  ‖           
     

eĢitsizliğini elde etmiĢlerdir. 

 

Bu makaleden sonra uzun bir süre herhangi bir çalıĢma gözlenmemiĢtir. Son yıllarda 

çeĢitli geliĢmeler, değiĢken üslü uzayların sistematik ve yoğun biçimde incelenmesine 

yol açmıĢtır. Bu doğrultuda ilk önce değiĢken üslü uzaylarla standart olmayan büyüme 

koĢulu ve coercive‟lik özelliğine sahip varyasyonel integraller arasında iliĢki kurulmuĢ 

ardından bu varyasyonel problemlerle electroreheolojik (ER) akıĢkanların matematiksel 
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modellemesi arasındaki iliĢki farkedilmiĢtir. Daha sonra varyasyonel integrallerle 

gözenekli ortamlarda akıĢ (flow in porous media) ve lineer olmayan esneklik teorisi 

(nonlinear elasticity theory) gibi farklı fiziksel durumlarla da bağlantı kurulmuĢtur 

(Zhikov 1987; Antonsev ve Shmarev 2005). 

 

Son yıllarda nonstandart büyüme koĢuluna sahip diferansiyel denklemlerle ilgili yapılan 

çalıĢmalarda artıĢ sözkonusudur. Sadece son on yıl içersinde 100 den fazla araĢtırmacı 

tarafından 300 den fazla çalıĢma yayımlanmıĢtır (Harjulehto vd 2010). AĢağıda Ģimdiye 

kadar yayınlanmıĢ bazı önemli çalıĢmalara yer verilmiĢtir. 

 

Fan (2005),             sınırlı açık bir bölge,      için        ,      ̅  

ve        olmak üzere, 

{
    (|  |        )                                     

                                                                                                         
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına sahip, nonstandart büyüme koĢullu lineer olmayan 

eliptik denklemi inceleyerek, varyasyonel yaklaĢımla Kritik nokta teorisini, Fountain ve 

Dual Fountain teoremlerini kullanarak, denklemin Sublineer ve Superlineer durumlarını 

birlikte inceleyerek, denklemin sıfırdan farklı çözümlerinin varlığını ve katlılığını 

göstermiĢtir. 

 

Fan vd (2005) tarafından,       sınırlı bir bölge,    ̅        ̅ için        

olacak Ģekilde sürekli bir fonksiyon olmak üzere, 

2
            (|  |        )   | |              

                                                                                 
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına sahip, nonstandart büyüme koĢullu nonlineer 

eliptik denklemin özdeğerleri incelenerek,     ve     durumları için denklemin 

birinci özdeğerinin sıfırdan farklı olmasını sağlayan gerek ve yeter koĢullar verilmiĢtir. 
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Alves ve Souto (2005),          büyüme koĢullarını sağlayan ölçülebilir 

fonksiyonlar ve     bir parametre olmak üzere, 

2
                              

                                   
 

Ģeklindeki nonstandart büyüme koĢuluna sahip lineer olmayan eliptik denklemi 

inceleyerek, varyasyonel bir yaklaĢımla Mountain Pass teoremini kullanıp, denklemin 

Superlineer durumunu inceleyerek denklemin sıfırdan farklı çözümlerinin mevcut 

olduğunu göstermiĢlerdir. 

 

Mihăilescu (2006),             silindirik simetriye sahip sınırlı bir bölge,      

için        ,        ̅  ve         gerçel değerli bir fonksiyon olmak üzere, 

2
               (|  |        )               

                                                                                
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına ve nonstandart büyüme koĢuluna sahip lineer 

olmayan eliptik denklemi inceleyerek,            |    |         ve        

    |     |               özel durumları için varyasyonel bir yaklaĢımla Ekeland 

Varyasyonel prensibini ve Mountain Pass teoremini kullanıp, denklemin Superlineer 

durumunu inceleyerek, denklemin sıfırdan farklı en az bir çözümünün olduğunu 

göstermiĢtir. 

 

Boureanu (2006),            ) Lipschitz-sürekli fonksiyon ve       için  

               ve             olmak üzere,  

,               |    |                                 
      

      

Ģeklindeki nonstandart büyüme koĢuluna sahip lineer olmayan eliptik denklemi 

inceleyerek, varyasyonel bir yaklaĢımla Mountain Pass teoremini kullanıp, denklemin 

Sublineer ve Superlineer durumlarını birlikte inceleyerek, denklemin sıfırdan farklı en 

az bir çözümünün mevcut olduğunu göstermiĢtir. 
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Calota (2008),             düzgün sınıra sahip açık sınırlı bir bölge,      için  

            ̅             ve    
  

   
  Sobolev kritik üs olmak üzere, 

2
            (|  |        )   | |        | | 

            

                                                                                                        
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına ve nonstandart büyüme koĢuluna sahip lineer 

olmayan eliptik denklemi inceleyerek, varyasyonel bir yaklaĢımla Mountain Pass 

teoremini ve Ekeland prensibini kullanıp, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek 

denklemin sıfırdan farklı en az bir çözümünün mevcut olduğunu göstermiĢtir. 

 

Ogras vd (2008),       için                            ̅  ve   

          olmak üzere, 

{
        

  

  
                

        
  

  
                

 

Ģeklindeki nonstandart büyüme koĢuluna sahip nonlineer eliptik denklem sistemini 

inceleyerek, varyasyonel bir yaklaĢımla Mountain Pass teoremini ve Cerami koĢulunu 

kullanıp, denklemin Sublineer ve Superlineer durumlarını birlikte inceleyerek, denklem 

sisteminin sıfırdan farklı en az bir çözümünün mevcut olduğunu göstermiĢlerdir. 

 

Zang (2008),            sınırlı bir bölge,      için       ,      ̅  olmak 

üzere, 

{
               (|  |        )               

                                                                                   
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına ve nonstandart büyüme koĢuluna sahip lineer 

olmayan eliptik denklem üzerinde çalıĢmıĢ, varyasyonel yaklaĢımla Fountain 

Teoremini, Cerami ve AR koĢullarını kullanıp, denklemin Superlineer durumunu 

inceleyerek, denklemin sıfırdan farklı çözümlerinin varlığını göstermiĢtir. 
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Fan (2010) tarafından,   ve     
          üzerinde tanımlı iki fonksiyonel,   sıfır 

noktasında singülerliğe sahip olabilen bir fonksiyon ve        ∫         
 

 
 olmak 

üzere 

{
                             

                                                     
 

Ģeklindeki lokal olmayan     -Laplace Dirichlet denkleminin varyasyonel olmayan 

formu ve 

{
 

 
  4∫

|  |    

    
 

  5        4∫         

 

5             

                                                                                                       

 

 

Ģeklindeki     -Kirchhoff denkleminin varyasyonel formu incelenmiĢtir. 

 

Mashiyev vd (2010) tarafından,              düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölge, 

     için                        
     

      
 olacak Ģekilde       

   ̅  ve        ̅  fonksiyonları negatif olmayan ve   da kompakt destekli ağırlık 

fonksiyonları olmak üzere,  

2
             | |            | |               

                                                                                 
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına ve nonstandart büyüme koĢuluna sahip nonlineer 

eliptik denklem incelenerek, varyasyonel bir yaklaĢımla denklemin Nehari manifold‟u 

üzerinde, sıfırdan farklı en az iki çözümünün mevcut olduğu gösterilmiĢtir. 

 

Mashiyev vd (2011) tarafından,        düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölge,      

için      ̅                   ve    ̅       bazı büyüme koĢullarını 

sağlayan sürekli fonksiyonlar olmak üzere, 
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{
 

 
  4∫

 

    
 

|  |      5   (|  |        )               

                                                                                                     

 

Ģeklindeki lokal olmayan     -Laplace Dirichlet denklemi (    -Kirchhoff denklemi) 

ele alınarak, varyasyonel yaklaĢım ve Krasnoselskii Genus teorisi yardımıyla bu 

denklemin çözümlerinin varlığı ve çokluğu gösterilmiĢtir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER  

 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler ile 

uzaylar hakkında bilgi verilecektir. 

 

2.1. Normlu Uzay ve İç Çarpım Uzayı 

 

Tanım 2.1.1: X bir vektör uzay ve   

‖ ‖      { } 

  ‖ ‖ 

olsun.          ve       için   

i )  ‖ ‖       ‖ ‖        , 

ii) ‖  ‖  | |‖ ‖, 

iii) ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 

Ģartları sağlanıyorsa, ‖ ‖ fonksiyonuna   de bir norm,    ‖ ‖  ikilisinede normlu uzay 

denir.     elemanının normu ‖ ‖ Ģeklinde,   uzayında tanımlanan norm ise ‖ ‖  

Ģeklinde gösterilir.  -boyutlu    reel Euclid uzayında bir                

vektörünün normu 

‖ ‖  4∑  
 

 

   

5

 
 

 

ile tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.2:         ‖ ‖   normlu uzayında bir dizi olsun. Her     ve        

için ‖     ‖    olacak Ģekilde  ‟a bağlı bir      sayısı varsa      dizisine 

Cauchy dizisi denir. 

 

Teorem 2.1.3: AĢağıda verilen önermeler doğru önermelerdir: 
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i) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sınırlıdır. 

ii) Normlu uzaydaki her yakınsak dizi bir Cauchy dizisidir. 

iii)      Cauchy dizisinin    ‖ ‖   normlu uzayında     noktasına yakınsak bir 

(   
) alt dizisi varsa      Cauchy dizisi de  ‟ya yakınsar. 

iv)      ve     ,    ‖ ‖   normlu uzayında birer Cauchy dizisi ise,         dizisi 

de    ‖ ‖   normlu uzayında bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000). 

 

Tanım 2.1.4:    ‖ ‖   bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakınsak 

ise bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı denir. 

 

Tanım 2.1.5:   vektör uzayında tanımlı skaler değerli fonksiyona fonksiyonel denir. 

 

Eğer,   fonksiyoneli        ve          için 

                     

koĢulunu sağlıyorsa, bu durumda    fonksiyoneli lineer olur. 

 

Tanım 2.1.6:    ‖ ‖   normlu uzayı üzerinde tanımlı bütün lineer ve sürekli 

fonksiyonellerden oluĢan uzaya    vektör uzayının dual uzayı denir ve    ile gösterilir. 

Bu    dual uzayı                                   (toplama) ve 

              (skalerle çarpım) iĢlemleri ile bir vektör uzayıdır. Bu uzayda bir 

      elemanın normu 

‖ ‖      
   
   

|    |

‖ ‖ 
  

olarak tanımlanır.     ‖ ‖    bir Banach uzayıdır.  

 

Tanım 2.1.7:    normlu uzayının duali olan           vektör uzayına   uzayının 

ikinci duali denir.     ikinci dual uzayı da bir Banach uzay olur. Sabit bir     ve 

     için 



17 

 

 

                

              

olacak Ģekilde bir    fonksiyoneli olduğunu kabul edelim.      için yalnız bir sınırlı 

lineer fonksiyonel karĢılık geleceğinden,  

        

             

Ģeklinde bir dönüĢüm tanımlanabilir. Bu tip dönüĢümlere kanonik dönüşüm adı verilir. 

Eğer, bu dönüĢüm üzerine ise   uzayına yansımalı uzay denilir.   yansımalı bir uzay 

ise       olur. 

 

Teorem 2.1.8:    ‖ ‖   Banach uzayı yansımalı ise her alt uzayı da yansımalıdır 

(Musayev ve Alp 2000). 

 

Tanım 2.1.9:    ‖ ‖   normlu uzay ve     ,   de bir dizi olsun.  

   
   

‖     ‖    

olacak Ģekilde bir      elemanı varsa      dizisi   ‟a güçlü yakınsıyor denir ve 

      ile gösterilir. 

 

Tanım 2.1.10:    ‖ ‖   normlu uzay ve      de   de bir dizi olmak üzere,       

için 

   
   

            

olacak Ģekilde bir      elemanı varsa      dizisi   ‟a zayıf yakınsıyor denir ve 

      ile gösterilir. 

 

Teorem 2.1.11:     ,    ‖ ‖   normlu uzayında bir dizi ve      olmak üzere, 

i)      dizisi   ‟a zayıf yakınsak ise yakınsadığı    değeri bir tanedir, 

ii)      dizisi   ‟a zayıf yakınsak ise ‖  ‖   dizisi sınırlıdır, 



18 

 

 

iii)      dizisi   ‟a zayıf yakınsak ise      dizisinin her alt dizisi   ‟a zayıf 

yakınsaktır, 

iv)      dizisi   ‟a güçlü yakınsak ise      dizisi   ‟a zayıf yakınsak olur. Bunun tersi 

genel olarak doğru değildir, 

v)        ise                  ‟a güçlü yakınsak olması için gerek ve yeter Ģart 

     dizisinin   ‟a zayıf yakınsamasıdır. Yani, sonlu boyutlu uzaylarda zayıf 

yakınsaklık ile güçlü yakınsaklık tanımları çakıĢır (Musayev ve Alp 2000). 

 

Teorem 2.1.12:     ,    ‖ ‖   yansımalı Banach uzayında sınırlı bir dizi ise bu dizinin 

  de zayıf yakınsak bir alt dizisi vardır (Wang 2002). 

 

Tanım 2.1.13:   normlu uzay ve  ‖ ‖      ‖ ‖  bu uzayda tanımlı farklı iki norm olsun.  

     için 

  ‖ ‖  ‖ ‖    ‖ ‖  

olacak Ģekilde      ve      sabitleri varsa ‖ ‖  ve ‖ ‖  normlarına denk normlar 

denir. 

 

Bir sonlu boyutlu vektör uzayında tanımlı normlar denk olduğundan dolayı, o uzay 

üzerinde aynı topolojiyi tanımlar. Yani, ‖ ‖   ve ‖ ‖  normları denk norm olduğunda    

içinde ‖ ‖         ‖ ‖   normuna göre yakınsak, sınırlı ve Cauchy dizisi ise 

‖ ‖         ‖ ‖   normuna göre de yakınsak, sınırlı ve Cauchy dizisidir. Ayrıca, 

   ‖ ‖    (        ‖ ‖  ) bir Banach uzay ise    ‖ ‖    (        ‖ ‖  ) uzayı da bir 

Banach uzayıdır. 

 

Tanım 2.1.14:    ‖ ‖   normlu bir uzay ve   in bir   alt kümesi verilsin. Eğer,   nin 

elemanlarından oluĢan herbir      dizinin yakınsadığı değer   uzayının bir elemanı 

oluyorsa    kümesine    uzayında yoğundur denir. 
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Tanım 2.1.15: Bir    ‖ ‖   normlu uzayının sayılabilir yoğun bir alt kümesi varsa 

   ‖ ‖   normlu uzayına ayrılabilir uzay denir. 

 

Teorem 2.1.16:    ‖ ‖   ayrılabilir yansımalı bir Banach uzay ve     ,    da sınırlı 

bir dizi ise bu dizi    da zayıf yakınsak bir alt diziye sahiptir (Wang 2002). 

 

Teorem 2.1.17:    ‖ ‖   normlu bir uzayı olmak üzere    uzayının yansımalı olması 

için gerek ve yeter Ģart      uzayının yansımalı olmasıdır. Eğer   ayrılabilir uzay ise,    

da ayrılabilir uzaydır. Bu durumda,   uzayı ayrılabilir ve yansımalı bir uzay ise      

uzayı da ayrılabilir ve yansımalı bir uzaydır (Adams 1975). 

 

Tanım 2.1.18:                  cismi üzerinde bir vektör uzay olmak üzere, 

〈   〉       fonksiyonu                 için 

i )  〈   〉     ve  〈   〉        

ii) 〈   〉  〈   〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

iii) 〈    〉   〈   〉 

iv) 〈     〉  〈   〉  〈   〉 

Ģartlarını sağlıyorsa 〈   〉 ye   de bir iç çarpım ve    〈   〉  ikilisine de iç çarpım uzayı 

adı verilir.     olması durumunda ii) özelliği 〈   〉  〈   〉  Ģeklindedir. 

 

  〈   〉 iç çarpım uzayında bir   vektörünün normu, 

‖ ‖  〈   〉
 
    

olarak tanımlanır. 

 

 -buyutlu    reel Euclid uzayındaki                             vektörlerinin 

iç çarpımı 

〈   〉  ∑     
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Ģeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.1.19:    〈   〉  iç çarpım uzayı bir Banach uzay ise, bu uzaya Hilbert uzayı 

denir. 

 

Tanım 2.1.20:   bir   cismi üzerinde bir vektör uzayı ve              olsun. 

              olmak üzere  

                 

Ģeklindeki bir toplama            nin lineer birleĢimi denir.       ise   den 

alınan her sonlu sayıdaki vektörün lineer birleĢimlerinin kümesine   nin gereni (span) 

denir ve       olarak gösterilir.      ,   in bir alt uzayıdır. 

 

2.2. Süreklilik ve Sürekli Fonksiyonlar Uzayı 

 

Tanım 2.2.1:      de açık bir bölge ve        de tanımlı bir fonksiyon olsun. 

Eğer, herhangi bir     sayısı ve        elemanları için |    |    iken |     

     |    olacak Ģekilde yalnız  ‟a bağlı pozitif bir   sayısı varsa       fonksiyonuna 

      noktasında süreklidir denir. 

 

  bölgesinde tanımlı bütün sürekli fonksiyonlardan oluĢan kümeye sürekli 

fonksiyonlar uzayı denir ve        ile gösterilir. 

 

Tanım 2.2.2:                negatif olmayan    lerin  -bileĢenlisi ise   ya çoklu 

indis denir ve | |  ∑   
 
    Ģeklinde yazılabilir. 
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Buna göre       için    
 

   
  ise, o zaman      

     
   ifadesi | |  

mertebeden bir diferansiyel operatör belirtir. Bu durumda herhangi bir   fonksiyonunun 

| |  mertebeden türevi  

    
 | | 

   
     

      
  

 

Ģeklinde,   fonksiyonunun gradienti 

    (
  

   
 
  

   
   

  

   
*  

Ģeklinde,   fonksiyonunun gradientinin normu 

|  |  4∑(
  

   
*
  

   

5

 
 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.2.3:  ,      nin kapanıĢı olsun.    de bir   bölgesi için     ve   

kümesi    nin kompakt (kapalı ve sınırlı) bir alt kümesi ise       ile gösterilir.   

de tanımlı bir   fonksiyonun desteği 

      {           } 

olarak tanımlanır. Eğer           ise,   fonksiyonu   da kompakt desteğe 

sahiptir denir (Adams 1975). 

 

Tanım 2.2.4:      de bir bölge ve         olmak üzere,   bölgesinde | |    

mertebesine kadar bütün     kısmi türevleri sürekli olan   fonksiyonlarının 

oluĢturduğu uzay       vektör uzayıdır. 

           

ve 
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      ⋂      

 

   

 

olarak yazılabilir. 

 

      ve   
     alt uzayları sırasıyla   bölgesinde kompakt destekli olan      ve 

      uzaylarındaki bütün fonksiyonlardan oluĢur.   
     uzayının elemanlarına test 

fonksiyonu denir.  

 

Tanım 2.2.5:      de bir bölge ve         olmak üzere,   bölgesinde     

kısmi türevlerin sınırlı olduğu         fonksiyonlarının belirtiği uzaya   
     

vektör uzayı denir.   
      uzayı 

‖ ‖  
        

  | |  
   
   

|      | 

normu ile bir Banach uzayıdır. 

 

Eğer        fonksiyonları   bölgesinde sınırlı ve düzgün sürekli ise   bölgesinin 

kapanıĢı olan   bölgesinde de tek, sınırlı ve süreklidir.   | |    için   bölgesinde 

    sınırlı ve düzgün sürekli olan         fonksiyonlarının belirttiği vektör uzayı 

      Ģeklinde gösterilir.       uzayı,   
     uzayının kapalı bir alt uzayıdır.       

uzayı 

‖ ‖  ( )     
  | |  

   
   

|      | 

ya da 

‖ ‖  ( )  ‖ ‖  ( )     
  | |  

   
   

|      |  

olarak yazılan norm ile bir Banach uzayıdır. 
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2.3. Normlu Uzaylarda Kompaktlık 

 

Tanım 2.3.1:     ‖ ‖   normlu bir uzayda açık kümelerin bir sınıfı           olmak 

üzere, bir     alt kümesi için   ⋃       oluyorsa   sınıfına   nin açık bir örtüsü 

denir. Eğer       sonlu ve    ⋃       
 ise    ⋃       

   sınıfına   nin sonlu alt 

örtüsü denir.   kümesini örten   sınıfının her kümesinin çapı bir     dan büyük 

değilse   örtüsüne   nin   örtüsü denir (Musayev 2000). 

 

Tanım 2.3.2:    ‖ ‖   normlu uzay ve     olmak üzere,   kümesinin her açık 

örtüsünün sonlu bir alt örtüsü varsa   kümesine   uzayında kompakt bir küme denir. 

Eğer   kümesinin   kapanıĢı   uzayında kompakt bir küme ise   kümesine   uzayında 

bir ön-kompakt küme denir.   kompakt (ön-kompakt) bir küme ise    ‖ ‖   normlu 

uzayına kompakt (ön-kompakt) normlu uzay denir. 

 

Tanım 2.3.3:    ‖ ‖   normlu uzay ve   de   in bir alt kümesi olmak üzere,   

kümesindeki her dizinin, limiti   den olan yakınsak bir alt dizisi varsa   kümesine,   

de dizisel kompakt küme denir. Eğer   nin   kapanıĢı   de dizisel kompakt küme ise 

  ye   de dizisel ön-kompakt küme adı verilir. Eğer   dizisel kompakt (dizisel ön-

kompakt) bir küme ise    ‖ ‖   normlu uzayına dizisel kompakt (dizisel ön-

kompakt) normlu uzay denir. 

 

Bu tanıma göre,   de dizisel kompakt bir     alt kümesi içinde alınan herhangi bir 

     dizisinin bir     noktasına yakınsayan bir     
  alt dizisi vardır. Bu     

noktası      dizisi için bir limit noktasıdır. Ayrıca,     alt kümesi içinde alınan 

herhangi bir      dizisinin bir     limit noktası varsa      dizisinin bu     noktasına 

yakınsayan bir     
  alt dizisi bulunabilir. 

 

Teorem 2.3.4 (Heine-Borel teoremi):     nin kompakt olması için gerek ve yeter 

Ģart   kümesinin kapalı ve sınırlı olmasıdır (Wang 2002). 
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Heine-Borel teoreminden,   içindeki her kompakt kümenin   içinde kapalı ve sınırlı 

olduğunu söyleyebiliriz. Ayrıca,   de bir kümenin kompakt olması için gerek ve yeter 

Ģart bu kümenin kapalı ve sınırlı olmasıdır. Fakat sonsuz boyutlu Banach uzaylarda 

kapalılık ve sınırlılık koĢulu kompaktlık için gereklidir ancak yeterli değildir. 

Yardımcı Teorem 2.3.5:    ‖ ‖    normlu uzay ve     olsun.  ,   de kompakt bir 

küme ise   kümesi   de dizisel kompakttır (Musayev 2000). 

 

Tanım 2.3.6:    ‖ ‖   normlu bir uzay,     ve     olmak üzere, 

      {    ‖   ‖   } 

elemanlarının oluĢturduğu kümeye   merkezli ve   yarıçaplı açık yuvar 

  
̅̅ ̅    {    ‖   ‖   } 

elemanlarının oluĢturduğu kümeye   merkezli ve   yarıçaplı kapalı yuvar 

      {    ‖   ‖   } 

elemanlarının oluĢturduğu kümeye   merkezli ve   yarıçaplı yuvar yüzeyi denir. 

 

Tanım 2.3.7:    ‖ ‖   normlu uzay ve     olmak üzere eğer      için   

kümesinin sonlu sayıda açık yuvarlardan oluĢan  -örtüsü varsa   ye   de tamamen 

sınırlı bir küme denir. 

 

Teorem 2.3.8:    ‖ ‖   Banach uzay ve     olmak üzere,   kümesinin   de ön-

kompakt olması için gerek ve yeter Ģart   kümesinin   de tamamen sınırlı olmasıdır 

(Musayev 2000). 

 

Teorem 2.3.9 dan; kapalı bir kümenin tamamen sınırlı bir küme olması için gerek ve 

yeter Ģart, bu kümenin kompakt olmasıdır. Böylece, sonlu boyutlu uzaylarda doğru olan 

"kapalılık   sınırlılık   kompaktlık" özelliği yerine, "kapalılık   tamamen sınırlılık   

kompaktlık" özelliğinin doğruluğu elde edilir. 
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Teorem 2.3.9: Bir    ‖ ‖   normlu uzayının sonlu boyutlu olması için gerek ve yeter 

Ģart, bu uzayın {    ‖ ‖   } kapalı yuvarının kompakt olmasıdır (Adams 1975; 

Wang 2002). 

 

Tanım 2.3.10:    ‖ ‖   Banach uzay ve     olsun.       fonksiyonelinin   

üzerinde düzgün sürekli olması için gerek ve yeter Ģart        iken           

‖   ‖    olduğunda |         |    Ģartını sağlayan en az bir           

olmasıdır. 

 

Teorem 2.3.11:      ‖ ‖   Banach uzayının kompakt   alt kümesinde sürekli reel bir 

fonksiyonel ise   fonksiyoneli   üzerinde sınırlıdır ve   üzerinde bir en küçük ve bir en 

büyük değere ulaĢır (Musayev 2000). 

 

Tanım 2.3.12:    ‖ ‖   Banach uzayı ve     alt kümesi verilsin. Eğer   içindeki 

her sonsuz      dizisinin bir     noktasına zayıf yakınsayan bir alt dizisi varsa   ye  

   ‖ ‖   da zayıf kompakt (veya dizisel zayıf kompakt) küme denir. 

 

Teorem 2.3.13:    ‖ ‖   Banach uzayının zayıf kompakt her alt kümesi sınırlıdır 

(Willem 1996). 

 

2.4. Operatörler ve Gömmeler 

 

Tanım 2.4.1:   ve   aynı   cismi üzerinde iki vektör uzayı ve      olsun.      

    dönüĢümü    nın herbir elemanını   nin yalnız bir elemanına karĢılık 

getiriyorsa,   ye    den   ye bir operatör,    ye   operatörünün tanım kümesi, 

{               } kümesine de   operatörünün görüntü kümesi denir. 
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Tanım 2.4.2:   ve   aynı   cismi üzerinde iki lineer uzay ve          bir 

operatör olmak üzere, her        ve her       için 

                      

Ģartını sağlayan   öperatörüne lineer operatör denir. 

 

Tanım 2.4.3:      ve        bir operatör olarak verilsin. Eğer       için 

 ‖  ‖   ‖ ‖                

Ģartını sağlayan bir     sabit sayısı varsa   operatörüne    üzerinde sınırlıdır denir. 

Eğer       ise   operatörüne sınırlıdır denir. 

 

        eĢitsizliğini sağlayan     sayılarının infumumuna       sınırlı lineer 

operatörünün normu denir. Buna göre 

‖ ‖     {              ‖  ‖   ‖ ‖ }   

olur. Ayrıca,         eĢitsizliği      için 

‖  ‖ 

‖ ‖ 
   

yazılabilir ki bu durumda   nin en az sol taraftaki ifadenin    { } kümesi üzerinde 

alınan supremumu kadar olabileceğini gösterir. O halde         eĢitsizliğin de mümkün 

olan en küçük   nin söz konusu olduğu supremum değerine   operatörünün normu denir 

ve  

‖ ‖     
    
   

‖  ‖ 

‖ ‖ 
 

ile gösterilir. Ayrıca,   den   ye tanımlanan bütün sınırlı ve lineer operatörlerin 

oluĢturduğu uzay        Ģeklinde gösterilmek üzere, eğer   bir Banach uzay ise 

       uzayı da bir Banach uzaydır. 
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Tanım 2.4.4:       operatör,        dizisi ve      elemanı verilsin. Eğer,      

     iken 

‖     ‖               

olduğunda 

‖           ‖      (           ) 

oluyorsa   operatörüne    noktasında süreklidir denir. Lineer operatörler için sınırlılık 

ve süreklilik kavramları denktir. Lineer olmayan operatörler için bu ifade geçerli 

değildir (Willem 1996). 

 

Tanım 2.4.5:       operatör,   de        olacak Ģekilde        dizisi ve 

      elemanı verilsin. Eğer, 

i)     iken   de             ise   operatörüne    noktasında zayıf süreklidir  

ii)     iken   de              ise   operatörüne     noktasında güçlü 

süreklidir denir. 

 

Norma göre güçlü yakınsak olan bir   operatörü, aynı zamanda zayıf yakınsak 

olduğundan dolayı, eğer   operatörü güçlü sürekli ise aynı zaman da süreklidir. Bu 

nedenle güçlü süreklilik kavramı süreklilikten daha güçlü bir kavramdır. 

 

Teorem 2.4.6:   yansımalı bir Banach uzayı ve       güçlü sürekli operatör ise   

operatörü kompaktır (Willem 1996). 

 

Tanım 2.4.7:        bir fonksiyonel ve       elemanı için       olacak 

Ģekilde        dizisi verilsin. Eğer, 
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Ģartı sağlanıyorsa,   fonksiyoneline      noktasında alttan yarı-süreklidir denir. 

Eğer         eĢitsizliği       olacak Ģekilde        dizisi için sağlanıyorsa,   

fonksiyoneline      noktasında alttan zayıf yarı-süreklidir denir. 

 

Tanım 2.4.8:        bir fonksiyonel ve      elemanı için       olacak Ģekilde 

       dizisi verilsin. Eğer, 

                                                                 
   

                  

Ģartı sağlanıyorsa,   fonksiyoneline        oktasında üstten yarı-süreklidir denir. 

Eğer         eĢitsizliği       olacak Ģekilde        dizisi için sağlanıyorsa,   

fonksiyoneline      noktasında üstten zayıf yarı-süreklidir denir. 

 

  fonksiyoneli eğer      noktasında sürekli ise,   fonksiyoneli      noktasında 

alttan ve üstten yarı-süreklidir. Eğer   fonksiyoneli      noktasında zayıf sürekli ise, 

  fonksiyoneli      noktasında alttan ve üstten zayıf yarı-süreklidir. 

 

Tanım 2.4.9:  ,   iki Banach uzay ve       lineer operatörü olsun.   operatörü   

uzayının her sınırlı alt kümesini   uzayının bir ön kompakt kümesine dönüĢtürüyorsa,   

ye kompakt lineer operatör (tamamen sürekli lineer operatör) denir. 

 

Tanım 2.4.10:  ,   iki Banach uzay,       bir operatör ve     olmak üzere, her 

    için 

   
   

‖            ‖ 

 
         

olacak Ģekilde bir          sınırlı lineer operatörü varsa   ye     noktasında ve   

yönünde Gâteaux diferansiyellenebilirdir denir.   operatörüne ise   nin     

noktasındaki Gâteaux türevi denir. Eğer, bu eĢitlik her     için sağlanırsa   

operatörü Gâteaux diferansiyellenebilirdir denir (Schechter 2007). 
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Tanım 2.4.11:   bir Banach uzay ve     olmak üzere,        fonksiyoneli   de 

Gâteaux diferansiyellenebiliyorsa ve bu Gâteaux diferansiyeli sürekli ise 

  fonksiyonelinin diferansiyeli zayıf süreklidir denir (Duc ve Vu 2005). 

 

Teorem 2.4.12 (Ortalama Değer Teoremi):   bir Banach uzayı ve       olmak 

üzere,       fonksiyoneli Gâteaux diferansiyellenebilir ise, o zaman 

                      

olacak Ģekilde bir       sayısı vardır (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou 2009). 

Tanım 2.4.13:  ,   iki Banach uzay,       tanımlanan bir operatör ve     olmak 

üzere her     için 

   
   

‖                 ‖ 

‖ ‖ 
   

olacak Ģekilde bir          sınırlı lineer operatörü varsa   operatörüne     

noktasında Fréchet diferansiyellenebilir denir.   operatörüne de   in     

noktasındaki Fréchet türevi denir. Eğer, bu eĢitlik her     için sağlanırsa   operatörü 

Fréchet diferansiyellenebilir denir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou, 2009). 

 

Teorem 2.4.14: Eğer,       operatörü     de Fréchet diferansiyellenebilir ise   

operatörü     de süreklidir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou, 2009). 

 

Teorem 2.4.15: Eğer,        fonksiyonelinin X de Gâteaux türevi sürekli ise bu 

durumda   fonksiyoneli Fréchet diferansiyellenebilirdir ve             olur (Willem 

1996). 

 

Bu teoremin tersi her zaman doğru değildir. 

 

Tanım 2.4.16:   ve   iki normlu uzay olsun. Eğer, 

i)     nin bir alt uzayı, 
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ii)   den   ye        ile tanımlanan   birim operatörü her     için sürekli ise   

uzayı   uzayına gömülür denir ve     ile gösterilir.   birim operatörü doğrusal 

olduğundan ii) koĢulu her     için 

‖    ‖   ‖ ‖  

eĢitsizliğini sağlayan     sabitinin varlığına denktir. Eğer,   birim operatörü kompakt 

ise   uzayı   uzayına kompakt gömülür denir ve      ile gösterilir (Adams 

1975). 

 

2.5. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyon 

 

Tanım 2.5.1:      in alt kümelerinin bir sınıfı olmak üzere,   ailesi 

i)        

ii) Eğer     ise     {         }    

iii) Eğer           için      ise ⋃    
 
       

Ģartlarını sağlıyorsa   sınıfına    üzerinde bir  -cebir denir. i) - iii) özelliklerinin bir 

sonucu olarak 

iv)      

v) Eğer           için      ise ⋂        
     

vi) Eğer       ise            

özellikleri yazılabilir. i- iii koĢulları ile iv - vi koĢulları birbirine denktir. 

 

Tanım 2.5.2:    N 
in alt kümelerinin bir sınıfı ve         {  } Ģeklinde 

tanımlanan bir fonksiyon olmak üzere,   fonksiyonu   sınıfındaki ayrık kümelerin bir 

{      } sınıfının sayılabilir her birleĢimi için 

   ⋃   

 

   

 ∑  (  )         

 

   

        

eĢitliğini sağlıyorsa,   fonksiyonuna   üzerinde bir ölçüm denir.  
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Teorem 2.5.3:    fonksiyonu   üzerinde bir ölçüm olsun. Bu durumda, 

i)  Eğer       ve     ise            (monotonluk özelliği) 

ii)          için      ve           (monoton artan) ise  

    ⋃   

 

   

    
   

 (  )                        

ifadeleri  yazılabilir (Adams 1975). 

 

Teorem 2.5.4:    nin alt kümelerinin   sınıfı aĢağıdaki özellikleri sağlayan bir  -

cebiri olsun. Bu durumda   üzerinde bir   ölçümü vardır; 

i)    de bulunan her açık küme   ya aittir, 

ii) Eğer         ve        ise,      ve        dır, 

iii)    {                         } ise o zaman      ve 

     ∏   

 

   

     

iv)   öteleme altında değiĢmeyendir, yani;      ve     için 

    {       }    ve             dır. 

Bu özelliklere sahip bir   sınıfının elemanlarına    nin Lebesgue ölçülebilir alt 

kümeleri,   fonksiyonuna    nin Lebesgue ölçümü ve herhangi bir       için       

ifadesine   nın ölçümü denir (Adams 1975). 

 

Tanım 2.5.5: Eğer        ve        ise     kümesinin her noktasında 

sağlanan bir özelliğe   kümesinde hemen hemen her yerde (h.h.h) sağlanan bir özellik 

denir. 

 

Tanım 2.5.6: Ölçülebilir bir küme üzerinde tanımlı ve   {  } kümesindeki 

değerleri alan bir   fonksiyonu verilsin. Eğer her      için 
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{        } 

kümesi ölçülebilir ise,   fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.  

 

Teorem 2.5.7:  

i)   ölçülebilir ise ‖ ‖ de ölçülebilir, 

ii)   ve   ölçülebilir ve reel değerli ise      ve    de ölçülebilir ve reel değerlidir, 

iii)      ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi ise         ,         ,             ve 

           ifadeleri de ölçülebilir, 

iv)   sürekli ve ölçülebilir bir küme de tanımlı ise o zaman   ölçülebilir, 

v)      den   ye sürekli bir fonksiyon ve   ölçülebilir ve reel değerli fonksiyon ise 

                   ile tanımlanan        bileĢke fonksiyonu da ölçülebilirdir, 

vi) (Lusin’s teoremi):   ölçülebilir ve      için                 ve     ise 

bu durumda 

     
    

|    |     
    

|    | ve  {              } < 0 

olacak Ģekilde bir         fonksiyonu vardır (Adams 1975).  

 

Teorem 2.5.8 (Fatou’s lemma):    N
 in ölçülebilir bir alt kümesi ve      negatif 

olmayan ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi olsun. Bu durumda 

∫       
   

    

 

           
   

∫        

  

 

eĢitsizliği yazılabilir (Adams 1975). 

 

Tanım 2.5.9:       alt kümesi için                                                

        ,
             

             
 

 Ģeklinde tanımlanan        fonksiyonuna,   nin karekteristik fonksiyonu denir. 
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2.6. Lebesgue Uzayı       ) 

 

    N
 nin ölçülebilir bir alt kümesi, | | > 0 ve      {        da tanımlı 

ölçülebilir fonksiyonların kümesi}olsun.  

 

Tanım 2.6.1:      de bir bölge ve       olmak üzere 

∫ |    |      
 

 

özelliğine sahip tüm ölçülebilir fonksiyonların sınıfına       uzayı denir.       uzayı 

      2        ∫ |    |              
 

3 

olarak da yazılabilir. 

 

Eğer         ve     ise          olur. Ayrıca           için 

|          |   |    |  |     |      |    |  |     |   

olduğundan             yazılabilir. Dolayısıyla       uzayı bir vektör uzayı olur. 

 

      uzayı 

‖ ‖      ‖ ‖  .∫ |    | 

 

  /

 
 

          

normu altında bir Banach uzayıdır. 

 

Tanım 2.6.2:   bölgesinde ölçülebilir bir   fonksiyonu için hemen hemen her yerde 

|    |     olacak Ģekilde negatif olmayan bir   sabiti mevcutsa   fonksiyonuna 

hemen hemen sınırlıdır denir. Bu eĢitsizliği sağlayan     sabit sayılarının en büyük 

alt sınırına da | | nın   bölgesindeki esas (essential) supremumu denir ve 
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|    |  ile gösterilir.   bölgesinde hemen hemen sınırlı   fonksiyonlarının 

olusturduğu uzay       ile gösterilir. 

 

      uzayı 

          ‖ ‖        
   

|    |   

normu ile bir Banach uzayıdır. 

 

Tanım 2.6.3:       uzayında     olarak alındığında       uzayı oluĢur. Bu uzay 

〈   〉    ∫           

 

 

iç çarpım altında bir Hilbert uzayıdır. 

 

Tanım 2.6.4:       iken  
 

 
 

 

     (   
 

   
) eĢitliğini sağlayan        

sayısına   nin eşleneği denir. 

 

Tanım 2.6.4 e göre,       ve   (     )
 
  alınırsa,          için 

       ∫           

 

 

eĢitliğini sağlayan bir      
    vardır. Ayrıca 

‖ ‖
   

   
  ‖  ‖

(     )
  

olduğundan   

   
     (     )

 
 

olur. Bu iki uzay çok farklı elemanlara sahip olmalarına rağmen, Banach uzay olmaları 

açısından aynı kabul edilebilir. 
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Teorem 2.6.5: | |  ∫   
 

   ve         olsun. Eğer         ise bu 

durumda         olur ve 

‖ ‖  | | 
(
 
 
) (

 
 
)
‖ ‖    

eĢitsizliği yazılabilir. Dolayısıyla             sürekli gömmesi vardır (Adams 

1975). 

 

Teorem 2.6.6: Eğer       ise       uzayı ayrılabilirdir ve       ile   
     

uzayları       uzayında yoğun olur (Adams 1975). 

 

Teorem 2.6.7: Eğer         ise       uzayı düzgün konveks ve yansımalı uzaydır 

(Adams 1975). 

 

2.7. Sobolev Uzay (       ) 

 

Tanım 2.7.1:      de bir bölge ve         olmak üzere   bölgesinin her bir 

kompakt alt kümesinde    kuvveti integrallenebilen   bölgesindeki tüm ölçülebilir 

fonksiyonların uzayına      
     uzayı denir. Bu uzay     için     

     Ģeklinde 

gösterilen lokal integrallenebilir fonksiyonalar sınıfını gösterir. 

 

Tanım 2.7.2:       
     ve   çoklu indisi verilsin. Eğer, her     

     için 

  ∫     

 

      ∫       

 

 

eĢitliğini sağlayan        
     fonksiyonuna   fonksiyonunun    mertebeden zayıf 

türevi denir.   fonksiyonuna,   fonksiyonun genelleşmiş türevi de denir ve       

biçiminde yazılabilir. 
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Örnek 2.7.3:                olmak üzere   ve   fonksiyonları  

     {
            

            
       ve          {

            

            
 

olarak tanımlansın.   nin   fonksiyonunun zayıf türevi olduğunu gösterelim. 

 

Çözüm: 

Bunun için         olmak üzere  

                          ∫            

 

 

  ∫          

 

 

           
                                 

olduğu gösterilmelidir.         eĢitliğinin sol kısmına                     

            alarak kısmi integral uygularsak  

∫           

 

 

 ∫         

 

 

∫       

 

 

       

∫           

 

 

       | 
  ∫       

 

 

    | 
  

                                                   ∫       

 

 

          

  ∫        

 

 

 

elde ederiz.         eĢitliğinin sağ kısımdan da  

 ∫          

 

 

  4∫        

 

 

∫       

 

 

5 

  ∫      

 

 

 

sonucunu elde ederiz. Böylece   
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∫           

 

 

  ∫          

 

 

 

olduğu görülür. Dolayısıyla   fonksiyonu   fonksiyonunun zayıf türevidir. 

 

Tanım 2.7.4:      de bir bölge,         ve       olmak üzere, 

        {                    | |   }   

olarak ifade edilen uzaya Sobolev uzayı denir. Bu uzayda tanımlanan norm;     

  için 

‖ ‖        ‖ ‖    ( ∑ |     | 
 

  | |  

+

 
 

 

ve     için 

‖ ‖      ‖ ‖       
  | |  

|     |    

dur.          Sobolev uzayı yukarıda tanımlanan normları ile bir Banach uzayıdır. 

  
     uzayının         uzayındaki kapanıĢı   

       uzayı olur. 

 

Uzayların tanımlarının bir sonucu olarak               yazılabilir. Ayrıca,     

  iken    
     uzayı       uzayında yoğun olduğundan dolayı   

   
=        olur. 

Dolayısıyla, bu uzaylar arasında herhangi bir          için 

      
                        

sürekli gömmesi vardır. 

Teorem 2.7.5 (Sobolev Eşitsizliği):      de açık bir bölge olsun. Eğer        

     ve     
       ise 

   
  

    
 

olarak tanımlanan Sobolev kritik üs olmak üzere 
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‖ ‖    ‖ ‖    

olacak Ģekilde bir          sabiti vardır (Harjulehto ve Hästö 2008). 

 

Tanım 2.7.6:     iken                  
         

     olur.        

uzayındaki norm 

‖ ‖      ( ∑ |   | 
 

  | |  

+

 
 

 

Ģeklinde verilir.       uzayı, 

〈   〉      ∑ 〈       〉 

  | |  

 

iç çarpımı ile bir Hilbert uzayı oluĢturur. 

 

Teorem 2.7.7: Eğer         ise         ve   
       uzayları ayrılabilirdir 

(Adams 1975). 

 

Teorem 2.7.8: Eğer       ise         ve   
        uzayları yansımalı ve 

düzgün konvekstir (Adams 1975; Willem 1996; Dai ve Hao 2009). 

 

Tanım 2.7.9:    de         ve   noktasını içermeyen     
    açık yuvarını göz önüne 

alalım. 

          {              
       } 

kümesine, tepe noktası   olan sonlu koni denir. Bir      açık kümesinin her 

  noktası bir       konisinin tepesi ise ve bütün    konileri bir   sonlu konisinden 

izomorfik ve izometrik dönüĢümlerle elde edilebiliyorsa   bölgesinin koni özelliği 

vardır denir. 
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Teorem 2.7.10 (Sobolev Gömme Teoremi):      de koni özelliğine sahip açık bir 

bölge,     ve     Ģeklinde tamsayılar ve         ise aĢağıdaki gömmeler 

yazılabilir. Eğer, 

i)      ise 

                   ,         
  

    

 

ya da özel olarak 

                ,        
  

    
 

 elde edilir. 

ii)       ise 

                           

 olur. Ayrıca     olarak alınırsa 

               
 
     

elde edilir. 

iii)      ise 

             
 
     

gömmesi yazılabilir (Adams 1975; Adams ve Fournier 2003). 

 

2.8. Modüler Uzay ve Orlicz Uzayı 

 

Tanım 2.8.1:   bir reel vektör uzay olsun. Eğer            fonksiyoneli        

için  

i)              , 

ii)             

iii) Her  ,     ,  +      için                      

özelliklerini sağlıyorsa,   fonksiyoneline   üzerinde modüler adı verilir. Eğer iii) 

özelliği yerine her             için 
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özelliği sağlanıyorsa,   fonksiyoneline   üzerinde bir konveks modüler adı verilir. 

  

Tanım 2.8.2:   bir reel vektör uzay ve           fonksiyoneli   üzerinde bir 

modüler ise, bu durumda 

   {                 }   

uzayına bir modüler uzay adı verilir.     modüler uzayı   vektör uzayının bir alt vektör 

uzayıdır. 

 

Tanım 2.8.3:   bir reel vektör uzay ve   fonksiyoneli   üzerinde konvenks modüler 

ise, bu durumda    üzerinde 

‖ ‖     {      (
 

 
)   }  

biçiminde tanımlanan norma Luxemburg normu adı verilir. 

  (
 

 
)  ∫  (  

 

 
)  

 

  

Tanım 2.8.4:      de ölçülebilir bir bölge olsun. Eğer               

fonksiyonu 

i) Her     için         azalmayan sürekli bir fonksiyon, 

ii)         ,     için          ve               , 

iii)  Her     için        ölçülebilir fonksiyon  

özelliklerini sağlıyorsa,   fonksiyonuna   sınıfına aittir denir.  

 

Eğer   fonksiyonu   sınıfına ait ise, her     için     |    |  fonksiyonu ölçülebilir 

ve  
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      ∫     |    |   

 

 

ifadesi   de bir   modülerini tanımlar. 

 

Eğer        fonksiyonu her     için  ‟nun konveks fonksiyonu ise     de konveks 

modülerdir. Bu durumda 

   {       
    

∫      |    |   

 

  }  

modüler uzayına genelleştirilmiş Orlicz uzayı veya Musielak-Orlicz uzayı denir ve 

   ile gösterilir. Ayrıca, 

  
 

 {       
    

∫     |    |   

 

  } 

kümesine genelleştirilmiş Orlicz sınıfı adı verilir. 

 

2.9. Ağırlıklı Lebesgue ve Sobolev Uzayları 

 

Tanım 2.9.1:   fonksiyonu hemen hemen her      için        olacak Ģekilde    

de local integrallenebilir olsun. Bu durumda,   fonksiyonuna bir ağırlık fonksiyonu 

denir. 

 

Tanım 2.9.2:      de açık bir bölge ve   bir ağırlık fonksiyonu olmak üzere 

∫  | |     
 

 özelliğine sahip ölçülebilir fonksiyonların kümesine ağırlıklı 

Lebesgue uzayı denir ve   
 
    ile gösterilir.   

 
      

‖ ‖    4∫  | |   

 

5
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normu altında bir Banach uzayıdır (Drabek vd 1996). 

 

Tanım 2.9.3:      de açık bir bölge ve   bir ağırlık fonksiyonu,         ve 

       olmak üzere 

  
       {    

           
          | |   }  

Ģeklinde tanımlanan uzaya ağırlıklı Sobolev uzayı adı verilir ve   
       Ģeklinde 

gösterilir.   
       uzayı 

‖ ‖      ( ∑ |   |   
 

 

| |  

+

 
 

  

normu ile ayrılabilir bir Banach uzayıdır. 

 

2.10. Değişken Üslü Lebesgue Uzayı (        ) 

 

DeğiĢken üslü lebesgue uzayları anlamak için sayısal bir örnekle baĢlayalım. Reel 

düzlemde      | |
  

  fonksiyonunu düĢünelim.   fonksiyonu reel düzlemde oldukça 

iyi davranıĢ gösterir, fakat herhangi bir       için       uzayında aynı davranıĢı 

göstermez.  ‟ye bir tek değer verildiğinde fonksiyon ya orjine (sıfıra) çok hızlı yaklaĢır 

ya da çok yavaĢ bir Ģekilde sonsuza gider.  

 

     | | 
 

  fonksiyonunun davranıĢını daha iyi anlamak için    ve    gibi iki farklı    

uzayı ele alalım.   nin bölgesini bölerek              ve                

alınabilir. Gerçekten; ∫ (| | 
 

 )
 

    
 

  
 olduğundan              ve 

∫ (| | 
 

 )
 

    
        

 olduğundan da                dır. 
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Eğer      | | 
 

  |   | 
 

  alınırsa              veya daha genel olarak     

için              olur. Fakat     civarında daha az bilgiye sahibiz. Diğer taraftan 

               dır. Hatta      için                dır. Bu bölgeyi daha alt 

bölgelere bölerek     (*   
 

 
+),     (*

 

 
  +) ve    

 

            olduğu 

gösterilebilir. Gerçekten; 

 

∫(| | 
 
  |   | 

 
 *

 

       

(

 
 

∫.(| | 
 
 *

 

 (|   | 
 
 *

 

/  

 
 

  

)

 
 

 
 

  

                                                      

(

 
 

∫(| | 
 
 *

 

   ∫ (|   | 
 
 *

 

  

 

 
 

  

)

 
 

               
                          

 

olduğundan     (*   
 

 
+) dır. 

 

     ∫ (| | 
 
  |   | 

 
 *

 

       (∫.(| | 
 
 *

 

 (|   | 
 
 *

 

/  

 

 
 

,

 

 
 

                                                          (∫(| | 
 
 *

 

   ∫ (|   | 
 
 *

 

  

 

 

 
 

,

        
                   

 

olduğundan     (*
 

 
  +) dır. 
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 ∫ (| | 
 
  |   | 

 
 *

 
 
    

 
 
  4 ∫ 4(| | 

 
 *

 
 
 (|   | 

 
 *

 
 
5  

        

5

        

                                                                 
 
 4 ∫ (| | 

 
 *

 
 
   ∫ (|   | 

 
 *

 
 
  

         

5

  
 
          

                        

 

olduğundan    
 

            dır. 

 

DeğiĢken üslü Lebesque uzaylarda üssü değiĢtirmek ve bölgeyi parçalamak yerine farklı 

yaklaĢımlar sergilenir. Örneğin      
 | |  

 | |  
 

 

 
 

 

 

 | |  
 üs fonksiyonu için      

 ,      
  

 
  ve     için      

 

 
 olduğunu görmek kolaydır. Dolayısıyla  

∫ (| | 
 
 *

    

    

 

 

olduğundan            ve 

 

∫ (| | 
 
  |   | 

 
 *

    

    
 
 
  4∫ 4(| | 

 
 *

 
 
 (|   | 

 
 *

 
 
5  

 

5

 

                                                            
 
 4∫ (| | 

 
 *

 
 
   ∫ (|   | 

 
 *

 
 
  

  

5

  
 
      

                    

 

olduğundan            dir. 

 

Bir baĢka ifadeyle tek değiĢkenli      üs fonksiyonu, bize herbir  fonksiyonun 

davranıĢını daha iyi inceleme imkanı sağlar. Örneğin      
 | |  

 | |  
   

 

 | |  
 alınırsa  
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∫(    )
    

    

 

 

ve |    |     lokal integrallenebilirdir. Fakat  

∫|    |        

 

 

olur. 

 

 

Tanım 2.10.1: Her     için           ve      olmak üzere              

Ģeklinde tanımlanan                  foksiyonu aĢağıdaki özellikleri sağlıyorsa 

  sınıfına aittir denir. 

i) Her     için                  azalmayan sürekli bir fonksiyon, 

ii)           ve       için          ve                , 

iii) Her      için            . 

Ayrıca,        foksiyonu i-iii özelliklerine sahip olduğundan her     için  ‟nin bir 

konveks fonksiyonu olur. 

 

Tanım 2.10.2: Her     için        ve              olmak üzere  

         ∫     | |   

 

 ∫|    |      

 

  

Ģeklinde tanımlanan                     fonksiyonu 

i)                 

ii)                      

iii)                        için  
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özelliklerini sağladığı için      kümesi üzerinde bir konveks modülerdir. Bu durumda, 

         modüler uzayı 

          {                         } 

Musielak- Orlicz uzayının özel bir çeĢiti olup      kümesinin de lineer alt uzayıdır. 

  
        {                  } 

uzayı,          uzayının bir konveks alt uzayıdır.   
        uzayıda  

  
        {                       } 

     nin    
        kümesinde kapsanan en büyük alt vektör uzaydır. Bu uzaylar için 

genel olarak 

  
          

                 

yazılabilir. 

 

Tanım 2.10.3:      de açık bir bölge olsun.              ölçülebilir bir 

fonksiyon ve 

              
   

     ve            
   

       

Ģeklinde tanımlayalım. Bu durumda 

          {       ∫| |      

 

  } 

Ģeklinde tanımlanan uzaya değişken üslü Lebesgue uzayı denir. 

 

  nin sabit          olması durumunda değiĢken üslü Lebesgue uzayı, klasik 

Lebesgue uzayına dönüĢür.   
     uzayıda 

  
     ,               

   
      - 
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Ģeklinde tanımlanır. Aksi belirtilmedikçe        
     ve           olarak 

kabul edilecektir ve Sobolev kritik üssü 

      {

     

      
           

                           

 

olarak alınacaktır.        
     fonksiyonun eĢleneğini ise       ile gösterilecektir ve 

 

    
 

 

     
   

 olarak alınacaktır. 

 

Teorem 2.10.4:   
                 olması için gerek ve yeter Ģart        

     

olmasıdır (Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004). 

 

Yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak,        
     ise 

           
          

        

yazılabilir.        
       olduğunda modüler fonksiyon ek olarak aĢağıdaki 

özelliklere sahip olur. 

i)                (                 ) 

ii)             için     ise 

                                                      

ve           ise 

                                                     

olur, 

iii)             { }  için           fonksiyonu için   ya göre sürekli konveks çift 

fonksiyondur ve         için artandır. 

 

           modülü konveks olduğundan dolayı           üzerinde 
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‖ ‖        ‖ ‖         {              (
 

 
)     } 

Luxemburg normu olarak adlandırılan norm tanımlanabilir. Bu norm altında           

uzayı bir Banach uzayı olur. 

 

Ayrıca;                 ve h.h.h. |    |  |    | ise  

‖ ‖     ‖ ‖     

yazılabilir.  

 

DeğiĢken üslü lebesgue uzayın normunu bir örnek ile inceleyelim. 

Örnek 2.10.5:       ,        ,       
 

 , olmak üzere ‖ ‖     değerini 

hesaplayalım. 

 

Çözüm: ‖ ‖        ,            (
 

 
)   - 

           {       ∫ (
 
 

 ⁄

 
+

 

  

 

 

  } 

                                      {       ∫        

 

 

   } 

                                      2       
    

    
|
 

 

  3 

                                      {       
   

     
  } 

                                      {                } 
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Teorem 2.10.6:            { } olsun. Bu durumda, ‖ ‖        olması için gerek 

ve yeter Ģart      (
 

 
)   }  olmasıdır (Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004). 

 

Teorem 2.10.7: Eğer             ve            
           ise  

i) ‖ ‖                                    , 

ii)  Eğer ‖ ‖       ise  ‖ ‖    
            ‖ ‖    

  
, 

iii) Eğer ‖ ‖       ise  ‖ ‖    
            ‖ ‖    

  
 

olur (Kovăčik ve  Răkosnik 1991; Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004; Fan 2005). 

 

Teorem 2.10.8: Eğer            ve           için             ise, bu durumda 

i)        ‖    ‖         

ii)                       

iii)    bölgesindeki ölçüme göre      iken                           ,  

ifadeleri eĢdeğerdir (Kovăčik ve  Răkosnik 1991; Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004; 

Fan 2005). 

 

Yukarıdaki teoremin bir sonucu olarak aĢağıdaki teorem yazılabilir. 

 

Teorem 2.10.9:   üzerinde tanımlı tüm sınırlı ölçülebilir fonksiyonların kümesi 

 (         ‖ ‖    ) uzayında yoğundur (Willem 1996; Fan ve Zhao 2001). 

 

Teorem 2.10.10: Eğer      ise, o zaman  (         ‖ ‖    ) uzayı ayrılabilir. 

Eğer              ise, o zaman (         ‖ ‖    ) uzayı düzgün konvenks ve 

dolayısıyla yansımalı bir uzay olur (Kovăčik ve  Răkosnik 1991; Willem 1996; Fan ve 

Zhao 2001). 
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Teorem 2.10.11: Eğer      bir bölge ise, o zaman               uzayı 

(         ‖ ‖    ) uzayında yoğun olur (Willem 1996; Fan ve Zhao 2001). 

 

Teorem 2.10.12: Eğer      bölgesi açık ise, bu durumda   
     uzayı 

(         ‖ ‖    ) uzayında yoğundur (Winslow 1949; Fan ve Zhang 2003). 

 

Teorem 2.10.13:          uzayının dual uzayı           uzayıdır. Yani;  

i)  Her             için  

      ∫                          

 

 

Ģeklinde tanımlanan   fonksiyoneli          üzerinde sürekli lineer bir 

fonksiyoneldir, 

ii)          üzerinde          Ģeklinde tanımlı her sürekli lineer fonksiyonel için tek 

bir              vardır (Adams 1975). 

 

Tanım 2.10.14:      de bir bölge,   kümesi   bölgesinin ölçülebilir bir alt kümesi ve 

     ,   nin karakteristik fonksiyonu olsun. Eğer, her              için 

   
   

‖         ‖        

eĢitliği sağlanıyorsa, o zaman      fonksiyonuna          üzerinde tanımlanan ‖ ‖      

normuna göre mutlak süreklidir denir. 

 

Teorem 2.10.15: Her             fonksiyonu ‖ ‖     normuna göre mutlak süreklidir 

(Willem 1996; Fan ve Zhao. 2001).  

 

Teorem 2.10.16 (Hölder Eşitsizliği):           uzayı          uzayının dual uzayı ve  

 

    
 

 

     
   



51 

 

 

 olmak üzere, her             ve             için 

|∫     

 

|  (
 

  
 

 

     
* ‖ ‖    ‖ ‖        ‖ ‖    ‖ ‖       

 olur (Fan ve Zhao 2001; Fan 2005). 

 

Teorem 2.10.17(Hölder Eşitsizliği): Her           ,             ve            

için 

 

    
 

 

    
 

 

    
   

  ise o zaman                                                                                            

|∫      

 

|  (
 

  
 

 

  
 

 

  
* ‖ ‖    ‖ ‖    ‖ ‖      ‖ ‖    ‖ ‖    ‖ ‖     

olur (Fan ve Han 2004). 

 

Teorem 2.10.18:      de sınırlı bir bölge,   | |    ve             
     olsun. 

Bu durumda                     gömmesinin var olması için gerek ve yeter Ģart 

h.h.h.     için           olmasıdır. Ayrıca, 

‖ ‖         | | ‖ ‖     

eĢitsizliği yazılabilir (Kovăčik ve  Răkosnik 1991).  

 

Teorem 2.10.19 (Lebesgue Dominated Yakınsaklık Teoremi):      de sınırlı bir 

bölge,   da        
  ve ölçülebilir   fonksiyonları için   da h.h.h.      olsun. Eğer 

her bir     için   da h.h.h. |  |    olacak Ģekilde bir          varsa o zaman 

      uzayında      olur (Wang 2002). 
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2.11. Değişken Üslü Sobolev Uzayı (          ) 

 

Tanım 2.11.1:      de bir bölge ve          olsun. | |    özellikli her  -

çoklu indisi için   bölgesinde tanımlı                Ģeklindeki tüm   

fonksiyonlarının sınıfına değişken üslü Sobolev uzayı adı verilir ve 

(          )  {                            | |    } 

Ģeklinde yazılabilir. Bu uzayda tanımlanan  

‖ ‖           ‖ ‖         ∑ |   |    

| |  

    

normu ile            uzayı bir Banach uzayıdır.            uzayında     olarak 

alınırsa, 

            {           |  |          } 

Ģeklinde tanımlanan            uzayına dönüĢür. Bu uzayda tanımlanan norm 

‖ ‖           ‖ ‖       ‖ ‖     ‖  ‖     

olur. Bu norm ile            uzayı bir Banach uzayı olur. 

 

  
     uzayının,            uzayındaki kapanıĢı   

      
    uzayıdır. Bu uzayda 

tanımlanan norm 

‖ ‖
  

      
   

 ‖ ‖       ‖  ‖     

Ģeklindedir. Bu norm altında   
      

    uzayı da bir Banach uzayı olur. 

 

Teorem 2.11.2: Eğer      ve      ise               
                         

   
          uzayları ayrılabilir ve yansımalı Banach uzaylarıdır (Willem 1996). 
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Teorem 2.11.3:     sınırlı bir bölge ve              ̅  olarak kabul edelim. 

    ̅ için              ise, o zaman 

                    ve                       

sürekli ve kompakt gömmesi vardır (Kovăčik ve  Răkosnik 1991; Fan vd 2001; Fan ve 

Zhao 2001). 

 

Teorem 2.11.4:      de       sınırlı bir bölge ve      fonksiyonu   bölgesinde 

sürekli ve her     için   

      
 

 
              

olsun.  Bu durumda  

     
 

   
 

için 

                       

koĢulunun altında 

‖ ‖      ‖  ‖          
          

olacak Ģekilde     sabiti vardır (Kovăčik ve  Răkosnik 1991). 

 

AĢağıdaki teoremde, Edmunds ve Răkosnik (2000) yukarıdaki teoremi     için 

ispatlamıĢlar. 

 

Teorem 2.11.5:      de       sınırlı bir bölge ve              fonksiyonu 

sürekli olsun. Ayrıca,      
 

   
 ve her     için      ölçülebilir fonksiyonu 

               özelliğini sağlasın. Bu durumda 

‖ ‖      ‖  ‖         
     

eĢitsizliğini sağlayacak bir     sayısı vardır (Edmunds ve  Răkosnik 2000).  
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Tanım 2.11.6:  ,   iki normlu uzay ve        bir fonksiyon olmak üzere, herhangi 

        için 

|           |   |     |
  

olacak Ģekilde     ve         sayıları varsa   fonksiyonu   üzerinde Hölder 

koşulunu sağlar denir.   ve   sayılarına sırasıyla Hölder katsayısı ve Hölder üssü 

denir. Eğer     ise 

|           |   |     | 

olacak Ģekilde negatif olmayan   sabiti varsa   fonksiyonu Lipschitz koşulunu sağlar 

veya   fonksiyonu Lipschitz süreklidir denir (Musayev ve Alp 2000). 

 

Teorem 2.11.7:      de       koni özelliğine sahip açık bir bölge,   pozitif bir 

sayı ve          fonksiyonu 

        
 

 
             

koĢulunu sağlayan Lipschitz sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca,           

ölçülebilir fonksiyonu hemen hemen her     için 

                

sağlansın. Bu durumda  

                    

sürekli gömmesi vardır (Fan vd 2001). 

 

Teorem 2.11.8:      de         koni özelliğine sahip açık bir bölge ve          

fonksiyonu 

        
 

 
 ve         
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olacak Ģekilde düzgün sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca,   da tanımlı ölçülebilir      

fonksiyonu hemen hemen her     için 

          

ve 

      
   

(          )     

koĢullarını sağlasın. Bu durumda 

                    

sürekli gömmesi vardır ( Fan vd 2001). 

 

Teorem 2.11.9:      de         sınırlı bir bölge ve          fonksiyonu 

        
 

 
                    

olacak Ģekilde düzgün sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca,   da tanımlı ölçülebilir      

fonksiyonu hemen hemen her     için 

          

ve 

      
   

                

koĢulları sağlansın. Bu durumda 

                       

sürekli kompakt gömmesi vardır (Fan vd 2001). 

 

Teorem 2.11.10:      de        sınırlı bir bölge;      ve         da ölçülebilir 

fonksiyonlar ve       

        
 

 
               

koĢulunu sağlasın. Eğer 



56 

 

 

i)                      , 

ii)           fonksiyonu Lipschitz sürekli, 

iii)       
   

(    
   

 
     *    

koĢulları sağlanıyorsa 

                      

sürekli gömmesi vardır (Fan vd 2001). 

 

Teorem 2.11.11:      de       sınırlı bir bölge ve      için 

   
   

     [
 

    
 

 

 
]         

     

  
       

 

   
  

olacak Ģekilde                            olarak alınsın. Bu durumda, 

            {
         | |

 
 
 

 
   

 
           | |   

         | |
 
 
 

 
   

 
  

         | |   

     

olmak üzere,     
       için 

‖ ‖               ‖  ‖     

Ģartını sağlayan pozitif bir            sayısı vardır (Çekiç 2005). 

 

Tanım 2.11.12:      de açık bir bölge ve               sürekli bir fonksiyon 

olsun. Eğer her       için  

|         |   
 

    |   |
    |   |  

 

 
  

eĢitsizliğini sağlayacak bir     sayısı varsa      fonksiyonuna (local olarak) log-

Hölder (Lipschitz)  süreklidir denir (Hudzik 1976). 
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Teorem 2.11.13:      de Lipschitz sınırına sahip açık sınırlı bir bölge,      

     ,   
     

  ,    
 

   
 ve       fonksiyonu local olarak log-Hölder sürekli 

olsun. Bu durumda en az bir     için              özelliğindeki   fonksiyonu 

için 

                       

kompakt gömmesi vardır (Diening 2002). 

 

Teorem 2.11.14 (Poincaré Eşitsizliği):      de düzgün sınıra sahip bir bölge ve 

       
   ) olacak Ģekilde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her     

      
    için 

‖ ‖      ‖  ‖     

eĢitsizğini sağlayacak     sabiti vardır (Kovăčik ve  Răkosnik 1991). 

 

2.12. Değişken Üslü Ağırlıklı Lebesgue Uzayı      
         

 

Tanım 2.12.1:      de açık bir bölge ve   bir ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda 

           için 

∫     |    |        
 

  

özelliğine sahip ölçülebilir fonksiyonların kümesine değişken üslü ağırlıklı lebesgue 

uzayı denir ve      
        ile gösterilir. Bu uzay, 

     
        {       ∫      |    |       

 

          
 

Ģeklinde de yazılabilir. Bu uzay, değiĢken üslü Lebesgue uzayına benzer özellikler 

gösterir.       
    

    uzayı 

‖ ‖
     
    

   
    ‖ ‖             2    ∫    |

    

 
|
    

    3  
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normu altında bir Banach uzayıdır. 

 

Bu uzayda tanımlanan modüler fonksiyon;                     
           

              ∫     |    |      

 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

Teorem 2.12.2: Eğer        
        ve           için           

        ise, bu 

durumda 

i)          ‖ ‖                      (
 

 
)   , 

ii) ‖ ‖                                         , 

iii) Eğer ‖ ‖            ise ‖ ‖         
  

               ‖ ‖         
  

, 

iv) Eğer ‖ ‖            ise ‖ ‖         
  

                ‖ ‖         
  

, 

v)       ‖  ‖                                  , 

vi) ‖  ‖                                

olur (Fan ve Han 2004). 

 

Teorem 2.12.3: Eğer      ve      ise, o zaman      
        uzayı ayrılabilir ve 

yansımalı bir Banach uzayı olur (Fan vd 2005). 

 

Teorem 2.12.4:      ve      ölçülebilir fonksiyonları her     için            ve 

              olsun.           ,     ise o zaman 

i) ‖ ‖                ‖ ‖         
  

 || |    |
    

 | |         
  

, 

ii) ‖ ‖                ‖ ‖         
  

 || |    |
    

 | |         
  

 

yazılabilir. Eğer        Ģeklinde bir sabit ise 
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‖| | ‖     ‖ ‖     
  

olur. 

 

Teorem 2.12.5:   nın sınırı koni özelliğine sahip sınırlı bir bölge ve            

olsun.     için                               ) ve      olarak kabul 

edilsin. Eğer           ve      için        
      

    
      ise 

                     

kompakt gömmesi vardır (Fan 2005). 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM  

 

VARYASYONEL YAKŞLAŞIM ve VARYASYONEL YAKLAŞIMDA 

KULLANILAN YÖNTEMLER  

 

Bu bölümde standart ve nonstandart büyüme koĢuluna sahip kısmi diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinin varlığı için varyasyonel yaklaĢım, bu yaklaĢımla ilgili temel 

kavramlar, varyasyonel yaklaĢıma iliĢkin tanımlar ve teoremler ile varyasyonel 

yaklaĢımda kullanılan yöntemler hakkında bilgi verilecektir. 

 

DeğiĢken üslü Lebesgue, değiĢken üslü Sobolev uzayları ayrılabilir ve yansımalı 

Banach uzaylardır. Bundan dolayı bu bölümdeki   Banach uzayı ayrılabilir ve 

yansımalı Banach uzay olarak alınacaktır (Kovăčik ve Răkosnik 1991; Fan 2005; 

Diening vd 2011). Bu   Banach uzayının dual uzayı    ile gösterilecektir. 

 

3.1. Temel Tanımlar 

 

Tanım 3.1.1:    bir Banach uzay ve                 sınıfından bir 

fonksiyonel olsun. Eğer,       

〈         〉     

eĢitliğini sağlayan herbir     e   fonksiyonelinin kritik noktası denir. Burada 

kullanılan 〈   〉, Hilbert uzayındaki iç çarpımdır. 

 

Tanım 3.1.2:    bir Banach uzay ve       bir fonksiyonel olmak üzere       

elemanı için 

|    |    
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olacak Ģekilde          sayısı mevcutsa   fonksiyoneline sınırlıdır veya iyi 

tanımlıdır denir. 

 

Tanım 3.1.3:   bir Banach uzay ve       bir fonksiyonel olmak üzere       

için 

           

olacak Ģekilde bir   in    fonksiyonu varsa, bu    fonksiyonuna   fonksiyonelinin bir 

minimumu veya minimize edicisi denir ve 

   
   

            

Ģeklinde yazılır. 

 

Tanım 3.1.4:   bir Banach uzay ve       bir fonksiyonel olmak üzere         

  dizisi için 

   
   

         
   

      

eĢitliğini sağlayan       dizisine   enerji fonksiyonelinin minimize dizisi denir. 

 

3.2. Varyasyonel Yaklaşım 

 

Tanım 3.2.1:   bir Banach uzay ve          tanımlı bir operatör olmak üzere 

           

olacak Ģekilde bir           enerji fonksiyoneli bulunabiliyorsa   operatörüne 

varyasyonel operatör denir. Eğer herhangi bir problem 

       

Ģeklinde yazılabiliyorsa bu tip probleme varyasyonel problem denir.  
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Varyasyonel yaklaĢım ile herhangi bir diferansiyel denklemi doğrudan çözmek yerine 

verilen diferansiyel denklemin çözümlerini ilgili enerji fonksiyonelinin kritik 

noktalarına veya minimize dizisine karĢılık getirerek bulmak amaçlanır.            

olduğu için        denkleminin çözümü olan   fonksiyonları         enerji 

fonksiyonelinin de çözümüdür. Dolayısıyla,      enerji fonksiyonelini sağlayan   kritik 

noktaları aynı zamanda        probleminin de zayıf çözümleridir. Diğer bir ifadeyle; 

  bir Banach uzay,           sınırlı bir bölge,             ve       

olmak üzere      enerji fonksiyonelinin minimumları,  (              )    

diferansiyel denkleminin çözümleri olduğundan dolayı varyasyonel yaklaĢımla, 

herhangi bir                     diferansiyel denkleminin çözümlerini bulmak için, 

 (              ) e karĢılık gelen ve 

     ∫                    

 

 

Ģeklinde tanımlanan      enerji fonksiyonelinin minimumları (veya kritik noktaları) 

olan        fonksiyonlarını elde etmek hedeflenir.      enerji fonksiyonelinin 

minimumlara sahip olması için gerek Ģart       ya karĢılık gelen Euler-Lagrange 

denkleminin sağlanması yani 

  

  
 

 

  
(

  

     
*      

olmasıdır. 

 

Tanım 3.2.2:   bir Banach uzay,              sınırlı bir bölge,         

sürekli bir fonksiyon olmak üzere her           için        ∫          
 

 
 

Ģeklinde tanımlı bir fonksiyon için 

                      ∑
 

   
.|

 

   
|
        

   
/

 

   

      (|  |        )                           

kısmi diferansiyel denklem olmak üzere bu diferansiyel denkleme karĢılık gelen 
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     ∫
 

    
|  |       

 

∫                 

 

 

          fonksiyoneline Euler-Lagrange fonksiyoneli (enerji fonksiyoneli) 

denir. Bu   enerji fonksiyonelinin türevi 

〈       〉  ∫|  |             

 

∫           

 

 

olarak tanımlanır. Ayrıca, herbir     
  için 

  ∫|  |             

 

∫          

 

    

eĢitliğini sağlayan her     e         diferansiyel denkleminin zayıf çözümü denir. 

Bir diferansiyel denklemin zayıf çözümleri olan     fonksiyonları aynı zamanda bu 

diferansiyel denklemin kritik noktalarıdır.  

 

Tanım 3.2.3:   bir Banach uzay,               sürekli bir fonksiyon ve her 

          için        ∫         
 

 
 Ģeklinde tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer 

her     ve | |               için   

                  

olacak Ģekilde en az bir tane      sayısı varsa,   fonksiyonu Ambrosetti -

Rabinovitz koşulunu (AR) sağlar denir.  

 

AR koĢulu bir problemin çözümü için sınırlı bir dizi bulmak gerektiğinde   

fonksiyonunun sağlaması gereken önemli bir koĢuldur.  

 

Tanım 3.2.4: Yukarıda tanımladığımız         denkleminin, 

     ∫
 

    
|  |      
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kısmı ve bu kısmın türevi 

〈       〉  ∫|  |            

 

 

aĢağıdaki Ģartları sağlar. 

i)      convex fonksiyoneldir. 

ii)         fonksiyoneli sürekli, sınırlı ve kesin monotundur. 

iii)         fonksiyoneli      tipindedir: Eğer        dizisi için   uzayında     

     iken 

      
   

〈                 〉    

oluyorsa o zaman   uzayında 

     

olur. 

iv)          fonksiyoneli bir homeomorfizmdir. 

 

Tanım 3.2.5:   bir Banach uzay,             sınırlı bir bölge ve         

tanımlı bir fonksiyonel olmak üzere   fonksiyoneli 

i) Hemen hemen her     için          fonksiyoneli sürekli,  

ii)  Her     için          fonksiyoneli   da ölçülebilir  

Ģartlarını sağlıyorsa   fonksiyoneli Carathéodory koşulunu sağlar denir. 

 

Tanım 3.2.6:   bir Banach uzay ve           tanımlı bir fonksiyonel olmak üzere, 

eğer     için 

‖ ‖    iken         

Ģartını sağlıyorsa   fonksiyoneline   üzerinde Coercive fonksiyoneldir denir.  
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3.3. Varyasyonel Yaklaşımda Kullanılan Yöntemler  

 

3.3.1 Nehari Manifold Yöntemi:      sınırlı bir bölge ve          ,   Banach 

uzayında tanımlı probleme karĢılık gelen enerji fonksiyoneli olarak verilsin. Eğer  ,   

uzayında alttan sınırlı ve bir minimize sahipse o zaman bu minimize değeri   nin bir 

kritik noktasıdır. Bu kritik nokta aynı zamanda problemin çözümüdür. Birçok 

problemde;   enerji fonksiyoneli,   uzayının tamamında alttan sınırlı olmaz. Bu 

durumlarda   uzayının uygun bir alt uzayı üzerinde sınırlı olduğu gösterilir ve eğer 

uygun bir alt uzayı varsa problemin çözümleri bu uzayda araĢtırılır. Bütün bunlar için   

in en uygun alt uzayı Nehari Manifoldu‟dur. Nehari Manifoldu            

       {     〈        〉   } 

Ģeklinde tanımlanır. 〈   〉,   ve    arasındaki iç çarpımdır. Nehari Manifoldu aĢağıda 

gösterildiği gibi local minimum (  
    ), local maximum (  

    ) ve dönüm 

noktaları (  
    ) olarak 

  
     {        〈         〉   } 

  
     {        〈         〉   } 

  
     {        〈         〉   } 

Ģeklinde üç ayrı kümeye ayrılır. Bu durumda,   nin bütün kritik noktaları 

      üzerindedir.       üzerindeki local minimize fonksiyonu, aynı zamanda   nin 

kritik noktasıdır. Dolayısıyla bu kritik noktalar problemin çözümleri olur. 

 

Wu (2007), 

{
         | |         | |           

                                                                   
 

Ģeklindeki eliptik denklemi ele almıĢtır. Denklemde,      sınırlı bir bölge, 

               ise    
  

   
       ise           { } ve     

ağırlık fonksiyonları        {    }    ve        {    }    olarak 

tanımlanmıĢtır. Bu çalıĢmada, varyasyonel yaklaĢımla Nehari Manifold Yöntemi 
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kullanılarak, denklemin Superlineer ve Sublineer durumları incelenerek, denklemin en 

az iki pozitif çözümünün varlığı gösterilmiĢtir. 

 

3.3.2 Fibrering Yöntemi:      sınırlı bir bölge,               Banach 

uzayında tanımlı bir probleme karĢılık gelen enerji fonksiyoneli ve       Nehari 

Manifold‟u olarak tanımlayalım. Nehari Manifold‟u                   

fonksiyonelinin davranıĢı ile yakından iliĢkilidir.                

   fonksiyonelinin davranıĢı Fibrering yaklaĢımı olarak adlandırılır. Nehari 

Manifoldu‟nun tanımından, 

           
        

ve daha genel olarak, 

  
                

yazılabilir. 

 

      nın bütün elemanları, Fibrering yaklaĢımındaki durgun (stationary points) 

noktalara veya   fonksiyonelinin kritik noktalarına karĢılık gelir. Fibrering yaklaĢımı da 

Nehari Manifoldu yaklaĢımına benzer olarak aĢağıdaki gibi local minimum (  
    ), 

local maximum (  
    ) ve dönüm noktaları (  

    ) olarak üç ayrı kümeye ayrılır. 

  
     {           

       } 

  
     {           

       } 

  
     {           

       } 

Eğer  ,   fonksiyonelinin local minimizesi ise o zaman        için bir local 

minimuma sahiptir. Sonuç olarak,   
       ise        noktası   fonksiyonelinin bir 

kritik noktasıdır (Afrouzi vd 2007; Brown ve Zhang 2003). 
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3.4. Varyasyonel Yaklaşımda Kullanılan Teoremler 

 

Teorem 3.4.1:   bir Banach uzayı ve           bir enerji fonksiyoneli olmak 

üzere   enerji fonksiyoneli, 

i)   enerji fonksiyoneli   üzerinde alttan zayıf yarı sürekli,   

ii)   enerji fonksiyoneli   üzerinde coercive, yani ‖ ‖    iken          

Ģartlarını sağlıyorsa 

        
   

       

eĢitliğini sağlayan bir     minimize fonksiyonu vardır (Willem 1996). 

 

Alttan zayıf yarı sürekli ve coercive Ģartlarını sağlayan   fonksiyonelinin bir minimum 

noktası vardır.   enerji fonksiyoneli eğer alttan zayıf yarı sürekli ve coercive Ģartlarını 

sağlamazsa bu teorem geçersizdir. Bu teoremin geçersiz olduğu durumda Kritik Nokta 

Teorisi kullanılır. Kritik nokta teorisine göre, fonksiyonelin alttan sınırlı olmadığı 

durumlarda fonksiyoneli minimize eden global minimum değerler yerine kritik noktalar 

(saddle points) bulunur. 

 

Tanım 3.4.2 (Palais-Smale Dizisi):   bir Banach uzayı ve           bir enerji 

fonksiyoneli olmak üzere herhangi bir        dizisi için 

i) |     |       , 

ii)   uzayında     için          

Ģartları sağlanıyorsa,       dizisine   enerji fonksiyonelinin bir Palais-Smale dizisi 

denir. Palais-Smale dizisi           enerji fonksiyonelini minimize yapar. 

  

          enerji fonksiyoneli alttan sınırlı değilse,   enerji fonksiyonelinin Palais-

Smale dizisi hakkında kesin birĢey söylenemez (Winslow 1949; Fan ve Han 2004).  
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Teorem 3.4.3 (Palais-Smale Koşulu):   bir Banach uzay ve           bir enerji 

fonksiyoneli olmak üzere    enerji fonksiyonelinin her Palais-Smale dizisi güçlü yakın-

sak bir alt diziye sahip ise   enerji fonksiyoneli Palais-Smale koĢuluna sahiptir denir 

(Willem 1996; Fan ve Zhang 2003; Mihăilescu 2008; Schechter 2007). 

 

Tanım 3.4.4:   bir Banach uzayı ve           bir enerji fonksiyoneli olmak üzere 

i)                     , 

ii)    uzayında     için          

Ģartlarını sağlayan bir        dizisi güçlü yakınsak bir alt diziye sahipse   enerji 

fonksiyoneli     seviyesinde       koĢulunu sağlar denir. Eğer   enerji 

fonksiyoneli      koĢulunu sağlarsa, o zaman her     için       koĢulunu da 

sağlar. 

 

Teorem 3.4.5 (Ekeland Varyasyonel Prensibi):   bir Banach uzay ve     

       tanımlı bir enerji fonksiyoneli olmak üzere   enerji fonksiyoneli,  

i)   enerji fonksiyoneli   üzerinde alttan zayıf yarı sürekli,  

ii)   enerji fonksiyoneli   üzerinde alttan sınırlı  

Ģartlarını sağlarsa her     için 

         
   

         

            ‖    ‖           

olacak Ģekilde bir        dizisi vardır. Ekeland‟s Varyasyonel yaklaĢımıyla   enerji 

fonksiyonelinin Palais-Smale dizisi elde edilebilir (Willem 1996; Mihăilescu 2006; 

Brezis ve Nirenberg 1991). 

 

Teorem 3.4.6 (Ekeland Varyasyonel Prensibi 2):   bir Banach uzay ve     

       alttan sınırlı bir enerji fonksiyoneli ise her      için 

        
   

         

   uzayında |       |    
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eĢitsizliğini sağlağan bir     vardır (Willem 1996). 

 

Teorem 3.4.7:   bir Banach uzay ve           bir enerji fonksiyoneli olmak üzere 

  enerji fonksiyoneli, 

i)              , 

ii)   üzerinde alttan sınırlı  

Ģartlarını sağlıyorsa  

        
   

        

eĢitsizliğini sağlayan bir     minimize fonksiyonu vardır (Willem 1996). 

 

Teorem 3.4.8:   bir Banach uzay ve           bir enerji fonksiyoneli olmak üzere 

  enerji fonksiyoneli, 

i)   üzerinde alttan zayıf yarı sürekli, 

ii)   üzerinde coercive, yani ‖ ‖    iken       , 

iii)   üzerinde alttan sınırlı 

Ģartlarını sağlıyorsa  

        
   

       

eĢitsizliğini sağlayan bir     minimize fonksiyonu vardır (Willem 1996). 

 

Teorem 3.4.9:   bir Banach uzay ve           bir enerji fonksiyoneli olmak üzere 

  enerji fonksiyoneli, 

i)   üzerinde alttan zayıf yarı sürekli, 

ii)   üzerinde coercive, yani ‖ ‖    iken        

Ģartlarını sağlıyorsa    enerji fonksiyoneli   üzerinde alttan sınırlıdır ve 
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eĢitsizliğini sağlayan bir     minimize fonksiyonu vardır (Willem 1996). 

 

Tanım 3.4.10 (Cerami koşulu):   bir Banach uzay ve           bir enerji 

fonksiyoneli olmak üzere   enerji fonksiyoneli, herhangi bir        dizisi için 

i) |    |   , 

ii)              ‖  ‖  |       |     

Ģartlarını sağlayan yakınsak bir alt diziye sahip ise   enerji fonksiyoneli Cerami 

koĢuluna     sahiptir denir. Buradaki      dizisine de Cerami dizisi denir (Willem 

1996; Schechter 2007; Zang 2008). 

 

Teorem 3.4.11 (Mountain Pass Geometrisi):   bir Banach uzay ve           

enerji fonksiyoneli      koĢulunu ve         Ģartını sağlasın. Farzedelim ki   

fonksiyoneli, 

i) Her     fonksiyonu için 

‖ ‖                   

koĢullarını sağlayan   ve   pozitif sayılar vardır, 

ii)        (veya     iken            olacak Ģekilde ‖ ‖     Ģartını 

sağlayan bir     fonksiyonu vardır  

Ģeklindeki geometrik Ģartları sağlarsa   enerji fonksiyoneli,   uzayında sıfırdan farklı en 

az bir kritik noktaya sahiptir (Napoli ve Mariani 2003; Vu 2005). 

 

Mountain Pass Geometrisi,   enerji fonksiyonelinin coercive‟lik özelliğinin yerine 

kullanılabilir. Palais-Smale koĢulunu ve Mountain Pass Geometri‟sini sağlayan bir   

enerji fonksiyonelinin en az bir kritik noktası vardır. Bu kritik noktanın varlığı bize 

verilen denklemin sıfırdan farklı en az bir çözümünün olduğunu gösterir. 

 

Calotă (2008), 
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{
      | |        | | 

           

                                                         
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına sahip, nonstandart büyüme koĢullu lineer olmayan 

eliptik denklemini incelemiĢtir. Denklemde,             düzgün sınıra sahip 

açık sınırlı bir bölge,         |  |           için        ve      

                  bir sabit ve    
  

     
 Sobolev kritik üs olarak alınmıĢtır. Bu 

çalıĢmada; Calotă varyasyonel yaklaĢımla Mountain Pass teoremi ve Ekeland prensibini 

kullanarak, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin sıfırdan farklı en 

az bir çözümü olduğunu göstermiĢtir. 

 

Teorem 3.4.12   (Genelleştirilmiş Mountain Pass Teoremi):   bir Banach uzayı, 

          enerji fonksiyoneli      koĢulunu sağlasın ve        olmak üzere 

i) ‖ ‖                    

ii)       {        ‖ ‖   }   , olacak Ģekilde bir   pozitif sayısı ve     

olsun. Ayrıca     olacak Ģekilde 

  {                           } 

ve 

        {                     } 

kümeleri verilsin. Bu durumda        için     nin kritik noktasıdır (Ambrosetti 

ve Rabinowitz 1973; Duc 1989; Edmunds ve Răkosnik 2000; Mihăilescu ve Rădulescu 

2006; Schechter 2007; Toan ve Ngô 2009). 

 

Mihăilescu ve Rădulescu (2006), 

{

   (       )   (         )       

                                                        
                                                          

 

Ģeklindeki dejenere sınır koĢullarına ve nonstandart büyüme koĢuluna sahip denklemi 

incelemiĢler. Burada,            sınırlı bir bölge,    , her     için  
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      ve        dir. Bu makalede Mihăilescu ve Rădulescu 

varyasyonel yaklaĢımla Kritik nokta teorisi ve GenelleĢtirilmiĢ Mountain Pass teoremi 

kullanıp, denklemin Sublineer durumu inceleyerek, denklemin sıfırdan farklı en az iki 

zayıf çözümü olduğunu göstermiĢtir. 

 

Bu açıklanan yöntemlerle, verilen bir standart olmayan büyüme koĢullu lineer olmayan 

eliptik denklemin en az bir çözümünün varlığını göstermek için yeterlidir. Ancak, 

denklemin sonsuz çözümünün varlığını gösterebilmek için bazı teoremlerin de 

ispatlanması gerekecektir. Bunlardan bir tanesi   -Symmetric Mountain Pass Lemma 

olarak bilinen teoremdir. Diğer önemli teorem ise Fountain Teoremi'dir. 

 

Teorem 3.4.13 (  -Symmetric Mountain-Pass Teoremi):   sonsuz boyutlu bir 

Banach uzayı,           enerji fonksiyoneli      koĢulunu sağlayan çift bir 

fonksiyonel ve        olmak üzere    enerji fonksiyoneli 

i) Her     fonksiyonu için 

‖ ‖                   

olacak Ģekilde   ve   pozitif sayıları vardır, 

ii)   in her sonlu boyutlu           alt uzay için 

{           } 

kümesi   de sınırlıdır 

Ģartlarını sağlarsa   enerji fonksiyoneli,   uzayında sınırsız olan bir kiritik değerler 

dizisine sahiptir (Willem 1996; Napoli ve Mariani 2003; Mihăilescu 2008; Toan ve Ngô 

2009). 

 

  -Symmetric Mountain-Pass Teoremi, denklemin sonsuz çözümünün varlığını 

göstermek için kullanılmaktadır. 

 

Mihăilescu (2008) , 
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{
   (|  |         )  (|  |         )   (  | |        | |      )       

                                                                                                                                   
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına sahip, nonstandart büyüme koĢullu lineer olmayan 

eliptik denklemi incelemiĢtir. Burada,              düzgün sınıra sahip sınırlı 

bir bölge, her     ve   {   } için         ve             ( )       

        {           }       
     

      
 olarak alınmaktadır. Bu çalıĢmada, 

varyasyonel yaklaĢımla Mountain Pass Geometrisi kullanılarak denklemin sıfırdan 

farklı en az bir çözümünün olduğu ve   -Simetrik Mountain Pass teoremini 

kullanılarak, denklemin sonsuz çözümünün varlığı gösterilmiĢtir. 

 

Tanım 3.4.14:   yansımalı ve ayrılabilir bir Banach uzay olsun.       { } olmak 

üzere         için 

            ,
     
     

  

ve   

       {         }            {        } 

olacak Ģekilde {  }        ve {  }         vardır. Bu durumda      için 

        {  } ,         
    ,         

    , 

olmak üzere   uzayı,         Ģeklinde iki uzayın toplamı olarak yazılabilir. 

 

Teorem 3.4.15 (Fountain Teorem):   bir Banach uzay,           çift bir 

fonksiyonel ve       ve    alt uzayları yukarıda tanımladığımız gibi birer uzay 

olsunlar. Eğer herbir     için 

i)     iken    
     ‖ ‖   

       , 

ii)    
     ‖ ‖   

      ,  

iii) Herbir     için   fonksiyoneli       koĢulu  



74 

 

 

Ģartlarını sağlayacak Ģekilde         sayıları varsa, o zaman   fonksiyoneli   

uzayında sınırsız olan ( ‟a yakınsayan) bir kritik değerler dizisine sahiptir ( Willem 

1996; Fan ve Han 2004). 

Fan ve Zhang (2003), 

2
   (|  |        )               

                                                
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına sahip,     -Laplace operatörünü içeren, 

nonstandart büyüme koĢullu lineer olmayan eliptik denklemini incelemiĢlerdir. Bu 

çalıĢmada      sınırlı bir bölge,              (|  |        ), her      için 

                ) ve                bazı özel Ģartlara (büyüme koĢulu, 

Carathedory koĢulu ve AR koĢulu) sahip bir fonksiyon olmak üzere, varyasyonel 

yaklaĢımla, AR koĢulu altında Fountain teoremi kullanılıp, denklemin Sublineer 

durumu incelenerek, denklemin çözümlerinin varlığı ve katlılığı gösterilmiĢtir. 

 

Teorem 3.4.16:   bir Banach uzay,           enerji fonksiyoneli,     ve     

   ve    alt uzayları yukarıda tanımladığımız gibi birer uzay olmak üzere herhangi bir 

    
    dizisi için 

i) |     
 |       

     
, 

ii)    
    iken (     

*
 

    
    

Ģartları sağlanıyorsa     
  dizisine   enerji fonksiyonelinin bir       

   dizisi denir 

(Willem 1996; Fan ve Han 2004; Vu 2005). 

 

Eğer      
  dizisinin güçlü yakınsak bir alt dizisi varsa   enerji fonksiyoneli       

   

koĢulunu sağlar denir.      
   dizisi   enerji fonksiyonelinin bir kritik noktasıdır. 
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Teorem 3.4.17 (Dual Fountain Teorem):   bir Banach uzay,           bir çift 

fonksiyonel,       ve     alt uzayları yukarıda tanımladığımız gibi birer uzay olsunlar. 

Eğer herbir      için      olacak Ģekilde    var ve 

i)       
     ‖ ‖   

      , 

ii)       
     ‖ ‖   

      ,  

iii)       
     ‖ ‖   

          , 

iv)  Herbir       
    için   fonksiyoneli       

    koĢulu 

Ģartlarını sağlayacak Ģekilde         sayıları da varsa, bu durumda   fonksiyoneli 

  uzayında  ‟a yakınsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip olur (Wang 2002). 

 

Fan (2005), 

{
    (|  |        )                                     

                                                                                                         
 

Ģeklindeki     -Laplace operatörünü içeren, nonstandart büyüme koĢullu lineer 

olmayan eliptik denklemi ele almıĢlardır. Burada             açık sınırlı bir 

bölge,          ,                 ve       ve     için           

        ( )              bazı özel Ģartlara (büyüme koĢulu ve Carathedory 

koĢulu) sahip fonksiyon olmak üzere varyasyonel yaklaĢımla Fountain ve Dual 

Fountain teoremleri kullanılıp, denklemin Sublineer ve Superlineer durumları birlikte 

incelenerek, denklemin çözümünün varlığı ve katlılığı gösterilmiĢtir. 

 

Zang (2008), 

{
               (|  |        )               

                                                                                  
 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına sahip,     -Laplace operatörünü içeren, 

nonstandart büyüme koĢullu lineer olmayan eliptik denklemi incelemiĢtir. Bu 

çalıĢmada,            sınırlı bir bölge,              bazı özel koĢulları 
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(büyüme koĢulu, Carathedory koĢulu ) sağlayan bir fonksiyon, her     için        

ve           olmak üzere varyasyonel yaklaĢımla Cerami koĢulu altında Fountain 

teoremi kullanılıp, denklemin Superlineer durumu incelenerek, denklemin çözümünün 

varlığı ve katlılığı gösterilmiĢtir. 

 

Yao (2006), 

{
    (|  |        )  | |                      

|  |      
  

  
                                                   

 

Ģeklindeki Neumann sınır koĢullarına sahip, nonstandart büyüme koĢullu lineer olmayan 

denklemi ele almıĢtır. Bu çalıĢmada,            sınırlı bir bölge, her     için 

                   ve    bazı özel Ģartları (büyüme koĢulu, Carathedory koĢulu 

ve AR koĢulu) sağlayan fonksiyonlar ve                 olmak üzere 

varyasyonel yaklaĢımla denklemin Sublineer durumu incelenerek, Mountain Pass 

Geometrisini kullanıp denklemin sıfırdan farklı en az bir çözümünün olduğu ve 

Fountain ile Dual Fountain teoremleriyle de denklemin çözümlerinin varlığı ve katlılığı 

gösterilmiĢtir.  

 

Dai ve Hao (2009), 

{
 

 
  4∫

|  |    

    
 

  5   (|  |        )               

                                                                                             

 

Ģeklindeki Dirichlet sınır koĢullarına sahip Kirchoff problemini incelemiĢler. 

Denklemde            sınırlı bir bölge, her     için           ve 

                         büyüme koĢulunu ve Carathedory koĢulunu 

sağlayan lineer olmayan bir fonksiyon ve      sürekli bir fonksiyon olmak üzere 

varyasyonel yaklaĢımla Fountain ve Dual Fountain teoremleri kullanılıp denklemin 

çözümlerinin varlığı ve katlılığı gösterilmiĢtir.   
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Teorem 3.4.18 (Saddle Point Theorem):   bir Banach uzayı,     ve   alt uzayları 

yukarıda tanımladığımız gibi birer uzay olsunlar.  Eğer           fonksiyonel 

Palais-Smale koĢulunu         sağlıyor ve 

i)  |     olacak Ģekilde   uzayında  ‟ın sınırlı bir   komĢuluğu ve bir 

  sabiti vardır, 

ii)  |    olacak Ģekilde     sabiti vardır 

koĢullarını da sağlıyorsa, o zaman   fonksiyoneli 

  {                                        } 

için 

     ⏟
   

    ⏟
   

           

olacak Ģekilde bir kritik değere sahiptir (Buenrostro ve Garza 2005).  

 

Buenrostro ve Garza (2005), 

             | |
                               

Ģeklindeki  -Laplace operatörünü içeren, Rezonans problemini ele almıĢlar. 

Denklemde;               her     için        sürekli sınırlı bir 

fonksiyon  |    |    ,                  
  

   
 ve       ise   ‟ın dualidir), 

       | |  bir ağırlık fonksiyonu,                     ve    

         uzayında  -Laplace birinci özdeğeri olarak alınmaktadır. ÇalıĢmada; 

varyasyonel yaklaĢımla Saddle Point Teoremi kullanılarak, problemin zayıf çözümünün 

varlığı gösterilmiĢtir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

GRADİENT İÇEREN      LAPLACİAN DENKLEMİ İÇİN DİRİCHLET 

PROBLEMİNİN MOUNTAİN PASS ve İTERASYON TEKNİKLERİ İLE 

ÇÖZÜMÜ 

 

Bu bölümde, doğrusal olmayan gradient çözümüne bağımlı olan homojen Dirichlet sınır 

değer Ģartı altında değiĢken üslü quasilinear eliptik denklemi ele alıp, Mauntain Pass 

tekniğine bağlı bir iterasyon kullanarak pozitif bir çözümün varlığını elde edeceğiz. 

 

Mevcut çalıĢmada, herhangi bir             ̅ ve bazı özel Ģartları sağlayan 

sürekli fonksiyon   için      düzgün sınırlı bir bölgede 

   {
    (|  |        )  | |              |  |                

                                                                                                          
           

probleminin çözümlerinin varlığı çalıĢıldı.     problemi     -Laplacian operatörü 

olarak bilinen            (|  |        ) ifadesini içerir.     -Laplacian operatörü 

 -Laplacian opearatörünün genelleĢtirilmiĢ bir halidir. Nonlinear   fonksiyonu 

gradientine bağımlı olduğu için,     denklemi varyasyonel değildir. Bu yüzden iyi 

geliĢmiĢ Kritik Nokta teorisi doğrudan uygulanamaz.    nin   sınırlı bölgesinde   nin 

sublineer ve superlineer durumları incelenerek aĢağıdaki Drichlet probleminin çözümün 

sınırlılığı 

                    {
                  
                             

                                                     

ile ilgili çeĢitli çalıĢmalar yapılmıĢtır. Örneğin Wang ve Ding (1995); Ruiz ve Suarez 

(2007).     reel sabit olan  -Laplacian operatörü içeren durum yani      

    |  |       Montenegro ve Montenegro (2000); Ruiz (2004); Iturriaga ve Lorca 

(2007) makalelerinde çalıĢıldı. Bu çalıĢmalarda araĢtırmacılar sublineer ve superlineer 

çözümler metodu kullanarak topolojik derece ve blow-up (patlama) durumlarını 

incelemiĢlerdir. Son zamanlarda       problemi için farklı araĢtırmacılar tarafından bazı 



79 

 

 

yeni ve ilginç metodlar geliĢtirildi. Figueiredo vd (2004) makalesinde D. De Figueiredo 

           düzgün sınırlı bölgede  

      {
                    
                                

                                                   

yarı lineer eliptik problem için varyasyonel tipin oldukça farklı tipini geliĢtirdi. Bu 

çalıĢmada varyasyonel ve iterasyon Ģeması, yarı eliptik problemlerin bir ailesi ile 

iliĢkilendirilerek oluĢturulan bu teknik çözümlerin gradientinden bağımsızdır. Ġkinci 

değiĢkenin sonsuza ve sıfıra yaklaĢmasıyla   nin superlineer subcritical büyümeye sahip 

olduğu varsayımları altında Mountain Pass teoremi ve iterasyon teknikleri kullanarak 

      nin pozitif ve negatif çözümlerinin varlığını elde ettiler. Sonra Figueiredo (2008) 

de G.M. Figueiredo      , gradient içeren fonksiyon olan sağdan sürekli nonlineer 

          

             | |         |  |                                                      

    de quasilinear eliptik problem için bu metodu uyguladı ve       için pozitif bir 

çözüm elde etti. 

 

Yukarıda adı geçen çalıĢmaları, sınırlı   bölgesinde   sabiti yerine      fonksiyonunu 

ve     |  |       yerine  (    |  |        ) alarak genelleĢtirdik. Çözümün 

gradientinden bağımsız değiĢken üslü bir eliptik denklemle ilgili az sayıda çalıĢma 

mevcuttur. Bu çalıĢmalardan biri, Ayazoğlu ve Ekincioğlu (2016) dır. Bu çalıĢmada (P) 

probleminin        durumu incelenmiĢtir.  

  

    -Laplacian operatörü ile  -Laplacian opearatörü arasındaki ana fark  -Laplacian 

operatörü      -nonlineer ve homejendir, fakat     -Laplacian operatörü      

sürekli olmadığından nonlineer ve nonhomojen olma özelliğine sahiptir. Bu yüzden 

birçok problemde Sobolev uzayların teorisi gibi bazı klasik teori ve metodlar 

uygulanamaz. Dahası     -Laplacian operatör içeren nonlinear problemler 

electroreheolojik akıĢkanlar ve elastic mekaniklerin çalıĢmasından ortaya çıkan dinamik 

fenomenler modeli için kullanılabildiğinden oldukça çekicidir. DeğiĢken üslü büyüme 

koĢullu problemlere ayrıca Non-Newtonian akıĢkanlarının sabit thermorheological 
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viskoz modellemesinde ve ideal bir barotrapik gazın gözenekli ortam boyunca süzme 

sürecinin matematiksel modellemesinde rastlanır.     -Laplacian‟ın detaylı 

uygulamaları Růžička (2000); Fan ve Zhao (2001); Boureanu vd (2011); Diening vd 

(2011); Chung (2013) çalıĢmalarında verilmiĢtir. 

 

4.1 Ön Bilgiler: 

 

ÇalıĢmamızın bu kısmında      sınırlı bölgesinde değiĢken üslü Lebesgue ve 

Sobolev uzaylarının bazı temel özelliklerini ifade ettik. Detaylar için Kovăčik ve 

Răkosnik (1991); Fan vd (2001); Fan ve Zhao (2001); Diening vd (2011) e bakınız. 

    ̅;     ̅  {                } 

olsun. 

         ̅     ve          ̅            ̅  

olarak tanımlayalım. Herhangi bir       ̅  için  

         { |                  ∫|    |       

 

 } 

olarak değiĢken üslü Lebesgue uzayını tanımlayalım, sonra            

‖ ‖          ‖ ‖        {    ∫ |
    

 
|     

 

 } 

Luxemburg normuyla donatalım. 

 

             dönüĢümü olan          in modüleri her            için  

         ∫| |      

 

 

olarak tanımlanır. 
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Önerme 4.1.1: Eğer                         ise aĢağıdaki ifadeler birbirine 

denktir (Kovăčik ve Răkosnik 1991; Fan vd 2001). 

i)                      

ii)       ‖    ‖        

iii)         deki ölçüme göre) ve                            

 

Önerme 4.1.2: Eğer                         ise 

i) ‖ ‖                                   

ii) ‖ ‖       ‖ ‖    
  

          ‖ ‖    
  

                                                         

‖ ‖       ‖ ‖    
  

          ‖ ‖    
  

  

iii)       ‖  ‖                                                                                                 

      ‖    ‖                         

dır (Kovăčik ve Răkosnik 1991; Fan vd 2001). 

 

             değiĢken üslü Sobolev uzayı                için  

‖ ‖            ‖ ‖       ‖ ‖     ‖  ‖     

 normuyla  

           {           |  |          } 

olarak tanımlanır. 

 

           de   
     nın kapanıĢı   

          dır ve ‖  ‖    ,   
          deki norma 

eĢdeğerdir. Eğer           ise                     ve   
          uzaylarının 

ayrılabilir ve yansımalı Banach uzay olduğu iyi bilinir (Kovăčik ve Răkosnik 1991; Fan 

2005; Diening vd 2011). 

 

Eğer           yerine 
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         ∫(|  |     | |    )  

 

 

alınırsa Önerme 4.1.1 ve Önerme 4.1.2 ifadeleri                 içinde sağlanır. 

 

Önerme 4.1.3 (Young Eşitsizliği): Her     ve 
 

    
 

 

     
   için        olsun. 

Öyleyse her       için  

   
| |    

    
 

| | 
    

     
     

dır (Diening vd 2011). 

 

Önerme 4.1.4 (Hölder Tip Eşitsizlik):  Eğer       ̅  ise 
 

    
 

 

     
   olmak 

üzere           nin eĢlenik uzayı            uzayıdır. Herhangi bir             ve 

            için  

∫      (
 

  
 

 

     
* ‖ ‖    ‖ ‖       

 

‖ ‖    ‖ ‖      

dır (Diening vd 2011). 

 

Önerme 4.1.5 (Poincaré Eşitsizliği) :  

i)   bölgesinin    sınırının koni özelliğine sahip olduğunu ve      ̅  olduğunu 

kabul edelim. Eğer herhangi bir    ̅ için              ve      ̅  ise 

                     dir. 

ii) Eğer herhangi bir    ̅ için           ve        ̅  ise            

         dır. Ayrıca     olmak üzere       
          için  

‖ ‖      ‖ ‖        

dir (Kovăčik ve Răkosnik 1991; Fan vd 2001). 
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Önerme 4.1.6:   operatörü aĢağıdaki önermeleri sağlar. 

i)      
          (   

         )
 

 sürekli, sınırlı ve kesin monoton bir operatördür. 

ii)  ,      tipinde bir dönüĢümdür. Yani; Eğer     
          de      (zayıf 

yakınsak) ve    
   
̅̅ ̅̅ ̅̅                     ise   

      
    de    

                       

dır (Fan ve Zhao 2001). 

 

 Tanım 4.1.7:   bir Banach Uzay ve       bir   -fonksiyonel olsun.     iken 

         ve       sınırlı olduğunda eğer herhangi bir      dizisi yakınsak bir alt 

diziye sahip ise   fonksiyonelinin Palais-Smale (Kısaca (PS)) Ģartını sağladığı söylenir. 

 

4.2 Ana Sonuçlar: 

 

Ġlk olarak (P) probleminde görünen, lineer olmayan   ye yüklenen Ģartları ifade edelim. 

   ̅         aĢağıdaki Ģartları sağlayan bir fonksiyon olsun. 

      (    | |       )                 ̅    . 

            
 (    | |       )

| |               ̅        . 

           
 (    | |       )

| |            ̅         

    ̅ için                ve 

      {

   

    
        

                 
   

olarak verilen       Sobolev kritik üstür. 

      (Ambrosetti-Rabinowitz Ģartı)   | |        ̅         için      ve      

için 
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     (    | |       )   ∫  (    | |       )
 

 
     (    | |       )  

dır.   

     Pozitif    ve    sabitleri için 

 (    | |       )     
                     ̅     

dir. 

                            ve  | |     için           olmak üzere 

 (     | |
       )   (     | |

       )    |     |
       

 

|     |
 

eĢitsizliğini sağlayan   ve       
 pozitif sabitlerinin olduğunu varsayalım. 

                ve   |  | |  |     için           olmak üzere 

 (    |  |
        )   (    |  |

        )    |     |
       

eĢitsizliğini sağlayan       
 pozitif sabitinin olduğunu varsayalım. 

 

Ayrıca,     problemi ile ilgili ana sonucun ispatında, “ ”    de iç çarpım olmak üzere  

    ̅           için 

(| |        | |       )             
|   | 

 | | | |                           

olarak bilinen vektör eĢitsizliğini kullanırız (Mitrinoviċ vd 1993).   

 

AĢağıdaki teorem mevcut çalıĢmanın ana sonuçlarını elde etmek için önemlidir.  

 

Teorem A (a) 4.2.1: Fan ve Zhao (1999)‟daki Teorem (4.1)‟e göre Eğer        ̅ için 

           olan       ̅   ve            iken 

| (    | |       )|    | |
         | |

                       ̅       

büyüme Ģartını sağlarsa,     nin her   zayıf çözümü için         dur. 
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(b) Fan ve Zhao (1999)‟daki Teorem (4.4)‟e göre     
               , (P) 

probleminin bir çözümü olsun. Eğer   fonksiyonu  ̅ üzerinde log-Hölder sürekli ise 

yani 

  |         |  
 

    |   |
 |   |  

 

 
  ile      ̅ için                      

eĢitsizliğini sağlayan pozitif bir   sabiti varsa         için         ̅  dır. 

 

(c) Fan (2007)‟deki Teorem (1.2)‟e göre     
               , (P) probleminin bir 

çözümü olsun. Eğer   fonksiyonu  ̅ üzerinde Hölder sürekli ise yani 

|         |   |   |       ̅  için                                  

eĢitsizliğini sağlayan pozitif bir   sabiti varsa         için         ̅  dır. 

 

ÇalıĢmamızın ana teoremi aĢağıda ifade edilmiĢtir. 

 

Teorem 4.2.2: (P) problemindeki   fonksiyonelinin           Ģartlarını sağladığını 

kabul edelim.     ̅                      olmak üzere   fonksiyonu         

Ģartını sağlasın, Bu durumda     problemi         iken  

                                                      
       

  
        

 
                                       

Ģartını sağlayan pozitif bir çözüme sahiptir.    ve            ile ifade edilmiĢtir. Ayrıca 

elde edilen çözüm         için       ̅  sınıfındandır. 

 

Teorem 4.2.2‟nin ispatı aĢağıdaki gibi birkaç parçaya ayrılır. 

 

Aslında   fonksiyonunda gradient olduğundan dolayı     problemi varyasyonel 

değildir. Fakat eğer gradient değiĢkeni dondurulursa (sabitlenirse), yani değiĢken üslü 

  
          uzayında herhangi bir  ‟ye bağlarsak   
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             {
    (|  |        )  | |              |  |             

                                                                                                           
              

Ģeklinde bir problem elde ederiz. Bunun sebebi bir iterasyon sayesinde herhangi bir 

varyasyonel yaklaĢım probleminin    gibi pozitif bir Mountain Pass çözümüne sahip 

olan      Ģeklindeki problemlerin bir sınıfını incelemektir. 

     problemi bir varyasyonel yaklaĢımın içinde olduğu için onun zayıf çözümleri  

      ∫
 

    
(|  |     | |    )   ∫       

  

|  |            

olarak tanımlanan      
             eĢ fonksiyonelinin kritik noktalarıdır. 

 

Standart bir yolla      (  
           ) olduğunu ispatlayabiliriz. Bizim ilk 

sonuçlarımız      probleminin çözümlerinin sınır tahminleri ve çözülebilirliliği 

hakkında olacaktır.   

 

     
          { }     

          için  

〈  
       〉  ∫|  |             

 

∫       |  |            

 

 

olmak üzere      (  
           )    (  

          { }  ) dır. 

 

Eğer     
          iken  

∫|  |             ∫| |        

  

   ∫       |  |            

 

 

olursa     
         ,      nin bir zayıf çözümü olur.  

     ∫
 

    
(|  |     | |    )  
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olmak üzere        
          (  

         )
 

 fonksiyoneli yardımıyla   
          

değiĢken üslü sobolev uzayında iç çarpım        
          için 

〈      〉  ∫(|  |           | |        )   

 

 

biçiminde tanımlanır. 

 

Yardımcı Teorem 4.2.3:   bir reel Banach uzay olsun.          , Palais-Smale 

(PS) Ģartını sağlasın. 

i)    ,    
          ‖ ‖   - olmak üzere  |           eĢitsizliğini 

sağlayan         sabitleri vardır,  

ii)           olacak Ģekilde        ‖ ‖   ,  

olduklarını kabul edelim. Bu durumda     , 

      
   

   
          

       

olarak karakterize edilebilen bir   kritik değerine sahiptir. Burada  

  {                          } 

dır (Willem 1996). 

 

Sonuç 4.2.4: Eğer   deki herhangi bir      dizisi (güçlü) yakınsak ({     } ve      

        ) bir alt diziye sahipse   fonksiyoneli Palais-Smale (PS) Ģartını sağlar. 

 

Yardımcı Teorem 4.2.5:     
          olsun. Bu durumda  

i)    ,    
          ‖ ‖   - ile  |      olan         sabitleri vardır. 

ii) ‖ ‖                 
     için,     iken           dur. 

 

İspat: i) ‖ ‖         olsun.              den  
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 (    | |       )  
 

   
| |       | |

       

eĢitsizliğini sağlayan   den bağımsız pozitif bir    sabiti vardır. Bu durumda Önerme 

4.1.2 ve Önerme 4.1.5 i kullanarak 

      ∫
 

    
(|  |     | |    )   ∫       

  

|  |                                       

 
 

  
 ∫(|  |     | |    )   

 

   
∫| |    

 

  

 

   ∫| |    

 

       

              
 

   
‖ ‖      

  

      ,‖ ‖    
  

 ‖ ‖    
  

-      

               
 

   
‖ ‖      

  

      ,‖ ‖      
  

 ‖ ‖      
  

- 

elde ederiz.       olduğu için öyle pozitif iki        reel sayıları vardır ki  ‖ ‖    

ile 

               
          

elde edilir. Böylece Yardımcı Teorem 4.2.5 in (i) kısmı ispatlanmıĢ olur. 

 

ii)   Keyfi bir       
          { } alarak ve      i kullanarak, 

        ∫
 

    
(|    |

     |   |
    )   ∫         

  

|  |            

 
   

  
∫(|   |

     |  |
    )  

 

    
 ∫|  |

      | |

 

   

elde ederiz.      ve |  |
    olduğu için     a giderken            olur. 

Böylece Yardımcı Teorem 4.2.5 in (ii) kısmı ispatlanmıĢ olur. 

 

Mountain Pass teoremi  
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olan bir       
          dizisinin varlığını elde eder (Pucci ve Serrin 1984; Willem 

1996). 

 

Yardımcı Teorem 4.2.6:     
          olsun. Bu durumda    fonksiyoneli Palais-

Smale (PS) Ģartını sağlar. 

 

İspat: Ġlk olarak      dizisinin   
          de sınırlı olduğunu göstereceğiz. Bunun için 

tersini kabul ederek çeliĢki oluĢturacağız.      ile gösterilen bir alt dizi alalım.     

için ‖  ‖    olsun.      ü ve (4.2.5) i kullanarak yeterince büyük  ‟ler için  

               ‖  ‖       

                   
 

 
〈  

        〉    

            
 

  
 ∫(|   |

     |  |
    )   ∫        

 

|  |           

 

 

                  
 

 
∫(|   |

     |  |
    )  

 

 ∫
 

 
         

 

|  |            

             (
 

  
 

 

 
*∫(|   |

     |  |
    )  

 

 

            ∫ [
 

 
         |  |                |  |         ]   

{            }

 

                    ∫ [
 

 
         |  |                |  |         ]   

{            }

 

              (
 

  
 

 

 
*‖  ‖      

  

 

                     ∫ [
 

 
         |  |                |  |         ]   

{            }

 

                    | |  

elde edilir. 
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 (     ,
 

 
       |  |               |  |             | |    -)        (AR Ģartı) 

Ģartının sağlandığı göz önüne alınırsa     için çeliĢki elde edilir. Dolayısıyla      

dizisi   
          de sınırlıdır. 

     ∫       
 

     olsun. Öyleyse              dur.   
            

         olduğundan dolayı              dir. Önerme 4.1.6 dan dolayı      

dur. Bundan dolayı    Palais-Smale dizisini sağlar. 

 

Yardımcı Teorem 4.2.7: (P) problemindeki   fonksiyoneli           Ģartlarını 

sağlasın. Eğer ayrıca           Hölder süreklilik Ģartını sağlarsa      problemi herhangi 

bir     
                  ve en az pozitif bir         için            

çözümüne sahiptir. Ayrıca ‖  ‖           ve ‖   ‖           eĢitsizliklerini 

sağlayan   den bağımsız    ve    pozitif sabitleri vardır. 

 

İspat: Yardımcı Teorem 4.2.5 ve Yardımcı Teorem 4.2.6,     fonksiyonelinin 

Mountain-Pass geometrisini sağladığını ifade eder (Willem 1996). Öyleyse Mountain-

Pass teoremini kullanarak Ambrosetti ve Rabinowitz (1973); Pucci ve Serrin (1984) de 

idda edilen (PS) Ģartı olmaksızın bir        
          dizisi vardır (elde edilir) öyle 

ki 

           ve   
        

      
     

   
       

  (    )    

ve Yardımcı Teorem 4.2.6 da verilen bazı    ve   için  

  ,   (        
         *                 - 

dır.        
          de sınırlı olduğundan ve Önerme 4.1.5 (i) den dolayı       

dizisinin yine       ile gösterilen bir alt dizisinin olduğu anlaĢılır ve   

  
          de                       , 

           için          de                        ve 
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  bölgesinde hemen hemen her yerde              

dır. Ayrıca Gonçalves ve Alves (1998) i kullanarak   bölgesinde hemen hemen her 

yerde 

   

   
    

   

   
    

elde edilir. Dahası Brezis ve Lieb (1983) de iddaa edilen sonuç ve Önerme 4.1.1 i 

kullanarak her              için  

∫|   |
              ∫|   |           

  

   

ve 

∫|  |
            ∫|  |           

  

 

olur. Ayrıca Brezis ve Lieb (1983) ü kullanarak      
          için  

∫        |  |             ∫        |  |          

  

   

elde edilir. Böylece her     
          için 〈  

       〉    ı elde ederiz.      ve      

den     olmak üzere her      için  (    | |       )   | |       

  | |
       Ģartını sağlayan    den bağımsız pozitif bir    sabiti olduğu görülür. Diğer 

taraftan       ̅  olduğundan dolayı      ̅ için            iken Teorem A (a) yı 

kullanarak          elde ederiz ve bu yüzden                      dır. 

Ayrıca   fonksiyonu  ̅ da Hölder sürekli olduğu için Teorem A (c) yi kullanarak 

        ile       
                  için            elde edilir. 

  

Sonuç 4.2.8: Yardımcı Teorem (4.2.7) deki         (Hölder sürekliliği) ifadesi         

(log-Hölder sürekliliği) olarak değiĢtirilirse Teorem A (b) yi kullanarak         ile  

     
                  için            sonucu elde edilir. 
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Yardımcı Teorem 4.2.9:     
          olsun. Yardımcı Teorem 4.2.7 de elde edilen 

bütün    çözümleri için ‖  ‖          olacak Ģekilde   den bağımsız pozitif bir    

sabiti vardır. 

  

İspat:     ,       probleminin bir çözümü olduğu için  

∫
 

    
(|   |     |  |    )   

 

∫        

 

|  |              

 elde edilir.      ve      den her      için  (    | |       )   | |       

  | |
       Ģartını sağlayan    den bağımsız pozitif bir    sabiti olduğu görülür. Bu da 

sadece ‖  ‖         durumunu düĢünmek için yeterlidir. Böylece Önerme 4.1.2 ve 

Önerme 4.1.5 i kullanarak 

 

   
∫|  |       

 

  ∫|  |       
 

  

 

∫(|  |     | |    )  

 

 

                ∫|  |       
 

   
‖  ‖      

  

 

 

                      ‖  ‖      
  

 
 

   
‖  ‖      

  

 

      ‖  ‖       (
 

     
)

 

     
    

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Yardımcı Teorem 4.2.10:     
          olsun. Lemma 4.2.9 da elde edilen bütün 

   çözümleri için ‖  ‖          olacak Ģekilde   den bağımsız pozitif bir    sabiti 

vardır. 

 

İspat: Ġlk önce 
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       , 

olduğunu hatırlatalım.         olarak alınırsa 

               ∫
 

    
(|    |

     |   |
    )   

 

  ∫|   |
      | |

 

 

                                
   

  
∫(|   |

     |  |
    )   

 

   
 ∫|  |

      | |

 

 

olur.      ve |  |
    olduğu için  

     
   

  
∫(|   |

     |  |
    )   

 

   
 ∫|  |

      | |

 

 

dönüĢümü   den bağımsız pozitif bir maksimum değere ulaĢır. Böylece 

                                                                                                                                         

olan bir     sabiti bulunur.         yı kullanarak  

         ∫
 

    
(|   |     |  |    )     ∫        

  

|  |                          

elde edilir.      de verilen    ile   {    |  |      } kümesini tanımlayalım. 

   nin bir çözüm olduğunu hatırlayalım.      ve      den  

 ∫        

 

|  |           

 ∫        

   

|  |            ∫        

 

|  |            

                                     .   
|  |

    

    
/ |   |  ∫

|   |    

 
 

   

                                     .   
|  |

  

  
/ |   |  ∫

 

 
 

(|   |     |  |    )   



94 

 

 

olur.         denkleminden  

(
 

  
 

 

 
*∫(|   |     |  |    )

 

       .   
|  |

  

  
/ |   | 

elde ederiz.( |   |,     nin    de Lebesque ölçümünü ifade eder.) Ayrıca  

(
 

  
 

 

 
* ‖  ‖      

  

     .   
|  |

  

  
/ |   |   ̃  

olup buradan 

‖  ‖       0(
 

  
 

 

 
*
  

 ̃ 1

 
  

    

olur. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

ġimdi     probleminin pozitif bir çözümü olduğunu göstermek için hazırız. 

 

Teorem 4.2.2 nin İspatı: 

 

|  |         ve |   |         olmak üzere keyfi bir      
          

        ile baĢlayarak Yardımcı Teorem 4.2.7 deki Mountain Pass teoremi kullanılarak 

elde edilen  

             2
         |  |

                |     |
                   

                                                                                                        
              

probleminin çözümleri olarak bir        
                   dizisi göz önüne 

alalım.  Diğer taraftan        ve       kullanılarak  

∫|     |
      

 

                   ∫|    |
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 ∫          |   |
      

 

               

ve  

∫|   |
      

 

                 ∫|  |
      

 

              

 ∫        |     |
      

 

                  

 

elde edilir. Sonra 

∫(|     |
            |   |

         )

 

              

  ∫(|    |
           |  |

        )           

 

 

 ∫(         |   |
                  |   |

          )

 

            

  ∫(       |   |
                  |     |

            )

 

                       

elde ederiz. ∫ |   |    
 

   ifadesinde  

 

 
    

 
 

 
      

   

olmak üzere Hölder eĢitsizliği uygulanırsa 

∫|   |    

 

   ∫
|   |    

 | |  | | 
            

  

 | |  | | 
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  ‖
|   |    

 | |  | | 
    (      )

 

‖

 
 

       

‖ | |  | | 
    (      )

 ‖
 

 
         

              

              
  {     }

‖
|   | 

 | |  | |       
‖

 
 ⁄

 
 

    
 
    
    

‖ | |  | |     ‖
 

 
      

 
      

    

     
 ⁄

 

     
  {     }

4∫
|   | 

 | |  | |       
  

 

5

 
 ⁄

4∫ | |  | |       

 

5

     
 ⁄

 

     
  {     }

4∫
|   | 

 | |  | |       
  

 

5

 
 ⁄

4  ∫ | |  | |       

 

5

 
 ⁄

 

elde edilir. Benzer Ģekilde yine Hölder eĢitsizliği kullanılırsa 

     ∫|     |    

 

       
  {     }

4∫
|     | 

 |  |  |  |       
  

 

5

 
 ⁄

4  ∫ |  |  |  |       

 

5

 
 ⁄

 

olur.           olduğu düĢünülerek ve         i uygulanırsa 

   
  {     }

4∫
|   | 

 | |  | |       
  

 

5

 
 ⁄

 

    
  {     }

4
 

    
∫(| |        | |       )        

 

5

 
 ⁄

 

 
 

    
4  ∫(| |        | |       )        

 

5 

ve 

   
  {     }

∫
|     | 

 |  |  |  |       
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4  ∫(|  |         |  |        )          

 

5 

elde edilir. 

(  ∫  | |  | |       
 

)
 

 ⁄

    , (  ∫  |  |  |  |       
 

)
 

 ⁄

              

olsun. Öyleyse       sınırlıdır ve         dir. Bundan dolayı  

∫ |   |    
 

   
   

    
 

   

    
∫ (| |        | |       )        
 

                

ve 

      ∫|     |    

 

   

       
   

    
 

   

    
∫(|  |         |  |        )          

 

                   

dır. Böylece         ve          eĢitsizliklerinde         ,     ,             

      ve  | |  
       

    
 alınırsa 

                ∫(|       |
     |         |

    )  

 

 

                      
       

    
 

     

    
              

 
     

    
∫|         |

      |       |  

 

  | | 

                     
     

    
              

 
     

    
∫|         |

      |       |  
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olur. Yukarıdaki eĢitsizliğin sağ kısmındaki integral altındaki ifadeye önerme (4.1.3) ü 

(Young EĢitsizliği) uygularsak 

               
     

    
                                                                                     

                                 
     

    
0
 

  
               

    

  
                1 

                                 (
     

    
 

     

        
*                                                           

      
       

    

        
                                    

                       
      

       

        
                                                 

 
       

    

        
                       

veya 

        (  
      

       

        )               
     ( 

   )

                                      

elde edilir.          den dolayı   
      

       

           olur. Böylece 

               
       

    

                      
               

olur. 
     ( 

   )

                      
    olsun.         e göre     elde edilir. ġimdi ardıĢık 

bir Ģekilde üçgen eĢitsizliğini uygulayarak 

∫|         |
      

 

 

 (              (    )               (    )  )∫|       |
      

 

 

 (                                                      ) ∫|       |
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       (    )
    

   
  ∫|       |

      

 

 

yazılabilir. Böylece  

                     (    )  
    

   
               

eĢitsizliği elde edilmiĢ olur.            olduğu için önerme 4.1.1 i kullanarak 

   
   

‖       ‖         

bulunur. Dolayısıyla        
          dizisi herhangi bir     

          

fonksiyonuna güçlü yakınsar. Böylece        
          dizisinin bir Cauchy Dizisi 

olduğu anlaĢılır.    için ‖  ‖          olduğundan   
          de sıfırdan büyük bir  

  fonksiyonu vardır. Böylece (P) denkleminin   bölgesinde bir sabit noktasının olduğu 

gösterilmiĢ olur. Bu da bize      probleminin     Ģeklinde bir çözümü olduğunu 

gösterir. Böylece Teorem 4.2.2 ispatlanmıĢ olur. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

 

Bu bölümde çalıĢmamızda elde ettiğimiz bazı sonuçlar verilecektir. 

 

Bizim çalıĢmamız önceki Figueiredo vd (2004); Figueiredo (2008) araĢtırmaların 

geniĢletilmesi olarak düĢünülebilir. Dolayısıyla biz adı geçen yazarların çalıĢmalarında 

yer alan     -Laplacian ve     |  |       yerine daha genel olan       , 

 (    |  |        ) ifadelerini içeren Dirichlet problemini inceledik. Yani Figueiredo 

(2008)‟in     deki      | |         |  |       problemini geniĢleterek 

herhangi bir             ̅ ve bazı özel Ģartları sağlayan   sürekli fonksiyonu 

için      düzgün sınırlı bir bölgede  

   {
    (|  |        )  | |              |  |                

                                                                                                          
           

probleminin varlık problemini inceledik.  

 

Bunun için varyasyonel metod kullandık. Fakat   fonksiyonu gradient içerdiğinden ele 

aldığımız problem varyasyonel değildir. Bu problemde varyasyonel yöntemi 

kullanabilmek için gradient‟i sabitleme “Freeze” iĢlemi gerçekleĢtirdik, böylece 

varyasyonel problem elde ettik. Bu problem için Mountain Pass ve iterasyon teknikleri 

kullanılarak çözümün varlığı elde edildi. Doğal olarak bu çözüm    
          

uzayındadır. 
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