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Bu tezin ilk boliimiinde degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarmn tarihsel gelisimi
ve standart olmayan biiylime kosullu diferansiyel denklemlerin fiziksel uygulamalari
hakkinda genel bilgi verilmistir. Ayrica bu boéliimde standart olmayan biiylime kosullu

diferansiyel denklemlerle ilgili yapilmis olan ¢aligmalar ele alinmistir.

Ikinci boliimde, tez calismamiz ile ilgili temel tanimlar ve teoremlerin yani sira

degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar tanitilmistir.

Ugiincii béliimde Varyasyonel yaklasim ve bu yaklagimla ilgili temel tamimlar ve

teoremler ile varyasyonel yaklasimda kullanilan yontemler tanitilmustir.

Dordiincii boliimde Mountain Pass ve Iterasyon Teknikleri kullanilarak Gradient iceren

p(x) Laplacian denklemi i¢in Dirichlet probleminin ¢6ziimii verilmistir.
Besinci boliimde ¢alismamaizla ilgili sonuglar sunulmustur.
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1. GIRIS

Son yillarda, standart olmayan biiylime kosullu (p(x) biiyiime kosullu) kismi
diferansiyel denklemlere ve varyasyonel integrallere olan ilgi artmistir. Bu ilgi, onlarin
uygulama alanlarinda rol alan elastik mekanik, akiskanlar dinamigi, varyasyonel
hesaplamalar ve Non-Newtonian akiskanlarin matematiksel modelleri olan
Electroreheolojik akiskanlar iizerine yogunlasmistir (Bocardo vd 1990; Acerbi 2000;
Diening 2002; Harjulehto vd 2006; Hasto 2007; Mihailescu ve Radulescu 2007,
Harjulehto ve Hésto 2008; Buhrii 2009).

Electroreheolojik (ER) akiskanlar, iletkenlik 6zelligi olmayan akiskanlarin i¢ine kiigiik
pargaciklara ayrilmis polarize olabilen taneciklerin eklenmesiyle olusturulurlar.
Elektrotlar arasindan akan bdyle bir karisima digaridan elektrik alan uygulandiginda kati
hale gegebilme, elektrik alan uzaklastirildiginda ise ¢ok kisa bir siirede sivi hale
gecebilme gibi akiskanin reolojik davranislarinda biiylik oranda tersinir (kimyasal,
fiziksel ve mekanik olarak geri donistiiriilebilen) degisiklikler meydana gelir. ER
akigkanlar teorisiyle ilgili ilk Onemli bilgilere Winslow (1949) makalesinde
rastlanmaktadir. Bu akiskanlarin kendi i¢lerindeki bagil devinime gosterdikleri direnme
ozelligi (viscosity) akiskana uygulanan elektrik alanmna baghidir. Winslow, bu
akigskanlarda bir elektrik alanindaki viscosity’nin, alanin kuvveti ile ters orantili
oldugunu tespit etmistir. Bu olay Winslow etkisi olarak bilinir. Elektroreheoloji olay1
uzun yillardir bilinmektedir, fakat son yillarda bu akigkanlara olan ilgi daha da artmistir.
Gilintimiizde ER akiskanlar otomobil subaplari, debriyajlar, damperler, hidrolik ve robot
sistemleri gibi farkli alanlarda kullanilmaktadir. Ayrica ER akiskanlarin kumasin igine
derinlemesine isleme ve kumasin normal durumundan ¢ok daha kati (dayanikli) hale
cok hizli bir sekilde doniismesi 6zelliklerinden faydalanarak su ankinden ¢ok daha hafif
olan kursun gecirmez yelekler iiretilmesi amaglanmaktadir. Bununla birlikte ER
akigkanlarin, sarilabilir/dondiiriilebilir ekranlar ve keypadler ile birlikte kullanilarak
ihtiya¢c duyuldugunda kati hale getirilebilen, ihtiyag olmamasi durumunda ise
esnekleserek sarilabilir/dondiiriilebilir hale getirilebilen ‘esnek elektronik cihazlar’

tiretimi i¢in de kullanilabilecegi dngoriilmektedir.



Non-Newtonian akiskan olarak da bilinen ER akigkanlar, standart olmayan biiyliime
kosullu denklemlerle ilgili ¢calismalar icerisinde ayr1 bir 6neme sahiptir. ER akiskanlara
karsilik gelen matematiksel modeller, standart olmayan biiyiime kosullu denklem

tiirlindedir.
Q c RY sinirli bir bolge ve F € C1(Q x RN, R ) igin

f F(x, Vu(x))dx

Q
integralinde F (x, t) fonksiyonu; p: Q — (1, o) 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere,
[t1P®) < F(x, ) < c(|¢[P™ + 1) (1.1)

seklinde olursa, F(x,t) fonksiyonuna nonstandart biiyiime kosullu veya standart
olmayan biiyiime kosullu yada p(x)-biyiime kosullu fonksiyon denir. Nonstandart
biiylime kosullu fonksiyonlart bulunduran denklemlere de nonstandart biiyiime kosullu

denklemler denir.

Eger F(x,t) fonksiyonu; p,q:Q — (1,0), 1 < p(x) < q(x) seklindeki Olgiilebilir

fonksiyonlar olmak iizere,
[t]P® < F(x,t) < c(lth(x) + 1) (1.2)

seklinde olursa, F(x,t) fonksiyonuna (p(x),q(x))-bilyiime kosullu fonksiyon denir
(Marcellini 1991).

|t]P)=2¢ = |¢t|P™~1sgnt ve p(x) >1 olmak iizere, p(x)-Laplace operatorii

n p(x)-2
2 2 2
A . z 0 (au(x)) - <6u(x)> du(x)
¥ = - ox; 0x, 0x, ox;
L=

seklinde veya




ag)(calc) au(x) au(x) (Z (a;ijc))>

i=1

alinarak

. i 9 |au(x)
p% = = axi axi
i=

bi¢iminde tanimlanir.

p(x)-2 ou(x)
axi

) = div (IVu(x)Ip(x)_ZVu(x))

j- F(x, Vu(x))dx

Q

enerji integrali p(x)-biiyiime kosuluna sahip iken, |, o 1Vu(x) |P® dx olarak alindiginda

(')F(x,Vu(x)) d aF(x,Vu(x)) b
ou(x) _E< a(Vu(x)) >_

olarak ifade edilen Euler-Lagrange denklemine gore tasarlanirsa
Bpieyt = div (17U PP -2Vu(x) ) = 0 (1.3)

seklinde tanimlanan ve p(x)-Laplace denklemi olarak isimlendirilen nonlinear ve non
homojen denklem elde edilir. [ |Vu(x)[P®dx integralinde p(x) = p = sabit olarak
alinirsa

Ayu = div(|Vu(x)|P~?Vu(x)) = 0 (1.4)
seklindeki ~ nonlinear ve homojen p-Lapalce denklemi elde edilir. Eger (1.3)
denkleminde p(x) = 2 olarak alinirsa

Au = div(Vu(x)) = ¥, 2 ;;(") 0 (1.5)

lineer ve homojen Laplace denklemi elde edilir.

Yukarida ifade edilen (1.3), (1.4) ve (1.5) denklemleri arasinda bazi yapisal farkliliklar

vardir. (1.5) de verilen Laplace denklemi lineerdir, yani eger u ve v fonksiyonlari (1.5)



denklemi i¢in bir ¢oziim ise, a ve [ sabitleri i¢in, au + fv fonksiyonu da (1.5)
denkleminin ¢oziimii olur. p-Laplace denklemi ise p # 2 durumunda lineer degildir;
ancak scalable’dir, yani genel olarak u + v fonksiyonu (1.4) denkleminin bir ¢éziimii
degilken au + B fonksiyonu (1.4) denklemi igin ¢6ziim olabilmektedir. p(x)-Laplace
denkleminin lineer olmama durumu p-Laplace denklemine gore cok daha giigliidiir.
Bundan dolayr (1.4) denkleminin ¢ozimii olan au+ g fonksiyonunun (1.3)
denkleminin ¢oziimii olabilmesi igin Oncelikle A = +1 olmalidir. Ayrica p-Laplace
operatdrii (p — 1). dereceden homojendir, yani her A > 0degeri icin A,(Au) =
AP71Au esitligini saglar, ancak p(x) # sabit iken p(x)-Laplace operatorii
nonhomojendir. p(x)-Laplace operatorii homojen olmadigindan dolayr bazi
uygulamalar (Lagrange Carpanlar teorisi gibi) p(x)-Laplace operatorii bulunduran

denklemlere uygulanamaz.

M.Ruzicka (2000), katsayilar1 degisken biiylime oranli dogrusal olmayan sistem iceren
electroreheolojik akiskanlar (EA) i¢in matematiksel model tizerinde ¢alismistir.
Elektromanyetik alanlar ile hareketli akigkanlar arasindaki etkilesimi ifade eden bu

model agagida (1.6) da verilmistir;
% +divS(u) + w.VYu+Vr = f (1.6)

Bu modellemede u:R3*! - R3, akiskanmn hizim veren fonksiyonu; V= (9;,0,, 03 ),
gradient operatoriinii; m: R3*! - R, basmg fonksiyonunu; f:R3*1 — R3, harici

kuvvetleri temsil eden fonksiyonu gosterir. S: W2 — R3*3 fonksiyonu

SQ() = uG) (L + 1Du() D Dux) (L.7)

olarak ifade edilen ekstra stres tensortdiir. (1.7) de yer alan Du = %(Vu +vuh), u

fonksiyonunun gradientinin simetrik kismi ve u bir agirlik fonksiyonudur. Yukarida
verilen stres tensoriinde p issii, fonksiyon (degisken) olarak alinmistir. (1.6) denklemi
bilinen laplace denklemlerinden daha karmasik olmasina ragmen, en yiiksek

mertebeden tiireve sahip terim igin, A = 1 olarak alindiginda elde edilen

div((A + |Du(x)|2)(p(x)‘2)/2Du(x)) (1.8)



ifadesi p(x)-Laplace denklemine ¢ok benzerdir. (1.8) denkleminde A = 0 alindiginda

Apyu = div (IVu(x)Ip(x)"ZVu(x)) = 0 seklindeki p(x)-Laplace denklemine doniisiir.

ER akigkanlar belirli bir manyetik alanla karsilastiklarinda bu akigkanlarin pargaciklari
hareket esnasinda belli bir miktar kiitle kaybina ugramaktadirlar. Kaybolan bu kiitle
miktarim p kuvveti sabit iken x € RY nin farkli eksenlerdeki hareketleri boyunca esit
kabul etmek zorunlulugu ortaya ¢ikmakta ve dolayisiyla bu farkli kiitle kayiplar1 hesaba
katilamamaktadir. Kaybolan bu kiitle miktarin1 bu sekilde esit kabul etmek ise bazi
fizik, mekanik ve Ozellikle ER akigkanlarla ilgili problemlere karsilik gelen
matematiksel modellerin yeterli dogrulukta olusturulamamasina sebep olmaktadir.
Ancak; p kuvveti p(x) seklinde olgiilebilir pozitif reel degerli bir fonksiyon seklinde
secilirse, x € RN nin farkli eksenlerdeki hareketleri boyunca ortaya ¢ikan farkl kiitle
kayiplar1 hesaba katilabilmekte bu da matematiksel modellerin yeterli dogrulukta
olusturulabilmesine imkan vermektedir. Dolayisiyla, ER akigkanlar teorisinden
kaynaklanan standart olmayan biiyiime kosullu lineer olmayan eliptik denklemlere
karsilik gelen matematiksel modeller ancak degisken tislii Lebesgue ve degisken islii

Sobolev uzaylarda olusturulabilir ve incelenebilirler.

ER akigkanlarda Du, u hiz alaninin gradientinin simetrik kismin1 ve p elektrik alanina

bagli materyal fonksiyonu gostermek {izere, altta yer alan enerjisi (etkin

enerji) fﬂ |Du|P@dx ile verilir. (1.6) ile verilen modellemede p sabit iken etkin enerji

fQ |Du|Pdx ile ifade edilir. Bu durumda (1.7) deki stres tensoriinde her bir x € R" i¢in
p kuvvetinin alacag1 degerler esit kabul edilir. Boyle denklemler klasik Lebesgue (LP)
ve klasik Sobolev uzaylari (W™P) kullanarak yeterli dogrulukla olusturulabilir. Ancak;
p kuvveti 6lciilebilir pozitif gergel degerli bir fonksiyon olarak segildiginde etkin enerji
fQ |Du|P@dx ile ifade edilir. Bu durumda stres tensoriinde herbir x € RN i¢in p

kuvvetinin alacagi degerler farkli olur. Herbir x € RV i¢in p kuvvetinin alacag
degerlerin farkli olmasi1 non-homojen materyallerin dogal yapistyla uyumluluk gosterir.

Herbir x € RY icin p kuvvetinin alacagi degerlerin farkli olmasi durumunda klasik



Lebesgue ve klasik Sobolev uzaylari yetersiz kalir. Dolayisiyla degisken iislii Lebesgue
ve degisken iislii Sobolev uzaylarina (Lp(x) (Q) ve wmP&) (Q)) ihtiyag duyulur.

Farkl1 bir uygulama alan1 olan imaj iyilestirme isleminin matematiksel modellemesinde
de degisken {isli uzaym Onemini gorebiliyoruz. Bu modellemede; diizlemdeki
dikdortgensel Q bolgesi iizerinde tanimlanan I fonksiyoneli, gercek goriintiiyli temsil
eden T ile istenmeyen noktaciklar (noise) tarafindan bozulmus gri (bulanik) alanlari
temsil eden n ifadelerinin toplami olan I = T +n (T = orijinal goriintii, 7 = noise)
bir fonksiyoneldir. Goriintiiyii diizeltebilmek igin veri girisi diizgiinlestirme iglemi

uygulanir. Veri girisi diizglinlestirme islemi
1200 = [ AVuGOP? + luGo) = 16917 dx
Q

fonksiyoneli minimize yapilarak gerceklestirilir. Burada fﬂ |[Vu(x)| dx terimi
goriintiideki 1iyilestirmeyi-diizgiinlestirmeyi saglayan terimdir. Bu iglem goriintiideki
ayrintilara zarar verdiginden kullanish bir yontem degildir. Imaj iyilestirmede diger bir

yaklasim toplam varyasyon diizgiinlestirme islemidir. Bu islem

() = j (VG + [ue) — @) dx
Q

fonksiyoneli minimize edilerek gerceklestirilir. Bu ydntem goriintiideki kenarlarin-
hatlarin  korunmasi-dagilmamasi agisindan ¢ok kullanigli bir yontemdir. Ancak bu
yontem uygulandiginda orijinal goriintiide bulunmayan yeni kenarlar meydana gelir.

Dolayistyla bu yontemin de pek faydali oldugu kabul edilmez.

Chen vd (2000) tarafindan yukaridaki iki yontemin zayif ve giiglii yanlar1 birlikte
degerlendirilerek, nonstandart biiyime kosuluna bagli ve daha kullanish olan yeni bir

yontem lizerinde calisilmistir. Bu yontem

J) = f (IFu@) P + [ulx) — 1(x)[2) dx
Q



seklindeki fonksiyonelin minimize edilmesine dayanir. Burada p, 1 ile 2 arasinda
degisen bir fonksiyon olmak iizere, eger goriintiide kenarlar olusuyorsa p nin degeri 1
sayisina, kenarlar olusmuyorsa 2 sayisina yaklasir. Bununla birlikte olusabilme ihtimali
bulunan kenarlarin yaklagik yerini belirleyebilmek icin veri girisi diizgiinlestirilerek

gradientin biiyiik oldugu yere bakilir.

Degisken iislii Lebesgue (LP™®)) ve Degisken iislii Sobolev (W™P®) (p(x) olgiilebilir
pozitif gercel degerli bir fonksiyon, m > 0, m € Z ) uzaylar literatiirde ilk defa, Orlicz
(1931) tarafindan ¢alisilmistir. Bu ¢alismada asagidaki soru goz oniine alinmistir: (py,)
ve (x;) dizileri Y} x, Pk yakinsak olacak sekilde reel sayilarin iki dizisi olsun. Bu halde

Y. xi Y Serisinin yakinsak olmasi igin y, tizerindeki gerek ve yeter kosullar nelerdir? Bu

soruya yanit, en az bir 1 > 0 ve p;, = % icin Y (Ay )Pk serisinin yakinsak olmas

gerektigi ortaya ¢ikmaktadir. Orlicz ayn1 zamanda degisken iislii Lebesgue uzayini reel
aralikta g6z Oniline almistir ve bu uzayda Holder esitsizligini ispatlamistir. Bu
makaleden sonra Orlicz degisken iislii Lebesgue uzayini ¢aligmay1 birakip, kendi ismi
ile anilan Orlicz fonksiyon uzaylari teorisi lizerinde yogunlasmistir. Orlicz uzaylari u, ()
bolgesinde Olgiilebilir gercel degerli bir fonksiyon olmak iizere en az bir 41 > 0 ve

kosullar1 bilinen bir ¢ fonksiyonu igin

p(hu) = f $Alu(0)dx < o
Q

seklindeki fonksiyonlardan olusur (Hudzik 1976). p fonksiyonuna bazi ek sartlar
yiiklenerek modiiler uzay olusturulur. Modiiler uzaylar ilk defa sistematik olarak
Nakano (1950,1951) tarafindan ¢alisilmis ve degisken iislii Lebesgue uzay1 daha genel
uzaylarin bir 6rnegi olarak gbz oOniline alinmustir. Daha sonra, 6zellikle Musielak ve
Orlicz (1959); Hudzik (1977); Hudzik (1979); Kami'nska (1982) tarafindan modiiler
uzaylar incelenmistir. Eger yukaridaki ¢ fonksiyonu x degiskenine de bagl ise bu
durumda genellestirilmis Orlicz uzaylart veya Musielak Orlicz uzaylart olarak

isimlendirilen daha genel uzaylar elde edilir.



Reel aralikta degisken iislii Lebesgue uzaylari, 6zellikle Tsenov (1961) ve Sharapudinov
(1979) olmak tiizere Rus arastirmacilar tarafindan gelistirilmistir. Sharapudinov p, Q
bolgesinde Olgiilebilir reel degerli bir fonksiyon, u sabit bir fonksiyon ve v,

LP®([a b]) nin sonlu boyutlu alt uzayinda degismek iizere,

b
jlu(x) — v(x)|PX) dx

integralinin minimize problemiyle ugrasmistir.

1980’11 yillarin ortasinda Zhikov (1987) tarafindan degisken iislii uzaylarla yakindan

iligkili olan standart olmayan biiyiime kosullu

j (1 + |Vu(0) )@ dx
Q

seklindeki varyasyonel integralini ¢alismustir ve a(x) Holder siirekli ise regiiler

Olmayan minimizelerinin olmadigini1 gostermistir.

Marcellini (1989, 1991) ise

f F(Vu(x))dx

Q

varyasyonel integralleri igin regiilerlik problemlerini
l§P < F(§) < (1 +[ED9, & eR™

ve p < qkosulu altinda incelemistir. p = q durumunda bu tip promlemlerin ele
alinmasinda Sobolev uzaylar teorisi (Wm’p(ﬂ)) dogal ve etkili bir yoldur. p <gq
oldugu zaman durum dramatik bir bicimde degisir. Bu yiizden bir¢ok problem klasik
Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 kullanilarak yeterli dogrulukla matematiksel modellemesi
yapilabilir. Fakat bazi homojen olmayan materyallerin altta yatan etkin enerjisinin
(underlying energy) dogru bir sekilde ifade edilebilmesi i¢in klasik Lebesgue ve klasik

Sobolev uzaylari yetersiz olur. Bu tip materyaller i¢in p {issii degistirilebilmelidir.



Degisken iisli Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin arastirilmasinda bir sonraki biiyiik
adim 90’l1 yillarin baglarinda Kovacik ve Rakosnik (1991) tarafindan atilmistir. Bu
makalede RN de degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarim bircok temel dzelligi
ifade edilmis ve O. Kovacéik ve J. Rakosnik, degerlerini [1,00) aralifinda alan p

fonksiyonu i¢in degisken iislii Lebesgue uzaymin tanimini genisletmislerdir.

Bu tanima gore Q, RV de acik bir bolge olmak iizere Qo = {x € Q: p(x) = o} olsun.

() = f FCOIP® dx + esssupl £ ()]
Q/ Qo floo

ve

e = inffa > 0:p (4) <1}

olarak alinsin. En az bir A > 0 igin p(Af) < oo olacak sekilde tiim fonksiyonlarin

smifina Degisken Uslii Lebesgue Uzayr adi verilir.

Ayrica O. Kovacik ve J. Rakosnik, Q, RN de smnirli bir bélge, p: Q — [1,n) fonksiyonu
stirekli ve

np(x 1
L—e=p*(x)—s, 0<e<——

1Sq(x)sn—p(x) n—1

olmak iizere Sobolev tipli
lullgy < cllVullpey; u € Co° ()

esitsizligini elde etmislerdir.

Bu makaleden sonra uzun bir siire herhangi bir ¢aligma goézlenmemistir. Son yillarda
cesitli gelismeler, degisken iislii uzaylarin sistematik ve yogun bi¢cimde incelenmesine
yol agmistir. Bu dogrultuda ilk dnce degisken iislii uzaylarla standart olmayan biiyiime
kosulu ve coercive’lik 6zelligine sahip varyasyonel integraller arasinda iliski kurulmus

ardindan bu varyasyonel problemlerle electroreheolojik (ER) akiskanlarin matematiksel
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modellemesi arasindaki iliski farkedilmistir. Daha sonra varyasyonel integrallerle
gozenekli ortamlarda akis (flow in porous media) ve lineer olmayan esneklik teorisi
(nonlinear elasticity theory) gibi farkli fiziksel durumlarla da baglanti kurulmustur
(Zhikov 1987; Antonsev ve Shmarev 2005).

Son yillarda nonstandart biiyiime kosuluna sahip diferansiyel denklemlerle ilgili yapilan
calismalarda artis sozkonusudur. Sadece son on yil igersinde 100 den fazla arastirmaci
tarafindan 300 den fazla ¢alisma yayimlanmigtir (Harjulehto vd 2010). Asagida simdiye

kadar yayinlanmis bazi 6nemli ¢aligmalara yer verilmistir.

Fan (2005), @ c RN (N > 2) smurh agik bir bélge, Vx € Q i¢in p(x) > 1, p € C(Q)
ve A, u € R olmak iizere,

{—diV(IVqu(")‘ZVu) = 2a; (x) g1 (x,u) + pa,(x) g2 (x,u), x € Q

u=020, x € 0Q)

seklindeki Dirichlet sinir kosullaria sahip, nonstandart biiyiime kosullu lineer olmayan
eliptik denklemi inceleyerek, varyasyonel yaklagimla Kritik nokta teorisini, Fountain ve
Dual Fountain teoremlerini kullanarak, denklemin Sublineer ve Superlineer durumlarini
birlikte inceleyerek, denklemin sifirdan farkli ¢oziimlerinin varligimi ve kathiligini

gostermistir.

Fan vd (2005) tarafindan, Q c RN sinirli bir bolge, p: Q - R, Vx € Q igin p(x) > 1
olacak sekilde siirekli bir fonksiyon olmak tizere,

{—Ap(x)u = —diV(qu|p(x)_2Vu) = AulP®-2y, x€Q
u(x) =0, x € 0Q

seklindeki Dirichlet smir kosullarina sahip, nonstandart biiyiime kosullu nonlineer
eliptik denklemin 6zdegerleri incelenerek, N =1 ve N > 1 durumlar i¢in denklemin

birinci 6zdegerinin sifirdan farkli olmasini saglayan gerek ve yeter kosullar verilmistir.
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Alves ve Souto (2005), p,q:RM - R bilyiime kosullarin1 saglayan &lgiilebilir

fonksiyonlar ve 0 < A bir parametre olmak iizere,

{—Ap(x)u +uP®=t = 04, x e RV
u=0 u*0 ueW?®[RY)
seklindeki nonstandart biiylime kosuluna sahip lineer olmayan eliptik denklemi
inceleyerek, varyasyonel bir yaklagimla Mountain Pass teoremini kullanip, denklemin
Superlineer durumunu inceleyerek denklemin sifirdan farkli ¢6ziimlerinin mevcut

oldugunu gostermislerdir.

Mihiilescu (2006), & c RN (N > 2) silindirik simetriye sahip smirli bir bélge, Vx € Q
icin p(x) > 1, p € C(Q) ve g (x,u) gercel degerli bir fonksiyon olmak iizere,
—Apou(x) = —div(|VulP®=2vu) = g(x,u), x €Q
u(x) =0, x € 01}
seklindeki Dirichlet sinir kosullarina ve nonstandart biiylime kosuluna sahip lineer
olmayan eliptik denklemi inceleyerek, g(x,u) = h(x)[u(x)|9®2u ve g(x,u) =
R(x)|u (x)]99972y + f(x,u) 6zel durumlari igin varyasyonel bir yaklasimla Ekeland
Varyasyonel prensibini ve Mountain Pass teoremini kullanip, denklemin Superlineer
durumunu inceleyerek, denklemin sifirdan farkli en az bir ¢déziimiinliin oldugunu

gostermistir.

Boureanu (2006), p: R¥ —» R (N > 3) Lipschitz-siirekli fonksiyon ve Vx € RV i¢in
p(x) >2,b:R¥ > Rve f:R¥ xR > R olmak iizere,

{=8peu() + bELEIPD2u() = f(xu), x € RY, ue Wy @ (RY)

seklindeki nonstandart biiyiime kosuluna sahip lineer olmayan eliptik denklemi
inceleyerek, varyasyonel bir yaklagimla Mountain Pass teoremini kullanip, denklemin
Sublineer ve Superlineer durumlarini birlikte inceleyerek, denklemin sifirdan farkli en

az bir ¢oziimiinlin mevcut oldugunu gostermistir.
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Calota (2008), Q c RN (N > 3) diizgiin sinira sahip agik smirh bir bolge, Vx € Q i¢in

qix)>1,q€C(@), 1>0,1<p<Nvep*= :—p Sobolev kritik iis olmak lizere,

—Apot = —div(|VulP@=2vu) = Au|9® 2y + [ulP"2u, x €O

u(x) =0, x € 0Q)
seklindeki Dirichlet sinir kosullarina ve nonstandart biiylime kosuluna sahip lineer
olmayan eliptik denklemi inceleyerek, varyasyonel bir yaklasimla Mountain Pass
teoremini ve Ekeland prensibini kullanip, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek

denklemin sifirdan farkli en az bir ¢ézlimiiniin mevcut oldugunu gostermistir.

Ogras vd (2008), Vx € R¥icin 1< p(x),q(x) <N (N =>2),p,q€C(Q) ve FE€

C1(RM x R?) olmak iizere,

JoF
—Apyu = ™ (x,u,v), x €RN

—AgeU = %(x, u,v), xRN

seklindeki nonstandart biiyiime kosuluna sahip nonlineer eliptik denklem sistemini
inceleyerek, varyasyonel bir yaklasimla Mountain Pass teoremini ve Cerami kosulunu
kullanip, denklemin Sublineer ve Superlineer durumlarini birlikte inceleyerek, denklem

sisteminin sifirdan farkli en az bir ¢dziimiiniin mevcut oldugunu gostermislerdir.

Zang (2008), & ¢ RN (N > 2) smurh bir bolge, Vx € Qi¢in p(x) > 1, p € C(Q) olmak
lizere,
{—Ap(x)u(x) = —div(|VulP®2Vu) = f(x,u), x € Q
u=0, x € 0Q)
seklindeki Dirichlet smnir kosullarina ve nonstandart biiyiime kosuluna sahip lineer
olmayan eliptik denklem iizerinde ¢alismig, varyasyonel yaklasimla Fountain
Teoremini, Cerami ve AR kosullarii kullanip, denklemin Superlineer durumunu

inceleyerek, denklemin sifirdan farkli ¢oziimlerinin varligini géstermistir.
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Fan (2010) tarafindan, A ve B, Wol’p(x) (Q) tizerinde taniml iki fonksiyonel, a sifir
noktasinda singiilerlige sahip olabilen bir fonksiyon ve F(x,t) = fot f(x,s)ds olmak

uzere

{—c/l(u)Ap(x)u =Bw)f(xu), x€Q
u=0, x € 0Q)

seklindeki lokal olmayan p(x)-Laplace Dirichlet denkleminin varyasyonel olmayan

formu ve

|V P

f 00 dx |Apcou=D>b fF(x,u)dx flx,u), xe
Q Q

=0,

x € 0Q)

seklindeki p(x)-Kirchhoff denkleminin varyasyonel formu incelenmistir.

Mashiyev vd (2010) tarafindan, Q c RN (N > 2) diizgiin sinira sahip sinirli bir bélge,

Np(x)
N-p(x)

C(Q) ve a,b € C(Q) fonksiyonlar1 negatif olmayan ve Q da kompakt destekli agirlik

Vx €Q i¢in 1<q(x)<plx)<hlx)<p'(x)= olacak sekilde q,p,h €

fonksiyonlar1 olmak tizere,

—Apoyu = 2a(0)|ul1®72u + b(x) [u|"® 2y, x € Q

u(x) =0, x € 0Q)
seklindeki Dirichlet sinir kosullarina ve nonstandart biiyiime kosuluna sahip nonlineer
eliptik denklem incelenerek, varyasyonel bir yaklasimla denklemin Nehari manifold’u

tizerinde, sifirdan farkli en az iki ¢6ziimiiniin mevcut oldugu gosterilmistir.

Mashiyev vd (2011) tarafindan, Q ¢ RV diizgiin sinira sahip smirli bir bdlge, Vx € Q
icinp € C(Q),1 <p(x) <N,M:R* > Rt ve f:Q X R > R baz biiyiime kosullarmi

saglayan siirekli fonksiyonlar olmak tizere,
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1
i_M fm|Vu|p(x)dx div(|VuP®2vu) = f(x,u), x € Q
Q

u=0, x € Q)

seklindeki lokal olmayan p(x)-Laplace Dirichlet denklemi (p(x)-Kirchhoff denklemi)
ele alinarak, varyasyonel yaklasim ve Krasnoselskii Genus teorisi yardimiyla bu

denklemin ¢éztimlerinin varlig1 ve goklugu gosterilmistir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolumde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler ile

uzaylar hakkinda bilgi verilecektir.

2.1. Normlu Uzay ve I¢ Carpim Uzay1

Tamim 2.1.1: X bir vektor uzay ve

lI]l: X = R* U {0}
x = |||l

olsun. Vx,y € X ve Va € Rigin
i) |lx]|=0vellx]] =0 & x =0,
i) lax|l = lalllxll,
i) [l + yll < llxll + Iyl
sartlar1 saglaniyorsa, ||-|| fonksiyonuna X de bir norm, (X, [|-]]) ikilisinede normlu uzay
denir. x € X elemaninin normu ||x|| seklinde, X uzayinda tanimlanan norm ise ||-||x

seklinde gosterilir. n-boyutlu RN reel Euclid uzayinda bir x = (x4, ...,x,) € RV

vektoriniin normu

N =

— 2
el = )

J=1

ile tanimlanir.

Tamim 2.1.2: (x;,), (X, ||I|lx) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 ve n,m > n,
icin |[x, — xnllx < € olacak sekilde €’a bagh bir n, € N sayis1 varsa (x,) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.3: Asagida verilen 6nermeler dogru 6nermelerdir:
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1) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirlidir.

i) Normlu uzaydaki her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.

iii) (x,) Cauchy dizisinin (X, ||'||x) normlu uzayinda a € X noktasina yakinsak bir
(xn, ) alt dizisi varsa (x,) Cauchy dizisi de a’ya yakinsar.

iv) (x,) ve (), (X, |Illx) normlu uzayinda birer Cauchy dizisi ise, (x,, + y,,) dizisi

de (X, |||l x) normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir (Musayev ve Alp 2000).

Tanmim 2.1.4: (X, |||]|x) bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak

ise bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi denir.

Tamim 2.1.5: X vektor uzayinda tanimli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel denir.

Eger, f fonksiyoneli Vx,y € X ve Va, € C igin

flax + By) = af (x) + Bf(¥)

kosulunu sagliyorsa, bu durumda f fonksiyoneli lineer olur.

Tammm 2.1.6: (X,||']lx) normlu uzayi iizerinde tanimli biitiin lineer ve siirekli
fonksiyonellerden olusan uzaya X vektor uzayinin dual uzayr denir ve X* ile gosterilir.
Bu X* dual uzay1 u,veX*vec€eC (u+v)(x) =u(x)+v(x) (toplama) ve
(cu)(x) = cu(x) (skalerle ¢arpim) islemleri ile bir vektor uzayidir. Bu uzayda bir
u € X* elemanin normu

| |
l[ully = sup A

vex Ixllx
X#0

olarak tanimlanir. (X*, ||| x+) bir Banach uzayidir.

Tanmim 2.1.7: X* normlu uzaymin duali olan X** = (X*)* vektor uzayma X uzaymin
ikinci duali denir. X** ikinci dual uzay1 da bir Banach uzay olur. Sabit bir x € X ve

u € X" i¢in
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g: X" = R (veya Q)
u— g, (W) = u(x)

olacak sekilde bir g, fonksiyoneli oldugunu kabul edelim. Vx € X igin yalniz bir sinirh

lineer fonksiyonel karsilik geleceginden,

T:X > X"
x = T(x) = gx(w)

seklinde bir doniigiim tanimlanabilir. Bu tip doniisiimlere kanonik doniisiim adi verilir.
Eger, bu doniisiim tizerine ise X uzayina yansimah uzay denilir. X yansimali bir uzay

ise X = X** olur.

Teorem 2.1.8: (X, ||'|lx) Banach uzay:r yansimali ise her alt uzayr da yansimalidir
(Musayev ve Alp 2000).

Tamm 2.1.9: (X, ||*]|x) normlu uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun.
lim ”xn - xO”X =0
n—-oo

olacak sekilde bir x, € X eleman1 varsa (x,) dizisi x,’a giiclii yakinstyor denir ve

Xn = Xq ile gosterilir.

Tanim 2.1.10: (X, ||-||x) normlu uzay ve (x,) de X de bir dizi olmak iizere, Vf € X*

i¢in
lim £ () = £ (x0)

olacak sekilde bir x, € X eleman1 varsa (x,,) dizisi x,’a zayif yakinsiyor denir ve

Xp = X ile gosterilir.

Teorem 2.1.11: (x,), (X, ||Illx) normlu uzayinda bir dizi ve x, € X olmak {iizere,

i) (x,) dizisi x,’a zayif yakinsak ise yakinsadigi x, degeri bir tanedir,

i) (x,) dizisi xy’a zayif yakinsak ise ||x, ||y dizisi sinirhdir,
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iii) (x,)dizisi x,’a zayif yakinsak ise (x,) dizisinin her alt dizisi x,’a zayif
yakinsaktir,

iv) (x,) dizisi x,’a giiclii yakinsak ise (x,,) dizisi x,’a zayif yakinsak olur. Bunun tersi
genel olarak dogru degildir,

V) BoyX < o ise (x,) dizisinin x,’a gii¢lii yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(x,) dizisinin x,’a zayif yakinsamasidir. Yani, sonlu boyutlu uzaylarda zayif

yakinsaklik ile gii¢lii yakinsaklik tanimlar1 ¢akisir (Musayev ve Alp 2000).

Teorem 2.1.12: (x,), (X, ||Illx) yansimali Banach uzayimnda sinirli bir dizi ise bu dizinin
X de zayif yakinsak bir alt dizisi vardir (Wang 2002).

Tamim 2.1.13: X normlu uzay ve ||-||; ile [|:]|, bu uzayda tanimli farkli iki norm olsun.

Vx € X i¢in
aillxlly < llxllz < ellxlly

olacak sekilde c¢; > 0 vec, > 0 sabitleri varsa ||-||; ve ||-||, normlarina denk normlar

denir.

Bir sonlu boyutlu vektér uzayinda tanimli normlar denk oldugundan dolayi, o uzay
tizerinde ayni topolojiyi tanimlar. Yani, ||-||; ve [|:||, normlar1 denk norm oldugunda X
icinde ||]l; (veya||-||;) normuna gore yakinsak, sinirlh ve Cauchy dizisi ise
Ill; (veya||-]l;) normuna gore de yakinsak, sinirli ve Cauchy dizisidir. Ayrica,
& -4 (Veya (X, ||-||2)) bir Banach uzay ise (X, ||*[l) (Veya (X, ||-||1)) uzay1 da bir

Banach uzayidir.

Tanmim 2.1.14: (X, ||-||x) normlu bir uzay ve X in bir E alt kiimesi verilsin. Eger, E nin
elemanlarindan olusan herbir (x,) dizinin yakinsadigi deger X uzaymnin bir elemani

oluyorsa E kiimesine X uzayinda yogundur denir.
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Tamim 2.1.15: Bir (X, [|']|x) normlu uzayinin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa

(X, lIll x) normlu uzayina ayrilabilir uzay denir.

Teorem 2.1.16: (X, ||"|lx) ayrilabilir yansimali bir Banach uzay ve (x,), X* da smirh

bir dizi ise bu dizi X* da zayif yakinsak bir alt diziye sahiptir (Wang 2002).

Teorem 2.1.17: (X, ||'|lx) normlu bir uzay1 olmak tizere X uzaymin yansimali olmasi
icin gerek ve yeter sart X uzaymin yansimali olmasidir. Eger X ayrilabilir uzay ise, X*
da ayrilabilir uzaydir. Bu durumda, X uzay:r ayrilabilir ve yansimali bir uzay ise X*

uzay1 da ayrilabilir ve yansimali bir uzaydir (Adams 1975).

Tanmim 2.1.18: X, K (K = Rveya C) cismi iizerinde bir vektor uzay olmak iizere,

(.,.): X XX - K fonksiyonu Vx,y € X vea € K igin
i) (x,x)=0ve (x,x)=0=x=0

i) (x,y) = ()
i) (ax,y) = a(x,y)
V) (x +y,2) =(x,2) +(y,2)

sartlarint sagliyorsa (.,.) ye X de bir i¢ carpim ve (X, (.,.)) ikilisine de i¢ ¢carpim uzay1

adi verilir. K = R olmasi durumunda ii) 6zelligi (x, y) = (y, x) seklindedir.

X, (.,.) i¢c garpim uzayinda bir x vektoriiniin normu,

1
llxllx = (x,x)2

olarak tanimlanir.

n-buyutlu R reel Euclid uzayindaki x = (x4, ..., x,) ve y = (¥4, ..., V) vektorlerinin

(x,y) = Z X yj

i¢ carpimi
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seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.19: (X,(.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 bir Banach uzay ise, bu uzaya Hilbert uzayi

denir.

Tamm 2.1.20: X bir K cismi ilizerinde bir vektor uzayr ve xq,X5,...,X, € X olsun.

aq, Ay, ..., Ay € K olmak iizere
alxl + azxz + ce + anxn

seklindeki bir toplama x4, x,, ..., X, nin lineer birlesimi denir. M = @ c X ise M den
alinan her sonlu sayidaki vektoriin lineer birlesimlerinin kiimesine M nin gereni (span)

denir ve SpanM olarak gosterilir. SpanM, X in bir alt uzayidir.

2.2. Siireklilik ve Siirekli Fonksiyonlar Uzay:

Tamm 2.2.1: Q,RY de acgik bir bolge ve u:Q - RN de tanimli bir fonksiyon olsun.
Eger, herhangi bir € > 0 sayis1 ve x, x, € Q elemanlari i¢in |x — x| < & iken |u(x) —
u(xy)| < € olacak sekilde yalniz £’a bagh pozitif bir § sayisi varsa u(x) fonksiyonuna

x = x, noktasinda siireklidir denir.

(1 Dbolgesinde tanimli biitiin siirekli fonksiyonlardan olusan kiimeye siirekli

fonksiyonlar uzayi denir ve C°(Q) ile gosterilir.

Tamm 2.2.2: a = (a4, ay, ..., a,) negatif olmayan q; lerin n-bilesenlisi ise a ya ¢oklu

indis denir ve |a| = ¥, a; seklinde yazilabilir.
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) , .. a . : )
Buna gbre 1<j<mnigin D; =—— ise, 0 zaman D% =D{* ..Dy™ ifadesi |al.
]

mertebeden bir diferansiyel operator belirtir. Bu durumda herhangi bir u fonksiyonunun

||. mertebeden tirevi

alaly

seklinde, u fonksiyonunun gradienti

v _(au Ju au)
u= 0x, 0x,” " 0xy,

seklinde, u fonksiyonunun gradientinin normu

1

ou\? ’
(5x)

1

|Vu| =

n

J

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.2.3: G, G < RY nin kapanisi olsun. RV de bir Q bolgesi icin G € QO ve G
kiimesi RN nin kompakt (kapal1 ve sinirli) bir alt kiimesi ise G cc Q ile gosterilir. G

de tanimli bir u fonksiyonun destegi

suppu = {x € G: u(x) # 0}

olarak tanimlanir. Eger suppu cc Q ise, u fonksiyonu Q da kompakt destege
sahiptir denir (Adams 1975).

Tamm 2.2.4: O, RY de bir bolge ve m = 0, m € Z olmak iizere, Q bolgesinde |a| < m
mertebesine kadar biitin D%u  kismi tiirevleri siirekli olan u fonksiyonlarinin

olusturdugu uzay C™ () vektor uzayidir.
Co(Q) = C(Q)

ve
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co@ =] cm@
m=0

olarak yazilabilir.

Co(Q2) ve Cy°(Q) alt uzaylari sirasiyla Q bolgesinde kompakt destekli olan C(Q) ve
C*(Q) uzaylarindaki biitiin fonksiyonlardan olusur. C,° () uzaymin elemanlarina test

fonksiyonu denir.

Tamm 2.2.5: Q,RY de bir bdlge ve m = 0,m € Z olmak iizere, Q bolgesinde D%u
kismi tirevlerin siirli oldugu u € C™(Q) fonksiyonlarinin belirtigi uzaya Cg%(Q)

vektor uzayi denir. C5'(Q)) uzayi
Iy @) = %, SepIP ")

normu ile bir Banach uzayidir.

Eger u € C(Q) fonksiyonlar1 Q bolgesinde siirli ve diizgiin siirekli ise 0 bolgesinin

kapanisi olan Q bélgesinde de tek, simrh ve siireklidir. 0 < |a| < m igin Q bélgesinde

D%*u smirh ve diizgiin siirekli olan u € C™(Q) fonksiyonlarmin belirttigi vektor uzayi
C™(Q) seklinde gosterilir. C™(Q) uzay1, CF*() uzaymim kapal bir alt uzayidir. C™(Q)

uzayi

u — = max sup|D%u(x
| ”Cm(g) Oslalsmxegl €3]

ya da

R — _ a
lullgmegy = llullgmg) +0$la|1§m§gng u(0)|

olarak yazilan norm ile bir Banach uzayidir.
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2.3. Normlu Uzaylarda Kompakthk

Tamm 2.3.1: (X, [|*|lx) normlu bir uzayda agik kiimelerin bir sinifi D = (D;) jep 0lmak
lizere, bir E C X alt kiimesi i¢in E € Ujep D;j oluyorsa D smifina E nin acik bir ortiisii
denir. Eger Ag € A sonluve E c Ujep, Dj ise Dy = Ujep, Dj sinufina E nin sonlu alt

ortiisii denir. E kiimesini o6rten D smifinin her kiimesinin ¢ap1 bir € > 0 dan biiyiik

degilse D ortiisiine E nin & ortiisii denir (Musayev 2000).

Tanmim 2.3.2: (X, ||"|lx) normlu uzay ve E c X olmak {iizere, E kiimesinin her agik
oOrtlisiniin sonlu bir alt ortiisti varsa E kiimesine X uzaymnda kompakt bir kiime denir.
Eger E kiimesinin E kapanis1 X uzayinda kompakt bir kiime ise E kiimesine X uzayinda
bir 6n-kompakt kiime denir. X kompakt (6n-kompakt) bir kiime ise (X, ||*||x) normlu

uzayina kompakt (6n-kompakt) normlu uzay denir.

Tanmim 2.3.3: (X, ||"|lx) normlu uzay ve E de X in bir alt kiimesi olmak iizere, E
kiimesindeki her dizinin, limiti E den olan yakinsak bir alt dizisi varsa E kiimesine, X
de dizisel kompakt kiime denir. Eger E nin E kapams1 X de dizisel kompakt kiime ise
E ye X de dizisel 6n-kompakt kiime ad1 verilir. Eger X dizisel kompakt (dizisel 6n-
kompakt) bir kiime ise (X, [|'||x) normlu uzayma dizisel kompakt (dizisel 6n-

kompakt) normlu uzay denir.

Bu tanima gore, X de dizisel kompakt bir E c X alt kiimesi iginde alinan herhangi bir
(xp) dizisinin bir x € E noktasina yakinsayan bir (xp,) alt dizisi vardir. BU x € E
noktast (x,) dizisi i¢in bir limit noktasidir. Ayrica, E c X alt kiimesi i¢inde alinan

herhangi bir (x;,) dizisinin bir x € E limit noktas1 varsa (x,) dizisinin bu "x" noktasina

yakinsayan bir (xy, ) alt dizisi bulunabilir.

Teorem 2.3.4 (Heine-Borel teoremi): E c R nin kompakt olmas i¢in gerek ve yeter

sart E kiimesinin kapali ve sinirli olmasidir (Wang 2002).
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Heine-Borel teoreminden, R igindeki her kompakt kiimenin R i¢inde kapal1 ve sinirl
oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica, R de bir kiimenin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter
sart bu kiimenin kapali ve smirli olmasidir. Fakat sonsuz boyutlu Banach uzaylarda
kapalilik ve sinirlilik kosulu kompaktlik i¢in gereklidir ancak yeterli degildir.

Yardimci Teorem 2.3.5: (X, ||-||x) normlu uzay ve E c X olsun. E, X de kompakt bir

kiime ise E kiimesi X de dizisel kompakttir (Musayev 2000).

Tamim 2.3.6: (X, ||*||x) normlu bir uzay, a € X ve r > 0 olmak iizere,
Bi(a) ={x € X:||[x —ally <1}

elemanlarmin olusturdugu kiimeye a merkezli ve r yaricaph acik yuvar
B.(a) = {x € X:|lx —ally <7}

elemanlarinin olusturdugu kiimeye a merkezli ve r yarigaph kapah yuvar
or(a) ={x €X:llx —allxy =7}

elemanlarinin olusturdugu kiimeye a merkezli ve r yarigaph yuvar yiizeyi denir.

Tammm 2.3.7: (X, ||"|lx) normlu uzay ve E c X olmak {izere eger VE > 0 igin E
kiimesinin sonlu sayida agik yuvarlardan olusan E-ortiisii varsa E ye X de tamamen

sinirh bir kiime denir.

Teorem 2.3.8: (X, ||*||x) Banach uzay ve E c X olmak iizere, E kiimesinin X de 6n-

kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart E kiimesinin X de tamamen sinirli olmasidir

(Musayev 2000).

Teorem 2.3.9 dan; kapali bir kiimenin tamamen sinirli bir kiime olmasi igin gerek ve
yeter sart, bu kiimenin kompakt olmasidir. Bdylece, sonlu boyutlu uzaylarda dogru olan
"kapalilik + smirlilik = kompakthk" 6zelligi yerine, "kapalilik + tamamen simirlilik =

kompakthik" 6zelliginin dogrulugu elde edilir.
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Teorem 2.3.9: Bir (X, ||*||x) normlu uzaymin sonlu boyutlu olmasi igin gerek ve yeter
sart, bu uzaym {x € X: ||x|| < 1} kapali yuvarinin kompakt olmasidir (Adams 1975;
Wang 2002).

Tanmm 2.3.10: (X, ||'|]|x) Banach uzay ve E c X olsun. f:E — C fonksiyonelinin E
tizerinde diizgiin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart Vx,y € E iken Ve > 0 icin
llx — ¥llx < 6 oldugunda |f(x) — f(y)| < € sartin1 saglayan en az bir § = §(g) >0

olmasidir.

Teorem 2.3.11: u, (X, ||*|lx) Banach uzayinin kompakt E alt kiimesinde siirekli reel bir
fonksiyonel ise u fonksiyoneli E itizerinde sinirlidir ve E tizerinde bir en kii¢iik ve bir en

biiyiik degere ulasir (Musayev 2000).

Tamim 2.3.12: (X, ||"||x) Banach uzay1 ve E € X alt kiimesi verilsin. Eger E igindeki
her sonsuz (x,,) dizisinin bir x € E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E ye

(X, |Illx) da zayif kompakt (veya dizisel zayif kompakt) kiime denir.

Teorem 2.3.13: (X, ||"|lx) Banach uzaymnin zayif kompakt her alt kiimesi sinirlidir
(Willem 1996).

2.4. Operatorler ve Gommeler

Tamim 2.4.1: X ve Y ayn1 K cismi iizerinde iki vektor uzayir ve Dy € X olsun. T: Dy €
X =Y doniisimi Dy nin herbir elemanini Y nin yalniz bir elemanina karsilik
getiriyorsa, T ye D den Y ye bir operator, Dy ye T operatoriiniin tammm Kiimesi,

{y eY:y =T(x), x € Dy} kiimesine de T operatoriiniin goriintii kiimesi denir.
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Tamm 2.4.2: X ve Y aym1 K cismi tizerinde iki lineer uzay ve T:Dr € X = Y bir

operator olmak lizere, her x,y € Dy ve her a, f € K igin

T(ax + By) = aT(x) + BT (y)

sartin1 saglayan T OperatOriine lineer operator denir.

Tanmim 2.4.3: D c X ve T: X — Y bir operator olarak verilsin. Eger Vx € Dy igin
ITxlly < cllxllx (24.1)

sartin1 saglayan bir ¢ > 0 sabit sayis1 varsa T operatoriine Dy tizerinde sinirlidir denir.

Eger Dy = X ise T operatoriine sinirhdir denir.

(2.4.1) esitsizligini saglayan ¢ > 0 sayilarmin infumumuna T:X — Y sinirh lineer

operatoriiniin normu denir. Buna gore
IT|| = inf{c > 0:x € Dy igin ||Tx|ly < c||x||x}
olur. Ayrica, (2.4.1) esitsizligi x # 0 igin

ITx]ly

lxllx —

yazilabilir Ki bu durumda ¢ nin en az sol taraftaki ifadenin D; — {0} kiimesi {izerinde
alian supremumu kadar olabilecegini gosterir. O halde (2.4.1) esitsizligin de miimkiin
olan en kii¢iik ¢ nin s6z konusu oldugu supremum degerine T operatdriiniin normu denir

ve

ITxly
ITIl = sup

xenr |lxllx
x%0

ile gosterilir. Ayrica, X den Y ye tamimlanan biitin sinirli ve lineer operatdrlerin
olusturdugu uzay L(X,Y) seklinde gosterilmek iizere, eger Y bir Banach uzay ise

L(X,Y) uzay1 da bir Banach uzaydir.
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Tammm 2.4.4: T:X - Y operator, (x,) € X dizisi ve x, € X eleman verilsin. Eger,
n — oo iken
”xn - xO”X —0 (xn - xo)

oldugunda

ITCen) = T(xo)lly = 0 ((Txn) = T(x0))

oluyorsa T operatoriine x, noktasinda siireklidir denir. Lineer operatorler i¢in sinirlilik
ve siireklilik kavramlar1 denktir. Lineer olmayan operatorler icin bu ifade gecerli

degildir (Willem 1996).

Tanmm 2.4.5: T:X —» Y operator, X de x, = x, olacak sekilde (x,) c X dizisi ve

Xo € X elemani verilsin. Eger,

i) n- ooikenY de T(x,) — T(x,) ise T operatoriine x, noktasinda zayif siireklidir
i) n—->o iken Y de T(x,) =T (xg)ise T operatoriine x, noktasinda giiglii

siireklidir denir.

Norma gore giiclii yakinsak olan bir T operatorii, ayn1 zamanda zayif yakinsak
oldugundan dolay1, eger T operatorii giiglii siirekli ise ayn1 zaman da siireklidir. Bu

nedenle giiglii stireklilik kavram siireklilikten daha giiglii bir kavramdir.

Teorem 2.4.6: X yansimali bir Banach uzay1 ve T: X — Y giiclii siirekli operator ise T

operatorii kompaktir (Willem 1996).

Tanmmm 2.4.7: f:X — R bir fonksiyonel ve x, € X eleman1 i¢in x, — x, olacak

sekilde (x,) c X dizisi verilsin. Eger,

fxo) < lir?_l)glff(xn) (2.4.2)
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sartt saglaniyorsa, f fonksiyoneline x, € X noktasinda alttan yari-siireklidir denir.
Eger (2.4.2) esitsizligi x,, — x, olacak sekilde (x,) € X dizisi i¢in saglaniyorsa, f

fonksiyoneline x, € X noktasinda alttan zayif yari-siireklidir denir.

Tamim 2.4.8: f: X — R bir fonksiyonel ve x, € X eleman i¢in x,, = x, olacak sekilde

(x,) € X dizisi verilsin. Eger,
f(x,) = liminf f(x,) (2.4.3)
n—oo

sartt saglaniyorsa, f fonksiyoneline x, € X oktasinda iistten yari-siireklidir denir.
Eger (2.4.3) esitsizligi x,, = x, olacak sekilde (x,) € X dizisi i¢in saglaniyorsa, f

fonksiyoneline x, € X noktasinda iistten zayif yari-siireklidir denir.

f fonksiyoneli eger x, € X noktasinda siirekli ise, f fonksiyoneli x, € X noktasinda
alttan ve Ustten yari-siireklidir. Eger f fonksiyoneli x, € X noktasinda zayif siirekli ise,

f fonksiyoneli x, € X noktasinda alttan ve tistten zayif yari-siireklidir.

Tamim 2.4.9: X, Y iki Banach uzay ve T: X — Y lineer operatorii olsun. T operatorii X
uzayinin her sinirli alt kiimesini Y uzayinin bir 6n kompakt kiimesine doniistiiriiyorsa, T

ye kompakt lineer operator (tamamen siirekli lineer operator) denir.

Tamim 2.4.10: X, Y iki Banach uzay, f: X — Y bir operator ve x € X olmak iizere, her

h € X i¢in

i G+t — FOly
1m

t—0 t

=T, (b

olacak sekilde bir T € L(X,Y) smurli lineer operatdrii varsa f ye x € X noktasinda ve h
yoniinde Gateaux diferansiyellenebilirdir denir. T operatoriine ise f nin x € X
noktasindaki Gateaux tiirevi denir. Eger, bu esitlik her x € X icin saglanirsa f

operatorii Gateaux diferansiyellenebilirdir denir (Schechter 2007).
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Tamim 2.4.11: X bir Banach uzay ve x € X olmak iizere, f: X — R fonksiyoneli X de
Gateaux diferansiyellenebiliyorsa ve bu Gateaux diferansiyeli siirekli  ise

f fonksiyonelinin diferansiyeli zayif siireklidir denir (Duc ve Vu 2005).

Teorem 2.4.12 (Ortalama Deger Teoremi): X bir Banach uzay1 ve x,h € X olmak

tizere, f: X —» R fonksiyoneli Gateaux diferansiyellenebilir ise, 0 zaman

fx+h)—f(x)=f'(x+th)h

olacak sekilde bir 0 < t < 1 sayis1 vardir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou 2009).
Tamim 2.4.13: X, Y iki Banach uzay, f: X — Y tanimlanan bir operatér ve x € X olmak

tizere her h € X igin

I lfCx+h)—fx) - T (Wly
im =0
h—0 IA]lx

olacak sekilde bir T € L(X,Y) sinirh lineer operatorii varsa f operatoriine x € X
noktasinda Fréchet diferansiyellenebilir denir. T operatérine de f in x €X
noktasindaki Fréchet tiirevi denir. Eger, bu esitlik her x € X i¢in saglanirsa f operatorii

Fréchet diferansiyellenebilir denir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou, 2009).

Teorem 2.4.14: Eger, f: X — Y operatorii x € X de Fréchet diferansiyellenebilir ise f

operatorii x € X de siireklidir (Papageorgiou ve Kyritsi-Yiallourou, 2009).

Teorem 2.4.15: Eger, f: X — Y fonksiyonelinin X de Gateaux tiirevi siirekli ise bu
durumda f fonksiyoneli Fréchet diferansiyellenebilirdir ve f € C* (X,Y) olur (Willem
1996).

Bu teoremin tersi her zaman dogru degildir.

Tanim 2.4.16: X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger,

i) X, Y nin bir alt uzay,
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i) X denY ye I(x) = x ile tanimlanan I birim operatorii her x € X igin stirekli ise X
uzayl Y uzayma gomiiliir denir ve X oY ile gosterilir. I birim operatorii dogrusal

oldugundan ii) kosulu her x € X igin

ITly < cllxllx

esitsizligini saglayan ¢ > 0 sabitinin varligina denktir. Eger, I birim operatdrii kompakt
ise X uzayr Y uzayma kompakt gomiiliir denir ve X < Y ile gosterilir (Adams
1975).

2.5. Lebesgue Olciimii ve Olgiilebilir Fonksiyon

Tanim 2.5.1: R, R in alt kiimelerinin bir sinifi olmak iizere, R ailesi

i) RVeR

i) EgerA€ERise A= {xeRV:x ¢ A}eR

i) Egerj =1,2,...icin A; € R ise U;":l A ER

sartlarim sagliyorsa R smifina RY iizerinde bir a-cebir denir. i) - iii) 6zelliklerinin bir

sonucu olarak

iv) e R
V) Egerj=1,2,..icinA; € Rise N}, AjER
Vi) EgerA,BERiseA—B=ANB€R

ozellikleri yazilabilir. i- iii kosullart ile iv - vi kosullar1 birbirine denktir.

Tanmm 2.5.2: R, R" in alt kiimelerinin bir smifi ve pu: R — R* U {+o0} seklinde
tanimlanan bir fonksiyon olmak iizere, u fonksiyonu R sinifindaki ayrik kiimelerin bir

{Aj:j € N} smfinin sayilabilir her birlesimi i¢in

j=1 j=1

esitligini sagliyorsa, u fonksiyonuna R iizerinde bir 6l¢iim denir.



31

Teorem 2.5.3: u fonksiyonu $R tizerinde bir 6l¢iim olsun. Bu durumda,

i) EgerA,BeRveAcCBiseu(A) < u(B) (monotonluk dzelligi)

i) j=1,2,..icin A; € Rve A; € A, C -+ (monoton artan) ise
i ( U Aj) = lim u(4;) (8lgiimiin siirekliligi)
]—)OO
j=1

ifadeleri yazilabilir (Adams 1975).

Teorem 2.5.4: RY nin alt kiimelerinin R sinifi asagidaki 6zellikleri saglayan bir o-

cebiri olsun. Bu durumda $R iizerinde bir y 6l¢timii vardir;

i) RY de bulunan her acik kiime R ya aittir,
ii) EgerAc B,BERveu(B)=0ise, A € R ve u(A) = 0 dur,

i) A={xeR":q; <x; <b;,j = 1,2,..,n}iseozaman A € Rve

@ = |ty -ap
j=1

iv) u oteleme altinda degismeyendir, yani; x € R¥  ve 4 € R igin
x+A={x+y:ye A} e Rveu(x + A) = u(A) dir.

Bu ozelliklere sahip bir R smifinin elemanlarina RY nin Lebesgue élciilebilir alt
kiimeleri, 1 fonksiyonuna R nin Lebesgue élciimii ve herhangi bir A € R igin u(4)

ifadesine A min dl¢iimii denir (Adams 1975).

Tamm 2.5.5: Eger Ac Bc RV ve u(B) =0 ise A— B kiimesinin her noktasinda
saglanan bir ozellige A kiimesinde hemen hemen her yerde (h.h.h) saglanan bir 6zellik

denir.

Tamim 2.5.6: Olgiilebilir bir kiime {izerinde tanimli ve R U {Fo} kiimesindeki

degerleri alan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her k € R i¢in
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{x: f(x) > K}

kiimesi olgiilebilir ise, f fonksiyonuna dlgiilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.5.7:

1) f Olgiilebilir ise ||f]| de 6lgiilebilir,

i) f ve g dlgiilebilir ve reel degerliise f + g ve fg de 6lgiilebilir ve reel degerlidir,

iii) (f,) Olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise sup (f,), inf (f;,), limsup (f,,) ve
liminf(f,,) ifadeleri de dlgiilebilir,

Iv) f stirekli ve dlgiilebilir bir kiime de tanimli ise 0 zaman f 6lgiilebilir,

v) f,RN den R ye siirekli bir fonksiyon ve g 6lgiilebilir ve reel degerli fonksiyon ise
(fo g) (x) = f(g(x)) ile tanimlanan "fog " bileske fonksiyonu da 6l¢iilebilirdir,

vi) (Lusin’s teoremi): f olgiilebilir ve x € A€ igin f(x) = 0 (u(A) < ) ve ¢ > 0 ise

bu durumda

sup |g(x)| < sup [f(x)| ve u{x € R¥: f(x) # g(x)} <0

xeRN xeRN

olacak sekilde bir g € C,(A) fonksiyonu vardir (Adams 1975).

Teorem 2.5.8 (Fatou’s lemma): A, R" in &lgiilebilir bir alt kiimesi ve (f,) negatif

olmayan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda

f(linrr_l)ioglffn(x))dx < lir{gglfj fn(x)dx
A A

esitsizligi yazilabilir (Adams 1975).

Tamm 2.5.9: E c R alt kiimesi i¢in

1, x€E
xE("):{o X&E

seklinde tanimlanan X g(x) fonksiyonuna, E nin karekteristik fonksiyonu denir.
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2.6. Lebesgue Uzay1 (L? (Q))

Q, R" nin 8l¢iilebilir bir alt kiimesi, [Q] >0 ve S(Q) = {u € Q: u, Q da tanimh

ol¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi}olsun.

Tamm 2.6.1: Q, RV de bir bdlge ve 1 < p < oo olmak iizere

j |[u(x)|?P dx < oo,
Q

ozelligine sahip tiim 6lgiilebilir fonksiyonlarin sinifina LP (1) uzay1 denir. LP () uzay1

LP(Q)z{uES(Q):f |[u(x)|P dx < oo, 1Sp<00}
Q

olarak da yazilabilir.

Egeru € LP(Q) ve c € Cise cu € LP(Q) olur. Ayrica u, v € LP(Q) igin
[u@) +v )IP < (Ju@)| + v C)DP < 2P(Jlu()IP + [v (0)IP)

oldugundan (u + v) € LP(Q) yazilabilir. Dolayisiyla LP () uzay1 bir vektor uzay olur.

LP(Q) uzay1

1
p

luell gy = Ilull, = ( f |u<x>|pdx>  l<p<o
Q

normu altinda bir Banach uzayidir.

Tamm 2.6.2: Q bolgesinde oOlgiilebilir bir u fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde
lu(x)| < K olacak sekilde negatif olmayan bir K sabiti mevcutsa u fonksiyonuna
hemen hemen sinirhdir denir. Bu esitsizligi saglayan K > 0 sabit sayilarinin en biiyiik

alt smirma da |u| nmin Qbolgesindeki esas (essential) supremumu denir ve
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esssup|u(x)| ile gosterilir. Q bolgesinde hemen hemen simirli u fonksiyonlarinin
xX€Q

olusturdugu uzay L*(Q) ile gosterilir.

L (L) uzayi

lull oo (qy: = |lulle = esssup|u(x)]
X€EQ

normu ile bir Banach uzayidir.

Tamm 2.6.3: LP (Q) uzaymda p = 2 olarak alindiginda L?(Q) uzay: olusur. Bu uzay
(w,v) = f u(x)v(x)dx
Q

i¢ carpim altinda bir Hilbert uzayidir.

Tanim 2.6.4: 1 < p < oo iken %+ 5 =1 (p’ = ﬁ) esitligini saglayan 1 < p’ < oo

sayisina p nin eslenegi denir.

Tanim 2.6.4 e gore, 1 <p < oove ¢ € (Lp (Q))’ alinirsa, Vu € LP(Q) igin

o(u) = fu(x)v(x)dx

Q
esitligini saglayan bir v € LP' (Q) vardir. Ayrica
”v”Lp,(Q) = ||¢) ”(Lp(ﬂ))l

oldugundan
1P'(Q) = (1P(Q)'

olur. Bu iki uzay cok farkli elemanlara sahip olmalarina ragmen, Banach uzay olmalari

acisindan ayni kabul edilebilir.
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Teorem 2.6.5: |Q| = fQ dx <oove 1 <p<qg<o olsun. Eger u € L1(Q) ise bu
durumda u € LP(Q) olur ve

)@

llull, < 19, llullq

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla L7(Q) © LP (Q) siirekli gobmmesi vardir (Adams
1975).

Teorem 2.6.6: Eger 1 < p < oo ise LP(Q) uzay1 ayrilabilirdir ve Cy(Q) ile Cy°(Q)
uzaylari LP (1) uzayinda yogun olur (Adams 1975).

Teorem 2.6.7: Eger p € (1, ) ise LP(£) uzay1 diizgiin konveks ve yansimali uzaydir
(Adams 1975).

2.7. Sobolev Uzay (W™P(Q))

Tamm 2.7.1: Q,RY de bir bolge ve p € [1,0) olmak iizere Q bdlgesinin her bir
kompakt alt kiimesinde p. kuvveti integrallenebilen Q bolgesindeki tiim oOlgiilebilir
fonksiyonlarin uzayina Lfoc(ﬂ) uzay1 denir. Bu uzay p =1 igin L],.(Q) seklinde

gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyonalar sinifin1 gosterir.

Tamm 2.7.2: u € L},.(Q) ve a ¢oklu indisi verilsin. Eger, her ¢ € C{°(Q) icin

f(pvdx = (—1)“[ uD%@pdx
Q Q

esitligini saglayan v € L} .(Q) fonksiyonuna u fonksiyonunun a. mertebeden zayif

tiirevi denir. v fonksiyonuna, u fonksiyonun genellesmis tiirevi de denir ve v = D%u

bi¢ciminde yazilabilir.
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Ornek 2.7.3: n = 1 ve Q = (0,2) olmak iizere u ve v fonksiyonlar

_(x, x €(0,1] (1, x € (0,1]
”(x)_{L xef12) ¢ ”(x)_{o, x€[1,2)

olarak tanimlansin. v nin u fonksiyonunun zayif tiirevi oldugunu gosterelim.

Coziim:
Bunun i¢in u'(x) = v olmak iizere

2 2

]u@ﬂmwmx=—jvwm&mx,M@€C$m)

0 0

(2.7.1)

oldugu gosterilmelidir. (2.7.1) esitliginin sol kismina x = u (dx = du), Dn(x)dx =

dv (n(x) = v) alarak kismi integral uygularsak

2 1 2
fu(x)Dn(x)dx — fan(x)dx+fDn(x)dx

0 0 1

[ uGpnGdx = xncolt - [ neax + g
0 0

1

=mn—o—fnuwx+ma—nu)
0

= —fn(x)dx

0

elde ederiz. (2.7.1) esitliginin sag kisimdan da

2 1 2
—Ofv(x)n(x)dx =— !1n(x)dx+1fOn(x)dx
= —fln(x)dx

0

sonucunu elde ederiz. Boylece
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2 2

fu(x)Dn(x)dx = —f v(x)n(x)dx

0 0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla v fonksiyonu u fonksiyonunun zayif tiirevidir.

Tamm 2.7.4: Q, RN de bir bolge, m = 0,m € Z ve 1 < p < oo olmak iizere,
WmP(Q) = {u € LP(Q): D% € LP(Q), 0 < |a| < m}
olarak ifade edilen uzaya Sobolev uzay denir. Bu uzayda tanimlanan norm; 1 < p <

o igin

1
P

lullwmey = llullmy = ( ID“(u)IZ>

0<|alsm
Ve p = o i¢in

[llm,eo0 = Ntllme = max [D(w)lo

o<lals

dur. W™P(Q) Sobolev uzay1 yukarida tanimlanan normlari ile bir Banach uzayidir.

Cs° (Q) uzaymin W™P (Q) uzaymdaki kapamst W, " (Q) uzay1 olur.

Uzaylarin tanimlarmin bir sonucu olarak WP (Q) = LP(Q) yazilabilir. Ayrica, 1 < p <
oo iken Cy°(Q) uzayr LP(Q) uzayinda yogun oldugundan dolay: WOO’pZ LP(Q) olur.

Dolayisiyla, bu uzaylar arasinda herhangi bir m > 0,m € Z igin
W (@) & WP () & LP ()
stirekli gdommesi vardir.

Teorem 2.7.5 (Sobolev Esitsizligi): Q, RV de agik bir bdlge olsun. Eger 1 < p < oo,

mp < N veu € W,"P(Q) ise

olarak tanimlanan Sobolev kritik iis olmak tizere
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lully- < Cllullmy

olacak sekilde bir C(n, m, p) sabiti vardir (Harjulehto ve Hésto 2008).

Tamm 2.7.6: p=2iken W?2P(Q) = H™(Q), W/?(Q) = HF*(Q)olur. H™ (Q)

uzayindaki norm

N =

el ¢ ( > |D“u|§)

o<|alsm
seklinde verilir. H™ (L) uzayi,
WV = ) (D, D%)
o<|alsm

i¢ carpimi ile bir Hilbert uzay1 olusturur.

Teorem 2.7.7: Eger p € [1,0) ise W™P(Q)ve W,"P(Q)uzaylan ayrlabilirdir
(Adams 1975).

Teorem 2.7.8: Eger 1 <p < oise W™P(Q) ve W,"P(Q) uzaylari yansimal ve
diizgiin konvekstir (Adams 1975; Willem 1996; Dai ve Hao 2009).

Tamm 2.7.9: RY de B, (x) ve x noktasin icermeyen B, (y) acik yuvarini gdz dniine

alalim.
Ky =By N{x+A(z—x):z € B,,(y),A > 0}

kiimesine, tepe noktas1 x olan sonlu koni denir. Bir Q c RN agik kiimesinin her
x noktast bir K,, € Q konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri bir K sonlu konisinden
izomorfik ve izometrik doniisiimlerle elde edilebiliyorsa Q boélgesinin koni ozelligi

vardir denir.
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Teorem 2.7.10 (Sobolev Gomme Teoremi): Q, R de koni 6zelligine sahip agik bir
bolge, m > 1ve j = 0scklinde tamsayilar ve p € [1,00) ise asagidaki gommeler

yazilabilir. Eger,

i) mp<Nise

WitTP(Q) o WIN(Q), p<q<q =

ya da 6zel olarak

WitmP(Q) © 19(Q) ,p < q < q" = 2

N—-mp
elde edilir.
i) mp=N ise
wmP(Q) - Li(Q), p < q < ©
olur. Ayrica p = 1 olarak alinirsa
wimlQ) o ¢} (@)
elde edilir.
iii) mp > N ise
witmi) o ¢l (Q)

gommesi yazilabilir (Adams 1975; Adams ve Fournier 2003).

2.8. Modiiler Uzay ve Orlicz Uzay1

Tamim 2.8.1: X bir reel vektor uzay olsun. Eger p:X — [0, 00) fonksiyoneli Vx,y € X
i¢in

) p(x)=0¢& x=0,

i) p(x) = p(=x),

iii) Hera, = 0,a+B =1iginp(ax + By) < px) +p)

ozelliklerini sagliyorsa, p fonksiyoneline X {izerinde modiiler adi verilir. Eger iii)

ozelligi yerine her a,f = 0,a + f = 1 igin
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plax + By) < ap(x)+ Bp (¥),

Ozelligi saglaniyorsa, p fonksiyoneline X tizerinde bir konveks modiiler adi verilir.

Tammm 2.8.2: X bir reel vektor uzay ve p: X — [0,00) fonksiyoneli X iizerinde bir

modiiler ise, bu durumda
X, = {x € X:lim,_, p(Ax) = 0}

uzayina bir modiiler uzay ad1 verilir. X, modiiler uzay1 X vektor uzayimnin bir alt vektor

uzayidir.

Tamim 2.8.3: X bir reel vektor uzay ve p fonksiyoneli X iizerinde konvenks modiiler

ise, bu durumda X, lizerinde

u

llull, = inf(A > 0: p (E) <1}

bigiminde tanimlanan norma Luxemburg normu adi verilir.

Tamm 2.8.4: QRN de olgiilebilir bir bdlge olsun. Eger ¢:Q X [0,00) > R

fonksiyonu

1) Herx € Qicin ¢(x,u) azalmayan siirekli bir fonksiyon,
i) @(x,0)=0,u>0icin ¢@(x,0) > 0 velim,_,, p(x,u) = o,

iii) Her u > 0 i¢in ¢ (x, u) 6l¢iilebilir fonksiyon

ozelliklerini sagliyorsa, ¢ fonksiyonuna @ simifina aittir denir.

Eger ¢ fonksiyonu & sinifina ait ise, her u € X i¢in @ (x, |[u(x)|) fonksiyonu 6lgiilebilir

ve
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p @ = [ oG uGoax

Q

ifadesi X de bir p modiilerini tanimlar.

Eger ¢ (x,u) fonksiyonu her x € Q i¢in u’nun konveks fonksiyonu ise p, X de konveks

modilerdir. Bu durumda

X, =<ue€ X:Alir&f @(x, Alu(x)Ddx =0
Q

modiiler uzayma genellestirilmis Orlicz uzayr veya Musielak-Orlicz uzay1 denir ve

L? ile gosterilir. Ayrica,
L‘g =<{ue X:llirggrf o(x, [u(x)])dx < o
Q

kiimesine genellestirilmis Orlicz sinifi ad1 verilir.

2.9. Agirhikh Lebesgue ve Sobolev Uzaylari

Tamm 2.9.1: a fonksiyonu hemen hemen her x € RY i¢in a(x) > 0 olacak sekilde RY
de local integrallenebilir olsun. Bu durumda, a fonksiyonuna bir agirhik fonksiyonu

denir.

Tamm 2.9.2: Q,RY de agik bir bdlge ve a bir agirlik fonksiyonu olmak iizere
fQ alulPdx < oo 6zelligine sahip Olgiilebilir fonksiyonlarin ~ kiimesine agirhikh

Lebesgue uzayi denir ve LY (Q) ile gosterilir. L (Q)

T =

il e = f alulPdx
Q
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normu altinda bir Banach uzayidir (Drabek vd 1996).

Tamm 2.9.3: Q,RY de agik bir bolge ve a bir agirlik fonksiyonu, m > 0,m € Z ve

1 < p < o olmak iizere
WP (Q) = {u € [2(Q): D%u € IX(Q), 0 < |a] <m)}

seklinde tanimlanan uzaya agirhkli Sobolev uzayr adi verilir ve W, P (Q) seklinde

gosterilir. W, (Q) uzay1

1
p P
el o = < > |D“u|§,a>

|la|lsm

normu ile ayrilabilir bir Banach uzayidir.

2.10. Degisken Uslii Lebesgue Uzay1 (Lp(") (Q))

Degisken tislii lebesgue uzaylari anlamak igin sayisal bir ornekle baslayalim. Reel

-1

diizlemde f(x) = |x|3 fonksiyonunu diisiinelim. f fonksiyonu reel diizlemde oldukg¢a
iyi davranig gosterir, fakat herhangi bir 1 < p < oo i¢in LP (R) uzayinda ayni davranisi
gostermez. p’ye bir tek deger verildiginde fonksiyon ya orjine (sifira) ¢ok hizli yaklagir

ya da ¢ok yavas bir sekilde sonsuza gider.

1
f(x) = |x| "3 fonksiyonunun davranisini1 daha iyi anlamak i¢in L? ve L* gibi iki farkl L”
uzayr ele alalim. f nin bdlgesini bolerek f € L>([—2,2]) ve f € L*(R\ [-2,2])

N
alabilir.  Gergekten; f_22(|x|_§) dx < o oldugundan f € L?([-2,2]) e

1. 4
fR\[_z 2] (le_E) dx < o oldugundan da f € L*(R \ [—2,2]) dur.
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1 1
Eger g(x) = |x|™3 + |x — 1|7+ almirsa g € L*([—2,2]) veya daha genel olarak p < 3
icin g € LP([—2,2]) olur. Fakat x = 1 civarinda daha az bilgiye sahibiz. Diger taraftan
g € L*(R\ [—2,2]) dir. Hatta p > 4 i¢in g € LP(R \ [—2,2]) dir. Bu bélgeyi daha alt

bolgelere bolerek g € 12 ([-1,2]), ger*([2.2]) ve g€ L:(R\[~1,2]) oldugu

gosterilebilir. Gergekten;

i

1 _1\?2
(|x| 34 x — 1| 4) dx < 221

|
H\:Nlr—k
H\NIH

< x| 3) +(|x—1|-%>2>dx

)
fler)

/__\

1 2
=2 |x| 3 dx+f(|x—1|_1> dx
Q
< 2(00 + o0)
= ©O0

oldugundan g € L2 ([—1, %D dir.

2 1 1 3 3
f (|x|_§ Flx— 1|‘z) dx < 231

1
2

NI»—*\’N

<<|x|-%) + (Ix - 1|‘%)3> dx
— 4 f(|x|-§)3dx+f(|x—1|—1)3dx

Q

2
< 4(oc0 + o0)

= 0

oldugundan g € L3 (E, 2]) dir.



44

9 9 9

1 _1\2 9.4 _1\2 _1\2
f (le 3+ |x—1| 4) dx < 22 f (le 3) +<|x—1| 4) dx
R\[-1,2] R\[-1,2]
9 9
z _1\2 _1\2
=22 f <|x| 3) dx+f(|x—1| 4) dx
]R\[—LZ] Q
7
< 22(00 + o0)
= 00

9
oldugundan g € Lz(R \ [—1,2]) dir.

Degisken tislii Lebesque uzaylarda tissii degistirmek ve bolgeyi pargalamak yerine farkli

5
9lx|+2 9 2

2lx|+1 2 2lx|+1

yaklagimlar sergilenir. Ornegin p(x) = is fonksiyonu i¢in p(0) =

2,p(1) = % ve x — oo igin p(x) — 3 oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla

1\ P (%)
J (|x|_§> dx < o

R

oldugundan f € LP™(R) ve

1 _1\PX) 94 _1\2 _1\2
j(lxl 3+ |x—1] 4) dx < 22 f (le 3) +(|x—1| 4) dx
R R

9 9
7 2 _1N\2
=22 f(lxl 3) dx+f(|x—1| 4) dx
R Q
7z
< 22(00 + o0)
= 00

oldugundan g € LP®)(R) dir.

Bir baska ifadeyle tek degiskenli p(-) Us fonksiyonu, bize herbir fonksiyonun

8lx|+2
2|x|+1 2|x|+1

davramisini daha iyi inceleme imkam saglar. Ornegin q(x) = alinirsa
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f(f(x))q(x)dx <
R

ve |g()]90 lokal integrallenebilirdir. Fakat

f 19 () 11@ dx = oo
R

olur.

Tamm 2.10.1: Her x € Q icin p(x) € S(Q) ve s = 0 olmak iizere @(x,s) = sP®
seklinde tanimlanan ¢@(x,.): Q X [0,00) — R foksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa

& sinifina aittir denir.

i) Herx e Qiginp(x,.):QX[0,0) > R azalmayan siirekli bir fonksiyon,
i) @(,0)=0ves > 0igin¢p(x,s) > 0ve lim;,, @(x,5) = 0,
iii) Hers > 0icin ¢(.,s) € S(Q).

Ayrica, ¢(x,.) foksiyonu i-iii 6zelliklerine sahip oldugundan her x € Q i¢in s’nin bir

konveks fonksiyonu olur.

Tamm 2.10.2: Her x € Q icin u € S(Q) ve ¢(x,s) = sP™ olmak iizere

Py () = f o(x, [ul)dx = j u ()P dx

Q Q

seklinde tanmimlanan p,(,) (w): S(Q) — [0, ) fonksiyonu

) W) =0=u=0
i) ppey (W) = ppeo(-u)
i) vu,v € S(Q),vVa,B > 0,a+ B =1 i¢in

Pp(x) (au + BU) < APp(x) (w) + ,Bpp(x) ()
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ozelliklerini sagladigi i¢in S(€) kiimesi lizerinde bir konveks modiilerdir. Bu durumda,

LP™) (Q) modiiler uzay
LPX(Q) = {u € S(Q):limy_ o+ ppr) (Au) = 0}
Musielak- Orlicz uzaymin 6zel bir gesiti olup S(Q) kiimesinin de lineer alt uzayidir.
1XX(Q) = {u € S(Q): ey () < 0}
uzay1, LP® (Q) uzaymin bir konveks alt uzayidr. Lﬁ(x) (Q2) uzayida

L5(Q) = {u € S(Q): VA > 0, pp (Au) < oo}

S(Q) nin Lg(x) (Q) kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uzaydir. Bu uzaylar igin

genel olarak
129 @) e 157 (@) ¢ 1P@ ()

yazilabilir.

Tamm 2.10.3: Q,RY de acgik bir bolge olsun. p(x):Q — [1,0) &lgiilebilir bir

fonksiyon ve

1< p~ :=essinfp(x) ve pT := esssup p(x) < o
xX€QN xX€QN

seklinde tanimlayalim. Bu durumda
LPO(Q) =4 u € S(Q): J |u|P®dx < oo
Q

seklinde tanimlanan uzaya degisken iislii Lebesgue uzayi denir.

p nin sabit (p(x) = p) olmasi durumunda degisken islii Lebesgue uzayi, klasik

Lebesgue uzayina doniisiir. LY () uzayida

L2(Q) = {h € L=(): essinf h(x) > 1}
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seklinde tanimlanir. Aksi belirtilmedikge p(x) € LY (Q) ve 1 < p~ < p* < » olarak

kabul edilecektir ve Sobolev kritik tussii

Np(x)
P =N —pe PP
0, p(x) =N

olarak alinacaktir. p(x) € LY (Q) fonksiyonun eslenegini ise p’(x) ile gosterilecektir ve

S S
TeArIeN

olarak alinacaktir.

Teorem 2.10.4: L’i(x) (Q) = LP™(Q) olmasi igin gerek ve yeter sart p(x) € L2 ()
olmasidir (Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004).

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak, p(x) € LY (Q) ise
— P — P
LPD(Q) == L5 (Q) = L™ (Q)

yazilabilir. p(x) € LY () oldugunda modiiler fonksiyon ek olarak asagidaki

ozelliklere sahip olur.

i) Py + ) < 20" (Ppoo W) + Ppeny ()
i) u € LPX(Q)igin A > 1 ise
Pp) (W) < Appey (W) < AP7pp ey (W) < ppiy(Au) < AP ppyiy ()
vel < A < lise
27 oy (1) < Py A0 S AP Py (1) S Mipay () < Py (1)
olur,
iii) u € LP™ (Q)\{0} icin Pp(x)(Au) fonksiyonu igin A ya gore siirekli konveks ¢ift

fonksiyondur ve A € [0, ) igin artandir.

Pp(x)(Auw) modiilii konveks oldugundan dolay: LP™) (Q) iizerinde
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u
ullpeo.a = Nl = inf{A > 0: pyeey (I) < 1)

Luxemburg normu olarak adlandirilan norm tanimlanabilir. Bu norm altinda LP® (Q)

uzay1 bir Banach uzayi olur.

Ayrica; u,v € LP® (Q) ve h.h.h. [u(x)| < [v(x)| ise
lullpeey < WIVllpe

yazilabilir.

Degisken iislii lebesgue uzayin normunu bir 6rnek ile inceleyelim.
. 1
Ornek 2.105: p(x) =x, Q@ =[12], f(x) = 2%, olmak iizere [|f|[,u) degerini

hesaplayalim.

Goziim: [|fllye = inf{A> 0, pye (£) <1}

2 1 X
Z/x
=inf {1 >0, f( /1) dx <1

1

2

=inf {1 >0, J QA )dx < 1

1

247% 2
=1 <
inf {A>O, —lnll_l}

A-1 }

<
A2lnd — !

=inf{A >0, 1> 1,59708}
= 1,59708

= inf {/1 > 0,
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Teorem 2.10.6: u € LP®I(Q)\{0} olsun. Bu durumda, ||ull,) = @ olmasi igin gerek

ve yeter sart pyx) (%) = 1} olmasidir (Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004).

Teorem 2.10.7: Bger u € LP®™ (Q) Ve ppy(w): LPP (Q) - Riise

i) ”u“p(x) >1(<L,=1)& Pp(x) w>1 (<L,=1),
“) Eger ”u“p(x) > 1ise ”u”Z(_x) < pp(x)(u) < IIullgErx),

p—

i) Eger ||U||p(x) < 1lise ”u”pz-x) < pp(x)(u) = ”u”p(x)

p

olur (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004; Fan 2005).

Teorem 2.10.8: Eger u € LP®(Q) ve n = 1, 2,... igin u,, € LP™)(Q) ise, bu durumda

|) limn—mo”un > u”p(x) =0,
i) limy, 00 Ppy (Un —u) =0,
iii) Q bolgesindeki Slglime gore uy, — w iken limy,_,o Ppex) (Un) = Ppexy (W),

ifadeleri esdegerdir (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan ve Zhao 2001; Fan ve Han 2004;
Fan 2005).

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.10.9: Q fiizerinde tanimli tim smurli Olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi

(Lp(x) Q), ||-||p(x)) uzayinda yogundur (Willem 1996; Fan ve Zhao 2001).

Teorem 2.10.10: Eger p* <o ise, 0 zaman (LP@(Q), ||ll,e)) uzayr ayrlabilir.
Egerp~ > 1vep™ < oo ise, 0 zaman (Lp(x)(ﬂ), ||-||p(x)) uzay1 diizgiin konvenks ve

dolayisiyla yansimali bir uzay olur (Kovacik ve Rakosnik 1991; Willem 1996; Fan ve
Zhao 2001).
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Teorem 2.10.11: Eger Q c RN bir bolge ise, o zaman C(Q) N LPX(Q) uzayi
(Lp(x) (Q), ||-||p(x)) uzayinda yogun olur (Willem 1996; Fan ve Zhao 2001).

Teorem 2.10.12: Eger Q c RV bolgesi agik ise, bu durumda C§°(Q) uzayr
(LPX(Q), lIll () uzaymnda yogundur (Winslow 1949; Fan ve Zhang 2003).

Teorem 2.10.13: LP™(Q) uzaymin dual uzay1 LP'® (Q) uzayidir. Yani;

i) Herv e LP'®)(Q) i¢in
d(u) = j u(x)v(x)dx, Yu € LPX(Q)
aQ

seklinde tammmlanan ¢ fonksiyoneli LP“(Q) iizerinde siirekli lineer bir
fonksiyoneldir,

i) LP®)(Q) iizerinde (2.10.1) seklinde tanimli her siirekli lineer fonksiyonel igin tek
bir v € LP'™(Q) vardir (Adams 1975).

Tamm 2.10.14: Q, RN de bir bolge, E kiimesi Q bolgesinin 6lgiilebilir bir alt kiimesi ve

Xz (x), E nin karakteristik fonksiyonu olsun. Eger, her u € LP®)(Q) igin
1im [l C)Xp () llpry = 0

esitligi saglaniyorsa, o zaman u(x) fonksiyonuna LP™® (Q) iizerinde tanimlanan ||- llp )

normuna gére mutlak siireklidir denir.

Teorem 2.10.15: Her u € LP™ () fonksiyonu |||l x) normuna gére mutlak siireklidir

(Willem 1996; Fan ve Zhao. 2001).

Teorem 2.10.16 (Hélder Esitsizligi): LP'® (Q) uzayr LP® (Q) uzaymin dual uzayi ve
S S
r(x) p'(x)
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olmak iizere, her u € LP®)(Q) ve v € LP'®(Q) i¢in

1 1
[ wvx| = (54 ) Wl 9y < 20l 10l

olur (Fan ve Zhao 2001; Fan 2005).

Teorem 2.10.17(Hélder Esitsizligi): Her u € LP® (), v € L1®(Q2) vew € L™™ ()
i¢in
1 N 1 y 1 )
p(x) qx) r)

ise 0 zaman

1 1 1
[ x| = (= + == =) el 19l ) < 31l ool
Q

olur (Fan ve Han 2004).

Teorem 2.10.18: Q, RY de smirl bir bélge, 0 < |[Q] < o ve p(x), q(x) € LT (Q) olsun.
Bu durumda LI¥(Q) & LP®(Q)  gommesinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

h.h.h. x € Qicin p(x) < q(x) olmasidir. Ayrica,
lullpen < €A+ [QDullge

esitsizligi yazilabilir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Teorem 2.10.19 (Lebesgue Dominated Yakinsakhk Teoremi): Q, RY de sl bir
bolge, Q da (u,)ne, ve Ol¢iilebilir u fonksiyonlari i¢in Q da h.h.h. u,, = u olsun. Eger
her bir n € N i¢in Q da h.h.h. |u,| < ¢ olacak sekilde bir ¢ € L'(Q) varsa o zaman
L'(Q) uzaymda u,, — u olur (Wang 2002).
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2.11. Degisken Uslii Sobolev Uzay1 (Wm'p(x) Q)

Tamm 2.11.1: Q,RY de bir bolge ve m > 0,m € Z olsun. |a| < m ozellikli her a-
coklu indisi i¢in Q bdlgesinde tammli D*(u) € LP®(Q) seklindeki tim u

fonksiyonlarinin siifina degisken iislii Sobolev uzay adi verilir ve
(WwmP®(Q)): = {u € LPX(Q): D% € LPPD(Q), |a| < m}

seklinde yazilabilir. Bu uzayda tanimlanan

el macoay = lallpgama = ) 10Ul

|alsm

normu ile W™P™)(Q) uzay1 bir Banach uzayidir. W™P® (Q) uzayinda m = 1 olarak

aliirsa,
WP®(Q): = {u € LPP(Q): |Vu| € LPP(Q)}

seklinde tanimlanan W ™) (Q) uzayina déniisiir. Bu uzayda tanimlanan norm
lullyrreo @) = Nl pey = lullpey + 1VUllp)

olur. Bu norm ile W™ (Q) uzay: bir Banach uzay1 olur.

C&(Q) uzaymin, W'PW(Q) uzayindaki kapanisi Wol’p(x)(ﬂ) uzayidir. Bu uzayda

tanimlanan norm

lally 10y = Nl py = 192l

seklindedir. Bu norm altinda Wol’p(x) (Q2) uzay1 da bir Banach uzayi olur.

Teorem 2.11.2: Eger p~ > 1 ve p* < oo ise W™P®(Q), WP (), WP (Q) ve

Wol'p(x) (Q2) uzaylar ayrilabilir ve yansimali Banach uzaylaridir (Willem 1996).
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Teorem 2.11.3: Q c R¥sinirli bir bdlge ve p(x),q(x) € C(Q) olarak kabul edelim.

Vx € Qicin 1 < q(x) < p*(x) ise, 0 zaman
wirx) Q) & Lq(x)(ﬂ) ve Wwmpx) Q) oo 14G) (Q)

stirekli ve kompakt gébmmesi vardir (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan vd 2001; Fan ve
Zhao 2001).

Teorem 2.11.4: Q, RN de (N > 1) smurh bir bdlge ve p(x) fonksiyonu Q bolgesinde

stirekli ve her x € Q igin

N
p(x) < = (m < N,m€N)

olsun. Bu durumda

m
0<e< N
i¢cin
1<qx)<p"(x)—¢ VxeQ
kosulunun altinda
tllgqey < €llVatllpe; w € Wy ™ (@)

olacak sekilde ¢ > 0 sabiti vardir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Asagidaki teoremde, Edmunds ve Rakosnik (2000) yukaridaki teoremi m =1 igin

ispatlamislar.

Teorem 2.11.5: O,RY de (N > 1) smurh bir bdlge ve p(x):Q — [1,N) fonksiyonu
stirekli olsun. Ayrica, 0<e < ﬁve her x € Q i¢in g(x) Olgiilebilir fonksiyonu
1 < q(x) < p*(x) — & 6zelligini saglasin. Bu durumda

lullgy < cllVullpe, u € Co° ()

esitsizligini saglayacak bir ¢ > 0 sayis1 vardir (Edmunds ve Rakosnik 2000).
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Tamm 2.11.6: X, Y iki normlu uzay ve f: X — Y bir fonksiyon olmak {izere, herhangi

Xq,%, € X i¢in

|f (1) = fx)] < Alxy — x,|*

olacak sekilde A > 0 ve a € (0,1] sayilar1 varsa f fonksiyonu X tizerinde Holder
kosulunu saglar denir. A ve a sayilarina sirasiyla Holder katsayis1 ve Holder iissii

denir. Eger ¢ = 1 ise

|f Ce)- f(x)| < Llxg- x|

olacak sekilde negatif olmayan L sabiti varsa f fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar

veya f fonksiyonu Lipschitz siireklidir denir (Musayev ve Alp 2000).

Teorem 2.11.7: Q, RN de (N = 2) koni 6zelligine sahip agik bir bolge, m pozitif bir
say1 ve p(x):Q —» R fonksiyonu

__ .4+ _N
1<p <p <Evemp(x)<N

kosulunu saglayan Lipschitz siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica, q(x):Q - R

Slgiilebilir fonksiyonu hemen hemen her x € Q igin
p(x) = q(x) =p"(x)
saglansin. Bu durumda
wmr@(Q) o L10(Q)

stirekli gdbmmesi vardir (Fan vd 2001).

Teorem 2.11.8: O, RN de (N > 2) koni 6zelligine sahip agik bir bolge ve p(x): Q » R

fonksiyonu

1<p‘£p+<%vemp(x)<N
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olacak sekilde diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica,  da tanimli 6lgtilebilir g (x)

fonksiyonu hemen hemen her x € Q igin

p(x) < q(x)

ve
essinf(p*(x) — q(x)) > 0
kosullarini saglasin. Bu durumda
wmr@(Q) o [10(Q)

siirekli gommesi vardir ( Fan vd 2001).

Teorem 2.11.9: O, RN de (N > 2) sinurli bir bolge ve p(x): Q —» R fonksiyonu
N
1<p‘£p+<E ve mp(x) <N

olacak sekilde diizgiin siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica, £ da tanimli dlgtilebilir g(x)

fonksiyonu hemen hemen her x € Q igin

p(x) < q(x)

ve
essinf (p*(x) —q(x)) >0
x€Q
kosullar1 saglansin. Bu durumda
wmr () oo L1 (Q)

siirekli kompakt gommesi vardir (Fan vd 2001).
Teorem 2.11.10: Q, RN de (N > 2) smirh bir bolge; p(x) ve q(x), Q da dlgiilebilir
fonksiyonlar ve p(x),
N
1<p~ Sp+<avemp(x)<N

kosulunu saglasin. Eger
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) px) <qx) < p'(x),Vx € Q,
i) q(x):Q - R fonksiyonu Lipschitz siirekli,

iii) essi_nf(q(x) it p(x)) >0
X€EL N
kosullar1 saglaniyorsa

wmr® () o [10(Q)

siirekli gommesi vardir (Fan vd 2001).

Teorem 2.11.11: Q, RN de (N = 2) simirli bir bolge ve x € Q igin

q*—q‘ N

sup q(x) —x - —]

X€EQ

olacak sekilde 1 < g~ < q(x) < q* <o vel < p* < N olarak alinsin. Bu durumda,

1 1 1
____+_
C(N,p, )|V P a* eger|Q] <1
C(N’p,q,ﬂ): - 1 1 1 g

CN,p, IOV 77T eger|Q| =1

olmak iizere, u € C5° (Q) i¢in
lullgeey < CN, p, @, DIVuull e

sartin1 saglayan pozitif bir C(N, p, g, Q) sayis1 vardir (Ceki¢ 2005).

Tamm 2.11.12: Q,RY de agik bir bolge ve p(x): Q — [1,00) siirekli bir fonksiyon

olsun. Eger her x, y € Q i¢cin

1
lp(x) —pW)| < x—yl <3

C
—loglx —y|’

esitsizligini saglayacak bir ¢ > 0 sayist varsa p(x) fonksiyonuna (local olarak) log-
Holder (Lipschitz) siireklidir denir (Hudzik 1976).
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Teorem 2.11.13: Q,RY de Lipschitz sinirina sahip agik smirli bir bdlge, 1 < p~ <

+_ p—
p* <N, § =11 N'= %ve p(x) fonksiyonu local olarak log-Hélder siirekli

olsun. Bu durumda en az bir § > 0 igin q(x) < p*(x) — & 6zelligindeki g fonksiyonu
i¢in
wmr®(Q) oo [1X)(Q)

kompakt gommesi vardir (Diening 2002).

Teorem 2.11.14 (Poincaré Esitsizligi): Q,RY de diizgiin siira sahip bir bolge ve

p(x) € LT (Q) olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Bu durumda her u € Wol'p(x) (Q) i¢cin
lullpy < cllVullpe

esitsizgini saglayacak ¢ > 0 sabiti vardir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

2.12. Degisken Uslii Agirlikh Lebesgue Uzayi LP%) (Q)

a(x)

Tamm 2.12.1: Q, R" de agik bir bélge ve a bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda

1 <p(x) <o igin

J a(x)|u(x)[P® dx < oo
Q

ozelligine sahip olg¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesine degisken iislii agirhkh lebesgue

uzay1 denir ve LZ((’;)) (Q) ile gosterilir. Bu uzay,

) = (w e SO [ a() u@P® dr < o a:0 > RY
Q

seklinde de yazilabilir. Bu uzay, degisken islii Lebesgue uzaymna benzer ozellikler

gosterir. LZ((’;C)) (Q) uzayr

p(x)

, u(x)
IIulngggm)(n) = |[ull g peo = 1nf{/1 > 0: f a(x) ’T dx < 1}
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normu altinda bir Banach uzayidir.

Bu uzayda tanimlanan modiiler fonksiyon; pg(x) px) (W): LZ((’;)) Q) - R

pa(x),p(x)(u) = f a(x)|u(x)|P(X)dx
Q

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.12.2: Eger u € [PX(Q) ve n=1,2,... icin (w,) € [P2(Q) ise, bu

a(x) a(x)

durumda

) w# 0icin [[ulla@) pe) =2 © Pa@)p@) G) = 7l
i) Nulla@ype > U< L=1) S pa@pem@) > U< L =1),

. ] - +
“l) Eger ”u”a(x),p(x) > 1lise ”u”Z(x),p(x) < pa(x),p(x)(u) < ”u”fl(x),p(x)’

. - . + -

iv) Eger ”u”a(x),p(x) <1lise ”u”Z(x),p(x) < pa(x),p(x)(u) =< ”u”Z(x),p(x)’

V) limn—mo”un“a(x),p(x) =0 e lim,, Pa(),p(x) (un) =0,

Vi) ”un“a(x),p(x) - 0 & Pa(x),p(x) (un) — ®

olur (Fan ve Han 2004).

Teorem 2.12.3: Eger p~ > 1 vept < o ise, 0 zaman LZ((’;))(Q) uzay1 ayrilabilir ve

yansimali bir Banach uzay1 olur (Fan vd 2005).

Teorem 2.12.4: p(x) ve q(x) dlgiilebilir fonksiyonlart her x € Q i¢in p(x) € L*(Q) ve

1 < p(x).q(x) < oo olsun. u € LI¥(Q), u # 0 ise 0 zaman

- - p* p”
I) ”u“p(x),q(x) < 1lise ”u”p(x).q(x) < ||u|p(X)|q(x) < |u|p(x).q(x)’

.. . - +
“) ”u”p(x),q(x) > lise ”u”g(x).q(x) < ||u|p(x)|q(x) < |u|§(x).q(x)

yazilabilir. Eger p(x) = p seklinde bir sabit ise
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— 14
el llogey = lullZyq

olur.

Teorem 2.12.5: Q mn sir1 koni 6zelligine sahip smirl bir bolge ve p(x) € € (Q)

olsun. x € Qigin a(x) > 0,a(x) € L'™@(Q),r(x) € C () ve r~ > 1 olarak kabul

r(x)—-1

edilsin. Eger q(x) € C(Q) ve Vx € Qi¢in 1 < q(x) < o

p*(x) ise
WP (Q) oo [PO(Q)

kompakt gobmmesi vardir (Fan 2005).
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3. MATERYAL ve YONTEM

VARYASYONEL YAKSLASIM ve VARYASYONEL YAKLASIMDA
KULLANILAN YONTEMLER

Bu boliimde standart ve nonstandart biiyiime kosuluna sahip kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin varligi i¢in varyasyonel yaklasim, bu yaklasimla ilgili temel
kavramlar, varyasyonel yaklasima iliskin tanimlar ve teoremler ile varyasyonel

yaklasimda kullanilan yontemler hakkinda bilgi verilecektir.

Degisken iislii Lebesgue, degisken iislii Sobolev uzaylari ayrilabilir ve yansimali
Banach uzaylardir. Bundan dolayr bu bolimdeki X Banach uzayi ayrilabilir ve
yansimali Banach uzay olarak alinacaktir (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan 2005;

Diening vd 2011). Bu X Banach uzaymin dual uzay1 X* ile gosterilecektir.

3.1. Temel Tanimlar

Tammm 3.1.1: X bir Banach uzay ve J:X - R, J € C}(X,R) sinifindan bir
fonksiyonel olsun. Eger, Vv € X;
J'w,v) =0

esitligini saglayan herbir u € X e J fonksiyonelinin kritik noktasi1 denir. Burada

kullanilan (., . ), Hilbert uzayindaki i¢ ¢arpimdir.

Tamim 3.1.2: X bir Banach uzay ve J: X - R bir fonksiyonel olmak iizere V u € X

elemani i¢in

Ul <M
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olacak sekilde M >0, M € R sayist mevcutsa J fonksiyoneline simirhdir veya iyi

tanimhdir denir.

Tamm 3.1.3: X bir Banach uzay ve J: X — R bir fonksiyonel olmak {izere Vv € X
icin
Jw) <J)

olacak sekilde bir X in v* fonksiyonu varsa, bu v* fonksiyonuna J fonksiyonelinin bir

minimumu veya minimize edicisi denir ve
inf J(v) = J(v*
UEX]( ) ]( )

seklinde yazilir.

Tanim 3.1.4: X bir Banach uzay ve J: X - R bir fonksiyonel olmak iizere V (u,) C
X dizisi i¢in
lim J(up) = inf J(u)

esitligini saglayan (u,) dizisine J enerji fonksiyonelinin minimize dizisi denir.

3.2. Varyasyonel Yaklasim

Tamim 3.2.1: X bir Banach uzay ve T: X — X* tanimli bir operator olmak {izere
TO=]0
olacak sekilde bir J € C1(X,R) enerji fonksiyoneli bulunabiliyorsa T operatoriine

varyasyonel operator denir. Eger herhangi bir problem
T()=0

seklinde yazilabiliyorsa bu tip probleme varyasyonel problem denir.
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Varyasyonel yaklasim ile herhangi bir diferansiyel denklemi dogrudan ¢6zmek yerine
verilen diferansiyel denklemin ¢oziimlerini ilgili enerji fonksiyonelinin kritik
noktalarina veya minimize dizisine karsilik getirerek bulmak amaglanir. T(u) = J'(u)
oldugu i¢in T(u) = 0 denkleminin ¢6ziimii olan u fonksiyonlar1 J'(u) = 0 enerji
fonksiyonelinin de ¢6ziimiidiir. Dolayisiyla, J(u) enerji fonksiyonelini saglayan u kritik
noktalart ayn1 zamanda T'(u) = 0 probleminin de zayif ¢oziimleridir. Diger bir ifadeyle;
X bir Banach uzay, Q ¢ R¥(N > 2) smirli bir bolge, F € C*(A X R,R) ve J:X > R
olmak iizere J(uw) enerji fonksiyonelinin minimumlar, F(x,u (x),Vu (x)) =0
diferansiyel denkleminin ¢o6ziimleri oldugundan dolayr varyasyonel yaklasimla,
herhangi bir F(x,u(x), Vu (x)) = 0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerini bulmak igin,

F(x,u (x),Vu (x)) e karsilik gelen ve

J(w) = j F(x,u (x),Vu (x))dx
Q
seklinde tanimlanan J(u) enerji fonksiyonelinin minimumlar1 (veya kritik noktalari)
olan u = u(x) fonksiyonlarmi elde etmek hedeflenir. J(u) enerji fonksiyonelinin
minimumlara sahip olmasi i¢in gerek sart J'(u) ya karsilik gelen Euler-Lagrange

denkleminin saglanmasi yani

oF d(aF)=

ou  dx \a(Vu)

olmasidir.

Tamm 3.2.2: X bir Banach uzay, O c RN (N > 2) smirh bir bélge, f:Q X R —> R
siirekli bir fonksiyon olmak iizere her (x,t) € QxR igin F(x,t) = [ Ot f (x,s)ds

seklinde taniml1 bir fonksiyon i¢in

n
> anlla
= axi axi

kismi diferansiyel denklem olmak tizere bu diferansiyel denkleme karsilik gelen

axi

p(x)-2 ou
> = — div(|Vu[P®2Vu) = f(x,u) (3.1.1)
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J(u) =!ﬁwulp(")dx—! F(x,u)dx, Vu € X

J € CY(X,R) fonksiyoneline Euler-Lagrange fonksiyoneli (enerji fonksiyoneli)

denir. Bu J enerji fonksiyonelinin tiirevi

J'(w),v) = fquIp(x)_ZVqudx—ff(x,u)vdx,
Q Q

olarak tanimlanir. Ayrica, herbir v € C;° igin
f |Vu|P-2yyVudx — f fx,u)vdx =0
Q Q

esitligini saglayan her u € X e (3.1.1) diferansiyel denkleminin zayif ¢oziimii denir.
Bir diferansiyel denklemin zayif ¢oziimleri olan u € X fonksiyonlar1 ayni zamanda bu

diferansiyel denklemin kritik noktalaridir.

Tamim 3.2.3: X bir Banach uzay, f:Q X R - R (N > 2) siirekli bir fonksiyon ve her
(x,t) € AX R igin F(x,t) = fotf(x, s)ds seklinde tanimli bir fonksiyon olsun. Eger

herx € Qve |t| = M (M > 0),t € Rigin
0 <OF(x,t) <tf(x,t)

olacak sekilde en az bir tane 6 > p™ sayisi varsa, f fonksiyonu Ambrosetti -

Rabinovitz kosulunu (AR) saglar denir.

AR kosulu bir problemin ¢6ziimii icin siirli bir dizi bulmak gerektiginde f

fonksiyonunun saglamasi gereken 6nemli bir kosuldur.

Tanmim 3.2.4: Yukarida tanimladigimiz (3.1.1) denkleminin,

1
W) = | —|Vul|P@dx
2 P
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kismi ve bu kismin tiirevi

(I'(w),v) = fquIp(x)‘ZVqudx
Q

asagidaki sartlar1 saglar.

1) I(u) convex fonksiyoneldir.
i) I':X — X* fonksiyoneli stirekli, sinirli ve kesin monotundur.
iii) I':X - X* fonksiyoneli (S,) tipindedir: Eger (u,) € X dizisi igin X uzayinda

u, — u iken

limsup(I' (u,) — I'(w),u,, —u) <0

n—-oo

oluyorsa o zaman X uzayinda
U, > u
olur.

iv) I': X — X* fonksiyoneli bir homeomorfizmdir.

Tamm 3.2.5: X bir Banach uzay, Q ¢ R¥(N > 2) smirh bir bolge ve f: Q@ X R —» R

taniml1 bir fonksiyonel olmak iizere f fonksiyoneli

1) Hemen hemen her x € Q i¢in & — f(x, &) fonksiyoneli siirekli,

i) Heré € R i¢inx — f(x, &) fonksiyoneli Q da dl¢iilebilir

sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyoneli Carathéodory kosulunu saglar denir.

Tamm 3.2.6: X bir Banach uzay ve J € C1(X,R) taniml bir fonksiyonel olmak iizere,

eger u € X icin
llullx — oo iken J(u) - oo

sartin1 sagliyorsa J fonksiyoneline X tizerinde Coercive fonksiyoneldir denir.
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3.3. Varyasyonel Yaklasimda Kullanilan Yontemler

3.3.1 Nehari Manifold Yontemi: QO ¢ RY sinirli bir bdlge ve ] € C1(X, R), X Banach
uzayinda tanimli probleme karsilik gelen enerji fonksiyoneli olarak verilsin. Eger J, X
uzayinda alttan sinirli ve bir minimize sahipse o zaman bu minimize degeri J nin bir
kritik noktasidir. Bu kritik nokta ayni zamanda problemin ¢oziimiidiir. Bir¢ok
problemde; J enerji fonksiyoneli, X uzaymnin tamaminda alttan sinirli olmaz. Bu
durumlarda X uzayinin uygun bir alt uzay: tizerinde sinirli oldugu gosterilir ve eger
uygun bir alt uzay1 varsa problemin ¢éziimleri bu uzayda arastirilir. Biitiin bunlar i¢in X

in en uygun alt uzay1 Nehari Manifoldu’dur. Nehari Manifoldu (M ,(Q));

M;(Q) = {u e X: J'(W),w)) = 0}
seklinde tanimlanir. (.,.), X ve X* arasindaki i¢ ¢arpimdir. Nehari Manifoldu asagida
gosterildigi gibi local minimum (M):L (Q)), local maximum (M/{ (Q)) ve donim

noktalari (Mf (Q)) olarak

M7 (@) = {u € M;(Q): (/" (w),w)) > 0}
My (Q) = {u € M3(Q): " (w),w)) < 0}
M3 (Q) = {u € My(Q): (/" (W), w)) = 0}

seklinde U¢ ayr1 kiimeye ayrilir. Bu durumda, J nin bitiin krittk noktalar
M, (Q) tzerindedir. M, () tizerindeki local minimize fonksiyonu, ayni zamanda J nin

kritik noktasidir. Dolayisiyla bu kritik noktalar problemin ¢dziimleri olur.

Wu (2007),

{—Apu =f)|ul?u+ gx)|ul""?u, x€Q
u=020, x € 0Q)

seklindeki eliptik denklemi ele almistir. Denklemde, Q ¢ RY  siirli bir bélge,

1<g<p<r<p'(N>pise p*=NN—_’;);N§pise p* =), LeR\ {0} ve f,g

agirlik  fonksiyonlari F =max{Ff,0} #0ve g* =max{Fg,0}#0 olarak

tamimlanmistir. Bu ¢alismada, varyasyonel yaklasimla Nehari Manifold Yontemi
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kullanilarak, denklemin Superlineer ve Sublineer durumlari incelenerek, denklemin en

az iki pozitif ¢dzlimiiniin varligi gosterilmistir.

3.3.2 Fibrering Yontemi: Q. c RN sinirhi bir bolge, J € C1(X,R), X Banach
uzayinda tanimli bir probleme karsilik gelen enerji fonksiyoneli ve M,;(Q) Nehari
Manifold’u olarak tamimlayalim. Nehari Manifold’u ¢, (t) = J(tu) (t > 0)
fonksiyonelinin ~ davramist  ile  yakindan iligkilidir. ¢, (t) =J(tu) (t >
0) fonksiyonelinin  davranisi  Fibrering yaklagimi olarak adlandirilir.  Nehari
Manifoldu’nun tanimindan,
u€eM;Q) e ¢ (1) =0
ve daha genel olarak,

¢, (t) = 0 tu € M(Q)

yazilabilir.

M;(Q2) nin biitin elemanlari, Fibrering yaklasimindaki durgun (stationary points)
noktalara veya J fonksiyonelinin kritik noktalarina karsilik gelir. Fibrering yaklagimi da

Nehari Manifoldu yaklasimina benzer olarak asagidaki gibi local minimum (Mj' (Q)),
local maximum (M;f (Q)) ve doniim noktalari (Mf (Q)) olarak {i¢ ayr1 kiimeye ayrilir.
M (Q) = {u € M ,(Q): ¢/ (t) > 0}
My (Q) = {u € M ,(2): ¢,/ () < 0}
M7 (Q) = {u € M, (Q): ¢/ () = 0}
Eger u, J fonksiyonelinin local minimizesi ise o zaman ¢,, t =1 i¢in bir local

minimuma sahiptir. Sonug olarak, ¢,,(t) = 0 ise t = t(u) noktas: J fonksiyonelinin bir
kritik noktasidir (Afrouzi vd 2007; Brown ve Zhang 2003).
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3.4. Varyasyonel Yaklasimda Kullanilan Teoremler

Teorem 3.4.1: X bir Banach uzay1 ve | € C*(X,R) bir enerji fonksiyoneli olmak

tizere J enerji fonksiyoneli,

1) ] enerji fonksiyoneli X iizerinde alttan zayif yari siirekli,

if) ] enerji fonksiyoneli X iizerinde coercive, yani ||u|[y = oo iken J(u) — o

sartlarin1 sagliyorsa
J(w) = inf ] (v)

esitligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Alttan zay1f yar siirekli ve coercive sartlarin1 saglayan J fonksiyonelinin bir minimum
noktas1 vardir. J enerji fonksiyoneli eger alttan zayif yar1 siirekli ve coercive sartlarini
saglamazsa bu teorem gecersizdir. Bu teoremin gegersiz oldugu durumda Kritik Nokta
Teorisi kullanilir. Kritik nokta teorisine gore, fonksiyonelin alttan sinirli olmadigi
durumlarda fonksiyoneli minimize eden global minimum degerler yerine kritik noktalar

(saddle points) bulunur.

Tamm 3.4.2 (Palais-Smale Dizisi): X bir Banach uzay1 ve J € C*(X,R) bir enerji

fonksiyoneli olmak iizere herhangi bir (u,,) c X dizisi i¢in
) )l <cceR,
i) X*uzayindan — oo igin J'(u,) - 0

sartlar1 saglaniyorsa, (u,) dizisine J enerji fonksiyonelinin bir Palais-Smale dizisi

denir. Palais-Smale dizisi ] € C1(X, R) enerji fonksiyonelini minimize yapar.

J € C1(X,R) enerji fonksiyoneli alttan smirl degilse, J enerji fonksiyonelinin Palais-

Smale dizisi hakkinda kesin birsey soylenemez (Winslow 1949; Fan ve Han 2004).
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Teorem 3.4.3 (Palais-Smale Kosulu): X bir Banach uzay ve J € C1(X,R) bir enerji
fonksiyoneli olmak tizere J enerji fonksiyonelinin her Palais-Smale dizisi gii¢lii yakin-
sak bir alt diziye sahip ise J enerji fonksiyoneli Palais-Smale kosuluna sahiptir denir
(Willem 1996; Fan ve Zhang 2003; Mihailescu 2008; Schechter 2007).

Tamm 3.4.4: X bir Banach uzay1 ve /] € C1(X,R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere
i) lim,,,/J(u,) =c, c€R,
i) X" uzayindan — oo igin J'(u,) - 0

sartlarin1 saglayan bir (u,) € X dizisi gligli yakinsak bir alt diziye sahipse J enerji
fonksiyoneli ¢ € R seviyesinde (PS). kosulunu saglar denir. Eger ] enerji
fonksiyoneli (PS) kosulunu saglarsa, o zaman her ¢ € R i¢in (PS), kosulunu da

saglar.

Teorem 3.4.5 (Ekeland Varyasyonel Prensibi): X bir Banach uzay ve J:X —

(—o0,00) tanimli bir enerji fonksiyoneli olmak tizere ] enerji fonksiyoneli,

1) ] enerji fonksiyoneli X iizerinde alttan zayif yar1 siirekli,

i) J enerji fonksiyoneli X tizerinde alttan sinirli
sartlarin1 saglarsa her € > 0 igin
J(uy) < inf J(u) + ¢
uex
Jue) <J) + ellu: —ullx, us#u

olacak sekilde bir (u,) € X dizisi vardir. Ekeland’s Varyasyonel yaklasimiyla ] enerji
fonksiyonelinin Palais-Smale dizisi elde edilebilir (Willem 1996; Mihailescu 2006;
Brezis ve Nirenberg 1991).

Teorem 3.4.6 (Ekeland Varyasyonel Prensibi 2): X bir Banach uzay ve J: X —

(—o0,00) alttan siirl bir enerji fonksiyoneli ise her € > 0 igin

J) < infJ(u) +e

X* uzaymda |J' (u,)| < ¢
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esitsizligini saglagan bir u € X vardir (Willem 1996).

Teorem 3.4.7: X bir Banach uzay ve /] € C1(X,R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere

J enerji fonksiyoneli,

i) (PS) kosulunu,

i) X tizerinde alttan sinirh
sartlarini sagliyorsa

J) < infj(v) +e

esitsizligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Teorem 3.4.8: X bir Banach uzay ve /] € C'(X,R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere

J enerji fonksiyoneli,

i) X lizerinde alttan zay1f yar siirekli,
ii) X tizerinde coercive, yani ||u|,, — oo iken J(u) — oo,

Iii) X tzerinde alttan sinirli
sartlarin1 sagliyorsa

J(u) < inf j(v)

esitsizligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Teorem 3.4.9: X bir Banach uzay ve ] € C1(X,R) bir enerji fonksiyoneli olmak iizere

J enerji fonksiyoneli,

1) X lzerinde alttan zayif yar siirekli,

ii) X tizerinde coercive, yani ||u||,, — oo iken J(u) — o

sartlarin1 sagliyorsa | enerji fonksiyoneli X {izerinde alttan sinirhidir ve

J(u) < inf J(v)
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esitsizligini saglayan bir u € X minimize fonksiyonu vardir (Willem 1996).

Tamm 3.4.10 (Cerami kosulu): X bir Banach uzay ve J € C'(X,R) bir enerji

fonksiyoneli olmak tizere ] enerji fonksiyoneli, herhangi bir (u,,) c X dizisi i¢in

) Junl =C,
i) n - +ooiken (1 + llupll)l/’ (wn)l - 0

sartlarin1 saglayan yakinsak bir alt diziye sahip ise J enerji fonksiyoneli Cerami
kosuluna (C) sahiptir denir. Buradaki (u,) dizisine de Cerami dizisi denir (Willem
1996; Schechter 2007; Zang 2008).

Teorem 3.4.11 (Mountain Pass Geometrisi): X bir Banach uzay ve J € C1(X,R)
enerji  fonksiyoneli (PS) kosulunu ve J(0) =0 sartinz1 saglasin. Farzedelim ki |
fonksiyoneli,

1) Heru € X fonksiyonu i¢in
lully = pikenJ(u) = a > 0

kosullarini saglayan a ve p pozitif sayilar vardir,
i) J(w) <0 (veya t — oo iken J(tw) < —oo) olacak sekilde ||ully >p sartim

saglayan bir w € X fonksiyonu vardir

seklindeki geometrik sartlar1 saglarsa J enerji fonksiyoneli, X uzayinda sifirdan farkli en
az bir kritik noktaya sahiptir (Napoli ve Mariani 2003; VVu 2005).

Mountain Pass Geometrisi, J enerji fonksiyonelinin coercive’lik 6zelliginin yerine
kullanilabilir. Palais-Smale kosulunu ve Mountain Pass Geometri’sini saglayan bir J
enerji fonksiyonelinin en az bir kritik noktasi vardir. Bu kritik noktanin varligi bize

verilen denklemin sifirdan farkli en az bir ¢6ziimiiniin oldugunu gosterir.

Calota (2008),
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{—Apu = Nu92y + [u|P %y, x €Q
u=0, x € 0Q)
seklindeki Dirichlet sinir kosullarina sahip, nonstandart biiyiime kosullu lineer olmayan
eliptik denklemini incelemistir. Denklemde, O c R¥Y (N > 3) diizgiin sinira sahip
agik smurli bir bolge, Ayu = div(|Vu[P~2Vu), x €N i¢in g(x)>1 ve q(x)€

C(Q),1< p<N, 2> 0 birsabit ve p* = NN—_pp Sobolev kritik iis olarak alinmistir. Bu
caligmada; Calota varyasyonel yaklasimla Mountain Pass teoremi ve Ekeland prensibini
kullanarak, denklemin Superlineer durumunu inceleyerek, denklemin sifirdan farkli en

az bir ¢6ziimii oldugunu gostermistir.

Teorem 3.4.12 (Genellestirilmis Mountain Pass Teoremi): X bir Banach uzay,

] € C*(X,R) enerji fonksiyoneli (PS) kosulunu saglasin ve J(0) = 0 olmak iizere
i) lullx > pikenj(u) <J(0),
ii) a =inf{J(u:u € X, |lul]| = p} > 0, olacak sekilde bir p pozitif sayis1 ve u € X
olsun. Ayrica G # @ olacak sekilde
G={¢€C(01],X):¢(0) =0,¢(1) = v}

ve

B = inf{max] (¢ ([0,1])): ¢ € G}

kiimeleri verilsin. Bu durumda a < f# < +o0 i¢in 8, J nin kritik noktasidir (Ambrosetti
ve Rabinowitz 1973; Duc 1989; Edmunds ve Rakosnik 2000; Mihailescu ve Radulescu
2006; Schechter 2007; Toan ve Ng6 2009).

Mihailescu ve Radulescu (2006),

div(a(x, Vu)) = A(v' "t —uf1), xeq
u(x) =0, x € 0Q)
u(x) =0, x €

seklindeki dejenere simir kosullarina ve nonstandart biiylime kosuluna sahip denklemi

incelemisler. Burada, & c RY (N > 3) smurh bir bdlge, A >0, her x € Q igin
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1<p<y<infp(x)ve p(x)>1dir. Bu makalede Mihdilescu ve Radulescu
X€Q

varyasyonel yaklasimla Kritik nokta teorisi ve Genellestirilmis Mountain Pass teoremi
kullanip, denklemin Sublineer durumu inceleyerek, denklemin sifirdan farkli en az iki

zay1f ¢6ziimii oldugunu géstermistir.

Bu agiklanan yontemlerle, verilen bir standart olmayan biiyiime kosullu lineer olmayan
eliptik denklemin en az bir ¢6ziimiiniin varligin1 gostermek i¢in yeterlidir. Ancak,
denklemin sonsuz ¢Oziimiiniin varligint gosterebilmek igin bazi teoremlerin de
ispatlanmasi gerekecektir. Bunlardan bir tanesi Z,-Symmetric Mountain Pass Lemma

olarak bilinen teoremdir. Diger 6nemli teorem ise Fountain Teoremi'dir.

Teorem 3.4.13 (Z,-Symmetric Mountain-Pass Teoremi): X sonsuz boyutlu bir
Banach uzayi, J € C1(X,R) enerji fonksiyoneli (PS) kosulunu saglayan gift bir

fonksiyonel ve J(0) = 0 olmak tizere ] enerji fonksiyoneli
1) Heru € X fonksiyonu i¢in
lullx = pikenj(u) > a >0,

olacak sekilde a ve p pozitif sayilar1 vardir,

i) X in her sonlu boyutlu X; (X; € X) alt uzay i¢in
fueX;:J(uw) = 0}
kimesi X de smirhidir

sartlarin1 saglarsa J enerji fonksiyoneli, X uzayinda simirsiz olan bir kiritik degerler
dizisine sahiptir (Willem 1996; Napoli ve Mariani 2003; Mihailescu 2008; Toan ve Ng6
2009).

Z,-Symmetric Mountain-Pass Teoremi, denklemin sonsuz ¢6ziimiiniin varligini

gostermek ic¢in kullanilmaktadir.

Mihailescu (2008) ,
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{div(quIpl(x)_ZVu) + (|Vu|P2®=200) = £(=Au|™®2y + [u]d®-2), x € Q
u=20, x € 0Q
seklindeki Dirichlet sinir kosullarina sahip, nonstandart biiyiime kosullu lineer olmayan
eliptik denklemi incelemistir. Burada, & ¢ RN (N > 3) diizgiin sinira sahip smnirli
bir bélge, her x € Q ve i€ {1,2} i¢in p;(x) >1 ve q(x),pi(x) € C(Q),1>0,

m(x) = max{p;(x),p,(x)} < q(x) < I\IIV_mT(X) olarak alinmaktadir. Bu c¢alismada,

varyasyonel yaklasimla Mountain Pass Geometrisi kullanilarak denklemin sifirdan
farkli en az bir ¢oziimiiniin oldugu ve Z,-Simetrik Mountain Pass teoremini

kullanilarak, denklemin sonsuz ¢éziimiiniin varlig1 gosterilmistir.
Tamim 3.4.14: X yansimali ve ayrilabilir bir Banach uzay olsun. N* = N\ {0} olmak
lizere Vn,m € N* igin

m
fn(em) = 6n,m - {0 n+m

ve

X =span{e,:n € N* } ve X* = span {f,;: n € N*}
olacak sekilde {e,}nen © X Ve {fi}nen* & X* vardir. Bu durumda k € N* igin
Xk = span {e,}, Yk = §=1= Xj, Iy =®iL=X;

olmak iizere X uzay1, X =Y, @ Z, seklinde iki uzayin toplami olarak yazilabilir.

Teorem 3.4.15 (Fountain Teorem): X bir Banach uzay, J € C'(X,R) cift bir
fonksiyonel ve X, Y, ve Z, alt uzaylari yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay

olsunlar. Eger herbir k € N*i¢in
i) k — ooiken inf  j(u) - +oo,
u€Z,|lull=yx

i) max j(u) <0,

UEY  |lull=pk

iii) Herbir ¢ > 0 igin J fonksiyoneli (PS) kosulu
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sartlarim1 saglayacak sekilde py > y; > 0 sayilar1 varsa, o zaman | fonksiyoneli X

uzayinda siirsiz olan (oo’a yakinsayan) bir kritik degerler dizisine sahiptir ( Willem

1996; Fan ve Han 2004).

Fan ve Zhang (2003),

div(|Vu[P®2vu) = f(x,u), x € Q
u(x) =0, x € 01}

seklindeki Dirichlet smir kosullarina sahip, p(x)-Laplace operatorinii iceren,
nonstandart biiyiime kosullu lineer olmayan eliptik denklemini incelemislerdir. Bu
galismada Q ¢ RV smurlt bir bolge, Ayyu(x) = div(|Vu[P®=2vy), her x € Q igin
p(x) >1, p(x) €EC(Q) ve f(x,u): QxR > R baz1 ozel sartlara (biiyiime kosulu,
Carathedory kosulu ve AR kosulu) sahip bir fonksiyon olmak iizere, varyasyonel

yaklasimla, AR kosulu altinda Fountain teoremi kullanilip, denklemin Sublineer

durumu incelenerek, denklemin ¢oziimlerinin varligi ve katliligi gosterilmistir.

Teorem 3.4.16: X bir Banach uzay, | € C1(X,R) enerji fonksiyoneli, c € R ve X,
Y, ve Z, alt uzaylar yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay olmak iizere herhangi bir

(unj) C X dizisi i¢in
I) |](uTL])| < C' u'l’lj € Yun.’
]
i) Up; = © iken <]Yu ) (unj) -0
nj

sartlar1 saglaniyorsa (un,-) dizisine J enerji fonksiyonelinin bir ((PS)¢) dizisi denir

(Willem 1996; Fan ve Han 2004; Vu 2005).

Eger (PS); dizisinin giiglii yakinsak bir alt dizisi varsa J enerji fonksiyoneli ((PS)7)

kosulunu saglar denir. (PS); dizisi J enerji fonksiyonelinin bir kritik noktasidir.
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Teorem 3.4.17 (Dual Fountain Teorem): X bir Banach uzay, J € C1(X,R) bir cift
fonksiyonel, X;, Y, ve Z, alt uzaylar yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay olsunlar.
Eger herbir k > k i¢in ky, > 0 olacak sekilde k, var ve

)= uEZkiﬁlquI=Pk](u) 20,

i) b, = <0,
s B

i) dy = inf  J(w) =0, k> oo,

u€Zyp,llullspk

iv) Herbir ¢ € [dy,,0) i¢in ] fonksiyoneli ((PS)z) kosulu

sartlarin1 saglayacak sekilde py > y, > 0 sayilar1 da varsa, bu durumda ] fonksiyoneli

X uzayinda 0’a yakinsayan bir negatif kritik noktalar dizisine sahip olur (Wang 2002).

Fan (2005),

{—diV(IVuI”(")‘ZVu) = 2a;(x) g1 (x,u) + pa,(x) g2 (x,u), x € Q
u=20, x € 0Q)

seklindeki p(x)-Laplace operatoriinii iceren, nonstandart biiyiime kosullu lineer
olmayan eliptik denklemi ele almislardir. Burada Q c RN (N > 2) acik sinirh bir
bolge, p(x) EC(Q), 1<p~ <p*<N,Lu€Rvei=12vex€Qign a; € L™,
a;,(x)eC (5), gi(x): QX R - R bazi 6zel sartlara (bitylime kosulu ve Carathedory
kosulu) sahip fonksiyon olmak {izere varyasyonel yaklasimla Fountain ve Dual

Fountain teoremleri kullanilip, denklemin Sublineer ve Superlineer durumlar birlikte

incelenerek, denklemin ¢éziimiiniin varlig1 ve katlilig1 gosterilmistir.

Zang (2008),

{—Ap(xw(x) = —div(|Vu[P@~2vu) = f(x,u), x €Q
u=0, x € 0Q
seklindeki Dirichlet smir kosullarina sahip, p(x)-Laplace operatoriinii iceren,

nonstandart biliylime kosullu lineer olmayan eliptik denklemi incelemistir. Bu

calismada, Q ¢ RY (N > 2) smirh bir bolge, f(x,u): 2 X R - R baz dzel kosullar:
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(bityiime kosulu, Carathedory kosulu ) saglayan bir fonksiyon, her x € Q igin p(x) > 1
ve p(x) € C(Q) olmak iizere varyasyonel yaklasimla Cerami kosulu altinda Fountain
teoremi kullanilip, denklemin Superlineer durumu incelenerek, denklemin ¢6ziimiiniin

varlig1 ve katlilig1 gosterilmistir.

Yao (2006),
—div(|VulP®2vu) + [u[P®)=2y = Af (x,u), x € Q
Jdu
|V P2 Fr ug (x,u), x € 9Q

seklindeki Neumann sinir kosullarina sahip, nonstandart biiyiime kosullu lineer olmayan

denklemi ele almistir. Bu ¢alismada, Q ¢ R¥ (N > 2) smirh bir bolge, her x € Q i¢in

p(x) > 1, p(x) € C(R),f ve g baz dzel sartlari (biiyiime kosulu, Carathedory kosulu
ve AR kosulu) saglayan fonksiyonlar ve A,u € R (A% + u? # 0) olmak iizere
varyasyonel yaklasimla denklemin Sublineer durumu incelenerek, Mountain Pass
Geometrisini kullanip denklemin sifirdan farkli en az bir ¢6ziimiiniin oldugu ve
Fountain ile Dual Fountain teoremleriyle de denklemin ¢oziimlerinin varlig1 ve katlilig

gosterilmistir.

Dai ve Hao (2009),

|V P 02
-M f dx | div(|Vu|P*~*Vu) = f(x,u), x € Q
) ( ) =fxu)
Q
u =0,

x € dQ)

seklindeki Dirichlet sinir kosullarina sahip Kirchoff problemini incelemisler.
Denklemde Q c RN (N =2) smirh bir bdlge, her x € Q igin p(x) € C() ve
1<p  <p"<N, f(x,u): Q X R = R biiylime kosulunu ve Carathedory kosulunu
saglayan lineer olmayan bir fonksiyon ve M(t) siirekli bir fonksiyon olmak iizere
varyasyonel yaklasimla Fountain ve Dual Fountain teoremleri kullanilip denklemin

cozlimlerinin varlig1 ve katlhilig1 gosterilmistir.
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Teorem 3.4.18 (Saddle Point Theorem): X bir Banach uzayi, X,V ve W alt uzaylar
yukarida tanimladigimiz gibi birer uzay olsunlar. Eger | € C1(X,R) fonksiyonel
Palais-Smale kosulunu ((PS).) sagliyor ve

i) Jlap < a olacak sekilde V wuzayinda 0’mn sinirlh bir D komsulugu ve bir
a sabiti vardir,
i) Jlw < B olacak sekilde § > a sabiti vardir

kosullarini da sagliyorsa, o zaman J fonksiyoneli
I'={h € C(D,E):0D’da h = I(6zdeslik fonksiyonu)}
i¢in

c = inf maxJ(h (u)) =B
RET %eb

olacak sekilde bir kritik degere sahiptir (Buenrostro ve Garza 2005).

Buenrostro ve Garza (2005),
Apu(x) = L h(x)[ulP2u + a(x)gw) + f(x),u € WHP(RV)

seklindeki p-Laplace operatoriinii iceren, Rezonans problemini ele almislar.

Denklemde; 2<p <N,(N>=3), her seR igin g:R—>R siirekli smirl bir

fonksiyon (lg(s)| < M), f € L®)(RN) (p*=NN—_pp ve (p*)' ise p*’in dualidir),

h(x) = h(|x]) bir aguhk fonksiyonu, a€L®V(RV)NL®(RY) ve A€
WP (RN) uzayinda p-Laplace birinci 6zdegeri olarak alinmaktadir. Calismada;
varyasyonel yaklasimla Saddle Point Teoremi kullanilarak, problemin zayif ¢6zliimiiniin

varlig1 gosterilmigtir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

GRADIENT ICEREN p(x) LAPLACIAN DENKLEMIi ICIN DIRICHLET
PROBLEMININ MOUNTAIN PASS ve ITERASYON TEKNIKLERI ILE
cOzZUMU

Bu boliimde, dogrusal olmayan gradient ¢ézlimiine bagimli olan homojen Dirichlet sinir
deger sart1 altinda degisken islii quasilinear eliptik denklemi ele alip, Mauntain Pass

teknigine bagli bir iterasyon kullanarak pozitif bir ¢6zlimiin varligini elde edecegiz.

Mevcut ¢alismada, herhangi bir 1 < p(x) < 2, x € G ve baz1 6zel sartlar1 saglayan

siirekli fonksiyon f i¢in G € R" diizgiin simirh bir bolgede

{—div(quIp(x)‘ZVu) + [uP®2u = fx,u, |VuP®2V0), x €6 (P)

u=0, x €0G
probleminin ¢6ziimlerinin varligi calisildi. (P) problemi p(x)-Laplacian operatorii
olarak bilinen A, u:= div(qulp(x)‘ZVu) ifadesini igerir. p(x)-Laplacian operatorii
p-Laplacian opearatoriiniin  genellestirilmis bir halidir. Nonlinear f fonksiyonu
gradientine bagimli oldugu i¢in, (P) denklemi varyasyonel degildir. Bu yiizden iyi
gelismis Kritik Nokta teorisi dogrudan uygulanamaz. RN nin G sinirli blgesinde f nin
sublineer ve superlineer durumlari incelenerek asagidaki Drichlet probleminin ¢éziimiin

siirlilig

{-Au = f(x,Vu), x€G (4.1

u=0, x € 0G
ile ilgili cesitli ¢alismalar yapilmistir. Ornegin Wang ve Ding (1995); Ruiz ve Suarez
(2007). p > 1 reel sabit olan p-Laplacian operatorii iceren durum yani Aju:=
div(|Vu|?~2Vu) Montenegro ve Montenegro (2000); Ruiz (2004); lturriaga ve Lorca
(2007) makalelerinde galisildi. Bu ¢alismalarda arastirmacilar sublineer ve superlineer
¢coziimler metodu kullanarak topolojik derece ve blow-up (patlama) durumlarini

incelemislerdir. Son zamanlarda (4.1) problemi i¢in farkli arastirmacilar tarafindan bazi
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yeni ve ilging metodlar gelistirildi. Figueiredo vd (2004) makalesinde D. De Figueiredo
G € RN (N = 3) diizgiin sinirl bolgede

{—Au =f(x,u,Vu), x€G (4.2)

u=0, X € 0G
yar1 lineer eliptik problem i¢in varyasyonel tipin olduk¢a farkli tipini gelistirdi. Bu
calismada varyasyonel ve iterasyon semasi, yart eliptik problemlerin bir ailesi ile
iliskilendirilerek olusturulan bu teknik ¢oziimlerin gradientinden bagimsizdir. ikinci
degiskenin sonsuza ve sifira yaklagmasiyla f nin superlineer subcritical biiyiimeye sahip
oldugu varsayimlari altinda Mountain Pass teoremi ve iterasyon teknikleri kullanarak
(4.2) nin pozitif ve negatif ¢oziimlerinin varligimn elde ettiler. Sonra Figueiredo (2008)
de G.M. Figueiredo 1 < p < N, gradient igeren fonksiyon olan sagdan siirekli nonlineer
f:RXRN > R

—Apu + [ulP~?u = f(u, |VulP~2Vu), (4.3)

RY de quasilinear eliptik problem icin bu metodu uygulad: ve (4.3) igin pozitif bir

¢Oziim elde etti.

Yukarida adi gegen galismalari, sinirli G bolgesinde p sabiti yerine p(x) fonksiyonunu
ve f(u, |VulP=2vu) yerine f(x,u, |[VulP®~2Vu) alarak genellestirdik. Coziimiin
gradientinden bagimsiz degisken Usli bir eliptik denklemle ilgili az sayida g¢alisma
mevcuttur. Bu calismalardan biri, Ayazoglu ve Ekincioglu (2016) dir. Bu calismada (P)

probleminin p(x) > 2 durumu incelenmistir.

p(x)-Laplacian operatérii ile p-Laplacian opearatorii arasindaki ana fark p-Laplacian
operatorii (p — 1)-nonlineer ve homejendir, fakat p(x)-Laplacian operatori p(x)
siirekli olmadigindan nonlineer ve nonhomojen olma 6zelligine sahiptir. Bu ylizden
bircok problemde Sobolev uzaylarin teorisi gibi bazi klasik teori ve metodlar
uygulanamaz. Dahasi p(x)-Laplacian operatér iceren nonlinear problemler
electroreheolojik akiskanlar ve elastic mekaniklerin ¢alismasindan ortaya ¢ikan dinamik
fenomenler modeli i¢in kullanilabildiginden olduk¢a ¢ekicidir. Degisken iislii biiyliime

kosullu problemlere ayrica Non-Newtonian akiskanlarinin sabit thermorheological
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viskoz modellemesinde ve ideal bir barotrapik gazin gézenekli ortam boyunca siizme
sirecinin ~ matematiksel ~modellemesinde rastlanir.  p(x)-Laplacian’in  detayli
uygulamalar1 Ruzicka (2000); Fan ve Zhao (2001); Boureanu vd (2011); Diening vd
(2011); Chung (2013) ¢alismalarinda verilmistir.

4.1 On Bilgiler:

Calismamizin bu kisminda G € RN sinirli bolgesinde degisken iislii Lebesgue ve

Sobolev uzaylarinin bazi temel ozelliklerini ifade ettik. Detaylar icin Kovacik ve

Rakosnik (1991); Fan vd (2001); Fan ve Zhao (2001); Diening vd (2011) ¢ bakiniz.
Vx € G, C.(G) ={f: f €C(G),f(x) > 1}
olsun.

f~ =mingeqf (x) ve f* = maxyef (%), Vf € C1(G)

olarak tanimlayalim. Herhangi bir p € C, (G) i¢in
LP®(6) ={ulu:6 > R olgiilebilir, f lu(x) PP dx < oo
G

olarak degisken iislii Lebesgue uzaymi tammlayalim, sonra LP®) ()

. u(x)
IIuIILp(x)(G): = |[ullpey = inf4 A > O:f |T| dx <1
G

Luxemburg normuyla donatalim.

p: LP@(G) - R déniisiimii olan LP™ (G) in modiileri her u € LP® (G) igin

poco () = [ lulP®dx
G

olarak tanimlanir.
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Onerme 4.1.1: Eger u,u, € LP®(G) (n=1,2,...) ise asagidaki ifadeler birbirine
denktir (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan vd 2001).

I) limn_,oo pp(x) (un - U) = 0;
i) im0 lluy — ullpy = 0;

iii) u, — u, (G deki dlgiime gore) Ve limy,_e Ppx) (Un) = Pp(W).

Onerme 4.1.2: Eger u, u,, € LP®(G) (n = 1,2,...) ise
I) ”'ll”p(x) > 1(< 1;= 1) = pp(x)(U) >1 (< 1;= 1),
p+

“) ”u”p(x) <l= ”u”p(x) = pp(x)(u) < ”u”z(_x);

— +
”u”p(x) >1= ”u”g(x) = ,Dp(x)(u) = ”u”Z(x);
i) 1Mo ltnllpoy = 0 © limyse p(uy) = 0;

limn—mo”un - u”p(x) =00 < limn—mo pp(x)(un) = 00

dir (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan vd 2001).

WLP® (G) degisken iislii Sobolev uzay1 Vu € WP® (G) igin
lully oo ) = llullipey = lullpe) + 1Vullpe
normuyla
WP®(G) = {u € LPX(G): |Vu| € LPX(6)}

olarak tanimlanir.

WP (G) de € (G) nmin kapanisi Wol’p(x)(G) dir ve ||Vullp ), I/I/O1

P (¢) deki norma
esdegerdir. Eger 1 < p~ < p* < oo ise LPX)(G), WPX)(G) ve Wol’p(x)(G) uzaylarmin
ayrilabilir ve yansimali Banach uzay oldugu iyi bilinir (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan

2005; Diening vd 2011).

Eger py(x)(u) yerine
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5M@W)=f(wm“@+4mm@ﬁw
G

alinirsa Onerme 4.1.1 ve Onerme 4.1.2 ifadeleri u, u,, € WP™(G) i¢inde saglanur.

” e teoen 1 1
Onerme 4.1.3 (Young Esitsizligi): Her x € G ve v + -

=1 i¢in p(x) > 1 olsun.
Oyleyse her a, b > 0 icin

< [a]P@  |pP @

ab

p(x) p'(x)

dir (Diening vd 2011).

Onerme 4.1.4 (Holder Tip Esitsizlik): Eger p € C,(G) ise $+p,;(x) =1 olmak

iizere LP™(G) nin eslenik uzay Lp'(x)(G) uzayidir. Herhangi bir u € LP™(G) ve
v E Lp'(x)(G) icin

1 1
Gf wvdx < (p—_ + (p—)) el 10l ) < 2 el 191y

dir (Diening vd 2011).

Onerme 4.1.5 (Poincaré Esitsizligi) :

i) G bolgesinin G sinirmin koni dzelligine sahip oldugunu ve p € C(G) oldugunu
kabul edelim. Eger herhangi bir x € G igin 1 < q(x) < p*(x) ve q € C(G) ise
WPO(G) o L1D(6) dir.

i) Eger herhangi bir x € G icin p(x) < q(x) ve p,q € C(G) ise WP (G) o
LI®)(G) dir. Ayrica ¢ > 0 olmak iizere Vu € Wol’p(x)(G) i¢in

lullgeey < cllullypee

dir (Kovacik ve Rakosnik 1991; Fan vd 2001).
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Onerme 4.1.6: L operatérii asagidaki 6nermeleri saglar.

i) L: Wol'p(x)(G) - ( Wol’p(x) (G))* stirekli, sinirli ve kesin monoton bir operatordiir.

i) L, (S;) tipinde bir donlisimdiir. Yani; Eger Wol’p(x)(G) de u, = u (zayif
yakinsak) ve nll_)—moo(L(un) —L(uw),u, —u) <0 ise Wol'p(x)(G) de u, -
u (kuvvetli yakinsak)

dir (Fan ve Zhao 2001).

Tamim 4.1.7: X bir Banach Uzay ve J: X - R bir C*-fonksiyonel olsun. n - oo iken
J'(uy) = 0 ve J(u,) sinirh oldugunda eger herhangi bir (u,) dizisi yakinsak bir alt

diziye sahip ise J fonksiyonelinin Palais-Smale (Kisaca (PS)) sartin1 sagladigi soylenir.

4.2 Ana Sonuclar:

[lk olarak (P) probleminde goriinen, lineer olmayan f ye yiiklenen sartlar1 ifade edelim.

f:G xR x RN - R asagidaki sartlar1 saglayan bir fonksiyon olsun.
(fD) fler1gP®™=20) =0, vr <0,v(x,{) € G X RV,

p(x)-2 —
(f2) limr_,owz 0, xEGvel ERN,

|r|pL0-1

p(x)-2 _
(fs) limr—mow =0, x€Gvel ERV

[r|a@)-1

Vx € Gicinpt <q~ <qt <(p*)” ve

ANV
@) ={N-p " P
+00, N<p~

olarak verilen (p*)~ Sobolev kritik tistiir.
(f.) (Ambrosetti-Rabinowitz sart1) V|r| > 7, x € Gve{ € RV icin8 > p*ver, >0

i¢in
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0 <6 F(x,7,[{PD72¢) = 6 [ f(x,5,1{PD2¢) ds < rf (x,7, 1§[PD7%)
dir.
(fs) Pozitif a; ve a, sabitleri i¢in
F(x,7,1¢[P®720) > a;r% —a,, vr>0,V(x,{) € G xRN
dir.
(fe) Vry,r €[0,p1] (rp #1y) Ve V|(| < p,icin1 < p(x) < 2 olmak tlizere

M

|7y — 73]

f(x' T, |(|p(x)_2{) - f(x: T2, |<|p(x)_2{) < Lllrl - erp(x)_l -
esitsizligini saglayan M ve L, = L,, pozitif sabitlerinin oldugunu varsayalim.
(f;) vrel0,p]vev |l 18] < pyicinl < p(x) < 2 olmak tizere

£, 10P®28) = £(x,7,12,P9728,) < L,|g, — &, |P@-1

esitsizligini saglayan L, = L,, pozitif sabitinin oldugunu varsayalim.

Ayrica, (P) problemi ile ilgili ana sonucun ispatinda, “.” RN de i¢ ¢arpim olmak iizere

Vx € G ven, P € RY i¢in

P(X)=24 _ |4f|P(x)-2 - >(p- =1 =y 1 2 421
(Inl n— Iyl Y)-G-9) 2" - Dgmotmm 1<p@ <2 (42.1)

olarak bilinen vektor esitsizligini kullaniriz (Mitrinovi¢ vd 1993).

Asagidaki teorem mevcut ¢alismanin ana sonuglarini elde etmek i¢in 6nemlidir.

Teorem A (a) 4.2.1: Fan ve Zhao (1999)’daki Teorem (4.1)’e gére Eger f Vx € G icin
q(x) < p*(x)olan q € C,(G) ve Cy,C,, C3 > 0iken

| (e, 7, 191PD720)| < Colr PP + CIr |97 + 5, V(x,7,0) €GXRXRY

biiyiime sartin1 saglarsa, (P) nin her u zayif ¢6ztiimii i¢in u € L (G) dur.
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(b) Fan ve Zhao (1999)’daki Teorem (4.4)’e gore uEWOLp(x)(G)an(G), (P)
probleminin bir ¢dziimii olsun. Eger s fonksiyonu G iizerinde log-Hélder siirekli ise
yani

H

1. 5. .
m, |x—y| SE ile X,y € G i¢in (4.2.2)

|s(x) —s@)| <

esitsizligini saglayan pozitif bir H sabiti varsa & € (0,1) icin u € C**(G) dur.

() Fan (2007)’deki Teorem (1.2)’¢ gore u € W,"**)(G) n L*(G), (P) probleminin bir
¢oziimii olsun. Eger s fonksiyonu G iizerinde Holder siirekli ise yani
|s(x) —s(y)| < H|x —y|%, x,y € G icin (4.2.3)

esitsizligini saglayan pozitif bir H sabiti varsa a € (0,1) icin u € CY*(G) dir.
Calismamizin ana teoremi asagida ifade edilmistir.

Teorem 4.2.2: (P) problemindeki f fonksiyonelinin (f;) — (f;) sartlarin1 sagladigini
kabul edelim. Vx € G igin1 < p~ < p(x) < p* < 2 olmak iizere p fonksiyonu (4.2.3)

sartini saglasin, Bu durumda (P) problemi L3, L, > 1 iken

LiLsp™ + LyLyp* < 21 (4.2.4)

sartin1 saglayan pozitif bir ¢6ziime sahiptir. L3 ve L, (4.2.8) ile ifade edilmistir. Ayrica

elde edilen ¢oziim a € (0,1) i¢in C¥%(G) smifindandir.
Teorem 4.2.2’nin ispat1 asagidaki gibi birkag pargaya ayrilir.

Aslinda f fonksiyonunda gradient oldugundan dolayr (P) problemi varyasyonel

degildir. Fakat eger gradient degiskeni dondurulursa (sabitlenirse), yani degisken {islii

Wol‘p(x) (G) uzayinda herhangi bir w’ye baglarsak
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{—div(quIp(x)_ZVu) + [ulP®=2u = f(x, u, |Vo|PP~2Vw), x € G (P.)
w

u=0, x € G

seklinde bir problem elde ederiz. Bunun sebebi bir iterasyon sayesinde herhangi bir
varyasyonel yaklagim probleminin u, gibi pozitif bir Mountain Pass ¢dziimiine sahip
olan (P,) seklindeki problemlerin bir sinifin1 incelemektir.

(P,) problemi bir varyasyonel yaklasimin i¢inde oldugu i¢in onun zayif ¢oziimleri

1
I,(w) = j m(IVulp(x) + |u|P®)dx — J F(x,u, |Vo|PW~2Vw)dx
G G

olarak tanimlanan I,: Wol'p(x) (G) = R es fonksiyonelinin kritik noktalaridir.

Standart bir yolla Iwecl(Wol”’(x)(G),R) oldugunu ispatlayabiliriz. Bizim ilk
sonuclarimiz (P,) probleminin ¢dziimlerinin sinir tahminleri ve ¢oziilebilirliligi
hakkinda olacaktir.

vu € Wy PP (6) \ {0}, ¢ € W, PP (G) igin

(I (ug), @) = fIVulp(x)‘ZVuvwdx—f f(xu, Vo PP 2Vw) pdx
G G

olmak iizere I,, € C°(W, P®(6), R) n €1 (Wy PP (6) \ {0}, R) dir.

Eger ¢ € W,""¥)(G) iken
f |Vu|PO-2vuVedx + f lulP® =2 dx = f f(x,u, Vo PP 2Vw)pdx
G G G

olursau € Wol’p(x) (G), (P,) nin bir zayif ¢éziimii olur.

1
J@) = f S (TP + @) dx, vu e WP(6)
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olmak iizere L = J': Wy " (G) - (Wol’p(x)(G)) fonksiyoneli yardimiyla W,""™(G)

degisken iislii sobolev uzayinda i¢ ¢arpim Yu, v € Wol’p(x) (@) i¢in

(L(w),v) = f(quIp(x)_ZVqu + |ulP®=2yup)dx
G

bi¢iminde tanimlanir.

Yardimer Teorem 4.2.3: E bir reel Banach uzay olsun. I € C1(E,R), Palais-Smale

(PS) sartin1 saglasin.
i) B,= {u € Wol’p(x)(G): Jull < p} olmak lizere [I|gp, =1(0) + a esitsizligini

saglayan p > 0, a > 0 sabitleri vardir,
ii) I(e) < I(0) olacak sekilde e € E ve |le|| > p,

olduklari kabul edelim. Bu durumda I (u),

‘o= ;relguer)lfq(ﬂ)),(ﬂ)l“’ (W)

olarak karakterize edilebilen bir ¢ kritik degerine sahiptir. Burada
I'={y € C([01]E):¥(0) =0,y(1) = e}

dir (Willem 1996).

Sonug 4.2.4: Eger E deki herhangi bir (u,,) dizisi (gii¢lii) yakinsak ({I(u,)} ve n — oo;
I'(u,,) — 0) bir alt diziye sahipse I fonksiyoneli Palais-Smale (PS) sartin1 saglar.

Yardimci Teorem 4.2.5: w € Wol’p(x) (@) olsun. Bu durumda
i) B, = {u € Wol'p(x)(G): [lul| < p} ile I|gp, = aolan p > 0, a > 0 sabitleri vardr.

ii) |lg|| = 1 normuyla ¢ € C;°(G) igin, r - oo iken I, (ra) — —oo dur.

Ispat: i) |lullype < 1 olsun. (f2) ve (f3) den
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- 1
For IIPE720) < o= P[P + €y fr|4®)

esitsizligini saglayan w den bagimsiz pozitif bir C; sabiti vardir. Bu durumda Onerme

4.1.2 ve Onerme 4.1.5 i kullanarak

1
I,(u) = f M(IVulp(x) + [u|P®)dx — f F(x,u, |Vo P ~2Vw)dx
G G

1 1
> p_+ ](IVqu(x) + Iulp(x))dx — 21?,[ |ulP® dx — ¢, f |u]99) dx
G G :

1 + - +
> ol — Cimax (e, Nulle, }

2 =l — Comax {ull o, 1l }
~ 2p+ 1!p(x) 2 1!p(x)’ lvp(x)

elde ederiz. ¢~ > p™ oldugu i¢in dyle pozitif iki p ve a reel sayilari vardir ki ||ull < p
ile
I, =a>0, ueWw, @@

elde edilir. Boylece Yardimci Teorem 4.2.5 in (i) kismui ispatlanmis olur.

i) Keyfi bir v, € WP (6) \ {0} alarak ve (f5) i kullanarak,

1
I,(rvy) < f m(IVrvolp(x) + Irvolp(x))dx — f F(x,700, |VG|P®2Vw)dx
G G

rp*
< p—_f (IVUOIP(") + Ivolp(x))dx —ayr? J lvol?dx + a,|G|
G G

elde ederiz. 8 > p* ve |vy|® # 0 oldugu i¢in r — oo a giderken I,,(rv,) — —oo olur.

Boylece Yardimci Teorem 4.2.5 in (ii) kismi ispatlanmais olur.

Mountain Pass teoremi

I,(u,) —»c, vel,(u,) -0 (4.2.5)
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olan bir u, € I/I/;)l’p(x)(G) dizisinin varligimm elde eder (Pucci ve Serrin 1984; Willem
1996).

Yardimar Teorem 4.2.6: w € W,"**(G) olsun. Bu durumda I,, fonksiyoneli Palais-

Smale (PS) sartin1 saglar.

Ispat: ilk olarak (u,,) dizisinin Wol’p(x)(G) de smirl oldugunu goésterecegiz. Bunun igin
tersini kabul ederek ¢eliski olusturacagiz. (u,,) ile gosterilen bir alt dizi alalm. n — oo
icin ||u, || = 0 olsun. (f,) i ve (4.2.5) i kullanarak yeterince biiyiik n’ler i¢in

1+ Co t ”unlll,p(x)

> Iy (tn) — 5 410 (), 1)

1
> o j(IVunlp(x) + Jup [PO))dx — J F(x, Uy, [Vo|P®~2Vw)dx
G G

1 1
—gf(wum(x) + Iunlp(x))dx—fEunf(x,un,IVa)Ip(")‘ZVw)dx
G G

1 1
> (;F‘E)f“v“n'p(x) + up PO dx
G

1 p(x)-2 p(x)-2
- Eunf(x, Uy, Vo Vw — F(x, Uy, |Vo| Vw)|dx

{xeGun(x)zre}

1 p(x)-2 p(x)-2
— Eunf(x, Up, |Vw| Vw — F(x,u,, |Vo| Vw)|dx

{xeG:uy(x)<ry}
1 1 -
14

1 p(x)-2 p(x)-2
— Eunf(x, Up, |Vw| Vw — F(x,u,, |Vo| Vw)|dx
{xeG:uy(x)2ry}
—M|G|
elde edilir.
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(M = sup {%rf(x, 7, Vo |PO2vw — F(x, 7, [Vo PP 2Vw), |r| < ro}). (fa) (AR sarti)
sartinin saglandig1 goz Oniine alinirsa n — oo i¢in ¢eliski elde edilir. Dolayisiyla (u,,)
dizisi Wol'p(x)(G) de sinirhidir.

g = [, F(x,u,.)dx olsun. Oyleyse g'(up) > g'(w) dur. I (un) = L(uy) —
g'(uy) — 0 oldugundan dolay1 L(u,,) — g'(u,) dir. Onerme 4.1.6 dan dolay1 u,, » u

dur. Bundan dolay I, Palais-Smale dizisini saglar.

Yardimc1r Teorem 4.2.7: (P) problemindeki f fonksiyoneli (f;) — (f;) sartlarini
saglasin. Eger ayrica p (4.2.3) Holder siireklilik sartin1 saglarsa (P,) problemi herhangi

bir wEWOI’p(")(G)nCL“(G) ve en az pozitif bir a € (0,1) icin u, € CY*(G)
¢oziimiine sahiptir. Ayrica |lugyllcoegy < p1 Ve |[[Vuyllcoay < py  esitsizliklerini

saglayan w den bagimsiz p; Ve p, pozitif sabitleri vardir.

Ispat: Yardime1 Teorem 4.2.5 ve Yardimci Teorem 4.2.6, I, fonksiyonelinin
Mountain-Pass geometrisini sagladigim ifade eder (Willem 1996). Oyleyse Mountain-

Pass teoremini kullanarak Ambrosetti ve Rabinowitz (1973); Pucci ve Serrin (1984) de

idda edilen (PS) sart1 olmaksizin bir (u,) € Wol'p(x)(G) dizisi vardir (elde edilir) dyle
Ki

Iy (un) = ¢ Ve Iy (uy) = 0

¢, = inf max Ia,(y(r)) >0

Yer refo0,1]

ve Yardimci Teorem 4.2.6 da verilen bazi v,y ve T igin
r={r € c(1011W79(6): 70 = 0,7(1) = Tuo}

dir. (un),Wol’p(x)(G) de smirli oldugundan ve Onerme 4.1.5 (i) den dolayr (u,)

dizisinin yine (u,) ile gosterilen bir alt dizisinin oldugu anlasilir ve

VVOLP(X)(G) de u, — u, (zayif yakinsak),

p*(x) > p(x) icin LP®(G) de u,, — u, (giiclii yakinsak) ve
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G bolgesinde hemen hemen her yerde u,,(x) — u,(x)

dir. Ayrica Gongalves ve Alves (1998) i kullanarak G bolgesinde hemen hemen her

yerde

elde edilir. Dahas1 Brezis ve Lieb (1983) de iddaa edilen sonug ve Onerme 4.1.1 i
kullanarak her ¢ € W1P®(G) i¢cin

fIVunlp(x)_ZVunV(pdx—>fIVuwlp(")_ZVqu(p dx
G G
ve
[ 1Pt~ [ g P20, gt
G G

olur. Ayrica Brezis ve Lieb (1983) ii kullanarak V¢ € I/VOI"’(")(G) i¢in

]f(x,un,Ilep(x)‘ZVw)¢dx—>Jf(x,uw,Ilep(x)‘ZVw)(pdx
G G

elde edilir. Bdylece her ¢ € W,**“(G) igin (I}, (ug,), @) = 0 1 elde ederiz. (f;) Ve (f3)

den &>0 olmak iizere her ¢ €RN igin f(x,r,l(lp(x)‘zi)Sslrlp(x)‘1+

Ce|r]9®)~1 sartimi saglayan w den bagimsiz pozitif bir C, sabiti oldugu goriiliir. Diger

taraftan g € C,(G) oldugundan dolay1 Vx € G igin q(x) < p*(x) iken Teorem A (a) y1

kullanarak u,, € L®(G) elde ederiz ve bu yiizden u, € W*PX () N L®(G) dir.

Ayrica p fonksiyonu G da Holder siirekli oldugu i¢in Teorem A (c) yi kullanarak

a € (0,1) ile Yo € WP (6) n C*4(G) igin u,, € CY4(G) elde edilir.

Sonuc 4.2.8: Yardimc1 Teorem (4.2.7) deki (4.2.3) (Holder siirekliligi) ifadesi (4.2.2)

(log-Holder siirekliligi) olarak degistirilirse Teorem A (b) yi kullanarak « € (0,1) ile

Vo € W,"PP(6) n €4 (G) igin u,, € C*%(G) sonucu elde edilir.
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Yardimci Teorem 4.2.9: w € Wol’p(x) (G) olsun. Yardimci Teorem 4.2.7 de elde edilen
biitiin u,, ¢dziimleri igin [[u ||y, = C. olacak sekilde w den bagimsiz pozitif bir C,

sabiti vardir.

Ispat: u, # 0, (P,,) probleminin bir ¢dziimii oldugu i¢in
1 p(x) p(x) p(x)-2
m(lvud + g [PD)dx = | f(x, U, Vol Vw)u,dx
G

elde edilir. (fy) ve (f3) den her ¢ €RYN icin f(x,7,|{P®727) < g|r[P®)1 4
C|r]9®~1 sartin1 saglayan w den bagimsiz pozitif bir C, sabiti oldugu gériiliir. Bu da
sadece |[ug,ll1pr) < 1 durumunu diisiinmek igin yeterlidir. Boylece Onerme 4.1.2 ve

Onerme 4.1.5 i kullanarak

1 1
ZFJ lu,, [P®dx + C; j lu,, |[999dx > p—+f(|Vu|p<x) + [ulP®)dx
G G G

q(x) 1 p*
Ca | o™ dx 2 o Sl 10
G

- +
C4,”uw”;l,p(x) 2 2p+ ”ua)”ip(x)

1

1 q -pt o—
”uwlll,p(x) = (2p+C4) =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Yardimer Teorem 4.2.10: w € Wol‘p(x)(G) olsun. Lemma 4.2.9 da elde edilen biitiin
u,, ¢oziimleri igin |[uy,ll1 ) < C” olacak sekilde w den bagimsiz pozitif bir C* sabiti

vardir.

Ispat: i1k 6nce
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I, (u,) < m%xlw (rvy),
t=

oldugunu hatirlatalim. u,, = rv, olarak alinirsa

1 p(x) p(x) 6
Iy(uy) = 1,(rve) = M(erol + [rvl )dx —ay | [rye|”dx — a,|G]
G G

+
rP
< p—_f (IVUOIP(") + Ivolp("))dx —ar? f [vol?dx — a,|G|
G G

olur. 8 > p* ve |yy|? # 0 oldugu igin

rp*
re RHP—_f(IVvolp“‘) + |v0|p<x))dx—a1r9f|u0|9dx—a2|a|
G G

doniisiimii w den bagimsiz pozitif bir maksimum degere ulasir. Boylece

I,(u,) <C (4.2.6)

olan bir € > 0 sabiti bulunur. (4.2.6) y1 kullanarak

1
j—p(x)(IVuwlp(")+ |ue|P¥)dx < C+J F(x, Uy, Vo |P®2Vw)dx  (4.2.7)
G G

elde edilir. (f,) de verilen r, ile D = {x € G: |u,,| > 1y > 1} kiimesini tamimlayalim.
u,, Nin bir ¢6ziim oldugunu hatirlayalim. (f;) ve (f;) den

f F(x,ug, Vo P®~2Vw)dx
G

< fF(x,uw,Ilep(x)‘ZVw)dx+J F(x, uy, |Vo|P®~2Vw)dx
G\D G

B R il PP fwum@ )
<cs| 1 () \ J 5 X

|7”0|p+ 1
<cg|ry+ — |G\ D| + f 5(|Vuw|p(x) + Iuw|p(x))dx

G
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olur. (4.2.7) denkleminden

1 1 ro|P"
(F—g)f(wuwmx) + g [P®) dx < C + C <r0+ | ;'_ >|G\D|
G

elde ederiz.(|G \ D|, G \ D nin RY de Lebesque 6l¢iimiinii ifade eder.) Ayrica

L1y Irol”” _
<F_5) a2y < €+ Caro + ) 16\ DI = €

olup buradan

1 1\rLPp
||uw||1’p(x) < [(p_"'_g) C*] =C*

olur. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Simdi (P) probleminin pozitif bir ¢6ziimii oldugunu gostermek i¢in haziriz.

Teorem 4.2.2 nin Ispati:

lupleogy < p1 Ve |Vuglcogy < p, olmak iizere keyfi bir u, € Wol’p(x)(G)n

C1%*(G) ile baslayarak Yardimci Teorem 4.2.7 deki Mountain Pass teoremi kullanilarak

elde edilen

_Ap(x)un + |un|p(x)_2un = f(x, up, |Vun—1|p(x)_2vun—1)' X€EG
u, =0, x € 0G

probleminin ¢6ziimleri olarak bir (u,) c Wol'p(x)(G) NCY*(G) dizisi gdz Oniine

alalim. Diger taraftan (P),,; ve (P), kullanilarak

f Vs 1172 Vit Vit s — Vi) + f st PO 2 21 (s — wn)lx
G G
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- f £ s, [V [P2 Va1 — )l
G

ve

f |Vun|p(x)_2 Vun(vun+1 - Vun)dx + f Iunlp(x)_z un(un+1 - un)dx
G G

= f [ up, |Vun—1|p(x)_2 Vun—l)(un+1 — Uy )dx
G

elde edilir. Sonra

j (IVUn11 PP 72Viy g — [Vun PP 72V, ) (Vin g — Vi, )dx
G

+ f (|un+1|p(x)_2un+1 - |un|p(x)_2un)(un+1 — U, )dx

G

= j (f O 1, [Vt [PO72Vy) = £, tt, Vit [P 72V)) (g — wn)dx
G

+ j (f(x; Up, |Vun|p(x)—2vun) - f(x' Up, |Vun_1|p(x)—2vun_1)) (un+1 - un)dx
G

elde ederiz. [ [n — ¢|P™ dx ifadesinde

1 1 _q
2 T 7 -
p(x) 2-p(x)
olmak tizere Holder esitsizligi uygulanirsa
In —y|P®) P()(2-p(x))
f b = I da = f ey (MWD dx
G ¢ (nl+lph 2
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In — p[P® p()(2-p(x))
<2 PG| | (nl+ [¥D 2 LZ‘;(")(G)
(nl + D 2 LPGI(6)
P/
In — l/)|2 2 (2—29)/2
<2 max — » (Inl + |¢|)p(x) -p(x)
pel=p*} [[(Inl + D> PO %5582, | ”L—z—;(—x)'2 T ()
p/Z (2_19)/2
In —|?
_ )
=2, (Inl + [pDH2P® dx f(lnl R dx
G G
, 20/2 1/2
In — ¥l
)
<z o | | gremmmmds| 1+ ] Gl
7z G

elde edilir. Benzer sekilde yine Holder esitsizligi kullanilirsa

2 2 /2
|V — Vp[P® dx <2 max =W ) (14 [awmt+ 1vplyp@ax
2 Z ~ pelppt) J (|vn| + |Vp|)2-r) J n

olur. 1 < p~ < p* < 2 oldugu diisiiniilerek ve (4.2.1) i uygulanirsa
P/,

12
In — | dx

max
pe{p=p+} J (Inl + 2™

P/Z
1
< max j (P2 — [YP@-2p). (n — p)dxc

T pelppti\pT —1
G

1
p(x)-2,, _ p(x)-2 _
<3| 1+ Gf (InlP@=2n — [p|P=2y). (n — P)dx

ve

i |V — Vy|?
pe{p‘,p’f}a (IVnl + |V [)2-p™

dx
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4 f (197 [P@~275 — [Vp[Pe-273). (V5 — Vip)dx
G

elde edilir.

1/ 1/
(14, (nl +1phP@dx) =Ly, (14 f, (0l + 1VphP@dx) = L, (4.2.8)

olsun. Oyleyse Ls, L, smirlidir ve Ls, L, > 1 dir. Bundan dolay1

f In — wlp(x) dx<p2L31 2L3 f (Inlp(x) 2 _lep(x)—zw)_(n_w)dx (4.2.9)

ve

[ 190 = vy ax
G

2L 2L
<——+ = = 1 J (1vn[P)=2yn — |V |POI=2vy). (V) — Vip)dx (4.2.10)
G

p-—1

dir. Boylece (4.2.9) ve (4.2.10) esitsizliklerinde 1 = Upq , Y = Up, Ppe)(Unsr —

2L3+

u,) = 1ve M|G| = % alinirsa

8p(e) Un+r — Up) = f(lun+1 — U [P®) + |Vt g — Vun|p(x))dx
G

2L + 2L, 2L;Ls
< p—1 + p— — pp(x)(un+1 un)

2Lz 4

f|v V1 POy, — upldx — MG

_ 2LyLs

= p 1pp(x) (Un+1 — Up)

2L,L
_ Z_L; f Ivun - Vun—llp(x)_llun+1 - unldx




98

olur. Yukaridaki esitsizligin sag kismindaki integral altindaki ifadeye 6nerme (4.1.3) i

(Young Esitsizligi) uygularsak

2L,Ls
6p(x)(un+1 - un) < P — 1pp(x) (un+1 - un)
— u —Uu —_— U, — vVu,_—
p- — 1 p_pp(x) n+1 n p- Pp(x) n n—1

< (2L1L3 s 2L,L,
p~—1 (p~—Dp~

2L,L,(p* — 1)
—— Pp(x) (Vun - Vun—l)

> Pp(x) (un+1 - un)

(p~—Dp
2L1L3p~ + 2L,L
1(}93_ — 1)}?_2 & 6p(x) (Up41 — Up)
2L,L,(pt — 1)
(;_4_ Dp- 6p(x) (U — Up—1)

veya

2LyL4(pt-1)

(~-Dp~

(1 _ 2L4L3p” +2LyLy 6p(x) (un — un—l) (4.2.11)

(p=-Dp~ )6P(x) (Uns1 — Up) <

2L1L3p_+2L2L4

elde edilir. (4.2.11) den dolay1 1 — - —Dp-

> 0 olur. Boylece

5o < 2LLa(p* — 1) 5 )
PN TS o = Dpm = 2LiLap — 2Ll PO

2L,Ly(p*-1)
(p™=1Dp~—2L1L3p~—2L3L,

olur. =: K olsun. (4.2.4) e gore K < 1 elde edilir. Simdi ardisik

bir sekilde ticgen esitsizligini uygulayarak

[

G

< (2pTorgnrit 4 22 ) g2 g g 2(EDT-1) gnY f Vi, — Vuo[P®dx
G

< (z(i—l)(p+—1)Kn+i—1 + 20D -Dgn+i-2 4 .. 4 2(i—1)(p+—1)1(n) f |V, — Vg [P@dx
G
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< 2G-D(p*-1)

1-K' p(x)

T % K™ | |Vu; — Vuo|P*dx
G

yazilabilir. Boylece

1-K¢
1-K

5P(x) (Unti — Up) < 20-DT-1)+ Kn6p(x) (uy; —up)

esitsizligi elde edilmis olur. lim,,_,,, K™ = 0 oldugu i¢in énerme 4.1.1 i kullanarak

Ai_rl}o”unﬂ - unlll,P(x) =0

bulunur. Dolayisiyla  (u,) € W,"P®(G) dizisi  herhangi bir u € W;"*™(6)
fonksiyonuna giiglii yakinsar. Boylece (u,) € W,"P®(G) dizisinin bir Cauchy Dizisi
oldugu anlasilir. V7 igin ||up|l1pex) = C. oldugundan Wol’p(x)(G) de sifirdan biiyiik bir
u fonksiyonu vardir. Béylece (P) denkleminin G bolgesinde bir sabit noktasinin oldugu

gosterilmis olur. Bu da bize (P,) probleminin u > 0 seklinde bir ¢6ziimii oldugunu

gosterir. Boylece Teorem 4.2.2 ispatlanmis olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde ¢alismamizda elde etti§imiz bazi sonuglar verilecektir.

Bizim calismamiz 6nceki Figueiredo vd (2004); Figueiredo (2008) arastirmalarin
genisletilmesi olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla biz adi ge¢en yazarlarin ¢aligmalarinda
yer alan  Aju-Laplacian ve f(u, |Vu|P~2Vu) vyerine daha genel olan Apoy,
£ (x, u, |Vu|P®=2v4) ifadelerini igeren Dirichlet problemini inceledik. Yani Figueiredo
(2008)'in RN deki —Ayu + [u|P~?u = f(u, |Vu|P~2Vu) problemini genisleterek
herhangi bir 1 < p(x) < 2, x € G ve baz1 dzel sartlar1 saglayan f siirekli fonksiyonu

icin G < RY diizgiin sinirh bir bdlgede

{—div(IVqu(x)‘ZVu) + |uPW=2y = f(x,u, |[VulP@2Vy), x €G )

u=20, x € 0G

probleminin varlik problemini inceledik.

Bunun i¢in varyasyonel metod kullandik. Fakat f fonksiyonu gradient igerdiginden ele
aldigimiz problem varyasyonel degildir. Bu problemde varyasyonel yontemi
kullanabilmek i¢in gradient’i sabitleme “Freeze” islemi gergeklestirdik, bdylece

varyasyonel problem elde ettik. Bu problem i¢in Mountain Pass ve iterasyon teknikleri

kullamilarak ¢dziimiin varlig elde edildi. Dogal olarak bu ¢dzim WP (G)

uzayindadir.
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