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ii
OZET

Dort bdlumden olusan bu calismada, belirtisiz topolojik uzaylar ara-
sinda cegitli tiurdeki fonksiyonlarla bunlarin arasindaki iligkiler
izerinde yapilan calismalarin bir derlemesi yapildi.

Birinci bdlim, caligmanin konusuyla ilgili temel kavramlarin tanitil-
masina ayrilmis; belirtisiz kiime, belirtisiz topolojik uzay, belir-
tisiz nokta, belirtisiz diizenli agik ve diizenli kapal:i kiime kavram-
lar: tanitilmistir.

fkinci b&liimde, Mukherjee ve Sinha tarafindan tanimlanan bazi yakin
slirekli fonksiyonlar ele alinarak, bunlar arasindaki iliskiler "ters
drnekler" yardimiyla agiklanilmaya calisilmistir.

Uclincli b&lumde, Goker-Es ve Mukherjee-Ghosh tarafindan tanimlanmis
olan belirtisiz kuvvetli siirekli fonksiyonlar arasindaki iliskiler
yine "ters 8rnekler" ile incelendikten sonra, Ikinci B&liimde yer alan
fonksiyonlarla aralarindaki iliskiler arastirilmistir.

Dérdinci bblimde ise, ikinci ve lclincl b&limlerde yer alan fonksiyon-
larin yanina, bu kez de Malakar ve Yalva¢ tarafindan tanimlanmis o-
lan belirtisiz kararsiz, belirtisiz yar: kararsiz ve belirtisiz kuv-
vetli kararsiz fonksiyonlar eklenerek belirtisiz siireklilik ile bun-
lar arasindaki iliskiler incelenmistir.



SUMMARY

This work consists of four chapters, and comprises a collection of
studies made on various types of functions between fuzzy topological
spaces and the relations between these functions.

The first chapter is devoted to the introduction of the fundamental
concepts related to the study; the concepts of fuzzy sets, fuzzy
topolojical spaces, fuzzy points, fuzzy regular open and regular
closed sets are introduced.

In the second chapter, some notions of near fuzzy continous functions,
which were defined by Mukherjee and Sinha, are dealt with and the
relations between them are explained by means of "counter-examples".

In the third chapter, after the relations between fuzzy strongly
continuous functions, which were defined by Coker-Es and Mukherjee-
Ghosh, are detailed through "counter-examples", the relations between
them and the functions in the second chapter are investigated.

In the fourth chapter, in addition to the functions in the second
and the third chapters, fuzzy irresolute, fuzzy semi-irresolute and

fuzzy strongly irresolute functions.which were defined by Malakar
and Yalvag, are added and the relations between fuzzy continuity

and these concepts are examined.
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1.0N BILGILER

1.1. Girig

I1k kez 1965 yilinda Zadeh tarafindan belirtisiz kime (Fuzzy Set)
kavrami tanitildi. Bunun sonucu olarak matematidin bu yeni kiime kav-
ramina gbre yeniden diizenlenmesi gereksinimi ortaya ¢ikti.

Belirtisiz kime kavram:i kullanilarak, belirtisiz topolojik uzaylar,
belirtisiz gruplar, belirtisiz 6lgiimler, bslirtisiz integraller v.b. ko-
nularda cesitli arastirmalar yapilmistir.

1.2. Belirtisiz kiime kavrami

Bu kesimde belirtisiz kime kavrami ile ilgili temel kavramlar ve 0-
zellikler kisaca hatirlatilacaktir.

1.2.1. Tanim: X bos olmayan bir kime ve F(X)={AJA:X - [0,11} olsun.
F(X)'in her elemanina X'in bir belirtisiz kiimesi denir EZADEH, 19651].
AeF(X) belirtisiz kiimesi verildiginde her xeX igin

(1-A)(x)=1-A(x)=At(x) olmak Uzere At:X - [0,1] ile tanimli belirtisiz
kimeye A'nin timleyeni denir. 0 ve 1 sabit fonksiyonlarina karsilik
gelen belirtisiz kimeler @ ve X'tir. Buna gbre, X belirtisiz kime-
sini, her x eX igin 1y:X -~ (0,11, 1X(x)=1; @ belirtisiz kimesini de,

her x eX igin OX:X - [0,11, Ox(x)=0 ile tanimlayacagiz.

1.2.2. Tanim: A A2 e F(X) olsun.

1’
1) A1§ AZ@ her x €X igin A1(x) §A2(x),

2) A1 ile A2'nin maksimumu denilen belirtisiz kiime, her xe X igin

max{A1(x),A2(x)}=A1(x) V A2(x)=(A1 v Az)(x),

3) A1 ile Az'nin minimumy denilen belirtisiz kiime, her xe X ig¢in

min{A1(x),A2(x)}=A1(x) A A2(x)=(A1‘A A2)(x)
bigiminde tanimlanir [ZADEH, 19651.
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1.2.3. Tamm: {A}, _,, X’de belirtisiz kimelerin bir ailesi olsun.
A; belirtisiz kimelerinin supremumu olan belirtisiz kiime, her x&X
icin ’

(V A)(x) =Sup A.(x),
je] 1 je] !

olarak, Ai belirtisiz kimelerinin infimumu olan belirtisiz kime, her
x €X igin

(A Ai)(x)=Inf Ai(x)
i€l iel

olarak tanimlanir [ZADEH, 1965 1.

1.2.4. Tanim:

1) f:X =Y fonksiyonu verilmis olsun. A, X'in bir belirtisiz kii-
mesi ise, A'nin f altindaki gOriintlisi denilen f(A) belirtisiz kimesi,
her yeY igin

v AX) . f(y) £0 ise
-1
FIA) ()= > 1Y)

0 , f'1(y) =@ ise
olmak ilizere f(A):Y —1[0,1] diye tanimlanan belirtisiz kimedir.

2) f:X — Y fonksiyonu verilmis olsun. B, Y'nin bir belirtisiz
kimesi ise, B'nin f altindaki ters gOriintiisii ya da OngSrintist adini

alan £-1(B) belirtisiz kimesi, her xeX icin
£ (B)(x) = B(F(x))

olmak {izere f"1(B):X - [0,1] diye tanimlanan belirtisiz kiimedir
[CHANG, 1968 1

1.2.5. Teorem: f:X —Y fonksiyonu verilmis olsun. Asagidaki 0zellik-

ler vardir:
a) A, X'in belirtisiz kimesi ise,

(F(AE <F(AT )dir.

b) B, Y'nin belirtisiz kimesi ise,

1Y) - (f-1(B)")t dir.



c) A1 ve A2, Xfin belirtisiz kimeleri ve A1§ A2 ise,
f(A,) <F(A5) dir.
d) By ve B,, Y'nin belirtisiz kimeleri ve B4< B, ise,

£1(8,) <r71(8,) 'dir.

e) A1, X'in belirtisiz kimesi ise.,

A < FTH(F(A)) dir.

f) B,Y'nin belirtisiz kimesi ise.,
£(F71(8)) <B'dir..
g) Her iel igin AieF(X) ise ,

flv A.) =V f(Ai)‘dir
iel iel

h) Eer iel icgin BieF(Y) ise |

f(v B = v (B dir
iel iel
1)f 6rten ve BeF(Y) ise,
£(£-1(8)) = B'dir .
i) f bire-bir ve A1sF(X) ise |
F7(F(A)) = A, dir
j) Her iel igin AieF(X) ise |

f( A A < A f(A
iel iel

i)'diri,

b

(B,)'dir .

k) Her iel ic¢in BieF(Y) ise
108 By = a £
iel iel
1) g:Y - Z fonksiyonu verilmis olsun. C,Z'nin bir belirtisiz ki-
mesi ise
(gof)(c) = £ (g7 (c)) dir.

Yukardaki 6zellikler; [CHANG, 19681 , [WARREN, 19781,[AZAD, 19811,
[AYDIN, 19801 ve [MING ve MING, 19801 'de bulunabilir.
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1.3. Belirtisiz Topolojik Uzaylar

Bu kesimde, belirtisiz topolojik uzaylafln 6nemli tanim ve teoremle-
rini hatirlatmak istiyoruz.

1.3.1. Tanim: Txg;;F(X) olsun. Egder
1) OX eTX ve 1X eTX'dir,

2) A, BeT, ise, AAB eTX'dir,

X

3) Her iel igin A,e T, ise, V A e T, dir,
i™ X ie 1 X

kosullari saglanlybr ise, TX ailesine X'de bir belirtisiz topoloji,
(X, TX) ikilisine de belirtisiz topolojik uzay adlar:i verilir [CHANG,
19681].

Bu calismada X, Y ile evrensel kimeleri ve bunlar {izerinde tanimli
belirtisiz topolojileri de sirasiyla TX ve TY ile gosterecediz. Ki-
salik olsun diye, bazen "(X, Tx) belirtisiz uzayi1" yerine "X belirti-

|

siz uzay1" simgesi! kullanilacaktir.

1.3.2. Tanium: (X, T ) bellrtlslz top01031k uzay1 verllmls olsun Eger
A eTX ise, A be11rt151z kume51ne TX ‘belirtisiz- top0103131ne gore bé-
lirtisiz acik kime denir. Eger A € TX ise, A belirtisiz kimesi de,
TX belirtisiz topolojisine gére belirtisiz kapal: kime diye adlandi-
rilir [CHANG, 1968].

1.3.3. Tamm: (X, TX) belirtisiz topolojik uzay: verilmis olsun.
Ae F(X) igin

A= inf(B:A<B, B cT,}

belirtisiz kimesine, A belirtisiz kimesinin kapanisi,

)
A=sup{B : B<A ,BeTX}

belirtisiz kimesine de, A belirtisiz kimesinin igi denir [ AZAD, 1981 .
Bu tanimlari kullanarak belirtisiz kimelerin i¢i ve kapanisi ile il-
gili asagidaki Ozellikleri verelim:

1.3.4. Teorem: (X, TX) belirtisiz topolojik uzay olmak {zere, belir-
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tisiz kimelerin kapanisi ve i¢i icin asagidaki 6zellikler vardir:
a)Hm‘AeFM)lgumA<K ve & = Wﬂ1r
b) Her AeF(X) icin A <A ve (2) = A'dlr
c)Hm‘ABeFH)lgN1A<Blse A<Fd1r
d) Her A,B eF(X) igin A<B ise, A< B'dlr
e) A eF(X) belirtisiz kiimesi kapalidir.<=>A = A'd1r,
f) A eF(X) belirtisiz kiimesi agiktir. &= A = g'dir,
g) Her A,B eF(X) )i¢insR ¥ ¥ 2 K V. B ve AAB > AAB'dir,
h) Her A,B F(X) icin AAB = (AAB)® ve AVB <(AVB)°'dir,

1) Her A €F(X) icin 1-K = (1-Af'd1r.
[WARREN, 19781.

1.3.5. Tanmm: (X, TX) belirtisiz topolojik uzay:i verilmig olsun.

B C Ty olmak lzere, her A T, kimesi her iel icin A; €B olmak Uzere

A=YV Ai seklinde yazilabiliyorsa, B belirtisiz kimeler ailesine
iel

TX belirtisiz topolojisinin belirtisiz tabani denir [WONG, 19741,

1.3.6. Tanum: (X, TX) belirtisiz topolojik uzayi verilmis olsun.
s(::TX olmak lizere, s'ye ait belirtisiz kimelerin sonlu arakesitle-
rinin ailesi TX icin bir taban ise, S'ye TX belirtisiz topolojisi-
nin bir alt tabani denir [GOGUEN, 1973].

1.4. Belirtisiz Nokta, Belirtisiz Eleman Olma Kavramlari

1.4.1. Tanim: x €X ve x «(0,1] olsun. X'deki Xy, belirtisiz noktasi,

Ay =x ise
x, (¥) = (¥ye X)
0 .,y #x ise

ile tanimli olan belirtisiz kimedir. x, belirtisiz noktasinin 0'
dan farkli deder aldidi tek x noktasina x, 'nin-dayanagi, A'ya
da dederi denir [MING — MING, 1°801d.
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1.4.2. Tanim: Xy belirtisiz nokta ve A bir belirtisiz kiime olmak
zere, A <A(x) ise, X, belirtisiz noktasi A'nin elemanidir denir ve
X, €A ile gosterilir [MING-MING, 19801.

1.4.3. Tanim: (X, TX) belirtisiz topolojik uzayinda A belirtisiz ki-
» Dbelirtisiz noktasi igin, x, € B<A olacak gekilde bir
BaTX varsa, A belirtisiz kiimesine Xy belirtisiz noktasinin komsulu-
gu denir.

mesi ve X

Bir x, belirtisiz noktasinin bitiin komsuluklarinin ailesine Xx 'nin
komsuluklar sistemi denir.

1.4.4. Tanim: X'deki Xy belirtisiz noktas: ve A belirtisiz kﬁmesi
icin, A+A(x)>1 (Ar> At(x))ise, Xy belirtisiz noktas: A ile gagimsi-

dir denirgx, -, A ile dakisigims1 ise, x, qiA simgesiyle gisterilir [MING-MING, 19801

1.4.5. Tanim: A,B e F(X) icin A(x)+B(x) >1 (A(x)> Bt(x)) olacak sekil-
de bir xeX varsa, A ile B cakisigimsidir (quasi-coincident) denir.
A ile B cakisigimsi1 ise, A q B gdsterimini kullanacagiz.

1.4.6. Tanim: (X,TX) belirtisiz topolojik uzayindaki A belirtisiz
kiimesine, X4 B <A olmak lzere bir B ETX varsa, X, belirtisiz nok-
© tasinin q-kamsulugudur denir X belirtisiz noktasinin biitin. g-komsuluklarinin
olusturdudu aileye. x, ‘nin g-komsuluklarinin sistemi denir [MING-MING, 1980].

1.4.7. Teorem: x, belirtisiz noktasi A'a aittir (XAE'K dir).ﬁ:éxl‘n1n
her q-kcmsulugu, A ile gakisigimsidir [MING -. MING 19801.

1.4.8. Teorem: X'deki A belirtisiz kimesi igin asadidaki esitlikler
vardir:

[MING-MING, 19801.



1.5. Belirtisiz Topolojik Uzaylarda Belirtisiz Streklilik

1.5.1. Tanm: (X,TX) , (Y,TY) belirtisiz topolojik uzaylari ve f:X-Y
fonksiyonu verilmis olsun. Her B eTY i¢in f'1(B)eTX ise, f fonksiyo-
nuna belirtisiz strekli denir [ CHANG, 1968] .

1.5.2. Teorem: (X, Tx), (Y,TY) belirtisiz topolojik uzaylari ve f:X—-Y
fonksiyonu verilmis olsun. Asagidakiler esdegerdir:

a) f, belirtisiz silireklidir,

b) Y'deki her B belirtisiz kapali kiimesi igin'f—1(B)JX'de belir-
tisiz kapalidir,

c) Ty'nin bir alttabanina ait her B belirtisiz kimesi igin
1(8) eT, dir,

d) Her A eF(X) icin f(R) <f(A) 'd1r,
—

e) Her B F(Y) icin £ 1(B) <f 1(B)'dir.

Kanit: (a)<=>=(b): Her B eF(Y) igin f'1(Bt)=(f'1(B))t oldugundan is-
tenen kolayca gbériilebilir.

(a)==(c): Tanimdan agikga gdriiliir.

(c)=—>(a): By,....B, , Ty icin s alttabanina ait belirtisiz kimeler

ve'S1, S'nin belirtisiz kimelerinin sonlu arakesitlerinin ailesi
n n

olsun. 0 zaman f’1( A B )=A f'1(B ) T,'dedir. Buradan &ngérinti
k=1 K k=1 KX

Ti'de oIdugundan S1'in her eieman{ da bu ﬁzellige éahiptir. Bes

olsun. 0 zaman B = V {Ai DA e 51} olur. Ongdrintil alinirsa
iel

f'1(B) = v {7 (Ai) } , X'de belirtisiz acik olur.
iel

(b)==3(d): F(A) = A{B: B >f(A) ve BteTY} dir. Buradan

1) = 4 tr7(8) - B 2f(A) ve Ble T )
elde edilir. (b)'den f’1(B) , X de belirtisiz kapal: kime ve



f'1(B)3f’1(’r‘(A)) > A oldugundan;
A= A{f"1(B) : A§f'1(B) ve f'1(B) , X'de kapalt

olur. Béylece A< f'1(B) ve B< Af'1(B) elde edilir. 0 halde
f’1(?'(7&'))3'A"d1r ve bbylece f(f'H?M))if(K):bﬂF)Zf(F) olur.

(d)=>(e): Her Be F(Y) icin f’1(B), X'de belirtisiz kime oldugundan

F(£7'(B)) <f(f'(B)) <B olur. Bdylece

Ty <f (B elde edilir.

(e)==>(b): B, Y'de belirtisiz kapal1i kime olsun. O zaman

f'l(B)_<_f'1(§) = f'1(B) olur. Diger tarafdan f'1(B)_<_f'I(B) oldugun-
dan f-‘(B) = f(B) ¢ikar. Bdylece istenen gergeklenir [ WARREN, 19781 .

1.6. Belirtisiz Yar:i Acik ve Yari Kapali Kimeler

1.6.1. Tanim: A,(x,TX) belirtisiz topolojik uzayinin bir belirtisiz
Kimesi olsun.

1) B<A<B olacak sekilde bir BeTX varsa, A'ya belirtisiz yari

acik kiime denir,
0
2) B<A<B olacak sekilde tir BteTX varsa, A'ya belirtisiz yar:

kapali kime denir [AZAD, 19811.

1.6.2. Teorem: (X,TX) belirtisiz topolojik uzayindaki A belirtisiz
kiimesi icin asagidakiler esdeferdir:

a) A, belirtisiz yar: kapali kimedir,
b) At,belirtisiz yar1 acik kimedir,
c) %EA dir,

d) (aH°> At gir.,

o
Kanit: (a)=—=>(b): A belirtisiz yar:i kapali kiime oldugu icin BSAZB

olacak sekilde bir BtsTX vardir. Buradan timleyen islemi uygulanirsa,
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0 0
1-B >1-A>1-B olur. 1-B = (T-B) oldugundan (7-B) >1-A >1-B elde

edilir. Buradan, 1-B = C, 1-A = At denilirse UZAt >C olacak sekilde

bir C eTX vardir. 0 halde At belirtisiz yar: acgik kimedir.

Y pelirtisiz yar1i agik kime oldugu igin B§At§'§ olacak

(b)=>(c): A
sekilde bir B sTX vardir. Tumleyen alinirsa, 1-B 31-At31—§ olur.
1-B = (1-B)? oldugundan 1-B >1-A® >(1-B)° elde edilir. 1-B = C ali-

0
nirsa C >A >C olur. Yani A belirtisiz yari kapal1 kime olur. Blylece,

o} o
C<A<C=DCASEST=¢C

g ¢ 0
=>f<k < Ccsh

g 0 O
= <A <C <A

. 0
=>A <A
olur.
]

(c)=>»(d): A <A oldugunda, tiimleyen alinirsa

o} — —
1-K >1-A=>(1-K) > 1-A=>(1-A)®> 1-A elde edilir. Bu esitsizlikte
1-A = A alinirsa (AJE)0 > At oldugu gorilir.

o]

yazabiliriz. At

% _ At atyO
(d)==>(a): Hipotezden A* < A< (A”) = B alinirsa

BSAT'§§ olur. Buradan tiimleyen alinip ve 1-B = C denilirse
0
C>A>C olacak sekilde bir Cts TX vardir. 0 halde A belirtisiz yari

kapali kimedir [AZAD, 1981].

1.6.3. Teorem: (a) Belirtisiz yar:i agik kiimelerin herhangi bir bile-.
simi, belirtisiz yari agik kimedir.

(b) Belirtisiz yari kepali kimelerin herhangi bir kesisimi, belirti-
siz yar1i kapali kimedir.

Kanit: (1): “\z}ueA , X belirtisiz uzayinin belirtisiz yar1 agik
kimelerinin bir ailesi olsun. O zaman, her «eA igin, B < A <B
olacak sekilde bir BOLSTX vardir. Bbylece,
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YV B <V A <V B ve VB <V B
-_— el [¢} a - o

aehd o achA o oelA 4,aeA aclA
oldugu icin V B <V A < V B olacak sekilde bir
ach @ achA o aeld «

V. B T, vardir. O halde V A_ , belirtisiz yar:1 ag¢ik kimedir,
aedA o X wep  ©

(2): {Ba}ue.A belirtisiz yar: kapal: kiimelerin bir ailesi olsun. O
0
zaman her aea igin A <B <A  olacak gekilde bir AE; TX vardir.

" 0 A% T3
Buradan timleyen alinirsa 1-A_ > 1-B > 1-A  olur. 1-Al =T-Ay

oldugundan ’l-lim_>_1-8m3§1-ﬁ\cl elde edilir. Teorem 1.6.2.(1)'den

v (T-R)> Vv (1-B) > Vv (1-A)

ael acel ach

olur. Tekrar timleyen alinirsa,

a (1-(1-A)) < & (1-(1-B))) <= & (1-(1-A)))=>

agh ach ach

A AQ< A B, A A, ve(AA"‘o)ogA A:
ach ael ael ael ach

oldugundan A Ba belirtisiz yari kapali olur [AZAD, 1981].

agh
1.6.4. Uyari: Her belirtisiz aglk (kapali) kimenin belirtisiz yari
agik (yari kapali) oldugu agiktir. Bunun tersinin genelde dodru ol-
madig1 [ Azad, 1981] 'deki Ornek 4.5.'te verilmistir.

1.7. Belirtisiz Diizenli Agik ve Diizenli Kapali Kimeler

1.7.1. Tanm: A, (X.T,)'de bir belirtisiz kime olsun.
0
1) A = A ise, A'ya belirtisiz diizenli agik kime denir.
g .
2) A = A ise, A'ya belirtisiz diizenli kapal1 kime denir [AZAD,1981].

1.7.2. Teorem: X belirtisiz uzayinin A belirtisiz kimesi belirtisiz
duzenli aq1kt1r@At belirtisiz dizenli kapalidir.

Kanit: =>»: X belirtisiz uzayinin A belirtisiz kiimesi belirtisiz
) ) 0
dizenli ac¢ik oldugu i¢in A = A olur. Burada esitligin her iki tara-
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finin timleyeni alinirsa,

0
1-A = 1K= (1K) =(1-A)° . —= At = (AH)Y° elde edilir ki by

da A'nin timleyeninin belirtisiz diizenli kapail oldugunu verir.

&=t : X belirtisiz uzayinin At belirtisiz kimesi belirtisiz diizenli

kapal1 oldugu icin At = (At)O olur. Buradan esitligin her iki tara-

— 0 O . 0
finin timleyeni alinirsa 1-At=1-(At)0 =(1-At)° =(1-AtY“::>A=A_
elde edilir ki bu da A'nin belirtisiz diizenli agik oldugunu verir
[ AZAD, 1981].

1.7.3. Uyari: Her belirtisiz diizenli acik (kapali) kimenin belirtisiz
agik (kapali) oldugu gorilmektedir. Bunun tersinin genelde dodru ol-
madi1g1 [ AZAD, 1981] 'de gdsterilmistir.

1.7.4. Teorem: a) iki belirtisiz diizenli agik kiimenin kesisimi be-
lirtisiz dilizenli agik kimedir,

b) iki belirtisiz diizenli kapal: kimenin bilesimi belirtisiz dizenli
kapali kimedir.

Kanit: (a): A, ve Ay X belirtisiz uzayinin herhangi iki belirtisiz

dizenli agik kimesi olsun. 1.7.3. Uyari'dan A1A A2 belirtisiz acik
0 .

oldugu 1g1n AaA A, <(A AAZ)_"dIr;'UgteTik;=

A

(A, AA )"g

0

(A1 AAZ)_-f.ﬁé =A2 oldugundan
0

(AjaAy) <A aA, dir. Boylece
0

1 1 = A Ve

(2): Kanit kolaylikla gbriiliir.
[AZAD , 1981].

1.7.5. Teorem: a) Belirtisiz agik kiimenin kapanisi, belirtisiz di-
zenli kapali kimedir.
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b) Belirtisiz kapali kiimenin i¢i, belirtisiz dlzenli agik kiimedir.

Kanlt. (1): A, X belirtisiz uzayinin belirtisiz agik kimesi olsun.
7\' <7¥ oldugundan 7: <K X olur. A bellrtlslz acik oldugundan

A <73I dir ve buradan K<K olur. Boylece A = K elde edilir. Yani A
belirtisiz diizenli kapali kimedir.

o)
(2): A, X belirtisiz uzayinda belirtigiz kapali kiime ise, A'nin be-

0 o0
lirtisiz duzenli agik oldugunu (A = A) gormeliyiz. A belirtisiz ka-
o T o 0
pali ise, A < A oldugundan A < A dir. Diger tarafdag, A belirtisiz
— 0 :

c o O 0 o
kapali oldujundan A <A ve A<A olur. Boylece A = A elde edilir.

Yani A belirtisiz dizenli aciktir [AZAD, 19811.

1.8. Belirtisiz Yar:i Siirekli, Belirtisiz' Yari Acik ve Belirtisiz
Yari Kapali1 Fonksiyonlar

1.8.1. Tanmm: f:(X, Tx) = (Y,TY) bir fonksiyon olsun:

1) Her A eTy icin f(A) eTy ise, fiye belirtisiz agik fonksiyon
denir.

2) X'deki her A belirtisiz kapali kiime igin f(A) , Y'de belirti-
siz kapal1 ise, f'ye belirtisiz kapali fonksiyon denir.

3) Her Ae TY icin f’1(A), X'de belirtisiz yari aglk kiime ise,
f'ye belirtisiz yar: siirekli fonksiyon denir.

4)Her A ETX icin f(A), belirtisiz yar: agik kime ise,f'ye belir-
tisiz yar:1 agik fonksiyon denir.

5) X'deki her A belirtisiz kapali kime icin f(A), belirtisiz ya-
ri kapali kime ise, f'ye belirtisiz yari kapali fonksiyon denir
[AZAD, 19811,

1.8.2. Uyar1: f, belirtisiz slirekli (acik, kapali) fonksiyon ise, be-
lirtisiz yar:i sitirekli (yar: acik, yari kapali) fonksiyondur. Bunla-
larin tersleri genelde dogru degildir [AZAD, 19811.
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1.9, Bulirtisiz Hemen Hemen Siirekli Fonksiyonlar

[.9.1. Tanim: f:(X,TX) - (Y,TY) bir fonksiyon olsun. Y'deki her A be-
lirtisiz diizenli agik kiimesi ig¢in f'I(A)s TX ise, f'ye belirtisiz he-
men hemen slirekli fonksiyon denir [AZAD, 19811].

1.9.2. Teorem: f:(X,TX) - (Y,TY) bir fonksiyon olsun. 0 zaman asagi-
dakiler esdederdir:

a) f, belirtisiz hemen hemen siirekli fonksiyondur,

b) Y'deki her B belirtisiz dizenli kapali kimesi icin £ 1(B), be-
lirtisiz kapal: kiimedir,

R “1,2,10,
c) Her Be T, icin f "(B) < (f "(B)) 'dir,

Y

0
d) Y'deki her B belirtisiz kapali klimesi icgin (f"I(B)Y‘gf'I(B)’dir.
Kanit: (a)==y(b): B, Y'de belirtisiz duzenli kapal1 ise, gt , Y de
belirtisiz dizenli aciktir. f, belirtisiz hemen hemen siirekli oldugun-
dan £71(8Y) belirtisiz agiktir ve £71(8%)=(r71(8))? oldugundan, £71(8)
belirtisiz kapalidir.

(b)==Xa): B,Y'de belirtisiz dizenli agik -ise, Bt, Y'de belirtisiz dii-
zenli kapalidir. Hipotezden f"I(Bt) belirtisiz kapali1 ve
“L8%y=(¢1(8)) oldugundan, £71(B) belirtisiz aciktir. 0 halde f,

belirtisiz hemen hemen siireklidir.
0
(a)=>(c): B Y! n1n bellrtlslz acik kiimesi oldugundan B<EB dir. Ve

buradan f~ (B)'<f (B7 olur. 1.7.5. Teorem (b)'den B' Y'de belirtisiz

dlizenli agik kiimedir. Hipotezden f"I(B) , X'in belirtisiz acik kiime-

sidir. Boylece £71(8) <7 1(B) < (F1(B))° elde edilir.

( )=:>(a) B,,Y'nin belirtisiz dizenli agik kumes1 ise,hipotezden
(B) <(f-1( )) = (f"I(B))O olur. Ustelik, (f (B)) '1( B) oldugun-

dan f~ (B)=(f (B))0 elde edilir. 0 halde f'l( B), X'in belirtisiz agik
kiimesidir.
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T
(b)==Xd): B, Y'de belirtisiz kapal1l kime ise, B< B dir. Buradan,
0 c
f-1(B)5_f'1(B) olur. 1.7.5. Teorem (a)'dan, B, Y'nin belirtisiz dizen-

1.0
1i kapal1 kiimesidir. Hipotezden f 1(B) , X'in belirtisiz kapal1 kiimesi
oldugundan 240 L 40 g
(f7'(B)) = £ '(B)< f"'(B) oldugu gérilir.

(d)==xb): B, Y'de belirtisiz diizenli kapal: kiime olsun.Her belirtisiz
dizenli kapali kime kapali oldujundan (d) geredi

0 . .
(¢71(8))"< £'(8) dir. Buradan £ 1(B)< f*'(B) elde edilir.
Diger taraftan £~ (B) <f~'(B) dir. Boylece £ '(B) =f (BY.olur. Yani £ '(8),

belirtisiz kapalidir.

1.9.3. Uyari: Aciktir ki belirtisiz siirekli fonksiyon belirtisiz he-
men hemen siireklidir. Bunun tersi genelde dogru degildir [AZAD, 19811.

1.9.4. Tamim: X'in belirtisiz diizenli agik kimelerinin ailesi TX be-
lirtisiz topoloji ic¢in bir taban ise, (X,TX) belirtisiz uzayina be-
lirtisiz yar: diizenli uzay denir.

1.9.5. Teorem: f:(X,TX) - (Y,TY) bir fonksiyon olsun. Y belirtisiz
yari diizenli uzay ise, f belirtisiz hemen hemen siireklidir.<&=>f
belirtisiz streklidir.

Kanit: = : Be Ty olsun. O zaman B,'lar Y'de belirtisiz diizenli agik

kiimeler olmak lizere B= V By, dir. Buradan
¢4

)= e v )= v e, )< v (FT(E)°

=V (f'1<Ba)>°s.<x £71(B,))0=(r"1(8))°

elde edilir. Ustelik (f71(B))°< £71(B) dir. 0 halde £~ '(B)=(f"'(8))°
olur. Yani f"1(B)€ TX tir. f belirtisiz hemen hemen slreklidir.

&= : B,Y'nin belirtisiz diizenli agik kiimesi olsun. Belirtisiz dlizen-
1i acik kime, acik oldugundan ve hipotez geregi f’1(B)sTX olur. Boy-
lece f belirtisiz hemen hemen siireklidir.
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1.10. Belirtisiz Zayif Siirekli Fonksiyonlar

1.10.1. Tanum: f: X Y fonksiyonu verilsin. Y'nin her belirtisiz agik
B kimesi igin f’1(B)5,(f_1(B7)° ise, f'ye belirtisiz zayif slirekli fon-
siyon denir [AZAD, 19811.

1.10.2. Uyari: Belirtisiz slirekli fonksiyon, belirtisiz zayif siirekli-
dir. Bunun tersi genelde dogru olmayabilir [AZAD, 1981].

1.10.3. Tamm: X'in her A belirtisiz agik kiimesi, her « igin'K; <A
olacak sekilde Ay belirtisiz acik kiimelerinin bir birlesimi olarak
vazilabiliyorsa X belirtisiz uzayina belirtisiz diizenli uzay denilir
[HUTTON-RELLY, 19741.

1.10.4. Teorem: Belirtisiz diizenli uzay belirtisiz yar: diizenli uzay-
dir.

Kanit: A, X belirtisiz diizenli uzayinin belirtisiz agik kiimesi ve
X'de K—k A oze111§1ndek1 bellrtlslz acik A kumelerl icin A—V A

olsun. A < K’ <A oldugundan A= ¥ (K’) dir. B= K’ diyelim. Belirtisiz
kapali kumenln i¢i belirtisiz duzenll acik kume oldudundan, her B, ,
belirtisiz dlizenli agik kimedir. Buradan A belirtisiz diizenli agik
kiimelerinin birlesimidir. Bdylece X uzay: belirtisiz yar: diizenlidir
LAzAD, 19811.

1.10.5. Teorem: f:(X,TX) - (Y,TY) bir fonksiyon olsun. Y belirtisiz
diizenli uzay ise, f belirtisiz zayif siireklidir.<e=>f belirtisiz si-
reklidir.

Kanit: 1.10.2. Uyari'dan f belirtisiz silirekli fonksiyon ise, f belirti-
siz zayif silireklidir. 0 halde kanit ig¢in, "f belirtisiz zayif silirekli
ise, f belirtisiz sireklidir." oldudunu gdstermek yeterlidir. AeTY ol-
sun. Y belirtisiz dlizenli uzay oldugundan, her « i¢in K;'gA ve AasTY

olmak lzere A=V A, dir. f belirtisiz zayif siirekli oldugundan
o

=8 A= Ve g2y T A (e )% (e )

Ve buradan f'1(A)eTX dir. Boylece f bellrtlslz slireklidir [AZAD, 1981].
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2. BELIRTISiZ TOPOLOJIK UZAYLAR ARASINDA BAZI YAKIN SUREKL} FONKSIYONLAR

2.1. GIRLS

Bu kesimde [MUKHERJEE —- SINHA, 19901 tarafindan tanimlanmis belirti-
siz hemen hemen kuvvetli e-slirekli, belirtisiz g-slirekli, belirtisiz

Zay1f s-slrekli ve belirtisiz zayif © -siirekli fonksiyonlar {izerinde calisilacaktir.
Ayrica bu slireklilik tirleri arasinda iliskileri karst drmeklerle inceleyecegiz.

2.2. Belirtisiz Topolojik Uzaylarda Hemen Hemen Kuvvetli 8-Siireklilik,
8 -Siireklilik, @-siireklilik, Zayi1f s-Siireklilik ve Zayif @-siirek-
1ilik Tdrleri Arasindaki iliskiler

2.2.1 . Tanim: Bir Y belirtisiz noktasinin her U belirtisiz diizenli
acik g-komsulugu, A belirtisiz kimesi ile cakisigimsi ise, X, belirti-
siz.noktasina A belirtisiz kimesinin 6-kapanis noktasi denir. A'nin
butlin belirtisiz ©6-kapanis noktalarinin birlesimine A'nin belirtisiz
6-kapanisi denir ve [A]; ile gdsterilir. A= [A]6 ise A belirtisiz
kimesi ©6-kapalidir. Belirtisiz 6-kapal: kiimenin timleyenine belir-
tisiz 6-acik denir [GANGULY-SAHA, 1988 ].

2.2.2. Tanum: Bir X, belirtisiz noktasinin her U belirtisiz agik
g-komsulugu icin U, A belirtisiz kiimesi ile cakigigims: ise, XX be-
lirtisiz noktasina A belirtisiz kiimesinin 8-kapanis noktasi denir.
A'nin biitiin belirtisiz 6-kapanis noktalarinin birlesimine A'nin be-
lirtisiz 8-kapanisi denir ve [A‘]e ile gosterilir. A=[A]e ise, A belir-
tisiz kimesi @-kapalidir. Belirtisiz 8-kapali kimenin tlmleyenine be-
lirtisiz 8-agiktir denir [MUKHERJEE - SINHA, 19907 .

2.2.3. Tamm: x, belirtisiz noktasinin v‘g'At olacak sekilde bir v
belirtisiz kapali g-komsulugu varsa, A belirtisiz kiimesine X\ belir-
tisiz noktasinin belirtisiz 8-komsulugu denir.

2.2.4. Tanim: ¥\ belirtisiz noktasinin V g’At olacak sekilde bir V
belirtisiz diizenli acik g-komsulufu varsa, A belirtisiz kimesine X,
belirtisiz noktasinin belirtisiz s-komsuludu denir.
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2.2.5. Uyar1: X belirtisiz topolojik uzayindaki herhangi bir A belir-
tisiz kimesi ic¢in L
K <[Al, < [Aly ‘'dir.

Ganguly ve Saha [1988] tarafindan genelde K # [A]5 oldugu g6sterilmis-
tir. Genelde [A]5=[A]e olmadig: da 2.2.6. Ornek ile gbsterilmistir
[MUKHERJEE-SINHA 19901 .

2.2.6. Ornek: X=[0,1] ve X lzerindeki belirtisiz topolojiyi
=f" 1 3 . 1
T={ 0,1, U: > < u(o) <z, W V(0) = v U(x) ve V(x)

her x £ 0 icin sifirdir.}

2

olarak alalim. A belirtisiz kimesini x#0 icin A(x)¥x ve A(0)=1/5 ,

Xy belirtisiz noktasini da
Xl(x)={ 12, x=0
0 , X£0

t ve 1

olup, bunlar A ile gakisigims: olur. Bdylece X3e EA]9 dir. X£0 icin
U(x)= 0 ve U(0)=3/4 belirtisiz kimesi x, 'nin belirtisiz dizenli agik
g-komsulududur. Fakat U belirtisiz kimesi A ile cakisigims: dedildir.
0 halde Xy ¢[AL dir.

seklinde tanimlayalim. X, 'nin kapali g-komsuluklari sadece V

2.2.7. Teorem: (X,TX) belirtisiz topolojik uzayindaki bir A belirtisiz
acik kimesi ig¢in

"R =L A]6=[A]e dir.

Kanit: 2.2.5. Uyarida herhangi bir A belirtisiz kimesi ig¢in
A< [Alég[ A]e oldugu icin [A]eg'A' oldugunu gbostermek yeterlidir.

Xye [Alg alalim.x, e & oldufunu gSstermeliyiz. Tersine olarak X,¢ A&

olsa, X3 'nin V g/A olacak sekilde bir V g-komsulugu vardir. 0 halde

o] 0 0 0
Vg A=V <1-A=2V< (1-A)%< 1-A=3V< TR = 1-A = 1-A=V g A =
Xx # [Aly 'dir. Bu ise)<xs[AJe olusu ile celisir. 0 halde 2.2.5. Uyar:

ve [Alg< X kapsamasindan (X,Ty) belirtisiz topolojik uzayindaki
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A belirtisiz agtk kimesi ic¢in

X = [Als =[A]9 cikar.

2.2.8. Tanim: (X,TX) ve (Y,TY) belirtisiz topolojik uzaylar ve
f:(X,TX) - (Y,TY) bir fonksiyon olsun. X'deki her x, belirtisiz nok-
tast ve f(X,)'nin her V g-komgulugu igin, f(U)SV olacak sekilde X,
nin bir U g-komsulugu varsa, f'ye belirtisiz siirekli fonksiyon denir
[ MING-MING, 19801.

2.2.9. Tamim: (X,TX) ve (Y,TY) belirtisiz topolojik uzaylar ve
f:(X,TX)-» (Y,TY) bir fonksiyon olsun. X'in her x, belirtisiz noktas:
ve f(X,)'nin Y'de herhangi bir V belirtisiz diizenli agik g-komsulugu
igin,‘f(U):gv olacak sekilde x, 'nin U belirtisiz diizenli agik g-kom-
sulugu varsa, f ye belirtisiz &siirekli fonksiyon denir [ GANGULLY-
SAHA, 19881 .

2.2.10. Tanim: f:(X,TX) ->(Y,TY) fonksiyonu verilsin.

a) X'deki her X, belirtisiz noktasi ve fi{x,)'nin her V belirtisiz
acik g-komsulugu icin, f(U)< V olacak sekilde xl'nln bir U belirti-
siz acik g-komsulugu varsa, f'ye belirtisiz hemen hemen kuvvetli 8-

slirekli fonksiyon denir.

b) X'deki her)(x'belirtisiz noktast ve f(x.,)'nin her V belirtisiz
acik g-komsulugu icin, f(U)<V olacak sekilde »X,'nin U belirtisiz
acik g-komsulugu varsa, f'ye belirtisiz 8-siirekli fonksiyon denir.

c) X'deki her.xlhbeligtisiz noktas1 ve f(.x,) 'nin her V belirtisiz
acik g-komsulugu igin, f(U) <V olacak sekilde x; 'nin U belirtisiz
acik gq-komsulugu varsa, f'ye belirtisiz zayif &-siirekli fonksiyon
denir.

d) X'deki her xj belirtisiz noktes: ve f(X; )'nin her V belirtisiz
acik g-komsulugu icin, f(U) <V olacak sekilde X, 'nin bir U belirtisiz
agik g-komsulugu varsa, f'ye belirtisiz zayif 8-sirekli fonksiyon
denir [MUKHERJEE-SINHA, 19901 .

2.2.10. Tanim da tanimlanan siireklilik tlrleri arasinda asagidaki
gérektirmeler vardir:
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belirtisiz hemen hemen kuvvetli 8-slirekli fonksiyon —> belirtisiz
§-slirekli fonksiyon—»belirtisiz 6-siirekli fonksiyon —>belirtisiz
zayif &-slirekli fonksiyon —=>belirtisiz zay:f 6-slirekli fonksiyon.

2.2.11.Uyar1: Yukardaki gerektirmelerin tersleri genelde dogru degil-
dir. Bunlarla ilgili kars: ornekleri ileride verecediz [MUKHERJEE-
SINHA, 19901.

2.2.12. Teorem: f:(X,T,) = (Y,T,) bir fonksiyon olsun. Asagidakiler
esdegerdir:

a) f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli B-stireklidir.

b) X'deki her A belirtisiz kimesi icin
f([Alg) < [f(A)Ig ‘'dir.

c) Y'deki her B belirtisiz kiimesi ig¢in
[71(8)1g < F71(IB])s 'dir.

d) Y'deki her belirtisiz 6&-kapali kimenin Ongorintlsi X'de be-
lirtisiz @8-kapalidir.

e) Y'deki her belirtisiz 6&-agik kimenin 6ngSriintiisti, X'de belir-
tisiz @-agiktir.

f) Y'deki her belirtisiz diizenli acgik kilmenin 8ngérintisi, X'de
belirtisiz @-agiktir.

g) X'deki her xk belirtisiz noktasi ve f(xl)'nln her N belirti-
siz s-komsulugu icin f'1(N), X, 'nin belirtisiz 6-komsulududur.

Kanmit: (a) =>(b):xy g[AJG ve V, f(x,)'nin acik g-komsulugu olsun.
0 zaman Xy 'nin f(U)SV olacak sekilde U belirtisig acik g-komsulugu
vardir. Buradan xke [A]ezzébU q A =f(0)gf(A)=V ¢ f(A)

=>f(Xy)e [F(A)], =X, e f“1([f(A)]6) olur. Bdylece
[A]e 5_f'1([ f(A)1s) dir. f altinda gdrintisi alinirsa

f(IAl) [f(A)]s  elde edilir.
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(b) =>(c): (b)'den
-1 -1
fILF(B)Ig) <[F(FT(B))1,< [ BI,
yazabiliriz. Buradan f'nin &ngdrintisi alinirsa

r(8)]y < F(MB1, ) elde edilir.

(c) =>(d): A,Y'de belirtisiz ~ 6-kapali kime olsun. O zaman[ Als= A
ve (c)'den

[f_1(A)]e < f'1(EA]6)= £1(A) olur.

Diger taraftan f'1(A)§£;f'1(A)]e her zaman vardir. O halde

f'1(A) = [f'1(A)jb elde edilir. BGylece f’1(A), belirtisiz 6-kapali-
dir.
(d) =>(e): A, Y'de belirtisiz & -agik kime olsun. O zaman At, belir-

tisiz s-kapali kiime ve (d)'den f'1(At), belirtisiz 6-kapalidir.
£ 1(aYy= 1-.71(A) oldugundan £7'(A), belirtisiz 8-aciktir.

(e)==)(f): Her diizenli acik kiime & -agik oldugundan istenen hemen
elde edilir.

(fy=>(a): 'Xk , X'de belirtisiz noktaove v, f(xz)=yzfn1n herhangi
bir agik q-komsulugu olsun. 0 zamap v, f(xk)'nIn belirtisiz diizen-
1i acik g-komsulugudur. (f)'den f"1(V7 , X'de belirtisiz @-acik kime

0 0
ve Xy £ 1-f'1(V7'dir. Gergekten X, € 1—f‘1(V7 ise,

0 0
A< A-V(F(x)) = 1-(MY) ceeeeenann... (i)
elde edilir.

0 0
V belirtisiz acik oldufundan, V<V dir. 0 halde 1-V(y)> 1-IV1(y)
dir. Buradan, V , y,'nin g-komsulugu oldugundan,x +V(y)> 1 dir.

Biylece o
> 1-V(y) >1-IVI(y) ceeeeeennnn... (ii)

olur,

0
Ancak (i) ve (ii)'nin celistikleri agiktir. Buradan x, £ 1-f'1(V)= B
olmalidir. B, belirtisiz 8-kapali kime oldugundan x,'nin T g B
olacak sekilde U belirtisiz acik g-komsulugu vardir. O zaman
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0 0
X, q U<T<1-B= £ (V) dir. Buradan f(U)<V elde edilir. Yani f,
belirtisiz hemen hemen kuvvetli:'.©@ siireklidir.

(a) =»(g): x,, X'de belirtisiz nokta ve N, f(x }'nin herhangl bir
belirtisiz 6- komsulugu olsun. 0 zaman f(x ‘nin Vﬂq’N olacak sekil-
de V belirtisiz acik gq-komsulugu vardir. f, bellrtlslz hemen hemen
kuvvetli e-siirekli oldugundan X;'nin f(U7<fV'<N olacak sekilde U
belirtisiz agtk g-komsulugu vardir. 0 halde U<f~ (N) ve f'1(N) , X
nin belirtisiz ©-komsulugudur.

A

(g) =>(3): X, » X'de belirtisiz nokta ve V6 f(x,)'nin herhangi bir
belirtisiz agik g-komsulugu olsun. O zaman 7V, f(xy)'nin belirtisiz

6 -komsulugudur. H1potezden f 1(V') x,/'nin belirtisiz e -komsulugudur.
Boylece x;'nin U <f~ 1(V’ oIacak sekllde U belirtisiz acik g-komsulu-
du vardir. 0 halde f(U7‘5V'd1r Bu da f'nin belirtisiz hemen hemen
kuvvetli B8-siirekli olmasidir.

2.2.13. Teorem: Bir f:X - Y fonksiyonu belirtisiz Q-sﬁreklidir.é::%}
X'in her x, belirtisiz noktas: ve f(x )'nin her N belirtisiz €-kom-

, A
sulugu icin f 1(N), X, 'nin bellrtlslz‘e—komsulugudur.

A
Kanit: X'deki her x n belirtisiz noktas: ve f(xA)'n1n her N belirti-
siz ©-komsulugu icin f(xk)'nln Vaq NY olacak sekilde V belirtisiz
agik g-komsulugu vardir. f'nin belirtisiz e-siirekliliginden xinln
f(TB‘<V'<N olacak sekilde U bellrtlslz acik g-komsulugu vardir. Bura-
dan U< ey <70 ve £ (N,

olur,

N 'nin belirtisiz @ -komsulugu

Tersine olarak N , X'de belirtisiz nokta ve V, f(xk)'nln belirtisiz
acik g-komsulugdu olsun 0 zaman V, f(x ) nin belirtisiz ©-komsulugu-
dur. Hipotezden f~ (V), X JLn1n bellrtlslz 8-komsulugudur. 0 halde X,
nin [Eif’1(V) olacak sekilde U beilrtisiz agik g-komsulugu vardir.
Boylece f(U)<V dir. Bu ise f'nin belirtisiz ©-siirekli olmasidir.

2.2.14. Teorem: f:X — Y belirtisiz e-slirekli fonksiyon ise, asagidaki
dzellikler vardir:
a) X'deki her A belirtisiz kiime icin
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f([Alg) <Lf(A)Ig'drr.

(b) Y'deki her B belirtisiz kimesi igin
-1 -1
[f (B)]e,_<_f ([B]é)'dll".
c) Y'deki her B belirtisiz g-kapal: kime icin f'1(B), X'de
belirtisiz e-kapalidir.
d) Y'deki her B belirtisiz g-agik kime icin f—1(B), X'de belir-
tisiz e-aciktir.

e) Y'deki her B belirtisiz acik kiime igin EF’T(Bﬂe <£ 18 dir.

Kanit: (a):xx [Alg ve V, f(xx)'nln herhangi bir belirtisiz agik

g-komsulugu olsun. 0 zaman xx'nzn f(u) <V olacak sekilde U belirti-

siz acik g-komsulugu vardir. Buradan

xe [Alg=3T q A =>F(U) q F(A)=V q FA)==>F(x, )elf(A)].=>

e fHIF(A)T)

elde edilir. Boylece [Aeggf"1([f(A)]e) ve her iki yanin f altindaki
gorintist alimirsa f([Aly) < [f(A)1, gerceklenir.
(b): (a)'da A belirtisiz kimesinin yerine f'1(B) alinirsa
FIF(8) 1)< L A(F1(B)) I< [ B
olur. Buradan

(L £71(8) 1)< [BI, elde edilir ve her iki tarafin ongd-
rinttisi alindiginda

r ()1 < £(CBY) olur.

(c): Y'deki B belirtisiz kiimesi ©-kapali kiime oldugu igin [ BJe =B
dir. (b)'den dolay: '

C£7'8) To2 f~1([33é) = £ 1(8)=>lr" " (B) L = ()

elde edilir. Bu ise f'1(B)‘nin x>de belirtisiz ©-kapal1 oldugunu
gbsterir.
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(d): B, Y'de belirtisiz e-acik kiime olsun. Belirtisiz e&-agik kiime-
nin timleyeni belirtisiz 6-kapalidir. 0 halde (c¢)'de B yerine Bt
alindidinda istenen hemen elde edilir.

(e): B, Y'de belirtisiz agik kiime oldugundan, BE[B%idlr , (b)'den

e (8) 1< 7 B1,) = £71(B) olur.
Boylece '

£7'8)1, < £'(B) elde edilir.

2.2.15. Teorem: Bir f:X - Y fonksiyonu i¢in asadidakiler esdederdir:
a) f, belirtisiz zayi1f 6&-stireklidir,
b) X'deki her A belirtisiz kimesi icin

f(IAly) < [F(A) 1y dir.

c) Y'deki her B belirtisiz kimesi icin

r(8) 1, < £71([B1y) dir.

d) X'deki her X, belirtisiz noktasi ve f(xk)'nln her N belirtisiz
B-komsulugu icin, f"1(N), x,'nin belirtisiz 6 -komsulugudur.

Kanmit: (a)=>(b): x,e[Al, veV, féxk)'nln belirtisiz agik bir
q-komgulugu olsun. 0 zaman x,'nin f(T < V olacak sekilde U belirti-
siz ag¢ik g-komsuludu vardir. Buradan

0 0
x,e[01, =T q A=>F (0)qf (A) =STaf (A) = F(x )elF(A)p=>x, ef ([ F(A))

elde edilir. Boylece
[Al < £ ([F(A))) =T([Al) < [F(A)], elde edilir.

(b)=>(c): A belirtisiz kimesi yerine f'1(B) alinirsa (b)'den
£(0r71(8)1,) < [F(F71(8)) 14 olur. Buradan
et 8) 1y <081 = (r(LfT N8I < Bl =

L e)], < £ 1(IB1,) elde edilir.
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(c)==(a): x, , X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)'nln belirtisiz agik
q- komsulugu olsun. O zaman f(x;) £ [1-JT]ge dir. Eger f(xx) eﬁliﬂg
nlsaydi: V , f(x,)'nin belirtisiz agik g-komsulugu oldugundan Vq(1-V)
olurdu ki, bu olanaksizdir. 0 halde (c)'den

FLF (1 M1,) < 1171 elde edilir.

Buradan 7 ,
f(x,) £ £(Le71(1-11,) olur. Yani

o] -
X f[f'1(1-'V)]6 dir. 0 zaman x,'nin U]§1—f'1(1—v)= 3'1(V7 olacak se-.
kilde U belirtisiz agik g-komsulugu vardir. Bu ise f(U)<V olmasini
gerektirir. Yani f, belirtisiz zayif 6 -siireklidir.

(a)==p(d): X 3 X'de belirtisiz nokta ve N, f(xl)'n1n belirtisiz o-
komsulugu olsun. 0 zaman f(xx)’nln Va Nt olacak sekilde V belirtisiz
acik q-komgulugu vardir. g, belirtisiz zayif e-siirekli oldugundan
X, 'nin F(0) < V<N =T < £ (V) <f '(N) olacak sekilde U belir-
tisiz acik g-komsulugu vardir. BOylece f'1(N), xl'nln belirtisiz

& -komsulugu olur.

(d) =>(a): X3 s X de belirtisiz nokta ve N, f(xk)'nln herhangi bir
belirtisiz acik g-komsulugu olsun. 0 zaman N , f(xl)'nxn belirtisiz
©-komsulugudur. Hipotezden f"(N) , X 'nin belirtisiz s-komsulgudur.
Béylece xl'nln

0 0
U<t (N) £(U)< N olacak sekilde U belirtisiz acik g-
komsulugu vardir. 0 halde f, belirtisiz zayif 6 -slreklidir,

A

2.2.16. Teorem: f:X — Y fonksiyonu belirtisiz zayif e -siireklidir.
<X deki her x, belirtisiz noktas: ve f(xl)'n1n her N belirtisiz
O-komsulugu icin f"1(N), xl'nln q-komsulugudur,

Kanit: i=»: f belirtisiz zay:f e sirekli, X, X'de belirtisiz nok-
ta ve N de f(xl)'nln herhangi bir e-komsulugu olsun. 0 zaman f(xl)'nln
V<N olacak sekilde V belirtisiz acik g-komsulugu vardir. V, f(xk)'n1n
belirtisiz acgik g-komsulugu oldudundan ve hipotezden
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f(U)< V< N=3U< (N) oIacak §ek11de X, 'min U belirtisiz agik g-
komsulugu vardir. 0 halde ¥~ (N) n1n q-komsulugudur,

& x, » X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)’nln herhangi bir belirti-
siz agik q-komsulugu olsun. O zaman V. f(xk)'nln belirtisiz 8-komsu-~
lugudur. Hipotezden f“1(V7 , xl'nln q-komsulugudur. 0 halde

U< £ M=F(U)< F(F (M) T

olacak sekilde xk'nIn U belirtisiz agik g-komsulugu vardir. Boylece
f belirtisiz zayif 8-siireklidir.

2.2.17. Teorem: f:X -~ Y belirtisiz zayif 8-siirekli ise, asagidaki
Bzellikler vardir:

a) X'deki her A belirtisiz kimesi icin
f(K)< [f(A)1g dir,

b) Y'deki her B belirtisiz kiimesi ic¢in
0
f(F7 ()< [BI, du,

Kanit: (a): xleﬂ've f(xk)'nln kapali bir g-komsulugu W olsun. O zaman
V< W olacak sekilde f(xl)'nln V belirtisiz a¢ik gq-komsulugu vardir.
f, belirtisiz zayif ©-slirekli oldugundan f(U)< V olacak gekilde Xy
nin U belirtisiz agik g-komsulugu vardir. Buradan

xleN==>UqA=>f(u)qf(A)_—_é\qu(A)==>wqf"(A)z;f(xA)e[f(A)]- =
x,e 7 ([F(A)1g)

elde edilir. Boylece A< f™([F(A)Ig) =3 F ()< [F(A)]q oldugu gori-
Lar.

0
(b):8,Y'de herhangi bir belirtisiz kime ve x , X'de x e (£ (8))"

olacak sekilde belirtisiz nokta olsun. V de f(xl)'nln herhangi bir
belirtisiz agik g-komsulugu olsun. Hipotezden xl‘nln f(U)S'V'olacak
sekilde U belirtisiz agik g-komsulugu vardir. Buradan
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Ol

X s(f (B
Boylece

£7T(B)=3Uqf " (B)=> F(U)qB => VaB =y F(x )elB], olur.

101

£((£71(8)) )< [Bly elde edilir.

2.218. Teorem: f:X —~ Y fonksiyonu belirtisiz zayif 8-stireklidir.
Y'nin her V belirtisiz agik kimesi igin

x,F (V) =3 x,q(F1(7))° dir.

Kanit =, belirtisiz zayif e-siirekli ve xqu“1(V) olsun. (Burada x
X de belirtisiz nokta ve V, Y'de belirtisiz acik kiimedir.) 0 zaman
f(xk)q V ve f'nin belirtisiz zayif 8 -siirekliliginden X'de X, g U ve
f(U)< V olacak sekilde U belirtisiz agik kiimesi vardir. Boylece

X

Ug_f"‘(V) dir ve buradan Ug,(f"1(V7)° dir. Buradan, xlq(f'1(V7)0
elde edilir.

<= : Tersine olarak verilen kosullar gerceklensin. Xy , X'de herhangi
bir belirtisiz nokta ve V, f(x )'nin bellrtlslz aglk q -komsulugu ol-
sun. 0 zaman xqu (V) dir. Hlpotezden xlq(f (V)) dir. U=(f_1(V7)
alinirsa U, X'de

FET MmO < e e T

0

olacak sekilde xl'nln belirtisiz acik g-komsulududur. 0 halde f,
belirtisiz zayif 8-sireklidir.

Simdi de 2.2.11. Uyari'da verilen gerektirmelerin terslerinin genelde
dogru olmadigini asadidaki orneklerle gérebiliriz [MUKHERJEE-SINHA,
19901.

2.2.19. Ornek: X=[0,1] ve X lzerinde T={0,1,A} . T,={0,1,B} belirtisiz
topolojilerini disiinelim. Burada A belirtisiz kimesi x=0 icin A(x)< 1/4,
x#0 i¢in A(x)=0 ; B belirtisiz kimesi de x=0 ig¢in 1/2< B(x)< 2/3 ,
x#0 i¢in B(x)=0 olarak tanimlansin. f:(X,T1) - (X,T) birim doniistmiini
alalim. Simdi f'nin belirtisiz zay:if 9-siirekli, fakat zayif &-siirekli
olmadigini gdsterelim. Bir x N belirtisiz noktasi x#0 icin yalnizca
V=1 belirtisiz kimesi f(xl)‘nln belirtisiz acik g-komsulugudur. O
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zaman f(U)<V olacak sekilde U=1 belirtisiz kimesi x,'nin belirtisiz
acik g-komsulugudur. DiJer taraftan..Xx=0 durumunda X'in xA belirtisiz
noktas: ve f (xl)'nin herhangi bir V belirtisiz ac¢ik g-komsulugu
icinfv=1 igin U=1 olacagindan V# 1 durumunda inceliyoruz.ja > 3/4
olur. B6ylece sifirdan farkli her U belirtisiz acik kiimesi xl‘nln
g-komsulugudur. Her V belirtisiz kimesi igin

: -V'(y) ={ 3/4 , y=0 1¢ln
1 ,y#0 © icin dir.

0 halde herhangi bir U belirtisiz acik kimesi i¢in, f)-y <V dir.
Buradan f, belirtisiz zayif 8-siireklidir.

Simdi x, belirtisiz noktasini, x=0 igin x=4/5 olarak tanimlayalim.

V belirtisiz acik kimesi de V(0)=9/40 bigiminde olsun. 0 zaman V belir-
tisiz agik kimesi, x=0 icin, V(0)=3/4 ve x£0 icin V(x)=1 olan f(x,)
belirtisiz noktasinin belirtisiz aglkoq—komsulugudur. Buradan herhan-
gi bir U;EOX belirtisiz kiimesi - igin'U=1X elde edilir. Bdylece herhan-

0
gi bir U;éOX icin f(U)=1 > V bulunur. Yani f, belirtisiz zay:f

S-silirekli degildir.

2.2.20. Ornek: X=[0,1] ve a, X'in sabit eleman: olsun.X {izerinde

T={0,1,A,B : A(a)=1/4 , B(a)=7/12 ve her x#a icin A(x),B(x) sifir-
dir } ve

T1={0,1,C : C(a)=1/3 ve x#a icgin C(x)=0 dir}
topolojilerini diisiinelim. ‘

fi(X,T) - (X,T1) birim déniisim olsun. Simdi f'nin belirtisiz zayif
6 -slirekli, fakat belirtisiz @-siirekli olmadigini gbrelim. x A X de
belirtisiz nokta olsun. x#a ise, sadece V=1 belirtisiz,kﬁmgsi
f(x,)'nin belirtisiz acik g-komsulugudur. 0 zaman U=1 , f(U)=V ola-
cak sekilde xl‘nln belirtisiz ag¢ik g-komsulugu olur. x=a ic¢in V,
f(xl)‘nln belirtisiz agik g-komsulugu olsun. V=1 ise,istenen hemen

elde edilir. V=C alalim. Bu durumda x >2/3 tiir. 0 halde B, xl‘nln

0
f(B)=B SCECt olacak sekilde belirtisiz acik g-komsulugudur. Boylece
f, belirtisiz zayif s-slireklidir. Simdi A17/24 9 X'de, belirtisiz
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noktadir. a17/24 in herhangl bir U bellrtlslz acik q- -
komsulugu 1g1n U=B ya da 1 ise,f(T) A ya da f(U)=1 olur. Buradan
f(u) £ CZC cikar. 0 halde f, belirtisiz Q-slirekli degildir.

2.2.21. Ornek: X bos olmayan herhangi bir kiime ve a, X'in sabit ele-
mant olsun. A ve B belirtisiz kimelerini

x=a icin A(a)=1/3 , B(a)=1/4 ve
x#a ic¢in A(x)=B(x)=0 olarak tanimlayalim.

X lizerinde T={0,1,A} ve T,={0,1,B} topolojilerini distinelim.

f:(X,T) = (Y,T,) birim donisim olsun. x, , (X,T)’da herhangi bir be-
lirtisiz nokta ve V, f(x,)‘nin belirtisiz agik g-komsulugu olsun. Eder
V=B 1se,fﬂDwA olacak sekilde x, 'nin-U belirtisiz agik gq-komsulugu
vardir. Diger taraftan V=B = Bt dir. Buradan f(U)< V elde edilir.

V=1 durumunda sonu¢ agiktir. O halde f, belirtisiz @Q-sireklidir.

e as > L s
Simdi 3 /5 belirtisiz noktasini alalim. B, (X,T1) de f(a4/5) nin be-

lirtisiz dizenli agik g-komsulududur. Buradan A ve 1 belirtisiz ki-
meleri, (X,T)*da a4/5'nin belirtisiz diizenli acik g-komsulugu olur.

Fakat, f(A)j_B ve f(1)f B dir. 0 halde f, belirtisiz ©6-siirekli de-
gildir.

2.2.22. Ornek: X=[0,1] ve A belirtisiz kiimesi x=0 icin A(o)= 1/3 ve
x#0 icin A(x)=0 olsun. X lizerinde T={0,1,A} topolojisini alalim.
f:(X,T) = (X,T) birim fonksiyon olsun. 0 zaman (X,T)'nun tek belir-
tisiz diizenli acgik kiimesi (£0,1)

13, x=0 icin
AXI\ o, x#0  icin
dir. Buradan f(A)< A oldugundan, f'nin belirtisiz 6-siirekli oldugu

aciktir. §imdi x, belirtisiz noktasi x=0"da x=3/4 ve f(x,)'nin
herhangi bir belirtisiz acik g-komsulugu da U#1 olsun. Buradan

{o 1/3 s X=0 igin
Mx)=1 o , X£0 icin
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olur. Fakat, (X,T) nun her V(#0,1) belirtisiz agik kdﬁesi icin,
2/3 , x=0 igin
(V) (x) ={ 1 , Xx£0 icin

0
dir. Boylece f(V)> U dir. Yani f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli

Q-slrekli degildir.

Simdi 2.2.11. Uyari'da verilmis olan gerektirmelerin terslerinin de
ek kosullar altinda dodru oldudunu verecediz.

2.2.23. Tanim: (X,TX) belirtisiz topolojik uzay:r verilsin.

1) X'deki her x, belirtisiz noktasi ve x, nin her U acik g-kom-
sulugu icin x, nin w< U olacak sekilde bir V acik gq-komsulugu var-
sa,(X,TX)'ya belirtisiz diizenli uzay denir.

2) X'deki'herV belirtisiz dizenli acik kimesi ve x, qV ©&zelligin-
deki her x, belirtisiz noktasi i¢in x, qu <U2V olacak sekilde bir
U belirtisiz diizenli agik kimesi varsa,(X,TXVya belirtisiz hemen
hemen diizenli uzay denir.

3) Her U belirtisiz agik kimesi ge X,qU dzelligindeki her X5
belirtisiz noktasi igin, x,qV ve V< V <U olacak sekilde V belirtisiz
agik kimesi varsa,(X,TX)'ya belirtisiz yar:i dilizenli uzay denir.

2.2.24. Uyar1i: a) Her belirtisiz dizenli uzay belirtisiz yar: di-
zenlidir.

b) Her belirtisiz diizenli uzay belirtisiz hemen
hemen diizenlidir.

2.2.25. Tanim: f:X -Y fonksiyonu verilsin. X'in her belirtisiz diizen-
1i agik A kiimesi igin, f(A) Y'de belirtisiz acik oluyorsa, f'ye
belirtisiz hemen hemen agik fonksiyon denir [NANDA, 19861,[YALVAG,
19871.

2.2.26. Teorem: Bir f:X - Y fonksiyonu icin asagidaki gerektirmeler
vardir:
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a) X belirtisiz diizenli uzay ve f belirtisiz zayif §-siirekli ise,
f belirtisiz Q-siUreklidir,

b) Y belirtisiz hemen hemen diizenli uzay ve f belirtisiz 8-sii-
rekli ise, f belirtisiz remen hemen kuvvetli §-siireklidir.

c) X belirtisiz hemen hemen diizenli uzay ve f belirtisiz 6-si-
rekli ise, f belirtisiz hemen hemen kuvvetli Q-siireklidir.

d) f belirtisiz @-slirekli ve belirtisiz hemen hemen ac¢ik ise,
f belirtisiz &-streklidir.

Kanit:a) x, X'de bir belirtisiz nokta ve V, f(xl)'n1n herhangi bir
belirtisiz agik, gq-kcmsulugu olsun. f, belirtisiz zayif @Q-siirekli
oldugundan f(4)<V olacak sekilde x,'nin bir U belirtisiz agik
g-komsulugu vardir. X belirtisiz diizenli oldugundan X, 'nin N<u
olacak sekilde bir N belirtisiz agik g-komsulugu vardir. Buradan
f(N) if(U) SV elde edilir. O halde f, belirtisiz @-slreklidir.

(b): X, X'de belirtisiz no%ta ve V, f(xl)’nln herhangi bir agik
q-kcmsuludu olsun. O zaman T » f(xl)'nin belirtisiz diizenli agik
q-komgulugudur. Y belirtisiz hemen hemen diizenli oldugundan,

0
f(xk)q N_<_N57 olacak sekilde f(xk)‘nln N belirtisiz dizenli agik

0
q-komsulugu vardir. f belirtisiz @-siirekli oldugundan f(U)<N<V

olacak sekilde x,'nin V belirtisiz agik q-komgulugu vardir. Bdylece
0
f(U) XV olur. C halde f belirtisiz hemen hemen kuvvetli Q-slrekli-

dir.

(c): x, , X'de belirtisiz nokta ve V, f(x,)'nin herhangi bir agik
0

q-komsulugu olsun. G zaman f(U)<V olacak sekilde x,'nin bir U be-
lirtisiz diizenli agik g-kcmsulugu vardir. X belirtisiz hemen hemen
diizenli ve U X'deki xl'nln belirtisiz dlizenli g-komsulugu oldudundan,

X, 'nin xqugNgN olacak sekilde bir N belirtisiz diizenli agik

0
q-kcmsulugu vardir. Buradan f(N)<f(U)<V elde edilir. Boylece f,
belirtisiz hemen hemen kuvvetli §-slireklidir.

(d): X, s X'de herhangi bir belirtisiz nokta ve V, f(xl)‘nln herhangi
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bir belirtisiz diizenli agik g-komsulugu olsun. f, belirtisiz @-siirek-
li oldugundan f(U) <V olacak sekildefxl'nln bir U belirtisiz agik

g-kcmsulugu vardir. f, belirtisiz hemen hemen agik oldudundan
0 0
f(U) <V dir: Bu ise f'nin belirtisiz s-siirekli oldugunu gdsterir.

2.2.27. Sonug: X belirtisiz dlizenli, Y belirtisiz hemen hemen diizenli
ve f belirtisiz zayif @-slirekli ise, f belirtisiz hemen hemen kuvvet-
li B8-siireklidir.

Asagidaki Ornekle, belirtisiz hemen hemen kuvvetli sirekliligin si-
rekliligi gerektirmedigini gdstermek istiyoruz.

2.2.28. Ornek: X bos olmayan herhangi bir kime ve f:X - X birim
fonksiyon olsun. a , X'in herhangi bir sabit elemani ve T1, X lize-
rinde

T1 ={0,1,A : A(a)>1/2 ve x#a icin A(x)=01}

ile tanimlanan bir belirtisiz topoloji olsun. X {izerinde

f: (X, T) - (X,T1) belirtisiz silirekli olmayacak sekilde herhangi bir
belirtisiz T topolojisi alalim. X'de herhangi bir belirtisiz nokta
x, ve V, f(xl)=yx'n1n herhangi bir T,-ag1k q-kogsulugu olsun. Eger
V=A ise, V=1 dir. V=1 icin de V=1 dir. 0 zaman V = 1 dir. Buradan
f belirtisiz hemen hemen kuvvetli Q-stireklidir [ MUKHERJEE-SINHA,
1990 1.

2.2.11. Uyari'daki baz1i gerektirmelerin terslerinin bazi ek kosullar
altinda dogru oldugunu asagidaki teoremle verebiliriz:

2.2.29. Teorem: Bir f:X - Y fonksiyonu icin asagidaki gerektirmeler
vardir:

a) Y belirtisiz yar1i diizenli ve f belirtisiz 6-siirekli ise, f
belirtisiz silreklidir.

b) Y belirtisiz dizenli ve f belirtisiz zayif ©-siirekli ise, f
belirtisiz siireklidir.

Kanit: (a): Xy X'de belirtisiz nokta ve U, f(xl)'nln herhangi bir
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g-komsulugu olsun. Y belirtisiz yar: dlzenli oldugundan f(xl)‘nln

0
V <V < U olacak sekilde bir V belirtisiz agik g-komgulugu vardir.

0
Buradan V, f(x,)'nin belirtisiz dizenli agik gq-komsulugudur. f be-

0

lirtisiz 6-slirekli oldujundan f(N) < V < U olacak sekilde x, 'nin
bir N belirtisiz dizenli agik g-kcmsulugu vardir. Boylece f, Ltelir-
tisiz streklidir.

(b): x,, X'de bir belirtisiz nokta ve U, f(xl)'n1n‘herhangi bir be-
lirtisiz agik g-kcmsuludu olsun. Y belirtisiz diizenli oldugundan
V<U olacak sekilde f(xl)'nln bir V belirtisiz agik g-komsulugu var-
dir. f belirtisiz zayif @-slirekli oldugundan

f(N) <V <U olacak sekilde x, 'nin N belirtisiz agik g-komsulugu var-
dir. Bbylece f belirtisiz silireklidir.

2.2.30. Teorem: f:X — Y fonksiyonu belirtisiz siirekli ise, f belir-
tisiz @-siireklidir.

Kanit: X'de herhangi bir X, belirtisiz noktasi ve f(xk)'nln V be-
lirtisiz agik gq-komsulugu verilsin. O zaman f(U)< V olacak sekilde
xl'nln U belirtisiz agik g-komsulugu vardir. f, belirtisiz silirekli
oldugundan f(U) < F(U) ve f(U) < F(U) <V olur. Bdylece f(U)<V
elde edilir. Yani f, belirtisiz 8-slireklidir.

2.231. Teorem: f:X — Y, belirtisiz slrekli ve X, belirtisiz dilizenli
ise f belirtisiz hemen hemren kuvvetli 8-siireklidir.

Kanit: Xy X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)'n1n herhangi bir belir-
tisiz agik g-komsulugu olsun. 0 zaman f'1(V), X&

q-komsulugudur. 0 halde £(T) < F(f7'(V)) <V <V olacak sekilde

xl‘nln herhangi bir U belirtisiz agik q-komsulugu vardir. Buradan
0

f(U) <V elde edilir. Boylece f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli

8-sireklidir.

'nin belirtisiz agik

2.232.. Teorem: f:X ~ Y, belirtisiz stirekli ve X, belirtisiz yar:
diizenli ise, f, belirtisiz &-slireklidir.
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Kanit: X X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)'nln herhangi bir belir-

tisiz diizenli agik g-komsulugu olsun. f, belirtisiz siirekli oldugun-

k'nln belirtisiz agik g-komsulugudur. X belirtisiz
0

yari diizenli oludugundan U < f'1(V) olacak sekilde x, 'nin U belir-
0
tisiz agik g-komgulugu vardir. Buradan f(U)<V elde edilir ki bu

f'nin belirtisiz  6-silirekliliginin kanitidir.

dan f'1(V), X

2.2.33. Sonug: f:X - Y bir fonksiyon olsun. X belirtisiz diizenli ise
belirtisiz hemen hemen kuvvetli 8-silireklilik ve belirtisiz &-slirek-
lilik esdegerdir. 0 halde X,belirtisiz diizenli ise,

f, belirtisiz strekli &> f, belirtisiz @-siirekli,
f, belirtisiz sirekli —=>f, belirtisiz zayif 6-siirekli .
f, belirtisiz slirekli ==>f, belirtisiz zayif 6-siirekli

gerektirmeleri vardir.
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3. BELIRTiSiZ KUVVETLI SUREKLILIKLER

3.1. GIRIS: Bu kesimde[GOKER-ES , 19901 ve[MUKHERJEE-GHOSH , 19901
tarafindan tanimlanmis belirtisiz kuvvetli @-slirekli, belirtisiz
siiper slirekli, telirtisiz tamamen siirekli ve belirtisiz kuvvetli
slirekli fonksiyonlar {izerinde ¢alisilacaktir. Ayrica bu sireklilik
tirleri ile ikinci kesimde tanimlanmig olan slreklilik tilrleri ara-
sindaki iliskiler incelenecektir.

~ 3.2. Belirtisiz Topolojik Uzaylarda Belirtisiz Kuvvetli ©-Siireklilik
ve Belirtisiz Siuper-Siireklilik

3.2. Tanim: 1) Xy A belirtisiz kimesinde bir belirtisiz nokta olsun.
0
Eger x,q U<U<A olacak sekilde x,'nin bir U belirtisiz agik g-kom-

suludu varsa, xl'ya A belirtisiz kiimesinin bir ©&-i¢ noktasi denir.
A belirtisiz kimesinin blitin belirtisiz &-i¢ noktalarinin birlesi-
mine, A belirtisiz kimesinin é&-ici denir ve [Alg simgesi ile
gbsterilir.

2) Xy » A belirtisiz kimesinde bir belirtisiz nokta olsun. Eder
xiq U<T <A olacak sekilde xl'nln bir U belirtisiz agik g-komsulugu

varsa, xl'ya A belirtisiz kimesinin bir 8-i¢ noktasi denir. A belir-

tisiz kimesinin blitlin belirtisiz 8-i¢ noktalarinin birlegimine, A
belirtisiz kimesinin 8-i¢i denir ve [A]og simgesi ile gOsterilir.
Bu tanimlardan,

o)
X—[A]6 = [x-A]6 ve
[X-A]9

1]

c

esitlikleri vardir [COKER-ES, 19301 .

3.2.2. Tercem: Bir f:(X,TX) - (Y,TY) fonksiyonu igin asagidaki ko-
sullar esdegerdir:

a) f, belirtisiz zayif s-siireklidir,
b) X'deki her A belirtisiz kimesi igin,
f(LAl,) < [f(A)1] g dir.
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c) Y'deki her B belirtisiz kiimesi ig¢in,
[F ' (8)1,< £ (1BIg)" dir,
d) Y'deki her B belirtisiz kiimesi icin,
-1 0 -1 0
f ([B]g) < [f (B)]é.'dlr.
e) Y'deki her V belirtisiz agik kimesi icin,
ir 01, < M.
f) Y'deki her V belirtisiz agik kiimesi igin,

ey < N 18 dar.

Kanit: (a)=>(b) ve (b)==>(c) oldugu 2.kesim'de 2.2.15. Teorem'de
verildi [MUKHERJEE-SINHA, 19901.

(c)J=(d): B, Y'de belirtisiz kiime olsun. 0 zaman 1Y¢B , Y'de belir-
tisiz kimedir ve (c)'den

i (1y-B) 1< T (Ty-B ) =>
[y (B)1,< 7' (1y-[81) =
< 1X-f'1(EB]8)'dir. Buradan

~1py 10
1x-If (B)

FhrB1g) < [FT(B)IS gikar.

(d)==c): B,Y'de herhangi bir belirtisiz kime olsun. 1,-B, Y'de
bir belirtisiz kimedir ve (d)'den

£ 0y-81) < e (4y-8)19 =
£ y-181g) < U1, -71(8)1] =
1-FH(IBlg) < 1,077 (B)], —»
e, < el olur.

(c)==>(e):Y'deki her V belirtisiz agik kiimesi icin Vé[V]e dir. (c)'den
rt g < vy =

[f'1(v)]6§ 1M elde edilir.
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(e)==3(f): V, Y'de belirtisiz agik kime ise, 1 -V, Y'de belirtisiz
a¢ik kimedir. (e)'den dolayi,

0F 1y N 1< £ 001y N 710
e (M, = Dy-r TN, = -6 M 1
ve

L)

(1,171 = f'1(1'J$) <1
Y = -V Sty

oldugundan,

) < [f_1(V7]g bulunur.

(f)=(a): X'deki her x, belirtisiz noktasi ve f(x,)'nin her V

belirtisiz agik g-kemsulugu igin, (f)‘'den f'1(V),§ [f'1(V)]g olur.
o)
0 zaman Uﬁﬁf'1(V) olacak sekilde x,'nin bir U belirtisiz agik g-kom-
0

sulugu vardir. Buradan f(U)<V dir. 0 halde f, belirtisiz zayif
6-siireklidir.
3.2.3. Teorem: Bir f:(X,TX) - (Y,T fonksiyonu igin, asagidakiler
esdederdir:

a) f, belirtisiz zayi1f é-silireklidir,

b) Y'deki her belirtisiz @-kapali kimenin 6n gériintlsl, X'de
belirtisiz 6 kapalidir,

y)

c) Y'deki her belirtisiz 8-acik kiimenin &n gériintlisii, X'de
belirtisiz ¢&-agiktir,

d) Y'deki her belirtisiz dizenli ag¢ik kimenin &n gérintisi X'de
belirtisiz 6-agiktir.

Kanit:(a) = (b): 3.2.2. Teorem'den Y'deki her B belirtisiz kimesi

icin, [f'1(B)] < f'1([B]e) dir. B, Y'de belirtisiz 8-kapal1 kime ise,

65—
[B14=8 dir. Boylece [f™ (B)] < £~ ([B1g)=f™ (B) ve £~ (B)< [f™'(B)I,

oldugundan f'1(B)=[f'1(B)]6 olur. Yani f'1(B), belirtisiz s&-kapalidir.

(b) =p>(c): A, Y'de belirtisiz 8-agik olsun. 0 zaman At, belirtisiz



8-kapalidir. Ve (b)'den f'1(At), belirtisiz 6&-kapalidir.
f'1(At)= [f'1(A)']t oldugundan f'1(A),»belirtisiz 6-agiktir.
(c)=>(d): A, Y'de belirtisiz diizenli acik kiime olsun. Her belirtisiz

dizenli agik kiime belirtisiz 8-agik oldugundan (c)'den istenen elde
edilir.

(d)=(a): X, » X'de belirtisiz nokta ve V, f(xx)'nln belirtisiz
0

acik gq-komsulugu olsun. O zaman V, f(xl)'nln belirtisiz diizenli agik
0
q-komsulugu olur. (d)'den f'1(V), X'de belirtisiz s6-agik Kiimedir.

0 0
6 -acikligin tanimindan x,qu 5_U}gf'1(V) olacak sekilde x ‘'nin bir

A
U belirtisiz agik g-kcmsuludu vardir. Bdylece

0 0 0
F(U) < f(f" (V) <V<TV olur. 0 halde f, belirtisiz zay1f s -sireklidir.

3.2.4. Tanim: 1) Bir f:X - Y fonksiyonu verilsin. X'deki her X,
belirtisiz noktasi ve f(xk)‘nln her V belirtisiz acik g-komsulugu
icin f(U) <V olacak sekilde xx'nln bir U belirtisiz agik g-komsulugu
varsa, f'ye belirtisiz kuvvetli @-slirekli fonksiyon denir.

2) Bir f:X - Y fonksiyonu verilsin. X'deki}her Xy belirtisiz nokta- -

s1 ve f(xk)'n1n her V belirtisiz agik g-komsuludu igin
0
f(U) <V olacak sekilde xl'nln bir U belirtisiz agik g-komsulugu

varsa, f'ye belirtisiz siiper siirekli fonksiyon denir [GOKER-ES, 19907].

Ikinci kesimde, Mukherjee ve Sinha tarafindan verilen tanimlar ile
3.2.4. Tanim gdzdnine alinirsa asagidaki gerektirmelerin varligi
aciktir.

(1)

belirtisiz kuvvetli @-siirekli —_ belirtisiz siliper siirekli
<2)ﬂ (3)11
belirtisiz hemen hemen kuvvet- — —3 belirtisiz s-slrekli
1i 8-sirekli (4)
(5)ﬂ ()
(7) (8)

belirtisiz @-slirekli —= belirtisiz zayif — belirtisiz zayif
6-slirekli 8-siirekli
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Mukherjee ve Sinha [19901] tarafindan (4),(5),(6),(7) ve (8) gerektir-
melerinin terslerinin genelde dodru olmadig: ikinci kesimde &rnekler-
le verildi. (1),(2) ve (3)'Un terslerinin genelde dodru olmadigd: ise
asagidaki orneklerle gdrilecektir [COKER-ES, 19901

3.2.5. Ornek: X=[0,1] lizerinde

T =1 0,1,A:x=0 icin A(x)= & ve x£0 igin A(x)=0}
3

topolojisi ve bir f:(X,T) - (X,T) birim fonksiyonu verilsin
[MUKHERJEE-SINHA, 19907 . Xy belirtisiz noktasinin x=0-icin a =3/4
olarak alalim. A(# 1, 0) belirtisiz kimesi, f(xl)=x 'nin herhangi

A
bir belirtisiz agik g-komsulugu ise,

o 173,

(R) (x)=

x=0 icin

0 , X0 icin
dir. o
Buradan f(A) > A=A elde edilir. Boylece f, belirtisiz kuvvetli
8-siirekli dedildir.Fakat f belirtisiz siper siireklidir.

3.2.6. Ornek: X bos olmayan herhangi bir kime, f:X - X birim fonksi-
yon ve a, X'in sabit elemani olsun. X {izerindeki T belirtisiz topo-
lojisi

T= {0,1,A:A(a) >1/2 ve x#o icin A(x)=0}

ile verilsin. Bir f:(X,T) - (X,T) birim fonksiyonunu alalim.
[MUKHERJEE-SINHA, 1990]. 0O zaman f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli
B-streklidir. Fakat f, kuvvetli B-siirekli degildir. Xy s X'de
herhangi bir belirtisiz nokta ve V, f(x )= =X,'nin herhangi bir be-

11rt151z acik g-komsulugu olsun. V_A ise VL1::;§V—1 dir (V=1 ise

V=1 ve V 1 dir). Buradan f(V).g'V ve f(V).i V dir. 0 halde
f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli @-siirekli fakat kuvvetli §-silirek-
li degildir.
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3.2.7. Ornek:X=[0,1] ve a, X'in sabit eleman1i olsun. X {izerinde,
T = {0,1,A:A(a)=1/3 ve x#a igin -A(x)=0} ,

T,= {0,1,B,C:B(a)=1/3 , C(a)=1/4 ve x#a igin B(x)
ve C(x) sifirdir.}

topolojileri ile bir f:(X,T) — (X,T1)«birim fonksiyonunu alalim.

Simdi f'nin belirtisiz &-siirekli fakat belirtisiz sliper-siirekli
‘olmadigini gbrelim:

Xy ,X'de belirtisiz nokta olsun. (X,T) belirtisiz topolojik uzayinin
(# 1, 0) tek belirtisiz diizenli acik kimesi A'dir. Yani

1/3 , X=a icin

0 , X # a igin
dir. 0 zaman X'deki her X5 belirtigiz gokta51 ve f(xx)‘nln her V
belirtisiz agik gq-komsulugu igin f(U)<V olacak sekilde x,'nin U
belirtisiz agik g-komsulugu vardir. (% =A , '% =B ve

~

2/3 , x=a igin
(C)(x) =9 ve
1 , X#a icgin

1/3 , x=a igin

(C)(x) =
1~ 0 , X#a icgin

o 0 0o 0
oldujundan f(A) <B ve f(A)<T dir.)

Buradan f, belirtisiz 6-siireklidir. Simdi x, belirtisiz noktasi

by
x=a da A=4/5 ve f(xl)= X, 'nin belirtisiz agik gq-komsulugu C alinirsa,
0 .
f(A)=A £ C olur. Boylece f, belirtisiz sliper siirekli degildir.

Belirtisiz siiper-siirekli fonksiyon ile belirtisiz silirekli fonksiyon
arasindaki iligskiyi sOylece verebiliriz:

Belirtisiz siiper siirekli fonksiyon belirtisiz siireklidir. Fakat
bunun tersi genelde dogru olmayabilir [GOKER-ES, 19901 .
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3.2.8. Ornek: X=1[0,1] lizerinde,

A(x)=
0 , Xx#0 icin ,
1/3 , x=0 icin
B(x)=
0 , x#0 icin. ve
1/3 , x=0 igin
C(x)=

0 , X#£0 igin

olmak {izere T= {0,1,A,B} ve T1=»{0,1,C} topolojilerini diisiinelim.
f:(X,T) - (X,T1) birim fonksiycn olsun. Simdi f'nin belirtisiz sirek-
li, fakat belirtisiz siper slirekli olmadidini gdrelim.

X, belirtisiz noktasini x=0 da A =4/5 ve f(xk)=xk'n1n belirtisiz

agik gq-kcmsulugunu C alirsak, B belirtisiz kiimesi gk’n1n belirtisiz
a¢ik g-komsuludu olur. Buradan f(B)< C dir. Bdylece f, belirtisiz
sireklidir.

1172 , x=0 igin
0 , x#0 igin ve

1/2 , x=0 icin

0 , X#0 icin

o
oldugundan, f(B)=1/2>1/3 ve f(R)=1/2 >1/3 dir. 0 halde f,
belirtisiz siiper siirekli degildir.

3.2.9. Teorem: f:X - Y fonksiyonu belirtisiz @&-slirekli ve Y belir-
tisiz yari dizenli ise, f belirtisiz sliper siireklidir.

Kanit: x, , X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)'nln herhangi bir be-
lirtisiz agik gq-komsulugu olsun. Y, belirtisiz yar:i diizenli oldugun-
dan f(x,)'nin
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0

f(xl)qw <W< V olacak sekilde bir W belirtisiz agik gq-komsulugu vardir.
0- 0

f, belirtisiz s-strekli oldugu icin f(U)< W< V olacak sekilde x, 'nin

bir U belirtisiz agik gq-komsuludu vardir. BSylece f, belirtisiz siiper-
streklidir.

3.2.10. Teorem: Bir f:X - Y fonksiyonu icin asajidakiler esdegderdir:
a) f, belirtisiz siiper siireklidir,
b) X'deki her A belirtisiz kimesi icin,
f{[Al )< TTAT 'dir,
c) Y'deki her B belirtisiz kiimesi icin
e, < £,

d) Y'deki her B belirtisiz kapal: kimesi igin, f"1(B), X'de belir-
tisiz o6-kapalidir.

e) Y'deki her B belirtisiz acik kimesi icin, f'1(B), X'de belir-
tisiz 6-agiktir.

f) X'in her X, belirtisiz noktasi ve f(xl)'nln her M belirtisiz
agik q-komsulugu igin f(N)< M olacak sekilde xl’nln N belirtisiz
8-acik g-komsulugu vardir.

Kanit: (a) ==(b): XASEAJG ve U, f(él)'nln bir belirtisiz acik

g-komsulugu olsun. (a)'dan xl'nzn f(N)< U olacak sekilde bir N belir-
0
tisiz agik g-komsulugu vardir. XAEEAJG oldugundan NgA'dir. GOrinti

0
alinirsa f(NJ g f(A)'dir. Buradan U qf(A) olur. 0 halde f(xh)é TR =
X e f'1(?(F)) dir. Boylece

A
[Al,< £~ (FIAD) ==f([A1 ) < TTAT elde edilir.

(b)==p(c): (b)'den f([f'1(B)]5) S.f[f"'(B)]S_B' oldugundan

177 (8)1,< £7(B) elde edilir.

(c)==(d): B,Y'de belirtisiz kapal1 bir kiime olsun. Yani B=B olsun.
(c)‘den
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o 1fB) <@ =N =
SEC )15 < '@ = £7(8) olur.
Diger taraftan herhangi bir B kiimesi igin B'g_[B]6 oldugundan
1@ < £ B, =7 (8) < £ (1BI)
elde edilir. O halde

#1(8) = 177 (®)1,  olur.

(d)==>(e): B.Y'de belirtisiz acik kime olsun O halde B® belirtisiz
kapal1 kime olur. (d)'den Y'deki her BY belirtisiz kapali klimesi igin,

f“1(1Y—B), X'de belirtisiz 6&-kapalidir. Buradan
[f-1(Bt)]t = Ef'1(B)t]t = f'1(B) belirtisiz &-agiktir.

(e)==(F): :x, . X'de belirtisiz nokta ve M f(x )'nin bir belirtisiz
acik gq-komsulugu olsun. O zaman f~ (M), X, 'nin belirtisiz &-agik

g-komsulugudur. f 1(M)=N alinirsa, N belirtisiz kiimesi xl‘nln 6-ag1k
q-komsulugudur. Béylece F(N) = F(F 1(M)) <M elde edilir.

(f)==(a): Herhangi bir X, belirtisiz noktasi ve f(xl)'n1n herhangi
bir V belirtisiz acik gq-komsulugu igin f(N)< V olacak sekilde x, ‘nin
bir N belirtisiz s-acik g-komsulugu vardir. O zaman 1-N=G, X'de belir-
tisiz 6-kapalidir. N, xk'nln g-komsulugu oldugundan r+N(x) >1 dir.
Yani X, ¢ G dir. 0 halde X, 'nin M g G olacak sekilde M belirtisiz

duzenll acik g- komsulu@u vardlr Buradan Xy gM ise
0 0
X, q M< 1-G= N:::?f(M) < f(N) < V olur. Buradan f(M) <V dir. Boyle-

ce f, belirtisiz siiper-siirekli olur.

3.2.11. Teorem: f:X = Y fonksiyonu belirtisiz siiper silireklidir.&=>
X'in herhangi bir x) belirtisiz noktasi ve f(x,)'nin her M g-komsu-
0

0
lugu icin %y 'nin f(N) £ M olacak sekilde bir N g-komsulugu vardir.

Kanit:=: X'de belirtisiz nokta ve M, f(x,)'nin belirtgsiz
g- komsulugu olsun f, belirtisiz siiper-siirekli oldugundan, f(N) < M
olacak sekilde X, 'nin bir N belirtisiz agik g-komsulugu vardir.Buradan
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0
0 ) o o
NS N=NSN=N< N ve goriinti alanirsa f(
0 :
0
Buradan f(N) < M elde edilir.

0
o o)
N) < f(N) < M olur.

' x , X'de belirtisiz nokga ve M, f(x,)'nin belirtisiz agik q-
o g
komsulugu olsun. Hipotezden f(N) ng olacak segilde x, 'nin bir N

0 0 o 0 0
g-komsulugu vardir. N=N alinirsa N = N ve f(N) = f(N) <M olur.
Bbylece f, belirtisiz siiper siireklidir.

3.2.12. Teorem: f:X - Y fonksiyonu belirtisiz siliper-siirekli ve X
belirtisiz .hemen hemen diizenli ise, f belirtisiz kuvvetli Q-siireklidir.

Kanit: x,, X'de belirtisiz nokta ve V, f(x,)'nin belirtisiz aglk
q-komsulugu olsun. f, belirtisiz siliper stirekli oldugu icin f(U)<y
0
olacak sekilde x, 'nin bir U belirtisiz acik g-komsulugu vardir. U
dizenli agik ve X belirtisiz hemen hemen dizenli oldudundan,
0
%9 W <W< T olacak sekilde bir W belirtisiz dizenli acik kiimesi

0
vardir. 0 zaman f(W) < f(U) < V ‘dir. Buradan f, belirtisiz kuvvetli

g-siireklidir.

3.2.13. Sonug: X belirtisiz hemen hemen diizenli ve Y belirtisiz yar:
dizenli olmak {izere f:X - Y fonksiyonu icin asagidakiler esdeferdir:

a) f, belirtisiz kuvvetli 8-sireklidir,
b) f, belirtisiz slper - siireklidir,

c) f, belirtisiz s&-siireklidir.

Kanit: Belirtisiz kuvvetli 8-slirekli =—pbelirtisiz siiper sirekli=>
belirtisiz &-slirekli oldugu tanimlardan aciktir. 3.2.9. Teorem ve
3.2.12. Teorem'’lerden ters gerektirmelerde vardir. 0 halde yukardaki
ifadelerin esdeger oldugu gorilir.

3.2.14. Sonug: f:X - Y bir fonksiyon ve X belirtisiz diizenli uzay ise,
asadidaki kosullar esdederdir:
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a) f, belirtisiz kuvvetli 8-siireklidir,

b) f, belirtisiz slper sireklidir. -

Kanit: (a)=>(b): Onceki gerektirmelerden vardir.

(b)==> (a): Belirtisiz diizenli uzay, belirtisiz hemen hemen diizenli
-oldugundan ve 3.2.12.Teoremden elde edilir.

3.2.15. Sonug: X ve Y belirtisiz diizenli uzaylér olsun. Bir f:X = Y
fonksiyonu ig¢in; belirtisiz 6-slireklilik, belirtisiz siiper-siireklilik
ve belirtisiz s-slirekliliklerin timi esdederdir.

Kanit: 3.2.13. Sonu¢ ve 3.2.14. Sonu¢ lardan istenenler elde edilir.

3.2.16. Sonug: Bir f:X - Y fonksiyonu igin asagidaki &zellikler
vardir:

a) X'deki her X, belirtisiz noktas: ve f(xk)‘nln her V belirtisiz
acik g-komsulugu icin f(U)S_V olacak sekilde xl'nln bir U belirtisiz
acik g-komsulugu varsa, f belirtisiz sliper silireklidir.

b) X'deki her X, belirtisiz noktas: ve f(xl) ‘nin her V belirtisiz agik
g-komsulugu icin £(U) < V olacak gekilde xl‘nxn bir U belirtisiz
actk g-komsulugu vardir.<=> X'deki X, beIIrtlslz noktasi ve f(x )

nin her V belirtisiz agik g-komsulugu icin f(U7< V olacak sekilde
X, 'min bir U belirtisiz diizenli agik g- komgulugu vardir.

3.2.15. Sonug¢ (a)'nin tersinin genelde dodru olmadigdini 3.2.5.0rnek’
ten gbrebiliriz.

3.2.17. Teorem: Bir f:X - Y fonksiyonu igin asagdidakiler dogrudur:
a) X belirtisiz yar: diizenli ve f belirtisiz siirekli ise,f belir-
tisiz siliper siireklidir.

b) X ve Y belirtisiz hemen hemen diizenli ise, f icin asagirdaki
Ozellikler esdederdir:

i) f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli 8-slireklidir.

ii) f, belirtisiz 6-siireklidir.
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iii) f, belirtisiz @-streklidir,
iv) f, belirtisiz zayif s -slireklidir.

Kanit: (a): X X'de belirtisiz nokta ve V, f(x )'nin bir belirtisiz
agik g-komsulugu olsun. f, belirtisiz slirekli olduu ic¢in f(U) < V
olacak sekilde x, 'nin bir U belirtisiz agik q-komsglugu vardir. X
belirtisiz yar: dlizenli oldugu igin, X d W ve W< W< U olacak sekil-
de bir W belirtisiz acik kiimesi vardir. Buradan

(W) < f(%) < f(U) < V elde edilir. f(%) < V oldugu icin f, belir-
tisii—sﬁper siireklidir.

(b)-(i)==(ii) : X, » X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)‘nln bir
belirtisiz diizenli agik gq-komsulugu oIsun f bellrtlslz hemen hemen

kuvvetli 8-siirekli oldudu igin f(U) < < V' olacak sekilde x, ‘nin bir U
belirtisiz acik g-komsulugu vardir. U'5.U'olacaglndan

o) o) o0 -0
f(U) < f(U) < V dir. Buradan f(U) < V elde edilir. Bdylece f, be-
lirtisiz 6-slireklidir.

(ii)=(iv): X, » X'de beIirtisig nokta ve V, f(xl)‘nln bir belirtisiz
acik g-komsulugu olsun. O zaman V ,» f(x,) 'nin bellrtlslz duzenll acik
g-komsulugudur. f, belirtisiz 6-siirekli oldugundan f(U) < V'olacak

§ekiIde Xy 'nin bir U belirtisiz dizenli a¢ik g-komsuludu vardir.

V'< V oldugundan f( ) < V elde edilir. Yani f, belirtisiz zayif
6-siirekli olur.

(iv)==(iii) : x, , X'de belirtisiz nokta ve V, f(x,)'nin bir belir-
0

tisiz agik g-komsulugu olsun. 0 zaman f(U)< V olacak sekilde x, ‘nin

U belirtisiz agik q-komsglugu vardir. X belirtisiz hemen hemen diizenli

oldugundan x . q W <W<T olacak sekilde bir W belirtisiz dizenli

acgik kime vardir. 0 halde

0 0
f(x,)af (W) < f(W) < f(U) <V olur. Buradan f(W)< V dir. Boylece
f, belirtisiz 8-siireklidir. '

(ii1)=3(i): %, , X'de belirtisiz nokta ve V, f(x,)'nin bir belirti-
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0

siz agik g-komsulugu olsun. V , Y'de belirtisiz dlizenli agiktir. Y,
0

belirtisiz hemen hemen diizenli oldugundan f(x l)qwf_WﬁV olacak se-

kilde f(x) 'nin bir W belirtisiz diizenli agik g-komsulugu vardir. f,

belirtisiz 8-siirekli oldugundan f(U) < W olacak sekilde x, 'nin bir

U belirtisiz agik gq-komsulugu vardir. 0 halde

0
f(U) < W <V elde edilir. Yani f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli
8-stirekli olur.

3.2.18. Teorem: f:X - Y belirtisiz s -siirekli ve g:Y- Z belirtisiz
sliper-siirekli fonksiyonlar ise, gof:X - Z bileske fonksiyonu belir-
tisiz siiper siireklidir.

Kanit: Xy s X de belirtisiz nokta ve W, Z'de (gof)(xk)‘nln bir belir-
tisiz agik gq-komsulugu olsun. g, belirtisiz siiper-siirekli oldugundan

0
f(xl)’nln Y'de g(V)<W olacak sekilde bir V belirtisiz agik q-kom-
sulugu vardir. f belirtisiz 6 -siirekli oldugundan xl'nln X'de

0 0 0 0 0
f(U)< V=(gof)(U) <g(V)< W olacak sekilde bir U belirtisiz
diizenli agik g-komsulugu vardir. Buradan gof, belirtisiz sliper-siirek-

lidir.

3.2.19. Sonug: f:X -Y ve g:Y- Z fonksiyonlar: belirtisiz siiper-
siirekli ise, gof:X - Z de belirtisiz siliper-siireklidir.

3.2.20. Teorem: f:X - Y ve g:Y~ Z fonksiyonlar:i verilsin. 0 zaman
asagidakiler vardir:

a) f, belirtisiz s-slirekli ve g, belirtisiz zayif & -siirekli
ise, gof, belirtisiz zayif s -slireklidir.

b) f, belirtisiz zayif s&-stirekli ve g, belirtisiz GlsUrein ise,
gof belirtisiz zayif  s-slireklidir, ‘

c¢) f, belirtisiz zayif & -slirekli ve g belirtisiz hemen hemen
kuvvetli 8-slirekli ise, gof belirtisiz s -siireklidir.

d) f, belirtisiz zayif 6 -stirekli ve g, belirtisiz kuvvetli 8-
siirekli ise, gof belirtisiz sliper silireklidir,
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B) f, belirtisiz hemen hemen kuvvetli §-siirekli ve.g, belirtisiz
zayif 6&-slirekli ise, gof belirtisiz 8-silireklidir.

3.2.21. Tamm: (X,TX) belirtisiz topolojik uzayinda her belirtisiz
agtk kilmenin kapanigit X'de belirtisiz agik ise, X belirtisiz topolo-
jik uzayina tamamen badlantisiz denir [GOKER-ES, 19901.

3.2. 22. Teorem: f:X = Y bir fonksiyon ve X belirtisiz tamamen baglan-
tis1z uzay olsun. 0 zaman asagidakiler dogrudur:

a) f, belirtisiz zayif 8-silirekli ise, f belirtisiz §-siireklidir.

b) f, belirtisiz 6-siirekli ise, f belirtisiz hemen hemen kuvvet-
1i @-siireklidir,

c) f, belirtisiz sliper silirekli ise, f belirtisiz kuvvetli 8-siirek-
lidir.

Kamit: (a): f, belirtisiz zayif @-siirekli oldudundan X'deki her x
belirtisiz noktas: ve f(xl)'nln her V belirtisiz acik g-komsulugu
icin f(U) <V olacak gekilde xl’nzn bir U belirtisiz acik g-komsu-
lugu vardir. X belirtisiz tamamen bajlantisiz oldugundan U=U olur.
Buradan f(U) < V elde edilir. 0 halde f, belirtisiz 8-siireklidir.

A

(b): f, belirtisiz 6&-slirekli oldugundan, X'deki her X, belirtisiz

noktas: ve f(xl)'nln her V belirtisiz acik g-komsulugu icin
0 0
f(U) <V olacak sekilde x, 'nin bir U belirtisiz agik g-komsulugu

vardir. X belirtisiz tamamen bagdlantisiz oldudundan

o) 0 0
U =U=T olur. Buradan f(U) <V elde edilir. 0 halde f, belirti-
siz hemen hemen kuvvetli @-siireklidir.

(c): f, belirtisiz siper silirekli oldugundan X'deki her X, belgrtisiz
noktast ve f(x,)'nin her V belirtisiz agik q-komgulugu igin f(U)< v
olacak sekilde xl‘nln bir U belirtisiz agik q-komsglggu vardir. X
belirtisiz tamgmen baglantisiz oldugundan U=y ve U=U =U =T

olacagindan f(U)= f(U) < V elde edilir. 0 halde f, belirtisiz kuvvet-
Ii §-siireklidir.
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3.2.23. Teorem: f:X - 'Y fonksiyonu belirtiz zayif 6-si-
rekli ve belirtisiz hemen hemen agik ise, f belirtisiz
6-siireklidir. |

Kanit:x,, X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)'nln bir be-
lirtisiz diizenli agik g-komgulugu olsun. f, belirtisiz

0
zay1f 6-sirekli oldugu icin f(U)< V olacak sekilde
Xy 'nin bir U belirtisiz acgik g-komsuludu vardir. f, belir-

0
tisiz hemen hemen agik oldudundan, f(U) agiktir. Buradan

0 0
f(U) <V =V dir. Bbdylece f, belirtisiz &-slireklidir.

3.2.24. Tanim: Sifirdan farkli her belirtisiz agik kime-
nin kapanisi 1X ise, X belirtisiz topolojik uzayina hiper-
baglantilidir denir [GOKER-ES, 1990]

3.2.25. Teorem: Y belirtisiz topolojik uzay:i hiper baglan-
t1l1 ise, her f:X - Y fonksiyonu belirtisiz hemen hemen
kuvvetli @-streklidir.

Kanit: Xy s X'de belirtisiz nokta ve V, f(xl)'nln bir

belirtisiz agik g-komsulugu ise, V = 1Y'dir. Buradan
0

V = 1Y'dir. Bﬁylege X,
lugu igin f(U) < V'dir. 0 halde f, belirtisiz hemen he-
men kuvvetli 8-sireklidir.

'nin her U belirtisiz agik g-komsu-

3.2.26. Teorem: f:X — Y belirtisiz zayif 6-siirekli, dr-
ten bir fonksiyon ve X belirtisiz hiper baglantil: ise, Y
de belirtisiz hiper badglantilidir.

Kanit: V # OY , f(x%)'n1n bir belirtisiz agik g-kemsulugu
' 0
olsun. f, belirtisiz zayif 6-siirekli oldudu igin f(U)< V

olacak sekilce xl'nln bir U belirtisiz agik g-komsulugu
vardir. X hiper baglantili oldugdundan U = 1X dir. Buradan
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0 0
T = 1X olur. Boylece 1Y = f(U) =V dir. Bu Y'nin belir-
tisiz hiper baglantil: oldudunu gdsterir.

3.2.27. Tanim: f:X - Y bir fonksiyon olsun. X'in rerhangi
bir Xy belirtisiz noktasi ve f(xl)'n1n herhangi bir V
belirtisiz dizenli ag¢ik g-komsulugu icin f(U) < V olacak
sekilde x, 'nin bir U belirtisiz agik g-kcmsulugu varsa,
f'e belirtisiz hemen hemen siireklidir denir [GANGULLY-
SAHA, 19881].

3.3. Belirtisiz Topolojik Uzaylarda Belirtisiz Tamamen
Siireklilik ve Belirtisiz Kuvvetli Siireklilik

3.3.1. Tanim: Bir f:X - Y fonksiyonu verilsin. Y'deki
herhangi bir A belirtisiz kimesi icin, f—1(A) X'de belir-
tisiz diizenli acik ise, f'ye belirtisiz tamamen siirekli
fonksiyon denir [MUKHERJEE-GHOSH, 19901

3.3.2. Uyari: Her belirtisiz dizenli acik kime belirtisiz
6-a¢lk oldugundan, 3.2.10. Teorem'den her belirtisiz ta-
mamen sUrekli fonksiyon belirtisiz silper-sireklidir.
Fakat bunun tersi genelde dogru olmayabilir [MUKHERJEE-
GHOSH, 1990 1.

3.3.3. Tanim: X'in her A belirtisiz kiimesi ig¢in f(A)< f{A)
ise f;X - Y fonksiyonuna belirtisiz kuvvetli silireklidir
denir [MUKHERJEE-GHOSH, 19901 .

3.3.4. Uyari: Her belirtisiz kuvvetli siirekli fonksiyon
hem belirtisiz tamemen siirekli hem de belirtisiz kuvvetli
@-streklidir.

Belirtisiz kuvvetli silireklilik tiirleri arasinda asagida-
ki gerektirmelerin varlig: agiktir.
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belirtisiz kuvvetli —=pbelirtisiz kuvvetli —=pbelirtisiz siiper
slirekli B-sirekli siirek1i

belirtisiz tamamen
siirek1i

Yukardaki gerektirmelerin tersleri genelde dogru de§ildir
[MUKHERJEE-GHOSH, 1991].
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4. BELIRTiSiZ YARI-KARARSIZ VE KUVVETLiI KARARSIZ FONKSiYONLAR

4.1. Giris: Bu b&limde Malakar, Yalvag, Mukherjee ve Sinha tarafindan
tanimlanan belirtisiz yari-kararsiz fonksiyonlar, belirtisiz kararsiz
fonksiyonlar ve belirtisiz kuvvetli kararsiz fonksiyonlar lzerinde
calisilacaktir. Ayrica bu fonksiyon tirleri ile &nceden tanimlanan
fonksiyon tirleri arasindaki iligkiler incelenecektir.

4.2. Belirtisiz Yari-Kararsiz, Kararsiz ve Kuvvetli Kararsiz Fonksi-
yonlar

Belirtisiz kararsiz yari-kararsiz ve kuvvetli kararsiz fonksiyonlarin
tanimlarini vermeden dnce; belirtisiz yari- g-kcmsuluk, yari-kapanis,
yari-i¢, yari-kapal: kime, yari-@-yigilma noktasi, yari-8-kapanis,
yari-8-kapali kime ve yari-6-agik kime kavramlarini tanitmak istiyo-
ruz.

4.2.1. Tanim: A, X'de bir belirtisiz kime olsun. Eder xqu§gA olacak
sekildebir V belirtisiz yari-agik kimesi varsa, A belirtisiz kimesine
xl’n1n belirtisiz yarit g-komsulugu denir.

4.2.2. Tanmm: ACX bir belirtisiz kiime olsun.
A

0

1]

A {B|A<B , B belirtisiz yari-kapali},

V {B|B<A , B belirtisiz yari-agik}

belirtisiz kimelerini tanimlayalim. A'a A'nin belirtisiz yari-kapa-
nisi, é'e A'nin belirtisiz yari-igi denir [YALVAG,1982].

4.2.3. Tanim: X belirtisiz noktasi ve bir A belirtisiz kiimesi
verilsin. xl‘nln her belirtisiz yar: acik, yari-g-komsulugunun
yari-kapanisi A ile cakisigims:i ise Xy belirtisiz noktasina A belir-
tisiz kimesinin yari-@-yigilma noktasi denir. [SINHA'nin heniiz ha-
zirlanmakta olan "On S -closed ness in fuzzy setting” adli arastir-

masina gore.].
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4.2.4. Tanim: A belirtisiz kiimesinin biitlin belirtisiz yari-8-y1§ilma
ncktalarinin birlegimine, A'nin belirtisiz yari-8-kapanisi denir ve

[A]S_e simgesi ile gbsterilir. A belirtisiz yari-8-kapalidir.<=>

A=[A]s_é dir. Belirtisiz yari-8-kapal:i kiimenin timleyeni belirtisiz

yari-8-acik kiimedir. Ayrica her belirtisiz yari-@-kapali kimenin be-
lirtisiz yar1 kapali oldugu agiktir. [SINHA'nin heniiz hazirlanmakta
olan "On S*-closedness in fuzzy setting" adli arastirmasina gére.l.

4.2.5. Onerme: é , A'nin kapsadigi en biiylik belirtisiz yari-agik

kime, A , A'y1l kapsayan en kiiglk belirtisiz yari-kapali kimedir.

Kanit: Belirtisiz yari-agik kimelerin herhangi sayidaki bilegimi
yine belirtisiz yari ac¢ik bir kimedir. Bu 6zellik ve é'in tanimin-
dan kolayca gorilir.

Belirtisiz yari-kapali kimelerin herhangi sayidaki arakesiti, belir-
tisiz yari-kapalidir. Bu 6zellik ve A'in tanimindan kolayca gortlir
[YALVAG, 1982 1.

, 0
4.2.6. Uyari: Her A belirtisiz kimesi igcin ASA<A ve A>'A >A
oldugu agiktir.

4.2.7. Sonug: A,BC X olsun. Asagidaki 6zellikler vardir:
A belirtisiz yari-agiktir.<=y A= A dir.
A belirtisiz yari-kapalidir. & A = A dir.
A<B=>AZ< B ve éf_g dir.

4.2.8. Tanim: f:X = Y fonksiyonu verilsin. Y'deki her A belirtisiz
yari-agik kiimesi icin f'1(A), belirtisiz yari-agik ise f'ye belir-
tisiz kararsiz fonksiyon denir [YALVAG,1982].

4.2.9. Tanim: f:X - Y fonksiyonu verilsin. X'deki herhangi bir Xy
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belirtisiz noktasi ve Y'de f(xl)'yl bulunduran herhangi bir V belir-
tisiz yari-agik kimesi i¢in f(U) <V (f(g) <V) olacak sekilde X'de
X,'y1 bulunduran bir U belirtisiz yari-acik kimesi varsa, f'ye be-
lirtisiz yari-kararsiz (belirtisiz kuvvetli kararsiz) fonksiyon

denir [MALAKAR, 19921 .

4.2.10. Teorem: f:X — Y fonksiyonu belirtisiz yari-kararsizdir
(kararsizdir, kuvvetli kararsizdir). <> X'deki her X, belirtisiz
noktas1 ve f(x,)'nin her V belirtisiz yari-agik yari-q-kcmsulugu igin,
fu) 2V (fu) 2V, f(U) LV) olacak gekilde x,'nin bir U belirtisiz
yari-agik yari-g-komsulugu vardir.

Kanit: Kaniti yari-kararsiz durum igin yapacagiz. Digerleri de
benzer sekilde yapilabilir.

F=>: f, belirtisiz yari-kararsiz ve V, f(x,)'nin bir belirtisiz
yari-agik yari-q-kcmsulugu olsun. O zaman V(f(x))+ 2 >1 dir.
V(f(x))> B >1- X olacak sekilde pozitif bir g gercel sayis: sece-
lim. Buradan V, f(xg)'y1 bulunduran belirtisiz yari-agik kimedir.
Hipotezden f(W) <V olacak sekilde xg'y1 bulunduran W belirtisiz
yari-agik kimesi vardir. Simdi W(x) > B  ise W(x)>1-2 dir.
Boylece W, x,'nin belirtisiz yari-agik yari-q-kcmsulugudur.

=X, X'de herhangi bir belirtisiz nokta ve f(x,) 'yt bulunduran
herhangi bir belirtisiz yari-agik kiime V olsun. O zaman xAE'f_1(V)=w
dir. 1/m2ZW(x) olacak sekilde pozitif bir tam sayi1 m verilsin. Her

n>m pozitif tamsayisi igin A =1 + %--w(x) alalim. 0 zaman

her n>m icin 0 < A <1 dir. Buradan her n>m igin, y=f(x) olmak
Uzere V, A 'nin belirtisiz yari-agik yari-q-komsulugudur. Gercekten,
n

V(y) £ A= V) 1+

-1
; ) - £V (x)

1 + (%ﬂ >1 dir.

Hipotezden, her n>m icin X'de X0 U, ve f(Un)il olacak sekilde
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bir Un belirtisiz yari-acik kﬁmesi vardir. U= y Un alinirsa U,
n>m

X'de f(U)=V f(Un)_gy_ olacak sekilde belirtisiz yari-agik kiime
n>m '

olur. $imdi x ,eU oldudunu gérelim. Her n>m igin Un(x) + %]>1
dir. 0 halde her n>m igin

Un(x)>1 - Ap= W(x) - (%J dir. Buradan her n>m igin

U(x) >W(x) - (%) —=sU(x) >H(x) > A clur.
Boylece x;&8 W ==x, €U olur.

4.2.11.Uyar1: Yukaridaki tanimlardan, belirtisiz kuvvetli kararsiz
fonksiyon —xbelirtisiz kararsiz fonksiyon —=» belirtisiz yari
kararsiz fonksiyon

gerektirmelerinin varligi agiktir, Fakat bu gerektirmelerin tersleri
genelde dogru degildir.

4.2.12. Yardimci Onerme: X belirtisiz topolojik uzayindaki A belir-
tisiz yari-acik kimesi icin A =[A1549 dir.

Kanit: Yam-kapahls ve yari-e-kapanig tanimlarindan A< [ Al _g
oldugu agiktir.Simdi [A]s~9555. oldugunu gérelim. X'deki x, belir-

tisiz noktasi i¢in, x, ¢ A oldugunu kabul edelim. O zaman x,'nin
V & A olacak sekilde bir V belirtisiz yari-agik yari-gq-komgulugu
vardir. Buradan V.EAt olur.

v<Ab = At

dir. 0 zaman
VoA = x, £ EAJSJQ dir. Bu ise celigkidir. 0 halde x,= A dir.

Yani LAl g <A olur.

4.2.13. Onerme: X,& A&=>X,"nin her B yari-agik yari-gq-kcmsulugu
icin Bgq A dir.
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Kanit: = x, €A olsun, fakat sagdakinin tersine Eﬂ B xy' n1n
yari-agik yar1—q—kom§u1ugu dyleki B,q‘A olsun. 0 halde A< B 'dir
ve Bt yari-kapali olur.

A=a{C: C2ZA, C yari-kapalil} dir.
0 halde A <B' dir.
X, €A =>1 <A(x) dir.
0 halde A<A(x) <BY(x)=1-B(x) == A+B(x) < 1 dir.
Ote yandan B, x,'nin belirtisiz yari-agik yari-q-komsulugu oldugu
icin
X, @ B=—>X +B(x) > 1 dir. 0 halde bu bir celiskidir.

<i: x,'nin her B belirtisiz yarl-aglk yari-g-kcmsulugu igin B g A
ve tersine x, ¢ A olsun. 0 halde x, q(ﬁ)t olur.
)t

(A X,'nin bir belirtisiz yari agik yari-gq-kcmsulugudur. Dolay1i~

RN

siyla (5gt a A olur.

oereHzex mh1(@tu)+A&)>1
1-A(z) + A(z) > 1

=>A(z) >A(2)

elde edilir ki bu sonu¢ varsayimla celisir.

4.2.14. Yardimc1 Onerme: X belirtisiz topolojik uzayinda, A herhangi

bir belirtisiz kiime ve B'de belirtisiz yari-agik kiime olsun. 0 halde
AdB=—>AdB dir.

Kanit: Tersine olarak, A q B olsun. 0 halde A(x) + B(x) > 1 olacak
sekilde bir xeX vardir. 0 zaman A=A(x) alinirsa B'nin A ¢ B
6zelliginde x,'nin belirtisiz yari-agik yari-q-komsulugu oldugu
gbrilir.

Gercekten x +B(x) > 1=>x,q B , B belirtisiz yari-agik kime =—>B,

xk‘nln belirtisiz yari-acik yari-g-komsulugudur.

= A(x) oldugundan x.< A(x) —=3x, € A dir.

0 halde 4.2.13. Onerme'den B q A yada A g B dir. Bu ise bir ¢elis-
kidir.
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4.2.15. Teorem: f:X = Y bir fdnksiyon ise asagidakiler esdegerdir:
a) T, telirtisiz yar1 karar51zd1r,:
b) Y'deki her V belirtisiz yari-agik kiimesi icin
o < ),
c) Y'deki her V belirtisiz yari-a¢ik kimesi icgin

£ 1) dir.

dir,

£ <

—

Kanit: (a) ==>(b): Herhangi bir xlef’1(V) igin f(U) < V olacak sekil- "
de x,'y1 bulunduran bir U belirtisiz yari-agik kimesi vardir. Bdyle-

ce x,& U <(f 1( )) ‘dir.

b)==xc): x,e f:til fakat x, £ f'1(y) olsun. 0 zaman f(x,)'nin
G4 V olacak sekilde bir G belirtisiz yari-agik yari-g-komsulugu
vardir. 4.2.13. Yardimci Onerme'den G ¢ V dir. O zaman (b)'den

X, qf (G) < (f” ( ) g4 f~ ( ) elde edilir. Boylece

x, # f° (V) olur. Bu ise x,e il (V) ile gelisir.

(c)=>(a): X'deki herhangi bir x, belirtisiz noktasi ve f(x,)'y1
bulunduran herhangi bir V belirtisiz yar1-ag1k kimesi "i¢in V, belir-

tisiz kapali-agik tir. Buradan xlﬁ f (0 ) dir. {c)'den
x, c(fT (W) = U denirse  FU <FFTTWTNY = frT )< v

elde edilir. f, yari-kararsiz olur.

4.2.16. Uyari: Her belirtisiz kararsiz fonksiyon belirtisiz yari-
siirekli ve her belirtisiz siirekli fonksiyon belirtisiz yari-siirekli-
dir. Bdylece asagidaki gerektirmeler vardir:

belirtisiz kuvvetli kararsiz belirtisiz siirekli
belirtisiz kararsiz — belirtisiz yari-siirekli

I

belirtisiz yari-kararsiz
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Simdi asagidaki ters oOrneklerle yukaridaki gerektirmelerin tersleri-
nin dogru olmadigini gbstermek istiyoruz [MALAKAR, 19921,

4_.2.17. Ornek: X bos olmayan herhangi bir kiime ve ae X sabit bir
eleman olsun. X fizerinde T= {0y, 1y, A } ve T1={0x,1X,B} topoloji-
lerini dislinelim. Burada

Ala) = 2/3 , B(a) = 3/5 ve her xeX -{al

icin A(x)=B(x)=0 olarak tamimlanmistir. f:(X,T) ~ (X,T1) birim
fonksiyon olsun. 0 zaman B, (X,T1)'de belirtisiz ag¢ik olmasina karsin

f'1(B), (X,T)'da belirtisiz yari-acgik degildir. 0 halde f, belirtisiz
yari-siirekli olmadigindan belirtisiz kararsiz degildir. Fakat,
(X,T1)'deki herhangi bir V belirtisiz yari-agik klmesi igin, V = 1§

oldugu agiktir. BOylece f'nin belirtisiz yari-kararsiz oldudu géri-
lir.

4.2.18. Ornek: X # @ herhangi bir kime ve a= X olsun. X lzerinde
A(a)=1/3 , B(a)= 1/2 ve her x e X-1al icin A(x)=B(x)=0 olacak sekil-
de A ve B belirtisiz kimelerini alalim. X Gzerinde T= {1y,0yx,A } ve
T,= {1y, 0y, A,B} topolojilerini diginelim. :(X,T) = (X,T,) birin
fonksiyon olsun. 0 zaman (X,T)'nun belirtisiz yari-agik kimeleri

0., 1, ve 1/3 < C(a) < 2/3 ve her x ex-lal igin 02 C(x) <1
olacak sekilde herhangi bir C belirtisiz kiimesidir. Ustelik bunlar,
(X,T)'da belirtisiz yari-kapali kiimelerdir. (X,T1)’deki belirtisiz

yari-agik kimeler 1y,0y ya da 1/3<D(a) <1/2 ve her xe X-{ a}l

icin 0 <D(x) < 1 olacak sekilde bir D belirtisiz kimesidir. 0 zaman
f, belirtisiz kuvvetli kararsizdir,fakat belirtisiz siirekli degildir.

4.2.19.0rnek: X, T ve T yukardaki 4.3.17.0rnek'teki gibi olsun.
f:(X,T1) =~ (X,T) birim fonksiyonunu disiinelim. ﬂ::T1 oldugundan

f'nin belirtisiz sirekli oldugu aciktir. Simdi 37/12 belirtisiz
noktasini ve (X,T)'da U(a)=7/12 ve her xe X -fal igin U(x)=1

ile tanmml1 U belirtisiz yari-acik kimesini alalim. O zaman (X,T)’da
a7/12'yi bulunduran tek yari-acik kiime 1X dir. f(1x) £ U =U oldugun-
dan f, belirtisiz yari kararsiz degildir.
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4.2.20. Ornek: X# @ kimesi lizerinde T ={0X , 1X, A} belirtisiz
topolojisini dlsUnelim. Burada A belirtisiz kimesi, her xeX igin
A(x)=2/3 dir. f:(X,T) = (X,T) birim fonksiyon ise, f'nin belirtisiz
slirekli ve belirtisiz kararsiz oldugu agiktir. X'in herhangi bir a
noktasi ig¢in a1/2'nin belirtisiz yari-acik yari-q-komsulugu A'dir.
Fakat, X lizerindeki herhangi bir B belirtisiz yari-agik kiimesi igin
B = 1x'dir. Buradan f(B)> A dir. Bdylece f, belirtisiz kuvvetli ka-

rarsiz degildir.

4.2.21. Tanim: X belirtisiz topolojik uzay olsun. X'de her X5 belir-
tisiz noktasi ve xx'nln her U belirtisiz yari-ag¢ik yari-gq-kcmsulugu
icin V<U olacak sekilde xl'n1h V belirtisiz yari-acik yari-gq-komsu-

ludu varsa, X'e yari-diizenli uzay denir.

4.2.22. Teorem: f:X - Y bir fonksiyon olsun.

a) f belirtisiz yar: kararsiz ve Y belirtisiz yar:i diizenli ise,
f belirtisiz kararsizdir.

b) f belirtisiz kararsiz ve X belirtisiz yar: dizenli ise, f
belirtisiz kuvvetli kararsizdir.

Kanit: (a):f:X —~ Y belirtisiz yari-kararsiz ve Y belirtisiz yar:
diizenli olsun. Xy X'de herhangi bir belirtisiz nokta ve V, f(xl)
nin herhangi bir belirtisiz yari-agik yari-q-komsulugu olsun.

Y belirtisiz yar:i diizenli oldugundan, f(xl)'nln U<V olacak sekilde
bir U belirtisiz yari-agik yari-g-komsulugu vardir. f'nin belirtisiz
yari-kararsizligindan x, ‘nin f(W) < U <V olacak sekilde bir W be-
lirtisiz yari-agik yari-q-kcmsulugu vardir. O zaman 4.2.10. Teorem-
den f, belirtisiz kararsizdir.

- (b) : f belirtisiz kararsiz ve X belirtisiz yari diizenli olsun. Xy
X'de herhangi bir belirtisiz nokta ve V, f(xl)'yl bulunduran bir be-
lirtisiz yari-acik kime olsun. f belirtisiz kararsiz oldugundan

f(U) < V olacak sekilde xl'yl bulunduran bir U belirtisiz yari-acik
kiime vardir. X uzay:r yari diizenli oldugundan W< U olacak sekilde
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xl'nm bir W belirtisiz yari-agik yari-g-kcmsulugu vardir. 0 halcde

f(W) < f(U) <V

elde edilir. Yani f, belirtisiz kuvvetli kararsizdir.



-€0-
DEGINILEN BELGELER DiZiNi

Aydin, S., 1980, Belirtisiz topolojik Qzaylarln Xx(0,1) Uzerinde
dcgurdugu u-topolojik uzaylar: Doktora tezi, H.U.Mezuniyet
Sonrasi1 EGitim Fakiiltesi, Beytepe, Ankara, 119 s.

Azad, K.K., 1981, On fuzzy semicontinuity, fuzzy almost continuity
and fuzzy weakly ccntinuity: Journal of Math.Anal.Appl. 82,
14-32.

Chang, C.L., 1968, Fuzzy topolcgical spaces:Journal of Math.Anal.Appl.,
24, 184-180. i

Gcker, D.-Es,H., 1990, On scre strong forms of fuzzy continuity:
Doga-Tr.Jd. Mathematics 14(1990), 26-38.

CGanguly, S.-Saha, S., 1986, A note on semi-open sets in fuzzy
topological spaces: Fuzzy Sets and Systems, 18, 83-96.

Ganguly, S.-Saha, S., 1988, A note on é&-continuity and 6-connected
sets in fuzzy set theory: SIMCN STEVIN, A Quarterly Journal
of Pure and Applied Mathematics Volume 62, Nummer 2 (June 19€8).

Goguen, J.A., 1973, The fuzzy Tychonoff theorem: Journal of Math.
Anal.Appl., 43, 734-742.

Hutton, B.-Reilly, I.I., 1974, Separation Axioms in fuzzy topolcgical
spaces: Dept. of Math., University of Auckland, Report No. 55.

Malakar, S., 1992, On fuzzy semi-irresolute and strongly irresolute
functions: North-Holland, Fuzzy Sets and Systems 45, 239-244.

Miﬁg, P.P.-Ming, L.Y., 1980, Fuzzy topolcgy I. Neighborhood structure
of a fuzzy point and Moore-Smith convergence: Jcurral of Math.
Anal.Appl., 76, 571-599.

Ming, P.P.-Ming, L.Y., 1980, Fuzzy topology, II. Preduct and quotient
) spaces, J.Math.Anal.Appl., 77, 20-37.

Mukherjee, M.N.-Sinha, S.P., 1989, Irresolute and almost ogen
functions between fuzzy tcpolcgical spaces: Fuzzy Sets ard
Systems 29, 381-388.

Mukherjee, M.N.-Sinha, S.P., 19380, On scme near-fuzzy ccntinuous
furnctions tetween fuzzy topolcgical spaces: North-Holland,
Fuzzy Sets and Systems 34, 245-284,

Mukherjee, N.N.-Ghosh, B., 1990, Scme stronger forms of fuzzy
continucus mappings on fuzzy topolcgical spaces: North-Holland,
Fuzzy Sets and Systems 38, 375-287.

Nanda, S., 1986, Cn fuzzy topolecgical spaces: Fuzzy Sets and Systems
19, 193-197.

Saha, S., 1987, Fuzzy 6-continuous mappings: J.Math.Anal.Appl.,
128, 130-142.



-61-
Sinha, S.P.,0n S*_closedress in fuzzy setting, (preprint).

Warren, R.H., 1978, Neighbourhood, bases and continuity in fuzzy
topological spaces: Rocky Mountain J.Math., 8, 459-470.

Wong, C.K., 1974, Fuzzy points and lccal properties of fuzzy
topology: J.Math.Anal.Appl. 46, 316-328.

Yalvag, T.H., 1982, Belirtisiz topolojik uzaylar arasirda zayif
slireklilikler: Doktora tezi, H.U.Fen Bilimleri Enstitlisi.
_ Beytepe, Ankara, 69 s.

Yalvag, T.H., 1987, Fuzzy sets and functions on fuzzy spaces:
J.Math.Anal.Appl., 126, 409-423.

Zadeh, L.A., 1965, Fuzzy Sets: Inform and Control, 8., 3€8-353.



