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YAKLAŞIM ÖZELL·IKLER·I
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Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç. Dr. Ogün DO¼GRU

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. Bu

k¬s¬mda tezde ele al¬nan konu ve bu konuyla ilgili olan literatürdeki di¼ger çal¬̧smalar

k¬saca özetlenmi̧stir.
·Ikinci bölümde temel kavramlara yer verilmi̧stir. "Lineer pozitif operatörler" tan¬m¬n-

dan başlanarak, operatör dizileri için "düzgün yak¬nsakl¬k" kavram¬ve bununla be-

raber "Korovkin Teoremi" ele al¬nm¬̧st¬r. Yaklaş¬mlar teorisinde çok önemli bir yere

sahip olan Bernstein operatörleri ve genelleşmeleri hat¬rlat¬lm¬̧s, bilinen baz¬sonuçlar

verilmi̧stir. Son olarak, tezde s¬kl¬kla kullanaca¼g¬m¬z q-analiz konusunun temel tan¬m

ve özelliklerine yer verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde q-Bernstein operatörlerinin Kantorovich tipli bir genelleşmesi tan¬m-

lanm¬̧s ve bu operatörün klasik anlamda yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir.

Son bölümde, istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬hat¬rlat¬lm¬̧s ve q-Bernstein-Kantorovich

operatörünün istatistiksel yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir. Bu operatörün yaklaş¬m

h¬z¬n¬incelemek istedi¼gimizde kaŗs¬m¬za ç¬kan problemlere de¼ginilmi̧s ve bu do¼grul-

tuda "ikinci tip q-Bernstein-Kantorovich operatörü" tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu operatörün

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬incelenmi̧s ve istatistiksel yaklaş¬m h¬z¬süreklilik modülü ve

Lipschitz s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar yard¬m¬yla elde edilmi̧stir. Bu bölümde son olarak

q-Meyer-König ve Zeller (q-MKZ) operatörlerinin Kantorovich tipli genelleşmesi tan¬m-

lanm¬̧s ve istatistiksel yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir.
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This thesis consists of four chapters. The �rst chapter has been devoted to the in-

troduction. In this part, the issue of the thesis and some other studies in literature

related to this issue have been summarized.

In the second chapter, basic notions have been recalled. Starting from the de�nition

of linear positive operators, the notion of "uniform convergence" for the sequence of

operators and the "Korovkin Theorem" have been mentioned. The Bernstein oper-

ators, their generalizations and some known results concerning these generalizations

have been considered. Lastly, the basic de�nitions from the concept of q-analysis,

which will frequently be used in this thesis, have been recalled.

In the third chapter, Kantorovich type generalization of q-Bernstein operators have

been introduced and the classical approximation properties have been examined.

In the last chapter, the statistical approximation properties of q-Bernstein-Kantorovich

operators have been considered. The problems, appeared in analyzing the approxi-

mation order of the operators, have been mentioned and accordingly "the second type

q-Bernstein-Kantorovich operators" have been constructed. The statistical conver-

gence of this second operator has been examined and approximation order is obtained

by means of modulus of continuity and with the help of functions from Lipschitz

class. Lastly, similar investigations are done for the Kantorovich type generalization

of q-Meyer-König and Zeller (q-MKZ) operators.

June 2010, 57 pages

Key Words: Bernstein operators, Kantorovich type generalizations, q-analysis,

uniform convergence, statistical convergence, modulus of continuity, Lipschitz class,

Meyer-König and Zeller operators.
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1. G·IR·IŞ

Yaklaş¬mlar teorisi matemati¼gin birçok dal¬yla yak¬n ili̧ski içerisindedir. Özellikle

fonksiyonel analiz, yaklaş¬mlar teorisinde ortaya konulan problemlerin çözümü için

önemli bir araç niteli¼ginde olup, bu teori için temel teşkil etmektedir.

Fonksiyon uzaylar¬nda "sürekli fonksiyonlara yaklaş¬m" problemi ilk defa Weierstrass

(1885) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Weierstrass, kapal¬bir [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli olan

fonksiyonlara düzgün yak¬nsayan polinomlar¬n varl¬¼g¬n¬göstermi̧stir. Bu "varl¬k"

teoreminden sonra 1912 y¬l¬nda Bernstein, bu polinomlar¬n gösterimini de vererek

Weierstrass teoremini [0; 1] aral¬¼g¬nda tekrar ispatlam¬̧st¬r. Literatürde "Bernstein

polinomlar¬" olarak bilinen bu polinomlar lineer pozitif operatörlerdir. Bohman

(1952) ve Korovkin (1953), Bernstein operatörlerinden yola ç¬karak, lineer pozitif

operatörlerin sürekli fonksiyonlara düzgün yak¬nsamas¬ile ilgili çok önemli bir teo-

rem vermi̧slerdir. Sonlu aral¬kta düzgün yak¬nsaman¬n gerçeklenmesi için sadece üç

koşulun incelenmesinin yeterli oldu¼gu bu teorem sayesinde birçok yeni lineer pozi-

tif operatörün (Meyer-König ve Zeller operatörleri, Szasz operatörleri, Bleimann,

Butzer and Hahn operatörleri gibi) yaklaş¬m özellikleri incelenmi̧stir.

Bernstein operatörleri tan¬mland¬ktan sonra bu operatörlerin çeşitli genelleşmeleri

ele al¬nm¬̧st¬r. Örne¼gin, birçok yazar analizden bilinen temel teoremler yard¬m¬yla

Bernstein operatörlerinin integral tipli genelleşmelerini tan¬mlam¬̧s ve bu operatör-

lerin yaklaş¬m özelliklerini incelemi̧stir (Kantorovich 1930, Durrmeyer 1967, Der-

riennic 1981). Temelde Durrmeyer-tipli ve Kantorovich-tipli genelleşmeler olarak

adland¬r¬lan integral tipli bu genelleşmeler, integrallenebilir fonksiyonlar uzay¬nda

yaklaş¬m yapabilme ihtiyac¬ndan ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Bernstein operatörlerinin di¼ger bir genelleşmesi de q-analiz teorisine dayan¬r. q-analiz

teorisinin temelleri ilk defa 18. yüzy¬lda Euler taraf¬ndan at¬lm¬̧s ve 19. yüzy¬lda bu

alanda önemli sonuçlar¬n elde edildi¼gi çeşitli çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. 20. yüzy¬l¬n

ikinci yar¬s¬nda q-analizin matematik ve �zik alanlar¬ndaki çeşitli uygulamalar¬or-

taya ç¬km¬̧s ve bundan sonra bu teoriye olan ilgi h¬zla artm¬̧st¬r. Son y¬llarda mate-
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matik alan¬nda, klasik analizden bilinen birçok tan¬m ve teoremin yan¬s¬ra bilinen

baz¬ integral eşitsizlerinin de q-genelleşmeleri üzerinde çal¬̧s¬lmaktad¬r (Gauchman

2004, Brahim 2008, Fitouhi and Brahim 2008, Marinkovíc vd. 2002, 2008).

Bernstein operatörlerinin q-genelleşmesi ilk defa Lupaş taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r (Lu-

paş 1987). Daha sonra 1996 y¬l¬nda Philips yeni bir genelleşme yaparak, literatürde

"q-Bernstein operatörleri" olarak bilinen operatörleri tan¬mlam¬̧s ve yaklaş¬m özel-

liklerini incelemi̧stir. 10 y¬l¬aşan süredir q-Bernstein operatörlerine olan ilgi devam

etmekte ve birçok çal¬̧sma yap¬lmaktad¬r. Bunun yan¬s¬ra q-Bernstein operatörlerinin

tan¬mlanmas¬, di¼ger operatörlerin de q-genelleşmelerinin oluşturulmas¬nda öncü ol-

muştur.

Yaklaş¬mlar teorisinde, klasik yak¬nsakl¬k kavram¬ile ilgili çal¬̧smalar sürerken, son

y¬llarda "istatistiksel yak¬nsakl¬k" kavram¬da önemli bir konu olarak kaŗs¬m¬za ç¬k-

m¬̧st¬r. ·Ilk defa 1950 y¬l¬nda Fast taraf¬ndan tan¬mlanan istatistiksel yak¬nsakl¬k

kavram¬n¬Gadjiev ve Orhan (2002) lineer pozitif operatör dizileri için Korovkin tipli

yaklaş¬m teoremi elde etmek için kullanm¬̧slard¬r. Bu teoremle birlikte bilinen birçok

operatörün istatistiksel yaklaş¬m özellikleri ve yaklaş¬m h¬zlar¬incelenmi̧stir (Do¼gru

vd. 2003, Do¼gru ve Duman 2006).

Bu doktora tezinde q-Bernstein operatörlerinin Kantorovich tipli bir genelleşmesi

oluşturularak, operatörün klasik ve istatistiksel yaklaş¬m özellikleri incelenecek-

tir. Tezin ikinci bölümünde konuyla ilgili bilinen temel kavramlar hat¬rlat¬lacak-

t¬r. Üçüncü bölümde q-Bernstein-Kantorovich operatörü oluşturularak, sadece klasik

anlamda yaklaş¬m özellikleri incelenecektir. Dördüncü bölüm istatistiksel yaklaş¬m

konusuna ayr¬lm¬̧st¬r. Bu bölümde öncelikle, üçüncü bölümde oluşturulan operatö-

rün istatistiksel yaklaş¬m özellikleri incelenecek, daha sonra yaklaş¬m h¬z¬n¬belir-

lemede kaŗs¬laş¬lan zorluklardan bahsedilecek ve q-analiz teorisinin son y¬llardaki

çal¬̧smalar¬ndan faydalan¬larak yeni bir operatör tan¬m¬verilecektir. Bu tan¬m sayesin-

de operatörün yaklaş¬m özellikleri ve yaklaş¬m h¬z¬incelenecektir. Bölümün son k¬s-

m¬nda benzer çal¬̧smalar Trif (2000) taraf¬ndan tan¬mlanan q-Meyer-König ve Zeller

(q-MKZ) operatörleri için verilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, doktora tezimizde kullanaca¼g¬m¬z baz¬kavramlar hat¬rlat¬lacak, temel

teoremler ve tan¬mlar verilecektir.

2.1 Lineer Pozitif Operatörler

X ve Y fonksiyon uzaylar¬ olmak üzere X kümesinden Y kümesine olan bir L

dönüşümüne operatör denir. Bu durumda L operatörü X uzay¬nda tan¬ml¬her f

fonksiyonuna Y uzay¬nda bir Lf fonksiyonu kaŗs¬l¬k getirir. Bu Lf fonksiyonunun

x noktas¬nda ald¬¼g¬de¼ger L(f ;x) ile gösterilir.

E¼ger her f; g 2 X ve her �, � 2 R için,

L(�f + �g;x) = �L(f ;x) + �L(g;x) (2.1)

koşulunu sa¼gl¬yor ise, L(f ;x) operatörüne lineerdir denir.

E¼ger L operatörü pozitif bir f fonksiyonunu pozitif bir Lf fonksiyonuna dönüştürüy-

orsa; yani her x 2 X için

f(x) � 0 iken L(f ;x) � 0 (2.2)

sa¼glan¬yor ise, L(f ;x) operatörüne pozitiftir denir.

2.2 Lineer Pozitif Operatörlerin Yak¬nsakl¬¼g¬

Kapal¬bir [a; b] aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ve sürekli olan tüm reel de¼gerli fonksiyon-

lardan oluşan kümeye C[a; b] fonksiyon uzay¬denir. f 2 C[a; b] olmak üzere, bu

uzaydaki norm

kfkC[a;b] = max
x�[a;b]

jf(x)j (2.3)

ile gösterilir. E¼ger her x 2 [a; b] için

lim
n!1

kfn � fkC[a;b] = lim
n!1

max
x�[a;b]

jfn(x)� f(x)j = 0 (2.4)

3



koşulu sa¼glan¬yorsa (fn) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C[a; b] normunda düzgün

yak¬nsakt¬r denir ve

fn � f

ile gösterilir. Yaklaş¬mlar teorisinde düzgün yak¬nsakl¬k kavram¬ilk defa Weierstrass

taraf¬ndan aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Teorem 2.2.1. (Weierstrass, 1885) f(x) 2 C[a; b] olsun. Her " > 0 için

jf(x)� pn(x)j < " (2.5)

olacak şekilde bir pn(x) polinomu vard¬r.

Yani özetle, kapal¬aral¬kta sürekli olan her fonksiyona bu aral¬kta düzgün yak¬nsayan

bir polinom vard¬r.

·Ilki 1885 y¬l¬nda Weierstrass taraf¬ndan verilmi̧s olan bu temel teoremin birçok ispat¬

yap¬lm¬̧st¬r. Bunlardan en önemlisi Bernstein taraf¬ndan 1912 y¬l¬nda verilmi̧stir.

Teorem 2.2.2. (Bernstein, 1912) f : [0; 1] ! R olmak üzere, f fonksiyonunun

Bernstein polinomu

Bn(f ;x) =
nX
k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk(1� x)n�k (2.6)

ile tan¬mlan¬r ve f 2 C[0; 1] olmak üzere, her " > 0 için

jf(x)�Bn(f ;x)j < " (2.7)

dir.

Bernstein bu teoremiyle [0; 1] aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsayan bir polinomun sadece

varl¬¼g¬ndan söz etmemi̧s ayn¬zamanda bu polinomu aç¬k bir şekilde ifade de etmi̧stir.

Böylelikle, Weierstrass�¬n yaklaş¬m teoremi daha basit ve anlaş¬labilir bir şekilde

ispatlanm¬̧st¬r.
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1953 y¬l¬nda ise Korovkin, lineer pozitif operatörler yard¬m¬yla f fonksiyonuna yak-

laşma problemine dair çok önemli bir teorem vermi̧stir.

Teorem 2.2.3. (Korovkin, 1953) f(x) 2 C[a; b] ve tüm reel eksende jf(x)j � Mf

olsun. E¼ger Ln(f) lineer pozitif operatör dizisi, her x 2 [a; b] ve ei = ti olmak üzere

i = 0; 1; 2 için

Ln(ei;x)� xi

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu durumda [a; b] aral¬¼g¬nda

Ln(f ;x)� f(x)

dir.

Korovkin teoremi lineer pozitif operatörlerin sürekli fonksiyonlara düzgün yak¬nsak-

l¬¼g¬n¬ispatlamada oldukça basit bir yöntem vermi̧stir. (2.6) ile verilen Bernstein poli-

nomlar¬da [0; 1] aral¬¼g¬nda lineer pozitif oldu¼gundan bu operatörlerin [0; 1] aral¬¼g¬nda

sürekli olan f fonksiyonuna düzgün yak¬nsad¬¼g¬Korovkin Teoremi yard¬m¬yla ko-

layl¬kla gösterilmi̧stir.

2.3 Lineer Pozitif Operatörlerin Yaklaş¬m H¬z¬

Yaklaş¬mlar teorisinde büyük önem taş¬yan "düzgün yak¬nsama" kavram¬na de¼gindik-

ten sonra şimdi de "yak¬nsaman¬n h¬z¬" kavram¬na geçelim.

Tan¬m 2.3.1. (fn(x)) fonksiyon dizisi

lim
n!1

fn(x) = 0

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu durumda (fn(x))�e sonsuz küçülen dizi denir.

Tan¬m 2.3.2. (�n) ve (�n), her n 2 N+ için �n � �n ve n ! 1 için �n ! 0 ve

�n ! 0 koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda (�n) dizisinin

s¬f¬ra yaklaşma h¬z¬(�n) dizisininkinden daha h¬zl¬d¬r denir.
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Önceki bölümde lineer pozitif bir (Ln(f ;x)) operatör dizisinin belli şartlar alt¬nda

f(x) fonksiyonuna düzgün yak¬nsad¬¼g¬n¬belirtmi̧stik. Böyle bir durumda kLn(f)� fk

ifadesini s¬f¬ra yak¬nsayan bir dizi olarak alabiliriz. Böylece n ! 1 için �n ! 0 ol-

mak üzere, e¼ger

kLnf � fk � C�n

olacak şekilde bir (�n) dizisi bulabilirsek, (�n)�nin s¬f¬ra yaklaşma h¬z¬Ln(f ;x)�in

f(x)�e yaklaşma h¬z¬n¬de¼gerlendirmemize yard¬mc¬olur. Bu de¼gerlendirme genellikle

"süreklilik modülü" ve "Lipschitz s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar" yard¬m¬yla yap¬lmaktad¬r.

2.3.1 Süreklilik modülü ve özellikleri

Tan¬m 2.3.4. f(x) bir I aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s fonksiyon olmak üzere,

w(f ; �) = sup
x1;x22I
jx1�x2j��

jf(x1)� f(x2)j (2.8)

ifadesine, f fonksiyonunun I aral¬¼g¬nda süreklilik modülü ad¬verilir.

w(f ; �) fonksiyonu aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

1. w(f ; �) � 0

2. �1 � �2 ise w(f ; �1) � w(f ; �2)

3. w(f + g; �) � w(f ; �) + w(g; �)

4. m�N için w(f ;m�) � mw(f ; �)

5. ��R+ için w(f ;��) � (�+ 1)w(f ; �)

6. jf(t)� f(x)j � w(f ; jt� xj)

7. jf(t)� f(x)j �
�
jt�xj
�
+ 1
�
w(f ; �)

E¼ger f 2 C[a; b] ise,

lim
�!0+

w(f; �) = 0 (2.9)
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dir.

2.3.2 Lipschitz s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar ve özellikleri

Tan¬m 2.3.5. f(x) bir I aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s fonksiyon olsun. 0 � � < 1 olmak

üzere, her x1; x2 2 I için

jf(x1)� f(x2)j �M jx1 � x2j� (2.10)

olacak şekilde bir M > 0 varsa, f�ye Lipschitz s¬n¬f¬ndand¬r denir ve f 2 LipM(�)

ile gösterilir.

Bir I aral¬¼g¬nda

1. f 2 LipM(�) ise f fonksiyonu bu aral¬kta süreklidir.

2. � > 1 için f 2 LipM(�) ise f sabit fonksiyondur.

2.4 Bernstein operatörleri ve genelleşmeleri

Yaklaş¬mlar teorisinde çok önemli bir yere sahip olan Bernstein operatörleriyle ilgili

literatürde birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Tezimizde Bernstein operatörlerinin integral

tipli ve q-tipli genelleşmelerinden yararlanaca¼g¬m¬z için, şimdi bu kavramlara ve ilgili

çal¬̧smalara de¼ginelim.

Belirtelim ki, Bernstein polinomlar¬sürekli olmayan fonksiyonlara yaklaş¬m yapmak

için uygun de¼gildir. Örne¼gin, integrallanebilir fonksiyonlar uzay¬nda yaklaş¬m elde

edebilmek amac¬yla Bernstein operatörlerinin modi�ye edilmesine ihtiyaç duyulmuş-

tur ve bu modi�kasyon ilk defa Kantorovich (1930) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Buna

göre, Kn : L1([0; 1]) ! C([0; 1]) olmak üzere Bernstein-Kantorovich operatörü,

8n 2 N ve 8x 2 [0; 1] için

Kn(f ;x) = (n+ 1)

nX
k=0

pn;k(x)

Z (k+1)=(n+1)

k=n+1

f(u)du (2.11)
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ile tan¬mlan¬r. Burada

pn;k(x) =

�
n

k

�
xk(1� x)n�k

d¬r. Bu operatörün her f 2 C[0; 1] olmak üzere, [0; 1] aral¬¼g¬nda f fonksiyonuna

düzgün yak¬nsad¬¼g¬Korovkin Teoremi yard¬m¬yla gösterilmi̧stir (Altomare ve Campiti

1994).

Bernstein operatörlerinin di¼ger bir integral genelleşmesi de 1967 y¬l¬nda Durrmeyer

(1967) taraf¬ndan verilmi̧stir. n � 1 olmak üzere, f 2 L1([0; 1]) ve x 2 [0; 1] için

Bernstein-Durrmeyer operatörü

Dn(f ;x) =

nX
k=0

(n+ 1)

�Z 1

0

�
n

k

�
tk(1� t)n�kf(t)dt

��
n

k

�
xk(1� x)n�k (2.12)

ile tan¬mlan¬r. L1([0; 1]) fonksiyon uzay¬ndan C([0; 1]) fonksiyon uzay¬na olan Dn

operatörü lineer pozitif bir operatördür ve Derriennic (1981) taraf¬ndan ayr¬nt¬l¬bir

biçimde incelenmi̧stir.

Bernstein operatörleriyle ilgili bir başka çal¬̧smada q-tipli genelleşmeler üzerinedir.

Bu genelleşmelere geçmeden önce q-analiz ile ilgili baz¬hat¬rlatmalar yapal¬m.

2.4.1 q-Analiz

Tan¬m 2.4.1. q-lar pozitif reel say¬lar olmak üzere, negatif olmayan bir k say¬s¬n¬n

q-genelleşmesi

[k]q =

8><>:
1� qk
1� q , q 6= 1

k , q = 1

q-binom katsay¬s¬ 24 n
k

35
q

=
[n]q!

[k]q! [n� k]q!
(n � k � 0)
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ve q-faktöriyeli

[k]q! =

8<: [k]q [k � 1]q ::: [1]q ; k = 1; 2; ::

1 ; k = 0

şeklinde tan¬mlan¬r (Andrews 1999).

Tan¬m 2.4.2. Herhangi bir f(x) fonksiyonunun q-diferensiyeli

dqf(x) = f(qx)� f(x) (2.13)

ile tan¬ml¬d¬r. Özel olarak dqx = (q � 1)x dir.

Klasik diferensiyel tan¬m¬ndan farkl¬olarak, q-diferensiyelde iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n

diferensiyeli simetri özelli¼gi taş¬maz. Gerçektende (2.13) ifadesinden

dq(f(x)g(x)) = f(qx)dqg(x) + g(x)dqf(x) (2.14)

oldu¼gu görülür.

Tan¬m 2.4.3. Herhangi bir f(x) fonksiyonunun q-türevi

Dqf(x) =
dqf(x)

dqx

ile verilir.

Örne¼gin, Dqx
n = [n]qx

n�1 oldu¼gu kolayl¬kla görülür. (2.14) ifadesinden f(x) ve g(x)

fonksiyonlar¬n¬n çarp¬mlar¬n¬n q-türevi

Dq(f(x)g(x)) = f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x) (2.15)

olarak elde edilir.
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Tan¬m 2.4.4. (x� a)n ifadesinin q-genelleşmesi

(x� a)nq =

8<: 1 n = 0

(x� a)(x� qa):::(x� qn�1a) n � 1

polinomu ile ifade edilir.

Tümevar¬m yöntemiyle, her n 2 N için

Dq

�
(x� a)nq

�
= [n]q(x� a)n�1q (2.16)

oldu¼gu gösterilmi̧stir (Kac ve Cheung 1953). (a� x)nq ifadesinin q-türevini bulmak

istedi¼gimizde (a� x)nq 6= (�1)n(x� a)nq olmas¬sebebiyle (2.16) eşitli¼gini kullanam¬y-

oruz. Bunun yerine

(a� x)nq = (a� x)(a� qx)(a� q2x):::(a� qn�1x)

= (a� x)q(q�1a� x)q2(q�2a� x):::qn�1(q�n+1a� x)

= (�1)nqn(n�1)=2(x� q�n+1a):::(x� q�2a)(x� q�1a)(x� a)

= (�1)nqn(n�1)=2(x� q�n+1a)nq

ifadesinde, (2.15) ile verilen çarp¬m kural¬n¬2 kere uygulayarak,

Dq((a� x)nq ) = �[n]q(a� qx)n�1q (2.17)

eşitli¼gi elde edilir.

f(x) diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere

lim
q!1

Dqf(x) =
df(x)

dx

dir.

q-analizde türev kavram¬yla ilgili temel tan¬mlardan sonra şimdi de integral kavram¬n¬

ele alal¬m. Öncelikle bir fonksiyonun q-antitürevinden bahsedelim.
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Tan¬m 2.4.5. DqF (x) = f(x) olacak şekilde bir F (x) fonksiyonuna f(x) fonksiy-

onunun q-antitürevi denir ve

F (x) =

Z
f(x)dqx

ile gösterilir.

Tan¬m 2.4.6. 0 < a < b ve 0 < q < 1 olsun. f(x) fonksiyonunun [0; b] aral¬¼g¬ndaki

q-integrali

Iq(f ; 0; b) =

Z b

0

f(x)dqx = (1� q)b
1X
j=0

f(qjb)qj (2.18)

ile tan¬mlan¬r.

E¼ger f(x) fonksiyonu, [0; b] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon ise,

lim
q!1�

Z b

0

f(x)dqx =

Z b

0

f(x)dx

dir.

f(x) fonksiyonunun [a; b] aral¬¼g¬ndaki q-integrali

Iq(f ; a; b) =

Z b

a

f(x)dqx =

Z b

0

f(x)dqx�
Z a

0

f(x)dqx

= (1� q)
1X
j=0

�
bf(qjb)� af(qja)

�
qj (2.19)

ile tan¬mlan¬r (Kac ve Cheung 1953).

E¼ger (2.18) ve (2.19)�da verilen seriler yak¬nsaksa, bu taktirde, f fonksiyonu s¬ras¬yla

[0; b] ve [a; b] aral¬klar¬nda q-integrallenebilirdir denir.

Klasik analizde türev ve integral aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ veren ifade "analizin temel

teoremi" olarak adland¬r¬lmaktad¬r. Aşa¼g¬da ispats¬z olarak verece¼gimiz teorem de q-

türev ve q-integral aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ortaya koymakta ve benzer şekilde "q-analizin

temel teoremi" olarak literatüde yer almaktad¬r.
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Teorem 2.4.1. 0 � a < b olsun. F (x) fonksiyonu x = 0�da sürekli olmak üzere, bir

f(x) fonksiyonunun q-antitürevi ise,

Z b

a

f(x)dqx = F (b)� F (a)

d¬r (Kac ve Cheung 1953).

Yaklaş¬mlar teorisinde q�analiz kavram¬n¬n kullan¬lmas¬ ilk defa 1987 y¬l¬nda Lu-

paş taraf¬ndan olmuştur. Lupaş (1987), Bernstein operatörlerinin q�genelleşmesini

tan¬mlam¬̧s ve daha sonra Ostrovska (2006) ise, tan¬mlanan bu operatörlerin düzgün

yak¬nsakl¬¼g¬n¬incelemi̧stir. 1996 y¬l¬nda ise Philips, Bernstein operatörlerinin, daha

sonra da üzerinde s¬kl¬kla çal¬̧s¬lan yeni bir genelleşmesini, f : [0; 1]! R olmak üzere

Bn(f ; q;x) =
nX
k=0

f

�
[k]

[n]

��
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx) (2.20)

şeklinde tan¬mlam¬̧st¬r. q�Bernstein polinomu olarak adland¬r¬lan bu operatör için

ilk üç test fonksiyonu

Bn(e0; q;x) = 1

Bn(e1; q;x) = x (2.21)

Bn(e2; q;x) = x2 +
x(1� x)
[n]

olarak elde edilmi̧s ve aşa¼g¬daki teoremle operatörün düzgün yak¬nsakl¬¼g¬verilmi̧stir.

Teorem 2.4.2. (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere, n ! 1 için qn ! 1 koşulunu

sa¼glas¬n. Bu taktirde her f 2 C[0; 1] için

Bn(f ; qn;x)� f(x) (x 2 [0; 1]; n!1)

dir.

q-Bernstein polinomlar¬1997 y¬l¬ndan itibaren birçok yazar taraf¬ndan ele al¬nm¬̧s ve

bu polinomlarla ilgili çok say¬da çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r (Oruç 1999, Il�inskii ve Ostrovska
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2002, Ostrovska 2003, Philips 2003, Videnskii 2005). q-Bernstein polinomlar¬n¬n

ard¬ndan di¼ger birçok operatörün de q-tipli genelleşmeleri incelenmi̧s ve yaklaş¬m

özellikleri çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Son y¬llarda ise, integral tipli operatörlerin q-tipli genelleşmeleri üzerinde çal¬̧smalar

yap¬lmaktad¬r. Örne¼gin, Derriennic (2005), (2.12) ile verilen Bernstein-Durrmeyer

operatörlerinin q-tipli bir genelleşmesini tan¬mlam¬̧s ve operatörün yaklaş¬m özellik-

lerini ayr¬nt¬l¬bir biçimde incelemi̧stir. Daha sonra Gupta ve Heping 2008 y¬l¬nda

farkl¬bir q-genelleşme üzerinde çal¬̧sm¬̧slar ve q-Bernstein-Durrmeyer operatörlerini,

f 2 C[0; 1]; x 2 [0; 1] olmak üzere

Ln;q(f ;x) = [n+ 1]
nX
k=1

q(1�k)pnk(q;x)

Z 1

0

f(t)pn;k�1(q; qt)dqt+ f(0)pn;0(q;x) (2.22)

olarak tan¬mlam¬̧slard¬r. Gupta ve Finta (2009) ise (2.22) operatörü için baz¬lokal

ve global yaklaş¬m teoremleri vermi̧slerdir.
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3. OPERATÖRLER·IN OLUŞTURULMASI

Bu bölümde amac¬m¬z (2.20) ile verilen q-Bernstein operatörünün Kantorovich tipli

bir genelleşmesini oluşturarak yaklaş¬m özelliklerini incelemektir.

3.1 q-Bernstein-Kantorovich Operatörü

·Ilk defa Philips taraf¬ndan tan¬mlanan q-Bernstein operatörünün Kantorovich tipli

genelleşmesini, f , [0; 1] aral¬¼g¬nda q-integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, her

n 2 N ve q 2 (0; 1) için

~Bn(f ; q;x) = [n+ 1]
nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

f(t)dqt

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx) (3.1)

ile tan¬mlayal¬m (Dalmano¼glu 2007, Radu 2008).

~Bn(f ; q; x) operatörünün yaklaş¬m özelliklerini incelemeden önce aşa¼g¬daki lemmalar¬

verelim.

Lemma 3.1.1. ~Bn(f ; q;x) operatörü için

~Bn(e0; q;x) = 1

dir.

·Ispat. ~Bn(f ; q;x) operatöründe f yerine e0(x) al¬narak elde edilen

~Bn(e0; q;x) = [n+ 1]

nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

dqt

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx) (3.2)

ifadesinde

[k + 1]� [k] = qk;
1X
j=0

qj =
1

1� q ; 0 < q < 1
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eşitliklerinden ve q-integralin tan¬m¬n¬ndan yararlanarak,

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

dqt =

Z [k+1]=[n+1]

0

dqt�
Z [k]=[n+1]

0

dqt

= (1� q) [k + 1]
[n+ 1]

1X
j=0

qj � (1� q) [k]

[n+ 1]

1X
j=0

qj

=
1� q
[n+ 1]

([k + 1]� [k])
1X
j=0

qj

=
qk

[n+ 1]
(3.3)

elde edilir. (3.3) eşitli¼ginin (3.2) de kullan¬lmas¬yla ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.1.2. ~Bn(f ; q;x) operatörü için

~Bn(e1; q;x) =
[n]

[n+ 1]
x+

1

[2]

1

[n+ 1]

dir.

·Ispat. ~Bn(f ; q;x) operatöründe f yerine e1(x) alarak

~Bn(e1; q;x) = [n+ 1]
nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

tdqt

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx) (3.4)

yazal¬m. Şimdi (3.4) deki q-integrali hesaplayal¬m.

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

tdqt =

Z [k+1]=[n+1]

0

tdqt�
Z [k]=[n+1]

0

tdqt

= (1� q) [k + 1]
[n+ 1]

1X
j=0

q2j
[k + 1]

[n+ 1]
� (1� q) [k]

[n+ 1]

1X
j=0

q2j
[k]

[n+ 1]

= (1� q)( [k + 1]
2

[n+ 1]2
� [k]2

[n+ 1]2
)

1X
j=0

q2j (3.5)

dir. 0 < q < 1 ve [k + 1] = 1 + q[k] oldu¼gundan,

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

tdqt =
qk

[n+ 1]2
([k] +

1

[2]
)

15



bulunur. Bu ifadeyi (3.4) de yerine yazarsak,

~Bn(e1; q;x) = [n+ 1]
nX
k=0

qk

[n+ 1]2

�
[k] +

1

[2]

��
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

=
[n]

[n+ 1]

nX
k=0

[k]

[n]

�
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

+
1

[2]

1

[n+ 1]

nX
k=0

�
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

=
[n]

[n+ 1]
Bn(e1; q;x) +

1

[2]

1

[n+ 1]
Bn(e0; q;x)

ve (2.21)�den

~Bn(e1; q;x) =
[n]

[n+ 1]
x+

1

[2]

1

[n+ 1]

elde edilir.

Lemma 3.1.3. ~Bn(f ; q;x) operatörü için

~Bn(e2; q;x) =
[n][n� 1]
[n+ 1]2

qx2 +
[2](1 + [2])

[3]

[n]

[n+ 1]2
x+

1

[3]

1

[n+ 1]2

dir.

·Ispat. ~Bn(f ; q;x) operatöründe f yerine e2(x) alarak elde etti¼gimiz

~Bn(e2; q;x) = [n+ 1]
nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

t2dqt

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

eşitli¼gindeki q-integrali hesaplamak için önceki lemmalara benzer i̧slemler yap¬l¬rsa

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

t2dqt =
1

[3]

1

[n+ 1]3
qk([k + 1]2 + [k][k + 1] + [k]2)

elde edilir. Burada [k + 1] = 1 + q[k] eşitli¼gini kullan¬p, elde etti¼gimiz ifadeyi

~Bn(e2; q;x) de yerine koyarsak,

~Bn(e2; q;x) =
1

[n+ 1]2

nX
k=0

�
[k]2 +

(2q + 1)

[3]
[k] +

1

[3]

��
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)
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elde ederiz. Buradan,

~Bn(t
2; q;x) =

[n]2

[n+ 1]2
Bn(e2; q;x) +

(2q + 1)

[3]

[n]

[n+ 1]2
Bn(e1; q;x)

+
1

[3]

1

[n+ 1]2
Bn(e0; q;x)

yazabiliriz. Son olarak (2.21) ifadesinde verilen eşitlikleri kullanarak

~Bn(t
2; q;x) = q

[n][n� 1]
[n+ 1]2

x2 +
[2](1 + [2])

[3]

[n]

[n+ 1]2
x+

1

[3]

1

[n+ 1]2

sonucunu buluruz.

Son lemmay¬vermeden önce aşa¼g¬daki hat¬rlatmay¬yapal¬m.

Not: q- Bernstein-Kantorovich operatörünün düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬Korovkin-tipli

teorem yard¬m¬yla gösterebilmemiz için operatörün lineer ve pozitif oldu¼gunu garan-

tilememiz gerekmektedir. q-integral lineer oldu¼gundan (3.1) operatörü lineerdir.

0 < q < 1 oldu¼gundan (3.1) operatörünün poziti�i¼gi q-integralin poziti�i¼gine ba¼gl¬

olacakt¬r. Fakat, [a; b] aral¬¼g¬ndaki q�integral iki seri fark¬içerdi¼ginden, f � 0 ol-

mas¬
R b
a
f(t)dqt � 0 olmas¬n¬gerektirmez. Bu durumda ise oluşturdu¼gumuz operatör

pozitiftir diyemeyiz. Bununla ilgili olarak aşa¼g¬daki örnekleri inceleyelim.

Örnek 3.1.1. f(x) = ln(x � 3) fonksiyonunu ele alal¬m. [4; 5] aral¬¼g¬nda f(x) �

0�d¬r fakat fonksiyon [0; 3] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬olmad¬¼g¬ndan
R 5
4
ln(x � 3)dqt integrali

hesaplanamamaktad¬r.

Örnek 3.1.2. f(x) = 25�x2 fonksiyonunun [3; 4] aral¬¼g¬ndaki q-integralini inceleye-

lim. Bunun için

Z 4

3

(25� x2)dqx =

Z 4

0

(25� x2)dqx�
Z 3

0

(25� x2)dqx

= (1� q)
1X
j=0

�
4(25� 16q2j)� 3(25� 9q2j)

�
qj
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ifadesinde gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

Z 4

3

(25� x2)dqx = 25�
37

1 + q + q2

elde edilir. [3; 4] aral¬¼g¬nda f(x) = (25 � x2) � 0 olmas¬na ra¼gmen 0 < q < 0:3544

için
R 4
3
(25� x2)dqt < 0 ve 0:3544 < q < 1 için

R 4
3
(25� x2)dqt > 0 elde edilir.

Lemma 3.1.4. 0 < a < b ve 0 < q < 1 olsun. f fonksiyonu [0; b] aral¬¼g¬nda

tan¬mlanm¬̧s monoton artan bir fonksiyon ise Iq(f ; a; b) =
R b
a
f(t)dqt ile verilen q�

integral pozitif bir operatördür.

·Ispat. f monoton artan bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki f � 0 olsun. Bu

durumda

Z b

a

f(t)dqt =

Z b

0

f(t)dqt�
Z a

0

f(t)dqt

= (1� q)
1X
j=0

(bf(qjb)� af(qja))qj

ifadesinde f fonksiyonu pozitif oldu¼gundan, 8x 2 [0; b] için f(x) � 0�d¬r. f fonksiy-

onu monoton artan oldu¼gundan b > a olmas¬her j = 0; 1; 2::: için f(qjb)�f(qja) > 0

olmas¬n¬gerektirir. Dolay¬s¬yla parantez içindeki ifade pozitif olur ve 0 < q < 1

oldu¼gundan
R b
a
f(t)dqt � 0�d¬r ve bu da ispat¬tamamlar.

3.2 q-Bernstein-Kantorovich Operatörünün Yaklaş¬m Özellikleri

Bu kesimde ~Bn(f ; q;x) operatörünün düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyece¼giz.

Teorem 3.2.1. q = (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere

lim
n!1

qn = 1 ve lim
n!1

1

[n]
= 0 (3.6)

şartlar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu taktirde, f , [0; 1] aral¬¼g¬nda sürekli ve monoton artan bir
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fonksiyon olmak üzere, bu aral¬k üzerinde

lim
n!1

k ~Bn(f ; qn; :)� f(:)kC[0;1] = 0

dir.

·Ispat. Lemma 3.1.4. göstermektedir ki f monoton artan bir fonksiyon ise ~Bn(f ; q;x)

operatörü lineer pozitif bir operatördür. Lemma 3.1.2 ve 3.1.3�te elde etti¼gimiz mo-

mentlerde q yerine (3.6) koşullar¬n¬sa¼glayan bir (qn) dizisi seçip, [n]qn =
[n+1]qn�1

qn

eşitli¼gini kullan¬rsak

lim
n!1

[n]qn
[n+ 1]qn

= 1 = lim
n!1

[n]qn [n� 1]qn
[n+ 1]2qn

oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Dolay¬s¬yla buradan,

~Bn(e0; qn; x)� 1 (n!1)

~Bn(e1; qn; x)� x (n!1)

~Bn(e2; qn; x)� x2 (n!1)

elde ederiz. Böylece Korovkin Teoreminden ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.2.1. Lemma 3.1.1, 3.1.2 ve 3.1.3�te özel olarak q = 1 al¬n¬rsa

~Bn(e0;x) = 1

~Bn(e1;x) =
n

n+ 1
x+

1

2(n+ 1)

~Bn(e2;x) =
n(n� 1)
(n+ 1)2

x2 +
2n

(n+ 1)2
x+

1

3(n+ 1)2

elde edilir ki bu ifadeler klasik Bernstein-Kantorovich operatörünün momentleridir

(Altomare ve Campiti 1994).

f , [0; 1] aral¬¼g¬nda integrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere, (2.6) ile verilen klasik
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Bernstein operatörünün türevi ve (2.11) ile verilen Kantorovich operatörü aras¬nda

(Bn+1(f ;x))
0 = Kn(f

0;x)

şeklinde bir ba¼g¬nt¬vard¬r (Lorentz 1953). Burada Bn+1, (n + 1)inci Bernstein op-

eratörüdür. Buradan yola ç¬karak, Bn(f ; q;x) q-Bernstein operatörü ve ~Bn(f ; q; x)

q- Bernstein-Kantorovich operatörü aras¬nda da benzer bir ba¼g¬nt¬oldu¼gu aşa¼g¬daki

teoremde verilmi̧stir.

Teorem 3.2.2. (Radu 2008) F , x = 0�da sürekli olmak üzere, f fonksiyonunun

q�antitürevi olsun. Bu durumda n 2 N ve 0 < q < 1 olmak üzere,

DqBn+1(F ; q;x) = ~Bn(f ; q; qx)

ba¼g¬nt¬s¬mevcuttur.

·Ispat. (2.17) eşitli¼ginden,

Dq

 
n�k�1Y
s=0

(1� qsx)
!
= �[n� k]

n�k�2Y
s=0

(1� qs+1x)

oldu¼gu görülür. q-analiz için verilen çarp¬m kural¬n¬kullanarak,

DqBn(F ; q;x) =

nX
k=0

F

�
[k]

[n]

��
n

k

�
Dq

 
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)
!

=
nX
k=0

F

�
[k]

[n]

��
n

k

� 
[k]xk�1

n�k�1Y
s=0

(1� qs+1x)

�[n� k]xk
n�k�2Y
s=0

(1� qs+1x)
!

=
nX
k=1

F

�
[k]

[n]

�
[n]!

[n� k]![k � 1]!x
k�1

n�k�1Y
s=0

(1� qs+1x)

�
n�1X
k=0

F

�
[k]

[n]

�
[n]!

[n� k � 1]![k]!x
k

n�k�2Y
s=0

(1� qs+1x)

= [n]

n�1X
k=0

�
F

�
[k + 1]

[n]

�
� F

�
[k]

[n]

���
n� 1
k

�
xk

n�k�2Y
s=0

(1� qs+1x)
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elde edilir. n yerine n + 1 yaz¬p, Teorem 2.4.1 ile verilen q-analizin temel teoremini

uygularsak,

DqBn+1(F ; q;x) = [n+ 1]
nX
k=0

�
F

�
[k + 1]

[n+ 1]

�
� F

�
[k]

[n+ 1]

��hn
k

i
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qs(qx))

= [n+ 1]
nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

f(t)dqt

!hn
k

i
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qs(qx))

= [n+ 1] ~Bn(f ; q; qx)

bulunur ki bu da istenen sonuçtur.
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4. q-BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATÖRÜNÜN

·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLI¼GI

Bu bölümde öncelikle istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬hat¬rlat¬l¬p, (3.1) ile tan¬m-

lanan q-Bernstein-Kantorovich operatörünün istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ incelenecek-

tir. Daha sonra Marinkovic vd. (2008) taraf¬ndan tan¬mlanan "Riemann-tipli q-

integral" kavram¬ndan bahsedilecek ve bu yeni q-integral tan¬m¬kullan¬larak (3.1) op-

eratörünün "·Ikinci tip q-Bernstein-Kantorovich operatörü" olarak adland¬raca¼g¬m¬z

farkl¬bir formu tan¬mlanacakt¬r. Bu operatörün istatistiksel yaklaş¬m özellikleri ince-

lenip, istatistiksel yaklaş¬m h¬z¬süreklilik modülü ve Lipschitz s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar

yard¬m¬yla de¼gerlendirilecektir. Son olarak benzer incelemeler q-MKZ operatörünün

Kantorovich tipli genelleşmesi için yap¬lacakt¬r.

4.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

K kümesi N do¼gal say¬lar kümesinin bir altkümesi olmak üzere, Kn = fk � n:

k 2 Kg olsun. Öncelikle "yo¼gunluk" kavram¬n¬ele alal¬m.

Tan¬m 4.1.1. Bir K � N altkümesi için

lim
n

1

n
jKnj

limiti mevcut ise, bu limit de¼gerine K kümesinin yo¼gunlu¼gu denir ve �(K) ile gös-

terilir (Niven vd. 1991). Burada jKj, K kümesinin eleman say¬s¬n¬gösterir.

Örnek olarak �(N) = 1, �fn2 : n 2 Ng = 0, �f2n : n 2 Ng = �f2n + 1 : n 2 Ng = 1
2

oldu¼gu kolayca görülebilir.

Tan¬m 4.1.2. x := (xk) reel terimli bir dizi olsun. E¼ger her " > 0 için

�fk : jxk � Lj � "g = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, bu durumda x dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬n-

sakt¬r denir ve st� lim
k
xk = L ile gösterilir (Fast 1951).
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Tan¬mdan da görülebilece¼gi üzere, istatistiksel yak¬nsakl¬kta, bir L say¬s¬n¬n " komşu-

lu¼gu d¬̧s¬nda dizinin sonsuz çoklukta eleman¬bulunmas¬na kaŗs¬n, indis kümesinin

yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olabilir. Bu ise bize istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n klasik yak¬nsakl¬ktan

daha genel bir kavram oldu¼gunu gösterir. Dolay¬s¬yla yak¬nsak her dizi istatistiksel

yak¬nsakt¬r, fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir. Bunun için aşa¼g¬daki örne¼gi verebiliriz.

Örnek 4.1.1. x := (xk) dizisinin genel terimi

xk =

8<: L1 k = m2 ise

L2 k 6= m2 ise

şeklinde tan¬mlans¬n. �fk : jxk � L2j � "g = 0 oldu¼gu için (xk) dizisi istatistiksel

olarak L2�ye yak¬nsar, yani st � lim
k
xk = L2�dir, fakat L1 6= L2 için x dizisi klasik

anlamda yak¬nsak de¼gildir.

Gadjiev ve Orhan (2002), lineer pozitif operatörler için istatistiksel yaklaş¬m veren

Korovkin tipli bir teoremi aşa¼g¬daki şekilde vermi̧slerdir.

Teorem 4.1.1. (Gadjiev and Orhan 2002) E¼ger An : C[a; b] �! B[a; b] lineer

pozitif operatörler dizisi e�(t) = t� , � = 0; 1; 2 için

st� lim
n
kAn(e� ; :)� e�kC[a;b] = 0

koşullar¬n¬gerçekliyorsa, her f 2 C[a; b] için

st� lim
n
kAn(f ; :)� fkC[a;b] = 0

sa¼glan¬r. Burada B[a; b], [a; b] aral¬¼g¬ndaki s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n uzay¬n¬göstermek-

tedir.

4.2 q-Bernstein-Kantorovich Operatörünün ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda amac¬m¬z (3.1) ile verilen operatörün istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n¬incele-

mektir. Bunun için aşa¼g¬daki teoremi verelim.
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Teorem 4.2.1. q := (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere,

st� lim
n
qn = 1 ve st� lim

n

1

[n]
= 0 (4.1)

şartlar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu taktirde, f , [0,1] aral¬¼g¬nda sürekli ve monoton artan bir

fonksiyon olmak üzere, (3.1) operatörü için

st� lim
n
k ~Bn(f ; qn; :)� f(:)kC[0;1] = 0

sa¼glan¬r.

·Ispat. ~Bn(f ; q;x) lineer-pozitif bir operatör oldu¼gundan, e¼ger, � = 0; 1; 2 için

st� lim
n
k ~Bn(e� ; qn; :)� e�kC[0;1] = 0 (4.2)

oldu¼gunu gösterebilirsek, Teorem 4.1.1�den ispat tamamlan¬r.

� = 0 için Lemma 3.1.1�den

st� lim
n
k ~Bn(e0; qn; :)� e0kC[0;1] = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.

� = 1 için Lemma 3.1.2�den

~Bn(e1; qn; x)� e1(x) =
�

[n]qn
[n+ 1]qn

� 1
�
x+

1

[2]qn

1

[n+ 1]qn

yazar¬z.
[n]qn

[n+ 1]qn
=
1

qn
� 1

qn[n+ 1]qn
eşitli¼gini kullan¬p her iki taraf¬n x 2 [0; 1] de

maximumunu al¬rsak,

k ~Bn(e1; qn; :)� e1kC[0;1] �
����� 1qn � 1

qn[n+ 1]qn

�
� 1
����+ 1

[2]qn

1

[n+ 1]qn

�
�
1

qn
� 1
�
+

�
1

qn
+

1

[2]qn

�
1

[n+ 1]
(4.3)
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elde ederiz. Şimdi verilen bir " > 0 için aşa¼g¬daki kümeleri tan¬mlayal¬m.

T := fk : k ~Bk(e1; qk; :)� e1kC[0;1] � "g;

T1 := fk :
�
1

qk
� 1
�
� "

2
g

ve

T2 :=

�
k :

�
1

qk
+

1

[2]qk

�
1

[k + 1]qk
� "

2

�
:

(4.3) eşitsizli¼ginden T � T1 [ T2 oldu¼gu görülür. Böylece

�fk � n : k ~Bn(e1; qk; :)� e1kC[0;1] � "g � (4.4)

�fk � n : 1
qk
� 1 � "

2
g+ �fk � n :

�
1

qk
+

1

[2]qk

�
1

[k + 1]qk
� "

2
g

yazabiliriz. (4.1) koşullar¬ndan

st� lim
n

�
1

qn
� 1
�
= 0 ve st� lim

n

�
1

qn
+

1

[2]qn

�
1

[n+ 1]qn
= 0

oldu¼gu görülür. Böylece yo¼gunluk tan¬m¬ndan,

�fk � n : 1
qk
� 1 � "

2
g = 0

ve

�

�
k � n : lim

k

�
1

qk
+

1

[2]qk

�
1

[k + 1]qk
� "

2

�
= 0

dir ve bu da bize (4.4) den

st� lim
n
k ~Bn(e1; qn; :)� e1kC[0;1] = 0

oldu¼gunu verir.
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Son olarak � = 2 için, Lemma 3.1.3�ten

~Bn(e2; qn; x)� e2(x) =

�
qn
[n]qn [n� 1]qn
[n+ 1]2qn

� 1
�
x2 +

[2]qn(1 + [2]qn)

[3]qn

[n]qn
[n+ 1]2qn

x

+
1

[3]qn

1

[n+ 1]2qn

yazabiliriz. Şimdi q�analiz yard¬m¬yla elde edebildi¼gimiz

qn
[n]qn [n� 1]qn
[n+ 1]2qn

=
1

q2n

�
1� (1 + [2]qn)

[n+ 1]qn
+

[2]qn
[n+ 1]2qn

�

eşitli¼gini yukar¬daki denklemde yerine koyup, her iki taraf¬n x 2 [0; 1]�de maksimu-

munu alal¬m. Böylelikle,

k ~Bn(e2; qn; :)� e2kC[0;1] �
���� 1q2n

�
1� (1 + [2]qn)

[n+ 1]qn
+

[2]qn
[n+ 1]2qn

�
� 1
����

+
[2]qn(1 + [2]qn)

[3]qn

[n]qn
[n+ 1]2qn

+
1

[3]qn

1

[n+ 1]2qn

ve daha aç¬k olarak,

k ~Bn(e2; qn; :)� e2kC[0;1] �
�
1

q2n
� 1
�
+

�
(1 + [2]qn)

q2n
+
[2]qn(1 + [2]qn)

[3]qn

�
1

[n+ 1]qn

(4.5)

+

�
1

[3]qn
+
[2]qn
q2n

�
1

[n+ 1]2qn

elde ederiz. Burada e¼ger,

�n =

�
1

q2n
� 1
�

�n =

�
(1 + [2]qn)

q2n
+
[2]qn(1 + [2]qn)

[3]qn

�
1

[n+ 1]qn


n =

�
1

[3]qn
+
[2]qn
q2n

�
1

[n+ 1]2qn

seçilirse, (4.1) koşullar¬ndan

st� lim
n
�n = st� lim

n
�n = st� lim

n

n = 0 (4.6)
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oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Yine bir " > 0 için

U := fk : k ~Bk(e2; qk; :)� e2kC[0;1] � "g;

U1 := fk : �k �
"

3
g;

U2 := fk : �k �
"

3
g;

U3 := fk : 
k �
"

3
g

kümelerini tan¬mlayal¬m. (4.5)�den dolay¬U � U1[U2[U3 oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla

buradan,

�fk � n : k ~Bk(e2; qk; :)� e2kC[0;1] � "g � �fk � n : �k �
"

3
g+ �fk � n : �k �

"

3
g

+ �fk � n : 
k �
"

3
g

yazabiliriz. (4.6) dan yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n s¬f¬r oldu¼gu görülür. O

halde

st� lim
n
k ~Bn(e2; qn; :)� e2kC[0;1] = 0

elde edilir. Böylece Teorem 4.1.1�in şartlar¬ sa¼glanm¬̧s ve dolay¬s¬yla da teoremin

ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Korovkin tipli teoremlerin lineer pozitif operatörler için geçerli oldu¼gunu biliyoruz.

Daha önceki bölümde de belirtti¼gimiz gibi, tan¬mlam¬̧s oldu¼gumuz ~Bn(f ; q;x) op-

eratörünün pozitif olmas¬için f fonksiyonunu özel olarak [0; 1] aral¬¼g¬nda monoton

artan seçmi̧stik. Bu sayede operatörün klasik ve istatistiksel olarak f fonksiyonuna

düzgün yak¬nsad¬¼g¬n¬Korovkin tipli teoremler yard¬m¬yla gösterebildik.

Yaklaş¬mlar teorisinde operatörlerin düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬n yan¬s¬ra bu yak¬nsaman¬n

h¬z¬n¬n de¼gerlendirilmesi de oldukça önemli bir konudur. Bu de¼gerlendirme genel-

likle süreklilik modülü ve Lipschitz s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar yard¬m¬yla yap¬lmakta

ve klasik analizden bildi¼gimiz Hölder eşitsizli¼gi ve onun bir özel hali olan Cauchy-

Schwarz eşitsizli¼ginden faydalanarak operatörün yaklaş¬m h¬z¬hesaplanabilmaktedir.

Belirtelim ki ~Bn(f ; q;x) operatörü q-integral içerdi¼ginden, yaklaş¬m h¬z¬n¬ de¼ger-
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lendirirken q-integral ile ilgili baz¬eşitsizliklerine ihtiyaç duyaca¼g¬z.

Klasik analizde, integral eşitsizlikler çok uzun y¬llard¬r ayr¬nt¬l¬bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧s

ve ayn¬ölçüde geli̧stirilmi̧stir. Bu çal¬̧smalar hem teorik Matematikte hem de Matem-

atik ve Fizik alanlar¬n¬n çeşitli uygulamalar¬nda kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. q-analizde

ise, q-integral tan¬m¬ndan kaynaklanan baz¬zorluklar sebebiyle, q-integral içeren eşit-

sizliklere olan ilgi ancak son y¬llarda ortaya ç¬kabilmi̧stir. q-integraldeki bu zorluklar

esasen [a; b] (0 < a < b) aral¬¼g¬ndaki q-integralin, [0; b] ve [0; a] aral¬¼g¬ndaki iki q-

integral fark¬olarak tan¬mlanmas¬ndan ortaya ç¬kmaktad¬r. Dolay¬s¬yla tan¬mlanan

q-integral özellikleri, sadece integral aral¬¼g¬içindeki noktalar¬de¼gil, integral aral¬¼g¬

d¬̧s¬ndaki noktalar¬da içermelidir. ·I̧ste bu sebepten dolay¬da klasik integral için

geçerli olan baz¬eşitsizlikler, [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬mlanan q-integral için geçerli ol-

mayabilir. q-integraldeki bu zorluklar¬giderebilmek amac¬yla Gauchman (2004) ve

Marinkovíc vd. (2008) iki ayr¬q-integral tan¬m¬vermi̧slerdir. Bunlardan birincisi,

[a; b] aral¬¼g¬ndaki q-integralin sonlu toplamlara k¬s¬tlanmas¬ile verilen "k¬s¬tlanm¬̧s

q-integral", ikincisi ise [a; b] aral¬¼g¬ndaki q�integralin tek bir seri olarak ifade edilme-

siyle verilen "Riemann-tipli q-integral"dir. Şimdi bu iki kavram üzerinde dural¬m.

4.3 K¬s¬tlanm¬̧s q-integral ve Riemann tipli q-integral Tan¬mlar¬

ve Özellikleri

Tan¬m 4.3.1. (Gauchmann 2004) a, b, ve q reel say¬lar olmak üzere 0 < a < b ve

q 2 (0; 1) olsun. K¬s¬tlanm¬̧s q-integral, klasik q-integral tan¬mda a = bqn al¬narak

Gq(f ; a; b) =

Z b

a

f(x)dGq x =

Z b

bqn
f(x)dqx

= (1� q)b
n�1X
j=0

f(qjb)qj (4.7)

ile tan¬mlan¬r. Do¼gal olarak bu şekilde tan¬mlanan integral b, q ve n say¬lar¬na ba¼gl¬

olacakt¬r.

Öncelikle belirtelim ki (4.7) integrali için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.
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1. [a; b] aral¬¼g¬nda f(x) � g(x) ise
Z b

a

f(x)dGq x �
Z b

a

g(x)dGq x �dir.

2. a < ck < b olmak üzere
Z b

a

f(x)dGq x =

Z ck

a

f(x)dGq x+

Z b

ck

f(x)dGq x �dir.

f(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda Riemann integrallenebilir ise,

lim
q!1

Z b

a

f(x)dGq x =

Z b

a

f(x)dqx

dir. Gauchmann (2004), k¬s¬tlanm¬̧s q-integral tan¬m¬n¬yaparak hem klasik hem de

güncel olan baz¬eşitsizliklerin q-genelleşmelerini elde edebilmi̧stir.

Tan¬m 4.3.2. (Marinkovíc 2008) a, b, ve q reel say¬lar olmak üzere 0 < a < b ve

q 2 (0; 1) olsun. Riemann-tipli q�integral

Rq(f ; a; b) =

Z b

a

f(x)dRq x = (1� q)(b� a)
1X
j=0

f(a+ (b� a)qj)qj (4.8)

ile tan¬mlan¬r. Klasik q�integral tan¬m¬ndan farkl¬olarak bu tan¬m tek bir seri ile

gösterildi¼ginden sadece integral aral¬¼g¬n¬n içindeki noktalar¬içerir.

(4.8) de verilen seri yak¬nsaksa, f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda "qR-integrallenebilirdir"

denir.

Şimdi amac¬m¬z, daha önce oluşturdu¼gumuz ~Bn(f ; q;x) operatöründe klasik q-integral

yerine Riemann-tipli q-integral kullan¬p, operatörü yeniden tan¬mlamakt¬r. Bu sayede

yeni tan¬mlayaca¼g¬m¬z operatörün yaklaş¬m h¬z¬n¬elde edebilece¼giz. Öncelikle Riemann-

tipli q�integral ile ilgili olarak aşa¼g¬daki lemmalar¬verelim.

Lemma 4.3.1. Rq(f ; a; b) operatörü lineer pozitif bir operatördür.

29



·Ispat.

Rq ((�f + �g)(t); a; b) =

Z b

a

(�f + �g)(t)dRq t

= (1� q)(b� a)
1X
j=0

�
(�f + �g) (a+ (b� a)qj)qj

�
= (1� q)(b� a)

1X
j=0

�
�f(a+ (b� a)qj)qj + �g(a+ (b� a)qj)qj

�
= �(1� q)(b� a)

1X
j=0

f(a+ (b� a)qj)qj

+ �(1� q)(b� a)
1X
j=0

g(a+ (b� a)qj)qj

= �Rq (f(t); a; b) + �Rq (g(t); a; b)

oldu¼gundan Rq(f ; a; b) operatörü lineerdir. f � 0 ise (4.8) den Rq(f ; a; b) �nin pozitif

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Böylece 8x 2 [a; b] için

f(x) � g(x) ise Rq (f ; a; b) � Rq (g; a; b) (4.9)

yaz¬labilir.

Lemma 4.3.2. (q�Hölder Eşitsizli¼gi) 0 < q < 1, 0 < a < b ve �, � pozitif reel

say¬lar olmak üzere
1

�
+
1

�
= 1 olsun. Bu durumda, [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬f ve g

fonksiyonlar¬için

Rq(jfgj; a; b) � (Rq(jf j�; a; b))
1
� (Rq(jgj�; a; b))

1
�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
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·Ispat.

Rq(jfgj; a; b) =
Z b

a

jf(t)g(t)jdRq t

= (1� q)(b� a)
1X
j=0

��f(a+ (b� a)qj) g(a+ (b� a)qj)�� qj
= (1� q)(b� a)

1X
j=0

j
�
f(a+ (b� a)qj)qj=�

� �
g(a+ (b� a)qj)qj=�

�
j

Toplam için olan Hölder eşitsizli¼gini uygularsak,

Rq(jfgj; a; b) � (1� q)(b� a)
 1X
j=0

jf(a+ (b� a)qj)j�qj
!1=�

 1X
j=0

jg(a+ (b� a)qj)j�qj
!1=�

=

 
(1� q)(b� a)

1X
j=0

jf(a+ (b� a)qj)j�qj
!1=�

 
(1� q)(b� a)

1X
j=0

jg(a+ (b� a)qj)j�qj
!1=�

=

�Z b

a

jf(t)j�dRq t
�1=� �Z b

a

jg(t)j�dRq t
�1=�

= Rq (jf j�; a; b)1=� Rq
�
jgj�; a; b

�1=�
elde edilir.

4.4. ·Ikinci Tip q-Bernstein-Kantorovich Operatörünün ·Istatistiksel Yak¬n-

sakl¬¼g¬

Şimdi ~Bn(f ; q;x) operatöründe klasik q-integral yerine, Riemann-tipli q-integral kul-

lanarak oluşturdu¼gumuz "ikinci tip q-Bernstein-Kantorovich operatörü" nü, f , [0; 1]

aral¬¼g¬nda qR-integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, her n 2 N ve q 2 (0; 1) için

B�n(f ; q; x) = [n+ 1]
nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

f(t)dRq t

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx) (4.10)
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ile tan¬mlayal¬m (Dalmano¼glu ve Do¼gru 2010).

Bu kesimde operatörün yaln¬zca istatistiksel olarak düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n¬de¼gil ayn¬

zamanda yaklaş¬m h¬z¬n¬da inceleyebilece¼giz. Öncelikle aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 4.4.1. q := (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere (4.1) ile verilen koşullar¬

sa¼glas¬n. Bu taktirde, her f 2 C[0; 1] için,

st� lim
n
kB�n(f ; qn; :)� f(:)kC[0;1] = 0

sa¼glan¬r.

·Ispat. Lemma 4.3.1 �den B�n(f ; q;x)�in lineer pozitif bir operatör oldu¼gu aç¬kt¬r.

B�n(f ; q;x) operatörünün Teorem 4.1.1. in koşullar¬n¬sa¼gland¬¼g¬n¬göstermek ispat

için yeterlidir. Bunu görebilmek için öncelikle i = 0; 1; 2 için B�n(ei; q;x) ifadesini

hesaplayal¬m.

Bir önceki bölüme benzer şekilde i̧slemler yap¬l¬rsa

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

dRq t =
qk

[n+ 1]Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

tdRq t =
1

[n+ 1]2

�
qk[k] +

1

[2]
q2k
�

(4.11)Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

t2dRq t =
1

[n+ 1]3

�
qk[k]2 +

2q2k

[2]
[k] +

q3k

[3]

�

eşitliklerini elde ederiz.

i = 0 için,

B�n(e0; q;x) = [n+ 1]

nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

dRq t

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

= 1 (4.12)
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oldu¼gu aç¬kt¬r. i = 1 için

B�n(e1; q;x) = [n+ 1]

nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

tdRq t

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

=
1

[n+ 1]

nX
k=0

�
[k] +

1

[2]
qk
��
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

ifadesinde

qk = (q � 1)[k] + 1 (4.13)

eşitli¼gini kullanarak gerekli sadeleşmeler yap¬l¬rsa

B�n(e1; q;x) =
[n]

[n+ 1]
Bn(e1; q;x)

+
1

[2]

1

[n+ 1]

nX
k=0

((q � 1)[k] + 1)
�
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

=

�
[n]

[n+ 1]
+
q � 1
[2]

[n]

[n+ 1]

�
Bn(e1; q;x) +

1

[2]

1

[n+ 1]
Bn(e0; q;x)

=
2q

[2]

[n]

[n+ 1]
x+

1

[2]

1

[n+ 1]
(4.14)

elde edilir. Son olarak i = 2 için,

B�n(e2; q;x) = [n+ 1]
nX
k=0

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

t2dRq t

!�
n

k

�
q�kxk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

=
1

[n+ 1]2

nX
k=0

�
[k]2 +

2qk

[2]
[k] +

q2k

[3]

��
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)
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ifadesinde (4.13) eşitli¼gini kullanarak gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

B�n(e2; q;x) =
1

[n+ 1]2

nX
k=0

��
1 +

2(q � 1)
[2]

+
(q � 1)2
[3]

�
[k]2

+

�
2

[2]
+
2(q � 1)
[3]

�
[k] +

1

[3]

��
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

=
1

[n+ 1]2

��
1 +

2(q � 1)
[2]

+
(q � 1)2
[3]

�
[n]2Bn(e2; q;x)

+

�
2

[2]
+
2(q � 1)
[3]

�
[n]Bn(e1; q;x) +

1

[3]

�
=

�
q2

[2]
+
3q4

[2][3]

�
[n][n� 1]
[n+ 1]2

x2 + q

�
3[3] + q(1 + [2])

[2][3]

�
[n]

[n+ 1]2
x

+
1

[3]

1

[n+ 1]2
(4.15)

eşitli¼gini elde ederiz.

(4.12) ifadesinden,

st� lim
n
kB�n(e0; qn; :)� e0kC[0;1] = 0 (4.16)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

(4.14)�den

B�n(e1; qn;x)� e1 =

�
2qn
[2]qn

[n]qn
[n+ 1]qn

� 1
�
x+

1

[2]qn

1

[n+ 1]qn

=

�
2

[2]qn

�
1� 1

[n+ 1]qn

�
� 1
�
x+

1

[2]qn

1

[n+ 1]qn

yazabiliriz. Buradan,

kB�n(e1; qn; :)� e1kC[0;1] �
1� qn
[2]qn

+
3

[2]qn

1

[n+ 1]qn
: (4.17)

34



elde edilir. Şimdi verilen bir " > 0 için aşa¼g¬daki kümeleri tan¬mlayal¬m.

M : = fk : kB�n(e1; qk; :)� e1kC[0;1] � "g

M1 : = fk : 1� qk
[2]qk

� "

2
g

M2 : = fk : 3

[2]qk

1

[k + 1]qk
� "

2
g:

(4.17)�den M �M1 [M2 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla

�fk � n : kB�n(e1; qk; :)� e1kC[0;1] � "g � �fk � n :
1� qk
[2]qk

� "

2
g

+�fk � n : 3

[2]qk

1

[k + 1]qk
� "

2
g

yazabiliriz. (4.1) koşullar¬ndan eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬s¬f¬r olur ve

st� lim
n
kB�n(e1; qn; :)� e1kC[0;1] = 0

elde edilir.

Benzer şekilde, B�n(e2; q;x) için (4.15)�te buldu¼gumuz ifadeden,

kB�n(e2; qn;x)� e2kC[0;1] =

����� q2n
[2]qn

+
3q4n

[2]qn [3]qn

�
[n]qn [n� 1]qn
[n+ 1]2qn

� 1
����

+qn

�
3[3]qn + qn(1 + [2]qn)

[2]qn [3]qn

�
[n]qn

[n+ 1]2qn
+

1

[3]qn

1

[n+ 1]2qn

yazar¬z. [n]qn [n�1]qn
[n+1]2qn

= 1
q3n

�
1� (1+[2]qn )

[n+1]qn
+ [2]qn

[n+1]2qn

�
eşitli¼gini kullanarak gerekli i̧slemleri

yaparsak,

kB�n(e2; qn; :)� e2kC[0;1] �
����� 1

[2]qnqn
+

3qn
[2]qn [3]qn

� 1
�

�
�
3qn(1 + [2]qn)

[2]qn [3]qn
+
(1 + [2]qn)

[2]qnqn

�
1

[n+ 1]qn

+

�
1

qn
+
3qn
[3]qn

�
1

[n+ 1]2qn

����
+ qn

�
3[3]qn + qn(1 + [2]qn)

[2]qn [3]qn

�
[n]qn

[n+ 1]2qn
+

1

[3]qn

1

[n+ 1]2qn
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elde edilir. Mutlak de¼gerdeki parantezlerin içinde düzenlemeler yap¬l¬p, [n]
[n+1]2

< 1
[n+1]

oldu¼gu gözönünde tutulursa,

kB�n(e2; qn; :)� e2kC[0;1] �
(1� qn)(q2n(1 + [2]qn) + [3]qn)

qn[2]qn [3]qn

+

�
(3q2n + [3]qn)(1 + [2]qn)

[2]qn [3]qnqn

�
1

[n+ 1]qn
+

�
3q2n + [3]qn
[3]qnqn

�
1

[n+ 1]2qn

+ qn

�
3[3]qn + qn(1 + [2]qn)

[2]qn [3]qn

�
1

[n+ 1]qn
+

1

[3]qn

1

[n+ 1]2qn

elde edilir. Buradan,

kB�n(e2; qn; :)�e2kC[0;1] �
(1� qn)(q2n(1 + [2]qn) + [3]qn)

qn[2]qn [3]qn
+M

�
1

[n+ 1]qn
+

1

[n+ 1]2qn

�

yazabiliriz. BuradaM say¬s¬ 1
[n+1]

ve 1
[n+1]2

ifadelerinin katsay¬lar¬n¬n maksimumudur.

Şimdi bir " > 0 için,

K := fk : kB�n(e2; qk; :)� e2kC[0;1] � "g;

K1 := fk :
(1� qk)(q2k(1 + [2]qk) + [3]qk)

qk[2]qk [3]qk
� "

3
g;

K2 := fk :
1

[k + 1]qk
� "

3M
g;

K3 := fk :
1

[k + 1]2qk
� "

3M
g

kümelerini tan¬mlayal¬m. Burada K � K1 [K2 [K3 oldu¼gu görülür. Dolay¬s¬yla,

�fk � n : kB�n(e2; qk; :)� e2kC[0;1] � "g � �fk � n :
(1� qk)(q2k(1 + [2]qk) + [3]qk)

qk[2]qk [3]qk
� "

3
g

+�fk � n : 1

[k + 1]qk
� "

3M
g+ �fk � n : 1

[k + 1]2qk
� "

3M
g

yazabiliriz. (4.1) den yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n s¬f¬r oldu¼gunu elde ederiz.

O halde

�fk � n : kB�n(e2; qk; :)� e2kC[0;1] � "g = 0

ve böylece,

st� lim
n
kB�n(e2; qn; :)� e2kC[0;1] = 0
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elde edilir. Sonuç olarak i = 0; 1; 2 için

st� lim
n
kB�n(ei; qn; :)� eikC[0;1] = 0

olup, Teorem 4.1.1�den ispat tamamlan¬r.

4.5 ·Ikinci tip q-Bernstein-Kantorovich Operatörünün ·Istatistiksel

Yaklaş¬m H¬z¬

Bu bölümde (4.10) ile tan¬mlad¬¼g¬m¬z ikinci tip q-Bernstein-Kantorovich operatörünün

istatistiksel yaklaş¬m h¬z¬n¬ süreklilik modülü ve Lipschitz s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar

yard¬m¬yla inceleyece¼giz. Bu incelemeyi yaparken B�n(f ; q;x) operatörünün 1. ve 2.

merkezi momentlerine ihtiyaç duyaca¼g¬m¬zdan, öncelikle bu ifadeleri verelim. (4.14)

ve (4.15) eşitliklerinden, 1. ve 2. merkezi momentler s¬ras¬yla

B�n((e1 � x); q;x) =
�
2q

[2]

[n]

[n+ 1]
� 1
�
x+

1

[2]

1

[n+ 1]
(4.18)

B�n((e1 � x)2; q;x) =
�
(
q2

[2]
+
3q4

[2][3]
)
[n][n� 1]
[n+ 1]2

� 4q

[2]

[n]

[n+ 1]
+ 1

�
x2

+

�
q

�
3[3] + q(1 + [2])

[2][3]

�
[n]

[n+ 1]2
� 2

[2]

1

[n+ 1]

�
x+

1

[3]

1

[n+ 1]2
(4.19)

olarak elde edilir.

4.5.1 Süreklilik modülü yard¬m¬yla istatistiksel yaklaş¬m h¬z¬n¬n

incelenmesi

Aşa¼g¬daki teoremde (2.8) ile tan¬mlanan süreklilik modülü yard¬m¬yla B�n(f ; q;x)

operatörünün f(x) fonksiyonuna yaklaş¬m h¬z¬istatistiksel olarak de¼gerlendirilmi̧stir.

Teorem 4.5.1. q := (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere (4.1) ile verilen koşullar¬

sa¼glas¬n. Bu taktirde, her f 2 C[0; 1] için,

kB�n(f ; qn; :)� f(:)kC[0;1] � 2w(f ; �n)

37



sa¼glan¬r. Burada

�n =

s�
2qn
[2]

[n]

[n+ 1]
� 1
�2
+

1

[n+ 1]
+

1

[n+ 1]2
(4.20)

dir.

·Ispat. f 2 C[0; 1] olsun. B�n(f ; q; x) operatörünün lineerlik ve monotonluk özelli¼gin-

den dolay¬,

jB�n(f ; q;x)� f(x)j � B�n(jf(t)� f(x)j; q;x)

=
nX
k=0

rn;k;q(x)

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

jf(t)� f(x)jdRq t
!

yazabiliriz. Burada

rn;k;q(x) = [n+ 1]q
�k
�
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)

dir. Riemann-tipli q-integralin monotonlu¼gundan ve süreklilik modülünün 7. özel-

li¼ginden

jB�n(f ; q;x)� f(x)j �
nX
k=0

rn;k;q(x)

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

�
1 +

jt� xj
�

�
w(f; �)dRq t

!

= w(f; �)

(
1 +

1

�

nX
k=0

rn;k;q(x)

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

jt� xj dRq t
!)

yazar¬z. Şimdi yukar¬da buldu¼gumuz eşitsizlikteki q-integralde, q-Cauchy-Schwarz
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eşitsizli¼gini uygularsak,

jB�n(f ; q;x)� f(x)j � w(f; �)

8<:1 + 1�
nX
k=0

rn;k;q(x)

 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!1=2

�
 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

dRq t

!1=29=;
= w(f; �)

8<:1 + 1�
nX
k=0

 
rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!1=2

�
 
rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

dRq t

!1=29=;
elde ederiz. Toplam için olan klasik Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini tekrar uygulayarak

jB�n(f ; q; x)� f(x)j � w(f; �)

8<:1 + 1�
 

nX
k=0

rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!1=2

�
 

nX
k=0

rn;k;q(x)
qk

[n+ 1]

!1=29=;
= w(f; �)

8<:1 + 1�
 

nX
k=0

rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!1=29=; ;

di¼ger bir ifadeyle

jB�n(f ; q;x)� f(x)j � w(f; �)
�
1 +

1

�
B�n((e1 � x)2; q;x)1=2

�
(4.21)

elde edilir. Şimdi (4.19) ile verilen B�n((e1 � x)2; q;x) ifadesini ele alal¬m. Öncelikle

x2 li terimin katsay¬s¬n¬A ile gösterelim.

A :=

�
q2

[2]
+
3q4

[2][3]

�
[n][n� 1]
[n+ 1]2

� 4q

[2]

[n]

[n+ 1]
+ 1:

E¼ger
q2

[2]
+
3q4

[2][3]
� 4q2

([2])2
(4.22)
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oldu¼gunu gösterebilirsek, [n� 1] < [n] eşitsizli¼gini de kullanarak,

A �
�
2q

[2]

[n]

[n+ 1]
� 1
�2

yazabilece¼giz. Şimdi (4.22) ifadesinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬varsayal¬m. Yani,

q2

[2]
+
3q4

[2][3]
>

4q2

([2])2

olsun. Buradan,

4q5 + q4 � 2q3 � 3q2 > 0

elde edilir. Fakat, 0 < q < 1 oldu¼gundan,

4q5 + q4 � 2q3 � 3q2 = q2(q � 1)(4q2 + 5q + 3) < 0

d¬r. Dolay¬s¬yla varsay¬m¬m¬z do¼gru olmay¬p, 0 < q < 1 için (4.22) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Böylece

A � 4q2

([2])2
[n]2

[n+ 1]2
� 4q

[2]

[n]

[n+ 1]
+ 1

=

�
2q

[2]

[n]

[n+ 1]
� 1
�2

(4.23)

yazabiliriz.

Şimdi (4.19) ifadesinde x�li terimin katsay¬s¬n¬B ile gösterirsek,

B = q

�
3[3] + q(1 + [2])

[2][3]

�
[n]

[n+ 1]2
� 2

[2]

1

[n+ 1]

�
�
3q[3] + q2(1 + [2])

[2][3]
� 2

[2]

�
1

[n+ 1]

=

�
3q[3] + q2(1 + [2])� 2[3]

[2][3]

�
1

[n+ 1]
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yazabiliriz. Burada parantez içindeki ifadeyi aç¬k bir şekilde yazarsak, 0 < q < 1 için

3q[3] + q2(1 + [2])� 2[3] = (3q � 2)(1 + q + q2) + q2(2 + q)

= 4q3 + 3q2 + q � 2

= (q3 + 2q2 + 2q + 1) + (3q3 + q2 � q � 3)

= [2][3] + (q � 1)(3[3] + q)

� [2][3]

elde edilir. Böylece

B � 1

[n+ 1]
(4.24)

bulunur. Dolay¬s¬yla (4.23) ve (4.24) eşitsizliklerinden B�n(f ; q;x) operatörünün 2.

momenti için

B�n((e1 � x)2; q;x) �
�
2q

[2]

[n]

[n+ 1]
� 1
�2
x2 +

1

[n+ 1]
x+

1

[n+ 1]2

yazabiliriz. Buldu¼gumuz son ifadeyi (4.21) eşitsizli¼ginde yerine koyup, q yerine

(4.1) koşullar¬n¬sa¼glayan bir (qn) dizisi seçelim. x 2 [0; 1] aral¬¼g¬nda her iki taraf¬n

maksimumunu al¬rsak,

kB�n(f ; qn;x)� f(x)kC[0;1] �

w(f; �)

8<:1 + 1�
"�

2qn
[2]qn

[n]qn
[n+ 1]qn

� 1
�2
+

1

[n+ 1]qn
+

1

[n+ 1]2qn

#1=29=;
elde ederiz. � := �n�i (4.20) de verilen şekilde seçti¼gimizde ispat tamamlan¬r.

4.5.2 Lipschitz s¬n¬f¬ndan fonksiyonlar yard¬m¬yla yaklaş¬m h¬z¬n¬n

incelenmesi

Bu k¬s¬mda, çal¬̧st¬¼g¬m¬z f fonksiyonlar¬n¬Lipschitz s¬n¬f¬ndan seçerek, B�n(f ; q;x)

operatörünün yak¬nsakl¬k h¬z¬n¬hesaplayal¬m.

Teorem 4.5.2. f 2 LipM(�) olsun. q := (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere (4.1)
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ile verilen koşullar¬sa¼glas¬n. Bu durumda, �n (4.20) ile verilmek üzere,

jjB�n(f ; qn; x)� f(x)jjC[0;1] �M��n

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. 0 < � � 1 olmak üzere f 2 LipM(�) olsun. B�n operatörünün lineer ve

monoton olmas¬ndan dolay¬,

jB�n(f ; q; x)� f(x)j � B�n(jf(t)� f(x)j; q; x)

=
nX
k=0

rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

jf(t)� f(x)jdRq t

yazar¬z. f 2 LipM(�) oldu¼gundan,

jB�n(f ; q; x)� f(x)j �M
nX
k=0

rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

jt� xj�dRq t (4.25)

dir. Eşitsizlikteki q-integrale p = 2
�
ve q = 2

2�� alarak, q-Hölder eşitsizli¼gini uygu-

larsak,

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

jt� xj�dRq t �
 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!�=2  Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

dRq t

!(2��)=2

=

�
qk

[n+ 1]

�(2��)=2 Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!�=2

elde ederiz. Buldu¼gumuz bu eşitsizli¼gi (4.25) de yerine yazarsak,

jB�n(f ; q; x)� f(x)j � M

nX
k=0

 �
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)
!(2��)=2

 
rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!�=2
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elde edilir. Hölder eşitsizli¼gini bir kere daha uygulad¬¼g¬m¬zda

jB�n(f ; q; x)� f(x)j �M
 

nX
k=0

�
n

k

�
xk

n�k�1Y
s=0

(1� qsx)
!(2��)=2

 
nX
k=0

rn;k;q(x)

Z [k+1]=[n+1]

[k]=[n+1]

(t� x)2dRq t
!�=2

=M
�
B�n((s� x)2; q; x)

��=2
(4.26)

sonucunu buluruz. Bir önceki teoremin ispat¬nda oldu¼gu gibi (4.26) ifadesinde her

iki taraf¬n x 2 [0; 1] aral¬¼g¬nda maksimumunu al¬rsak,

jjB�n(f ; qn; x)� f(x)jjC[0;1] �M��n

elde edilir.

Not: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.5.2 de (4.1) ile verilen koşullar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda

st � lim
n!1

�n = 0 oldu¼gunu görürüz. Bu ise süreklilik modülünün (2.9) ile verilen

özelli¼ginden st � lim
n!1

w(f ; �n) = 0 oldu¼gunu garantiler. Dolay¬s¬yla yukar¬daki

teoremler B�n(f ; qn;x) operatörünün f fonksiyonuna yaklaşma h¬z¬n¬vermektedir.

Örnek: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.5.2�de bahsetti¼gimiz qn dizisini

qn =

8<: 1
5

n = m2 ise,

1� 1
n

n 6= m2 ise

olarak seçersek, 0 < qn < 1 oldu¼gunu ve (4.1) ile verilen koşullar¬sa¼glad¬¼g¬n¬görürüz.

Bu bölümün son k¬sm¬nda yukar¬da yapt¬¼g¬m¬z incelemeleri Meyer-König ve Zeller

operatörlerinin q-tipli bir genelleşmesi için yapaca¼g¬z. Bunun için öncelikle q-MKZ

operatörleri ile ilgili baz¬hat¬rlatmalar yapal¬m, daha sonra da bu operatörlerin Kan-

torovich tipli genelleşmesini tan¬mlay¬p yaklaş¬m özelliklerini inceleyelim.
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4.6 q-MKZ-Kantorovich Operatörü ve Yaklaş¬m Özellikleri

·Ilk defa 1960 y¬l¬nda Meyer-König ve Zeller taraf¬ndan oluşturulan

Mn(f ;x) =

1X
k=0

f

�
k

k + n+ 1

��
k + n

k

�
xk(1� x)n+1; 0 � x < 1

operatörü, monotonluk özelliklerinin incelenebilmesi amac¬yla Cheney ve Sharma

(1964) taraf¬ndan yeniden tan¬mlanm¬̧st¬r. Bernstein kuvvet serisi olarak da ad-

land¬r¬lan bu operatör

Mn(f ;x) =

1X
k=0

f

�
k

k + n

��
k + n

k

�
xk(1� x)n+1; 0 � x < 1

ile verilmi̧stir. MKZ operatörleriyle ilgili literatürde birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r.

Do¼gru (1997), MKZ operatörlerinin genelleşmi̧s şeklini tan¬mlam¬̧s ve yaklaş¬m özel-

liklerini incelemi̧stir. Daha sonra bu genelleştirilmi̧s operatörlerin Kantorovich tipli

bir genelleşmesi ise Do¼gru ve Özalp (2001) taraf¬ndan aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

A, (0; 1) aras¬nda bir reel say¬olmak üzere ('n) dizisi aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glas¬n:

i: f'ng dizisi B = fz 2 C : jzj � Ag diskini kapsayan bir D bölgesinde

analitik olsun.

ii: '0n(x) = 'n(x) > 0

iii: '
(k)
n (x) = dk

dxk
'n(x) olmak üzere ve 
n ve ln;k say¬dizileri

ln;k = o(
1
n
); ln;k � 0; 
n = 1 + o(

1
n
); 
n � 1

özelliklerini sa¼glamak üzere

'
(k)
n (x) = 
n(k + n)(1 + ln;k)'

k�1
n (x), k = 1; 2; :::

ba¼g¬nt¬s¬sa¼glans¬n.

Bu durumda, 0 < �n;k � 1 ve f , (0; 1) de integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

Kantorovich tipli MKZ operatörü

M�
n(f ;x) =

1

'n(x)

1X
k=0

1

�n;k

Z k+�n;k

k

f(
�

k + n
)d� 'kn(0)

xk

k!
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şeklinde oluşturulmuştur. Bu çal¬̧smada operatörün yaklaş¬m özellikleri ve h¬z¬ayr¬n-

t¬l¬bir biçimde incelenmi̧stir.

MKZ operatörlerinin q-tipli genelleşmesi ise ilk defa Trif (2000) taraf¬ndan verilmi̧stir.

Mn;q : C[0; 1]! C[0; 1] olmak üzere q-MKZ operatörü

Mn;q(f ;x) = un;q(x)

1X
k=0

f

�
[k]

[k + n]

��
k + n

k

�
xk; (4.27)

un;q(x) =

nY
j=0

(1� qjx)

ile tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu operatör için momentler

Mn;q(1; x) = 1

Mn;q(e1;x) = x (4.28)

0 �Mn;q(e2;x)� x2 � (q � 1)x2 +
x

[n]

olarak elde edilmi̧s ve operatörün yaklaş¬m özellikleri ve yaklaş¬m h¬z¬incelenmi̧stir.

Daha sonra Do¼gru ve Duman (2006) q-MKZ operatörlerinin yeni bir genelleşmesini

f 2 C[0; a], a 2 (0; 1) ve q 2 (0; 1] olmak üzere,

Mn(f ; q;x) = un;q(x)
1X
k=0

f

�
qn[k]

[k + n]

��
k + n

k

�
xk

ile vermi̧slerdir. Bu çal¬̧smadaMn(f; q; x) operatörünün her f 2 C[0; a] fonksiyonuna

istatistiksel olarak düzgün yak¬nsad¬¼g¬gösterilmi̧stir. Ayr¬ca, Trif�in verdi¼gi operatör

için 2.moment aç¬kça ifade edilemedi¼gi halde Do¼gru ve Duman�¬n verdi¼gi operatör

için f�in içerisinde yer alan qn ifadesi yard¬m¬yla Mn(
�

t
1�t
��
; q;x), (� = 0; 1; 2) mo-

mentleri aç¬kça elde edilebilmi̧stir.

Şimdi Trif�in (4.27) ile tan¬mlad¬¼g¬q-MKZ operatörünün Kantorovich tipli bir genelleşmesini,
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f , (0; 1)de qR-integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, n 2 N, q 2 (0; 1) için

M�
n(f ; q; x) = un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

��
x

q

�k Z [k+1]

[k]

f(
t

[k + n]
)dRq t (4.29)

operatörü ile tan¬mlayal¬m (Dalmano¼glu ve Do¼gru 2010). Burada,

un;q(x) =
nY
s=0

(1� qsx)

dir.

Not: Riemann-tipli q-integralin 1. özelli¼ginden dolay¬(4.29) ile verilen Kantorovich

tipli q-MKZ operatörü lineer ve pozitif bir operatördür.

Daha önceki bölümlerde oldu¼gu gibi (4.29) operatörünün düzgün yak¬nsakl¬¼g¬na

geçmeden önce aşa¼g¬daki lemmalar¬verelim.

Lemma 4.6.1. M�
n(f ; q;x) operatörü için

M�
n(e0; q;x) = 1 (4.30)

dir.

·Ispat.
Z [k+1]

[k]

dRq t = q
k oldu¼gundan sonuç aç¬kt¬r.

Lemma 4.6.2. M�
n(f ; q;x) operatörü için

0 �M�
n(e1; q;x)� x �

1

[2]

1

[n]
(4.31)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

M�
n(e1; q;x) = un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

��
x

q

�k Z [k+1]

[k]

t

[k + n]
dRq t
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ifadesindeki q-integral hesaplan¬rsa,

Z [k+1]

[k]

t

[k + n]
dRq t =

[k]

[k + n]
qk +

q2k

[2]

1

[k + n]

bulunur. Bu eşitli¼gi yukar¬daki ifadede yerine koyarsak,

M�
n(e1; q;x)� x = un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
[k]

[k + n]
xk � x

+
1

[2]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
1

[k + n]
qkxk (4.32)

elde ederiz. 0 < q < 1 için qk < 1 ve [k + n] � [n] oldu¼gundan

M�
n(e1; q;x)� x �Mn;q(e1;x)� x+

1

[2]

1

[n]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
xk

yazabiliriz. Trif�in elde etti¼gi ve (4.28) ile verdi¼gimiz eşitlikten

M�
n(e1; q;x)� x �

1

[2]

1

[n]

sonucunu buluruz. (4.32) eşitli¼gindenM�
n(e1; q;x)�x � 0 oldu¼gu aşikard¬r. Dolay¬s¬yla

Lemma 4.6.2�nin ispat¬tamamlan¬r.

Lemma 4.6.3. M�
n(f ; q;x) operatörü için

0 �M�
n(e2; q;x)� x2 �Mn;q(e2;x)� x2 +

2

[2]

1

[n]
Mn;q(e1;x) +

1

[3]

1

[n]2
(4.33)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

M�
n(e2; q;x) = un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

��
x

q

�k Z [k+1]

[k]

t2

[k + n]2
dRq t
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ifadesindeki q-integrali hesaplay¬p, gerekli sadeleştirmeleri yaparsak,

M�
n(e2; q;x) = un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
[k]2

[k + n]2
xk

+
2

[2]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
[k]

[k + n]2
qkxk +

1

[3]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
1

[k + n]2
q2kxk

eşitli¼gini elde ederiz. Buna göre,

M�
n(e2; q;x)� x2 =Mn;q(e2;x)� x2 +

2

[2]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
[k]

[k + n]2
qkxk

+
1

[3]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
1

[k + n]2
q2kxk (4.34)

yazabiliriz. Şimdi

qk

[k + n]
<
1

[n]
0 < q < 1; k = 0; 1; 2; :::

eşitsizli¼ginden yararlanarak

M�
n(e2; q;x)� x2 �Mn;q(e2;x)� x2 +

2

[2]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
[k]

[k + n]

1

[n]
xk

+
1

[3]
un;q(x)

1X
k=0

�
k + n

k

�
1

[n]2
xk

yazar¬z. Dolay¬s¬yla,

M�
n(e2; q;x)� x2 �Mn;q(e2;x)� x2 +

2

[2]

1

[n]
Mn;q(e1;x) +

1

[3]

1

[n]2

elde edilir. Ayr¬ca Mn;q(e2;x)� x2 > 0 oldu¼gundan (4.34) eşitli¼ginden

M�
n(e2; q;x)� x2 � 0

oldu¼gu kolayca görülür ve Lemma 4.6.3�ün ispat¬tamamlan¬r.

Teorem 4.6.1. q := (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere (4.1) ile verilen koşullar¬
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sa¼glas¬n. Bu taktirde, her f 2 C[0; a], 0 < a < 1, için (4.29) operatörü

st� lim
n
kM�

n(f ; qn; :)� f(:)kC[0;a] = 0

eşitli¼gini sa¼glar.

·Ispat. E¼ger i = 0; 1; 2 için

st� lim
n
kM�

n(ei; qn; :)� eikC[0;a] = 0

oldu¼gunu gösterebilirsek, Teorem 4.4.1�den ispat tamamlan¬r.

i = 0 için Lemma 4.6.1�den

st� lim
n
kM�

n(e0; qn; :)� e0kC[0;a] = 0 (4.35)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Lemma 4.6.2�den i = 1 için

kM�
n(e1; qn; x)� e1kC[0;a] �

1

[2]qn

1

[n]qn
(4.36)

yazar¬z. Verilen bir " > 0 için

T := fk : kM�
n(e1; qk; :)� e1kC[0;a] � "g;

T1 := fk :
1

[2]qk

1

[k]qk
� "g

kümelerini tan¬mlayal¬m. (4.36) den dolay¬T � T1 oldu¼gu görülür. Böylece �fTg �

�fT1g yazabiliriz. (4.1) koşullar¬ndan �fT1g = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla,

st� lim
n
kM�

n(e1; qn; :)� e1kC[0;a] = 0 (4.37)

elde edilir.
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Son olarak, Lemma 4.6.3�ten, i = 2 için,

kM�
n(e2; qn; :)� e2kC[0;a] � kMn;qn(e2; :)� e2kC[0;a] +

2

[2]qn

1

[n]qn
kMn;qn(e1; :)kC[0;a]

+
1

[3]qn

1

[n]2qn

� kMn;qn(e2; :)� e2kC[0;a] + 2
�

1

[n]qn
kMn;qn(e1; :)kC[0;a] +

1

[n]2qn

�
(4.38)

yazabiliriz. Benzer şekilde verilen bir " > 0 için

K := fk : kM�
k (e2; qk; :)� e2kC[0;a] � �g;

K1 := fk : kMk;qk(e2; :)� e2kC[0;a] �
�

3
g

K2 := fk :
1

[k]q
kMk;qk(e1; :)kC[0;a] �

�

6
g

K3 := fk :
1

[k]2q
� �

6
g

kümelerini tan¬mlarsak, (4.38)�den dolay¬K � K1 [ K2 [ K3 �dir. Dolay¬s¬yla bu-

radan,

�fKg � �fK1g+ �fK2g+ �fK3g (4.39)

yazabiliriz. (4.1) koşullar¬gözönüne al¬narak (4.28)�den st�lim
n

1

[n]q
kMn;qn(e1; :)kC[0;a] =

0 ve st� lim
n
kMn;qn(e2;x)�e2kC[0;a] = 0 oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Dolay¬s¬yla (4.39)

eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬s¬f¬r olur ve buradan

st� lim
n
kM�

n(e2; qn; :)� e2kC[0;a] = 0 (4.40)

sonucuna ulaş¬l¬r. (4.35), (4.37) ve (4.40) eşitliklerinden Teorem 4.6.1�in ispat¬tamam-

lan¬r.

M�
n(f ; q; x) operatörü için istatistiksel yaklaş¬m h¬z¬ile ilgili teoremi vermeden önce

bu operatörün 2. merkezi momentini inceleyelim.

M�
n((e1 � x)2; q;x) =M�

n(e2; q;x)� x2 � 2x(M�
n(e1; q;x)� x)
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kM�
n((e1 � x)2; q; :)kC[0;a] � kM�

n(e2; q; :)� e2kC[0;a] + 2kxkkM�
n(e1; q;x)� e1kC[0;a]

Lemma 4.6.2 ve Lemma 4.6.3�ten

kM�
n((e1 � x)2; q; :)kC[0;a] � kMn;q(e2; :)� e2kC[0;a] +

2

[2]q

1

[n]q
kMn;q(e1; :)kC[0;a]

+
1

[3]q

1

[n]2q
+
2a

[2]q

1

[n]q
(4.41)

yazabiliriz. (4.28) ile verilen ifadelerden

kMn;q(e1; :)kC[0;a] = a

ve

kMn;q(e2; :)� e2kC[0;a] � (1� q)a2 +
a

[n]q

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla bu eşitsizliklerin (4.41) de kullan¬lmas¬yla

kM�
n((e1 � x)2; q; :)kC[0;a] � (1� q)a2 +

�
a+

4a

[2]q

�
1

[n]q
+

1

[3]q

1

[n]2q
(4.42)

elde ederiz.

Aşa¼g¬daki teoremM�
n(f ; q; x) operatörünün f(x) fonksiyonuna yaklaş¬m h¬z¬n¬süreklilik

modülü yard¬m¬ile vermektedir.

Teorem 4.6.2. q := (qn) dizisi 0 < qn < 1 olmak üzere (4.1) ile verilen koşullar¬

sa¼glas¬n. Bu taktirde, her f 2 C[0; a] için,

kM�
n(f ; qn; :)� f(:)kC[0;a] � 2w(f ; �n)

sa¼glan¬r. Burada

�n =

s
(1� qn)a2 +

�
a+

4a

[2]qn

�
1

[n]qn
+

1

[3]qn

1

[n]2qn
(4.43)

dir.
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·Ispat. f 2 C[0; a] olsun. Teorem 4.5.1�in ispat¬ndaki teknikten yararlanarak, 8n 2

N ve x 2 [0; a] için

jM�
n(f ; q; x)� f(x)j � w(f; �)f1 +

1

�
(M�

n((t� x)2; q;x))1=2g

eşitsizli¼gi elde edilir. q yerine (4.1) koşullar¬n¬sa¼glayacak şekilde bir (qn) dizisi seçip,

her iki taraf¬n [0; a] da maksimumunu al¬rsak; (4.42) den

kM�
n(f ; qn; :)�fkC[0;a] � w(f; �)

(
1 +

1

�

�
(1� qn)a2 +

�
a+

4a

[2]qn

�
1

[n]qn
+

1

[3]qn

1

[n]2qn

�1=2)

bulunur ve son olarak �n�i (4.43) ile verilen şekilde seçersek,

kM�
n(f ; qn; :)� fkC[0;a] � 2w(f; �n)

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

(qn) dizisi (4.1) ile verilen koşullar¬ sa¼glad¬¼g¬nda st � lim
n
�n = 0 ve dolay¬s¬yla

st � lim
n
w(f; �n) = 0 olur ki bu da bize M�

n(f ; qn; :) operatörünün f fonksiyonuna

istatistiksel olarak düzgün yak¬nsad¬¼g¬n¬gösterir.
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