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Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu
kisimda tezde ele alinan konu ve bu konuyla ilgili olan literatiirdeki diger ¢aligmalar
kisaca Ozetlenmistir.

Ikinci boliimde temel kavramlara yer verilmistir. "Lineer pozitif operatorler" tanimin-
dan baglanarak, operator dizileri icin "diizgiin yakimsaklik" kavrami ve bununla be-
raber "Korovkin Teoremi" ele alinmigtir. Yaklagimlar teorisinde ¢ok ¢nemli bir yere
sahip olan Bernstein operatorleri ve genellesmeleri hatirlatilmig, bilinen bazi sonuglar
verilmigtir. Son olarak, tezde siklikla kullanacagimiz g-analiz konusunun temel tanim
ve Ozelliklerine yer verilmigtir.

Uciincii boliimde g-Bernstein operatérlerinin Kantorovich tipli bir genellesmesi tanim-
lanmig ve bu operatoriin klasik anlamda yaklagim ozellikleri incelenmigtir.

Son boliimde, istatistiksel yakinsaklik kavrami hatirlatilmig ve g-Bernstein-Kantorovich
operatoriiniin istatistiksel yaklagim ozellikleri incelenmigtir. Bu operatoriin yaklagim
hizini incelemek istedigimizde karsimiza ¢ikan problemlere deginilmis ve bu dogrul-
tuda "ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich operatorii" tanimlanmigtir. Bu operatoriin
istatistiksel yakinsaklig1 incelenmis ve istatistiksel yaklagim hizi stireklilik modiilii ve
Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla elde edilmistir. Bu boliimde son olarak
g-Meyer-Konig ve Zeller (¢-MKZ) operatorlerinin Kantorovich tipli genellegsmesi tanim-

lanmig ve istatistiksel yaklagim 6zellikleri incelenmistir.
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This thesis consists of four chapters. The first chapter has been devoted to the in-
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In the second chapter, basic notions have been recalled. Starting from the definition
of linear positive operators, the notion of "uniform convergence" for the sequence of
operators and the "Korovkin Theorem" have been mentioned. The Bernstein oper-
ators, their generalizations and some known results concerning these generalizations
have been considered. Lastly, the basic definitions from the concept of g-analysis,
which will frequently be used in this thesis, have been recalled.

In the third chapter, Kantorovich type generalization of ¢-Bernstein operators have
been introduced and the classical approximation properties have been examined.

In the last chapter, the statistical approximation properties of g-Bernstein-Kantorovich
operators have been considered. The problems, appeared in analyzing the approxi-
mation order of the operators, have been mentioned and accordingly "the second type
g-Bernstein-Kantorovich operators" have been constructed. The statistical conver-
gence of this second operator has been examined and approximation order is obtained
by means of modulus of continuity and with the help of functions from Lipschitz
class. Lastly, similar investigations are done for the Kantorovich type generalization
of ¢-Meyer-Konig and Zeller (¢-MKZ) operators.

June 2010, 57 pages

Key Words: Bernstein operators, Kantorovich type generalizations, g-analysis,
uniform convergence, statistical convergence, modulus of continuity, Lipschitz class,

Meyer-Konig and Zeller operators.

i



TESEKKUR

Doktora egitimimin her sathasinda yakin ilgi ve 6nerileri ile beni yonlendiren degerli
damsman hocam, Do¢. Dr. Ogiin DOGRU (Gazi Universitesi Fen Fakiiltesi)’ya,
calismam boyunca yardimlarini ve énerilerini benden esirgemeyen degerli hocalarim
Saym Prof. Dr. Abdullah ALTIN (Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi), Prof. Dr.
Nurhayat ISPIR (Gazi Universitesi Fen Fakiiltesi) ve Dog. Dr. Nuri OZALP (Ankara

Universitesi Fen Fakiiltesi)’e en icten sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.

Calismalarim siiresince biitiin sikintilarimi paylasan, destegi ve giiveniyle beni ce-
saretlendirerek hep yamimda olan sevgili esim Mete Dalmanoglu’'na, bilgilerini ve
yardimlarini benden esirgemeyen sevgili arkadaglarim Elif Demirci’ye ve Sibel Er-
san’a, ve son olarak; beni hayatimin her asamasinda destekleyen, varliklariyla bana

giic veren giizel aileme sonsuz tesekkiirler ederim.

Ozge (OZER) DALMANOGLU
Ankara, Haziran 2010

1l



ICINDEKILER

OZET ottt et
ABS T R ACT i i i i it ittt ittt
TESEKKUR . .\iittitiiiii et ie ittt aeeeneennenn,
SIMGELER DIZINI ...,
1. GIRIS it e
2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Lineer Pozitif Operatorler............ccoiiiiiiiiiiiiiiin..
2.2 Lineer Pozitif Operatorlerin Yakinsakligr ..................
2.3 Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklagim Hizi .................
2.3.1 Siireklilik modiilii ve 6zellikleri .............ccciiii,
2.3.2 Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ve 6zellikleri ............
2.4 Bernstein Operatorleri ve Genellesmeleri ..................
241 g-ANaliz ......iiiiii i i i i i it e ettt
3. OPERATORLERIN OLUSTURULMASI ......ccvvvinvnnnn.
3.1 ¢g-Bernstein-Kantorovich Operatorii .............ocoovunn.

3.2 ¢-Bernstein-Kantorovich Operatériiniin Yaklagim Ozellikleri
4. ¢-BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATORUNUN

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGT ...couvviniiinneennnnnn..
4.1 Istatistiksel Yakmsaklik .....ovvirrinriinneinnrennneennnn.
4.2 ¢-Bernstein-Kantorovich Operatoriiniin

Istatistiksel YakinsakliZ1 .o ovvre v ennenneeneeneenneennennens

4.3 Kisitlanmis ¢-integral ve Riemann tipli ¢-integral
Tammlar:t ve OzellIKIeri «..ovvnvvrinren e nreienneneenennns

4.4 Tkinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich Operatoriiniin

Istatistiksel YakinsaKIi1l «..eueeeenenrenennenreneenennannns
4.5 Ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich Operatériiniin
Istatistiksel Yaklasim HIZl ...vvurinniinrinrinnenneennennnns

4.5.1 Siireklilik modiilii yardimmyla
yaklasim hizinin incelenmesi ...............coiiiiiii,

4.5.2 Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla

yaklagim hizinin incelenmesi .............cciiiiiiiiinn.
4.6 ¢-MKZ-Kantorovich Operatorii ve Yaklagim Ozellikleri .. ...
KAYNAKLAR .ottt ittt ittt ieaeaenenennns
OZGECMIS .ottt e e e

iv



L(f;x)
Cla, 0]
LY[a, b]

1 llca
B,(f;)
fn =2 f
w(f;9)
Lipp ()
Dy (f;x)
dy f ()

D, f(x)
Iq(f§ a, b)
Rq(f§ a,b)
Bn(f;q;2)
B.(f;q;x)
By (f;¢; )
M, (f;)
M, (f; )
My(f;q; @)

SIMGELER DiZzZiNi

L f fonksiyonunun x noktasinda aldigi deger

[a,b] araliginda tanimh ve siirekli fonksiyonlarin uzay:
[a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin uzay:
Cla, b] fonksiyon uzay iizerinde taniml norm

f fonksiyonunun Bernstein polinomu

(fn) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
f fonksiyonun siireklilik modiilii

Lipschitz sinifindan fonksiyonlarin uzay:
Bernstein-Kantorovich operatorii
Bernstein-Durrmeyer operatorii

f(z) fonksiyonunun g¢-diferensiyeli

f(z) fonksiyonunun g¢-tiirevi

f(z) fonksiyonunun [a, b] araligindaki g-integrali

f(x) fonksiyonunun [a, b] araligindaki Riemann tipli g-integrali

g-Bernstein operatorii
g-Bernstein-Kantorovich operatorii

Ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich operatorii
Meyer-Konig ve Zeller (MKZ) operatorii
q-MKZ operatorii

q-MKZ-Kantorovich operatorii



1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi matematigin bircok dalyla yakin iligki icerisindedir. Ozellikle
fonksiyonel analiz, yaklagimlar teorisinde ortaya konulan problemlerin ¢oziimii i¢in

onemli bir arag niteliginde olup, bu teori i¢in temel tegkil etmektedir.

Fonksiyon uzaylarinda "siirekli fonksiyonlara yaklagim" problemi ilk defa Weierstrass
(1885) tarafindan ele alinmigtir. Weierstrass, kapali bir [a, b] araliginda siirekli olan
fonksiyonlara diizgiin yakinsayan polinomlarin varligim gostermistir. Bu "varlik"
teoreminden sonra 1912 yilinda Bernstein, bu polinomlarin gosterimini de vererek
Weierstrass teoremini [0, 1] araliginda tekrar ispatlamigtir. Literatiirde "Bernstein
polinomlar1" olarak bilinen bu polinomlar lineer pozitif operatorlerdir. Bohman
(1952) ve Korovkin (1953), Bernstein operatorlerinden yola gikarak, lineer pozitif
operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakisamasi ile ilgili ok dnemli bir teo-
rem vermiglerdir. Sonlu aralikta diizgiin yakinsamanin gerceklenmesi i¢in sadece tig
kosulun incelenmesinin yeterli oldugu bu teorem sayesinde birg¢ok yeni lineer pozi-

tif operatoriin (Meyer-Konig ve Zeller operatorleri, Szasz operatorleri, Bleimann,

Butzer and Hahn operatorleri gibi) yaklagim 6zellikleri incelenmigtir.

Bernstein operatorleri tanimlandiktan sonra bu operatorlerin gesitli genellesmeleri
ele alinmugtir. Ornegin, bircok yazar analizden bilinen temel teoremler yardimiyla
Bernstein operatorlerinin integral tipli genellesmelerini tanimlamis ve bu operator-
lerin yaklagim ozelliklerini incelemigtir (Kantorovich 1930, Durrmeyer 1967, Der-
riennic 1981). Temelde Durrmeyer-tipli ve Kantorovich-tipli genellesmeler olarak
adlandirilan integral tipli bu genellesmeler, integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda

yaklagim yapabilme ihtiyacindan ortaya ¢ikmistir.

Bernstein operatorlerinin diger bir genellesmesi de g-analiz teorisine dayanir. g-analiz
teorisinin temelleri ilk defa 18. yiizyilda Euler tarafindan atilmig ve 19. yiizyilda bu
alanda onemli sonuglarin elde edildigi cesitli ¢calismalar yapilmigtir. 20. yiizyilin

ikinci yarisinda ¢-analizin matematik ve fizik alanlarindaki cgesitli uygulamalar: or-

taya ¢ikmig ve bundan sonra bu teoriye olan ilgi hizla artmigtir. Son yillarda mate-



matik alaninda, klasik analizden bilinen bircok tanim ve teoremin yanisira bilinen
baz integral esitsizlerinin de ¢-genellesmeleri iizerinde galigilmaktadir (Gauchman

2004, Brahim 2008, Fitouhi and Brahim 2008, Marinkovi¢ vd. 2002, 2008).

Bernstein operatorlerinin g-genellesmesi ilk defa Lupag tarafindan ele alinmigtir (Lu-
pag 1987). Daha sonra 1996 yilinda Philips yeni bir genellesme yaparak, literatiirde
"g-Bernstein operatorleri" olarak bilinen operatorleri tanimlamis ve yaklagim ozel-
liklerini incelemistir. 10 yili agan siiredir ¢g-Bernstein operatorlerine olan ilgi devam
etmekte ve bircok calisma yapilmaktadir. Bunun yanisira g-Bernstein operatorlerinin
tanimlanmasi, diger operatorlerin de ¢-genellesmelerinin olusturulmasinda oncii ol-

mustur.

Yaklagimlar teorisinde, klasik yakinsaklik kavrami ile ilgili calismalar siirerken, son
yillarda "istatistiksel yakinsaklik" kavrami da énemli bir konu olarak kargimiza ¢ik-
mistir. 11k defa 1950 yilmda Fast tarafindan tamimlanan istatistiksel yakinsaklik
kavramimi Gadjiev ve Orhan (2002) lineer pozitif operator dizileri igin Korovkin tipli
yaklagim teoremi elde etmek icin kullanmislardir. Bu teoremle birlikte bilinen bir¢ok
operatoriin istatistiksel yaklagim ozellikleri ve yaklagim hizlari incelenmistir (Dogru

vd. 2003, Dogru ve Duman 2006).

Bu doktora tezinde g-Bernstein operatorlerinin Kantorovich tipli bir genellegmesi
olugturularak, operatoriin klasik ve istatistiksel yaklagim ozellikleri incelenecek-
tir. Tezin ikinci boliimiinde konuyla ilgili bilinen temel kavramlar hatirlatilacak-
tir. Uctincii boliimde ¢-Bernstein-Kantorovich operatorii olusturularak, sadece klasik
anlamda yaklagim ozellikleri incelenecektir. Doérdiincii bolim istatistiksel yaklagim
konusuna ayrilmigtir. Bu boliimde 6ncelikle, {iciincii boliimde olusturulan operato-

riin istatistiksel yaklasim o6zellikleri incelenecek, daha sonra yaklagim hizini belir-
lemede kargilagilan zorluklardan bahsedilecek ve g-analiz teorisinin son yillardaki
calismalarindan faydalanilarak yeni bir operator tanimi verilecektir. Bu tanim sayesin-
de operatoriin yaklagim ozellikleri ve yaklagim hizi incelenecektir. Boliimiin son kis-
minda benzer galigmalar Trif (2000) tarafindan tanimlanan ¢-Meyer-Kénig ve Zeller

(¢-MKZ) operatorleri igin verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, doktora tezimizde kullanacagimiz bazi kavramlar hatirlatilacak, temel

teoremler ve tanimlar verilecektir.
2.1 Lineer Pozitif Operatorler

X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere X kiimesinden Y kiimesine olan bir L
doniigiimiine operatér denir. Bu durumda L operatorii X uzayinda tamimli her f
fonksiyonuna Y uzayinda bir Lf fonksiyonu karsilik getirir. Bu Lf fonksiyonunun
x noktasinda aldigi deger L(f;x) ile gosterilir.

Eger her f,g € X ve her o, § € R igin,

L(af + Bg;x) = aL(f;x) + BL(g; x) (2.1)
kosulunu sagliyor ise, L(f;x) operatoriine lineerdir denir.

Eger L operatorii pozitif bir f fonksiyonunu pozitif bir L f fonksiyonuna doniistiiriiy-

orsa; yani her x € X icin

f(z) >0 iken L(f;x) >0 (2.2)
saglaniyor ise, L(f; z) operatoriine pozitiftir denir.
2.2 Lineer Pozitif Operatorlerin Yakinsaklig:

Kapali bir [a, b] aralig1 iizerinde tammh ve siirekli olan tiim reel degerli fonksiyon-
lardan olusan kiimeye Cfa,b] fonksiyon uzayr denir. f € Cla,b] olmak iizere, bu

uzaydaki norm

I lcton = max £ (x) (2.3

ile gosterilir. Eger her z € [a, ] icin

Tim |~ fllows = lim max | fu(2) — f(2)] =0 (2.4)

n—0o0 zela,b]

3



kosulu saglaniyorsa ( f,,) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C|[a, b] normunda diizgiin

yakinsaktir denir ve

= f

ile gosterilir. Yaklagimlar teorisinde diizgiin yakinsaklik kavrami ilk defa Weierstrass

tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.
Teorem 2.2.1. (Weierstrass, 1885) f(z) € Cla,b] olsun. Her € > 0 i¢in

|f (@) = palz)] <€ (2.5)
olacak sekilde bir p,(x) polinomu vardir.

Yani ¢zetle, kapali aralikta siirekli olan her fonksiyona bu aralikta diizgiin yakinsayan

bir polinom vardir.

I1ki 1885 yilinda Weierstrass tarafindan verilmis olan bu temel teoremin bircok ispati

yapilmigtir. Bunlardan en 6nemlisi Bernstein tarafindan 1912 yilinda verilmistir.

Teorem 2.2.2. (Bernstein, 1912) f : [0,1] — R olmak {izere, f fonksiyonunun

Bernstein polinomu

B (fix) = Zf (5) ()t =y (26)

ile tamimlanir ve f € C|0, 1] olmak iizere, her € > 0 i¢in

|f(z) = Bu(f;2)| <e (2.7)
dir.

Bernstein bu teoremiyle [0, 1] araliginda diizgiin yakimsayan bir polinomun sadece
varhigindan s6z etmemis ayni zamanda bu polinomu agik bir sekilde ifade de etmistir.
Boylelikle, Weierstrass'in yaklagim teoremi daha basit ve anlagilabilir bir gekilde

ispatlanmigtir.



1953 yilinda ise Korovkin, lineer pozitif operatorler yardimiyla f fonksiyonuna yak-

lagma problemine dair ¢cok 6nemli bir teorem vermistir.

Teorem 2.2.3. (Korovkin, 1953) f(z) € Cla,b] ve tiim reel eksende |f(z)| < My
olsun. Eger L, (f) lineer pozitif operator dizisi, her = € [a, b] ve e; = t* olmak iizere
1=0,1,2 igin

Ly(e;;2) = o

kosullarim saghyorsa, bu durumda [a, b] araliginda

Lu(f;z) = f(x)
dir.

Korovkin teoremi lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsak-
ligini ispatlamada oldukga basit bir yontem vermistir. (2.6) ile verilen Bernstein poli-
nomlari da [0, 1] araliginda lineer pozitif oldugundan bu operatorlerin [0, 1] araliginda
siirekli olan f fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi Korovkin Teoremi yardimiyla ko-

laylikla gosterilmistir.
2.3 Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklagim Hizi

Yaklagimlar teorisinde biiyiik 6nem tagiyan "diizgiin yakinsama" kavramina degindik-

ten sonra gimdi de "yakinsamanin hiz1" kavramina gecelim.

Tanim 2.3.1. (f,(x)) fonksiyon dizisi

lim f,(z) =0

n—oo

sartin saghyorsa, bu durumda (f,,(z))’e sonsuz kii¢iilen dizi denir.

Tanim 2.3.2. («,) ve (§,), hern € NT i¢in o, < 8, ve n — o0 igin o, — 0 ve
B, — 0 kogullarin saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda («,) dizisinin

sifira yaklagma hizi (3,,) dizisininkinden daha hizhidir denir.

5



Onceki boliimde lineer pozitif bir (L, (f;x)) operatér dizisinin belli sartlar altinda
f () fonksiyonuna diizgiin yakimsadigini belirtmistik. Boyle bir durumda || L, (f) — f]|
ifadesini sifira yakinsayan bir dizi olarak alabiliriz. Boylece n — oo i¢in 3,, — 0 ol-

mak tizere, eger

ILnf = Il < CB,

olacak gekilde bir (3,) dizisi bulabilirsek, (3,)nin sifira yaklasma hiz1 L,(f;z)’in
f(z)’e yaklagma hizim degerlendirmemize yardimc olur. Bu degerlendirme genellikle

"stireklilik modiilii" ve "Lipschitz siifindan fonksiyonlar" yardimiyla yapilmaktadir.
2.3.1 Siireklilik modiilii ve 6zellikleri

Tanim 2.3.4. f(x) bir I arahgimda tanimlanmg fonksiyon olmak iizere,

w(f;0) = sup |f(z1) — f(x2)| (2.8)

1,226l
|z —w2|<6

ifadesine, f fonksiyonunun I araliginda stireklilik modiili adi verilir.
w(f;9) fonksiyonu agagidaki ozellikleri saglar:

Low(f;0) >0

2. 01 < dgise w(f;01) < w(f;02)

3. w(f +g;0) < w(f;0) +w(g;0)

4. meN igin w(f;md) < muw(f;9)

5. AeR™ icin w(f; A6) < (A + Dw(/f;9)
6. |£(t) = f@)| < w(fslt — o)
TS = f@)] < (5 1) wif;)

Eger f € Cla, ] ise,
lim w(f,d) =0 (2.9)

6—0t+



dir.
2.3.2 Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ve 6zellikleri

Tanim 2.3.5. f(x) bir I araliginda tamimlanmig fonksiyon olsun. 0 < « < 1 olmak

tizere, her x1, 29 € I icin
|f(21) = fla2)] < M |21 — 25 (2.10)

olacak gekilde bir M > 0 varsa, f’ye Lipschitz sinifindandir denir ve f € Lipy ()

ile gosterilir.
Bir [ araliginda

1. f € Lipy(«) ise f fonksiyonu bu aralikta siireklidir.

2. o> 1ligin f € Lipy(«) ise f sabit fonksiyondur.
2.4 Bernstein operatorleri ve genellesmeleri

Yaklagimlar teorisinde ¢ok énemli bir yere sahip olan Bernstein operatorleriyle ilgili
literatiirde bircok calisma yapilmigtir. Tezimizde Bernstein operatorlerinin integral
tipli ve ¢-tipli genellesmelerinden yararlanacagimiz igin, simdi bu kavramlara ve ilgili

calismalara deginelim.

Belirtelim ki, Bernstein polinomlar: siirekli olmayan fonksiyonlara yaklagim yapmak
icin uygun degildir. Ornegin, integrallanebilir fonksiyonlar uzayinda yaklasim elde
edebilmek amaciyla Bernstein operatorlerinin modifiye edilmesine ihtiya¢ duyulmus-
tur ve bu modifikasyon ilk defa Kantorovich (1930) tarafindan yapilmigtir. Buna
gore, K, : L'([0,1]) — C(]0,1]) olmak iizere Bernstein-Kantorovich operatorii,
Vn € N ve Vz € [0,1] igin

n (k+1)/(n+1)

Kolfi2) =0+ 1) Y pale) | F(w)du 2.11)



ile tanimlanir. Burada

dir. Bu operatoriin her f € C[0, 1] olmak iizere, [0,1] arahginda f fonksiyonuna
diizgiin yakinsadig1 Korovkin Teoremi yardimiyla gosterilmigtir (Altomare ve Campiti

1994).

Bernstein operatorlerinin diger bir integral genellesmesi de 1967 yilinda Durrmeyer
(1967) tarafindan verilmigtir. n > 1 olmak tizere, f € L'([0,1]) ve z € [0,1] i¢in

Bernstein-Durrmeyer operatorii

Dufie) =3t 1) (/01 (Z) £(1 — t)”‘kf(t)dt) (Z) S -2t (212)

k=0

ile tanimlamir. L'([0, 1]) fonksiyon uzaymdan C([0,1]) fonksiyon uzayma olan D,
operatorii lineer pozitif bir operatérdiir ve Derriennic (1981) tarafindan ayrintili bir

bi¢imde incelenmigtir.

Bernstein operatorleriyle ilgili bir bagka calismada g-tipli genellesmeler iizerinedir.

Bu genellesmelere gecmeden 6nce g-analiz ile ilgili baz1 hatirlatmalar yapalim.
2.4.1 ¢g-Analiz

Tanim 2.4.1. ¢-lar pozitif reel sayilar olmak iizere, negatif olmayan bir k sayisinin

g-genellesmesi

1—¢*
, q7 1
[k, =4 1-4¢ ’
k-, g=1
g-binom katsayisi
n [n],!
= CRICER (n>k>0)



ve g-faktoriyeli

seklinde tanimlanir (Andrews 1999).

Tanim 2.4.2. Herhangi bir f(x) fonksiyonunun ¢-diferensiyeli

dyf (x) = f(qz) — f(2) (2.13)

ile tammhdir. Ozel olarak d,z = (¢ — 1)z dir.

Klasik diferensiyel tanimindan farkl olarak, ¢g-diferensiyelde iki fonksiyonun ¢arpiminin

diferensiyeli simetri 6zelligi tagimaz. Gercektende (2.13) ifadesinden

dg(f(2)g(x)) = f(qr)deg(x) + g(x)dq f () (2.14)
oldugu goriiliir.

Tanim 2.4.3. Herhangi bir f(x) fonksiyonunun ¢-tiirevi

dyf ()

dqx

qu(l‘> =

ile verilir.

Ornegin, D,z" = [n],2" ! oldugu kolaylikla goriiliir. (2.14) ifadesinden f(z) ve g(x)

fonksiyonlarinin ¢carpimlarinin g-tiirevi

Dy(f(x)g(x)) = f(qz)Deg(x) + g(2) Dy f(x) (2.15)

olarak elde edilir.



Tamim 2.4.4. (x — a)" ifadesinin g-genellesmesi

" 1 n =20
(v~ a)y =
(x —a)(z —qa)...(x — ¢" ta) n>1
polinomu ile ifade edilir.
Tiimevarim yontemiyle, her n € N igin
D, ((z = a)y) = [nly(z —a)y™" (2.16)

oldugu gosterilmigtir (Kac ve Cheung 1953). (a — ), ifadesinin g-tiirevini bulmak
istedigimizde (a —x)y # (—1)"(z — a); olmasi sebebiyle (2.16) esitligini kullanamiy-
oruz. Bunun yerine

(a—x)r =

. a—x)(a—qz)(a—¢z)..(a — ¢" ')

nfl(q7n+1a - (L’)

(

= (a—2)q(¢ 'a—2)@*(¢ Pa—12)..q
(=D)"g"" V(@ — ¢ Ma).(x — ¢ *a)(x — ¢ ra)(z — a)
(

Dy((a = 2)g) = —[n]g(a — qz)y™" (2.17)
esitligi elde edilir.
f(z) diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere

lim D, f(z) = df ()

q—1 dx

dir.

g-analizde tiirev kavramiyla ilgili temel tanimlardan sonra simdi de integral kavramin

ele alalm. Oncelikle bir fonksiyonun g-antitiirevinden bahsedelim.
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Tanim 2.4.5. D,F(z) = f(x) olacak sekilde bir F'(z) fonksiyonuna f(x) fonksiy-

= /f(x)dqx

onunun g-antitiirevi denir ve

ile gosterilir.

Tanim 2.4.6. 0 <a <bve0 < g <1olsun. f(z) fonksiyonunun [0, b] araligindaki

g-integrali

1,(£:0,b) / F()dgr = (1 - b3 f(@b) (2.18)

J=0

ile tanimlanir.

Eger f(z) fonksiyonu, [0, b] araliginda siirekli bir fonksiyon ise,

lim f dx_/f

q—>17

dir.

f(z) fonksiyonunun |a, b] araligindaki g-integrali

L) = [ )y = / )y~ / F@)dga

(1—gq Z bf(¢’b) — af(q’a)) ¢’ (2.19)
7=0
ile tamimlanir (Kac ve Cheung 1953).

Eger (2.18) ve (2.19)’da verilen seriler yakinsaksa, bu taktirde, f fonksiyonu sirasiyla

[0,0] ve [a,b] araliklarinda g-integrallenebilirdir denir.

Klasik analizde tiirev ve integral arasindaki bagintiy1 veren ifade "analizin temel
teoremi" olarak adlandirilmaktadir. Asagida ispatsiz olarak verecegimiz teorem de g-
tiirev ve g-integral arasindaki bagintiy1 ortaya koymakta ve benzer sekilde "g-analizin

temel teoremi" olarak literatiide yer almaktadir.
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Teorem 2.4.1. 0 < a < b olsun. F(x) fonksiyonu x = 0’da siirekli olmak tizere, bir

f(z) fonksiyonunun g-antitiirevi ise,

b
| el =P ) - Fla)
dir (Kac ve Cheung 1953).

Yaklagimlar teorisinde g—analiz kavraminin kullanilmas ilk defa 1987 yilinda Lu-
pag tarafindan olmugtur. Lupasg (1987), Bernstein operatorlerinin ¢—genellegmesini
tanimlamig ve daha sonra Ostrovska (2006) ise, tanimlanan bu operatérlerin diizgiin
yakinsakligini incelemistir. 1996 yilinda ise Philips, Bernstein operatorlerinin, daha

sonra da iizerinde siklikla ¢aligilan yeni bir genellesmesini, f : [0,1] — R olmak iizere

Bu(f;q;x) = :Zof <%) m a ni;[k:(l ) (2.20)

s

seklinde tanimlamigtir. g—Bernstein polinomu olarak adlandirilan bu operator icin

ilk {i¢ test fonksiyonu

Bn(eg;q;z) = 1
Bu(ei;q;) = x (2.21)

EACHEI I
olarak elde edilmis ve agagidaki teoremle operatoriin diizgiin yakinsakligl verilmistir.

Teorem 2.4.2. (g,) dizisi 0 < ¢, < 1 olmak iizere, n — oo igin ¢, — 1 kogulunu

saglasm. Bu taktirde her f € C[0,1] igin
B (f;qn; ) = f(2) (z €[0,1]; n — o0)
dir.

g-Bernstein polinomlar: 1997 yilindan itibaren birgok yazar tarafindan ele alinmis ve

bu polinomlarla ilgili cok sayida ¢aligma yapilmigtir (Orug 1999, I’inskii ve Ostrovska
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2002, Ostrovska 2003, Philips 2003, Videnskii 2005). g¢-Bernstein polinomlarmin
ardindan diger bircok operatoriin de g¢-tipli genellesmeleri incelenmis ve yaklagim

ozellikleri cahgilmigtir.

Son yillarda ise, integral tipli operatorlerin ¢-tipli genellesmeleri iizerinde ¢aligmalar
yapimaktadir. Ornegin, Derriennic (2005), (2.12) ile verilen Bernstein-Durrmeyer
operatorlerinin g-tipli bir genellesmesini tanimlamig ve operatoriin yaklagim ozellik-
lerini ayrintili bir bigimde incelemistir. Daha sonra Gupta ve Heping 2008 yilinda
farkli bir g-genellesme iizerinde ¢aligmiglar ve g-Bernstein-Durrmeyer operatorlerini,

f € Cl0,1],z € [0, 1] olmak iizere
n 1
Log(f;2) = n+ 11> ¢" Ppui(g; 2) /0 FOpnp—1(a; qt)dgt + f(O)pno(q;x) (2.22)
k=1

olarak tammlamiglardir. Gupta ve Finta (2009) ise (2.22) operatorii i¢in bazi lokal

ve global yaklagim teoremleri vermiglerdir.
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3. OPERATORLERIN OLUSTURULMASI

Bu boliimde amacimiz (2.20) ile verilen ¢g-Bernstein operatoriiniin Kantorovich tipli

bir genellegsmesini olusturarak yaklasim 6zelliklerini incelemektir.
3.1 g-Bernstein-Kantorovich Operatorii

Ilk defa Philips tarafindan tanimlanan g-Bernstein operatoriiniin Kantorovich tipli
genellesmesini, f, [0, 1] araliginda g-integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, her

n € Nveqe€ (0,1) igin

_ n [k+1]/[n+1] n—k—1
B.(figiz)=[n+1]) </[ f(t)dqt> [Z} g Fah [ 1 =q'2) (3.1
0

P k] /[n+1] 0

ile tanimlayalim (Dalmanoglu 2007, Radu 2008).

B~n( f;q, x) operatoriiniin yaklagim 6zelliklerini incelemeden 6nce agagidaki lemmalar
verelim.
Lemma 3.1.1. B,(f;¢;x) operatorii icin

B, (eg; q;x) =
dir.

Ispat. B,(f;q;z) operatoriinde f yerine eg(z) alimarak elde edilen

~ n [k+1]/[n+1] n n—k—1
Awan =03 ([ ) [t -0 6o

k]/[n+1] s=0

ifadesinde
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esitliklerinden ve g-integralin taniminindan yararlanarak,

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]
/ dyt = / dyt — / d,t
K]/ [n+1] 0 0

E:W -

Zqﬂ

1—q
:[n_ ]([/Hl] [H)Zqﬁ
_
n+1] (3:3)

elde edilir. (3.3) esitliginin (3.2) de kullanilmasiyla ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.2. B,(f;¢;x) operatorii icin

s 1
By(e1;q;7) = [n_,_l]x_'—m[n—i-l]

dir.

ispat. B,(f;q;z) operatoriinde f yerine e;(z) alarak
_ n [k+1]/[n+1] n i kn—k—l
B =0 ([ ) ot T 00 o

o K]/ [n+1]

yazalim. Simdi (3.4) deki g-integrali hesaplayalim.

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] [k]/[n+1]
/ td,t = / td,t — / td,t
[k]/[n+1] 0 0
k+1) 5~ ok +1] K] N~ 2 [H]
— (1 — J —(1— J
( q>[n+1];0q EEST q)[n—l—l];q [+ 1]

= (1—q)( - )Y ¢¥

dir. 0 < ¢ <1 ve[k+1] =1+ q[k] oldugundan,

[k-+1]/[n+1] ¢ 1
td,t = ([k] + =)
/[kvml] T 1P




bulunur. Bu ifadeyi (3.4) de yerine yazarsak,

S (N —~ ¢ LN ] " TT s
Bn(el,q,aj)—[n-l-l]gm ([k]+m> Mq x 811 (1—q¢°x)
B i) n En knfkfl .
‘[n+11k:0u[k]’” 1L oo
1 1 “n kn_k_l s
MPITES P ks]x Uo o
~[n] IR S :
=P g )
ve (2.21)’den
- o [n] 1 1
Bulesigso) = mr T RR
elde edilir.
Lemma 3.1.3. Bn(f; q; x) operatorii igin
s ooy P =1 o RIA+R) ] 11
Brler ) =00 TG e B 1P

dir.

Ispat. B,(f;q;z) operatoriinde f yerine ey(z) alarak elde ettigimiz
~ n [k+1]/[n+1] n n—k—1
Bu(esiq;w) = [n+1]) / t*d,t M g *at I 1= ¢')
o \Ji/m+y "

esitligindeki g-integrali hesaplamak icin 6nceki lemmalara benzer islemler yapilirsa

/ Y = L e 12 4 Wl 1)+ [HP)
At = ————q"([k + 1> + [K][k + 1] + [k
[k)/[n+1] T Bl n+1)3

elde edilir. Burada [k + 1] = 1 + ¢[k] esitligini kullanip, elde ettigimiz ifadeyi

By (es; q; x) de yerine koyarsak,

n—k—1

I] a=¢=)

k—
s=0

Bulesiaia) = i 2 0+ i o
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elde ederiz. Buradan,

Bu(t*; ¢; ) :[JTWBA@WW%%@Ef%nTWBA%%@
11
+Em3n(€o;qw)

yazabiliriz. Son olarak (2.21) ifadesinde verilen esitlikleri kullanarak

s o oy nfln—=1] 5 [2](01+2]) [n] 11
B”“’q’l")_‘-’[n+1]29“°+ Bl e+ B

sonucunu buluruz.
Son lemmay1 vermeden 6nce agagidaki hatirlatmay: yapalim.

Not: ¢- Bernstein-Kantorovich operatoriiniin diizgiin yakinsakligini Korovkin-tipli
teorem yardimiyla gosterebilmemiz icin operatoriin lineer ve pozitif oldugunu garan-
tilememiz gerekmektedir. g¢-integral lineer oldugundan (3.1) operatorii lineerdir.
0 < ¢ < 1 oldugundan (3.1) operatoriiniin pozitifligi ¢-integralin pozitifligine bagh
olacaktir. Fakat, [a,b] araligindaki g—integral iki seri farki igerdiginden, f > 0 ol-
masl f: f(t)d,t > 0 olmasim gerektirmez. Bu durumda ise olusturdugumuz operator

pozitiftir diyemeyiz. Bununla ilgili olarak asagidaki érnekleri inceleyelim.

Ornek 3.1.1. f(z) = In(z — 3) fonksiyonunu ele alalim. [4,5] araligmda f(z) >
0’dur fakat fonksiyon [0, 3] arahginda tanimh olmadigindan | 45 In(z — 3)d,t integrali

hesaplanamamaktadir.

Ornek 3.1.2. f(z) = 25— 2? fonksiyonunun [3, 4] arahgindaki ¢-integralini inceleye-

lim. Bunun igin

4 4 3
/ (25 — 2*)d,r = / (25 — 2°)d,x — / (25 — 2?)d,x
3 0 0

= (1—q) ) [4(25 —16¢%) — 3(25 — 9¢7)] ¢’

Jj=0



ifadesinde gerekli islemler yapilirsa,

37

4
25 —a¥d,x =25 — ———

elde edilir. [3,4] arahginda f(z) = (25 — 2?) > 0 olmasima ragmen 0 < q < 0.3544
igin [} (25 — 2?)d,t < 0 ve 0.3544 < g < 1 igin [} (25 — 2%)d,t > 0 elde edilir.

Lemma 3.1.4. 0 < a < bve0 < g < 1 olsun. f fonksiyonu [0,b] arahginda
tanimlanmis monoton artan bir fonksiyon ise I,(f;a;0b) f f(t)d,t ile verilen g—

integral pozitif bir operatordiir.

Ispat. f monoton artan bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki f > 0 olsun. Bu

[ oo fFrome- [ o

=1 —q) ) _(0f(@b) — af(da))d

7=0

durumda

ifadesinde f fonksiyonu pozitif oldugundan, Vx € [0,b] i¢in f(z) > 0’dir. f fonksiy-
onu monoton artan oldugundan b > a olmasi her j = 0,1, 2... igin f(¢’b)— f(¢’a) > 0
olmasini gerektirir. Dolayisiyla parantez igindeki ifade pozitif olur ve 0 < ¢ < 1

oldugundan f; f(t)d,t > 0’dir ve bu da ispat1 tamamlar.
3.2 ¢-Bernstein-Kantorovich Operatériiniin Yaklasim Ozellikleri
Bu kesimde B, (f; ¢; x) operatdriiniin diizgiin yakinsakhigini inceleyecegiz.
Teorem 3.2.1. ¢ = (g,) dizisi 0 < ¢, < 1 olmak iizere

1

limg, =1 ve lim — =0 (3.6)

n— oo n— o0 [n]

sartlarim saglasin. Bu taktirde, f, [0,1] araliginda siirekli ve monoton artan bir
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fonksiyon olmak iizere, bu aralik iizerinde

T (| B,(f305-) = () lleroa = 0
dir.

Ispat. Lemma 3.1.4. gostermektedir ki f monoton artan bir fonksiyon ise Bn( fiq; )

operatorii lineer pozitif bir operatordiir. Lemma 3.1.2 ve 3.1.3’te elde ettigimiz mo-
— [n+1]¢Zn_1

n dn

mentlerde ¢ yerine (3.6) kosullarimi saglayan bir (g,) dizisi secip, [n],

esitligini kullanirsak

n n n—1
lim & = 1= lim M
n—oo[n + 1]% n—oo [p + an

oldugu kolaylikla goriiliir. Dolayisiyla buradan,

B~n(60; Qnax) = 1 (n - OO)
B~n(€1; QTW‘%') = (n - OO)

Bo(es; qn, ) = 22 (0 — 00)
elde ederiz. Boylece Korovkin Teoreminden ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.1. Lemma 3.1.1, 3.1.2 ve 3.1.3’te 6zel olarak ¢ = 1 alinirsa

Bp(eg;z) =1
- 1
Bulesz) = ntl - 2(n+1)
~ n(n—1) , 2n 1
Bn(ez2) = 3
(e23) mr2’ Ty T 3mre

elde edilir ki bu ifadeler klasik Bernstein-Kantorovich operatoriiniin momentleridir

(Altomare ve Campiti 1994).

f, [0, 1] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere, (2.6) ile verilen klasik
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Bernstein operatériiniin tiirevi ve (2.11) ile verilen Kantorovich operatorii arasinda

(Bny1(f; l’)), = Kn(f/§ )

seklinde bir bagint1 vardir (Lorentz 1953). Burada B,,.1, (n + 1)inci Bernstein op-
eratoriidiir. Buradan yola ¢ikarak, B, (f;q;z) ¢-Bernstein operatorii ve B, (f;q, x)
g- Bernstein-Kantorovich operatorii arasinda da benzer bir bagint1 oldugu asagidaki

teoremde verilmistir.

Teorem 3.2.2. (Radu 2008) F, x = (0’da siirekli olmak iizere, f fonksiyonunun

g—antitiirevi olsun. Bu durumda n € N ve 0 < ¢ < 1 olmak {izere,

DyBui1(F;¢;7) = Bu(f3 4, )
bagintis1 mevcuttur.

Ispat. (2.17) esitliginden,

oldugu goriiliir. ¢-analiz i¢in verilen ¢arpim kuralini kullanarak,

DyB,(F;q;x) = iF(%)

= ;F (%) |:Z [k] k—1 II (1 C]s+1l‘)
—[n — k]a* m (1 - ¢ )
LY T e
- ;; ([”]) [n — K)![k — 1]! 11 (1—-¢"'a)
B n—1 E [TL]' xk n—k—2 - S—Hx
koF([n]> m—k -1k (1—-¢" )




elde edilir. n yerine n + 1 yazip, Teorem 2.4.1 ile verilen g-analizin temel teoremini

uygularsak,

DyBnwi(Fiq;x) = [n+1] ; <F Gzi H) - F ([n[i] 1])) [Z} a* nﬁl(l —¢°(qz))

=ty ( / [k“m”“]f<t>dqt> HEBICE)

k]/[n+1]

bulunur ki bu da istenen sonuctur.
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4. -BERNSTEIN-KANTOROVICH OPERATORUNUN
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Bu boliimde oncelikle istatistiksel yakinsaklik kavrami hatirlatilip, (3.1) ile tanim-
lanan g-Bernstein-Kantorovich operatoriiniin istatistiksel yakinsakligi incelenecek-
tir. Daha sonra Marinkovic vd. (2008) tarafindan tanimlanan "Riemann-tipli ¢-
integral" kavramindan bahsedilecek ve bu yeni g-integral tanim kullanilarak (3.1) op-
eratoriiniin "Ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich operatorii" olarak adlandiracagimiz
farkli bir formu tanimlanacaktir. Bu operatoriin istatistiksel yaklagim ozellikleri ince-
lenip, istatistiksel yaklagim hiz1 siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar
yardimiyla degerlendirilecektir. Son olarak benzer incelemeler ¢-MKZ operatoriiniin

Kantorovich tipli genellesmesi icin yapilacaktir.
4.1 Istatistiksel Yakimsaklik

K kiimesi N dogal sayilar kiimesinin bir altkiimesi olmak iizere, K, = {k < n:

k € K} olsun. Oncelikle "yogunluk" kavramim ele alalim.
Tanmim 4.1.1. Bir K C N altkiimesi i¢in
1
lim —| K,
non

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu denir ve §(K) ile gos-

terilir (Niven vd. 1991). Burada |K|, K kiimesinin eleman sayisini gosterir.

Ornek olarak §(N) =1, 0{n* :n e N} =0, 6{2n : n e N} =§{2n+1:n e N} = 1

oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 4.1.2. 2 := (zy) reel terimli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
MNk:|z,— L >e}=0

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, bu durumda x dizisi L sayisina istatistiksel yakin-

saktir denir ve st — liin zy = L ile gosterilir (Fast 1951).
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Tanimdan da goriilebilecegi iizere, istatistiksel yakinsaklikta, bir L sayisinin € komgu-
lugu disinda dizinin sonsuz coklukta elemani bulunmasina karsin, indis kiimesinin
yogunlugu sifir olabilir. Bu ise bize istatistiksel yakinsakligin klasik yakinsakliktan
daha genel bir kavram oldugunu gosterir. Dolayisiyla yakinsak her dizi istatistiksel

yakinsaktir, fakat bunun tersi dogru degildir. Bunun icin asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 4.1.1. z := (z,) dizisinin genel terimi

L, k= m? ise

Loy k # m? ise

T —

seklinde tammlansin. 6{k : |xy — Lo| > ¢} = 0 oldugu igin (=) dizisi istatistiksel
olarak Ls’ye yakinsar, yani st — liin xr = Lo’dir, fakat Ly # Lo icin z dizisi klasik

anlamda yakinsak degildir.

Gadjiev ve Orhan (2002), lineer pozitif operatorler i¢in istatistiksel yaklagim veren

Korovkin tipli bir teoremi asagidaki sekilde vermiglerdir.

Teorem 4.1.1. (Gadjiev and Orhan 2002) Eger A, : Cla,b] — Bla,b| lineer

pozitif operatorler dizisi e, (t) =, v = 0,1,2 igin

st —lim || An(ev; ) = evllcpap = 0
kosullarim gergekliyorsa, her f € Cla, b igin

st~ 1 [ A4u(£:.) = Flly =0

saglanir. Burada Bla,b], [a,b] araligimdaki simirh fonksiyonlarin uzayimi gostermek-

tedir.
4.2 ¢-Bernstein-Kantorovich Operatoriiniin Istatistiksel Yakimsaklig

Bu kisimda amacimiz (3.1) ile verilen operatoriin istatistiksel yakinsakligini incele-

mektir. Bunun ic¢in agagidaki teoremi verelim.
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Teorem 4.2.1. ¢ := (q,) dizisi 0 < g, < 1 olmak iizere,
. o1
st —limg, =1 ve st—lim— =0 (4.1)

n [n]

sartlarim saglasin. Bu taktirde, f, [0,1] arahginda siirekli ve monoton artan bir

fonksiyon olmak iizere, (3.1) operatorii igin
st —lm || Ba(f;u, ) = f()llcpa = 0
saglanir.
Ispat. B,(f;q;z) lineer-pozitif bir operatér oldugundan, eger, v = 0, 1,2 icin
st — lién | Bn(ey; qn;.) — evlleoa) =0 (4.2)
oldugunu gosterebilirsek, Teorem 4.1.1’den ispat tamamlanir.
v = 0 i¢in Lemma 3.1.1’den
st — lim | B (€03 Gn3 ) — €ollcioa = 0
oldugu aciktir.

v =1 i¢in Lemma 3.1.2’den

5 _ [, 1 1
Bu(e1; gn, ) — ex(x) = <m - 1) TR 1,

[n] Adn . 1 1

[n + ]']Qn B q_n - qn[n + 1](1n
maximumunu alirsak,

yazariz. esitligini kullamip her iki tarafin z € [0, 1] de

- 1 1 1 1
I Bn(e1; Gn; -) — exllepo,y < ‘ (— - —> - 1‘ -
G Galn+ 1], 2]g, [n + 1],

()G ﬁ) oES) (43)
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elde ederiz. Simdi verilen bir € > 0 i¢in asagidaki kiimeleri tanimlayalim.

T :={k:|Bx(es; q1;.) — e1llcr > €},

e (i):

2= {’“ (5* [2}%) g +11]qk - 5}

(4.3) esitsizliginden 7" C T7 U Ts oldugu goriiliir. Boylece

}

| ™

ve

o{k <n:||Bu(esqr; ) — eillcpa) >} <

1 € 1 1
5k§n:——12—+5k§n;(_+ )
{ Ik 2} t @ [2lg ) [k + 1],
yazabiliriz. (4.1) kosullarindan
. 1 ) 1 1 1
st—hm<——1>:0 ve st—hm<—+ >
n q?’b n qn [2]Qn [n + ]']Qn

oldugu goriiliir. Boylece yogunluk tanimindan,

1 €
Mk<n:——-1>=-1=0
LE oy _2}

ve

1 1 1 €
0kE<n:lim[|— + ) Z—}:O
{ k (Qk 2]g, /) [k +1]g — 2

dir ve bu da bize (4.4) den
st — hén ||B~n(€1; Qn; ) - 61”0[0,1] =0

oldugunu verir.
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Son olarak v = 2 i¢in, Lemma 3.1.3’ten

3 (e an. 1) — eo(r) — [n]qn[n_l]qn_ 72 2]g, (1 + [2]g,) [nlg,
Buesan ) ~ese) = (o n+ 13, )t B CEST

RS
[Blg, [0+ 1,

yazabiliriz. Simdi g—analiz yardimiyla elde edebildigimiz

[7)g [0 =1, _ 1 (1_ A+ 20g.) (2, )

1k TR\ Tl i

esitligini yukaridaki denklemde yerine koyup, her iki tarafin x € [0, 1)’de maksimu-

munu alalim. Boylelikle,

Lo B, [21%3”) ) 1‘

HBNTL(62; In;-) — €2llcpo, <

ar n+1], [n+1]
2]q. (1 + [2]g.)  [nlgn Lt 1
[3]4. 412 " [3l,, [n+1]2,

ve daha acik olarak,

1 Bu(ea; gus ) — ellop < (qu_ 1) . ((1+[2]qn) L 20+ [2]%)) - 1

a 3lg. + 1.
(4.5)
L, B
+ +
<[3]qn g ) [n+1],
elde ederiz. Burada eger,
1
ap = q_2 -1
5 = ((1 +2le.) | 2le.(1+ [2]%)) 1
" a Eirs [n+ 1,
() ]
Tn =
Ble @i/ In+11
segilirse, (4.1) kosullarindan
st —lima,, = st —lim 3, = st —lim~y, =0 (4.6)
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oldugu kolaylikla goriiliir. Yine bir € > 0 igin

U= {k:|Bxles; q;.) — esllcpa) > €},

Uy :={k:ay > %},
5
Uy:={k: B, > 5}’

€
U33:{k?37k2§}

kiimelerini tamimlayalim. (4.5)’den dolay1 U C U;UU,UU3 oldugu aciktir. Dolayisiyla

buradan,

~ g 9
Mk <n:||Beleasqrs-) —eallopyy 2 et <k <n:ap > §} +0{k <n: B > §}

+5{k§n:7k22}

yazabiliriz. (4.6) dan yukaridaki esitsizligin sag tarafimin sifir oldugu goriiliir. O
halde

st —lim || By(e2; gns ) — exlleroy =0

elde edilir. Boylece Teorem 4.1.1'in gartlari saglanmig ve dolayisiyla da teoremin

ispat1 tamamlanmig olur.

Korovkin tipli teoremlerin lineer pozitif operatorler icin gecerli oldugunu biliyoruz.
Daha 6nceki boliimde de belirttigimiz gibi, tammlams oldugumuz B, (f;q;x) op-
eratoriiniin pozitif olmasi i¢in f fonksiyonunu &zel olarak [0, 1] araliginda monoton
artan se¢mistik. Bu sayede operatoriin klasik ve istatistiksel olarak f fonksiyonuna

diizgiin yakinsadigin1 Korovkin tipli teoremler yardimiyla gosterebildik.

Yaklagimlar teorisinde operatorlerin diizgiin yakinsakliginin yani sira bu yakinsamanin
hizinin degerlendirilmesi de oldukca énemli bir konudur. Bu degerlendirme genel-
likle siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yapilmakta
ve klasik analizden bildigimiz Holder esitsizligi ve onun bir 6zel hali olan Cauchy-
Schwarz egitsizliginden faydalanarak operatoriin yaklagim hizi hesaplanabilmaktedir.

Belirtelim ki Bn( f;q;x) operatorii g-integral igerdiginden, yaklagim hizini deger-
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lendirirken g¢-integral ile ilgili baz egitsizliklerine ihtiya¢ duyacagiz.

Klasik analizde, integral esitsizlikler cok uzun yillardir ayrintili bir sekilde ¢alisilmig
ve ayni Olciide gelistirilmistir. Bu caligmalar hem teorik Matematikte hem de Matem-
atik ve Fizik alanlarinin cesitli uygulamalarinda kargimiza ¢ikmaktadir. ¢-analizde
ise, g-integral tanimindan kaynaklanan bazi zorluklar sebebiyle, ¢-integral iceren esit-
sizliklere olan ilgi ancak son yillarda ortaya ¢ikabilmistir. g-integraldeki bu zorluklar
esasen [a,b] (0 < a < b) arahgindaki g-integralin, [0,b] ve [0, a] arahgndaki iki ¢-
integral fark: olarak tanimlanmasindan ortaya ¢ikmaktadir. Dolayisiyla tanimlanan
g-integral ozellikleri, sadece integral araligl icindeki noktalar1 degil, integral aralig:
digindaki noktalar1 da icermelidir. Iste bu sebepten dolay1 da klasik integral icin
gegerli olan baz egitsizlikler, [a,b] arahginda tammlanan g¢-integral igin gegerli ol-
mayabilir. g-integraldeki bu zorluklar1 giderebilmek amaciyla Gauchman (2004) ve
Marinkovi¢ vd. (2008) iki ayri g-integral tanimi vermiglerdir. Bunlardan birincisi,
[a,b] araligindaki g-integralin sonlu toplamlara kisitlanmasi ile verilen "kisitlanmig
g-integral", ikincisi ise [a, b] arahigindaki g—integralin tek bir seri olarak ifade edilme-

siyle verilen "Riemann-tipli ¢-integral"dir. Simdi bu iki kavram iizerinde duralim.

4.3 Kisitlanmis ¢-integral ve Riemann tipli ¢-integral Tanimlar:

ve Ozellikleri

Tanim 4.3.1. (Gauchmann 2004) a, b, ve g reel sayilar olmak iizere 0 < a < b ve

q € (0,1) olsun. Kisitlanmig g-integral, klasik ¢-integral tamimda a = bg™ alinarak

b b
Gifiat) = [ f@dfa= [ faya
n—1

= (1-qb>_ f(@b) (4.7)

Jj=0

ile tanmimlanir. Dogal olarak bu gekilde tanimlanan integral b, ¢ ve n sayilarina bagh

olacaktir.

Oncelikle belirtelim ki (4.7) integrali icin asagidaki ozellikler saglanir.
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b
1. [a,b] arahigmmda f(z) > g(x 1se/ f(zx de >/ g(x )dG dir.

b
2.a<ck<bolmak1‘izere/f(3: m—/ f(z de—i-/f dG "dir.

f(z) fonksiyonu [a, b] araliginda Riemann integrallenebilir ise,

(lli_r}} /abf(m)quJ: = /ab f(z)d,x

dir. Gauchmann (2004), kisitlanmig g-integral tanimim yaparak hem klasik hem de

giincel olan baz egitsizliklerin g-genellesmelerini elde edebilmistir.

Tanim 4.3.2. (Marinkovi¢ 2008) a, b, ve ¢ reel sayilar olmak iizere 0 < a < b ve

q € (0,1) olsun. Riemann-tipli ¢—integral
R,(f;a,b) = /f =(1-¢q)(b—a) Zfa—i— (b—a)¢)¢ (4.8)
=

ile tanimlanir. Klasik g—integral tanmimindan farkl olarak bu tanim tek bir seri ile

gosterildiginden sadece integral araliginin icindeki noktalar: icerir.

(4.8) de verilen seri yakinsaksa, f fonksiyonu [a, b] araliginda "¢ R-integrallenebilirdir"

denir.

Simdi amacimiz, daha 6nce olugturdugumuz Bn( f; q; x) operatoriinde klasik g-integral
yerine Riemann-tipli ¢-integral kullanip, operatorii yeniden tanimlamaktir. Bu sayede
yeni tanimlayacagimiz operatoriin yaklagim hizim elde edebilecegiz. Oncelikle Riemann-

tipli g—integral ile ilgili olarak agagidaki lemmalar1 verelim.

Lemma 4.3.1. R,(f;a,b) operatorii lineer pozitif bir operatordiir.
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ispat.

b
Ry ((af + Bg)(t);a;b) = / (af + Bg)(t)d]t

= (L =aq)b—a) Y [(af +Bg) (a+ (b~ a))7]

0

.
Il

NE

=(1—q)(b— a) [af(a+ (b—a)d)d + Bygla+ (b—a)d )]

<.
Il
o

a(l —q)(b—a) Zf a+(b—a)¢)q
7=0

o0

+B(1—q)(b—a) Zg(a+ (b—a))¢

= aRy (f(t);a;0) + BRy (9(t); a;b)

oldugundan R,(f;a,b) operatorii lineerdir. f > 0 ise (4.8) den R,(f;a,b) 'nin pozitif

oldugu agiktir.
Boylece Vx € [a,b] igin

f(x) = g(x) ise Ry (f;a;0) 2 Ry (g;0;b) (4.9)
yazilabilir.

Lemma 4.3.2. (¢—Holder Esitsizligi) 0 < ¢ < 1, 0 < a < b ve a, 8 pozitif reel

1 1
sayllar olmak tizere —+—=1 olsun. Bu durumda, |[a,b] araliginda tammh f ve g
o

fonksiyonlar1 icin

Ry(|fgl;a;b) < (Ry(|£1%; a;b))# (Ry(lg|’; a; b))

esitsizligi saglanir.
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ispat.

Ry(Ifgl; a:b) = / F(Hg(Oldmt

=(1-q)b-a), |fla+(b—a)d)gla+ (b—a)d)| ¢

M8

0

.
Il

| (fla+ (b—a)g)g™) (g(a+ (b—a)g)g"") |

[M]8

=(1-q(b-0a),

<.
Il
o

Toplam i¢in olan Holder egitsizligini uygularsak,

1/a
Ry(|fglia;b) < (1—q)(b (ZU’ a+(b—a)g )|aqj>
1/B
(St s 0= )
o0 1/
= ((1 —q)b—a))_|fla+ (- a)qﬂ')yan)

J=0

. 18
((1—Q)(b—a Zlg a+(b—a))) j)

=( o) ([ wore)

(1% a0 R, (11% a5 0) "
elde edilir.

4.4. ikinci Tip ¢-Bernstein-Kantorovich Operatériiniin Istatistiksel Yakin-

saklhigl

Simdi B~n( f; q; x) operatoriinde klasik g-integral yerine, Riemann-tipli ¢-integral kul-
lanarak olugturdugumuz "ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich operatérii" nii, f, [0, 1]

araliginda qR-integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, her n € N ve ¢ € (0,1) igin

b— k]/[n+1]

n [ k)] . n—k-1
Bi(f;q,z) = [n+1] Z </[ f(t)dft) [k] g F H (1—¢°z) (4.10)
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ile tanimlayalim (Dalmanoglu ve Dogru 2010).

Bu kesimde operatoriin  yalnizca istatistiksel olarak diizgiin yakinsakligimi degil ayni

zamanda yaklagim hizini da inceleyebilecegiz. Oncelikle asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.4.1. ¢ := (q,) dizisi 0 < ¢, < 1 olmak iizere (4.1) ile verilen kogullari

saglasm. Bu taktirde, her f € C0,1] igin,
st —tim B3 ani) — SOl = 0
saglanir.

Ispat. Lemma 4.3.1 ’den BX(f;q;x)in lineer pozitif bir operator oldugu agiktir.
B (f;q; x) operatoriiniin Teorem 4.1.1. in kogullarim saglandigini gostermek ispat
icin yeterlidir. Bunu gorebilmek icin oncelikle ¢ = 0,1,2 icin B! (e;; ¢;x) ifadesini

hesaplayalim.

Bir onceki boliime benzer sekilde igslemler yapilirsa

[k+1]/[n+1] " qk
[

K]/ [n+1] [n+ 1]
tdPft — ¢“[k] + —=q } 411
Wy 0 [P 2]
[k+1]/[n+1] 1 2q2k 3k
t2dRt = {qk[k]Z + 2 q_}
/[k} /In+1] ! n+ 1 2] [3]
esitliklerini elde ederiz.
1 = 0 icin,
n (k41)/[n+1] n n—k—1
Bitewa) =+ 1y | | o) [f] ot T a-a0
o \JI)/In+1] k 0
=1 (4.12)
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oldugu aciktir. 7 = 1 igin

n (k+1)/[n+1] n n—k—1
B(ey;q;x) = [n+ 1] / tdth [k:] q k" (1—q¢°z)
o \”I

k]/[n+1]

ifadesinde

¢ =(g— 1)k +1 (4.13)

By(ei;q; ) = [n+1]Bn(el;q;x)
1 1 n n knfk—l .
*mnﬂ];((q—lnkwn[k]x [ a-v»
- n a—1 ] e1;q; LR en: 0 1
e B (4.14)

elde edilir. Son olarak ¢ = 2 igin,

n [k4+1]/[n+1] n n—k—1
Bitesga) =i 0 ([ eae) [t T 0 )
=\ S/ nr) k 0
1 n { ) qu q2k n i n—k—1
= [K]" + —[k] + o T (1-¢°x)
[+ 12 2 2] BRI

33



ifadesinde (4.13) esitligini kullanarak gerekli iglemler yapilirsa

e 1 20¢—1) , (q—1)*\
Bulesigio) = [n+1]2,§_%{<” 7 B )W

(252w o oo

_ 1 2(¢—1)  (¢—1)° n2B.(es: a2
- (g ) P

) g% 224(6][?5 1>> [n]an(el;q;x;;r i}1 2
(q q )[n][n—]2 q([]+Q([+H))[ ]

+

2 EE) mrE 23] n 1P
1 1
- 4.15
(3] [n + 1]? (4.15)
esitligini elde ederiz.
(4.12) ifadesinden,
st — lign | B (€05 Gns -) — €ollcio) =0 (4.16)
oldugu agiktir.
(4.14)’den
2¢, [n] 1 1
B(e1;qn; ) —e1 = ( I —1>x—|———
[2](]71 [n + ]']QTL [Q]QTL [n + 1]Qn
< 2 (1 1 > 1> n 1 1
pu— — _— :E —_—
[2](]71 [n + ]']Qn [Z]Qn [n + ]']Qn
yazabiliriz. Buradan,
1—q, 3 1
1B (€15 Gn; ) — ellcion < [ L (4.17)
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elde edilir. Simdi verilen bir € > 0 icin agagidaki kiimeleri tanimlayalim.

M ={k:|B;(eiiqr;-) — eillcro = €}
1-— qk €
My, o ={k:——> =}
1 2l T2
3 1 €
My, : ={k: — >}
2, [k +1]q, — 2

(4.17)’den M C M; U M, oldugu goriiliir. Dolayisiyla

1 —q
2],

o{k < n:|Bylesars-) —eillcpy = e < o{k < n: 2

}

N ™

1
+5{k§n:i—2

RS

yazabiliriz. (4.1) kogullarindan egitsizligin sag tarafi sifir olur ve
st — lién | By (€15 Gns ) — e1llcio =0
elde edilir.

Benzer sekilde, B (es; ¢; ) igin (4.15)’te buldugumuz ifadeden,

2 4
* . . o Qn 3qn [n]Qn [Tl — 1](111
| B, (€25 Gn; ) — 62”0[0,1] - ‘ ([2](1 + 2], 3], ) n+ 1]2 -1

3080, + g1+ [20,)) [l 11
+%( PME >m+ua Bl [+ 12,

yazariz. [lann—ten _ 1 (1 _ (A+[2]gn) + [[Q}qn

m+12, T @& [n+1]g, n+1]2,

> esitligini kullanarak gerekli iglemleri
yaparsak,

1 3qn
\BH%%ﬁ%ﬂHc,S'( n —Q
2 PO = N\ gt 2]an Blan

_<3qn(1+[2]qn) (1+[2]qn)) 1
[

[Z]qn [3]% [2]% qn n+ 1]qn
1 3q. 1
*(&*ﬂm%>m+ua
3[3]% + %(1 + mqn) [n]Qn 1 1
+%< 2l Bl )m+u;+m%m+%n
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elde edilir. Mutlak degerdeki parantezlerin i¢cinde diizenlemeler yapilip, % < [n—}rl]

oldugu gozoniinde tutulursa,

(1 — ga)(ga (1 + [2]y,) + [3]4.)
an [Q]Qn [3]%

| B, (e2; @ns; ) — e2llcpoy <

(3¢2 + Bl +[2,) 1 32+ (3, 1
+< 2]y, Bl n )m+u%+([%wm)m+ui

3Blan a1+ [2la) 1 C—
+%( 2. 3an >m+u%+m%m+%n

elde edilir. Buradan,

| B (e2: qns -) —€2]|cpo1) <

(1= g)(@(+ [2) + [3],.) 1 1
AEMEN +M<M+H%+PH4P>

qn

1

yazabiliriz. Burada M sayisi =)

ve m ifadelerinin katsayilarimin maksimumudur.

Simdi bir € > 0 igin,

K :={k:||B}(e2; ;) — e2llcpon = €},

- . (1 — Qk)(qz(l + [Q]Qk) + [3]%) E
e N
1 €
Ka= ke g 2 aar
1 €
Ko=ib: g 2 =~ 30

kiimelerini tanimlayalim. Burada K C K; U Ky U K3 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

(1 — gi)(ge (1 + [2]g,) + [3]g,)

4k [2]% [3]%

Lo e
[k+12 = 3M

0k <n:|Bjlesqr;.) — eallcpy > ef < o{k <n:

>

}

Wl M

1 €
<n: > <n:
+0{k <n [k+1]qk_3M}+6{k_n

yazabiliriz. (4.1) den yukaridaki esitsizligin sag tarafinin sifir oldugunu elde ederiz.

O halde
ok <n:||By(easqr;.) — eallcp =€} =0

ve boylece,

st —lim || B (e2; 4n; -) — €allopa = 0
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elde edilir. Sonug olarak ¢ = 0,1, 2 i¢in
st — li;Ln | By (€i5 qni -) — €illcio) = 0
olup, Teorem 4.1.1’den ispat tamamlanir.

4.5 Ikinci tip ¢-Bernstein-Kantorovich Operatoriiniin Istatistiksel

Yaklagim Hizi

Bu boliimde (4.10) ile tammladigimuz ikinci tip g-Bernstein-Kantorovich operatériiniin
istatistiksel yaklagim hizimi siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar
yardimiyla inceleyecegiz. Bu incelemeyi yaparken B (f;q;x) operatériiniin 1. ve 2.
merkezi momentlerine ihtiyag duyacagimizdan, oncelikle bu ifadeleri verelim. (4.14)

ve (4.15) egitliklerinden, 1. ve 2. merkezi momentler sirasiyla

. o B 2q [n] 1 1
By((er — 2);q32) = (E[wr i 1) T o) (4.18)
. s v (. 3¢" [njln—1] 4q [n] 2
Billermayian) = (<m+ PER S “)l’
gt +2)y W) 2 1] 1 1
*lq( 2B >{n+u2 [21[n+u] "B Y

olarak elde edilir.

4.5.1 Siireklilik modiilii yardimiyla istatistiksel yaklagsim hizinin

incelenmesi

Agagidaki teoremde (2.8) ile tamimlanan siireklilik modiilii yardimiyla B} (f;q; x)

operatoriiniin f(x) fonksiyonuna yaklagim hiz istatistiksel olarak degerlendirilmigtir.

Teorem 4.5.1. ¢ := (g,) dizisi 0 < ¢, < 1 olmak iizere (4.1) ile verilen kogullar
saglasin. Bu taktirde, her f € C[0,1] igin,

1B (f5 @05 ) = f()llep.a < 2w(f;0n)
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saglanir. Burada

o 2g ] ) 1 1
5”—\/([2] CES) 1) T Tt (4.20)

dir.

Ispat. f e C [0,1] olsun. B} (f;q,x) operatoriiniin lineerlik ve monotonluk zelligin-

den dolay1,

|B,(f5¢:2) = f(2)] < By(|f(t) = f(2)]; ¢; )

[+1 /1] ;
=S () / () — fla)ldPe
0 [k]/[n+1]

o

yazabiliriz. Burada
n—k—1
Tnkq(®) = [n+1]¢” {} k H (1—¢°x)

s=0

dir. Riemann-tipli g-integralin monotonlugundan ve siireklilik modiiliiniin 7. 6zel-

liginden

n 4]/ 1] _
BiFia) — @] < 3 raalo) ( / (1+ 5 i 5>d5t)
k=0

k]/[n+1]

1 (k+1]/[n+1]
= w(f,0) 142 (@) / it — 2| dft
0 £~ [k]/[n+1]

yazariz. Jimdi yukarida buldugumuz esitsizlikteki g-integralde, g-Cauchy-Schwarz
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esitsizligini uygularsak,

n [o-+1]/ [n-+1] 1/2
By (f;q;2) — f()| Sw(f,0) 41+ % > Takg(@) (/[ (t— x)zdft)
k=0

K]/ [n1]
[(k+1]/[n+1] 1/2
X / dft
(k]/[n+1]

1 (k1] /[n+1] 1/2
= w(f7 5) 1+ g rn,k,q(x) / (t - .fC)quRt
[

[(k-+1]/[n+1] 1/2
X | Thkg(T) / dft
(k]/[n+1]

elde ederiz. Toplam icin olan klasik Cauchy-Schwarz esitsizligini tekrar uygulayarak

) A [b+1/[n+1] . 1/2
Bi(Fi00) = PN w314 5 (D) [ =

[k]/[n+1]

k

n 1/2
q

1 [ [k+1]/[n+1] - 1/2
= w(f,9) 1+5 Zrnkq<x)/[ (t —x)d,'t ,

k]/[n+1]

diger bir ifadeyle

Bilfiase) - @ < w(f0) {14 SBer - P ) (a2

elde edilir. Simdi (4.19) ile verilen B((e; — x)?; ¢; x) ifadesini ele alalim. Oncelikle

22 i terimin katsayisimi A ile gosterelim.

(¢ 3¢ \[ll-1 4 [0
A“(Wmm) CESENCITFS .
Eger
¢ 3¢ _ A (4.22)
2 2B S (@)
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oldugunu gosterebilirsek, [n — 1] < [n] esitsizligini de kullanarak,

AS(%M@H_QZ

yazabilecegiz. Simdi (4.22) ifadesinin dogru olmadigini varsayalim. Yani,

olsun. Buradan,

4° +¢* —2¢* =344 >0

elde edilir. Fakat, 0 < ¢ < 1 oldugundan,
4¢° +¢* —2¢° =3¢ = *(¢ — 1)(4¢* +5¢ +3) < 0

dir. Dolayisiyla varsayimmimiz dogru olmayip, 0 < g < 1 i¢in (4.22) egitsizligi saglanir.

Boylece
12 [P 4 )
S @ @y !
(2 n] Y’
‘Qmm+u Q (4.23)
yazabiliriz.

Simdi (4.19) ifadesinde z’li terimin katsayisini B ile gosterirsek,

BBl )Y W 2 1
B“q( 23 )m+u2 DIES
Bl +P0+) 2 1
= ( 2B m>m+u
__<%m+fﬂ+M%JM) |

23 RS
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yazabiliriz. Burada parantez i¢indeki ifadeyi acik bir sekilde yazarsak, 0 < ¢ < 1 i¢in

3q[3| +*(1+[2) = 28] = (Bg—2)(1+q+¢*) +¢*(2+7q)
= 483 +3¢% +q—2
= (@ +2¢"+2¢+ 1)+ (3¢ +¢* —q—3)
= [2)[8] + (¢ — D33 +q)
< [2]3]

elde edilir. Boylece
1

[n+ 1]

B< (4.24)

bulunur. Dolayisiyla (4.23) ve (4.24) esitsizliklerinden B (f;q; ) operatoriiniin 2.

momenti i¢in

* 2, . 2q [n] i 2 1 1
Bh((e1 — )% q;2) < <m[n+1} _1) SRR T T

yazabiliriz. Buldugumuz son ifadeyi (4.21) esitsizliginde yerine koyup, ¢ yerine
(4.1) kogullarimi saglayan bir (g,) dizisi segelim. z € [0, 1] araliginda her iki tarafin

maksimumunu alirsak,

1B (f5Gn; ) — f(2)llco,) <

2 2 1 1
( q [n] dn o 1) + [ +
Adn

[2]% [n+ 1] n+ 1]% [n + 1]§n

1/2
1

)

w(f,0) ¢ 1+

elde ederiz. § := 4,1 (4.20) de verilen gekilde sectigimizde ispat tamamlanir.

4.5.2 Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizinin

incelenmesi

Bu kisimda, caligtigimiz f fonksiyonlarini Lipschitz simifindan segerek, B (f;q;x)

operatoriiniin yakinsaklik hizini1 hesaplayalim.

Teorem 4.5.2. f € Lipy(a) olsun. ¢ := (g,) dizisi 0 < g, < 1 olmak iizere (4.1)
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ile verilen kogullar1 saglasin. Bu durumda, 4,, (4.20) ile verilmek iizere,

|| By, (f5 qnsx) — f(2)]]cp0,0 < M6,
esitsizligi saglanir.

Ispat. 0 < a < 1 olmak tizere f € Lipy/(c) olsun. B} operatoriiniin lineer ve

monoton olmasindan dolayn,

Bi(fi0.2) — F(@) < BL(F(H) — F@)ls.2)
@ | U ) -
n,k,q : q

k]/[n+1]

k=0
yazariz. f € Lipy(a) oldugundan,

[k+1]/[n+1]

Bi(fi0,2) — F@)] < MY rosa(a) / t—aedft (4.25)
k=0

k]/[n+1]

2 2

dir. Egitsizlikteki g-integrale p = = ve ¢ = 5=~ alarak, ¢-Holder esitsizligini uygu-

larsak,

[k+1]/[n+1] [k+1]/[n+1] /2 [k+1]/[n+1] (2—a)/2
/ |t —z|*dit < / (t —x)*dlt / it
[K]/[n+1] [K]/In-+1) [K]/[n+1]

¢ (2—a)/2 [k+1]/[n+1] - /2
= (= o)dyt
n [k]/[n+1]

elde ederiz. Buldugumuz bu esitsizligi (4.25) de yerine yazarsak,

VAN

n (2—a)/2
B, (fi.7) — (@) Mzmxk 11 <1—q8x>)

[k+1]/[n+1] o/2
Tnkeg(T) / (t — a:)zdft
K]/ fn-+1]
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elde edilir. Holder esitsizligini bir kere daha uyguladigimizda

n k-1 2-a)/2
* n s
Bi(fi,2) - [(@)] < M (Z e T a;))
k=0 s=0
n [k-+1]/[n-+1] /2
Z rn,k,q(x) / (t — ZE)Qd(};t
k=0 [k]/[n+1]

a/2

= M (B,((s — 2)%¢,7)) (4.26)

sonucunu buluruz. Bir ¢énceki teoremin ispatinda oldugu gibi (4.26) ifadesinde her

iki tarafin x € [0, 1] araliginda maksimumunu alirsak,

|| By (f3 qn, ) — f(2)]|cro, < My,
elde edilir.

Not: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.5.2 de (4.1) ile verilen kogullar gézoniine alindiginda
st — lim §, = 0 oldugunu goriiriiz. Bu ise stireklilik modiiliiniin (2.9) ile verilen

ozelliginden st — lim w(f;d,) = 0 oldugunu garantiler. Dolayisiyla yukaridaki

teoremler B} (f;qn;x) operatoriiniin f fonksiyonuna yaklagma hizini vermektedir.

Ornek: Teorem 4.5.1 ve Teorem 4.5.2’de bahsettigimiz ¢,, dizisini

n =m? ise,
dn =

Al L

n # m? ise

|
3|

olarak segersek, 0 < ¢, < 1 oldugunu ve (4.1) ile verilen kogullar sagladigim goriiriiz.

Bu boliimiin son kisminda yukarida yaptigimiz incelemeleri Meyer-Konig ve Zeller
operatorlerinin g-tipli bir genellesmesi i¢in yapacagiz. Bunun icin oncelikle ¢-MKZ
operatorleri ile ilgili bazi hatirlatmalar yapalim, daha sonra da bu operatorlerin Kan-

torovich tipli genellegmesini tanimlayip yaklagim 6zelliklerini inceleyelim.
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4.6 -MKZ-Kantorovich Operatérii ve Yaklasim Ozellikleri

Ik defa 1960 yilinda Meyer-Konig ve Zeller tarafindan olusturulan

Mn(fyx):if(ﬁ> <kzn>xk(1—x)”“, 0<z<l1
k=

0

operatorii, monotonluk 6zelliklerinin incelenebilmesi amaciyla Cheney ve Sharma
(1964) tarafindan yeniden tammlanmigtir. Bernstein kuvvet serisi olarak da ad-

landirilan bu operator

M (f; ) Zif <k:4k—n) (kzn):v’“(l—x)"“, 0<z<l
k=0

ile verilmigtir. MKZ operatorleriyle ilgili literatiirde birgok caligma yapilmistir.
Dogru (1997), MKZ operatorlerinin genellegmis seklini tanimlamig ve yaklagim 6zel-
liklerini incelemigtir. Daha sonra bu genellestirilmig operatorlerin Kantorovich tipli

bir genellesmesi ise Dogru ve Ozalp (2001) tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

A, (0,1) arasinda bir reel say1 olmak iizere (¢,,) dizisi agagidaki ozellikleri saglasin:

i. {p,} dizisi B={z € C : |z|] < A} diskini kapsayan bir D bolgesinde
analitik olsun.

ii. () = u(7) >0
iii. P (x) = %cpn(a:) olmak tizere ve v, ve [, say1 dizileri
g =02), Lix>0, ~v,=1+0(2), v,>1
ozelliklerini saglamak {izere

o) (@) = (b + )1+ L)eh H@), k=12,

bagintisi saglansin.

Bu durumda, 0 < o, < 1ve f, (0,1) de integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere,

Kantorovich tipli MKZ operatorii

oo k+aom, i Ik
M) = —= Y [ e o
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seklinde olusturulmustur. Bu calismada operatoriin yaklagim ozellikleri ve hiz1 ayrin-

tili bir bicimde incelenmistir.

MKZ operatérlerinin g-tipli genellesmesi ise ilk defa Trif (2000) tarafindan verilmistir.
M, , : C[0,1] — C0, 1] olmak tizere -MKZ operatorii

Moy (f12) = tn gz if( ) [k’zn]xk (4.27)

Ung(T) = H(l —¢'x)

j=0

ile tanimlanmigtir. Bu operator i¢in momentler

M,,(1z)=1
M, (e1;2) =2 (4.28)

0 <M, (es;x) — 22 < (q — 1)$2 + L

7]

olarak elde edilmis ve operatoriin yaklagim ozellikleri ve yaklagim hizi incelenmigtir.

Daha sonra Dogru ve Duman (2006) ¢-MKZ operatorlerinin yeni bir genellegmesini

olesk

ile vermislerdir. Bu ¢alismada M, (f, ¢, x) operatoriiniin her f € C|0, a] fonksiyonuna

feC0,al,a € (0,1) ve q € (0,1] olmak {izere,

M (f5652) = tng(z Zf(

istatistiksel olarak diizgiin yakinsadigi gosterilmistir. Ayrica, Trif’in verdigi operator
icin 2.moment acik¢a ifade edilemedigi halde Dogru ve Duman’in verdigi operator
icin f’in igerisinde yer alan ¢ ifadesi yardimiyla M, ((1 t) ;q;x), (v=0,1,2) mo-

mentleri acikca elde edilebilmigtir.

Simdi Trif’in (4.27) ile tanimladig1 ¢-MKZ operatériiniin Kantorovich tipli bir genellesmesini,
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f, (0,1)de gR-integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, n € N, ¢ € (0,1) icin

i) =3 [T () [ e

: q k] + 7]

operatorii ile tanimlayalim (Dalmanoglu ve Dogru 2010). Burada,

n

Unq(T) = H(l —q¢°x)

dir.

Not: Riemann-tipli g-integralin 1. zelliginden dolay1 (4.29) ile verilen Kantorovich

tipli ¢-MKZ operatorii lineer ve pozitif bir operatordiir.

Daha onceki boliimlerde oldugu gibi (4.29) operatoriiniin diizgiin yakimsakligina

gecmeden 6nce agagidaki lemmalar: verelim.
Lemma 4.6.1. M(f;q; x) operatorii igin
M (eo;q32) =1 (4.30)
dir.
. [k-+1]
Ispat. /[ dft = ¢* oldugundan sonuc aciktir.

K]

Lemma 4.6.2. M (f;q;x) operatorii igin

11
0< M:(ep;q;2) — v < —— (4.31)
2] []
esitsizligi saglanir.
ispat.
[k+n] (= k/[kﬂ] t n
M*(e1;q; ) = uy, - d't
(1 4:7) = v ’q@)kzzo{ k }(Q) W [k+n]
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ifadesindeki g-integral hesaplanirsa,

/“ﬁ*” A B

bulunur. Bu esitligi yukaridaki ifadede yerine koyarsak,

Vi) —e = @)Y e

1 “[k+n] 1
+mun,q(m)k§{ L }—[k FeL s (4.32)

elde ederiz. 0 < ¢ < 1i¢in ¢* < 1 ve [k + n] > [n] oldugundan

11 Z [k+n
My(er; ;) — 2 < Myg(er; o) — o+ — —upq(x) l }Jik
! o 2] [n] ™1 % k

yazabiliriz. Trif’in elde ettigi ve (4.28) ile verdigimiz esitlikten

11
My(ey;q;7) — v < —

~ [2][n]

sonucunu buluruz. (4.32) esitliginden M*(e;; q; x)—x > 0 oldugu agikardir. Dolayisiyla
Lemma 4.6.2’nin ispat1 tamamlanir.

Lemma 4.6.3. M} (f;q;x) operatorii igin

21 1 1
0 < M;(e2;q3) — 2? < Mn,q(62§ T) — z® + ——Mn,q(el; x) + EW

2] [l (4.33)

esitsizligi saglanir.

ispat.

. o k+n T k [k‘i’l} t2
Mn<€2;q;$>ZUN,Q(x)Z[ I } (g) /[ [k+n]2dft

k=0 k]
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ifadesindeki ¢-integrali hesaplayip, gerekli sadelegtirmeleri yaparsak,

M; (€25 43 ) = ung(x)jii {k'Z'”} L

k=0

2 [k+n] [K] 1 — [k+n] 1,

esitligini elde ederiz. Buna gore,
M;(€27Q7x) _12 = Mn,q(BQ;x) unq Z

iu - k+n 1 2k
+ el )Z[ g hszq .

yazabiliriz. Simdi

< — 0<qg<l1l, k=0,1,2,..

esitsizliginden yararlanarak

o . 2 Eu ) = [k+n] [k ka
My (e2; q; ) < Mug(ez; ) = P nal )kzzo{ k }[/Hn][n]

1 ~[k+n] 1
+ —Upq(x) [ ]—xk
@2 | P
yazariz. Dolayisiyla,

2 1 1 1
A 0 GE

M;(eg;¢; ) — 2% < My g(ea; ) — 2° +
elde edilir. Ayrica M, ,(e2; ) — 2? > 0 oldugundan (4.34) esitliginden
M (eg;q;20) —2® >0

oldugu kolayca goriiliir ve Lemma 4.6.3’iin ispat1 tamamlanir.

Teorem 4.6.1. ¢ := (g,) dizisi 0 < ¢, < 1 olmak iizere (4.1) ile verilen kogullar

48



saglasin. Bu taktirde, her f € C[0,a], 0 < a < 1, igin (4.29) operatorii
st =l || M (f5 gn, ) = F()llcfoa) =0
esitligini saglar.
Ispat. Eger i =0,1,2 icin
st — hrlzll | My (€55 qns ) — €illclo.a =0
oldugunu gosterebilirsek, Teorem 4.4.1’den ispat tamamlanir.
¢ = 0 i¢in Lemma 4.6.1’den
st — lizn | M (€05 ns -) — €ollclo,a) = 0 (4.35)

oldugu agiktir. Lemma 4.6.2’den ¢ = 1 i¢in

1 1
2]4. [Plgn

| M (e1; G, ) — €1||C[O7a} < (4.36)

yazariz. Verilen bir € > 0 i¢in

T = {k:||M;(e1;qr;.) — e1llcioa = €},

Ty = {k: > e}

2o [Flag

kiimelerini tamimlayalim. (4.36) den dolayr 7' C T} oldugu goriiliir. Boylece §{T'} <
0{T1} yazabiliriz. (4.1) kogullarindan 6{77} = 0 oldugu agiktir. Dolayisiyla,

st — li}ln | M (€15 qns; ) — e1llco,a) =0 (4.37)

elde edilir.
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Son olarak, Lemma 4.6.3’ten, ¢ = 2 i¢in,

. 2
| M (€25 Gn; -) — eallcroa < [[Mng, (€2;-) — e2llco,a + [

(| Mo g (e1; ) | 0.0
2. Mg, Ol

1
< 1Moy, (e2:.) — ea]lcion +2( 1Moy (13 ) o0 + )
q [0,d] [n]q q [0,d] [n]n
)

(4.38

yazabiliriz. Benzer gekilde verilen bir € > 0 icin

K = {k: | Mi(e2; q;.) — eallcioa > €}

€
Ky o= {k = [[Myg(e2:) = eallopa = 3
1
Ky :={k: WHMk,qk(el; Nleto.a = 6}
q
1 €
K;:= {]{7 : W > 6}
q

kiimelerini tammlarsak, (4.38)’den dolay1 K C K; U Ky U K3 'dir. Dolayisiyla bu-
radan,

S{K} < 0{Ky1} + 0{FKy} + 6{K3} (4.39)

1
yazabiliriz. (4.1) kogullar1 gozoniine alinarak (4.28)’den st—lim L | M, 4, (€15 )|l clo,a) =
n n q
0 ve st —lim || M, 4, (€2; ) — e2||c0,q) = 0 oldugu kolaylikla goriiliir. Dolayisiyla (4.39)

egitsizliginin sag tarafi sifir olur ve buradan
st — lizn | M (€25 qns -) — e2l|co,a) = 0 (4.40)

sonucuna ulagilir. (4.35), (4.37) ve (4.40) esitliklerinden Teorem 4.6.1’in ispat1 tamam-

lanir.

M?(f;q,z) operatorii icin istatistiksel yaklagim hiz ile ilgili teoremi vermeden 6nce

bu operatoriin 2. merkezi momentini inceleyelim.
My ((er — 2)% q;2) = My(es; g; ) — 2° = 22(My(er; g3 ) — @)
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M ((er — 2)%5 65 ) |lcp,g < | Mi(ea; q;.) — eallco.a + 2l /||| M (615 ¢ ) — e1llcpo,ql
Lemma 4.6.2 ve Lemma 4.6.3’ten

2 1

||M;Lk((el - ZL')2, q; -)HC[O,a] S ||Mn,q(€2; ) - 62||C’[0,a] + 2__||Mn,q<€1; -)HC’[O,a]
[2lq [n]q
1 1 2a 1
+t o Tt e (4.41)
By [0l [2]q [l
yazabiliriz. (4.28) ile verilen ifadelerden
[ M q(ex; )l = a
ve
a
HMn,q(e2; ) - 62”0[0,(1] S (1 - Q)G/Q + —
[n]q
oldugu agiktir. Dolayisiyla bu esitsizliklerin (4.41) de kullanilmasiyla
4a 1 1 1
I (s = P lown < =)+ (a5 ) b (0)
o 21/ Il " Bla 2

elde ederiz.

Asgagidaki teorem M*(f; q, x) operatériiniin f(x) fonksiyonuna yaklagim hizim siireklilik

modiilii yardim ile vermektedir.

Teorem 4.6.2. ¢ := (g,) dizisi 0 < ¢, < 1 olmak iizere (4.1) ile verilen kogullar

saglasin. Bu taktirde, her f € C0, a| igin,

My (f5 @ns ) — F( D llco.a < 2w(f;60)

saglanir. Burada

o, da) L 1 1
%‘J“‘Wa+<+mm)m%+m%m2 (4.4

dir.
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ispat. f e C [0, a] olsun. Teorem 4.5.1’in ispatindaki teknikten yararlanarak, Vn €

N ve z € [0, a] igin

M3(F10,2) — F@)] < w1+ SO - 2% 52))%)

esitsizligi elde edilir. ¢ yerine (4.1) kogullarini saglayacak sekilde bir (g,,) dizisi segip,

her iki tarafin [0, a] da maksimumunu alirsak; (4.42) den

a 1/2
| B E e

bulunur ve son olarak d,,’i (4.43) ile verilen sekilde segersek,
HM;:(fa Qns ) - fHC[U,a] < 2w<f7 5n)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

(gn) dizisi (4.1) ile verilen kogullar1 sagladiginda st — limd, = 0 ve dolayisiyla
st — limw(f,d,) = 0 olur ki bu da bize M}(f;q,,.) operatoriiniin f fonksiyonuna

istatistiksel olarak diizgiin yakinsadigini gosterir.
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