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OZET

Yiksek Lisans Tezi

KONVEKSLIK, YOGUNLUK ISLEMCILERI VE KUANTUM
ENTROPILERI

Ali Umit Cemal HARDAL

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisiu
Fizik Anabilim Dah

Damgman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Kuantum mekaniginde, N girilebilir durumu olan bir sistemin, olasi tiim durum-
larina karsilik gelen yogunluk matrislerinin uzay1 N2—1 boyutlu konveks bir kiimedir.
Saf durumlar uzay1 projektif CPY~! uzay1 olup bu tiim uzaym (N? — 2) boyutlu
simirinda yer alan 2(N — 1) boyutlu bir alt manifoldtur. Bu tiir uzaylar ile ilgili
bir nicel bilgi kaynag1 yogunluk iglemcileri araciligi ile tanimlanan kuantum entropi
kavramidir. Konveksligin bazi énemli kavramlar: verilmigtir. Yogunluk iglemcileri ve
uzaylarinin geometrik yapisi incelenmis, kuantum mekaniksel sistemler i¢in onemleri
tartigilmigtir. Klasik ve kuantum entropileri onemli 6zellikleriyle incelenmigtir. Bu
entropilerin biligim kuramsal anlamlar: tartigilmigtir. Son olarak Kuantum Dolaniklh-

lik’a bir girig yapilmig ve biligim kuramsal uygulamalarindan bahsedilmistir.

Haziran 2010, 72 sayfa

Anahrar Kelimeler: Konvekslik, Yogunluk Islemcileri, Kiibit, Shannon Entropisi,

von Neumann Entropisi



ABSTRACT

Master Thesis

CONVEXITY, DENSITY OPERATORS AND QUANTUM
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In quantum mechanics, the space of density matrices corresponding to all probable
states of a N partite system is a N? — 1 dimensional convex set. The space of pure
states is the projective space CPY~! which forms a 2(N — 1) dimensional subma-
nifold on the (N? — 2) dimensional boundary of the whole space. An information
source for this type of spaces is the concept of quantum entropy which is defined
through the density operators. Some important concepts of convexity are given. Den-
sity operators and geometry of the space of the density operators are examined. The
importance of the density operators for quantum mechanical systems is discussed.
Classical and quantum entropies are investigated by means of their important pro-
perties. Information theoretical significance of these entropies is discussed. Finally,
an introduction to Quantum Entanglement is made and information theoretical ap-

plications of it are mentioned.
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1. GIRIS

Teknolojinin kuantum mekaniginin kesfiyle beraber biiyiik bir yiikselise ge¢mesi
tesadif degildir. Kuantum mekanigi; evrenin igleyisini aciklayan, simdiye kadar yazil-
mis en tutarli kuramdir. Ayrica kuantum mekanigi, bilim insanlarmi diger bircok
klasik kuramin bir kuantum karsiligi olup olmadigi sorusuna yonlendirerek, yeni ve

heyecan uyandiran sayisiz aragtirma alaninin dogmasina da neden olmustur.

Bu alanlardan biri olan Kuantum Biligim Kurami; klasik ve kuantum mekaniksel
bilginin kuantum kanallar tizerinden iletilmesi, bir kuantum mekaniksel sistem hak-
kinda edinilen bilginin degis tokusu ve kodlanmasi konulariyla ilgilenir. Bu kuramin
temel amaglar1 agisindan, sonlu sayida girilebilir durumlu bir kuantum mekaniksel
sistemin, olasi tim durumlar uzayimnin, bir biitiin olarak geometrik yapisi biiyiik

onem tagir.

Kuantum Biligim Kurami en basit gekli ile ele alindiginda baslica anlagilmasi gereken
kavramlar; yogunluk iglemcilerinin olugturdugu durum uzaylari, bu uzaylarin ge-
ometrisi ve belirleyici bir ozelligi olan konvekslik kavramidir. Yine bu uzaylarda
tanimh olan ve kuramin ilgilendigi konular1 birlestiren kuantum entropileri, bu en-
tropilerin yorumlanmasi ve temel ozelliklerinin anlasgilmasi, tizerinde durulmasi gere-

ken onemli olgulardir.

Iki durumlu sistemler ve bu sistemlere karsilik gelen yogunluk islemecilerinin olugtur-
dugu durum uzaylarinin geometrisi tam olarak anlasilabilmekte ve ”kiibitler” olarak
adlandirilmaktadirlar. Durum uzay olarak diigtintildiigiinde bir kiibit; 3-boyutlu bir
konveks kiime olan yuvardir. Yuvar icerisindeki ve yiizeyindeki herbir noktaya ise

bir yogunluk iglemcisi kargilik gelir.

Iki durumlu sistemlerin aksine, ¢ok girilebilir durumlu sistemlerin uzayi ve bu uzayin

geometrik yapisi tam olarak anlagilabilmis degildir. Boyut yiikseldikce durum uzay-



larinin geometrisi giriftlesmekte ve buna bagl olarak yeni belirleyici 6zellikler or-
taya ¢ikmaktadir. Bu noktada nicel bilgi kaynaklar1 olarak kuantum entropiler kul-

lanilmaktadir.

Kuantum Biligsim Kurami yeni ve gelecek vadeden bir arastirma alanidir. Modern
uygulama alanlarinin arasinda kuantum sgifreleme, kuantum programlama ve bilgisa-

yarlari ile kuantum iletigim yer almaktadir.

Tarihsel stirece bakildiginda 1927-1936 yillar1 arast ile 1964 yih ozellikle dikkat
gekicidir. J. von Neumann, 1927 yilinda yayimladigi kitabinda ilk kez yogunluk
islemcilerinden ve kendi adini tagiyan kuantum entropisinden bahsetmis ancak gerek
yogunluk iglemcileri gerekse entropi yanhzca (kuantum) istatiksel amaclar igin kul-
lanilmigtir. Kuantum entropisinin klasik kargiligi olan Shannon entropisinden yakla-
stk sekiz yil 6nce kaleme alinmis olmasi ayrica ilging ve pek sik rastlanmayan bir

durumdur.

1935 yih biligim kurami acisindan kilit deger tasiyan dolaniklilik kavraminin dogum
yihdir. A. Einstein, B. Podolsky ve N. Rosen yayimladiklar1 iinlii makalede (Ein-
stein vd. 1935), bir fiziksel kuramin tam olabilmesi i¢in gerekli kriterleri ve ”fizik-
sel gergekligin” tanimini vermis, bu tanmimlardan yola ¢ikarak doganin kuantum
mekaniksel tarifini sorgulamig ve sonug olarak bu tarifin eksik olduguna kanaat
getirmislerdir. EPR makalesine ilk yanit N. Bohr tarafindan ayni yil icerisinde
verilmig (Bohr, 1935) ve bu makalenin hemen ardindan yine aym yil igerisinde
E. Shrodinger dolaniklhilik teriminin ilk kez kullanildigi makalesini yayimlamigtir
(Schrodinger, 1935). Shrodinger makalesinde dolanikhiliktan kuantum mekaniginin

karakterisitk bir ozelligi olarak bahsetmistir.

1964 yilinda J. Bell, EPR’de vurgulanan kuantum mekaniginin yerel bir kuram ol-

mas1 gerekliligini dogru kabul edip, Bell esitsizligi olarak bilinen bir matematiksel
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sonuca ulagmig ve daha da onemlisi kuantum mekaniksel sistemlerin bu esitsizligi
ihlal ettigini gostermistir (Bell, 1964). Takip eden yillarda bir ¢ok Bell tipi esitsilik
yazilmig ve her seferinde deneylerden elde edilen verilerin bu egitsizliklere uymadigi
goriilmistiir. Kuantum mekanigi yerel olmayan ozellikleri de barindiran bir ku-

ramdir.

1990°I1 yillarin bagindan itibaren ise dolaniklilik kuantum mekaniksel bir bilgi kaynagi
olarak kullanilmaya baslanmig, yogunluk iglemcileri ile tarif edilen kuantum entropisi

ise bu bilgiyi olgmek icin kullanilan en giiglii araglardan biri haline gelmistir.

Tarihsel siirecin en ilgi ¢ekici yanlarindan biri ise 1990’11 yillara kadar gerek dolanikli-
lik gerekse bilisim kuraminin gelisiminde belirgin bir stirekliligin olmayisidir. Bu
kesikliligin altinda 1935-1965 yillar1 arasinda Kuantum Alan Teorisi’nin belirgin
yiikseligi gibi sebepler olabilecegi gibi; entropi, yogunluk islemcilerinin 6énemi ve

dolanikliligin anlagilamamis olmasi da sebep gosterilebilir.

Tezin ilk boliimiinde, diger boliimlerde anlatilacak olan fiziksel kuramlara mate-
matiksel bir temel olugturan konvekslik kavrami, onemli 6zellikleri baz alinarak in-

celenecektir.

Ikinci boliimde, yogunluk islemcileri, bu iglemcilerin 6zellikleri ve uzaylarmin ge-
ometrik yapisi ile tanimlanmasina olanak sagladigi bazi 6nemli kavramlar tartisila-

caktir.

Son boliimde ise, hem klasik entropiler hem de kuantum entropileri 6nemli 6zellik-
leri incelenmek suretiyle tartigilacak; bu niceliklerin gerek Klasik Bilisim Kurami
gerekse Kuantum Biligim Kurami agisindan 6nemleri incelenecektir. Bu boliimiin
son kisminda modern kuantum mekaniginin kilometre taglarindan biri olan kuan-

tum dolaniklilik kavramina kisa bir girig yapilacaktir.
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Tez igerisinde, gerekli goriilen teorem, onerme ve lemmalar ispatlanacak, ispati ve-

rilmeyenler i¢in okuyucu gerekli kaynaklara yonlendirilecektir.



2. KONVEKSLIK

Bu boliimde, konvekslik temel 6zellikleriyle incelenecektir. Incelenecek olan bu 6z-
elliklerin daha rahat anlagilabilmesi icin 6ncelikle Oklid uzay1 genel hatlariyla tar-

tisilacaktir.

2.1 Oklid Uzay1

U¢ boyutlu koordinat geometrisinde bir nokta ya da vektor, herhangi bir dik koor-
dinat sistemine gore tayin edilen z,y, z koordinatlari ile belirlenir ve (z,y, z) siral

tglisii ile ozdeslestirilir.

(x,y,z) ve (u,v,w) herhangi iki vektor ve A bir skaler (gergel say1) olsun. Bu du-

rumda iki vektoriin toplami ve bir vektoriin bir skaler ile ¢arpimi sirasiyla
(z,y,2) + (u,v,w) = (. +u,y + v,z +w), (2.1)

Mz, y, 2) = (Ax, \y, Az), (2.2)

ile tanimlanir ve n-boyuta genellestirilebilir.

Gergel sayilarm (x1,...,2,) seklindeki tiim n-kathlarmin kiimesini R™ ile gostere-
lim. R”, n-boyutlu Oklid uzay (Oklidyen Uzay) olarak adlandirilir ve herbir x =
(21, ..., x,) elemanima uzaym bir noktasi ya da vektori, x1, ..., x,, gergel sayilarina ise
x 'in koordinatlari denir. R™ gergel bir vektor uzayidir. Bagka bir degisle x, y, z € R"
ve A\, i € R olmak iizere agagidaki bagintilar saglanir:

1. x+y=y+x;
2. x+(y+z)=(x+y)+2z;
3. x+0=x;

4. x4+ (-x) = 0;



5. Ix =x;

6. Aux) = ()x:

7. AMx+y) = Ax+ Ay;
8. (A4 p)x = Ax + px.

Vektor toplami ve skaler ¢arpim iglemleri gerekli tanimlamalar yapilarak R™'nin alt

kiimelerine de genisletilebilir.

Tanim (Diiz Yiizey): X, R"’de bir kiime ve x, y € X olsun. X, x ve y noktalar
ile birlikte bu noktalardan gegen dogrunun tamamini da iceriyorsa bir diiz yiizey

olarak tanimlanir. Bagka bir degisle, Vx, y € X, VA, u € R ve A+ = 1 olmak iizere
X,y € X= A+ puy € X, (2.3)

kosulu saglaniyorsa X kiimesi bir diiz yiizeydir. Diiz yiizeyler; afin kiimeler, afin ma-
nifoldlar veya dogrusal manifoldlar olarakta bilinirler. Bog kiime, dogrular ve R™'nin

kendisi R™ igerisindeki diiz ylizeylere ornek olarak verilebilir.

Teorem 2.1.1: [ bir indeks kiimesi olmak tizere; (X; : ¢ € I), R de bir diiz yiizeyler

ailesi olsun. Bu durumda
Y=()X:iel) (2.4)

kiimesi bir diiz yiizeydir (Webster, 1996).

Tanim (Afin Canak): X C R" olsun. R"’de X’i igeren tiim diiz yiizeylerin kesigimine

X kiimesinin afin ¢anagi denir ve af fX seklinde gosterilir.

Afin canaga biraz daha yakindan bakalim. Teorem 2.1.1°e gore af fX, X kiimesini
igeren bir diiz ylizeydir. Bununla birlikte, R™ icerisinde X'i iceren herhangi bir Y diiz

ylzeyi varsa, bu durum af fX C Y bagintisini gerektirir. Dolayisiyla, af fX, R*’de
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X' igeren en kiiclik diiz yiizeydir.

Teorem 2.1.2: X C R" bir diiz yiizey ve Xy, ...,X,, € X olsun. Bu durumda
Xyt Aax, €X, D N =1 (2.5)
i=1

olur.

Ispat: x € X olsun. Bu durumda x; — X, Xs — X, ..., X, — X noktalar1 R"'nin bir alt

uzay1 olan X — x’in elemanlaridirlar. X bir diiz yilizey oldugundan

Mx =)+ F (X, —X) = X — X+ X, — X,
= Mxy+ .+ Ax, — (A1 F L F A,

= MX;+ ..+ Ax, —x € X—xX,

elde edilir ve dolayisiyla A\;x; + ... + A\, x,, € X olur.

Tanim (Afin Kombinasyon): Bir x € R™ noktasi
X=MXi + 4 AX, D Ni=1, x5 €R" (j=1,..,n), (2.6)
i=1
seklinde yazilabiliyorsa, bu noktaya, x1, ..., X, noktalarmin bir afin kombinasyonu
denir. Bu tanim kullanilarak Teorem 2.1.2 su sekilde ifade edilebilir: Bir X C R"

diiz yilizeyinin elemanlarindan olusturulan her afin kombinasyon, X diiz yiizeyinin

bir elemanidir.

Teorem 2.1.3: X C R” olsun. X kiimesinin afin ¢canagi a f fX, bu kiimenin eleman-

larinin tiim afin kombinasyonlarinin kiimesidir.

Ispat: X kiimesinin elemanlarinin tiim afin kombinasyonlarinin kiimesi Y olsun.

Teorem 2.1.2 Y C af fX bagimtisini gerektirir. Ayrica, X C af fX oldugu agiktir.
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Oncelikle Y’nin bir diiz yiizey oldugunu gosterelim. x, y € Y olsun. Kabul geregi,

X:>\1X1++)\nxn7 y:M1y1++umym7 me]EXa

olmahdir. A + p = 1 olsun. Oyleyse,
AX + gy = AxXy + o+ AKXy + Yy o Yo,
elde ederiz. Buradan,

AN F A g oA e = AN A (e )
= At+u

=1

bulunur. Dolayisiyla Ax+py € Y ve Y bir diiz ylizeydir. Ayrica, Y O XveY D af fX

olur. Bu ise Y = af fX sonucunu gerektirir.

Sonug 2.1.4: x4, ...,X, € R” olsun. Bu durumda, afin ¢anak;
af f{x1,...x,} ={\x1+ ..+ \xp | M+ ..+ A, =1} (2.7)

seklinde tanimlanir.

Tanim (Afin Bagimlilik, Afin Bagimsizlik): X C R” olsun. Eger x € af f(X'\
{x}) olacak gekilde bir x € X varsa X kiimesine afin bagimh denir. Afin bagimh

olmayan bir kiimeye ise afin bagimsiz denir.

Ornek olarak R? uzaymi ele alahm. Bu uzayda ii¢ noktadan olusan bir kiimenin afin
bagimli olabilmesi icin gerek ve yeter kosul es-dogrusal olmasi, dort noktadan olugan
bir kiimenin afin bagimli olabilmesi igin gerek ve kosul ise eg-diizlemsel olmasidir. Bu
uzayda dortten fazla noktaya sahip olan herhangi bir kiime afin bagimhidir. Ayrica,

i¢ noktadan olusan bir kiimenin afin bagimsiz olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul
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dejenere olmayan bir iiggenin kosesi olmasi, dort noktadan olugan bir kiimenin afin
bagimsiz olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul ise dejenere olmayan bir diizgiin dort-

yiizliniin kosesi olmasidir.

R™ uzayinda afin bagimli bir alt kiimesi bulunan herhangi bir kiime afin bagimlhidir.
Dolayisiyla buradan; afin bagimsiz bir kiimenin her alt kiimesinin afin bagimsiz

oldugu sonucuna rahatlikla ulagilabilir.

Teorem 2.1.5: X C R” olsun. X kiimesinin afin bagimli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul

)\1X1+...+)\an:O ve )\1++)\n:0 (28)

olacak sekilde xi,...,x, € X farkhi (ayrik) noktalarimin ve en az bir tanesi sifirdan

farkli olan Aq, ..., A, skalerlerinin olmasidir.

Ispat: X kiimesinin afin bagimh oldugunu kabul edelim. Bu durumda, x; € af f (X\

{x1}) olacak gekilde bir x; € X vardir. Teorem 1.1.3 uyarinca

X1 :/,LQX2+...+,[J,an7 Z:ul: 1,
=2

olacak sekilde xo+...+x, € (X\ {x;1}) ayrik noktalarimi bulabiliriz. Jimdi, \; = —1,
Ao = U2, ooy Ay = fby, alalim,

zn:m—l = 0,
=2

iiﬂi—i—)\l = 0,
1=2

=1

ve dolayisiyla \ix; + ... + A\, X, = 0 elde ederiz.



Tersine, esitlik (8)’i saglayan x, ..., x,, € X ayrik noktalar1 ve en az bir tanesi sifirdan
farkli olan Ay, ..., A, skalerleri olsun. A\; # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

1
X1 = ——(>\2X2 + ...+ )\an),

1
Mgt A =1,
" N At t A

1

elde ederiz. Skalerlerimizi, —i—f = (o, vy —’)\\—’11 = (3, olarak yeniden diizenlersek

X) = PoXg + ...+ BpXp, Bot .+ B, =1,

elde ederiz ki bu da bize x; noktasinin Xs, ..., X,, noktalarinin bir afin kombinasyonu

oldugunu gosterir. Dolayisiyla

X1 € aff{XQ’ “'>Xn} - aff(X \ {Xl})’

ve X afin bagimhdir.

Teorem 2.1.6: R" igerisindeki her diiz ylizey, R™'nin bir sonlu afin bagimsiz alt
kiimesinin afin canagidir. Dahasi, boyle bir alt kiimenin elemanlarinin sayisi, alt
kiimenin afin ganagi olan diiz yiizeyin kendisi tarafindan tek olarak belirlenir (Web-

ster, 1996) .

Baska bir degisle; aymi afin canak R™ igerisindeki iki farkli afin bagimsiz alt kiimeye
karsilik geliyorsa, bu alt kiimeler ayni sayida elemana sahiptirler. Dolayisiyla, bir
X C R” kiimesinin boyutu dim X, bu kiimenin afin canaginin boyutu olarak tanimla-

nir.

Tanim (Afin Doniigiim): R™’den R"’ye tanimli bir 7' génderimine, afin yapiy1 ko-
ruyorsa bir afin dontisiim denir. Bagka bir degisle T', R™’ye ait noktalardan olusturu-
lan her afin kombinasyonu, bu noktalarin 7" altindaki goriintiilerinin ayn afin kom-

binasyonuna gonderiyorsa bir afin dontigiim adini alir :

TAx + py) = \T(x) + puT(y), x,yeR" A+pu=1 (2.9)
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R™den R™’ye tanimli her dogrusal doniigim ayni zamanda bir afin doniigtimdiir

ancak tersi dogru degildir.

Teorem 2.1.7: T : R — R™ bir afin doniigtim olsun. 7" dontigiimiiniin dogrusal

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul T(0) = 0 olmasidir.

ispat: T dogrusal olsun. Bu durumda 7', R™’nin sifir vektoriinii R" 'nin sifir vektort-

ne gondermek zorundadir. Dolayisiyla, T'(0) = 0 elde edilir.

Tersine, T'(0) = 0, x, y € R" ve A € R olsun. Bu durumda,
T(Ax) =T[Mx+ (1 —X)0] = \T'(x) + (1 — N)T(0) = \T'(x),
olur. Bu sonug kullanilarak, g € R igin

T(x+y) = T[ﬁ(%XvL%Y)],

1 1
= BT(EX + BY),

_ @[%T(x) + %T@)} — T(x) + T(y)

elde edilir.

Teorem 2.1.8: T : R" — R™ gonderimi bir afin doniigim olsun. Bu doniigiim
T(x) = Qx + q seklinde ifade edilebilir. Burada Q bir gergel m x n’li ve q bir gergel

m X 1’ i matristir.

Ispat: T(0) = qolsun. Bu durumda 7"(x) = T'(x)—q seklinde tammh 77 : R” — R™
gonderimi 77(0) = 0 kosulu ile birlikte bir afin déniigimdiir. Teorem 1.1.7 uyarinca
bu doniigiim aym zamanda dogrusal bir doniigimdiir. Bu durumda, 7"(x) = Qx
olacak gekilde bir gergel m x n’li Q matrisi bulunabilir. Boylelikle, T'(x) = Qx + q
elde edilir.
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Tamim (I¢ Carpim): x = (x1, ..., 2,) ve y = (y1, ..., ) n-boyutlu Oklidyen uzaymn

iki vektorii olsun. Bu iki vektoriin i¢ ¢arpimi,
X-y=x1Y1+ ... + Tnlyn (2.10)

ile belirlenen gercel sayidir. x, y, z € R" ve A, u € R olsun. Bu durumda agagidakiler

saglanir:
(i) x-x>0vex-x=0<x=0;
(i) x y=y x

(i) (A\x +py) -z = Ax-2) + pu(y - 2).

Tanim (Norm, Uzaklik): n-boyutlu Oklidyen uzayda bir x = (z1, ..., z,,) vektorii-

niin normu ya da boyu || x ||,

I x|= Vix -, (2.11)

ile belirlenen pozitif gercel sayidir. Yine n-boyutlu Oklidyen uzayda x = (1, .eey Tp)

vey = (Y1, ..., Yn) gibi iki nokta arasindaki uzaklik ise

Ix =y lI= V(21— y1) + o + (20— ), (2.12)

ile belirlenen pozitif gercel sayidir. x, y € R ve A, 4 € R olsun. Bu durumda

agagidakiler saglanir:
(i) |x||=0ve||x||=0<x=0;
(i) [ A [[= A [l

(i) || Ax+ py [IP= A | x |2 +20mx -y + 4 | y %

Teorem 2.1.9: x, y € R” olsun. Bu durumda agagidaki egitsizlikler saglanir (Web-

ster, 1996):
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1) [x-y|<IIx|llly |l (Cauchy-Schwarz esitsizligi);
(i) [ x+y I<[[x|+ [yl (icgen esitsizligi);
(i) [l = I =My <l <=yl

(iv) Herhangi bira >0ve 0 < A< aigin || x+ Ay ||[>|| x ||= x-y > 0.
2.2 Konveks Kiimeler

Tanmm: X, n-boyutlu Oklidyen uzayda bir kiime ve x, y € X olsun. Eger X, bu iki
nokta ile birlikte bu noktalar1 birbirine baglayan dogru pargasini da iceriyorsa bir
konveks kiime olarak tanmimlanir. Bagka bir degisle, Vx, y e X, A, p >0, A +pu =1
olmak iizere

x,y e X= Mx+puy € X (2.13)

kosulu saglaniyorsa X bir konveks kiimedir. Elipsler, ticgenler, paralelkenarlar, yu-

varlar, kiipler, dogrular, hiperdiizlemler ve R™ konveks kiimelere ornektirler.

Sekil 2.1 Konveks kiime

Teorem 2.2.1: xq, ..., X, € X ve X, R"de bir konveks kiime olsun. Bu durumda
MXi o Aax, €X, D> N=1, A >0 (2.14)
i=1
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olur.

ispat: (2.14)in m bir pozitif k tamsayisina esit oldugunda gergeklendigini varsayalim.
X = MiXy + oo+ A1 Xpq1

Ve X1, ., X1 € X, Ay, Adpr1 > 0, Ay + ... + Ay = 1 olsun. Katsayilardan en az

bir tanesinin birden kiiciik olmasi gerekir; Ay < 1 olsun.

A A

yazalim. Timevarim hipotezine gore y € X olur. X konveks oldugundan ve hem y

hem de x4 icerdiginden x = Ay + A\p1Xp11 esitligi x € X oldugunu gosterir.

Tanim (Konveks Kombinasyon): Bir x € R" noktasi

X=MX1 4+ AXn, D ANi=1, A 20, x;€R" (j=1,..,n), (2.15)
i=1
seklinde yazilabiliyorsa bu noktaya, X, ...,x, noktalarimin bir konveks kombinas-

yonu denir. n-boyutlu Oklidyen uzayda bulunan bir konveks kiimenin elemanlarinn,

her konveks kombinasyonu, ayni konveks kiimeye aittir.

Teorem 2.2.2: X ve Y, R™’de iki konveks kiime ve « bir skaler olsun. X +Y ve aX

konvekstir.

ispat: A > 0,04+ =1 olsun. X ve Y konveks oldugundan AX 4+ uX C X ve
AY + pY C Y yazabiliriz. Bu ise

AXAY) + u(X+Y) = (AX + pX) + (AY + pY) C X+ Y,

AMaX) + p(aX) = a(AX 4+ pX) C X,

bagintilarimi1 gerektirir. Dolayisiyla X + Y ve aX konvekstir.
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Teorem 2.2.3: f : R" — R™ bir afin doniigiim olsun. R™’den secilen her X konveks

kiimesi igin f(X) ve R™’den secilen her Y konveks kiimesi i¢in f~!(Y) konvekstir.

Ispat: X, R™de bir konveks kiime ve A, u > 0, \+p = 1 olsun. x, y € f(X) oldugunu
kabul edelim. Bu durumda f(z) = x, f(t) =y ve z, t € X yazabiliriz. X konveks
oldugundan Az + ut € X ve gonderim afin oldugundan

Ax + py = M (2z) + pf(t) = f(Az + pt)

yazilir ve dolayisiyla Ax+ py € f(X) olur. Buise f(X)’in konveks oldugunu gosterir.

Y, R™de bir konveks kiime ve A\, > 0, A+ p = 1 olsun. x, y € f~}(Y) oldugunu
kabul edelim. Bu durumda f(x), f(y) € Y yazlabilir. Y konveks oldugundan Ax +

1y € Y ve gonderim afin oldugundan

JOX +py) = M(x) +uf(y) €Y,

yazilir ve dolayisiyla Ax + py € f~1(Y) olur. Bu ise f~!(Y)’nin konveks oldugunu

gosterir.

Tanim (Konveks Canak): X, R"’de bir kiime olsun. R™’de, X’i igeren tiim konveks

kiimelerin kesigimine X kiimesinin konveks ¢anagi denir ve convX geklinde gosterilir.

Teorem 2.2.4: X C R” olsun. X kiimesinin konveks c¢anagi convX, bu kiimenin

elemanlarimm tiim konveks kombinasyonlarimin kiimesidir (Webster, 1996).
Teorem 2.2.5 (Carathéodory Teoremi): x € X ve X, R"de r-boyutlu bir kiime

olsun. x, X kiimesinin r + 1 veya daha az sayida noktasinin bir konveks kombinas-

yonu seklinde ifade edilebilir.
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ispat: Teorem 1.2.4 uyarinca

k
X = )\1X1 + ... +)\kxk, Z)\Z = 1, >\z Z O,

i=1
olacak gekilde xi,...,x; € X noktalar1 ve Ay, ..., \x skalerleri vardir. Bu gosterimin
k’dan daha az nokta kullanilarak yazilamayacagini kabul edelim. Bu durumda
X1, ..., X noktalarimdan herhangi ikisi birbirine esit olamaz ve Aq,..., Ay > 0 olur.
k < r + 1 oldugunu gosterdigimizde teorem ispatlanmig olur. Bir geligki yaratarak
bunu gosterebiliriz. k& > r 4+ 1 olsun. X, r-boyutlu oldugundan {x,...,x;} kiimesi

afin bagimlh olmalidir. Bagka bir degisle,
pixy 4 o X =0, g+ o+ =0,

olacak gekilde en az bir tanesi sifirdan farkli olan p; skalerleri vardir. ¢ > 0 ol-
sun. Oyleyse, pozitif ve en az bir tanesi sifir olan A\, + pat, ..., A + ppt skalerlerini

bulabiliriz. Sonug olarak,
x = (A + pt)xy + .+ (g + prt)xp

yazilabilir ve bu da (sifir olan katsayilar ihmal edildiginde) x’in k’dan daha az nok-
tanin bir konveks kombinasyonu olarak yazilabildigini gosterir. £’nin minimalligi ile

gelisen bu sonug ise k£ < r + 1 oldugunu gosterir.

Tanim (Konveks Polytope, Konveks Cisim): Sonlu sayida nokta igeren bir
kiimenin konveks canagina konveks polytope denir. n > p—1 olmak tizere n-boyutlu
gercel uzayda p + 1 noktadan olusan afin bagimsiz bir kiimenin konveks ¢anagina
p-simpleks denir ve A, ile gosterilir. Geometrik olarak p = 0 noktaya, p = 1 dogru

parcasina, p = 2 iiggene ve p = 3 tetrahedrona karsilik gelir.
Bir konveks kiimenin boyutu n, igerdigi en biiyiik n-simpleks ile belirlenir. Kapali,

siirli (kompakt) ve bir i¢ yapiya (interior) sahip olan konveks kiimeler ise konveks

cisimler olarak adlandirilirlar.
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Tanim (Saf Nokta, Yiiz): Konveks cisimler, cisim iizerindeki noktalarin konveks
kombinasyonlari olarak yazilamayan noktalara sahiptirler. Bu noktalar matematikci-
ler tarafindan ekstrem noktalar, fizikciler tarafindan ise saf noktalar olarak adlandiri-

lirlar.

Konveks bir X kiimesinin herhangi bir F alt kiimesinden secilen noktalarin konveks
kombinasyonalar1 yine I kiimesinde bulunuyorsa bu kiimeye, X konveks kiimesinin

bir yiizii (face) denir. Bagka bir ifadeyle;
x=Mx+(1-AMxeFex,xelF, 0<A<], (2.16)

kogulu saglaniyorsa F (konveks) kiimesine X kiimesinin bir yiizii denir.

Saf

Yiiz

Saf Saf

Sekil 2.2 A,, saf noktalar1 ve ylizi

Teorem 2.2.6 (Minkowski Teoremi): Her konveks cisim saf noktalarinin konveks

canagidir.

Carathéodory ve Minkowski teoremlerinin 151¢1nda rahatlikla anlasilabilecegi gibi;

bir konveks cismin herhangi bir x noktasi, saf noktalarinin konveks kombinasyonu
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olarak yazilabilir:

p
x=> Axi, Y Ai=1 N>0, p<n+1l (2.17)

i=1 i
Saf noktalar her zaman konveks kiimenin sinirinda bulunurlar ancak simirda bulunan

her nokta saf degildir.

Simpleks icerisindeki herhangi bir nokta, saf noktalarinin konveks kombinasyonu
olarak yazilabilir ve bu yazim tektir. Bagka hi¢bir konveks kiime bu 6zellige degildir.
Bununla birlikte, bir x noktasinin ranki, bu noktay1 olusturan konveks kombinasyon

icin gerekli olan minimum p sayisidir. Tanim geregi saf noktalarin ranki birdir.

Teorem 2.2.7: X, n-boyutlu gercel uzayda bog olmayan bir kiime olsun. Bu kiimenin
bir konveks koni olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul x, y € X ve A\,u > 0 igin
Ax + py € X olmasidir (Webster, 1996).

Teorem 2.2.7 su sekilde de ifade edilebilir: X, n-boyutlu bir konveks kiime olsun. X
kiimesini iceren n-boyutlu bir afin alt uzaydan sec¢ilmeyen herhangi bir y noktasini

orijin kabul eden ve X’den gegen 1ginlarin bilegskesine konveks koni denir.

y noktasi koninin tepe noktasi olarak tanimlanirken, X kiimesi koninin tabanini
olugturur. Isinlar, X kiimesini saf noktalarindan kestiginden ”ekstrem 1gmm” adim

alirlar.

Konveks koni simpleksler cinsinden de ifade edilebilinir: p-simpleksi tabani, simpleks
izerinde bulunmayan bir noktay1 ise tepe noktasi kabul eden p + 1 boyutlu konveks

kiimeye konveks koni denir.

Tanim (Konveks Fonksiyon): X C R olmak iizere, f : X — R tanimh bir
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Ekstrem lgin

Taban

Tepe noktas

Sekil 2.3 Konveks koni

fonksiyonun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosgul
FOx+(1=Ny) SA) + (1= Nfy), xyeX, Ael0,1]  (218)

esitsizligini gerceklemesidir. Eger, f : R — R tamiml ve tiirevlenebilir bir fonksiyon

ise, fonksiyonun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

fly) = f2) > (y—2)f'(x), 2,y €R (2.19)

esitsizligini saglamasidir. Fonksiyon iki kere tiirevlenebiliyorsa, konveks olabilmesi
i¢in ikinci tlirevinin pozitif olmasi gerekir. Bir fonksiyonun konkav olabilmesi igin

gerek ve yeter kogul ise, — f nin konveks olmasidir.
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3. YOGUNLUK ISLEMCILERI

Bu bolimde; yogunluk iglemcileri, bu iglemcilerin uzay1 ve bu uzayda tanimlanan
bazi kavramlar tartigilacaktir. Ayrica, kuantum mekaniginin yogunluk iglemcileri ile

tarifi ve kuantum mekaniksel ol¢timler tanitilacaktir.

3.1 Pozitif i§lemciler

‘H, N kompleks boyutlu bir Hilbert uzayi olsun. Bu uzayin duali H*, H’den kompleks
sayllara tanimli dogrusal gonderimlerin uzayidir. ‘H tizerinde tanimh iglemcilerin

uzay1 olan Hilbert-Schmidt uzayi ise,
HS =HRQH" (3.1)

seklinde tanimlanir ve bu uzaydaki iki iglemcinin i¢ carpimi

1
(A,B) = 5Tr(ATB), A, B€EHS (3.2)
Hermitesel formu (simetrik sesqui-dogrusal form) ile belirlenir. Tanimlanan bu ig-

carpim, HS uzakligi olarak bilinen

D} = -Tr[(A— B)(A" — B")| = =D35 (3.3)

| —

1
2

Oklidyen uzakligin tammlanmasina olanak saglar.

Bir islemci, Hermitesel eslenigi ile sira degisiyor ise bir normal islemci olarak ad-

landirilir:
[A, AT] = 0.

Bir normal iglemcinin Hermitesel olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul gercel ozdegerle-
re sahip olmasidir. Normal islemciler tiniter baz dontigiimleriyle kosegenlestirilebilir-

ler.
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Kuantum mekaniginde gozlenebilirler Hermitesel iglemcilerle temsil edilirler. Her-
mitesel islemcilerin uzayr HM, HS uzaymin N? gercel boyutlu bir alt uzayidir. En

genel bir Hermitesel iglemci

[2. & TrA 1
A= No NIN + ; n;o; < Ng= m, n; = §T7“<0'ZA) (34)

seklinde yazlabilir. Burada Iy, N x N’li birim matris ve o;’ler SU(N) grubunun

iireticilerileri olup
2 .
0;0; = N(S” + dijkak + Zfijkdk

bagintisin saglarlar. d;j, tamamiyle simetrik, fi;, ise tamamiyle anti-simetrik bir

tensordur.

Bir Hilbert uzayindan segilen tiim |¢/) vektorleri i¢in (10| P|¢)) beklenen degeri, gergel
ve pozitif olan iglemcilere pozitif iglemciler denir. Bagka bir ifadeyle, tiim 6zdegerleri

pozitif olan Hermitesel matrisler pozitif iglemciler olarak tanimlanabilirler:
P>0 < (@|PY)>0 & P=AA! Vj¥)eH. (3.5)

Pozitif iglemcilerin kiimesini P ile gosterelim. Bu kiime Hermitesel matrisler kiimesi-

nin bir alt kiimesi olup boyutu N?'dir:

P C HM, dim(P) = dim(HM) = N>.

Py,P, € P ve X\ € [0,1] olsun. Bu iki pozitif iglemcinin konveks kombinasyonunu ise

P ile gosterelim:

P = AP +(1-)\P,
= (Y|PlY) = A{@|PY) +(1 = ) (Y] Po])

>0 >0

= (W[Pl) > 0, Vo) € H
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Yani, pozitif iglemcilerin kiimesinden sec¢ilmig herhangi iki islemcinin konveks kom-

binasyonu yine bir pozitif islemcidir. Dolayisiyla, P konveks bir kiimedir.

Pozitif igslemcilerin ilerideki incelemelerde gerek duyulabilinecek birkag 6nemli 6zelligi
() (VPP =P,
(ii) |A] = VAAT, P = AAT,

(i) A= VAATU, U iiniter bir matris (Kutupsal ayrigim)

olarak verilebilir.

3.2 Yogunluk i§lemcileri

N x N’li bir p kompleks matrisinin, yogunluk iglemcisi olabilmesi i¢in
(i) o' =p,

(i) p >0,

(iii) Trp =1,

kosullarin1 saglamas1 gerekir. Bagka bir ifadeyle, yogunluk iglemcilerinin kiimesi
MW birim izli tiim pozitif islemcilerin kiimesidir. M) konveks bir kiimedir ve

saf noktalar: iz-diigtimlerdir:

psaf & p=Y)Y| ve (YlY)=1 & p*=p. (3.6)

En genel bir yogunluk iglemcisi

N2-1

1

seklinde yazlabilir. p, = %I n olarak tanimlanan yogunluk iglemcisine ise maksimum

saf-olmayan durum adi verilir.
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3.2.1 Kiibitler (N = 2)

Klasik biligim kuraminda, bir klasik fiziksel sistemin bilgiyi depolama becerisi ya da
bilgi depolama kapasitesi bit kavrami ile belirlenir. Benzer sekilde, kuantum biligim

kuraminda ayni iglevi kuantum bitler veya kisaca kiibitler iistlenirler.

Kuantum mekaniginin tst-iiste gelim ilkesi kiibitleri, klasik bitlerden ayirir: Bir
klasik bit iki belirli durumun (0 veya 1) yalnizca birinde bulunabilirken, bir kiibit
sonsuz sayidaki durumlardan herhangi birinde bulunabilir. Bununla birlikte, bir
kuantum bitin aym1 anda birden fazla durumda olabilme potansiyeli de mevcut-

tur.

Kiibitler iki girilebilir durumlu sistemlerin uzaylaridirlar. Bahsedilen iki olasi durum
|0) ve |1) ketleri ile gosterilir. Yukarida da belirtildigi gibi bir kiibit bu iki durumun

bir dogrusal kombinasyonu ile de gosterilebilinir:
) = al0) +8]1), a,BeC. (3.8)

Kiibitler birden fazla temsilde yazilabilirler. Bunlardan biri de spinor temsilidir.

Spi-nér temsilinde [¢) kiibiti
6 i . 0
|v) = |0) cos 7t |1)e'® sin 2 (3.9)

seklinde 0 ve ¢ agilarina bagh olarak yazilir. Bu temsilde kiibite karsilik gelen (saf)

yogunluk iglemcisi yazilmak istenirse:

cosf/2 o
o=l = [ (cos0/2,¢7 % 5in0/2)
e sin /2
1 1+ cosf sin f(cos ¢ — isin @)
2\ sinf(cos ¢ + isin ) 1 —cosf

1
= 5([+UISiHQCOS¢—|—JySiHQSiH¢+UZCOSQ)

1
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elde edilir. Burada, o = (0,,0,,0,) Pauli spin matrisleri, / birim matris ve n =
(sin @ cos ¢, sin fsin ¢, cos 0) ise kiiresel koordinatlarda birim vektorii temsil etmek-

tedir.

0 ve ¢ acilarimin degerlerini degistirdigimizde n birim vektorii Bloch kiiresi olarak
bilinen birim yarigapli kiirenin farkli noktalarmi igaretler. Bu noktalar spin-1/2
parcacigin saf-spin durumlarina kargilik gelir. Ayrica, saf-olmayan durumlar saf du-

rumlarin konveks kombinasyonlar1 olarak yazilabildiginden, Bloch temsilinde
1
p = ZPiE(IﬂLﬁi‘U), sz' =1, p>0
= I+ (e o
- 9 i bing) - o

1

elde edilir. n = ), p;n; vektorii Bloch vektorii olarak bilinir ve |[n|| < 1 dir. ||n|| =1
saf durumlara karsilik gelirken, ||n|| < 1 saf-olmayan durumlara karsilik gelir. Tiim
bu yapilandirma ise Bloch yuvari olarak adlandirilir. Yuvarin merkezinde maksimum

saf-olmayan durum bulunur. N = 2 durumunda Bloch yuvarinin yiizeyinde sadece

pp———
)

Sy Sp———

1}

Sekil 3.1 Bloch yuvari
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saf durumlar bulunur. Ancak bu durum N > 2 igin gecerli degildir. Daha tist boyut-
larda saf durumlar uzayin sinirinda bulunurlar ancak sinirda bulunan tiim durumlar

saf degildir.

Yogunluk iglemcilerinin uzayina biraz daha yakindan bakarsak yukarida bahsettigi-
miz durum biraz daha netlik kazanacaktir. M) N2 — 1 boyutlu bir uzaydir. Saf
noktalari iz-diigiimler olup bu noktalarin uzayi ise CP™N= ((N — 1) boyutlu kom-
pleks projektif uzay) dir. Saf durumlar M®)nin (N?—2) boyutlu smirinda 2(N —1)
boyutlu bir alt kiime olugtururlar. Dolayisiyla, kiitrit olarak bilinen N = 3 duru-
munda saf noktalar 7 boyutlu sinirda yanhzca 4 boyutlu bir alt kiime olugtururlar.
Kitritler uzaymin geometrik yapisi heniiz net ve doyurucu olarak bilinmemektedir.

Bu konudaki ¢aligmalar yogun bir sekilde devam etmektedir.

Her yogunluk iglemcisi kogegenlestirilebilir. Verilen bir {|e;)} bazimna gore kigegen

olan yogunluk iglemcilerinin kiimesi

p—Zx\\e, (eil, ples) = Niles), Z)\ =1 (3.10)

=1
seklinde verilir ve 6zdeger simpleksi olarak bilinir. Merkezinde maksimum saf-olmayan

durum bulunur. Saf durumlar p,’dan maksimum uzaklikta bulunurlar.

Teorem (Schrédinger): Verilen bir baza gore

seklinde kogegen formda yazilan bir p yogunluk iglemcisinin

M

olarak yazilabilmesi i¢in gerek ve kogul

i) = (3.13)

]
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olacak sekilde bir M x M’1li U tiniter matrisinin bulunmasidir (Bengtsson ve Zyczkow-

ski, 2006).

Schrodinger teoremi bir yogunluk iglemcisinin herzaman, bu iglemcinin 6zvektor-
lerinin gerdigi Hilbert uzaymin bir alt uzayindan secilen saf durumlarin konveks
kombinasyonu olarak yazilabilecegini soyler. Geometrik olarak bunun anlami K
boyutlu bir Hilbert uzayina ait yogunluk islemcilerinin cisminin, herbir yliziinin,
M) uzayinin bir kopyasi oldugudur. K < N durumunda yiiz; MY uzaymin

simirindadar.

Yogunluk iglemcileri; Kuantum Bilisim Kurami, Kuantum Dolanikhilik ve Kuan-
tum Optigi gibi kuramlar i¢in anahtar nicelik olmakla birlikte, temel kuantum
mekaniginde de 6nemli gorevler iistlenirler: Yogunluk islemcileri; onceden belir-
lenmig ozelliklere gore hazirlanan bir kuantum mekaniksel sisteme ait herhangi
bir iglemcinin beklenen degerinin hesaplanabilmesi i¢in gerekli olan minimum girdi
kiimesini temsil ederler. Daha sade bir ifade ile bir () islemcisinin, p yogunluk

islemcisi ile tarif edilen bir sistemdeki beklenen degeri

(@) =Tr(pQ) (3.14)

ile ifade edilir.
3.2.2 Bilesik sistemler

H,, Ny boyutlu bir Hilbert uzay1, Hs ise Ny boyutlu bir Hilbert uzay1 olsun. {|e;)}2,
ve {|f;) ;V:Ql sirasiyla H; ve Hs uzaylarimi geren baz vektorleri olarak segelim. Hqy

Hilbert uzayi, {|e;) ® | fj>}f\;1ivf bazlarmin gerdigi N1 No boyutlu bir vektor uzayidir:

His = Hi Q@ Ho. (3.15)

Bu uzaya etki eden p; yogunluk iglemcisi, alt durumlarinin bir tensor ¢carpimi olarak

ifade edilebilecegi gibi tersi durumlarda soz konusudur. p; ve po sirasiyla H; ve Ho

26



iizerine etki eden yogunluk iglemcileri olsun. Eger

P12 = P1 & P2 (3.16)

seklinde yazilabiliyorsa pis bir ¢arpim durumudur denir. Alt durumlarinin bir tensor

carpimi olarak yazilamayan durumlar ise dolanik durumlar olarak adlandirilir-lar.

Verilen herhangi bir p;5 yogunluk iglemcisinin alt durumlar:

pr =Trapra, p2=Trip12 (3.17)

seklinde bulunur. p; ve p;’ye indirgenmis yogunluk islemcileri denir. Burada, T'r; ve

T'ry sirasiyla birinci ve ikinci sistemler iizerinden alinan kismi izlerdir.

Olugturulan bu matematiksel yapiin fiziksel olarak da ilgi cekici ozellikleri vardir.
Yanlizca birinci sistem iizerinde yapilan bir deneyi diisiinelim. Bu durumda ilgilendi-

gimiz gozlenebilirler
RQ=01Q1 (3.18)

seklinde olacak ve gozlenebilirimizin beklenen degeri

Q) = Tr(pQ)
= Tripi2(Q ® )]
= Z(k,”pIQ(Ql ® I)|k, 1)

k.l

— 3 G llpual UV T1(Q @ L), )

Lk

= > (klpialk D)(K|Q:]k)

kLK

= ) (koK) (K Qi k)

kK

= Z(MPlQﬂk)

%
= Tri(piQn)
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ile ifade edilecekdir.

Teorem (Schmidt Ayrigim): {|e;)} ¥, ve {|£;)} X2, sirasiyla H, ve H, icin ortonor-
mal bazlar ve N < min{/N;, No} olmak iizere, Hio = H; ® Hs uzaymndaki her saf

durum

) = Vil @ 1£) (3.19)

seklinde ifade edilebilir.

ispat: Herhangi bir saf durum

N1 N3

) =" Cyled) ®1f;)

i=1 j=1

olacak gekilde ifade edilebilecegi agikardir. C' herhangi bir kompleks degerli matris

ve bazlar gelisigiizel secilmistir. N; < Ny ve
No
6y = > Cijlf)
j=1

olsun. Bu durumda,
Ny
) = les) @ |¢3)
i=1

ve
Ny

po = 0= le( esl @ 19:)( o4

i.j=1
elde edilir. Ikinci alt sisteme gore kismi iz alinirsa

Ny

Traps = ) lea)( esl({ &5lé0))

i,j=1
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elde edilir. Ayrica p; kosegenlestirilebileceginden

N
p1 = Z/\i‘ei><ei|a Ai 20
i—1

:>Z>\i|€z')<6i| = Z(I@)(ejl)(( ¢iloi)), & ( 05ldi) = Aidyg

= o0 = Vlf),
= [4) = Z@|ei>®|fi>

bulunur.

Schmidt ayrisiminda karsimiza c¢ikan \; sayilarina Schmidt katsayilar: denir ve
=1 X2>0 (3.20)

bagintilarini gergeklerler. Olasi tiim A vektérlerinin kiimesi (N — 1) boyutlu bir
simplekstir. Bu simplekse Schmidt simpleksi denir. Sifirdan farkli A; katsayilariin
sayist 7’ye |¢) durumunun Schmidt ranki denir ve indirgenmis yogunluk iglemcisinin
rankina egittir. [¢)) durumunun saf olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul » = 1 ol-

masidir. 7 > 2 durumunda [¢) durumu dolanik bir durumdur.

Lemma (indirgeme): P12, His tizerinde bir saf durum olsun. indirgenmi@ yogunluk
iglemcileri p; ve po’nin spektrumlari, herhangi bir sifir 6zdegerinin olas1 dejenereligi

diginda 6zdestir (Araki ve Lieb, 1970).

Lemma (Saflagtirma): Bir #; Hilbert uzayi iizerinde tanimli p; yogunluk iglemcisi
icin, bir Ho Hilbert uzay1 ve p; = T'ropio olacak sekilde Hy; ® Hs iizerinde tanimh

bir pi2 saf yogunluk iglemcisi vardir (Araki ve Lieb, 1970).
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3.2.3 Hilbert-Schmidt demeti, fidelite ve Bures uzaklhigi

HS uzaymin noktalar1 (vektorleri) H uzay1 tlizerine etki eden @ iglemcileri olarak

distintilebilir. HS uzayindan, pozitif iglemcilerin uzay1 olan P konveks konisine

I:Q—p=0QQ" (3.21)

seklinde bir iz-diigim vardir. Lifler ayni pozitif iglemci tizerine iz-diigen iglemcilerden

olugur. Uniter grubun lifler tizerindeki etkisi ise

Q—Q =QU (3.22)
seklinde tanimlanair.
Dremet Tzmem
I s
(L ]
.3 Tabar Iifanifoldn

Sekil 3.2 Hilbert-Schmidt demeti

Demetin yapi grubu U(N), taban manifoldu ise pozitif koninin i¢idir. Ayrica HS

uzayinda, X ve Y tanjant vektorleri olmak iizere
1 1
XY= 5[<X, Y)Y 4 (Y, X)] = 5Tr(XTY +YTX) (3.23)

metrigi tanimlanabilir.

Olugturulan bu yapi Hilbert-Schmidt demeti olarak adlandirilir. Demet uzayinda-

ki bir matrisin boylandirilmig bir yogunluk iglemcisine iz-diigebilmesi icin gerek ve
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yeter kosul, matrisin HS’de birim kiire iizerinde bulunmasidir.

Demet uzayinda iki nokta arasindaki uzaklik

45 (Q1,Q2) = |Q1 — Qal3s = Tr(@1Q} + Q205 — ©1Q) — Q:Q)) (3.24)

ile verilirken, jeodezik uzaklik

cosdg = %TT(Qng + QQQJ{) (3.25)

seklindedir. cosdg, birim izli yogunluk islemcilerine iz-diigen egrinin uzunlugunu

oOlcer.

Iki yogunluk iglemcisinin kok-fidelitesi
JF 1 i t t
F(p1, p2) = maxcosdg = 5 max Tr(Q1Q4 + Q2Q)) = max |[Tr(Q1Q5)| (3.26)

ifadesi ile tanmimlanir. Fidelite, iki yogunluk islemcisi arasindaki uzakhgin bir 6lcii-
sii olmakla birlikte bir metrik degildir. Bununla birlikte, fidelitenin yardimi ile
yogunluk islemcilerinin uzayinda iki Riemannian uzaklik tanmimlayabiliriz. Bunlar

sirasiyla Bures uzaklhigi
D(p1, p2) = Trpy + Trpa — 2VF(p1, p2) (3.27)

ve Bures agisidir

cos Dg(p1, p2) = VF(p1, p2). (3.28)

Bures acist M) icerisindeki bir egrinin uzunlugunun dlciisiiyken, Bures uzakhig

pozitif koni igerisindeki bir egrinin uzunlugunun o6l¢iistidiir.

Teorem (Uhlmann): Iki yogunluk islemecisinin kok-fidelitesi

VFE(p1, p2) = Trl\/piy/pa| = Tr\[\/pap1v/p2 (3.29)

esitligini saglar (Nilsen ve Chuang, 2000).
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Uhlmann teoremininde yardimiyla herhangi bir yogunluk iglemcisi ile maksimum

saf-olmayan durum arasindaki Bures uzakligi

Dy = Trp.+Trp—2VF(p,p.)

= Trp,+Trp—2Tr\/\/pp\/Px

2

seklini alir. Iki saf yogunluk islemcisinin kok-fidelitesi ise

VE(u) il ) (al) = Try/ /T alln) (0 |/ T (0]
e CIDIRE

|(1h1]b2) |

BN

bulunur. Burada k gegis olasiligi olarak da bilinen projektif capraz-orandir.

N = 2 durumunda her 2 x 2’li matris
A — ATrA+det A=0
esitligini saglar. Bu ozellik kullanilarak

ATrA = A’ +4detA
= (TrA)(TrA) = TrA®>+4 (Trl)det A
= (TrA)? = TrA?>+2det A

elde edilir. A = |/ /p1p2+/p1 olsun. Bu durumda, fidelite

(VF)? =F = (TrA)? = Tr(\/\/pipa/pr) + 2det /\/p1pav/p1

) + 2det /+/p1 det \/p2 det \/+/p1
= Tr(pip2) + 21/det p; det py

olurken, Bures uzaklig

D% =Trp, +Trpy — 2\/Tr(p1p2) + 24/det py det py
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olarak bulunur. N = 2 durumunda iglemcilerin karekoklerinin goziikmemesi 6zellikle

kolaylik saglamaktadir.

Kuantum Biligim Kurami’'nda fidelite (iglevsel olarak); daha genig bir kuantum sis-
teminde yapilan bir olgiim ile verilen bir kuantum sistemini bagka bir kuantum sis-
temine doniigtiirmenin maksimum bagar1 olasihigina karsilik gelir. Bununla birlikte,

fidelitenin fiziksel anlami tam ve anlagilir bir bicimde hentiz ortaya konamamigtir.

3.2.4 Uniter doniigiimler ve orbit manifoldlar:

Teorem (Kadison): ¢ : MW — M@ tammh birebir ve érten bir génderim

olsun. Bu gonderimin konveks yapiy1
e(Ap1+ (1= N)p2) = Ap(p1) + (1 = Nep(p2), A €[0,1] (3.30)
koruyabilmesi icin gerek ve yeter kosul, gonderimin
p(p) =UpU™ (3.31)

seklinde tanimlh olmasidir. Burada U iglemcisi tiniter ya da anti-iiniterdir.

Yogunluk iglemcileri SU(N) grubunun Lie cebri ile tanimlanmig bir vektér uzayin-
da yer alirlar. Kadison teoremine gore yogunluk islemcilerine etki eden doniigtimler
yine SU(N) grubuna ait tiniter dontigiimlerdir. Dolayisiyla burada s6z konusu olan
kendi Lie cebri iizerine etki eden bir grup etkisidir. Bu durum matematiksel olarak

su sekilde ifade edilebilir:

1 1
I T = UoUT = — Lo
P =UpUt = Nl—l—;nZUazU = N]—i—;niaz
1 1
=n; = §Tr(p'ai) = §TT(UiUUjUT)nj = Z O;jn;
J
1
= Oi]’ = §TT(O'Z'UO']'UT), Z Ozk:O]k = 5@'
k
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O matrisi ortogonal bir matristir ve SO(N? — 1) grubuna aittir. Anlagilacag iizere,
yogunluk islemcilerinin simetri grubu SU(N)/Zy, dénme grubu SO(N? — 1)’in bir
alt grubudur.

Bir G dinamik Lie grubunun etkisi altindaki p kuantum durumunun orbiti

Gp={gpg~'|g € G} (3.32)

kiimesi ile tanimlanabilir. Yogunluk islemcilerinin kiimesi tizerine etki eden herhangi

bir G Lie grubu, M®)nin bir tabakalandirmasini tanimlar.

G = U(N) olsun. Uniter grubun etkisi altmdaki bir yogunluk islemcisinin orbiti, bu
islemcinin spektrumu ile belirlenir. Yani, iki yogunluk islemcisinin ayni tiniter orbite
ait olabilmesi ic¢in gerek ve yeter kosul yogunluk iglemcilerinin aynmi n; kathhg ile

ayni \; ozdegerlerine sahip olmasidir.

Y. nA; = 1 oldugundan, sayillamaz sonsuz sayida olasi \; se¢imine karsilik gelen
sonsuz sayida ayrik orbit vardir. Dolayisiyla, U(N) grubunun M®™) uzayini orbit-

lerin bir sayilamaz sonsuz ailesine boliigtiirdiigii soylenebilir.

Teorem: U(N) grubunun MW) iizerine etkisi p — p' = UpU' olarak tanimh ve p

n; kathhg ile ayrik A\; ozdegerlerine sahip ranki; » > 1 olan bir kuantum durumu

olsun. p durumunun orbiti, gergel N? — Y7 | n? boyutlu

U(N
[U(ny) x U(ng) X ... x U(n,)]

(3.33)

flag manifolduna homeomorfiktir (Schirmer vd. 2004).

N = 2 durumunda, bir p yogunluk iglemcisi diag(r, 1—r) matrisine iiniter egdegerdir.
r =1 —r olsun. Bu durumda p = I (maksimum saf-olmayan durum) olur ve orbit

U(2)/U(2) manifolduna homeomorfiktir. » # 1 — r olmasi halinde ise yogunluk
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islemcisinin orbiti

manifolduna homeomorfiktir.

Ayrica CP?!, §?’ye diffeomorfik oldugundan, iki girilebilir durumlu bir sistemin her-

hangi bir U(2) orbiti maksimum saf-olmayan durum digmmda S§?’ye homeomorfiktir.

Cizelge 3.1 Uniter orbitlere karsiik gelen manifoldlar (Schirmer vd. 2004)

Manifold Boyut

N =3

p = diag(a,a,a) nokta 0

p = diag(a, b, b) U(3)/[S' x U(2)] 4

p = diag(a,b,c) U(3)/[S' x 8t x 8] 6
N =14

p = diag(a,a,a,a) mnokta 0

p = diag(a,b,b,b)  U(4)/[S" x U(3)] 6

p = diag(a,a,b,0) U(4)/[U(2) x U(2)] 8

p = diag(a,b,c,c) U(4)/[S' x 8! x U(2)] 10

p=diag(a,b,c,d) U(4)/[S' x S' x S' x S 12

N = 3 olsun. Eger yogunluk islemcisi katlilig1 3 olan tek bir 6zdegere sahipse p = %] 3
olur ve orbit U(3)/U(3) manifolduna homeomorfiktir. p iki ayrik 6z degere sahipse

diag(1l — 2a, a,a) matrisine initer egdegerdir (0 < a <1, a # 1/3) ve orbit

manifolduna homeomorfiktir. p ti¢ ayrik dzdegere sahipse diag(a, b, ¢) matrisine egde-
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gerdir ve dolayisiyla

manifolduna homeomorfik olur.

Goriildigii gibi iki durumlu sistemlerin tiim orbit manifoldlar: kiireye homeomor-
fik olurken, daha yiiksek boyutlu sistemlerde orbit manifoldlar1 yiiksek boyutlu

Oklidyen uzay icerisindeki kiirelerle asla tanimlanamazlar.

3.2.5 Pozitif islemci degerli olgiimler

Kuantum mekaniginde, verilen bir sistem tizerine uygulanacak islemler (operasyon-
lar) temelde dort gesit doniigtimiin kombinasyonlar1 seklinde elde edilebilirler. Bu

dontigiimler sirasiyla
(i) Uniter déniigiimler
(i) Sistem genisletilmesi
(iii) Kismi iz
(iv) Segici doniigiimler

olarak tammlamr. Ilk {i¢ doniigiimiin bir kombinasyonu ile elde edilen déniisiimlere
belirli kuantum dontisiimleri denir. Segici 6l¢iimlerin yer aldigi doniigtimler ise olasilik-

¢1 kuantum iglemleri olarak bilinirler.

Bir p baslangi¢ sistemi segilerek yukarida belirtilen doniigiimler uygulanirsa
(i) p—=>p®0=p®|j)(j| (sistem genigletilmesi)
(ii) p — UpUT (iiniter doniigiim)

(it}) o' = Tr[U(p ® ) (NUT = S5, 6017010 (kismi iz)
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elde edilir. Burada o = |j)(j|; K boyutlu Hx Hilbert uzay: tizerinde taniml, p ile
etkilesimde bulunan herhangi bir sistemi temsil etmektedir. p yogunluk iglemcisinin
uzayl N boyutlu Hy uzayi ile temsil edilirse, genisletilmis sistemin uzayr Hygx =

Hy ® Hy formunu almig olur.

A; = (i|U|j) olsun. Segici olmayan kuantum 6lgiimleri (belirli kuantum islemleri)

K K
p—p = ApAl, Y AlA =1 (3.34)
=1

i=1
formunu alirlar. Bununla birlikte, (i)-(iii) doniigiimleri ile elde edilemeyen segici
olctimler ise

AipAl

= p=
’ T Tr(aspA])

, pi=Tr(AipAl), pi >0, Zpi =1 (3.35)

ile tamimlanirlar. Burada p;; p durumunun ¢’nci ¢iktiy1 olugturma olasiligidir.

Kuantum mekaniginde sikca kullanilan projektif 6l¢iimlerde ise; A; 6l¢tim islemcileri

orthogonal projeksiyonlardir:
Ay=P =Al, PP,=6,P, i,j=1,..,N. (3.36)

Projektif olgiimler bir @ Hermitesel islemecisi ile tarif edilebilirler. Ol¢iimiin olast

giktilar: @) islemcisinin 6zdegerlerine karsilik gelirler:

N
Q=) MNP, Pi=le)el, > le)e] =1. (3.37)
=1 %

Secici olmayan projektif olctimler

N
p—p =) PpP (3.38)

i=1
ile gosterilir ve [@, p/| = 0 olur. Secici projektif dl¢iimlerde ise baglangig durumu p

PipP;

————, pi=1r(Pph) =Tr(F, 3.39
Tr(PpP) " r(PipP;) = Tr(Pip) (3.39)

p—pi=
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seklinde dontigiir. p;, A; ile temsil edilen ¢iktinin gergeklesme olasihigidir. Projektif

olctimlerin tekrarlanabilir olmalar1 en 6nemli 6zellikleri olarak soylenebilir.

Pozitif iglemci degerli 6l¢timler birim iglemcinin, N boyutlu bir Hilbert uzay1 iizerinde
tanimh k£ tane pozitif E; islemcilerinin bir kiimesi igerisine herhangi bir boliisii-

mii olarak tanimlanir. Genel bir F; pozitif iglemcisi
seklinde yazilir ve
k
Y E;=1I, E;=E}, E>0 (3.41)
i=1

bagintilarini saglar. Bir p durumu iizerinde uygulanan pozitif iglemci degerli ol¢tim,
v'nei giktiy
pi =Tr(E;p) (3.42)

olasiligi ile tiretir ve tanimi geregi

Zpi = T?”(Z Eip)=Trp=1

olmasini garanti eder. Bir pozitif iglemci degerli ol¢iimiin saf olabilmesi icin yeter
kosul, herbir F; islemcisinin rankinin 1 olmasidir. Saf olmayan ol¢iimler FE;’lerin

spektral ayrigimlar ile yer degistirilmesi suretiyle saflagtirilabilirler.
3.2.6 Pozitif ve tamamiyle-pozitif gonderimler

p € MW N boyutlu bir Hilbert uzay: iizerinde tammh bir yogunluk islemcisi
olsun. ® : M®™ — MW tapmh bir gonderim olsun. Bu génderimin bir fiziksel
igleme kargilik gelebilmesi i¢in 6ncelikle dogrusal olmasi gerekir (tiim fiziksel iglemler
dogrusal gonderimler ile temsil edilmek zorunda olmasa da, yogunluk iglemcilerinin
uzayinda dogrusallik vazgegmesi zor olan bir 6zelliktir). Ayrica, ® yogunluk iglemci-

lerini yine yogunluk iglemcilerine gondereceginden
i) pr=2p=(p) & Pmu=Dpm
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(i) Trp =1 < Pmm = oy,
(iii) p' >0 < Pmupy,, >0, p>0
sartlarin saglamak zorundadir. Gonderimi
D%z = (PZL# (3.43)

seklinde tanimlanan bir dinamik matris cinsinden yazmak, gonderim iizerinde yukari-
da belirlenen kisitlamalarin daha iyi anlagilmasini saglayabilir. Kisitlamalar dinamik
matris cinsinden

() /' = (0)' & Dum =D,

i ny

(ii) Trp =1 & Dmn =4,
(iii) p >0 < Dzz;zp,w >0, p>0

seklinde yeniden ifade edilebilir. Dg dinamik matrisi & gonderimini tek olarak be-

lirler ve

Da<I>+b\I/ = aD<1> + bD\y (344)

bagintisini saglar. Bir dinamik matrisin Hy2 tlizerinde tanimli olan tensor carpim
durumlarina etki ettiginde pozitifligi koruyabilmesi icin, bizzat kendisinin de pozitif

olmasi gerekir. Dinamik matrislerin bu ozelligine blok-pozitiflik denir.

Teorem (Jamiolkowski): Bir ® dogrusal génderiminin pozitif olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kogul, bu gonderime karsilik gelen Dg dinamik matrisinin blok pozitif ol-

masidir (Jamiolkowski, 1972).

Teorem (Choi): Bir ¢ dogrusal gonderiminin tamamiyle pozitif olabilmesi i¢in
gerek ve kosgul, bu gonderime karsilik gelen Dg dinamik matrisinin pozitif olmasidir

(Choi, 1975).
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Bununla birlikte, bir ® dogrusal gonderiminin tamamiyle pozitif olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul

p—p = Z AipAl (3.45)

seklinde verilebilir. Bu tanim aymi zamanda Kraus formu, A; islemcileri ise Kraus

islemcileri olarak bilinir.

CP (completely positive) gonderimlerin kiimesi, Dg pozitif matrislerinin N2 boyutlu
kiimesine izomorfiktir. Ayni1 zamanda izi de koruyan CP gonderimlere tamamiyle
pozitif iz koruyan (completely positive trace preserving maps, CPTP) génderim-
ler denir. CPTP gonderimlerin kiimesi H 2 iizerinde tanimli yogunluk islemcileri

kiimesinin bir alt kiimesi olarak diigtintilebilir.

Anlagilacag tizere, yogunluk iglemcileri kuantum mekaniksel sistemlerin yanhzca di-
namiginin anlagilmasinda degil ayrica bu sistemlerin uzayimin geometrik yapisinin
incelenmesinde de 6nemli bir rol iistlenirler. Yogunluk islemcilerinin matematiksel
yapilandirilmasinin sade fakat giiclii olmasi, modern kuantum mekaniginin degismez
parcalarindan biri olmalarini ayrica saglamaktadir. Bununla birlikte, bu giiclii mate-
matiksel aracin uzayimin yapisinin yiiksek boyutlarda heniiz tam bir bicimde anlasila-

mamig olmasi, karsimiza ¢ikan en biiylik handikaplardan bir tanesidir.
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4. KUANTUM ENTROPILERI

Bu boliimde, kuantum entropilerinin daha rahat anlagilabilmesi i¢in oncelikle klasik
entropiler incelenecek, daha sonra sirasiyla kuantum entropileri ve kuantum dolanik-

lilik kavramlar: tartigilacaktir.
4.1 Klasik Entropiler

Bu kisim igerisinde klasik entropiler, bu entropilerin Klasik Bilisim Kurami’ndaki

anlamlar1 ve klasik olasilik dagilimlarinin uzayinin geometrisi incelenecektir.
4.1.1 Shannon entropisi

P olasilik dagilimina gore gergeklesecegi bilinen bir deneyden elde edilecek olan

giktilarin belirsizliginin bir olgiisii olan Shannon entropisi

N
H(P)=-=) pilnp, p; >0, Y pi=1 (4.1)
1=1 i

seklinde tanimlanir. Sifir degerini saf durumlar (bir ¢iktinin kesin oldugu durumlar)

icin alirken, maksimum degeri olan In N’yi tekdiize (eg) dagilimlar i¢in alir.

Shannon entropisinin Klasik Bilisim Kurami'ndaki rolii ve anlamini incelemeden

once, sahip oldugu belli bagh 6zelliklere bir goz atmakta fayda vardir.
Pozitiflik: Tiim kesikli dagilimlar i¢in pozitif bir fonksiyondur; H(P) > 0.
Siireklilik: Dagilimlarin bir siirekli fonksiyonudur.

Konkavlik: Konveks kiime teorisine gore konkav bir fonksiyondur. Olasilik dagilim-

larimi karigtirmak (mixing) entropiyi artirir:
HAP +(1—=MNP) > H(P) + (1= NH(P), Ae€|0,1]. (4.2)
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Toplanabilirlik: Tki gelisigiizel ve bagimsiz degiskeni tarif edebilmek icin gerekli
olan bilgi, aym degiskenleri ayr1 ayr1 tarif edebilmek icin gerekli olan bilgilerin
toplamidir:

H(Pi2) = H(P) + H(P). (4.3)
ispat: Olasilik dagilimlar1 bagimsiz olduklarindan

yazilabilir. Boylelikle,

N N N
H(Pp) = Z pijInpi; = — Z pipjlnpip; = — Z pip;jInp; — Z pip; Inp;

i,7=1 1,7=1 t,j=1 i,j=1

N N
= =) pilnpi—> pilnp;
i=1 j=1

— H(P)+ H(P,)

bulunur.

Alt-toplanabilirlik: Degiskenler bagimsiz degillerse; degiskenleri ayni anda tarif
edebilmek icin gerekli olan bilgi, ayni degiskenleri ayr1 ayr1 tarif edebilmek igin gerekli

olan bilgilerin toplamindan kii¢iik ya da esittir (Nielsen ve Chuang, 2000):
H(Pi2) < H(Py) + H(P,). (4.4)

Tekrarlama C)zelligi: Verilen bir @) olasilik dagilimi icin
k1 ko N
:Zp’m q2 = Z Diyey 4r = Z Di, N=Fk+..+k
i=1 i=k1+1 N—k,+1

olsun. Shannon entropisi

Duo By g g PNy (g

q1 q1 qr qr

esitligini saglar.
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Ispat: t = N — k, + 1 olsun. Bu durumda

N r
H(P)-H(Q) = =) phnp+) g¢hg
=1 =1

k1 N
= = pilnpi— .= pilnpi+glng + .. +glng,
=1 i=t
k1 k1 N N
= —Zp,;lnpi—i-Zpilnql - ...—Zpilnpi+2pi1nqr
i=1 i=1 i=t i=t
pi P P, P
= —q[)_ “hh—]— . —g) “In—]
- Q — Ir 4r
= IH(&7 7&)_{— + TH<Z£’ 7p_N)
1 1 r dr
p p p p
= H(P) = HQ)+qaH=, .2+ . +qH(=, .., 2.
il 1 dr qr

bulunur.

Biligim kuramsal olarak Shannon entropisini ve tanimlamamiza olanak sagladigi baz

entropileri inceleyelim. Oncelikle Shannon entropisini

N
H=— Zpi log, pi (4.6)
i=1

seklinde yazarak biligim kuramina daha uygun bir hale getirelim. Shannon entropisi,
verilen bir olasihk dagilimi (ya da olaylar kiimesi) iizerinde yapilacak bir 6lgiim
sonucunda elde edilecek olan c¢iktilarin belirlenebilmesi igin gerekli olan bilginin
bir olciistiidiir. Bagka bir ifadeyle, bu belirleme i¢in gerekli olan iletigsimin bekle-

nen uzunlugu belirtir. Bu uzunlugun birimi bittir.

N = 2% olas1 ¢ikt1 bulunmas1 halinde, entropinin maksimum degeri log, N = a bit
olur. a, ikili sistemde yazilan sayilar siciminin uzunlugudur. Bir 6rnekle durumu daha
agik ifade etmeye ¢aligalim. Dort adet ¢iktimiz olsun. Bu giktilar: 00, 01, 10, 11 olarak
isaretleyelim. Bu isaretlemelerin herbiri kod kelimesi olarak adlandirilir. Ornegin
(010001010010) sicimi (01,00, 01,01,00,10) kod kelimeleri ile ifade edilir. Acik¢a

goriildiigii gibi, bir ¢iktiy1 kodlamak icin gerekli olan sicimin uzunlugu iki bittir.
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Beklenen uzunluk
L= sz‘li (4.7)

ile belirlenir. Burada [; herbir kod kelimesinin uzunlugunu temsil etmektedir. Gerek
klasik gerekse kuantum bilisim kuramlarinda amag¢ beklenen uzunlugu minimize et-

mektir.

Teorem (Shannon): Verilen bir P kaynak dagilimi i¢in L, bir optimal kod igerisinde

kullanilan bir kod kelimesinin beklenen uzunlugu olsun. Bu durumda
HP)< L. <H(P)+1 (4.8)
esitsizligi gergeklenir. Teoremden de agikca goriilebilecegi gibi entropi bilginin bir

olciistdiir (Nielsen ve Chuang, 2000).

Shannon entropisi biligim kuraminda 6énemli birkag fonksiyonun tanimlanmasina da

olanak saglar. Bunlardan bir tanesi kogullu entropidir:
H(P|P,) = H(P2) — H(P,). (4.9)

Py olasilik dagilimindan elde edilecek olan bilgi P, olasilik dagilimi hakkinda 6nceden
varolan bilgiye kogullandirilmigtir. Iki farkh olasilik dagiliminin barindirdiklar ya da

sahip olduklar1 ortak bilginin bir olgiisii olan ortak bilgi fonksiyonu ise

seklinde tanimlanir. Ortak bilgi, iki degisken arasindaki korelasyonun bir ol¢iisii ola-

rakta diigtiniilebilir.
4.1.2 Bagil entropi

P ve @ olasilik dagilimlarimin ayirtedilebilirliginin bir ol¢iisii olan bagil entropi

H(P||Q) = Zpiln& (4.11)



seklinde tanimlanir. Kullback-Leibler entropisi olarakta bilinir. Bilisim kuramsal
acidan bakildiginda bagil entropi, bir kodun beklenen uzunlugunun nasil biiyiidiigii-
niin bir olcusidiir. Bagil entropi, simetri 6zelligi olmadigindan bir metrik degildir.

Bununla birlikte her zaman pozitif bir niceliktir:

H(P|Q) > 0. (4.12)

Ispat: Bu ozelligi ispatlamak i¢in Inx < x—1,Vz > 0 egitsizliginden yararlanilabilir:

H(P|Q) = Zplln— = —szln—
Z szl_f
= Z(pi—Qi):OjHUDHQ)ZO

%

Bagil entropinin pozitifligi kullanilarak Shannon entropisinin konkavhgi kolaylikla
gosterilebilir. R, P, () gelisigiizel segilmig olasilik dagilimlar: ve r; = Ap; + (1 — \)g;,
A € [0, 1] olsun. Bagil entropiler

H(P||R) = szlnpz szlnn > 0
H(Q||R) = Z%ln% Zqzlnn > 0

sirasiyla A ve (1 — \) ile garpilarak

Z/\pilnpi—Z/\pilnTz‘ > 0
Z(l—)\)qilnqi—Z(l—)\)qilnn > 0

elde edilir. Bu durumda
—r;Inr; > —Ap;Inp; — (1 — N)g; Ing;
olur ve dolayisiyla
H(R) = HAP + (1 =A)@) 2 AH(P) + (1 = M H(Q)
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bulunur.

Shannon entropisi kullanilarak tanimlanan ortak bilgi, bagil entropi cinsinden
I(Pl IPQ):H(P12||P1P2) (413)

seklinde ifade edilebilir. Temelde gerek kosullu entropi gerekse ortak bilgi, bagil

entropinin ozel halleridirler.

4.1.3 Istatiksel geometri

N tane olas1 x; degerini alabilen geligigiizel bir X degiskenini ele alalim. X’in her-

hangi bir x; degerini alma olasilig
P(X =z;) =9’

olsun. Olasiik kurami uyarmca p* > 0 ve Y .p" = 1 olacaktir. p"lerin olasilik
dagilimlarinin uzayinda koordinatlara karsilik geldigi diisiiniiliirse, bu uzayin bir sim-
pleks olusturdugu goriiliir. Bu simplekse olasilik simpleksi denir. Saf noktalar sim-
pleksin kogelerinde bulunurlar. Simpleks igerisindeki P ve @) gibi iki olasilik dagilimi

arasimdaki uzaklik
L N
Dy(P,Q) = ||P—Q||k={52|pi—qz‘|k}z7 k>1 (4.14)
i=1

ile verilir. N = 2 durumunda bu uzakligi bagil entropi ile iligkilendirmek miimkiindiir:

> (i = D(P,Q). (4.15)

=1

N

PHQ szlnf Z

p simpleks tizerindeki herhangi bir vektor, dp ise tanjant vektorii olsun. Olasilik

simpleksi tlizerinde

s dp'dp’ 16;;
ds’ —Zgwdpdpj— Z et TR e (4.16)

i=1
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Riemannian metrigi tanimlanabilir. Tanimlanan bu metrik Fisher-Rao metrigi olarak

bilinir. Fisher-Rao metrigi

%

N
ds* = deidxi, do' = dp >0 (4.17)

= 2P
seklinde gorece daha basit formda yazilabilecegi gibi, Shannon entropisinin Hessien

matrisi olarakta tamimlanabilir:
1 1 Yo
k=1

Herhangi iki P ve @) olasilik dagilimi arasindaki jeodezik uzaklik

N
COs DBhatt - Z V pzqz = B(Pv Q) (419)
i=1

ile verilir. Bu uzaklik Bhattacharyya uzakligi, p'q® katsayilar: ise Bhattacharyya kat-

sayilar1 olarak bilinir. Uzakligin karesi klasik fidelite olarak tanimlanir.

Ornek uzay siirekli oldugunda olasilhik dagilimlarinin uzay: sonsuz boyutludur. Bir
an i¢in tekdiize dagilimlarin iki boyutlu alt manifoldlari ile ilgilendigimizi diigiinelim:

1w
Tl (4.20)

p(x; p,0) =
2ro

Ortalama (u) ve standart sapma (o) alt manifold igerisindeki koordinatlar: temsil
etmektedir. En genel durumda, olasilik dagilimlari uzayinin bir sonlu boyutlu alt

manifoldu

p(z; 60, ...,0m) (4.21)

ile gosterilir. Burada #* alt manifold igerisindeki koordinatlara kargilik gelir. Ben-

zerlik fonksiyonu olarakta bilinir. Log-benzerlik fonksiyonunu ele alalim:
[(x;0) = Inp(x;0). (4.22)

x ornek uzaydaki koordinatlara, 6 ise olasilik dagilimlari uzayinin bir alt uzayindaki
koordinatlara karsilik gelir. Log-benzerlik fonksiyonunun 6*lara gore alinan kismi

turevi skor vektorleri olarak adlandirilir:

ol 0
le = ggar %= 96,

(4.23)
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Genel bir tanjant vektorii, skor vektorlerinin bir dogrusal kombinasyou olarak yazila-
bilir:
A= A%,. (4.24)

Olasilik simpleksinin #* ile koordinize edilmig herhangi bir alt manifoldunda Fisher-
Rao metrigi
op® Op’ 1 Oup'Op°
b= = = E s 4.25
g b Z] aea aebgj 4 - pl ( )

olacak sgekilde bir metrik indiikler. Alt manifold sonlu boyutlu oldugu siirece bu

metrik stirekli olasilik dagilimlarina genellestirilebilir:

1 aapabp
== ) 4.2
w = [ @ (4.26)
Ayrica skor vektorleri kullanilarak
1
lo =0, Inp(x;0) = —0up
p
1
lp =0y Inp(z;0) = 5&;]0
00
= plyl, = PP
p
ve dolayisiyla
1
G =7 / drplaly = (Loly) (4.27)

yazilabilir.

Fisher-Rao metrigini birornek dagilimlarin iki boyutlu alt manifoldu tizerinde or-
talama ve standart sapmay1 koordinatlar olarak kullanarak tanimlamaya caligalim.

Bu iki koordinata baglh skor vektorleri

x—p
l = N =
o ,up<x7/117 U) 20_2
(z—p)? 1
lo = O,p(z; p, =
Pl p.o) OB

seklinde bulunur. Elde edilen bu skor vektorleri kullanilarak istatiksel metrigin bile-
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senleri kolaylikla hesaplanabilir:

= (l,l,) = /az’pll =0

1

— 2 _

—/dxplu = =
2

:/dxpl?, = =
o

Sonug olarak metrik
g 1 2 2 1 2 2
ds” = Z(gugd,uda + guudp” + goodo”) = @(du + 2do”) (4.28)

formunu alir. Elde edilen bu metrik iist yar1 diizlemde Poincaré metrigi olarak bilinir.

Sabit negatif egriligin metrigidir.
4.2 Kuantum Entropileri

Tamm (Islemci Fonksiyon): U bir iiniter matris ve A = Udiag(\)UT olmak

tizere, f : R — R tamimh f fonksiyonu
F(4) = Udiag[f (AU (4.29)

bagintisini saghyorsa f bir iglemci fonksiyondur denir. Bununla birlikte, A ve B

Hermitesel matrisler olmak tizere f
A<B = f(A) < f(B) (4.30)
sartini sagliyorsa bir iglemci monoton fonksiyondur denir. Tiim iglemci monoton
fonksiyonlarin kiimesi konvekstir.
Klein Esitsizligi: A, B Hermitesel matrisler ve f bir konveks fonksiyon olmak iizere
Trlf(4) - f(B)] > Tr[(A - B)f'(B)] (4.31)

ve ozel olarak

Tr(AlnA—AlnB) >Tr(A— B) (4.32)
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egitsizlikleri saglanir. Esitlik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul A = B olmasidir.

Ispat: Ale;) = ale;), Blf:) = b|f:), (el fi) = |eij] ve >, lcij|* = 1 olsun. Bu durumda
(il f(A) = f(B) = (A= B)f'(B)le:) = Z e *[f (i) = f(bs) — (ai — b)) £'(b;)]
elde edilir. (2.19) esitsizligi

Z ’CijF[f<ai> - f(bj) — (a; — bj)f/(bj)] >0

J

olmasini gerektirir. Dolayisiyla

> (el f(A) = f(B) = (A= B)f(B)les) >0

)

= Trf(A) — f(B)] = Tr[(A - B)f'(B)]

elde edilir. Ozel durumu géostermek icin f(A) = Aln A secmek yeterlidir. Bu du-

rumda

TrAmA—-TrBlnB > TrAlmB+Tr(A—B)—TrBlnB

= Tr(AlnA— AlnB) > Tr(A-B)

bulunur.

Peierl Esitsizligi: A bir Hermitesel iglemci, f konveks bir fonksiyon ve { f;} ortonor-

mal vektorlerin bir tam kiimesi olmak tizere
Trf(A) > f({filAlf) (4.33)

esitsizligi saglanir. Esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul Ale;) = ale;)

olmak iizere |f;) = |e;) Vi olmasidr.
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Ispat: Herhangi bir |f;) vektorii icin

(filAlfi) = Z<fi‘f(A>’fi><ej‘fi>

J

= D I(file)Pf(ay)

J

> FUAIACY leesDIA)]
— JUHAILD

yazilabilir. Dolayisiyla

(2

DALY = Y SUAIAL)
= Trf(A) 2 37 FUAIAIR)

elde edilir.

Golden-Thompson Esitsizligi: A ve B iki Hermitesel islemci olmak iizere
Trete? > Tretth (4.34)

esitsizligi saglanir. Esitligin saglanabilmesi igin gerek ve yeter kosul A ve B iglemcile-

rinin sira degismesidir (Golden, 1965).

Lieb Esitsizligi: A, B,C' > 0 olmak tizere

o 1 1
T InA—InC+In B <T / A B d 4.35
re =27 0 CHul C+ul “ ( )

esitsizligi saglanir (Ruskai, 2002).

4.2.1 von Neumann entropisi

von Neumann ya da kuantum entropisi

S(p) =—Tr(pnp) (4.36)
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seklinde tanimlanir ve Shannon entropisinin klasik kaynaktan elde edilen bilginin
miktarini belirlemesine benzer bicimde, kuantum kaynagindan elde edilen sikigtirila-
maz bilginin miktarini belirler. von Neumann entropisi sifir degerini saf durumlar

icin alirken, en yiiksek degerine maksimum saf-olmayan durum igin ulagir.

Klasik olasilik teorisinde durum olasilik dagilimidir. Shannon entropisi ise bir olasilik
dagiliminin ayirtedilebilirlik fonksiyonudur. Kuantum teorisinde ise durumlar yogun-
luk matrisleri ile temsil edilirler. Bir yogunluk matrisi bir ¢ok olasilik dagilimi ile

iligkilendirilebilir.

Verilen bir baza gore kogegen olan yogunluk islemcilerinin

N
p=Y_ Alei)eil
=1

seklinde tanimlandigr gosterilmisti. Buradan yola gikilarak kuantum entropisi, ranki

N olan bir yogunluk iglemcisinin spektrumu cinsinden de tanimlanabilir:

S(p) =— i Ailn ). (4.37)

Kuantum entropisi bir kuantum olasilik dagilimi ile iligkilendirilen bir kuantum du-
rumunun belirsizliginin bir oOl¢iisiidiir. Kuantum ve Shannon entropileri yalnizca
kargilikli ortogonal saf durumlar igin ayni degeri olgerler. Biligsim kuramsal olarak
bunun anlami ise su sekilde soylenebilir: kuantum kanallar1 yoluyla aktarilan, her-
biri saf olan ortogonal kiibit durumlarinin bir kiimesi igerisine kodlanmig bir bilgi
ayn1 zamanda, klasik bitler ile kodlanarak klasik kanallar yoluyla (érnegin telefon)

da gonderilebilir.

Tekrarlama Ozellig‘i: Tki yogunluk iglemcisinin ozvektorleri bir Hilbert uzayimin
birbirine dik olan iki alt uzayini geriyorsa, yani, bu iki yogunluk islemcisi dik-
destege sahiplerse ayrik iglemciler olarak adlandirilirlar. p; yogunluk islemcilerinin

H = @f\il ‘H; Hilbert uzaymin H; alt uzaylarinda destekleri olsun. Bu durumda
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p = >, pip; yogunluk islemcisinin kuantum entropisi
M
S(p) = H(p) + Y _ piS(p:) (4.38)
i=1
seklinde yazilabilr.

Ispat: pi yogunluk iglemcileri \;; 6zdegerlerine sahip olsun. Dolayisiyla p;\;; p yo-

gunluk iglemcisinin 6zdegerleri olurlar. Sonug olarak
S(p) = _Zpi)\ij Inp;Ai; = _Z)\ij Zpi Inp; — Zpiz)\ij In Ay
] J i i J

= H(p)+ ZPz‘S(Pz‘)

elde edilir.

Konkavlik: p = Ao + (1 — A)w, A € [0, 1] olsun. Bu durumda
S(p) > AS(0) + (1 = N)S(w) (4.39)

esitsizligi saglanir.

ispat: Klein esitsizliginde A = 0, A = w ve B = p alinarak

Tr(clno) —Tr(clnp) > 0

Tr(whw)—Tr(wlnp) > 0

esitsizlikleri elde edilir. Tlk esitsizlik )\, ikinci esitsizlik (1 — ) ile ¢arpihip, birbirleri
ile toplandiginda

Mrolno+ (1= NTrwlnw > Tr[(Ao+ (1 — MNw)Inp]
= Tr(plnp)
elde edilir ve dolayisiyla
S(p) 2 AS(o) + (1 = A)S(w)
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bulunur. Bununla birlikte f herhangi bir konveks fonksiyon, A ve B iki Hermitesel

islemci ve p € [0, 1] olmak iizere

Trif(pA+ (1 —p)B)] <pTrf(A)+ (1 —p)Trf(B) (4.40)

esitsizligi gerceklenir.

Ispat: le;) pA+ (1 — p)B) islemcisinin 6zvektorleri olsun. Oyleyse
Trif(pA+ (1 =p)B)] = Z(eilf(pA +(1—p)B)le;)
= Z flleil(pA+ (1 —p)B)lei)]
< pi (sl Aled) + (1= ) 3 7 (G Ble)
bulunur. Son olarak Peierl esitsizligi kullanilarak arzu edilen sonug
Tr(f(pA+ (1 —p)B)] < pTrf(A) + (1 —p)Trf(B)

elde edilir.

Kuantum entropisinin konkavlik ve tekrarlama ozellikleri kullanilarak, karma kuan-

tum durumlari igin bir iist sinir belirleyen

sz pi) < S(p +Zpl pi)y p= szpl (4.41)

esitsizligi yazilabilir.

Alt-Toplanabilirlik: p;, ps ve pio sirasiyla Hy, Ho ve His = Hi ® Ho Hilbert

uzaylar: lizerinde tanimli yogunluk iglemcileri olsun. Bu durumda

S(p12) < S(p1) + S(p2).- (4.42)

esitsizligi saglanir. Esgitlik olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul p12 = p1 ® po olmasidir.
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Ispat: Ispat Klein esitsizliginin basit bir uygulamasi olarak diigtiniilebilir. Esitsizlikte

A=prave B=p ®ps=(p1 ®I)(I ® pg) alimrsa, basit bir hesaplama ile

Tria(przlnpra) > Triglpriz(lnp @ I +1In1 ® ps)]

= Z(ka l|p12‘k/> l,> 1n<k/’ lll(pl ® [)lka l> + Z(ka ”p12|k,> l/> 1n<k/7 l/’([ ® p2)|k, l>
k,l

, k,l
KU Kl
= " (k, Upraol B DK I po) k) + > (K, Epralk, 1) (1 T o 1)
k,l k,l
14 U

= (klpsInpr|k) + Y (llpaIn poll)
k !
=Tri(p1Inpy) + Tra(pzIn py)
= —Tria(pizlnpin) < =Tri(p1lnpr) — Tra(pzIn po)

= S(p12) < S(p1) + S(p2)

elde edilir.

Araki-Lieb Esitsizligi: Bir p;o yogunluk islemcisi ve bu iglemciden elde edilen

indirgenmis yogunluk iglemcileri p; ve po’ye ait entropiler

|S(p1) = S(p2)| < S(p12) (4.43)

esitsizligini saglarlar. Yazilan bu egitsizlik, alt-toplanabilirlik ile birlegtirildiginde bir
tiggen esitsizligi formunu alir. Bu yiizden Araki-Lieb ti¢gen esitsizligi olarakta bilinir.
Esitsizlik, alt sistemlerin entropilerinin, yani sahip olduklari olasilik dagilimlarinin
belirsizliginin, birbirlerinden ne kadar farkli oldugunun bir 6l¢iisii olarak disiiniilebi-

lir (Araki ve Lieb, 1970).

Giiglii Alt-Toplanabilirlik: Belkide kuantum entropisini klasik karsiligi olan Shan-

non entropisinden ayiran en biiyiik ozellik giiclii alt-toplanabilirlik olarak tanimlanan

S(p123) + S(p2) < S(p12) + S(p13) (4.44)

esitsizligidir (Araki ve Lieb, 1970, Lieb ve Ruskai, 1973, Ruskai, 2002).
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Durumu daha iyi kavrayabilmek i¢in bu egitsizlige esdeger olan

S(p1) + S(p2) < S(p13) + S(pa3)

esitsizligini ele alalim. Shannon entropisi H(p1) < H(pis) ve H(p2) < H(pas)
esitsizliklerini ayr1 ayri gerceklerken, kuantum entropisi yanlizca toplamlarini gergek-

leyebilmektedir.

Cizelge 4.1 Entropiler ve dzellikleri (Bengtsson ve Zyczkowski, 2006)

Ozellik Bagint1 von Neumann Shannon Boltzmann
Pozitiflik S>0 Evet Evet Hayir
Konkavlik (4.39) Evet Evet Hayr
Monotonluk S > 5 Hay1ir Evet Hayir
Alttop. Sia < 51+ S, Evet Evet Evet
Araki-Lieb  |S; — Sa| < Sio Evet Evet Hay1r
G-Alttop. S1a3 + Sy < S19 + Sa3 Evet Evet Evet

Kuantum mekanigi, incelenmek istenen sistem iizerinde herhangi bir 6l¢iim yapil-
madig siirece sistem hakkinda hicbir bilgi bulunmadigini kabul eder. Bununla bir-
likte bir sistem tizerinde yapilan herhangi bir ol¢limiin sistem tizerinde olumlu ya da
olumsuz (¢ogunlukla olumsuz) bir etki yapacagi kuskusuzdur. Dolayisiyla incelenen
sisteme ait entropinin, sistem iizerinde herhangi bir 6l¢iim yapildiginda degigmesi
¢okta ilging bir durum degildir. Ornegin, bir p sistemi tlizerinde projektif bir 6l¢iim

yapildigimi diigiinelim:
J— YR,

Olgiim sonrasinda olugan sistem p’’ne ait kuantum entropisi ile éncesindeki sisteme
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ait kuantum entropisi arasindaki iligki
S(p') = S(p) (4.45)

esitsizligi ile verilir. Bagka bir degisle, projektif ol¢iimler entropiyi yani belirsizligi

artirirlar. Bununla birlikte entropiyi azaltabilecek ol¢timlerde mevcuttur.

Klasik kargiligina benzer bi¢gimde kuantum kosgullu entropi

S(p1lp2) = S(p12) — S(p2) (4.46)

seklinde tamimlanir. Sekilsel olarak klasik karsiligina benzese de, kuantum kogullu
entropi 6nemli bir ozelligi ile ondan ayrilir. Kuantum kosgullu entropi negatif degerler
alabilir. Bu ozellik kuantum sistemlerinin bilesik durumdayken parcalarindan daha

fazla kesinlik igerebilecegi anlamina gelir.

p1 ve py ile belirtilen ppo bilesik sisteminin alt durumlar1 arasindaki kuantum ortak
bilgi
I(p1: p2) = S(p1) + S(p2) — S(p12) (4.47)

seklinde tanimlanir. Kuantum ortak bilgi, klasik kargiligindan elde edilen maksimum
bilginin iki kata erigebilir. Islevsel olarak alt sistemler arasmdaki toplam korelas-

yonun bir oOl¢iisii olarakta diigtiniilebilir.

4.2.2 Kuantum bagil entropi

Iki kuantum olasihk dagilimi arasindaki farkhhgmn bir 6lciisii olan kuantum bagil
entropi

S(plle) =Trlp(lnp —Ino)] (4.48)

seklinde tanimlanir. o yogunluk islemcisinin sifir 6zdegerlerinin bulunmasi durumu
diginda (bu durumda kuantum bagil entropi iraksayabilir) sonlu ve siirekli bir fonksi-

yondur. Kosegen matrisler ele alindiginda, kuantum bagil entropi klasik kargihigina
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indirgenir.

Uniter Degismezlik: Kuantum bagil entropi iiniter doniigiimler altinda
S(pillp2) = SUpUT|UpoUT) (4.49)

esitligini saglar.

Ispat: i), p1 yogunluk iglemcisinin 6zvektorleri olsun. Bu durumda

S(UpUYUpsUT) = Z<i|P1UT(1H UpUNU|i) — Z<i|P1UT(1H UpUNU i)

% %

= Z(i\plljﬂjlm(ln UprUNUi) = (il ) GIUT (U poU ) UY)

1,J

= > iloali) Gl prli) = Y el i s el

=Tr(piInp1) = Tr(p:1Inpo)
= S(p1llp2)

bulunur.

Pozitiflik: Kuantum bagil entropi herzaman pozitiftir:
S(pllo) > 0. (4.50)

Esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul p = ¢ olmasidir. Kuantum bagil
entropi tipki klasik karsilig1 gibi simetrik bir fonksiyon olmadigindan metrik degildir.

Bununla birlikte, yine klasik duruma benzer sekilde
1 2 2
S(pllo) > 5Tr(p— 0)* = Di(p.0) (4.51)

esitsizligini saglar.
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Bilesik Konvekslik: Kuantum bagil entropi

S(pllo) < ij (pilloj), p= ijpja o= ZPJUJ (4.52)

esitsizligini saglar.

ispat: A=pjvelnB =Inp—Ino+Ino; olarak segelim. Klein esitsizligine uygu-

landiginda
Tripjlnp; — pj(lnp—Ino +1na;)] > Tr(p; —emrmotine)
= Trlpyn g ~ o) ~ Trpy(inp —Ino)] 2 Tr(p— eonrsin)
= S(p)los) ~ Tripy(inp —no)] = Tr(p, — eme-nrsines)
= > p;S(pjlloy) = T ijpg Inp—Ino)] > (Zp]pz enprinotipitnes)
J
éijS(PjHUj)—S(PHU) > TT(P—P)ZO
J
S(ello) <

ZP;’S(PJHUJ)

elde edilir.

Kismi Iz Altinda Monotonluk: Kuantum bagil entropi kismi iz altinda mono-

tondur (Nielsen ve Chuang, 2000):
S(TT2p12”TT20'12) S S(pm”O’lg). (453)

CP-Gonderimler Altinda Monotonluk: Kuantum bagil entropi tamamiyle-pozi-

tif gonderimler altinda monotondur (Bengtsson ve Zyczkowski, 2006):
S(®pl|®o) < S(pllo). (4.54)

Kismi iz 6zel bir CP-gonderim olarak diigiiniiliirse, CP-gonderimler altinda mono-
tonluk dogal olarak kismi iz altinda monotonlugu gerektirecektir. Ayrica son bir

ozellik olarak toplanabilirlik verilebilir:

S(p1 @ pallor @ 03) = S(p1llp2) + S(o1]|o2). (4.55)
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Bir p yogunluk iglemcisi ile maksimum saf-olmayan durum arasindaki kuantum bagil

entropi

S(pllps) =In N —5(p) (4.56)

ile verilir. Bu esitlik bagil entropi ile von Neumann entropisi arasindaki baglanti
olarakta diigtintilebilir. Ayrica herhangi iki alt sistem arasindaki kuantum ortak

bilgi kuantum bagil entropi cinsinden

I(p1 = p2) = S(pr2llp1 ® p2) (4.57)

seklinde tanimlanabilir.
4.2.3 SP gonderimler, Jamiolkowski izomorfizmi ve entropi dinamigi

Bir & CP-gonderimi, Dg pozitif dinamik matrisi ile temsil edildiginden, herhangi bir
P iz-diigiim iglemcisi i¢in T'r PDg pozitiftir. Dahasi, herhangi iki CP-gonderiminin

dinamik matrislerinin Hilbert-Schmidt i¢ ¢arpimi
TrDeDy >0 (4.58)
bagintisini saglar. Buradan yola ¢ikarak
(®, W) =< Dg, Dy >= TrD}iDy = DgDy (4.59)
tanimi yapilabilir ve CP-gonderimlerinin kiimesi CP
{PeCP} & (9,9)>0 V¥ e(CP (4.60)

seklinde karakterize edilebilir.

®: M) — MW tapimh bir dogrusal génderim
{PeSP} & (2,¥)>0VWeP (4.61)

bagintisini sagliyorsa siiper-pozitiftir denir. SP, tiim SP-génderimlerini igeren kiime

olarak tanimlanir. Pozitif gonderimlerin kiimesini karakterize etmek icin
{PeP} & (O,¥)>0 VPV eSP (4.62)

60



dual sart1 yazilabilir.

Bir stiper-pozitif gonderim dinamik matrisler cinsinden de tanmimlanabilir. Bir &
gonderiminin dinamik matrisi

k
Do=)Y Ai®B;, A;>0, B;>0; i=1,..k (4.63)

seklinde tensor carpim temsiline sahip ise ® bir siiper-pozitif génderimdir denir.
Dg dinamik matrisini isaretleyen vektorler ile Dy blok-pozitif matrisini isaretleyen
vektorler arasindaki agi 90°’den bityiikse, p = Dg/N durumu dolaniktir denir.

D
B MY S MO o py = D

= [® @ I](|o)(ol) (4.64)
seklinde tanimlanan Jamiolkowski izomorfizmi, M®™)ye etki eden bir dogrusal ®

gonderiminin, Hy ® Hy Hilbert uzayinda tanimli bir igslemciyle iligkilendirilmesine

olanak saglar. |¢) durumu,

1
|9) = TN ; i) ® i) (4.65)

Schmidt formunda yazilmig tiim Schmidt katsayilari 1/N olan, bilegik sistemlerin

maksimum dolanik durumunu temsil etmektedir.

Jamiolkowski izomorfizmi araciligi ile ® kuantum iglemine karsilik gelen kuantum
durumunun von Neumann entropisi olarak tanimlanan kuantum islem entropisi (en-
tropy of an operator)

1

S(CD)ES(NDq,) € [0,In N?| (4.66)

bagintisi ile verilir. Kuantum iglem entropisi Dg nin rank: bir, yani kuantum iglemi
bir tniter doniigiim ise sifir degerini alir. Entropi ne kadar biiyiikse, sistemdeki
dekoherens (gevre ile etkilegimi) etkisi o kadar biiyiik demektir. Maksimum degerini

o, MW — p,(ﬁN) seklinde tanimlanan tamamiyle-depolarizasyon kanallar: igin alir.
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Cizelge 4.2 Jamiolkowski izomorfizmleri (Bengtsson ve Zyczkowski, 2006)

Izomorfizm o M) 5 M) Dg : Hyz — Hpe
Jr Porzitif gonderimlerim kiimesi Blok-pozitif
kiimesi islemciler
Jrr Tamamiyle-pozitif Porzitif iglemciler

gonderimlerin kiimesi

Jrrr Stiper-pozitif Ayrilabilir kuantum
islemcilerin kiimesi durumlarinin alt kiimesi
Jrv Tamamiyle depolarizasyon =~ Maksimum saf-olmayan
kanallar: durum

Bir kuantum iglemini karakterize etmenin farkli bir yoluda, baglangicta saf olan bir
duruma etki ettiginde yaratacag entropi miktaridir. p/ = >0, AipAZ Krauss for-

munda temsil edilen bir CP gonderimi ele alalim. r boyutlu bir H,. Hilbert uzayinda

islemcisi tanimh olsun. ¢ iglemcisinin kuantum entropisi p iglemcisine baghdir. p
maksimum saf-olmayan durum oldugunda entropi S(®)’ye esit olur. Simdi, Hy @ H,
bilesik Hilbert uzayinda bir

s T

w=Y_ > ApAl @]i)(j| = QpQf (4.68)

i=1 j=1

yogunluk iglemcisini tanimlayalim. € iglemcisi Hy uzaymndaki bir |¢) durumunu
> i1 Ajlé) @ |7) durumuna gonderir ve Krauss islemcilerinin tamlik sart1 QQ =
Iy olmasmi gerektirdiginden S(w) = S(p) olur. Ayrica Tryw = o ve Tr,w = p

oldugundan

1S(p) = S(0)] < S(p) < S(o) + S(p) (4.69)
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bagintist elde edilir. Baglangi¢ durumu saf yani S(p) = 0 ise, son durum S(o) en-
tropisine sahip olacaktir. Bu sebeple S(o), kuantum igleminin entropi degis-tokusgu

olarakta bilinir.
4.2.4 Kuantum dolanikliliga giris

Alt durumlarimin bir tensor ¢arpimi olarak yazilamayan saf kuantum durumlarina

dolanik saf durumlar denir:

[9) # [¢01) @ |1h2) @ ... @ [¢hn) (4.70)

Dolanik saf durumlara ornek olarak Bell durumlar:
1 1
V2 V2

verilebilir. Bell durumlar1 kullanilarak olusturulan bir pg saf durumunun kismi izi

[9*) = —=((0)[1) £[1)]0)), [6F) = —=(0)|0) = [1)[1)) (4.71)

alinarak elde edilen bir alt durumu maksimum saf-olmayan duruma karsilik gelir:
1
P1 = TTQpB = 5[ (472)
Ornegin; pp = |1) (4" olsun. Bu durumda, basit bir hesaplama ile

[T = %(|0><0| ® [1) A+ [1)(0] @ [0) (1] + [0){1] @ [1){0] + [1) (1] © [0)(0]

1 1
= Tropp = p1 = §(|0><0‘ + ‘1><1’) = 51—

elde edilir. Bagka bir ifadeyle, sistem bir biitiin olarak incelendiginde elde edilen
bilgi maksimum iken, parcalar ayr1 ayri incelendiginde elde edilen bilgi minimum-
dur. Kismi izi maksimum saf-olmayan durum olan saf durumlara maksimum dolanik

saf durumlar adi verilir.

p1 ve po sirasiyla Hy ve Ho Hilbert uzaylar iizerinde tanimli yogunluk iglemcileri

olsun.

pr2= _pip, ®ps, pi€0,1], Y pi=1 (4.73)

63



seklinde tensor ¢arpim durumlarinin bir konveks kombinasyonu olarak yazilabilen
saf-olmayan durumlara ayrilabilir durumlar denir. Tanimi geregi ayrilabilir saf-olma-

yan durumlar dolaniklilik icermezler. Saf-olmayan dolanik durumlara bir 6rnek olarak

po=(1- )7 | (1.7

seklinde tanimlanan Werner durumu verilebilir.

1
IT®I+
5l

Schmidt katsayis1 birden biiyiik olan durumlarin dolanik durumlar oldugu daha
onceki incelemelerde bahsedilmisti. Tki parcali bir sistemin Schmidt katsayisini, p;

ve py indirgenmisg yogunluk iglemcileri olmak tizere
Sch(|v)) = dimsup p; = dim sup po (4.75)

olarak yeniden tanimlayalim. Bu katsayilar kullanilarak saf durumlarin dolanikliligini

bir 6lgiisii olan Schmidt 6l¢iimii

E([9)) = logy(Sch([y))) (4.76)

ile verilir. Olciimiin birimi e-bitlerdir. Bell durumlar1 bir e-bit dolamkhhga karsilik

gelirler.

Bir bilegik sistemin indirgenmis yogunluk iglemcisinin kuantum etropisi olarak tanim-

lanan dolaniklilik entropisi, Schmidt vektoriiniin Shannon entropisine esittir:

E(|¢)) = S(p1) = S(\) = —Z)\iln)\i. (4.77)

Ayrilabilir durumlar icin sifir degerini alirken, maksimum dolanik durumlar icin

degeri In N'dir.

Baz1 dolaniklilik ve ayrilabilirlik kriterlerini vermeden 6nce, bipartite sistemlere etki
eden bazi kuantum iglemlerinden bahsetmemiz gerekir. Lokal iglemler (local opera-

tions, LO) izi koruyan iki gonderimin tensor ¢arpimi olarak tanimlanirlar:

(@ ® By](p Z Z p(Al ® BY). (4.78)
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Ayrilabilir iglemler ise (seperable operations, SO)
B(p) =D > (4@ B))p(Al © B) (4.79)
(]

formunu alirlar.

Herbir alt sistem iizerinde lokal olarak gerceklestirilen ve ol¢timler dahil tiim kuan-
tum iglemlerine izin veren génderimlere lokal iglemler ve klasik iletigim (local ope-
rations and classical communication, LOCC) adi verilir. Klasik iletigim ile kastedilen
sey; lokal olarak gergeklestirilen kuantum iglemlerinden elde edilen bilginin, klasik

kanallarla karsilikli olarak aktarilabilmesidir.

Tiim lokal iglemler icin
E(p) > ) pE(p) (4.80)
EQ pip) < Y piE(p:) (4.81)

esitsizliklerini saglayan E(p) niceliklerine dolaniklilik monotonlar: denir. Dolaniklilik

monotonlarinin baz 6zellikleri agagida verilmigtir:
(i) E(p) =0 < p ayrilabilir bir durum.

(ii) E(p), U1®Us, seklinde tanimlanan tiim lokal iiniter doniistimler altinda degismez
kalir:

E(p) = E[(Uy ® U)p(Uy @ Uy)T]. (4.82)
(iii) LOCC dontigiimleri E(p)’yu artiramazlar.

(iv) Bir p sisteminin n tane kopyasinin dolaniklihgy, bir kopyanin dolanikhliginin n
katidir:
E(p®") = nE(p). (4.83)

Verilen bir p dolanik durumu igin Tr(pWW) < 0 ve tiim o ayrilabilir durumlar igin

Tr(cW) > 0 esitsizliklerini saglayan W Hermitesel iglemcilerine dolaniklilik tanig
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denir.
Lemma: Her p dolanik durumu igin bir dolaniklilik tanigi vardir.

PPT (Positive Partial Transpose) Kriteri: Bir p yogunluk iglemcisinin alt sis-

temlerine gore alinan kismi transpozu
T T, _
Prip = P, Pin = prov (4.84)

seklinde tammlamr. p™ # 0 olan durumlar dolaniktir.

Peres-Horodecki Kriteri: H; ® Hy (ya da Ha ® Hs) bilegik Hilbert uzayma etki

eden bir p durumunun ayrilabilir olmasi icin gerek ve yeter kosul p’* > 0 olmasidir.

Deger Kiimesi Kriteri: p bir ayrilabilir durum olsun. Sirasiyla p ve p’* durum-
larinin deger kiimelerini geren [¢; ® ¢;) ve T1(|1); ® ¢;)) saf carpim durumlarmin bir

kiuimesi vardir.

Pozitif Gonderim Kriteri: Bir p durumunun ayrilabilir olmas: i¢in gerek ve yeter

kosul, tiim pozitif ® génderimleri i¢in p' = (P ® I)p > 0 olmasidir.

indirgeme Kriteri: Bir p durumu ayrilabilir ise, indirgenmis durumlar p; ve po
P @I—p>0, I®p,—p>0 (4.85)

esitsizliklerini saglarlar. Burada belirtilenlerin disginda daha bir¢ok dolaniklilik kriteri
mevcuttur. Dolanikliligin simiflandirilmasi bu kuramin belkide en énemli problem-

lerinden biridir.

Son olarak N = 2 durumunun ozellikleri genel olarak ozetlenmek istenirse:

1. Yanhzca N = 2 durumunda SU(N) x SU(N), SO(N?) grubuna homomor-
fiktir.
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2. Yanhzca N = 2 durumunda SU(N) = SO(N? —1).

3. Tim ® : M) = MW) gonderimlerinin yanlizca N = 2 durumu icin ayrisim-

lar1 vardir.
4. Yanhzca N = 2 durumunda OM®W) tamamiyle saf durumlardan olusur.
5. M) c RV yanlizca N = 2 durumunda bir yuvar olusturur.

6. Herhangi bir |¢) € Hy ® Hy saf durumu igin N — 1 tane bagimsiz Schmidt
katsayis1 vardir. N = 2 durumunda ise yanlizca bir tane bagimsiz Schmidt

katsayis1 vardir ve dolayisiyla tiim dolaniklilik 6l¢ciimleri egdegerdir.

7. Yanhzca N = 2 durumunda maksimum dolanik durumlar RPN’ Ve esdeger

olan SU(N)/Zy manifoldunu olugtururlar.

8. Bir N x N’li sistemin tiim PPT durumlar yanlizca N = 2 i¢in ayrilabilirdir.

Dolanik olmayan kiibitler, saf durumlarin kopyalarinin bir vericiden bir aliciya génde-
rilmesi gibi bazi kuantum iletisim uygulamalarinda kaynak gorevi iistlenirler. Ben-
zer sekilde dolanik kiibitler klasik kaynaklar kullanilarak gerceklestirilemeyen kuan-
tum programlama ve kuantum teleportasyon gibi kuantum bilisimsel uygulamalarin

gerceklestirilmesine olanak saglarlar.

Dolanikhilik, tipki enerji gibi, kuantum sistemleri arasinda iletilebilinen ve birgok

farkl yapiya dontigebilen bir fiziksel kaynak olarak diigtiniilebilir.
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5. SONUC ve TARTISMA

Konveksligi, yogunluk iglemcilerini ve kuantum entropilerini tam anlamu ile kavraya-
bilmek Kuantum Biligim Kurami'ni kavrayabilmek i¢in bir 6n adim olarak digiiniile-
bilir. Konveks kiime kurami ya da kisaca konvekslik uygun bir matematiksel model
olugtururken, yogunluk iglemcilerinin uzayimin geometrisini analiz edebilmek kuan-
tum mekaniksel sistemleri, en basit ve temel diizeyde olsa dahi, daha iyi anlamamizi

saglamada yol gosterici roliinii tistlenmektedir.

Kuantum entropileri ise sistemler karmasiklastikca kargimiza ¢ikan sorunlari ¢oziim-
leyebilmemizi saglayan gii¢lii araglar olarak diisiiniilebilir. Kuantum entropileri ve
bu entropiler ile tanimlanan diger bir ¢cok kavram Kuantum Bilisim Kurami'ni diger
kuramlardan ayiran dogal sinirlarin iistiinde yer alirlar. Dolayisiyla, kuantum en-

tropilerini anlayabilmek bu sinir1 gecebilmek anlamina gelmektedir.

Kuantum mekaniksel sistemleri tam anlamiyla kavrayabilmek ¢ok giictiir. Bunun
sebebi matematiksel tarifinin karmasgikligi degil, cogu zaman mantik sinirlarimizin
otesinde davraniglar gostermesidir. Kuantum mekaniginin yerel olmayan ozellikler
icermesi bu garip davraniglardan bir tanesidir. Kisaca aciklamak gerekirse: birbir-
lerinden uzaysal olarak ayrilmig iki kuantum mekaniksel sistemin herhangi birisi
tizerinde gergeklestirilen bir 6lgiim (iki sistem herhangi bir etkilesimde bulunmadig:

halde) 6lgiim yapilmayan sistem hakkinda kesin bilgiler verebilmektedir.

Cok girilebilir durumlu sistemlerde fiziksel Ozelliklerin yerel olmayan korelasyon-
larindan olugan dolanikliligin bir bilgi kaynagi olarak kullanilabileceginin farkedilme-
siyle birlikte yiikselige gecen Kuantum Bilisim Kuramai, yeni bir aragtirma alani ol-
mas1 ve teknolojiye dogrudan katki saglayabilmesi sebebiyle, merak uyandiran ve
cagdas fizigin tizerinde yogunlastigi en 6nemli kuramlardan bir tanesidir. Bununla
birlikte ¢ok girilebilir durumlu sistemlerin tam anlami ile analiz edilememis olmasi

ve bu analiz eksikliginin kuramin gelisimine olan eg zamanl etkisi, onceligi yogunluk
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islemcilerinin yiiksek boyutlu uzaylarinin analizine vermektedir. Hentiz yalnizca iki
durumlu sistemlerin anlagilabilmis, kiitrit durumlarinin ise yalnizca birkag 6zelliginin
analiz edilebilmis olmasi; yeni fikirlere duyulan gereksinimin ne denli ytiksek oldugu-

nu acgik bir bigimde ortaya koymaktadir.
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