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OZET

Ug béliimden olugan bu calismada tgiincli basamaktan diferensiyel denklem-
lerin ¢ozlimlerinin salinimhlig {izerinde durulmustur.

Birinci bolimde 6n bilgilere yer verilmigtir.

Ikinci bolimde salimmhlik konusunda yakin zamanda yapilan ve daha ¢ok

integral metodunu esas alan Skerlik ve Parhi’nin
y" +a(t)y" +b(t)y +c(t)y =0

bi¢imindeki lineer denklem ve bunun 6zel durumlarina iligkin galigmalarina yer
verilmigtir.

I"Jgiincii béliimde de tiglincli basamaktan lineer olmayan bir denklem sinifi icin
Skerlik’in A ozelligine iligkin insa ettigi sonuclar lizerinde durulmus, Parhi’nin

salinimlilik ve salinimsizliga iligkin bazi kriterleri irdelenmistir.



ABSTRACT

In this study consisting of three chapters, we deal with oscillation of solutions
of third order differential equations.

The first chapter is devoted to the preliminaries.

In the second chapter, Skerlik and Parhi’s recent studies about oscillation of

solutions of the linear equation
Yy +a(t)y" +b(t)y +c(t)y=0

and some special cases of it, mostly based on integral methods, have been dis-
cussed.

In the third chapter, the results about property A, constructed by Skerlik for
a class of nonlinear third order differential equations, and also some criteria by

Parhi about oscillation and nonoscillation have been examined.
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GIRIS

Fizik ve miihendislik gibi pek ¢ok alanda diferensiyel denklemler gok genis
uygulama alanina sahiptir. Bu nedenle her denklemin ¢6zlimiiniin bilinmesi-
ni istemek dogaldir. Ancak bilindigi tizere ¢ok az sayidaki denklemler igin bu
mimkindir. Bundan 6tiiridiir ki bir denklemi ¢ézmeksizin ¢ézlimleri hakkin-
da bilgi edinmek oldukg¢a onemlidir. Kalitatif inceleme alanina giren diferensiyel
denklemlerin ¢6zliimlerinin sahnimlilik ve salinimsizlik problemi son yillarda gok
ilgi duyulan bir aragtirma konusu olmusg, bu konuda yapilan bilimsel ¢aligmalarla

oldukga biiyik bir literatlir meydana gelmistir.

Bu tezde,
y' +a(t)y +b(t)y + f(y) =0 (0.0.1)

bi¢imindeki tlglinci basamaktan denklem ve bunun 6zel durumlan igin daha
¢ok integral metoduna dayali olarak gelistirilen salinimhilik kriterlerine iligkin
yakin zamanda yapilan bazi galigmalar tizerinde durulacaktir. Incelemelerimizi
T > 0 olmak tizere [T, 00) aralifinda denklemin mevcut agikar olmayan gergel

¢oziimlerine kisitlayacagiz. Burada 7', 6zel ¢6ziime baglh negatif olmayan sabittir.

Sturm, 1836 yilinda, q(t) € C([te, o), R), to > 0 olmak lizere
z (1) + q(t)z(t) =0 (0.0.2)

lineer diferensiyel denkleminin salinimhilik davranigini aragtiran ilk kisi olmustur.
q(t)’nin negatif olmadig) durumda, pek ¢ok salmimlilik kriterinin ingas1 Atkin-
son'un klasik caligmasiyla baglamig, Moore ve Nehari, Jasni, Kurzweill, Belo-
horec, Kneser ve Kiguradze'nin ¢aligmalar ile sirmistiir. Hayli zengin literatiir
caligmalarina sahip ikinci basamaktan denklemlerde gerek elemanter dizeyde,
gerekse ileri diizeyde gelistirilen salinim kriterlerinin pek ¢ogu genelde limit ve

integral metodunu igeren testlere dayalidir.



ikinci basamaktan denklemler kadar zengin literatire sahip olmayan igiinci
basamaktan diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin salinmhlgina iligkin teori,
ozellikle Gregus, Hanan, Lazer, Rab, Svec, Villari tarafindan geligtirilmesine
ragmen bazi sonuglar daha 6nceden de biliniyordu. Birkhoff 1911 yilinda iglincii
basamaktan denklemler {izerindeki ¢aligmasiyla, ikinci basamaktan daha yiiksek
basamakli denklemler igin ayirma ve kargilagtirma teoremlerinin incelenmesine
1igtk tutmugtur. Daha sonra Reynolds [33] keyfi n. basamaktan denklemler igin

Birkhoff’un sonuglarim geligtirmigtir.

ikinci basamaktan denklemlerin salimmlilik ve salimmsizhik kriterlerinin ben-
zerleri son yillarda iigiincli basamaktan diferensiyel denklemler icin birgok arag-
tirmac: tarafindan geligtirilmistir. Bunlarin en 6nemlileri olarak lineer durumda
Gregus [10], Hanan[11], Lazer[19], Barett[l], Jones [15], Erbe [4,5], Chanturiya
[2] ve Kiguradze [17); lineer olmayan durumda da Erbe [6], Erbe ve Rao [7], Hei-
del [13], Nelson [20], Parhi ve Das [21,23,24], Kura [18], Tiryaki ve Celebi [34]yi

sOyleyebiliriz.

Birinci boliimde ikinci ve lglincli basamaktan denklemlere iligkin bazi 6nemli
temel kavramlara yer verilmigtir. Ikinci béliimde yakin zamanda yapilan ve integ-
ral metodunu esas alan lineer denklemlere ait Parhi ve Skerlik’in bazi ¢aligmalar:
aragtirilmigtir.

Ugiincii bolimde de belli tipten liglincl basamaktan lineer olmayan denklemlere

iligkin A 6zelligi ve bazi salimmhlik kriterleri iizerinde durulmugtur.



1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boélimde ikinci ve liglincli basamaktan lineer denklemlere iligkin yeri geldikce

yararlanilacak bazi 6nemli tanim, teorem ve sonuglardan s6z edilecektir [10,27).

1.1. TEMEL FORMLAR

Bir I C R igin ap € C*(I), a; € CY(I), az € C(I) ve I’da ao(t) # 0 olmak
uzere

ao(t)y” + a1(t)y + az(t)y =0 (1.1.1)

ikinci basamaktan lineer diferensiyel denklemi gozoniine alalim. I arahig izerinde

ao(t) # 0 ise (1.1.1) denklemi

_ 1 st 01(8)
40 = u(teen |3 [ 2] (112
donlsimi yardimiyla
u +C(t)u=0 (1.1.3)

seklinde kanonik (normal) bigimine dénistirilebilir. Burada

1 1 1, . )
C(t) = Egg [azao - ('4_)“12 ) (al Go — G140 )]
dir.

Belirtelim ki dstel ifade sifirdan farkli oldugundan (1.1.2) donigiimi, (1.1.1) denk-

leminin ¢ézimiinin sifirlarinin sayisin1 ya da konumunu etkilemez.

Keza I aralig) lizerinde ao(t) # 0 ise, (1.1.1) denklemi

1 rtays)
h(t) = a—()ml ao(s)ds

carpamyla carpilarak
(p()y) +a(t)y=0 (1.14)

self-adjoint forma dontgtirilebilir. Burada p(t) = ao(t)h(t), ¢(t) = aq(t)h(2) dir.
Belirtelim ki (1.1.4) denklemi (1.1.1) denklemine gore daha geneldir. Ciinkii



(1.1.1) denklemi (1.1.4) bigimine her zaman dénistiiriilebildigi halde, tersinin
olabilmesi i¢in p(t) € C*(I) olmaldir.

Bir I C Rigin a, b, ¢ € C(I) olmak lzere
y +a(t)y +b(t)y +c(t)y =0 (L.1.5)

liglincii basamaktan lineer denklemi g6z oniine alalim. Bu denklem,

y= ue“éfa(t)dt (116)
doniigimi ile
w4 (m(t))u + (n(t)u=0 (1.1.7)
denklemine doéniigiir. Burada
1, 2 .. 1
m(t) = —39 (t) + b(t) ve n(t) = 770 (t) — ga(t)b(t) + ¢(t)

dir.
Daha 6nce ikinci basamaktan denklemler i¢in belirtildigi gibi (1.1.6) doniigimi

(1.1.5) denkleminin ¢éziimlerinin kéklerinin sayisini ya da konumunu etkilemez.

Eger (1.1.5) denklemi r(t) = eJo 2015 e carpilirsa
(r(®)") + ey +p(t)y =0

formuna dénigtiirilebilir. Burada ¢(t) = b(t)r(t) ve p(t) = c(t)r(t) dur.



1.2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

p € C*((a,b)), g € C((a,b)) ve (a,b) araligindaki her ¢ igin p(t) > 0 olmak
uzere

(p(t)U')' +4q(t)u=0 (1.2.1)

denklemini géz 6niine alalim.

Teorem 1.2.1 (STURM-AYIRMA). u; ve uz, (a,b) araliginda (1.2.1) denk-
leminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimil olsun. (a,b) araliginda u,’in ardigik iki sifira

arasinda uq’nin bir ve yalmiz bir sifir1 vardir.

Teorem 1.2.2 (STURM-KARSILASTIRMA). (a,b) araliginda (1.2.1) denk-
leminin bir ¢6zimi u ve

(p()w') +Q(t)u=0 (1.2.2)
denkleminin de bir ¢oziimil v olsun. Q(t) > ¢(t) olacak gekilde @) ve q fonksiyon-

lar1 siirekli olsun. (a,b) araliginda ¢;, ¢;’ler w’'nun ardigik iki sifir1 ise ¢ <t < ¢,

araliginda v’nin en az bir sifir1 vardir.

cve C, to > 0 igin tg < t < oo araliginda pozitif gercel degerli siirekli

fonksiyonlar ve de ¢(t) < C(t) olmak tizere
y +c(t)y=0 (1.2.3)

ve
y +Ct)y=0 (1.2.4)

diferensiyel denklemlerini ele alalim.

Tanim 1.2.1. (1.2.3) denkleminin bir agikar olmayan ¢éziimi [tg, c0) araliginda
sonsuz sayida sifirlara sahip ise bu aralikta salimimlidir denir. Tersine (1.2.3)

denkleminin bir agikar olmayan ¢oziimii [to,c0) araliginda sonlu sayida sifirlara



sahip ise bu aralikta salinimsizdir denir [14,33].
Bu tanima goére salinimh bir y ¢6ziimi igin lim,,e tn = 00 ve y(tn) = 0 olacak
sekilde bir (t,) dizisi vardir. Coziim salinimsiz ise, her t > ¢, igin y(t) # 0 olacak

sekilde bir ¢, sayisi mevcuttur.

Belirtelim ki Tanim 1.2.1, denklem lineer olsun ya da olmasin {igiincli basa-

maktan denklem igin de aynen gegerlidir.

Teorem 1.2.1den, (1.2.3) denkleminin ¢6ziimlerinin ya hepsi salimmhdir ya
da hepsi salinimsizdir. Buna gore (1.2.3) denkleminin her ¢6ziimi salinimh ise
denkleme salimimli, aksi takdirde salinimsizdir denir.

Belirtelim ki (1.2.3) denkleminin kapali ve sinirlt bir araliginda tanimh agikar
olmayan bir ¢6ziimiinin sifirlarinin sayis: sonlu oldugundan, kapal ve sinirh bir

aralikta (1.2.3) denklemi salimmsizdir [12].

Teorem 1.2.2 kullanilarak, salinimlilik 6zelligi bilinen bir denklemden digerinin

de salimmlihk 6zellikleri elde edilebilir. Ornegin,
" a
Y + t—z-y =0 (125)

denklemini gézéniine alalim. Kolaylikla goriilebilir ki ¢ < 1/4 oldugunda salinimsiz

ve € > 0 olmak tizere a = (1 + €)/4 oldugunda salinimhdr.

Teorem 1.2.3. ¢ > 0 olmak lizere her ¢ > to > 0 igin eger c(t) > (1 + €)/(4t?)

ise (1.2.3) denklemi salinimlidir.

Ispat. m > 0 gercel bir sabit olmak iizere
yn + m2y — 0

denklemi salimmlidir. Bu denklemde ¢; = ¢’ konumu yapilirsa,

Py | d
Wit

dt,? tmiy =0



ve bu denkleme de y = v//t; déniigiimii uygulanirsa, denklemin

d*v + 1+4m?
dt,? 4¢,2

v=_0

seklinde kanonik formu elde edilir.

Daha &nce de belirtildigi tizere gozoniine alinan déniigiimler y" + m?y = 0
denkleminin sifirlarim etkilemediginden elde edilen bu son denklem salinimlidir.
Bdoylece Teorem 1.2.2° den

_1+4m2_ l+e¢

w20

ot) 2

durumunda (1.2.3) denklemi salinimhdir.

Sonug 1.2.1. Her t > ¢ > 0 igin t?c(t) > 1/4 ise, (1.2.3) denklemi salinimhdir
[26].

Sonug 1.2.2. Her t > t igin ¢(¢t) < 0 olsun. Bu durumda (1.2.3) denklemi

salimmsizdir [26).

Teorem 1.2.4. @, lim; o, ®(t) = 0 olacak sekilde sirekli bir fonksiyon olmak

lizere

¥ +(1+0(t)y=0 (1.2.6)

denkleminin agikar olmayan ¢6ziimi salinimhdir.

ispat. Yeterince biliylik ¢p'lar igin limi,e ®(f) = 0 oldugundan t > i, igin
|®(t)] < € (¢ > 0) yazilabilir. Bdylece V¢ > t, igin

1-e<14+®(t)<1+e¢
dir. € =1/2 segersek, t > tp igin
1+ ®(t) >1/2

olur. ¥ +(1/2)y = 0 denkleminin agikar olmayan ¢6ziimleri salinimli oldugundan

Teorem 1.2.2’den (1.2.5)’in agikar olmayan ¢o6ziimleri de salinimhdur.



Teorem 1.2.5. m bir gergel sabit olmak tizere her ¢ igin eger c(t) > m? > 0 ise

(1.2.3) denkleminin asikar olmayan ¢oziimleri salimmhdar.

ispat. y" 4+ m?y = 0 denklemi salimmb oldugundan Teorem 1.2.2’den sonug

kolayhkla gorilebilir.

Teorem 1.2.6. Eger monoton olarak lim;,cc(t) = oo ise (1.2.3) denklemi-

nin tim agikar olmayan ¢6zlimleri salinimlidir.

Ispat. Hipotezden fo’dan biytk her ¢ icin ¢(t) > € > 0 oldugu agiktir. Boylece
y"+ey =0, (¢ > 0) denkleminin her agikar olmayan ¢éziimii salimmb oldugundan

Teorem 1.2.2’den istenen sonug elde edilir.

Kneser, Euler denklemine iligkin diglinceden hareketle W’yi
—ill 2
W = tl_l}gt c(t) (1.2.7)

bi¢iminde tanimlamig ve buna baglh olarak (1.2.3) denkleminin W > 1/4 igin
salimimli, W < 1/4 i¢in salinimsiz oldugunu ispatlamigtir. Kneser’in bu sonucun-
dan sonra ozellikle Bellman, Fite, Hartman, Hille, Leighton, Levinson, Moore,
Nehari, Potter, Wintner ve daha birgok arastirmaci bu konuyu ele almiglardir.

Wintner ve Leighton gdstermiglerdir ki,
/ (1)t = oo (1.2.8)
0

ise, (1.2.3) denklemi salinimhdir. Denklem salinimsiz ise bu integral sonludur.
Genel salinimlilik kriterleri Hille ve Nehari tarafindan gelistirilmis olup, ¢aligmalar:
6zel durum olarak Wintner, Leighton, Kneser ve digerlerininkini kapsamaktadir

(33].



2 UCUNCU BASAMAKTAN LINEER
DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SALINIMLILIGI

Bu bolimde, yakin zamanda yapilan ve daha ¢ok integral metodunu esas alan
Skerlik ve Parhi’nin

¥ +a(t)y +b)y +c(t)y=0 (1.1.5)
bicimindeki liglincli basamaktan lineer diferensiyel denklem ve bunun &zel du-

rumlarina iligkin bazi ¢aligmalar irdelenecektir [28,32,31,22,21].

2.1. OZEL DURUMLAR

(1.1.5)’in bir 6zel durumu olan
y" +q(t)y =0, (2.1.1)

denklemini géz 6niine alalim. Burada I = [tg,00) C (0, c0) olmak iizere
g: I > R = (—o00,00) siirekli fonksiyondur. Ozel olarak q ’'nun I izerinde
sabit isaretli oldugunu ve tiim ¢ > ¢ ’lar igin sup{|q(t)| : s = t} > 0 oldugunu

varsayalim. Buna gore

qt) >0, tel (2.1.2)

ve

qt) <0, tel (2.1.3).

olmak tizere q fonksiyonu i¢in iki durum incelenecektir.
Y, (2.1.1)’in salinimsiz bir ¢éziml olsun. Genelligi bozmaksizin y'yi pozitif

varsayalim. y ¢ozimi igin (2.1.2) gecerli olmak iizere
y(t)>0, y'(t)<0, y'(1)>0, y (t)<0, t>t, (2.1.4,0)

y(t)>0, ¥ (t)>0, ¥'(t)>0, y (1)<0, t>t, (2.1.4,2)
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ozelliklerinden biri saglanacak gekilde bir ¢; > ¢, vardir. Benzer sekilde (2.1.3)’tin

olmasi halinde ise, y ¢6ziimi igin
y(t) >0, y'(t)<0, y'(1)>0, y"(t)>0, t>t, (2.1.4,1)

y@) >0, y'()>0, y'(t)>0, y"(t)>0, t>t, (2.1.4,3)

ozelliklerinden biri gegerli olacak gekilde bir ¢, > to vardir [Kiguradze 17].

Foster ve Grimmer (8], (2.1.4,¢ ) (¢ € {0,1,2,3})’yi saglayan salinimsiz bir
y ¢ozliimint, £. dereceden bir ¢6zim olarak tanimlamuglar ve bu tip ¢ozlimler
kiimesini N, ile géstermiglerdir. Eger (2.1.1)’in tim salinimsiz ¢dzimlerinin

kimesi N ile gosterilirse, bu durumda
teliging(t) >0, ise N=NgUN,

ve

te€liging(t) <0,ise N=NUN;

oldugunu kanitlamiglardir.

Tanim 2.1.1. Eger N = N ise (2.1.1) denklemi A &zelligine sahiptir, ben-
zer gekilde N = Nj ise (2.1.1) denklemi B ozelligine sahiptir denir.

Bu tanimin bir sonucu olarak (2.1.1) denkleminin her y ¢6ziimi salimml ya

da monoton olarak
lim y¥(¢) =0, (i =0,1,2)

t—co
ise, denklem A &zelligine sahiptir. Ote yandan [2, Lemma 2.8]’den (2.1.1) denk-
leminin salinimh bir ¢ézlime sahip olmasi igin gerek ve yeter kogul A 6zelligine
sahip olmasidir.

Tanimin bir diger sonucu olarak eger

/Oo t27¢|q(t)|dt = 00, €€ (0,2]
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ise (2.1.1) denklemi i¢in N = Ny ve N = N ozelligi gegerlidir.
o0
/tmmw=% (2.1.5)

kogulu (2.1.1) denkleminin A ve B ozelligine sahip olmas: icin gerekli koguldur.

Lemma 2.1.1.[17 ve 2,Lemma 1.3, n =3, ¢ =1]t € [ igin ¢(t) < 0 ol-
sun. Ayrica y (2.1.1)’in bir pozitif ¢éziimi ve y € N, olsun. Eger

/ﬂymm=w (2.1.6)
131

ise
0<ty(t) Sylt), t=t

olacak sekilde ¢, > ¢; vardir.
Uyan 2.1.1. y € N; oldugunda (2.1.5), (2.1.6)’y1 gerektirir.

Lemma 2.1.2. Tim = € R ’ler igin P; polinomu,
P(z):=z(z - 1)(z —2) = 2° - 322 + 22

seklinde taniml olsun. Bu durumda

E

:ch——2-—iseP3(z)Z—

V3 3V3

ve
z§1+—2—iseP3(z)_<_——2—
V3 3v3

dir.

Uyar: 2.1.2. —3—\2/5 sayist, Ps(z)'inz) =1+ % noktasinda yerel minimumu,

527 sayist Py(z)'in 23 = 1 — J= noktasinda yerel maximumudur.

Chanturiya [2, Teorem 2.12], gostermigtir ki eger

hmlnft/ slq(s)|ds > 3\/_
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ise, (2.1.1) denklemi A ve B ozelligine sahiptir.

/ T (q(t) - g%t“’) dt

integralinin 1raksak olmasi durumunda (2.1.1) denkleminin hangi o6zellige sahip

Burada problem

olmasidir.

1994 te Skerlik bu soruya iligkin olarak agagidaki sonuglar: elde etmistir [28].

Teorem 2.1.1. t € [ igin g(t) > 0 olsun. Eger

/ = (tzq(t) - 575?) dt = oo, (2.1.7)

ise (2.1.1) denklemi A 6zelligine sahiptir.

ispat. ¥, (2.1.1)’in salinimsiz bir ¢oziimi olsun. Genelligi bozmaksizin y’nin

pozitif oldugunu ve y’nin (2.1.4,2)’yi sagladigim varsayalim. z,

)
Z(t) = y(t) 3 t Z tl (2.1.8)

bi¢iminde alimirsa, tim ¢ > ¢;’ler i¢in z(¢) > 0’dir ve z fonksiyonu ikinci basa-

maktan

t

((tz)' + 222 ~4z) + %-P;;(z) +e%t) =0, t>4 (2.19)

Riccati denklemini saglar.

Lemma 2.1.2’den Ps3(z) > -5-&5 olup, (2.1.9)’dan

’

((tz)’ + -Z-z2 - 42) < - (t2q(t) - -3—\%5) , t>t

elde edilir.
Yukaridaki esitsizlik ¢;’den ¢ > ¢;’ye integre edilirse

(t2(8)) + —Z—zz(t) — 42(8) < Ko — t: Q(s)ds, (2.1.10)

bulunur. Burada Q(t) = t3q(t) — =2= ve Kj bir sabittir.
3V3t

222—42 > —-2—
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oldugundan, (2.1.10) esitsizligi tekrar ¢,’den ¢ > t,’e integre edilirse K ve Kj'ler

sabitler olmak uzere
t 3
t2(t) < Ki + Kot — / Q(u)duds, (2.1.11)
4 J

olur. _
Boylece (2.1.7) ve (2.1.11)’den, yeterince biiyiik t’ler i¢in z(¢) < 0 sonucuna varilir

ki bu z(t)’nin pozitifligine geligkidir. Bu ispat: tamamlar.

Teorem 2.1.2. t € [ igin g(t) < 0 olsun. Eger

/ - (tzq(t) + 5—\%) dt = —co, (2.1.12)

ise (2.1.1) denklemi B &zelligine sahiptir.

Ispat. y, (2.1.1)'in salimmsiz, pozitif bir ¢éziimii ve y € N; olsun. Lemma
2.1.1’den t > ¢, igin 0 < 2z(t) < 1 olacak gekilde bir ¢, > t; vardir. z, (2.1.8) ile
tamml fonksiyon olmak lizere Lemma 2.1.2°deki P3(2) < 5\"’75 siur kullanilirsa,
(2.1.9)’dan ,

((tz)' + gzz - 42) 2—(t), t=2t
elde edilir. Burada Q,(t) = t%¢(t)+ K}'&’dir‘ Yukaridaki egitsizlik t;’den t > t;’ye

integre edilirse K3 bir sabit olmak tzere

(t2(t)) + -g-zz(t) —4z(t) 2 K3 — /t: Q@1(s)ds, (2.1.13)

bulunur.
z € (0,1] igin 222 — 4z < 0 oldugundan, (2.1.13) esitsizligi to’den ¢ > t,’ye integre

edilirse K; ve K sabitleri i¢in
t s
t2(t) > Ks + Kst — / / Q1 (u)duds (2.1.14)
ty Jty

olur.
(2.1.14) esitsizligi t'ye bolinerek t — oo i¢in L’Hospital kurali uygulanirsa,
(2.1.12)’den

t—»00 t—o0

t
lim 2(t) > K5 — lim /t Q(s)ds = +o0
1



14

elde edilir. Bu, z’nin yukaridan sinirh oluguyla celigir. Bu ispat: tamamlar.

Simdi (1.2.5)’in bir diger 6zel durumu olan
Yy +p(t)y +qt)y=0 (2.1.15)

denklemini goz oniine alalim. Burada p, q, p : I — R 'de siirekli,

I = [a,00) C (0,00), R = (—00,00) 'dur. Ozel olarak p(t) > 0, g(t) > 0 ve
sup{q(s) : s 2 t} > 0,t > a oldugunu varsayalim.

p(t) > 0 ve ¢(t) > 0 i¢in Hanan [11] ve Lazer {19] (2.1.15) denklemi igin sirasiyla

agagidaki sonuglari elde etmisglerdir.

Teorem 2.1.3.([11, Teorem 5.12]) a > 0 olmak lizere (c, o0) 'da

p(t) >0, q(t) >0, ve q(t) > p(t) olsun. Eger
w4 p(t)u=0

denklemi salinimsiz ve

[ tla) - p ) dt = oo

a

ise (2.1.15) denklemi salimml bir ¢6zlime sahiptir.

Teorem 2.1.4.([19, Teorem 3.1]) I'nin bir alt araliinda 6zdes olarak sifir ol-

mamak iizere 2¢(t) — p (t) > 0 oldugunu varsayahm. Eger

"

u + (p(t) + mig(t))u=0

ikinci mertebeden denklemi saliniml olacak sekilde bir m < % sayisi varsa (2.1.15)

denklemi salinimli bir ¢ozime sahiptir.

Skerlik (32] 1995’te Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.4’iin gegerli olmadigi durum-

lar igin (2.1.15)’in salimmhligina iligkin asagida izerinde durulacak baz: integral
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kriterleri olugturmustur.
(2.1.15)’in agikar olmayan bir y ¢oziimii i¢in F(y(?)],
" 12
Fly(t)] :=2y(t)y" (t) -y (1) + p(t)y*(t) (2-1.16)

bi¢iminde tanimlansin.

Lemma 2.1.3. I'min bir alt araliginda 6zdes olarak sifir olmamak Gzere
2q(t) — p'(t) > 0 oldugunu varsayalim ve y, Fly(c)] £ 0 (c € I keyfi)’s salayan,

(2.1.15)’in negatif olmayan salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda ¢ 2> d icin
y(t)>0, y#)>0, y'(H)>0 ve y ()<0

olacak sekilde bir d > ¢ sayisi vardir.
Uyar: 2.1.3. t*, bir y ¢oziimiiniin sifir1 olmak tizere F(y(t*)] < 0’dur.

Uyan 2.1.4. t > 0 igin $*p(t) >  olsun.
v+ (p(t) + mtg(t))u=0 (2.1.17)

denklemi, Teorem 1.2.2 ve (1.2.7) Kneser Kriteri'nden salinimh oldugu igin Te-

orem 2.1.4 saglanir. Bu yiizden ¢2p(t) < 3 durumu goz Sniinde bulundurulacaktir.

Kolayca goriilebilir ki
45p%(t) + 15t4p%(t) + 126%p(t) — 4 = (46%p(2) — 1) (£%p(t) + 2)*

oldugundan
t?p(t) < % icin tp(t) — _2_ (1 - t2]J(t))3/2 <0 (2.1.18)

3/3t

esitsizligi her ¢t > 0 i¢in saglanir.

Lemma 2.1.4. ¢t > 0igin 0 < ¢?p(t) < % olsun. 2z degiskenine bagl P poli-

nomu

P(z) =2° -3+ (2 + t2p(z)) z+1t%(t), t>0
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olsun. Bu durumda z > 1 -2 1:';—"’m-igin
2 3/2
P(z) > t3q(t) + t%p(t) — —= (1 — t?p(t , t>0 2.1.19
(2) 2 £9(t) + £'p(t) - 572 (1 - £'p(1)) (2.1.19)
dir.

Uyar1 2.1.5. (2.1.19)’in ikinci yam, P polinomunun 2y = 1 + L-_‘;'L(Il nok-

tasinda yerel minimumudur.

Teorem 2.1.5. Lemma 2.1.3 'lin hipotezleri gegerli olsun. Ayrica ¢ > 0 igin

t?p(t) < 1 olsun. Eger

/ . (t2q(t) +tp(t) — g—“z\@ (1 - () 2) dt = oo (2.1.20)

ise (2.1.15) denklemi salinimli bir ¢6zlime sahiptir.

Ispat. vy, (2.1.15)in t¢ > a igin F[y(to)] < 0 ’1 saglayan bir ¢éziimi olsun.
Bu durumda Lemma 2.1.3 ’den y, ya salimimlidir ya da yeterince biiyiik t’ler igin
y(t)y'(t) > 0 ’dir. Genelligi bozmadan her ¢ > b > to icin y(t) >0, y'(t) >0
oldugunu varsayalim.

t > bigin z fonksiyonu z(t) = %l(%l bigiminde segilirse, z(t) > 0 olup ikinci
basamaktan

!

((tz)' + g—zz - 42) + -1— (z3 -3z 4+ (2 + tzp(t)) z+ t3q(t)) =0 (2.1.21)

denklemini saglar.

(2.1.19) esitsizligi, (2.1.21) denkleminde yerine koyulursa t > b igin

((tz)' + 222 - 4z) < —% (t"'q(t) +12p(t) — 3—% (1- t*p(t))‘m) = —Q(t)

bulunur. Bu esitsizlik b’den ¢ > b’ye integre edilirse

(tz(t)) + gzz(t) —42(t) < Ko — /bt Q(s)ds
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olur, burada Kjp bir sabittir. 3z%(t) — 4z(t) > —% oldugundan, yukandaki esit-
sizlik b’den ¢t > b ’ye integre edilirse K; = Ko + § ve K, = b(2(b) — K}) olmak
uzere

t2(t) < K + Kut -/b' /:Q(u)duds (2.1.22)
elde edilir. (2.1.20) ve (2.1.22)’den, yeterince biyik t'ler igin 2(t) < 0 elde edilir
ki bu z’nin pozitif oluguyla geligir. Bdylece (2.1.15) denklemi yeterince biyiik
t’ler icin y(¢)y'(t) > 0 ozelliginde bir ¢oziime sahip olamaz ve Lemma 2.1.3’den

(2.1.15) denklemi salimiml bir ¢éziime sahiptir. Bu ispati tamamlar.

Teorem 2.1.6. 0 < t?p(t) < 3 ve q(t) > 0, t € [ olsun. Eger (2.1.20)

saglaniyorsa (2.1.15) ’in salinimsiz bir ¢6zimi lim,, y(t) = 0 ozelligine sahiptir.

Ispat. t2p(t) < 3, t € I oldugundan, (1.2.7) Kneser kriterinden
u 4+ p(t)u =0

denklemi salinimsizdir. {13] 'den her t > d icin y(t)y'(t) > 0 ya da

y(t)y'(t) < 0 olacak sekilde bir d > a sayis1 vardir. y, salinimsiz bir ¢oziim olsun
vet > dicin y(t) >0, y'(t) > 0 oldugunu varsayalim. t > d igin

2(t) = %t? alimirsa z(¢) > 0 olur. Teorem 2.1.5 ’in ispatinda oldugu gibi
(2.1.22)’den, yeterince bliytlk t’ler i¢in z negatif olur. Bu, z ’nin pozitif olusuyla
celigir.

Bu kez t > d icin y(t) > 0, y'(t) < 0 olsun. Bu durumda

limyoyeo ¥(2) = L > 0 ’dir. (2.1.15) denklemi ¢2 ile carpilip, d’den ¢ > d ’ye integre

edilirse K bir sabit olmak izere
2" (t) - 2y (t) + gy(t) <K- L/t sq(s)ds
4 - d
bulunur. (2.1.18) ve (2.1.20) kogulundan
/t2 q(t)dt = o0

olur. Buradan ve son esitsizlikten, her t icin y"(¢) < 0 elde edilir ki bu

y(t) >0, ' (t) <0 ile eligir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 2.1.1.
o 2
2 q(t) - —=t73| dt =
‘/l (Q( ) 33 ) S

olsun. Bu durumda (2.1.1) denklemi A &zelligine sahiptir.
Uyar: 2.1.6. Sonug 2.1.1, Chanturiya’nin sorusuna olumlu cevaptir.

Ornek 2.1.1. po > 0, g > 3—\% ve B < -2 seklinde tanimli sabitler olmak
lzere

u 4 potﬁu’ +qotPu=0, t>0, (2.1.23)

denklemini g6z oniine alalim. Teorem 2.1.5 ’den denklem salinimh bir ¢6zime

sahiptir. Belirtelim ki Teorem 2.1.3 ve Teorem 2.1.4 bu denkleme uygulanamaz.

Simdi de (2.1.15) denklemi igin
p(t) <0, g¢(t)>0, tel, (2.1.24)

ve

p(t1) <0, p(t)—gq(t)>0, tel, (2.1.25)

durumlarini goz 6niline alalim.
(2.1.24) durumunda Lazer [19] ve Erbe (4] (2.1.15) denklemi i¢in sirasiyla agagidaki

sonuglari elde etmiglerdir:

Teorem 2.1.7.([19; Teorem 1.3]) (2.1.24) kogulu gegerli olsun. Eger

0 2
/ (q(t) - g\—/—g(—p(t))s/z) dt = 0 (2.1.26)

ise (2.1.15) denklemi saliniml bir ¢6ziime sahiptir.

Teorem 2.1.8.([4; Teorem 2.4-2.6]) (2.1.24) kosulu ve 2¢(¢) — p'(t) > 0, t € [
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olsun. Ayrica her A > 0 igin
q(t) + Ap(t) >0, Vt > ¢,

ve
y" +[q(t) + Mp(t)]ly = 0

denklemi salimml: olacak gekilde {5 > a ’'nin varoldugunu kabul edelim. Son

olarak [* p(t)dt > —oco ya da K > 0 igin |p(t)| < K oldugunu varsayalim. Eger
[ et - )t = oo

ise (2.1.15) denklemi salinimli bir ¢6ziime sahiptir.

Skerlik [31] 1995°te Lazer ve Erbe’nin sonuglarini geligtirerek bazi onemli
kriterler elde etmigtir. Bunlara iligkin olarak asagidaki lemmalar ispatsiz olarak
verelim. Belirtelim ki bu lemmalar baz: {igiincli basamaktan lineer olmayan denk-

lemler igin de gegerlidir (5], [20], [29].

Lemma 2.1.5.[19,Lemma 1.1, 1.3, Teorem 1.1],[4,Lemma 2.2] (2.1.24) gegerli
olsun ve y, (2.1.15) ’in agikar olmayan salimimsiz bir ¢6ziimi olsun. Bu durumda
her ¢t > b i¢in

y(t)y (t) <0, (2.1.27a)

ya da

y()y'(8) 20, y(t) #0, (2.1.276)
olacak sekilde b > a sayis1 vardir.
Ayirca, (2.1.27a) tipindeki bir pozitif y ¢ozimii

! "

y(t)>0, y()<0, y'(1)>0, y'(1)<0, t2a

ve

(2.1.28)
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limy (1) =y'(t)=0, limy(t)=L< oo

t—roo t—oco

kogullarini saglar.

Lemma 2.1.6.[19,Teorem 1.1] (2.1.24) gegerli olsun. Bu durumda (2.1.15) ’in

(2.1.27a) ozelliginde bir pozitif y ¢oziimil vardir.

Teorem 2.1.9.[19,Teorem 1.2] (2.1.24) saglansin. (2.1.15) denkleminin salimmh
bir ¢6zlime sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul agikar olmayan salimmsiz bir y

¢ozimii igin (2.1.27a) kogulunun gecerli olmasidir.

Teorem 2.1.10.[15] (2.1.24) gegerli olsun ve (2.1.15) denklemi salinimh bir ¢éziime

sahip olsun. Bu durumda salinimsiz bir y ¢dzimi igin limy—e y(t) = 0’dir.

Uyanr1 2.1.7. Yukaridaki sonuglardan, (2.1.15) denkleminin salinimh bir ¢6ziime
sahip oldugunu ispat etmek yerine, (2.1.15)’in (2.1.27b) tipindeki salinimsiz poz-

itif bir ¢6zlime sahip olmadigini ispat etmek yeterlidir.

Lemma 2.1.7. (2.1.24) gecerli olsun. z degigkenli Q polinomu

1 5 3, 2 2
Q(z)=t—42 —'ﬁz +<t—2+p(t))z+tQ(t)a t>0

olsun. Bu durumda her z > 0 igin
2
> t3q(t) + tp(t) — —= (1 — t%p(t = Q(20), 2.1.29
Q(2) = t2q(t) + tp(t) 3\/gt( p(t))" = Q(z0) (2.1.29)

dir.

Uyar 2.1.8. (2.1.29) ’un sag tarafl, zo =t [1 +3-42(1 - t2p(t))l/2] noktasinda

Q ’'nun yerel minimumudur.

Teorem 2.1.11. ¢ € [ igin p(t) <0 ve g(t) > 0 olsun. Eger

/oo [t2q(t) +tp(t) — 355t (1 - tzp(t))sﬂ] dt = oo, (2.1.30)
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ise (2.1.15) denklemi salimmlh bir ¢6ziime sahiptir.

ispat. ¥y, (2.1.15) denkleminin salinimsiz bir ¢6zimi olsun. Genelligi bozmaksi-
zin y'nin pozitif oldugunu varsayalim. y ’'nin (2.1.27b) 6zelligine sahip olamaya-
cag ispat edilecektir. Bunun i¢in aksini kabul edelim, yani

y(t)>0, y'(t)>0, t>b>aolsun. zi

ile gosterelim.

z(t) 2 0 ’dir ve kolayca gosterilebilir ki z, ikinci mertebeden
z + %t'zz2 - 4t"1z] +17428 ~ 372 4 ['2t"2 + p(t)] z+4+1t%qt) =0, t>b
(2.1.31)

denklemini saglar.

(2.1.29), (2.1.31) ’de yerine koyulursa

[}

A w 2 3/2
[z + 517" — 4t z] < - [t2q(t) 0 (1- () ] =—Q(x(t)), t20

bulunur. Bu esitsizlik b 'den ¢ > b ’ye integrallenirse, R bir sabit olmak lizere

I

3, e
2 (8) + 5721 - 47x(1) < Ao—/b Q(zo(s))ds

olur.

3
§t“2z2(t) —4t712(t) > -

oldugundan, yukaridaki egitsizlik tekrar b ’den ¢ > b ’ye integre edilirse

Wi

2(t) < Ky + Kot -/b' [ @zt duds, (2.1.32)

elde edilir. Burada K = z(b) — $b — Kob, Kz = Ko+ 2’tiir. Boylece (2.1.30)
ve (2.1.32) 'den, yeterince biiyiik t ’ler i¢in z < 0 sonucu ¢ikar. Bu z ’nin pozitif
olusuyla geligir.

O halde (2.1.15) denklemi (2.1.27b) ozelliginde bir ¢ézliime sahip olamaz ve Uyan
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2.1.7 ’den ispat tamamlanir.

Sonug 2.1.2. (2.1.25) gegerli olsun. Eger

I [t? [0 -] + t9(0) - 5= (1 - t%(t))"”] dt = oo

ise (2.1.15) denklemi salimiml bir ¢6zlime sahiptir.
Ornek 2.1.2. Po < 0, go > 0 sabitler ve § > —3, 2§ > 373 olmak tizere
y" +pot’y +qot’y =0 (2.1.33)

denklemini gz oniine alalim. Bu denkleme ne Teorem 2.1.7 ne de Teorem 2.1.8

uygulanamaz. § = —3, 8 = —2 durumunda denklem Euler denklemi olup
9o + po — —2—(1 —po)*? >0 (2.1.34)
3v73

ise (2.1.33) denklemi salinimli bir ¢éziime sahiptir. Ote yandan Teorem 2.1.11’den
d=-3,0<-2, qg> 5\275 ise (2.1.33) denklemi salimml bir ¢éziime sahiptir.
Benzer gekilde § > —3, 26 = 36 ve go > 2(—po)*?/(3v/3) durumunda da denklem

yine saliniml bir ¢6zlime sahiptir.



2.2. GENEL DURUM

Bu kesimde
y +at)y +b(t)y +c(t)y=0 (1.1.5)
seklindeki tiglincl basamaktan lineer homojen diferansiyel denklemin katsay: fonk-
siyonlarinin igaretlerine bagli olarak ¢oziimlerinin salimmhlg) ile ilgili N.Parhi ve

P.Das tarafindan ele alinan ¢aligmalar: incelenecektir [22, 21]. Burada

a € C?*([o,00)), b € C¥([o,0)) ve C([o,)), 0 € R dir.

a <0, b<0, vec> 0 olmak tizere iiglincii basamaktan
y +ay +by +ey=0 (2.2.1)

sabit katsayili lineer diferensiyel denkleminin salinimli bir ¢6zlime sahip olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul
2a® ab 2 [d? 37
—2-7——3—4’6—%(—3——1)) >0
olmasidir. Yine bu denklemin saliniml bir ¢6ziime sahip olmasi igin gerek ve yeter
kosul tiim salinimsiz ¢6ziimlerinin ¢ — oo iken sifira gitmesidir [23]. Parhi ve Das,
sabit katsayili durumdaki bu sonuglari (1.1.5) denklemine genigletmiglerdir. §imdi

bu sonuglari irdeleyelim.

Lemma 2.2.1. b(t) < 0 ve ¢(¢t) > 0 olsun. Eger y (1.1.5)’in salimmsiz bir

¢ozimu ise

y(t)y (1) <0, t > to (2.2.2)
ya da

y(t)y' (1) 20, t > to (2.2.3)
olacak gekilde bir ¢ty € [0, 00) vardir. Ayrica, (2.2.2) gegerli ise

H

t > o icin y(t)y (t)y" (t) # 0, sgny(t) = sgny’ (t) # sgny'(t) = sgny " (t) (2.2:4)



ve

lim y'(t) = lim y(1)=0, lim y(t) = A # oo (2.2.5)

t—ro0

dir.

Lemma 2.2.2. b(t) <0, ¢(t) > 0 olsun. (1.1.5)’in salinimli ¢oziimlere sahip
olmasi igin gerek ve yeter kosul agikar olmayan salinimsiz ¢éziimler igin (2.2.4) ve

(2.2.5)’in gegerli olmasidir.

Teorem 2.2.1. a(t) < 0, b(t) < 0, ¢(t) > 0 olsun. Eger b(t) —a'(t) < 0

ve

27 3 " 3/3\ 3

ise (1.1.5) denklemi salimiml bir ¢ézlime sahiptir.

/oo [2a3(t) _anb() o) = == (az(t) — b(t) + a'(t))wz} dt = oo

ispat. ¥, (1.1.5)’in salimmsiz bir ¢6zliimi olsun. Genelligi bozmaksizint > ¢, > o
igin y(¢) > 0 oldugunu kabul edelim. Lemma 2.2.1’den t € [to, o) i¢in y'(t) < 0
ya da y'(t) > 0 olacak sekilde bir #g € [t;,00) vardir. Lemma 2.2.1 ’in ikinci kismi
ve Lemma 2.2.2'den t > to igin y(t)y'(t) > 0 "in gegerli olmadigini ispat etmek

yeterlidir,

t > to icin y(t)y'(t) > 0 olsun. wu(t) = L& >0, t > o alimrsa, kolayca
gosterilebilir ki ikinci mertebeden
u' +3uu’ +a(t)y’ = — [u® + a(t)u? + b(t)u + c(t)] (2.2.6)

Riccati denkleminin bir ¢6zmudir. (2.2.6) esitligi to’dan t’ye integre edilirse

W () = ' (t0) (1) + 3u%(t0) — a(t)ult) + alio)ulio)~

/tt [us(s) + a(s)u(s) + (b(s) - a'(s)) u(s) + c(s)] ds

0



bulunur. (2.2.7)'de u(t) > 0 igin
ud(t) + a(t)u?(t) + (b(t) - a'(t)) u(t) + ¢(t)’nin minimumu ve u(t) 2 0 igin

—242(t) — a(t)u(t)’nin maximumu yazilirsa
, ' 3 2t
V(1) < u'ta) + S0te) + altojulio) + S
t[2a3(s)  a(s)b(s) = a(s)a'(s) 2 [a*(s) '
/,[ o 3 T 3 +c(s)_3—\7§( 3 —b(s)+a(s))]ds
' 3 *(t
<u(t) + §U2(to) + a(to)u(to) + = 60)—
t12a3(s) a(s)b(s) 2 [a*(s) )\
/t;[ 57 3 +c(s)—m 3 —b(s)+al(s) ds
elde edilir. Buradan lim;_eo t'(t) = —oo olur. Sonug olarak yeterince biiyik t’ler

icin u(t) < 0 olur. Bu bir celiskidir. Buradan (1.1.5)’in salimimli bir ¢éziime sahip

oldugu bulunur.

Ornek 2.2.1.

m IN e 2. ¢, 1 2
N
denklemi Teorem 2.2.1'in kosullarimi saglar. Bu yiizden denklem salimiml bir

¢oziime sahiptir.

Ornek 2.2.2.

e 1 " 2/ 4 4
V- - ay (84 g )u=0. 123

denklemi, Teorem 2.2.1’in kogullarini sagladigindan salimiml bir ¢o6ziime sahiptir.

Teorem 2.2.2. a(t) >0, b(t) <0, c(t) >0 ve a'(t) < 0 olsun. Eger

/oo [2a3(t) _a(t)b(t) +elt) - % (azéi) - b(t))m} dt = oo

27 3

ise (1.1.5) denklemi salinimh bir ¢dziime sahiptir.

Ispat. Teorem 2.2.1 'in ispatina benzerdir.



Ornek 2.2.3.

" 3" 1 t
y +;y —t—2y+ey=0, t>1

denklemini goz 6niine alalim. Bu denklem Teorem 2.2.2’nin kogullarini sagladi-

gindan saliniml bir ¢6zlime sahiptir.

Ornek 2.2.4.
" 1 " 1 1} t
Y +5py —py tey=0,121
denklemini géz ontline alalim. Teorem 2.2.2’nin kogullar: saglandig icin en az bir

salinimli ¢ozime sahiptir.

Ornek 2.2.5.

"m ]. ! 1
y + 3y+;;y=0,t21

2013Y T 4g7]
denklemini goz ontline alalim. Teorem 2.2.2'nin kosullar: saglandigi igin en az bir

salinimli ¢ozime sahiptir.
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3 UCQUNCU BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN
'~ DENKLEMLERIN COZUMLERININ
SALINIMLILIGI

Ugiincii basamaktan lineer olmayan denklemler icin de pek ¢ok aragtirma soz
konusudur. Bunlarin en 6nemlileri olarak Erbe [5], Erbe ve Rao [7], Heidel
[13], Nelson [20], Parhi ve Das [24] ve Skerlik’in galigmalarimi séyleyebiliriz. Bu
bélimde 6nce Skelik’in A 6zelligine iligkin inga ettigi sonuglar iizerinde durula-
cak. Daha sonra Parhi’nin salimimlilik ve salimmsizliga iligkin bazi kriterlerine

yer verilecektir.
3.1. A OZELLIGINE ILISKIN KRITERLER

Bu kesimde liglinci basamaktan

Y +p(t)y + q(t)ly[*sgny = 0 (3.1.1)

y" +p(t)y +qt)f(y) =0 (3.1.2)

seklinde lineer olmayan denklemler igin Skerlik tarafindan elde edilen sonuglar
tizerinde durulacaktir [29]. Burada p: I = (—~00,0], ¢:I — (0,c0),

fi+:R—= R = (—o00,00) stirekli, ] = (a,00) C (0,00), 0 < a € Rvez # 0
icin zf(z) > 0 'dir. Ayrica, I tizerinde p(t)#0 ve t € I igin p(t) < 0, q(t) > 0

oldugunu kabul edelim.

9imdi, lineer durumda Tanim 2.1.1 ile verilen (3.1.2) denklemine ait A 6zelligini

agagidaki gibi tekrar ifade edelim.

Tanim 3.1.1. (3.1.2) denkleminin her u ¢6ziimi salinimh ya da
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hert > 7T, j=0,1,2 igin (—1)utsgnu(t) > 0 ve
i w1 = -
Jim v (t)=0, j=0,1,2

olacak gekilde bir T > a noktas: varsa, (3.1.2) denklemi A ézelligine sahiptir denir.

Tanim 3.1.2. Eger

/w%<oo, €e>0 (3.1.3)
ise (3.1.1) denklemine siperlineer denir. Benzer gekilde eger
Foo
o, €30 (3.1.4)
ze  f(u)

ise (3.1.2) denklemine siperlineer denir.

p(t) = 0 6zel durumunda (3.1.1) denklemi igin agagidaki sonug gegerlidir :
Teorem 3.1.1. [20] (3.1.1) denklemi (3.1.3) kosulunu saglasin. Bu denklemin A
ozelligine sahip olmas i¢in gerekli ve yeterli kogul

/ ~ Pq(t)dt = oo (3.1.5)

dir.

Ote yandan a > 1 ve a tek pozitif tamsayilarm bir orami olmak tizere g(t) > 0

durumunda agagidaki sonug gegerlidir [20], [6].
Teorem 3.1.2. p € CY(I, R) oldugunu varsayalim.

I iizerinde p< 0, p >0veqg>0(p<0, p >0vegq>0) (3.1.6)

ve
/ * g(t)dt = oo (3.1.7)

olsun. Bu durumda (3.1.1) denklemi A 6zelligine sahiptir.
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Lemma 3.1.1. [6;Lemma 2.1], [19;Teo0.1.1] £ > T > a igin y(¢) > 0,
y'(t) <0, vey"(t) > 0, 6zelliklerine sahip (3.1.1) ((3.1.2))’nin bir agikar olmayan
y ¢6zimi vardir. Eger o > 1 ise

y(t) >0, y'(#)<0, y'(t)>0, t>T>a.

dir.

Lemma 3.1.2. [6;Teo 2.2],[19;Lemma 1.3 ve Lemma 2.1] y, (3.1.1) ((3.1.2))’in I
uzerinde mevcut salimmsiz bir ¢oziimi olsun. Bu durumda I {izerinde ya

m

y(t) >0, y(t)<0, y'(t)>0, y (t)<0 (3.1.8)

ve
Ay () =lny (=0 Bpylt)=L<e
ya da her ¢t > T igin
y(t)>0, y(t)=0 . (3.1.9)
olacak gekilde bir T € I vardir.

Lemma 3.1.3. Q,
Q(z)=Az*-Bz+C, A>0, B>0, z€R
seklinde taniml bir polinom olsun. Bu durumda

)1/2

Q) > C— % (B°/34)", w230 (3.1.10)

dir.

Teorem 3.1.3. 0 < § < 2 bir reel say1 olsun ve I lizerinde

t®p(t) > —M > —oc0 (3.1.11)

ve

/ " Bq(t)dt = 0o (3.1.12)
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.1.1) denklemi A 6zelligine sahiptir.

ispat. ¥, (3.1.1) denkleminin salinimsiz bir ¢éziimii olsun. Genelligi bozmadan
t >t igin y(t) > 0 oldugunu varsayalim. Once y’ nin (3.1.9) ézelligine sahip ola-
mayacag! gSsterilecektir. y (3.1.9)’u saglayacak gekilde T € I, T > a varolsun.
(8.1.1) denklemi #%y~*(¢) ile carpilip T’ den ¢ > T ’ye kismi integrasyonu alinirsa
K bir sabit olmak tizere

Py ) ety (1)
y(t) y(t) - 2yeH()

_1)/t36-y(s /;i's_z;i_z%(s_)d + a +1)/ a+ZZ)ds

g1
_gas/’r —yTi—(-:s(—)-)-ds =K - / s%q(s)ds (3.1.13)

bulunur.

0 <4 <2igin (3.1.3) ve (3.1.11)’den, (3.1.13) ’iin sol tarafindaki ilk iki integral
alttan simirhdir.

A > 0 olmak iizere A2? — Bz > —B?%/4A egitsizligi gozoniine alinirsa

[[exs s(y (s>> _3 Jsa_ly@)] ¥,
T

2 \yls)) "2 ) | ()

5—2 y

2= 8(a + 0 / a(s)

ds> —00

elde edilir. Buradan

B0 B et e g,
S0~ agen S K f e

olur.

Son esitsizlik T°den ¢ > T ’ye tekrar integre edilirse,

Y1) | 3a ¢ sy(s) ¢Sy ()
o) °+1<> =2 ) ) ¢
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t ps
< K; + Kit — /T /T uq(u)duds (3.1.14)

bulunur. Ote yandan
/T[z (55) - y<s>]y e

262 t 262 t
> ——— | Tyl > 2 pé-21-a
- 3« [1' STy T (6)ds 2 3a Ty () /T ds

oldugundan (3.1.14) ’ten

oy (¢)
yo(t)

t prs
< Ky + Kst - /T [ wa(u)duds

elde edilir.

Bu ve (3.1.12) ’den, yeterince biiyiik t’ler igin y' < 0 sonucu gikar. Bu (3.1.9)’a
celigkidir. Bdylece (3.1.1) denklemi, (3.1.9) 6zelliginde bir ¢oziime sahip degildir.
Buradan Lemma 3.1.2 gozoniline alimirsa y’nin (3.1.8) dzelligine sahip oldugu

sonucu ¢ikar.
Ispat: tamamlamak i¢in lim¢00y(t) = 0 oldugu goésterilmelidir. Bunun igin
limye0 y(t).= L > 0 olsun. (3.1.1) 'den
Py (1) < =L°t%(t), t>a
bulunur. Bu egitsizlik a’dan t > a’ye integre edilirse
6 n ! t L
£y (8) — 6851y (£) + 6(6 — 1) / 52/ (5)ds

1
< Ks— L° / $Sq(s)ds (3.1.15)

elde edilir.
(3.1.12) k0§ulund;<m, sol taraftaki tim terimler pozitif ya da sinirh iken (3.1.15)’in

sag tarafi £ — oo iken —o0’a gider. Boylece ispat tamamlanir.

Uyar1 3.1.1. I tzerinde p(t) = 0 6zel durumu i¢in § = 2 almak yeterlidir,
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Lemma 3.1.1. [6;Lemma 2.1], [19;Te0.1.1] ¢t > T > a igin y(¢) > 0,
y'(t) <0, vey'(t) > 0, 6zelliklerine sahip (3.1.1) ((3.1.2))’nin bir agikar olmayan

y ¢ozlimi vardir. Eger o > 1 ise
y(t) >0, y'(t)<0, y (t)>0, t>T>a.

dir.

Lemma 3.1.2. [6;Teo 2.2],[19;Lemma 1.3 ve Lemma 2.1] y, (3.1.1) ((3.1.2))’in I
lizerinde mevcut salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda I tizerinde ya

!

y(t) >0, y'()<0, y (t)>0, y (£)<0 (3.1.8)
ve

lim y'(t) = limy'(t) =0, Jlimy(t) =L <oo

t—o0 t—o0

ya da her t > T igin
y(t) >0, y(t)>0 . (3.1.9)
olacak gekilde bir T' € I vardir.

Lemma 3.1.3. Q,
Q(z) = Az*—Bz+C, A>0, B>0, z€R
seklinde taniml bir polinom olsun. Bu durumda
Q(z)>C — g (B%/34)"*, V220 (3.1.10)

dir.

Teorem 3.1.3. 0 < § < 2 bir reel say: olsun ve I tzerinde

£p(t) > =M > —0 (3.1.11)

ve

/°° #q(t)dt = oo (3.1.12)
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda (3.1.1) denklemi A 6zelligine sahiptir.

Ispat. y, (3.1.1) denkleminin salinimsiz bir ¢éziimi olsun. Genelligi bozmadan
t > t; igin y(¢) > 0 oldugunu varsayalhm. Once y’ nin (3.1.9) 6zelligine sahip ola-
mayacag) gésterilecektir. y (3.1.9)’u saglayacak sekilde T' € I, T > a varolsun.
(3.1.1) denklemi t%y~*(t) ile carpiip T’ den t > T ’ye kismi integrasyonu alinirsa
K bir sabit olmak iizere

Pyl W) | oty (1)
y>(t) y(t)  2yeti()

-1 [ gy [Ny Loy [ #4°(s) 0

T y(s) yo+2(s)
3 s t
_EQS/T yaTyx(s()lds = K—/T s8q(s)ds (3.1.13)

bulunur.

0 <4 <2igin (3.1.3) ve (3.1.11) den, (3.1.13) ’in sol tarafmdaki ilk iki integral
alttan sinirhdir.

A > 0 olmak tlizere Az? — Bz > —B?/4A esitsizligi gozoniine alinirsa

e (y'(S))2 3 a_ly(s)] ¥,
T

2 \ye) 2% w9 | vr@®

94° /t -2 y'(s)

> - —_
Z “Blat D) Jr y“(s)ds> 00

elde edilir. Buradan

By'(t) B | atiy’(r)
y*(t) ye(t)  2yeti(e) T

<K, - /sq(s

olur.

Son esitsizlik T’den ¢ > T' ’ye tekrar integre edilirse,

(1) | 3a sy (8) s o5 [ ),
(

y(@) 2 Jr y"*‘() T y(s)
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t rs
<K;+ Kit— /T /T uq(u)duds (3.1.14)

bulunur. Ote yandan

/Tt [37(135 (%)2 - 2635'1%:))-] y' "% (s)ds

262 rt . 282 ¢
> §-2, 1-ag > §-2, 1-a
3a /:r STy ()ds 2 =g Ty (D) /T ds
oldugundan (3.1.14) ’ten
' (¢) tofe o
— KL —
oty < Kt Kot /T /T wq(u)duds

elde edilir.
Bu ve (3.1.12) den, yeterince biiyiik t’ler igin y' < 0 sonucu ¢ikar. Bu (3.1.9)’a
geligkidir. Boéylece (3.1.1) denklemi, (3.1.9) 6zelliginde bir ¢éziime sahip degildir.

Buradan Lemma 3.1.2 gbzénline alinirsa y’nin (3.1.8) ozelligine sahip oldugu

sonucu cikar.
ispatx tamamlamak icin limyoy(t) = 0 oldugu gosterilmelidir. Bunun igin
lim; 00 y(t) = L > 0 olsun. (3.1.1) ’den
y" () < =L*tq(t), t>a
‘bulunur. Bu esitsizlik a’dan ¢ > a’ye integre edilirse
6 n 6 ! v 6 !
£y (1) — 8851y (£) + 6(5 — 1) / $5=2y'(s)ds

<K—L°‘/t5 d 3.1.15
< Ks s°q(s)ds (3.1.15)

elde edilir.
(3.1.12) kogulundan, sol taraftaki tiim terimler pozitif ya da sinirh iken (3.1.15)’in

sag tarafi t — oo iken —oo’a gider. Boylece ispat tamamlanir.

Uyar: 8.1.1. I tzerinde p(t) = 0 dzel durumu i¢in § = 2 almak yeterlidir,
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yani (3.1.5) kogulu gegerlidir.

Ornek 3.1.1. a>1 ve B <0 veya f3 € (-3—?@, 32—":—‘/3) seklinde tanimli

sabitler olma,k uzere t > a > 0 igin
y — 177+ Bl — (8- 1)(8 — 2)tP=)3ly|*sgny = 0, (3.1.16)

diferensiyel denklemini g6z 6niine alalim. § = 2 olmak lizere Teorem 3.1.2’nin
(3.1.6) ve Teorem 3.1.3’in (3.1.11) kogullar saglanir. Buna gére 8 < 0 igin
y(t) = t° A Ozelligine sahip bir ¢oziim olmasina kargin 8 € (§—'§@, ‘1"'—2‘@) igin
y(t) = tP A ozelligine sahip olmayan bir ¢éziimdiir. Ciinkii bu durumda (3.1.12)

kogulu saglanmamaktadir.

Teorem 3.1.4. 0 <46 < 2 olsun. Eger her pozitif D sabiti i¢in

/oo [‘I(t) -D (—;D(t))s/?] t¥dt = 0o | (3.1.17)

ise (3.1.1) denklemi A ozelligine sahiptir.

Ispat. ¥, (3.1.1) denkleminin salinimsiz bir ¢6ztimi olsun. Genelligi bozmadan
t > t; igin y(t) > 0 oldugunu varsayalim. Teorem 3.1.3’in ispatinda oldugu gibi
ayn iglemler yapilirsa (3.1.13) esitligi

By'() () | atiy)
ye(t) ye(t)  2yeti(t)

e e (YO 4 oa¥®) 4 ool s
/ [Q(y @ (L) +p0 L + o )] d

+6(5 — 1) /T -’(’()s)ds+

2 /[ (ygj) a5 yg;];p) _Kk (GL13)

olarak tekrar yazlabilir.

+

Teorem 3.1.3’de oldugu gibi kolayca gosterilebilir ki (3.1.13') ’iin sol tarafindaki
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son iki integral alttan sinirhdur.

t > 7T igin 2(¢) = ;’J;(% ile tanimlanirsa (3.1.10) ’dan

her ¢t>T igin %i(y“"l(t))z 8 — (—p(t)z + q(2)

3/2 , 1-a
>q)~ (5) L pie)r

3/2 ,1-a
> q(0)~ (5) LB p(0)" = g(t) ~ Dol(~p(t))*"

bulunur.

Bu ifade (3.1.13') ’de yerine yazilirsa
Y1) ) ety ()
y*(t) ye(®) - 2yet()

olur. ispatm geri kalan kismi i¢in Teorem 3.1.3’dekine benzer bir yol izlenir.

< K¢ — /Tt [q(s) - Do(—p(s))a/z] s’ds

Ornek 3.1.2.
y"'+(3_2t2)y'+(4t3_6t)e(a—1)t2|ylasgny =0, a>1, t> (3/2)1/2a (3118)

diferensiyel denklemini géz oniine alalim. Teorem 3.1.4’in kogullar: saglanir. Bu
yiizden (3.1.18) denklemi A dzelligine sahiptir. y(t) = e™* boyle bir ¢dziime
érnektir. I idizerinde p'(t) < 0 oldugundan Teorem 3.1.2 (3.1.18) denklemine

uygulanamaz.

Uyar: 3.1.2. Teorem 3.1.4, (3.1.16) denklemine de uygulanabilir.

Simdi de (3.1.2) denklemini géz 6niine alalim.
Flw) > ko, 2F (w) — fu)F"(u) > 0, ve (3.1.19)

FAw)/2f*(w) = fu)f" (w)] € Ko, her Ju| > |uo|

olmak iizere f € C?*R,R) ve tim |ug] > 0 ’lar icin Ko = Ko(uo) > 0 ve

ko = ko(ug) > 0 sabitlerinin bulundugunu varsayalim.
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Ornek 3.1.3.
fi(u) = |u|%sgnu, a >1

ul??sgnu
lul?*sg

)= T e @

>1

fa(u) = sinhu

geklinde tanimlanan f, f;, ve fs : R — R fonksiyonlar1 (3.1.4) ve (3.1.19)

kogullarinm saglar.

Teorem 3.1.5. (3.1.4), (3.1.11), (3.1.12) ve (3.1.19) kosullar1 saglansin. Bu
durumda (3.1.2) denklemi A 6zelligine sahiptir.

ispat. Teorem 3.1.3 *iin ispatina benzer olarak y, (3.1.2) denkleminin-salinimsiz
pozitif bir gézﬁmﬁ olsun ve y’nin (3.1.9) kogulunu sagladigini varsayalim. (3.1.2)
denklemi %/ f(y(t)) ile carpilip T ’den t > T ’ye kismi integrasyon uygulanirsa,

Py'() W) @)
f®) " fw®) T 20

+

ts5 2
-1 [ Fom)

Sp(s)y’ (s)
+ e

2f (y) F@)f (y) 5 03 _ S () 2 s)| ds = s°q(s)ds,
2/[ TR R Z O ()]d K= [ st

(3.1.20)
bulunur. Burada K bir sabittir.

[ { 2% w) - 15" w)] (y'“)) - 3861 £ (n) L) (3)} AL

f(y) ) | f(y)

9 : f'2 -2 Y 9 t 5ea Y (9) _
Rl o e LR e Ll
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oldugundan (3.1.4), (3.1.11) ve (3.1.19) 'dan (3.1.20) ’'nin sol tarafindaki tim

integraller alttan sinirhdir. Boylece

By'() @) P )y @)
o0 Tem) t apam S K s

yazilabilir.
Yukaridaki esitsizlik T’den ¢ > T”ye integre edilirse

' (1) [336fl(y(3))y,2(3) _ 2536—13/(3):\ ds

Fl@)Jr | 2f%y(s)) f(y(s))
< Kp + Kut — /T’ i " wbq(u)duds (3.1.21)
‘bulunur.
35 y(s)\ e -1y (8)
/[ 10 (%5 )) B Ty )]d
2, [t s? 2 ,T%"% [t
2 —56 T f,—(y')'ds 2 —56 k‘o dS,
oldugundan (3.1.21)’den
Py'(t)

f( ®) < K4 + Kst — // U qu)duds

olup Teorem 3.1.3 "in ispatina benzer yol izlenerek (3.1.2) denkleminin A 6zelligine

sahip oldugu sonucu elde edilir.

Ornek 3.1.4.

4 1 ! 5 .
vy — @Y +3 hlsznhy—O t>2a>0 (3.1.22)

diferensiyel denklemini gbz 6niine alahm. § = 2 olmak iizere Teorem 3.1.5’in
kogullar: saglanir. Bu ytizden (3.1.22) denklemi A 6zelligine sahiptir.

y(t) = 1 bdyle bir ¢dziime Srnektir.

Uyar:1 3.1.3. I iizerinde p(t) = 0 6zel durumunda (3.1.5) kogulu (3.1.1) denkle-

minin A 6zelligine sahip olmas: igin yeterlidir. Fakat bu durumda f fonksiyonu
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iki kez tiirevlenebilir olmak zorunda degildir.
Ornegin, eger f azalmayan ise ve u > 0, v € R igin |f(uv)| > Cf(u)|f(v)| olacak
sekilde bir ¢ > 0 sabiti varsa, (3.1.5) kogulu ve

[ ta) (et = o,

stiperlineer (3.1.2) denkleminin A &zelligine sahip olmasi igin yeterlidir. ([9]'da

Teo.1l ya da [30]’da Sonug 1).

Ornek 3.1.5.

m 3 1

2
—_—— —_—3 = > 1
y 7Y + Pz = 1)smhy 0, t2a>

diferensiyel denklemi, A ozelligine sahip olmayan salmimsiz bir y(t) = Int ¢ozi-

miine sahiptir. Teorem 3.1.5’in (3.1.12) digindaki tim kogullar: saglanir.

Bu kesimde son olarak bu kez (3.1.2) denklemindeki f fonksiyonu igin

f € C*(R, R) ve tiim |uo| > 0 "lar igin
f(u) = ko, Af'z(u) — f)f () >0 ve
FA@)/Af (w) - ) f'(u)] < Ko veya

AF*(u) = Fu)f"(u) 2 Koy Vlu| > Juol (3.1.23)

olacak gekilde Ko = Ko(uo) > 0, ko = ko(uo) >0 ve ko = ko(uo) > 0 sabit-
lerinin varoldugunu kabul edelim. Burada 4, 0 < A < 2 &zelligine sahip bir

sabittir.
Uyan 3.1.4. Ornek 3.1.3 "teki fi, f2, f3 fonksiyonlan (3.1.23) kogulunu saglar.

Teorem 3.1.6. (3.1.4), (3.1.17) ve (3.1.23) kogullar1 gegerli olsun. Bu durumda
(3.1.2) denklemi A &zelligine sahiptir.
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Ispat. y, (3.1.2) denkleminin salinims:z bir ¢éziimii olsun. y ’'nin (3.1.9) kosulunu

sagladigin varsayalim. (3.1.20) 6zdegligi

Y1) W0 L Cr O
fW) @) T 20)

AP = IT (YO 3mp V9] 1)
/T[ Lo (5 - 51“’()}()“

t §8-2¢/ (s t ’2 (s y
e [ [ B0 S ]

(3.1.20)
ya da
Y1) ) | B,
@) " Fe@) T 2Pw0)
Bz s (V) 351 p L8] ¥(8),
/r[zf o (559) -3 f()f(y)] ™t
(3.1.20")
N Ve A O NN (O BRPN I
Al e ))‘”/[ (f(y)) Ty T )] Y

olarak yeniden yazilabilir. Burada B bir sabit ve B =2 — A ’dur.

0 <6 <2, (3.1.4) ve (3.1.23) ’den, (3.1.20") ya da (3.1.20")'nin sol tarafindaki
ilk iki integral alttan simirhdir. Eger tim ¢ > T"ler igin
z(t) = y'(¢)/ f(y(t)) ile gosterilir ve (3.1.10) gz 6niine alinirsa, (3.1.20°) ya da
(3.1.20”) ’den

RO NP ORI K C10) MO
f6@) " fw®) T 2P0

t
< Ks— [ [a(s) = Do(=p(s))¥?] s*ds
elde edilir.

Teorem 3.1.4 ve Teorem 3.1.5%in ispatlarina benzer bir yol izlenerek sonuca ulagilir.
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Ornek 3.1.6.

(]
"4 (3= 2%y + (48° — 6t) (e + VLY _ o 5 /372
y +( )y +( )€™ +e )1+Iyl3 /

diferensiyel denklemini goz 6niine alalim. Teorem 3.1.6’nin kogullar saglandigin-

dan bu denklem A 6zelligine sahiptir. y(t) = et boyle bir ¢dziime drnektir.

Uyan1 3.1.5. (3.1.17) kosulu saglanmadifindan Teorem 3.1.6, (3.1.22) denk-

lemine uygulanamaz.
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3.2. BAZI SALINIMLILIK KRITERLERI

Bu kesimde 1998 yilinda, N. Parhi ve P. Das tarafindan ele alinan

¥ +a®)y +b(t)y +ct)y’ =0 (3.2.1)
ve
y" +a®)y" + b)Y +c(t)fly) =0 (3.2.2)

bi¢imindeki tiglincli basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklemin ¢6ztimle-
rinin salimmlilik ve salimmsizhigina iligkin inga edilen sonuglar irdelenecektir [23].
Burada a,b,c € C([o,),R), 0 € R, f € C(R,R), y # 0 igin ﬁj’l >03>0ve

v > 0 tek tamsayilarin bir oramidur.

Parhi ve Das, Kesim 2.2’de (1.1.5) lineer denklemi i¢in elde edilen sonuglarin

(3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerine genigletilebilecegini kanitlamiglardir.

Uyarn 3.2.1. Kesim 1.2’de oldugu gibi (3.2.1) ve (3.2.2) denklemleri sirasiyla

(r(ew") +a(ty' +p(H)y" =0 (3.2.3)
(ry") + ey +p(1)f(y) = 0 (3.2.4)
bigiminde yazilabilir. Burada r(t) = ezp ( I a(s)ds) , q(t) = b(t)r(t) ve
p(t) = c(t)r(t)dir.

Simdi katsay: fonksiyonlarinin igaretlerine bagh olarak bu sonuglar: verelim.
3.2.1 a(t) >0, b(t) <0, ¢(t) >0, t >0 Durumu
Lemma 3.2.1. Eger y, [T,,00), T, > o tzerinde (3.2.1) ya da (3.2.2)’nin

salinimsiz bir ¢dziimi ise ¢t > to icin y(t)y'(t) > 0 ya da y(t)y'(¢) < 0 olacak
sekilde bir tg € (Ty, 00) vardr.
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ispat. y, [T}, o) tizerinde (3.2.1)’in salinimsiz bir ¢oziimii olsun. Genelligi boz-

maksizin ¢t > to > T icin y(t) > 0 oldugunu varsayalim. —y'(t), ikinci basamaktan

homojen olmayan

(rt)s") +a(t)z = p(eW(2), ¢ > to (3.2.5)

diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olup [25])’den bunun tiim ¢dziimleri salinim-

sizdir yani y'(t) sainimsizdir. Boylece (3.2.1) igin lemmanin sonucu gegerli olur.

Eger y, [Ty, 00) lizerinde (3.2.2)’nin salinimsiz bir ¢ézimil ve
t > to > T, icin y(t) > 0 ise, bu durumda yukaridakine benzer bir sonug elde

edilir. Eger t > to > T, icin y(¢) < 0 ise, benzer bir yolla lemmanin sonucuna

ulagilir.

Lemma 3.2.2. Asagidaki durumlar denktir:
(I) A ve B gergel sayilar1 ve yeterince biiyiik ¢’ler igin

A+Bt—/:</:c(u)du>ds<0,

/:0 c(u)du = oo.

(I1)

ispat. Gergekten,

G(t) = /: (/: c(u)du) ds

alinirsa, (I)’in saglanmas: icin gerek ve yeter kogulun

lim _Ci(t_) =00 (3.2.6)

t—oo
oldugu goriliir.

Ayrica (3.2.6)'nin saglanmas igin gerek ve yeter kogul

lim G (t) = oo

t—=00
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olmasidir, yani
t

Hm i ¢(s)ds = o0

dir.

Teorem 3.2.1. v > 1 olsun. Eger her a > 0 igin

o 243 a a? 3/2
/a [2 d 7(t) _ (tl’b(t) + ac(t) — 327 (—éﬂ - b(t)) ] dt=occ  (3.2.7)

ise (3.2.1)’in bir sifira sahip olan bir ¢6ziimi salimmldir.

Ispat. y’nin [Ty, 00), Ty > o lizerinde (3.2.1)’in bir ¢dzlimii oldugunu ve ¢, 2 T,
icin y(t1) = 0 oldugunu varsayahm. Ayrica y salimmsiz olsun. Bu durumda
yeterince biiyiik #’ler igin y(t) > 0 ya da y(¢) < 0’dir. Genelligi bozmaksizin
t2, y'nin son sifir1 olmak tizere ¢ > t; igin y(t) > 0 alinabilir. Lemma 3.2.1’den
t > to >ty icin y'(t) < 0 ya da y'(¢) > 0 sonucu gikar. ¢t > to igin y'(t) < 0
olsun. y(tz) = 0 ve t > ¢, igin y(t) > 0 oldugundan t € (2,2 + d), ¢ > 0 igin
y'(t) > 0’dir. Bylecet > t3 igin y'(t3) = 0 ve y'(t) < 0 olacak gekilde t3 € (t2,t0)
olur. (3.2.3) y'(t)-ile carpilip ¢3’ten (3 < t)’ye integre edilirse

! " t " 1 !
r(tly (y (¢) = /ta [r(s)(" (9))? = a(8)(' () = p(s)y7()y (5)] ds > 0
bulunur. Béylece ¢t > s icin y"(t) < 0 olur. Bu yeterince biiyik ¢’ler igin
y(t) < 0’1 gerektirir. Bu da bir geligkidir.
Eger t > to icin y'(t) > 0 ise, bu durumda ¢ > ¢, igin 2(t) = y (t)/y(t) alinirsa
z(t),
2" +327 +a(t)e = — [° +a(t)s? +b(t)z + o(t)y" ()] (3.2.8)

denklemini saglar. ¢ > to icin y'(¢) > 0 oldugundan, ¢ > o igin y"~'(t) > o
olacak sekilde bir & > 0 vardir. Boylece (3.2.8) denklemi

2" +322 +a(t)7 < - [+ a(t)2® +b(t)z + ac(t)] (3.2.9)
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doniigiir. Pozitif z igin (2® + a(t)2? + b(t)z + ac(t)) 'nin minimumu

263(t)  a(t)b(t) 2 (a?(t) 32
27 - 3 + aC(t) - 3—73 ( 3 - b(t))

dir. Boylece (3.2.9)’dan

a® a? 3/2
z"+3zz'+a(t)z' < - [2 2,§t) - a(téb(t) + ac(t) — 3—3—3 ( ét) - b(t)) ,t 2>t

(3.2.10)

bulunur. (3.2.10)’un iki yani ¢¢’dan ¢’ye integre edilirse,

2(t) < 7 (to) + -g-z2(to) + a(to)(to)

olur. (3.2.7)’den lim;,e 2 (t) = —co elde edilir. Bu da yeterince biiyiik #'ler
icin 2(t) < 0 geligkisini dogurur. Boylece y salimmlidir. Bu teoremin ispatini

tamamlar.

Teorem 3.2.2. a'(t) <0, v < 1 ve her a > 0 igin (3.2.7) nin gegerli oldugunu

varsayalim. Bu durumda (3.2.1)’in bir sifira sahip sinirl bir ¢6ziimii salinimhdar.
Ispat. Teoremin ispat1 Teorem 3.2.1’in ispatina benzerdir.

Teorem 3.2.3. a'(t) < 0, b'(t) < 0 ve b(t) 'nin sinirli oldugunu varsayalim.
Eger v > 1 ve

o [ . 22 3/2
/0 |:2 2,§t) 3 (t?gb(t) +oft) - 327 (_g _ b(t)) ] dt = oo (3.2.11)

ise (3.2.1)’in bir sifira sahip bir ¢éziimi salinimhdir.

Ispat. y, t; > T, > o igin y(t;) = 0 olmak iizere (3.2.1)’in salinimsiz bir
¢oziimil olsun. t; > ¢;, y'nin son sifir1 olmak tzere ¢ > ¢ igin y(t) > 0 oldugunu

varsayalim. Lemma 3.2.1 ’den t > to > ¢; icin y'(¢) < 0 ya da y'(¢) > 0 oldugu
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sonucu gikar. Teorem 3.2.1’in ispatinda oldugu gibi ¢ > #o icin y'(¢) < 0 olmasinin
miimkiin olamayacagim gdsterebiliriz. Boylece t > to icin y'(t) > 0 dur.
2¢%(t)  a(t)b(2) 2 (d(t) 3
alinirsa, A(t) > 0, B(t) > 0 ve A%(t) — B%(t) < 0 oldugu goriilir. O halde
A(t) — B(t) £ 0 ve buradan
3 2 3/2
20°(¢) a(®)b(t) 2 (d&’(t) b(2) <0
27 3 3v3\ 3
bulunur. (3.2.11) ve (3.2.12)’den

(3.2.12)

/oo c(t)dt = oo

g

sonucu ¢ikar,

Eger y sinirli ise, o zaman (3.2.1) {p’dan t’ye integre edilirse

- t: c(s)y"(s)ds =y (1) =y (to) + a(t)y (t) — a(to)y (to) — blto)y(to)
+b(0u(0) = [ (¢ (s) +¥()y(s)) ds
yani t
~y'(t0) | cls)ds 2 y"(t) ~ ¥ (to) - alto)y'(t0) + b(t)y (1)

elde edilir. b(t)y(t) sinirli oldugundan

lim y" (t) = —o0

t—ro0
oldugu goriiliir. Sonug olarak yeterince biiyiik #’ler igin y'() negatif olur. Bu bir
celigkidir.
Eger y sinirl degilse, ¢ > t3 > ¢o icin y(¢) > 1 oldugunu kabul edelim.
z(t) = y'(t)/y(t)’nin, ¢t > 3 igin

" 4327 +a(t)2 < — [2° +a(t)2 + b(t)z + c(t)]

diferensiyel esitsizligini sagladig1 aciktir. Pozitif 2’ler igin

[22 + a(t)2? + b(t)z + ¢(t)]’'nin minimumu egitsizlikte yazilarak t;’den t’ye integre
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edilirse lim;.,eo 2’ (t) = —o0 bulunur. Bdylece yeterince biiyiik ¢’ler icin z(¢) < 0

celigkisi elde edilir. Bu teoremin ispatim1 tamamlar.

Teorem 3.2.4. a'(t) < 0, b'(t) < 0 ve b(t) 'nin sl oldugunu varsayalim.
Eger v < 1 ve (3.2.11) saglaniyorsa (3.2.1)’in bir sifira sahip sinirh bir ¢6ziimi

salinimlidir.

ispat. Teorem 3.2.3%in ispatina benzer bir yol izlenerek sonuca ulagilir.

Ornek 3.2.1.
" ) " 1 I
Y MY (1 + gt'4/3) y +ey®¥?=0,1t>1

denklemini gbz oniine alalim. Teorem 3.2.1'in kogullar: saglamir. Fakat b'(¢) > 0

oldugundan Teorem 3.2.3 bu denkleme uygulanamaz.

Ornek 3.2.2.

ym + t_2/3yu _ (1 r %t—4/3) y' + 5333/3/2 =0,t21

denklemini diiginelim. Teorem 3.2.3’in biitlin kogullar: saglanir. Fakat

0 <a<3/4igin

N 2 1 ~2/3 1 2c 2
= 4= a2 ldt=—
/a [27752 3t ] L

oldugundan Teorem 3.2.1 bu denkleme uygulanamaz.

Teorem 3.2.5. Eger Teorem 3.2.1 ya da Teorem 3.2.3’in hipotezleri saglaniyor-

sa, bu durumda (3.2.1)’in salimimsiz bir v ¢oziimi agagidaki 6zelliklere sahiptir:
u(t) #0, t > T,
sgnu(t) = sgnu’ (t) # sgnu'(t) = sgnu” (t), t > T,

fizgu(t) = ligu(t) = g (1) = 0.
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Ispat. u'nun [Ty, 0), T, > o lzerinde (3.2.1)’in salimimsiz bir ¢éziimii oldugunu
varsayalim. Eger u, [T}, 00) araliginda bir sifira sahipse, bu durumda Teorem 3.2.1
ya da Teorem 3.2.3’ten u salimml olur ki bu bir geligkidir. O halde u, [T}, )
araliginda s;lflra. sahip degildir. Bu durumda ¢ > T, igin u(t) > 0 oldugunu
varsayabiliriz. Teorem 3.2.1 ya da Teorem 3.2.3’iin ispatinda oldugu gibi t > o

igin u'(¢)#0 oldugu gosterilebilir. Boylece ¢ > to icin u'(t) < 0 olur.

t >t > T, igin (r(t)u"(t)), = —q(t)u'(t) — p(t)u"(t) < 0 oldugundan u”(t)
salimmsizdir. Bdylece ¢ > t; igin u”(t) < 0 ya da u"(t) > 0 olacak gekilde bir
t1 > to vardir. Eger t > t; igin u"(¢) < 0 ise, yeterince biiyiik #’ler icin u negatif
olur. Bu bir geligkidir. O halde t > ¢; igin u’ () > 0’ dir ve [T}, 00) araliginda
w'(t) ve u” (¢)’nin bir sifir1 yoktur. Gergekten kabul edelim ki bir ¢; € [T}, o0) igin
u'(tz) = 0 ya da u”(¢3) = 0 olsun. Genelligi bozmaksizin t > t, igin
u'(t2)u"(t3) = 0, u'(¢) <0 ve u"(t) > 0 oldugunu varsayalim.

(r(eyu" () + alt)u'(2) + p()u(2) = 0 (3.2.13)

denklemi u'(¢) ile garpilip t;’den t > t;’ye integre edilirse

iy (040 2 - [ (a66) (40))" + pel(9)u'(5)) ds > 0
geligkisi elde edilir. O halde ¢ > T, icin u'(t) < 0 ve u"(t) > 0 olup
limsyeo u'(t) = 0 dir. Aksi halde yeterince biiyiik #’ler igin u(t) < 0 olur ki bu
u(t) > 0 varsayimina geligkidir.
Benzer gekilde (3.2.1)’den ¢t > T, igin u" () > 0 iken lim;_,0o u” (t) = 0°dir. Son
olarak lim; oo u(t) = p, g > 0 oldugunu varsayalim. ¢ > T, igin u(t) > u olup
(3.2.13) T,,’dan t’ye integre edilirse,

" " t ’ t
r(Ou"(0) = 1@ (L)~ [ oo (s)ds = [ plsu”(s)ds

u

< (T (T,) - /T’ o(s)r(s)u"(s)ds

u

< r(T)"(T) = r(Tu)” /Tt c(s)ds
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bulunur. (3.2.7) ya da (3.2.11)’den

/ - c(s)ds = o0
olup yeterince biiyiik #’ler igin u"(t) < 0 olur. Bu bir u"(t) > 0’a bir celigkidir.

Boylece limi; o0 u(t) = 0 bulunur. Bu teoremin ispatimi tamamlar.

Teorem 3.2.6. Teorem 3.2.2 ya da Teorem 3.2.4’in hipotezlerinin saglandigini
varsayalim. Bu durumda (3.2.1)’in sinirli salinimsiz bir ¢6ziimi Teorem 3.2.5’deki

ozelliklere sahiptir.

Ispat. Teorem 3.2.5'in ispatina benzer bir yol izlenerek sonuca ulagilir.

Ornek 3.2.3.
Yy (% - t—m) y + %e”y" =0, t>2
denklemini g6z 6ntine alalim. Teorem 3.2.5’den denklemin salinimsiz bir ¢ozimu

Teoremdeki 6zellikleri saglar. Ozel olarak y(t) = e~* denklemin, gerekli dzellikleri

saglayan salinimsiz bir ¢6zimuddr.

Sonug 3.2.1. Eger Teorem 3.2.1 ya da Teorem 3.2.3’in hipotezleri saglanirsa,
bu durumda (3.2.1)’in [T, 00)’da birinci ya da ikinci tiirevi bir sifira sahip sinirh
bir ¢oziimi salimmbdir.

ispat. ispat, Teorem 3.2.5’ten gikar.

Sonug 3.2.2. Eger Teorem 3.2.2 ya da Teorem 3.2.4’in hipotezleri saglanirsa,
bu durumda (3.2.1)’in [T}, o0)’da birinci ya da ikinci tiirevi bir sifira sahip sinirh
bir ¢ozimii salimimlidir.

Ispat. Ispat, Teorem 3.2.6’dan gikar.

Teorem 3.2.7. a'(t) <0, b'(t) > 0 ve ¥ > 1 oldugunu varsayalim. Eger

/:o c(t)dt = o0
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ise, Ty, 2 o igin [T, 00) tizerinde (3.2.1)’in salinimsiz bir ¢oziimii yeterince biiyik
t'ler i¢in agagidaki Szellikleri saglar:
sgnu(t) = sgnu’ (t) # sgnu' (t) = sgnu’ (t),

limu()—hmu()—hmu "(t) =0.

t—o0 t~ro00 =00

ispat. t > to > T, igin u(t) > 0 oldugunu varsayalim. Lemma 3.2.1’den
t>t >toiginu'(t) >0yadau'(t) <0dir. t >t icinu'(t) >0yadau'(t) <0
oldugunu varsayalim. (3.2.1) denklemi u"(¢), t > t,’ye bolintrse,

_u' () u(t) u'(¢)
—c(t) = u'Y(t) + a(t)—= (@) + b(t) o (@) (3.2.15)

olur. Bu esitlik ¢;’den ¢; < t’ye integre edilirse

A+Bt—/tf (/:c(a)da) ds

_d0 3 (FO) A )W 6P, [l
_.1 1u”/l

Cwr(t) 2 Sy wrti(s) 2 6 urt?(s)

vty [ e+ [ e (/ Cron )da

bulunur. Lemma 3.2.2’den, yukaridaki egitligin sag tarafi yeterince biyiik ¢’ler

igin pozitif iken sol tarafi negatiftir. Bu bir geligkidir. O haldet > #, iginu'(t) < 0
*dir. Boylece (3.2.3)’ten

£2 tyigin (r(Ou" (1) = —q(t)u'() — p(O)7() < O

elde edilir. Sonug olarak »"(t) sahimmsizdir ve yeterince biiyiik ¢’ler igin
u'(t) > 0°dir. Aksi durumda u(t) < 0 elde edilir ki bu w’nun pozitifligiyle gelisir.
Ote yandan (3.2.1)’den t > t; > ¢, igin u" (t) < 0 bulunur. Sonug olarak

fim v (t) = fimu (6) =0

elde edilir. Simdi de lim;yo u(t) = p > 0 oldugunu varsayalim. (3.2.1) ifadesi

ty’den t’ye integre edilirse

W' (8) = () < =47 /tt o(s)ds
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olur. Buradan ¢ = oo iken lim;— u"(t) = —00 bulunur. Bu kabule geligki olup

limy_;e0 u(t) = 0 ’dir. Bu da teoremin ispatim tamamlar.

Teorem 3.2.8. Teorem 3.2.7’nin kogullarinin saglandigini varsayalim. Bu du-

rumda (3.2.1)’in bir sifira sahip bir ¢6ziimi salinimhdir.

Ispat. ¢, > T, igin y(t;) = 0 olmak iizere y (3.2.1)’in salmmsiz bir ¢éziimii
olsun. ¢; > 1, y’nin son sifir1 olmak tizere ¢ > t; icin y(¢) > 0 oldugunu varsaya-
biliriz. § > 0igin y'(t) > 0, t; < t < t+8 olur. Lemma 3.2.1’den ¢ > to > t; igin
y'(t) > 0 ya da y'(¢) < 0 bulunur. Teorem 3.2.7’dekine benzer olarak t > t, i¢in
y'(t) > 0'in gegerli olmadig: gosterilebilir. O halde ¢ > #o igin y'(t) < 0 ’dir. Bu
durumda t > t3 icin y'(¢3) = 0 ve y'(t) < 0 olacak gekilde bir ¢3 € (¢3,%o) noktasi
vardir. (3.2.3) denklemi y'(¢) ile carpilip ¢3’ten t'ye integre edilirse

W @' = [ [r6) (") - a(9) (v6)" = pe )y (5)] ds > 0

bulunur. Bu ¢ > t3 igin y"(t) < 0 olmasim gerektirir. Sonug olarak, yeterince
bliytik ¢’ler igin y(¢) < 0 celigkisi elde edilir. Boylece y salinimlidir. Bu teoremin

ispatini tamamlar.

Uyar: 3.2.2. Teorem 3.2.7, Nelson [20] Teorem 1’in genellestirilmesidir.

Teorem 3.2.9. y # 0 igin %ﬂ > B3>0 olsun. a'(t) <0 ve

o | 2q3 a a? 3/2
/a [227(7:)_ (t;b(t) Be(t) — ( (t) (t)) ]dt:oo (3.2.16)

oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.2.2)’nin bir sifira sahip her ¢oziimi sali-

mimlidir.

ispat. y, t, > T, > o icin y(t;) = 0 olmak iizere [T}, o) fizerinde (3.2.2)’nin
salimmsiz bir ¢6ziimi olsun. t; > ¢;, y’'nin son sifin olmak lizere ¢ > i, igin

y(t) > 0 oldugunu varsayalim. Lemma 3.2.1’den ¢ > o, > t; icin y'(t) < 0
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va da y'(t) > 0°dir. Eger t > to igin y'(¢) > 0 ise, bu durumda ¢ > o igin
z(t) = y'(t)/y(t), ikinci basamaktan

z 4327 +a(t)s < - [23 + a(t)2® + b(t)z + ,Bc(t)]

(3.2.17)

a® a a? 32
<- [2 . — S s o) - (-% - b(t)) ]

diferensiyel esitsizliginin bir ¢6ztimiidir. Yukaridaki esitsizlik ¢o’dan t’ye integre

edilirse
' : 3
z (t) S 4 (to) + 522(t0) + a(to)z(to)
t[263(s)  a(s)b(s) 2 (a?(s) 3/2
_/to [ i~ g A g (g b)) |ds
bulunur. Buradan lim; e 2 (t) = —oo olur. Bdylece yeterince biiyiik t’ler igin

z(t) < 0 elde edilir. Bu bir celigkidir. O halde yeterince biiyiik ¢’ler igin y pozitif
olamaz. Yukaridakine benzer olarak y(t) < 0 olamayacag: gosterilebilir. Buradan

y salinimhidir. Bu teoremin ispatini tamamlar.

Uyan: 3.2.3. (i) Teorem 3.2.1, (3.2.2) denklemine uygulanamayabilir. Fakat
(3.2.16) kogulu (3.2.7) kogulundan daha zayiftir. Bununla birlikte Teorem 3.2.3,

(3.2.2) denklemine uygulanamaz.

(ii) Teorem 3.2.9, Lazer [19])’deki Teorem 1.3’in genellestirilmesidir.

Ornek 3.2.4.

" 3/[ ]. !
y oty -y +e(l+el)y=0,t>1

denklemini géz 6ntine alalm. Burada y # 0 igin f(y)/y = (1 +¢¥) > 1'dir.
Teorem 3.2.9’un biitin kogullar: saglanir. Bu yilizden denklemin bir sifira sahip

her ¢6ziimu salimmhidir.

Teorem 3.2.10. Eger Teorem 3.2.9’un hipotezleri saglaniyorsa (3.2.2)'nin salinimsiz
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bir u ¢6zlimi icin agagidaki dzellikler gecerlidir:
u(t) #0,t>T, >0

sgnu(t) = sgnu’ (t) # sgnu'(t) = sgnu” (t), t 2Ty > o
Jiz ) = i () = i () =0

Ispat. Teorem 3.2.5%in ispatina benzer bir yol izlenerek sonuca ulagilir.

Teorem 3.2.11. Eger Teorem 3.2.9’un hipotezleri saglaniyorsa (3.2.2)’nin birinci

ya da ikinci tiirevi bir sifira sahip bir ¢6ziimii salimmbhdir.

ispat. Teorem 3.2.10’un ispatina benzer bir yol izlenerek sonuca ulagilir.

Teorem 3.2.12. Eger

/6 " te(t)dt = oo (3.2.18)
ise ¥ > 1 olmak lzere

y" +e(t)y" =0 (3.2.19)
denkleminin ya da

y" +c(t)f(y) =0 (3.2.20)

denkleminin her salinimsiz ¢oziimii Teorem 3.2.10°daki 6zelliklere sahiptir. Eger
/ " Pre(t)dt = 0o (3.2.21)

ise, ¥ < 1 olmak tzere (3.2.19)’un her salinimsiz ¢6ziimi Teorem 3.2.10’daki

ozelliklere sahiptir..

Ispat. y, [Ty, 00)’da (3.2.19)’un salimimsiz bir ¢oziimi olsun. ¢ > t; > Ty icin
y(t) > 0 oldugunu varsayabiliriz. Sonug olarak ¢t > t; i¢in y" (¢) < 0 olur. Bu-
radan yeterince biiyiik #'ler igin y"(t) < 0 ya da y'(t) > 0 ’dir. Fakat durum
yeterince bliylik ¢'ler igin y(¢) < 0’1 gerektirir. Bu da bir geligkidir. Boylece

TC m@ma ST ORI
DOKIMANTASY 5 [ 4IRKEZ]



3l

t >t >t icin y'(t) > 0 olur. Bu, yeterince biyiik t’ler igin y'(t) > 0 ya da
y'(t) < 0’1 gerektirir. a > 0 bir sabit olmak {izere efer yeterince biiyiik t'ler igin
y (t) > 0ise, t > t3 > |t5] igin y(t) > at olur. (3.2.19) denklemi t3’ten t’ye integre

edilirse

v -y (ts) = - [  o(8)y(s)ds < —a / " 7e(s)ds (3.2.22)

3 3

bulunur. (3.2.22)’den, v > 1 igin (3.2.18), (3.2.21)’i gerektirir. Bu ylizden

fmy () = -0

celigkisi elde edilir. Buradan, t > t3 ic¢in y(t) > 0, y'(¢) <0,
y'(t) >0, y"(t) < 0 olur. Agikga goriiliir ki

lim y' (t) = tl-i-glo y () = 0 dur.

t—ro0

Simdi limy—oo y(t) = 0 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

lim y(t) =p >0

oldugunu varsayalim. (3.2.19) t’den s > t > t3’ye integre edilirse

v'(5) = y' () + [ ey (wdu =0
yani
y' (1) > / ” e(w)y(u)du (3.2.23)
¢
bulunur. (3.2.23) t3’ten t’te integre edilirse,

!

y(t) =y (ts) > /:

3

(/:o c(u)y"’(u)du) do,
Y0~y ) 2 (1 —t5) [ elo)y (s + [ (o~ telohy"(s)ds

t i
> / (s — ta)e(s)y"(s)ds > u” / (s — ts)c(s)ds (3.2.24)

i3 t3
bulunur. Kolaylikla goriilebilir ki f° tc(t)dt = oo olmasi igin gerek ve yeter kogul
[2°(t — t3)c(t)dt = oo olmasi ve de v < 1 igin (3.2.21)’in, (3.2.19)’u gerektirme-

sidir. Boylece (3.2.24)’ten lim;_,00 ¥ (t) = oo sonucuna ulagilir. Bu geligki olup
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im0 y(2) = 0’dur.

Eger y (3.2.20)’nin salinimsiz bir ¢dzlimil ise, yukaridakine benzer gekilde

iglemler siirdirilerek teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.2.13. Teorem 3.2.12'nin kogullarinin saglandigini varsayahim. Eger
(3.2.19) ya da (3.2.20)’nin bir ¢ézliimii bir sifira sahipse ya da birinci veya ikinci

tirevleri bir sifira sahipse ¢ozim salimmlidir.

ispat. Teorem 3.2.12’den ¢ikar.

3.2II. a(t) <0, b(t) <0, ¢(t) >0, t >0 Durumu

Lemma 3.2.3. Eger y, [Ty,00), T, > o ilizerinde (3.2.1) ya da (3.2.2)'nin
salinimsiz bir ¢éziimii ise, bu durumda ¢ > to igin y(t)y'(¢) > 0 ya da y(t)y () < 0
olacak gekilde bir to € (7y, 00) vardir.

Ispat. Lemmanin ispati Lemma 3.2.1’in ispatina benzerdir.

Teorem 3.2.14. b(t) —a'(t) < 0 ve v > 1 oldugunu varsayalim. Eger her
a > 0 igin

N . . o? , 3/2
/, [2 ] 7(t) _ (t;b(t) + ac(t) — 3_3_3 (_3“_) —b(t)+a (t)) ] dt = oo

(3.2.25)

ise (3.2.1)’in bir sifira sahip bir ¢oziimii salimimhdir.

Ispat. y, t; > T, > o icin y(¢;) = 0 olmak iizere (3.2.1)’in salimimsiz bir
¢ozlimi olsun. %3 > #; y’nin son sifir1 olmak tizere ¢ > £ icin y(¢) > 0 oldugunu
varsayalim. Lemma 3.2.2 'den t > t3 > t, icin y'(¢) < 0 ya da y'(¢) > 0 oldugu
sonucu gikar. Teorem 3.2.1’in ispatinda oldugu gibi ¢ > t3 i¢in y'(t) < 0 olmasinin

miimkiin olamayacagin gosterebiliriz. Boylece t > ¢ icin y'(¢) > 0 ’dir. Agiktir
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’

ki ¢t > t3 icin 2(2) = ?y—(%l,

Z +3z22 +a(t)s = - [z3 + a(t)z® + b(t)z + c(t)y’y'l(t)] (3.2.26)

denkleminin bir ¢oziimildiir. ¢ > t4 > t3 igin y?~1(¢) > «a olacak gekilde bir o > 0
bulunabilir. Buradan ¢ > ¢3 igin (3.2.26)’dan

2"(8) +32(t)2 (t) + a(t)7 (t) < — [°(t) + a(t)22(2) + B(t)=(t) + orc(t)]

(3.2.27)
elde edilir. (3.2.27) t4’ten t’ye integre edilirse
2(t) < 7' (ta) + %zz(u) + a(ta)=(ts) — g-zz(t) _ a(t)z(2)
- t: [23(s) + a(5)23(s) + (b(s) — a'(s)) 2(s) + ac(s)] ds (3.2.28)

olur.
Gla,t) = -%f — a(t)z, H(z,t) = 2+ a(t)? + b(t)z + ac(t)

alimirsa, z > 0 icin G(z,t)’nin maksimumu ‘—’—6(9- ve z > 0 i¢in H(z,t)’nin mini-

2a3(t) a(t) (b(t) - al(t)) 2 [a¥(t) ' 3/2
o7 3 +06(t)—§g( 3 —b(t)+a(t)>
olur. (3.2.28)’den
| Z(t) < 2 (ts) + -Z-zz(u) + a(ts)z(ts) + a ét)
t | 2a3(s a(s) (b(s) —a'(s a?(s , 3/2
—/tq|:22'§)— ()((; ())-}-ac(s)—:f?(%)-_b(s)_;_a(s)) }ds
’ 3 2 a®(t)
<z (t4) + —2'2 (t4) + a(t4)z(t4) + 5

(3.2.29)

t12a3(s) a(s)b(s) 2 [ad%(s) L\
_/ul: 7 3 +ac(s)_§:ﬁ(3v3 —b(s)“(s)) ]ds

bulunur. (3.2.29)'da ¢ — oo iken limit alinirsa 2'(t). = —oo elde edilir. Sonug

olarak yeterince biyiik #’ler icin z(t) < 0 geligkisine ulagilr. Bu durumda y
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salinimh olur. Bu, teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.2.15. b(t) — a'(t) < 0 ve v < 1 oldugunu varsayalim. Eger her o > 0

icin (3.2.25) gegerli ise (3.2.1)’in bir sifira sahip her siirh ¢éziimii salinimlidir.
Ispat. Teorem 3.2.14%in ispatina benzerdir.

Teorem 3.2.16. Teorem 3.2.14’iin hipotezleri gegerli olsun. Bu durumda (3.2.1)’in

salimmsiz bir ¢oziimu agagidaki 6zelliklere sahiptir:
u(t)#0, t 2Ty,

sgnu(t) = sgnu’ (t) # sgnu'(t), t > Ty > o,
lim u (t) =0, lim u(t) = A # £oo.

Ayrica, [°a(t)dt > —o0 ise lim; oo u(t) = 0’dur.

ispat. Teorem 3.2.5 ’in ispatina benzer bir yolla u icin yukaridaki ozellikler

elde edilir.

Ornek 3.1.5.

"

Yy —ely —ety + ey =0,120

denklemini g6z 6niine alalim. Teorem 3.2.15’ten denklemin salinimsiz bir ¢dzimi
teoremdeki 6zelliklere sahiptir. Ornegin y(¢) = e~* bu denklemin gerekli 6zellikleri

saglayan salinimsiz bir ¢6zimidiir.
Teorem 3.2.17. Teorem 3.2.15’in kogullarinin saglandigini varsayalim. Bu du-
rumda (3.2.1)’in sinirh salinimsiz bir ¢oziimi Teorem 3.2.16’daki 6zelliklere sahip-

tir.

ispat. Teorem 3.2.5 ’in ispatina benzer bir yol izlenerek sonuca ulagilir.
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Teorem 3.2.18. b(t) —a'(t) < 0 ve

o [908 . 22 . \3?
| [2‘27@_ (t;"(t)wc(t)—é%;( ét)—b(tna(t)) ]dt=°°

oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.2.2)’nin bir sifira sahip her ¢6ziimui sali-

nimhidair.
Ispat. Teorem 3.2.14%in ispatina benzerdir.

Teorem 3.2.19. Eger Teorem 3.2.18’in hipotezleri saglaniyorsa (3.2.2)’nin her

salinimsiz v ¢6zimi Teorem 3.2.16’daki ozellikleri saglar.

Ispat. Teorem 3.2.16'nin ispatina benzerdir.

Ornek 3.2.6.

"

y" — e"ty“ _ e_ty’ + ezt(l + ey)y =0

denklemini g6z ontine alalim. Teorem 3.2.17’den denklemin her salinimsiz ¢ozi-

mi teoremdeki ozellikleri saglar.
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