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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

CAS DALGACIK METODUYLA GECIiKEN DEGISKENLI SINIR DEGER
PROBLEMININ YAKLASIK COZUMU
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Matematik Anabilim Dal1
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Arzu AYKUT

T(x) = 0 fonksiyonu 0 < x < T araliginda siirekli fonksiyon olmak iizere,
y'() +a()y(x —t(x)) = f(x),(0<x < T)
y(x) =px)(A <=x<0),y(T) =y() (0<c<T)
sinir deger problemi g6z oniine alinarak bu probleme denk olan Fredholm - Volterra
Integral Denklemi yazildi. Baz1 sartlar altinda Fredholm - Volterra integral denklemi
Fredholm integral denklemine doniistiiriildii. Bu integral denklemin yaklasik ¢oziimii
“CAS Dalgacik ” metodu ile elde edildi. Boylece verilen sinir deger probleminin bir

yaklasik ¢6ziimii bulundu.

2018, 36 sayfa

Anahtar Kelimeler: Geciken Degiskenli Diferansiyel Denklemler, Fredholm ve
Volterra Integral Denklemleri, CAS Dalgacik Metodu.



ABSTRACT

Master Thesis

APPROXIMATE SOLUTION OF THE PROBLEM OF DELAYED VARIABLE
BOUNDARY VALUE BY THE CAS WAVELET METHOD
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In this thesis, by considering the boundary value problem
y'(x) +a()y(x —1(x)) = f(x),(0<x <T)

y(x) =)Ao = x < 0),y(T) =y(c) (0<c<T)
such that 7(x) = 0 is an arbitrary continous function on 0 < x < T, Fredholm-Volterra
Integral Equation, which is equivalent to this problem, was written considering the
boundary value problem. Under certain conditions, the Fredholm-Volterra integral
equation was transformed into the Fredholm integral equation. The solution of this
integral equation is approximated by the "CAS Wavelet" method. Thus, an approximate

solution to the given boundary value problem was found.

2018, 36 pages

Keywords:.Fredholm-Volterra Integral Equations, Differential Equation with Retarded
Argument, CAS Wavelet Method.
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1. GIRIS

Bircok probleme adi diferansiyel denklem karsilik getirilerek ¢ozlimler arandigi,
diferansiyel denklemler teorisinden bilinir. Bu problemlerdeki islemin degisme hizi
ancak degisme anindaki durumla baglantilidir. Bundan dolayr alinan diferansiyel
denklemde bilinmeyen fonksiyonun kendisi ve tiirevleri, bagimsiz degiskenin o andaki
degerine baglidir (Dag 1983; Kagar and Memmedov 1994). Fakat oyle fiziki problemler
vardir ki islemin degisme hizi, islemin o andaki durumuyla degil de onun ge¢mis ya da
gelecekteki durumuyla iliskilidir. Boyle islemlere karsilik gelen diferansiyel
denklemlere sapan degiskenli (ya da meyleden degiskenli) diferansiyel denklemler
denir. Ozel halde bilinmeyen fonksiyonun kendisi ve tiirevi t —7(t), (z(t) = 0)
degiskenine bagli ise bdyle diferansiyel denklemlere geciken degiskenli diferansiyel

denklem denir.

Ikinci mertebeden geciken degiskenli lineer diferansiyel denklemler igin konulmus

x"(t) + a(t)x(t — T(t)) =f(t), (0<t<T) } (11)
x() =) Ay <t<0), x(T) =x(c) (0<c<T) '

sinir deger problemini goz Oniine alalim. Burada a(t) =0, f(t) =0, 7(t) =0, (0 <
t <T)ve p(t), (1 <t <0) fonksiyonlar1 dnceden verilmis siirekli fonksiyonlardir.
A(t) =t — 1(t) olarak alinirsa bu halde t, € [0,T] , T nin solunda 6yle bir noktadir ki
Alty)) =0 ve A(t) <0, (0<t<ty) sartt korunur. Ay = Og}isrt}o A(t) dir. A(t)

fonksiyonu (tyT) araliginda azalmayan, A(t) = o denkleminin keyfi o € [0, A(T)]
degeri i¢in t = y (o) ¢6zlimii var ve bu ¢oziim siirekli diferansiyellenebilir oldugu kabul

edilir.

(1.1) problemi literatiirde gesitli metodlarla ele alind1 (EI’sgol’c 1960; Ahmedov 1972;

Kagar ve Memmedov 1994). Ayrica bu problem, tezde incelenen metodlarla 7(t) =0



(Memmedov and Kagar 1993) ve 7(t) = sabit hali (Kagar and Memmedov 1994)

incelendi. Bu tezde t(t) nin keyfi siirekli bir fonksiyon olmasi hali arastirildi.
Ayrica,

x"() +a@®x(t —t(®) = f(@©), (0<t<T) } L.2)
x() =)y <t<0), x(T)=1 (0<c<T) '

seklinde ki benzer ¢alisma degisik sinir sart1 altinda incelenmistir (Aykut 1995).

Matematik ge¢misinde dalga analizi birgok farkli sekilde gosterilmistir. Bu alandaki
calismalarin ¢ogu 1930 yillarinda yapilmistir. 1930 dan 6nce dalga teorisi, matematigin
temel tasi olan, Joseph Fourier (1807) ile baslamistir. Fourier’in teorisinde ki frekans
analizi teorileri simdilerde sik sik Fourier sentezi olarak aniliyor. Onun iddiasina gore;

herhangi bir 2x-periyodik fonksiyonu olan f(x) in toplami1
n
ap + Z(akcoskx + by sinkx)
k=1

seklinde Fourier serisi olarak gosterilir. Burada

21

1
ao =§ . f(x)dx

1 2
a, = Efo f(x)cos(kx)dx

21

by, =% . f(x)sin(kx)dx

katsayilar1 seklinde tanimlanmustir.



Matematikgilerin fonksiyonlar hakkindaki goriisleri arasinda Fourier’in goriisleri 6nemli
rol oynar. Oyle ki Fourier’in gériisleri fonksiyonlar igin yeni bir kap1 agmustir. 1807
den sonra bazi fonksiyonlarin anlamlar1 agiklanmistir. Fourier serisi, ortonormal sistem
ve gecmisteki frekans analizi kavramindan yola ¢ikilarak Olgek analizi kavramlari
aciklanmistir. Yani yukarida verilen f(x) analiz edilerek bir¢ok yeni matematiksel yap1
tanimlanmistir. Dalga analizi de bunlardan biridir (Beylkin 1991).

Dalga teorisi nispeten yeni gelismekte olan bir alandir. Genis bir alanda uygulanan
dalga metodu 6zellikle, miihendislik alaninda uygulanmaktadir (Chui 1997). Dalgacik
cesitli fonksiyonlarin ve operatdrlerin dogru olarak gosterilmesine olanak saglar. Ayrica

dalgaciklar sayisal algoritmalar arasinda baglant1 kurar (Beylkin 1991).

Bu metotta, incelenen problem denk bir Fredholm-Volterra integral denklemine
doniistiiriiliir, sonra bu integral denkleme CAS dalgacik metodu uygulanir. Burada
integral denkleme ait olan Fredholm operatoriiniin ¢ekirdeginin bozulmus olmasi
ozelliginden faydalanilir (Delves and Walsh 1974).

Sunulan tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci bdliim giris boliimiidiir. Ikinci boliimde
kuramsal bilgiler verilmis olup, burada geciken degiskenli diferansiyel denklem,
integral denklem kavramlarina deginildi. Uciincii béliimde (1.1) problemine denk olan
Fredholm — Volterra integral denklemi elde edildi. Ayrica bu boliimde, CAS Dalgacik
metoduyla ilgili bilgi verilip (1.1) probleminin yaklasik ¢6ziimii bulunmustur. Doérdiincii
boliimde, arastirma bulgularina deginilmistir. Besinci bdlim sonug¢ bolimi olup
geciken degigkenli sinir deger probleminin yaklasik ¢Oziimiiniin bulunmasi ig¢in

alternatif bir yontem oldugu belirtilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu baslik altinda Geciken Degiskenli Diferansiyel Denklem, Fredholm Integral
Denklem, Volterra integral Denklemi, Fredholm — Volterra Integral Denklemi ve bazi

0zel integral denklemlere deginilmistir.

2.1. Geciken Degiskenli Diferansiyel Denklemler

y'(x)=f (x,y(x F T(X))) (0<x<T) (2.1)

diferansiyel denklemine birinci mertebeden sapan degiskenli lineer olmayan
diferansiyel denklem denir. Burada 7(x), (0 <x <T) , degiskenin sapani olarak
adlandirilir. Eger 7(x) >0 ise (2.1) denklemine geciken degiskenli diferansiyel

denklem; t(x) = sabit oldugunda ise

y'(x) = f(x,x(x — T)) 0<x<T) (2.2)

diferansiyel denklemine sabit geciken degiskenli diferansiyel denklem denir. 7 = 7(t)

oldugunda denkleme degisken geciken degiskenli diferansiyel denklem denir.
(2.2) diferansiyel denklemi [0, T] araliginda
y&x) =) (-1=x<0) (2.3)

sartiyla beraber bir baglangi¢ deger problemi olusturur. Burada ¢(x), (—7 < x < 0)
fonksiyonuna baslangi¢ fonksiyonu adi verilir. 7 = 0 oldugunda (2.3) sartinin y(0) =
¢(0) oldugu asikardir.

7(x) > 0 olmak tuzere,



y'(x)=f (x,y(x - T(x))), (0<x<T) (2.4)

diferansiyel denklemine ikinci mertebeden sapan degiskenli lineer olmayan diferansiyel
denklem denir. Bu denklem de birinci mertebeden diferansiyel denklemde oldugu gibi ©
ve 7(x) nin durumuna gore sabit geciken degiskenli diferansiyel denklem, degisken

geciken degiskenli diferansiyel denklem gibi isimler alacaktir.
(2.4) diferansiyel denklemi [0, T] araliginda
y(x) =) (-1<x<0)
y(x)=¢'(x) (-1<x=<0)
sartlariyla beraber bir baslangi¢c deger problemi olusturur.
Ayrica,
y'@)+ax)yx—1)=f(x), (0<x<T,t=0) (2.5)
diferansiyel denklemine lineer diferansiyel denklem denir. Bu denklem [0, T] araliginda
y@x) =) (-1=x<0), y{T)=yr
sinir sartlartyla beraber bir sinir deger problemi olusturur.
2.2. Integral Denklemler

Integral isareti igerisinde bilinmeyen fonksiyon barmdiran denkleme integral denklem

denir.



x(t) = f(t) + f; K(t,s)x(s)ds (2.6)

integral  denkleminde f(t), (0<t<T) ve K(ts), (0<t,s<T) bilinen
fonksiyonlar, x(t), (0 <t < T) ise bilinmeyen fonksiyondur. f(t) fonksiyonu integral

denklemin serbest terimi, K (t, s) fonksiyonu ise integral denklemin ¢ekirdegidir.

C[0,T] ile [0, T] araliginda tanimli siirekli x(t) fonksiyonlarinin uzay1 gosterilecektir.

Burada,

x = max |x(t
1%l cpo,ry OstSTl ®]

seklinde tanimlanan esitlik normdur. C[0, T] uzay1 bu norma gore bir Banach uzayidir.

(1.1) probleminin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi bu uzayda incelenecektir.
2.3. integral Denklemlerin Siniflandiriimasi
2.3.1. Lineer olan veya lineer olmayan integral denklemler

Integral denklemler cesitli sekillerde smiflandirilmislardir. Lineer integral denklemler

ve lineer olmayan integral denklemler olarak iki ana baslik altinda incelenecektir.

y(x) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere;

y(x) = () + [T K(x, )y(D)dt 2.7)

y(x) fonksiyonu lineer ise integral denklemde lineer integral denklemdir denir.

y(x) = () + [T K(x, )y™(t)dt (2.8)



integral denklemi lineer olmayan integral denklemdir.

Daha genel olarak;

u(x) = f(0) + [, plx,t,u(®)]de (29)
integral denklemi lineer olmayan integral denklemdir.
2.3.2. integral denklemlerin yapilarina gére simflandirilmasi

Integral denklemler, yapilarina gore iice ayrilirlar. x(t) bilinmeyen fonksiyon, K(x,t)

cekirdek fonksiyon olmak tiizere,

¢(x) = [, K(x, Hu(t)dt (2.10)

seklinde bir integral denkleme I. Cins Integral Denklem denir. Bilinmeyen fonksiyon
sadece integral i¢inde mevcuttur. Burada ¢(x) fonksiyonu, bilinen fonksiyondur. Benzer
sekilde,

$00) = f(0) + [, K(x, u(t)de (211)

seklindeki bir integral denklem de yine I. cins integral denklemdir. Burada da ¢(x) ve

f(x) bilinen olan fonksiyonlardir.
Bu denklemler,
¢(x) — f(x) =9(x)

olmak tizere,



b
Y(x) =f K(x, t)u(t)dt

seklinde ifade edilerek, (2.10) denklemi yapisinda yazilabilirler
1/2
e* =x —J x%t u(t)dt
0

denklemi bu tiir denklemler i¢in bir 6rnektir.
ux) = [} K(x, tu(t)de (2.12)
ve
u(x) = f() + [, K(x, Hut)dt (2.13)
seklindeki integral denklemler ise II. Cins integral Denklemler siifin1 olusturmaktadir.
X
u(x) = f e*tty(t)dt
0

ve

2
u(x) =1+x+ f (sinx + tu(t))dt
0

bu tiir denklemlere birer Ornektir.

Bu iki cins integral denklemlerden baska ¢(x), f(x) ve K(x,t) fonksiyonlari

bilindigine gore



b
P (ulx) = f(x) + [, K(x, Hu(t)dt (2.14)
seklinde integral denklemlere III. cins integral denklemi denilmektedir.
2.4. Baz1 Ozel integral Denklemler

Bazi 6zel lineer integral denklemler asagida siiflandirilmistir:

x(8) = () + [ K(t,5)x(s)ds (2.15)
bi¢cimindeki integral denkleme lineer Fredholm integral denklemi,
T
E, Ef K(t,s)x(s)ds
0

operatdriine ise Fredholm operatérii denir.

x(8) = (&) + [, K(t,5)x(s)ds (2.16)

denklemi lineer Volterra integral denklemi ve

t

V. ELK(t,s)x(s)ds

operatorii ise Volterra operatorii olarak isimlendirilir.

K(t,s), 0<t<T, 0<s<T
0, 0<t<T, t<s<T

K*(t,s) = {
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olarak tanimlanirsa Volterra integral denklemi,

T

x(t) = f(t) +f K*(t,s)x(s)ds

Fredholm integral denklemine doniisiir (Blyth et al. 2003).

x(8) = f(6) + [, Ky (t,$)x(s)ds + [, K,(t, 5)x(s)ds (2.17)

denklemine lineer Fredholm-Volterra integral denklemi denir. Bu integral denklemi de

K*(t,s) = K;"(t,s) + K, (t,s)

" K,(t,s), 0<s<t
K@) ={6 _0=s

tanimlamalar1 sonrasinda

T

x(t) = f(t) +f K*(t,s)x(s)ds
0

Fredholm integral denklemi olarak yazilabilir. Burada yine Volterra operatoriiniin

0zelligi kaybolmustur.

Volterra operatoriiniin  6zelliginden yararlanilacak ise (2.16) ve (2.17) integral

denklemlerinden yararlanilabilir.
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Ozel olarak,

K(t,s) = a(t)b(s)

seklinde alinirsa,

Fx = a(t)] b(s)x(s)ds
0

integral operatériine bozulmus ¢ekirdekli Fredholm integral operatorii denir. Agiktir ki
Fredholm operatorii (ayn1 sekilde Volterra operatorii) fonksiyonlar uzayinin herhangi

bir elemanini bir fonksiyona doniigtiiriir.

Fredholm operatoriiniin 6zel hali olan
T
Fox = f b(s)x(s)ds
0

seklindeki operator ise fonksiyonlar uzaymin elemanimi reel sayiya doniistiiriir. Bu

ozellikte olan Fredholm operatérii Fredholm fonksiyoneli adini alr.

Bu ¢alismada incelenen Fredholm integral denklemi

x(t) = f(t) + a(t)Fyx

seklinde, yani bozulmus c¢ekirdekli integral denklem olacaktir. Boyle integral
denklemlerin Fya # 1 olmasi halinde ¢oziimiiniin (kesin ¢dziimiiniin) varligi asagidaki

Lemma ile ispatlanir.
Lemma 2.4.1: Fya # 1 olmasi halinde

x(t) = f(t) + a(t)Fyx (2.21)
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Fredholm integral denkleminin bir ¢6zliimii vardir.

Ispat: c € R olmak iizere Fox = ¢ oldugundan Fredholm integral denklemi

x(t) = f(t) +a(t)c

seklinde yazilir. Burada f(t) ve a(t) bilinen fonksiyonlar, ¢ sabittir. Ancak c¢ nin

degeri bilinmemektedir. O halde bu ¢ degerini tespit edelim.

¢ =Fyf +cFya

cebirsel denkleminden yararlanilir. Hipotezden Fya # 1 olup

L _Ff
1 - Fya
olur. Buradan,
a(t)
x(©) = f© + T F o Fof

elde edilir. Boylece x(t) fonksiyonu belirlenmistir. Yani (2.21) denkleminin Kesin

¢Ozlimiidiir.

2.4.2. CAS Dalgacik

a ve b iki parametre olmak iizere,

1 /t—=b
Yap(t) = lal 21/)( ), a,beER,a+0

a
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esitligi dalgacik fonksiyonudur.
CAS,,(t) = cos(2mmt) + sin(2mmnt)
ifadesi ise CAS dalgacik fonksiyonudur.( Gu and Jiang 1996)

CAS dalgacigiyla ilgili daha detayli bilgi sonraki kisimlarda verilecektir.
2.5. Yardimci Formiiller

Bu kisimda materyal ve yontem boliimiinde verilen problemin ¢6ziimiinde karsilasilan
bazi integrallerin hesaplanmasinda kolaylik saglayan formiill ve interpolasyon

polinomlarina deginilmistir.

1L [ [JF(s)dsdo = [,(t — s)F(s)ds
2.\t~ 283824t — 3,85786t2 + 2,01962¢t3

3. \/1 + 16t — 8Vt ~ 1 — 2,64704t + 12,56854t% — 7.92150¢t>

4, VEV1 + 16t — 8Vt ~ 1,16176t + 3,85786t2 — 2,01962t3

Burada 2,3 ve 4 denk olan interpolasyon polinomlaridir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. (1.1) Problemi i¢cin Denk integral Denklemin Olusturulmasi:

Bu kisimda giris boliimiinde verilen (1.1) sinir deger problemi, denk olan Fredholm-

Volterra integral denklemine ve Fredholm integral denklemine doniistiiriilecektir.

3.1.1. (1.1) Probleminin denk Fredholm-Volterra integral denklemine

doniistiiriilmesi

x*(t) fonksiyonunun , (1.1) sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugunu kabul edelim.

Bu x*(t) fonksiyonunun

T t
. T—s Cc—s
h(t) = ¢(0) — — d — d — d
(t) = @(0) tOfT_Ca(s)x(s 7(s)) s+tj; T_Sf(s) s+bf(t s)f(s)ds
olmak tizere,
x(t) = h(t) + j ; : ia(s)x(s — T(S))dS — f ;:Z a(s)x(s — T(S))dS
0 0
— fot(t — s)a(s)x(s —7(s))ds (3.1)

integral denkleminin de ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Bunun igin (1.1) simr deger

probleminde x(t) yerine x*(t) yazip [0, T] araliginda integral alindiginda

t

d d .
Ex*(t) —ax*(O) + f a(s)x*(s —T(s))ds = ff(s)ds
0

0
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olur. Tekrar bu ifadeyi [0, T] araliginda integre edersek
d t o
x*(t) = p(0) + td—tx*(O) — f f a(s)x*(s — T(S))deO’
0 0

+ [ 7 f(s)dsdo (3.2)

elde edilir. (3.2) denklemine 2.5 te ki yardimei formiillerden 1.si uygulandiginda
p t
x*(t) = p(0) + tEx*(O) - j(t —s)a(s)x*(s — (s))ds
0

+ [t = )f (s)ds (3.3)

olur. x*(t) de sirasiylat yerine T ve ¢ yazalim.

x*(T) = ¢(0) + T%x*(O) - f(T - s)a(s)x*(s - T(S))dS + f(T —s)f(s)ds
0 0

x*(c) = p(0) + c%x*(O) — J(c — s)a(s)x*(s — T(S))dS + J(c —s)f(s)ds
0 0

elde edilir. x*(T) = x*(c) olup,

T T
T%x*(O) — f(T — s)a(s)x*(s — T(s))ds + f(T —s)f(s)ds
0 0
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= cditx*(O) — f(c —s)a(s)x*(s — t(s))ds + f(c —s)f(s)ds
0 0

yazilirsa

T
d
(T —¢) Ex*(o) = J(T —s)a(s)x*(s — (s))ds

— ](T —5s)f(s)ds — j(c —s)a(s)x*(s — t(s))ds + f(c —s)f(s)ds
0 0 0

veya

T

T
4 e(0) = f Ta a(s)x*(s — 1(s))ds — f;—:if(s)ds
0

dt T —c
0

Cc

. c—s c—s
—f a(s)x*(s —1(s))ds + f T—_Cf(s)ds
0

T —c
0

seklinde elde edilir. Bu deger (3.3) denkleminde yerine yazilirsa,

T T

T — T —
x*(t) = p(0) + tj - ia(s)x*(s — T(S))dS — th—_if(s)ds
0 0
—tJ ;:ia(s)x*(s — T(s))ds + f%f(s)ds
0 0

t t

- J(t —s)a(s)x* (s —1(s))ds + J(t —s)f(s)ds

0 0
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bulunur. Boylece,

x*(t) = h(t) + tf ; : i a(s)x*(s —t(s))ds —t J ; : i a(s)x*(s — t(s))ds
— [, = $)a(s)x* (s — T(s))ds (3.4)

oldugu goriiliir. O halde x*(t) , (3.1) integral denkleminin ¢6ziimiidiir.

Diger yandan, x*(t) , (3.1) integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu kabul edelim.
Kolayca gosterilebilir ki x*(t) , (1.1) sinir deger probleminin de ¢éziimiidiir. Boylece
(1.1) sinir deger problemi ile (3.1) integral denkleminin denk (esdeger) oldugu goriiliir.
(3.1) integral denklemi yeniden diizenlenerek daha kullanigh bir integral denkleme

dontistiiriiliir. Bunun i¢in 0 = s — t(s) yazilirsa

A(T)

x(t) =h(t)+t J

0

)/()

T ————a(y(0))y'(0)x(o)do

A(c)

_f T — 1 )a(y(o'))y (0)x(o)do

0

A(0)

- [ (t=r@Dalr@)y xo)as
0
elde edilir. Burada,

)/( )

h(®) = h(o) + f JUSIC) B
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f(T y(0))

a(y(0))¢(0)y'(0)do

0
- f(t - V(U))G(V(U))Ma)y’(a)da
A,

dir. Nihayet,
K@ =2 @)y )
k) = - L2y @)y @
K(t,0) = —(t —y(0))a(y(@))y' (o)
denirse

x(t) = h(®) + t [T Ky (0)x(0)do + ¢ [V Ky(@)x(a)do + [[ O K (t, D)x(o)do

integral denklemi elde edilir. Burada,

A(T)

F,{xzf K,(o)x(o)do
0

A(c)

fozf K,(0)x(o)do
0

Fredholm operatorleri ve

(3.5)
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A

V;szf K(t,o)x(0)do
0

Volterra tipli integral operatoriinden yararlanilirsa
x(t) = h(t) + tF; x + tF{x + Vjx (3.6)

Fredholm-Volterra integral denklemi elde edilir. Bu denklem, (1.1) problemine denk

olan Fredholm-Volterra integral denklemidir.
3.1.2. (1.1) Probleminin denk Fredholm integral denklemine doniistiiriilmesi

(1.1) problemine denk olan (3.1) integral denkleminde ilk integrali pargalayarak

T

x@)=ﬁ@)+tf

0

T —

ia(s)x*(s — ‘L'(S))dS

—tf < ia(s)x*(s — T(S))ds

T —
0

t
— f(t —s)a(s)x* (s —1(s))ds
0

yazilir. Buradan,

t

x(t) = f [t(T =) —(t— s)l a(s)x(s — r(s))ds

T —c
0
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+tf (; — i) a(s)x*(s — t(s))ds

- f (; : i) a(s)x*(s —1(s))ds

veya G.(t,s) Green fonksiyonu olmak tizere,
T
x*(t) = h*(t) + f G.(t,s)a(s)x(s — t(s))ds

0

bulunur. Burada G.(t, s) Green fonksiyonu

c(t—s)+s(T—1t)

T , 0<s<t

— —C

GC(t;S) — t(T—S) t< <T
T—c r =S

seklindedir. G.(¢t,s), (0 < s < t) Green fonksiyonu pozitif, siirekli ve

2 4

T
T
fch(t;S)l ds < ——

G.(t,s)] <
0

(T—-¢c)’

Ozelliklerini saglar. Son integral denklemde o = s —7(s) degisken degistirmesi

yapilirsa

x(t) = h(t) + fOMT) G:(t,y(0))a(y(0))y' (0)x(0)do (3.7)

olur. Bu ise bir Fredholm integral denklemidir.
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Boylece (1.1) problemi (3.6) ve (3.7) integral denklemlerine denk oldugundan, (1.1)
problemi yerine (3.1) veya (3.7) integral denklemleri incelenecektir.

3.2. Ornek

(1.1) probleminin 6zel hali olan

5 3
x”(t)+tx(t—%\/?)=—2t3+2t5+§t2—%t5—4,(0StS 1)

1 1 (38)
x(®) =0,(-2<t<0),x1) = xQ)

5
sinir deger problemi goz 6niine alinsin. Burada a(t) =t, f(t) = —2t3 + 2tz + gtz -
3
St2—4,7(t) =5VE=0,(0<t<1) ve @®)=0,te[-,0]  sirekli
fonksiyonlardir. Ayrica ¢, =i noktasinda A(t) =t — %\/E fonksiyonu sifir degerini

alir. Yani A(ty) =0veA(t) <0,(0<t < i) ve minA(t) = —%6 dir. Simdi,

A(t) = o, = [0,%]

denkleminde t = y (o) ¢dziimiinii bulalim. Boylece,
1
t—=vi—0=0
2
denkleminin [0,1] araligina ait olan bir kokii

t = 1—16(1 + V1 + 160)% = y(0)

seklindedir. y'(o) fonksiyonunun [0, %] araliginda siirekli diferansiyellenebildigi

asikardir. Boylece (3.8) denklemine ait olan bilinen fonksiyonlarin (1.1) problemi i¢in
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verilen sartlar sagladigi goriildii. Buna gore (3.8) problemi, (3.5) integral denkleminin
ozel halidir.

Simdi (3.5) integral denkleminden yararlanarak (3.8) problemine denk olan integral

denklemi yazalim. Once (3.8) deki denklemi ard arda iki kez integre edersek

! 5 5, 33
X(t)=—tf 2(1—s)<—253+252 +—52——52—4>d5
0

2 2

1/2 E 5 3 §
+tf (1—25)(—253+252 +§sz—552—4>ds
0

‘ 5 5 3 3
+f (t—s)(—253+252 +—sz——52—4>ds
’ 2° T2

1
7 1 1 1+VIT 160
+t]21——1+ 1+ 160)?]— (1 +V1+ 160)? ————x(0)do
201~ e (4 VTFT60Y] 15 (14 VTF T60)° e x(0)
v 1 1 1++v1+16
2 4 o
-t 1—-=(1+vV1+160)*]— (1 +V1+ 160)> ———x(0)do
|7 gV 5 (14 VT 160) e x(0)
=% 1 1 1+V1+16
2 o
—j [t ——(1+VI+160)2]— (1 +V1+ 160)? —————x(0)do
. 16 16 1+160

bulunur. Bunu diizenleyerek,
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7
x(t) = 2,872933230t — 2t? — 0,1714285714t2 + 0,2083333333t*

9
+0,1269841270t2 — 0,1t

1
+tf§l3+4 162+3+280—8002 ()d
- o — o XxX\o)dao
8J, 1+ 160
1 V2
_I_tfi—Tll_M 162+1+40—8002 ()d
by o — o XxX\o)ao
8J, V14 160
VE
1 (=2
- (4t —1) + (16t — 12)0 — 1602
16 J,
4t — 1) + (48t — 20)0 — 8002
+( )+ ) lx(a)da
v1+ 160

elde edilir. Burada,

7
h(t) = 2,872933230t — 2t* — 0,1714285714t2 + 0,2083333333t*

9
+0,1269841270tz — 0,1t°>

3 + 280 — 800>
V1 + 160

1
K (o) = 5(3 + 40 — 160° +

1+ 40 — 800°

1
K = ——(1+ 40— 160* +
2(0) =g+ a0 =160 T+ 165

(4t — 1) + (48t — 20)0 — 8002

v1+ 160

1
K(t,o) = —E((4t —1) + (16t — 12)0 — 1602 +

dir (Aykut 1995).
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3.3. CAS Dalgacik Metodu

Dalga teorisi, matematik arastirmasinda nispeten yeni ve gelismekte olan bir alandir.
Miihendislik disiplininde olduk¢a genis alanda uygulamir. Ozellikle; dalga bigimi
gOsterimi i¢in sinyal analizinde, hiicre béliinmesinde, zaman-frekans analizinde kolayca
uygulanan bir metottur (Chui 1997). Ayrica dalgalar sayisal algoritmalar arasinda
baglanti kurar (Beylkin 1991). Bununla birlikte, gesitli integral denklemlerin dalga
yontemiyle ¢6ziimii umut veren bir olaydir (Karabacak, Celik 2015 ; Karabacak,
Yigider 2016). CAS dalgacik metodu da bir dalgacik cesidi olup, bu calismada (1.1)

probleminin yaklasik ¢6ziimiiniin bulunmasinda kullanilmistir.
3.3.1. CAS Dalgacik ozellikleri

a ve b iki parametre olmak {izere,

1 /t—b
Yar® =la 2 (—=),  abeR,a#0
esitligi dalgacik fonksiyonudur. Burada a ve b parametreleri a = ag*, b=
nbgag®,ay > 1,by > 0 seklinde smirlanirsa n ve k pozitif tamsayr olmak iizere

dalgacigy;

Yien(®) = lag|Zyp(akt — nbo)

olur ki burada v, ,(t) dalgacigi L*(R) olur. Yani iy ,(t) tiim reel sayilarda karesi
integrallenebilir. Eger ay = 2, by = 1 segilirse 1, ,,(t) ortonormal olur (Gu and Jiang
1996).

CAS,,(t) = cos(2mmt) + sin(2mmt)

olmak tizere,
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k % n+1
22CAS,, (2%t — n), ﬁSt< ok

0, diger durumlarda

Yrm ) =

ifadesinde n = 0,1,2, ..., 2% — 1, k negatif olmayan herhangi bir tamsay1 , m tamsaydir.
Burada k dalgadaki artim sayismi gosterir. Yukaridaki ifadede a = 27%,b = n27%

secilirse CAS dalgacig1 da ortonormal olur.
3.3.2. CAS Dalgacigi ile fonksiyonu esdegerine agmak

u(t) € L?[0,1) olmak iizere ; (u(t),[0,1) arahginda karesi integrallenebillen

fonksiyondur)

u(t) = i D Camtbam(®)

=1 meZ

seklinde yazilir ki burada
Cnm =< U(t), Prm (£) >

i¢ carpimudir. u(t) ile verilen sonsuz toplam belli bir noktada kesilirse asagidaki ifadeye

denk olur.

2k M

UO=) D Cunthm(®) =CTHEO)

n=1m=-M

seklinde yazilir ki burada, M € Z, C ve Y (t) iki vektor olup;

C = [Cl(—M) , Cl(—M+1) , Cl(—M+2) ) ey Cz(_M), ey Czk(—M)’ ey Czk(M)]T

C = [cy, ¢y e, Cok]T
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lp(t) = [lpl(—M) 'lpl(—M+1) 'lpl(—M+2) ) ---!l/)2(—M)' "-rlpzk(_M); ---;lpzk(M)]T

seklinde yazilir. C ve W(t) matrisleri 2€(2M + 1) x 1 tipinde matrislerdir.

CAS geometrik olarak yorumlanirsa; k yatay yondeki degisimi, M dikey degisimini

gosterir. Yani k dalga artim sayisini , M ise dalganin boyunnu gostermektedir.
3.3.3. CAS dalgaciginin operasyonel matris ¢arpimi
YY) C = C¥(t)
olmak iizere C, 2¥(2M + 1) x 2¥(2M + 1) tipindeki operasyonel matristir.
M = 1ve k = 1 olarak secilip W(t) ve C yi asagidaki gibi gosterilebilir;
C= [Cl(—l) »€1(0) » €1(1) » €C2(-1) €2 (0), C2 (1)]T
Y(t) = Y11 Y10 Y1) Y210 Y2 00 Y2 ]

3.4. Fredholm Integral Denklemin CAS Metoduyla Coziimii

T

() = £ + f K(x, Oy (0)dt
0

integral denklemi Fredholm integral denklemi olmak {izere,
y(x) = CT¥(x)

f(x) =d"¥(x)
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ve
K(x,t) = P(x)TKP(x)

burada C ve W(x) daha onceden tamimlanmustir. K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu olup, K
matrisi 2(2M + 1) x 2¥(2M + 1) tipindedir. Burada K matrisi ,

n=1..,2%i=-M, ... M,l=1, ...,2k,j = —M, ...,M seklinde tanimlanir. y(x) ve

f(x) degerleri Fredholm integral denkleminde yerine yazilirsa;
1
CTY(x) =d™¥(x) + AJ Y()TKY ()P (x)TCdt
0

elde edilir.
CAS dalgaciginin ortonormallik 6zelliginden
YX)IC=x)Td+APx)TKC
olur.
Yukaridaki lineer sistemden C ¢oziiliirse
C=U-K)"'d

olarak bulunur. Burada I birim matristir.
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3.5. Niimerik Ornek

1
y(x) = cos(4mx) +f ty(t)dt

0
Fredholm integral denklemi igin k = 1 ve M = 1 kabul edilip yaklasik ¢6ziimii,

1 1 1 1

— T
d_[zﬁ'o’zﬁ’zﬁ’o'zﬁ]

ve
1 1
8w 8m
0 0125 0 0 0,125 0
0 a 0 1 0
K _ 8w 8m
6X6 — 1 1
0 — 0 — 0
8w 8
0 0375 0 0 0375 0
1 0 0 1
8w 8m
1 1 1 1

C=(1-K)ld=[

lOl ) 70; ]T
V2 T 2V2 22 242

olur. Buradan,

y(x) = CTW(x) = cos(4mx)
bulunur (Yousefi 2006; Banifatemi 2006).

3.6. Volterra Integral Denkleminin CAS Metoduyla Coziimii

t

x(t) = f(t) +f K(t,s)x(s)ds
0
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integral denklemi Volterra integral Denklemi olmak iizere,

K(ts), 0<t<T, O0<s<T
0, O0<t<T, t<s<T

K(6,s) = {
Ozelliginden yararlanilarak
T

x(t) = f(t) +f K*(t,s)x(s)ds
0

Fredholm integral denklemi elde edilmis olur. Sonrasinda 3.4. bashig: altinda verilen
adimlar takip edilerek Volterra integral denkleminin ¢éziimii CAS dalgacik metoduyla

yaklasik olarak bulunur.

3.7. Niimerik Ornek

y)=t+ ftsin(t —s)y(s)ds 0<t<1
0

Volterra integral denkleminin CAS dalgacik metoduyla yaklasik ¢6ziimii y(t) =t +
%t3 bulunur (Blyth et al. 2003) Burada Volterra integral denkleminin Fredholm integral

denklemine déniistiiriilme 6zelliginden yararlanilmigtir.
3.8. (3.8) Probleminin CAS Dalgacik Metoduyla Yaklasik Coziimii

(1.1) probleminin 6zel hali olan

1 5 5 33
x”(t)+tx(t—§\/?)=—2t3+2t2 +§t2—§t2—4,(0StS 1)

1 1
x(©) =0,(-—-<t<0) ,x(1) =xG)
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(3.8) problemine denk olan Fredholm — Volterra integral denklemi

7
x(t) = 2,872933230t — 2t% — 0,1714285714tz + 0,2083333333t*
9
+0,1269841270tz — 0,1t°>

3 4+ 280 — 8002
v1+ 160

1+ 40 — 8002
V14 160

1
t (2
+ §f [3 + 40 — 1602 + x(o)do
0

1 V2
t (274
+ §f ll + 40 — 1602 + x(0)do
0

1 -
2
— (4t — 1) + (16t — 12)0 — 1602
16 J,
4t — 1) + (48t — 20)o — 800°
+ ( ) +( ) lx(a)da
V1+ 160

seklinde oldugu daha 6nceden tanimlanmistir. Burada,

7
f(x) =2,872933230x — 2x? — 0,1714285714x2 + 0,2083333333x*

9
+0,1269841270x2 — 0,1x°

3 + 28x — 80x?
v1+16x

1
Ki(x) = 5 (3 + 4x = 16x> +

1+ 4x — 80x?
Vv1+ 16x

1
K,(x) = _§(1 + 4x — 16x% +

4x — 1) + (48x — 20)t — 80t?
K(x,t)=(4x—1)+(16x—12)t—16t2+( )+ ( )

v1+ 16t

olup CAS Dalgacik metodundan yararlanarak yaklasik ¢oziim;
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y(x) = CT¥(x)

f(x) =d"¥(x)

olmak iizere (3.8) problemi i¢in,

d = [—0,163928 0,296835 — 0,132907 — 0,276517 0,728253 0,219904]"

3 4+ 280 — 8002
Vv1+ 160

1

t (2

§f l3 + 40 — 1602 + x(0)do
0

ilk integral denklemi i¢in,

K= fo L W, ()W, (DK (x, t)ddx

olup,
0 —-0,29232 0 0 -0,29232 0
0 -10156 0 0 -1,0156 O
K. = 0 038861 0 0 0,38861 O
1710 -0,23447 0 0 -0,23447 0
0 -=-27792 0 0 -=2,7792 0
0 0,24657 0 O 0,24657 Ol

ve
C=(U-K)d

C =[-0,22642 7,9712 x 1072 —4,9826 x 1072 — 0,32665 0,13408 0,27262]"

olup,
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y,(x) = 1.0972sin(12. 566x) — 0.46708cos(12.566x) + 0.30235

bulunur.
th_Tl1+4 16 2+1+40—8Oa2 ()d
= o— 160 x(o)do
8, Vv1+ 160
i¢in,
0 035460 0 O 0,35460 07
0 1,4844 0 0 1,4844 0
K, — 0 -045695 0 0 -0,45695 0
2710 02899 0 0 0,28969 0
0 3,6247 0 0 3,6247 0
0 -0,30332 0 0 -0,30332 0.
C=(U- K)_ld

=[-0.25239 —7.3478 x 107 — 1.8917 X 107% — 0.34879 — 0.1760.29557]
y2(x) = 1.2414sin(12.566x) — 0.45895co0s(12.566x) — 0.35282

olur.

— — _ 2
(4t—1)+(48t—20)c—-800 ]x(a)da

vVt
17 _ _ _ 2
=~ |, z[(4t 1) + (16t — 12)0 — 1602 + —

1¢in,



33

K =

[—4—,9563 x 1073 —3,7302x 1072 54378 x 1073 —4,3944x 1073 —6,7278x 1072 4,516 x 1073 |
| 0,19287 0,85938 —0,24556 0,15865 2,0237 —0,16585
| 4,9563 x 1073 3,7302%x 1072 —54378x 1073  4,3944 x 1073 6,7278 x 1072 —4,516 x 1073 |
|—4,9563 x 1073 —3,7302x 1072 54378x 1073 —4,3944 x 1073 —6,7278x 1072 4,516 x 1073 |
| 0,16173 0,625 -0,21139 0,13104 1,6010 —0,13747
l 49563 x 1073 3,7302x 1072 —5,4378x 1073  4,3944 x 1073 6,7278 X 1072 —4,516 x 1073

C =[-0.11499 —0.92852 — 0.18185 — 0.22757 — 0.19045 0.17098]”

y3(x) = 0.46908sin(12.566x) — 0.49983cos(12.566x) — 1.5825
olup bulunan degerler derlenirse (3.8) probleminin yaklasik ¢oziimii,

y(x) = 1.2414sin(12.56x) — 0.45895c0s(12.56x) — 0.26234 +
0.46908sin(12.56x) — 0.49983cos(12.56x) — 1.5825 + 1.0972sin(12.56x) —
0.46708cos(12.56x) + 0.30235

y(x) = 2.8077sin(12.56x) — 1.4259 cos(12.56x) — 1.5425

olarak bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu caligmada

y"(0) +a(@y(x - () = F(@), (0 < x <T) } @.1)

yx) =) =x<0),y(T) =y() (0<c<T)

diferansiyel denklemi denk Fredholm-Volterra integral denkleme doniistiiriilerek CAS
Dalgacik metoduyla yaklagik ¢coziimii elde edildi. Bu metodla elde edilen ¢6ziim ayni

zamanda (4.1) siir deger probleminin ¢6ziimii olarak kabul edildi.

CAS Dalgacik metodunun sonunda,

5 3
x”(t)+tx(t—%\/f) = —2¢3 +2t5+§t2—§t5—4,(0 <t<1)

4.2
x(t)=0,(—1—16StSO),x(1)=x(%) @

ornek problemi yaklasik olarak ¢oziilerek, yaklasik ¢oziimii
y(x) = 2.8077sin(12.56x) — 1.4259 cos(12.56x) — 1.5425

bulunmustur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu c¢alismada, geciken degiskenli sinir deger probleminin yaklasik ¢oziimiini bulmak
icin CAS Dalgacik Metodu kullanilmistir. Oncelikle geciken degiskenli sinir deger
problemine denk Fredholm-Volterra Integral Denklem yazlmistir. CAS Dalgacik
metodunun uygulanabilmesi igin denk Fredholm-Volterra Integral Denkleminin
Volterra kismi bazi o6zel sartlar altinda denk Fredholm Integral denklemine
doniistiiriildii. Bu dontisiimlerden sonra CAS Dalgacik Metodu uygulanmigstir. Daha
once farkli metodlarla ¢oziilen geciken degiskenli sinir deger problemi farkli bir

metodla ¢oziilmiistiir.
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