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ÖZET 

 

Tezde 1 ve 2 boyutlu üniter uzaylarda aşağıdaki konular incelendi: 

1. Kompleks vektör uzayında reel lineer dönüşüm kavramı verildi. Reel lineer 

dönüşümler ve kompleks lineer dönüşümler arasındaki bağlantı bulundu. 

2. Reel üniter ve sanal üniter reel lineer dönüşümler tanımlandı. Bu kavramlarla 

üniter dönüşüm kavramı arasında bağlantı bulundu. 

3. Üniter uzaydaki izometriler ve reel uzaydaki izometriler arasındaki bağlantılar 

incelendi. 

4. Üniter dönüşümler grubu için ( ) (2 ) (2 )U n O n Sp n= ∩ , 1,2n =  eşitli ği ispat edildi. 

Burada, (2 )O n , ortogonal dönüşümler ve (2 )Sp n , simplektik dönüşümler gruplarıdır. 

 

Anahtar Kelimeler: Lineer Dönüşüm, Üniter Grup, Đzometri 
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SUMMARY 

 

Transformation Groups in Unitary Spaces in 1 and 2 Dimensions 

  

 In this thesis, the following questions on unitary spaces of 1 and 2 dimensions  are 

studied. 

 These are :  

 1. The concept of a real linear transformation in a complex vector space has been 

given. A correlation between a real linear transformation and a complex linear 

transformation has been found. 

 2. Concepts of real unitary and imaginary unitary real linear transformations are 

given. A connection between these concepts and unitary transformation is investigated. 

 3. Correlations between isometries in the unitary space nℂ  ( 1,  2n = ) and isometries 

in the Euclidean space 2nℝ  ( 1,  2n = ) have been studied.  

 4. The equality ( ) (2 ) (2 )U n O n Sp n= ∩ , 1,  2n =  has been proved for 1,  2n = ; 

where ( )U n  is the group of all unitary transformations in nℂ , (2 )O n  is the group of all 

2 2n n×  -orthogonal transformations and (2 )Sp n  is the group of all2 2n n× - symplectic 

transformations.  

  

Key Words: Linear Transformation, Unitary Group, Isometry 
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SEMBOLLER D ĐZĐNĐ 

 

( );  ,  1,  2,  ...,  ;   ij ija i j n a= ∈ℝ           n n×  tipinde reel katsayılı bir matris 

( )T
jia=A       ( )ija=A  matrisinin transpozesi 

 boy E       E  reel vektör uzayının boyutu 

' boy E                                                   'E kompleks vektör uzayının boyutu 

n
ℂ                                                         n  boyutlu kompleks vektör uzayı 

lineer−ℂ                                             Kompleks lineer 

[ ]x y                                                  det
a c

b d

 
=  

 
, ,

a c
x y

b d

   
= =   
   

 

( ,  )GL n ℝ       n n×  tipideki determinantı sıfır olmayan tüm  

        matrislerin oluşturduğu küme 

{ }Im .......                                               Parantez içi işlemin sanal kısmı 

( )nIz ℝ                  Tüm reel izometriler kümesi 

( )nIz ℂ                  Tüm kompleks izometriler kümesi 

( )nLIz ℝ       Tüm lineer izometriler kümesi 

,F eM        { }1,..., ne e e=  ortonormal sisteme göre F        

                                                              dönüşümünün matrisi 

( , )nM ℂ ℂ                                             Kompleks vektör uzayındaki tüm kompleks lineer        

                                                              operatörler kümesi                                         

( , )nM ℂ ℝ                                             Kompleks vektör uzayındaki tüm reel lineer        

                                                              operatörler kümesi                                        

2( , )nM ℝ ℝ                                           2n  boyutlu reel vektör uzayındaki tüm reel lineer                        

                                                              operatörler kümesi 

( , )M n n× ℂ                                           n n×  tipinde kompleks matrisler kümesi 

( , )M n n× ℝ                                           n n×  tipinde reel matrisler kümesi  

( )O n                                                n  boyutlu ortogonal dönüşümler grubu 

( )O n−         { }( ) : det 1g O n g= ∈ = −  
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( )O n+          { }( ) : det 1g O n g= ∈ = , yani n boyutlu özel    

                                                               ortogonal dönüşümler grubu 

n
ℝ                                                          n  boyutlu reel vektör uzayı 

lineer−ℝ                                               Reel lineer 

izomorfizma−ℝ                              Reel izomorfizma 

cebir−ℝ                                                Reel  sayılar üzerinde cebir 

{ }Re .......                                                Parantez içi işlemin reel kısmı  

(2 )Sp n                                                   2n  boyutlu simplektik dönüşümler grubu                               

( )SU n                                                    n  boyutlu özel üniter dönüşümler grubu 

( )nT ℝ                                                    nℝ ’ deki tüm reel ötelemeler kümesi 

( )nT ℂ                                                    nℂ ’ deki tüm kompleks ötelemeler kümesi 

( )U n                                                      n  boyutlu üniter dönüşümler grubu 

 ,  〈 〉
ℂ
                                        Kompleks vektör uzayında skaler ( iç ) çarpım 

 ,  〈 〉
ℝ
                                        Reel vektör uzayında skaler ( iç ) çarpım 

♦                                             Đspatın sonu 

 



 

1. GENEL BĐLGĐLER  

 

1.1. Giriş 

 

Öklid (M.Ö.365 – M.Ö.300)  matematik kültürünü matematiğin özlerini çıkarıp 

sistemli bir hale getiren matematikçilerden biridir. “Temel Öğeler” adlı yapıtıyla, son 

zamanlara kadar geçerliliğini koruyan matematiğin temellerini atmıştır. Öklid, kendinden 

önce gelenlerin eserleriyle kendi öz yapıtlarını da derleyerek bugün Öklid geometrisi 

adıyla bilinen geometriyi aksiyomlarına dayanarak geliştirmiştir. 

 Lineer cebir ise hızlı gelişimine Cauchy’ nin Analyse Algenukus (1815) eseriyle ve 

Jakobi’ nin determinantlar teorisindeki çalışmalarıyla başlamıştır. Jakobi’ nin çalışması ile 

aynı zamanda, Cayley’ in ilk defa olarak, determinantların bir kare şeması tarzında 

yazılışında kullanılan ve büyük önem taşıyan tezi yayınlanmıştır. Ardından 1850 ile 1880 

yılları arasında Đngiliz matematikçiler Cayley, Sylvester, Smith; Alman matematikçiler 

Kronecker, Frobenus ve Fransız matematikçilerden Hermit’ in çalışmaları ile lineer cebir, 

yani matrislerle hesap yapma, basit bölenler teorisi, kuadratik formların dönüşümleri gibi 

hesaplamalar belli bir seviyeye gelmiştir. 

W. H. Cockcroft 1972’ de yayınladığı kitabında [1] bir boyutlu kompleks vektör 

uzayı ile iki boyutlu reel vektör uzayı arasındaki bağlantıları incelemiştir. Bununla birlikte 

bir boyutlu vektör uzayındaki çarpma ile iki boyutlu reel vektör uzayındaki dönme 

hareketini ilişkilendirmiştir. 

R. Penrose ve W. Rinder’ in çalışmalarında [11, 12], fizikte 4-boyutlu reel 

Minkowski Uzay-Zaman yerine 2-boyutlu kompleks uzayı kullanarak fiziksel kavramları 

geliştirmeye çabalamışlardır. 

Son yıllarda da kuantum teorisindeki problemlerin çözümlerinde, nükleer enerji 

konusundaki problemlerin çözümlerinde ve elektronik nesne tanıma programlarında ortaya 

çıkan problemlerin çözümlerinde kolaylık sağladıkları ve daha iyi sonuçlara ulaşılabildiği 

için özellikle üniter uzaylar ve üniter dönüşümler konusu önemini artırmış ve kullanım 

alanını genişletmiştir. 

 Bununla ilgili olarak V. Wessels, W. N. Polyzou ve Simon Davis kuantum teorisi 

problemleri ile ilgili makalelerinde [15, 2], E. Epelmbaum nükleer enerji konusu ile ilgili 
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makalesinde [3] ve Young Gao, Yangshang Wang, Xinshan Zhu, Xuetus Feng, Xiaoxu 

Zbu yüz tanıma ile ilgili konferans sunularında [4] üniter yapıyı kullanmışlardır. 

Bunların yanında Keh-Chiarng Huarn ve Chien Chung Yeh yayıladıkları makalede [7] 

radyasyon kaynağının varış açısı tahmini ile ilgili problemler için üniter dönüşümler 

üzerinde bir metod geliştirmişlerdir. 

 Tezde 1 ve 2 boyutlu üniter uzaylarda aşağıdaki konular incelendi: 

1. Kompleks vektör uzayında reel lineer dönüşüm kavramı verildi. Reel lineer 

dönüşümler ve kompleks lineer dönüşümler arasındaki bağlantı bulundu. 

 2. Reel üniter ve sanal üniter reel lineer dönüşümler tanımlandı. Bu kavramlarla 

üniter dönüşüm kavramı arasında bağlantı bulundu. 

3. Üniter uzaydaki izometriler ve reel uzaydaki izometriler arasındaki bağlantılar 

incelendi. 

4. Üniter dönüşümler grubu için ( ) (2 ) (2 )U n O n Sp n= ∩ , 1,  2n =  eşitli ği ispat 

edildi. Burada  

(2 )O n , ortogonal dönüşümler grubu 

 (2 )Sp n , simplektik dönüşümler grubudur. 

 

 1.2. Bilineer Formlu Uzaylar 

 

 Tanım 1 : ℝ , reel sayılar cismi, V -ℝ  üzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektör 

uzayı ve :g V V× → ℝ  dönüşüm olmak üzere, 1 2 1 2, ,  , , ,a b v v w w V∀ ∈ ∀ ∈ℝ  için,  

 i) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2 1, , ,g av bv w ag v w bg v w+ = +   

 ii) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 2, , ,g v aw bw ag v w bg v w+ = +   

özelliklerini sağlayan  g - dönüşümüne,  bilineer form denir. 

 

 Örnek 1 : ( ){ }4
1 2 3 4,  ,  ,  :  ,  1,2,3,4iV x x x x x x i= = = ∈ =ℝ ℝ  alalım.  

 ( ) ( )4 4 4
1 2 3 4 1 2 3 4:    ,     ,  ,  ,  ,   ,  ,  ,  f x x x x x y y y y y× → = = ∈ℝ ℝ ℝ ℝ  olmak üzere,  

( ) 1 1 2 2 1 2 3 2 4 4, 2 5 3 4f x y x y x y x y x y x y= + − + −  dönüşümü tanımlayalım. f , bilineer 

formdur. 
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 Örnek 2 : ( ){ }1 2,  ,...,  :  ,  1,2,...,n
n iV x x x x x i n= = = ∈ =ℝ ℝ  alalım. 

 ( ) ( )1 2 1 2:    ,    ,  ,...,  ,   ,  ,...,  n n n
n nh x x x x y y y y× → = = ∈ℝ ℝ ℝ ℝ  olmak üzere,  

( ) 2
1 1,h x y x y=  dönüşümünü tanımlayalım. h - bilineer form değildir. 

 

 Tanım 2: ℝ , reel sayılar cismi, V -ℝ  üzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektör uzayı 

ve :g V V× → ℝ  bilineer dönüşüm olmak üzere, ,v w V∀ ∈  için ( ) ( ), ,g v w g w v=  ise, 

g ’ye simetrik denir. 

 

 Örnek 3 : ( ){ }1 2,  ,...,  :  ,  1,2,...,n
n iV x x x x x i n= = = ∈ =ℝ ℝ  alalım.  

 ( ) ( )1 2 1 2:    ,    ,  ,...,  ,   ,  ,...,  n n n
n nf x x x x y y y y× → = = ∈ℝ ℝ ℝ ℝ  olmak üzere,  

( ) 1 1 2 2, ... n nf x y x y x y x y= + + +  dönüşümü tanımlayalım. f - simetriktir. 

 

 Örnek 4 : ( ){ }1 2,  ,...,  :  ,  1,2,...,n
n iV x x x x x i n= = = ∈ =ℝ ℝ  alalım.  

 ( ) ( )1 2 1 2:    ,   ,  ,...,  ,   ,  ,...,  n n n
n nh x x x x y y y y× → = = ∈ℝ ℝ ℝ ℝ  olmak üzere,  

( ) 1 2,h x y x y=  dönüşümünü tanımlayalım. h - simetrik  değildir. 

 

 Tanım 3: ℝ , reel sayılar cismi, V -ℝ  üzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektör uzayı 

ve :g V V× → ℝ  bilineer dönüşüm olmak üzere, w V∀ ∈  için ( ), 0g v w =  olduğunda 

0v =  ise g ’ye bozulmamış denir. 

 

 Örnek 5 : ( ){ }1 2,  ,...,  :  ,  1,  2,...,  n
n iV x x x x x i n= = = ∈ =ℝ ℝ  alalım. 

 ( ) ( )1 2 1 2:    ,   ,  ,...,  ,   ,  ,...,  n n n
n nf x x x x y y y y× → = = ∈ℝ ℝ ℝ ℝ  olmak üzere,  

( ) 1 1 2 2, ... n nf x y x y x y x y= + + +  dönüşümü tanımlayalım. f -bozulmamıştır. f ’ nin 

bozulmamış olduğunu göstermek için nx∀ ∈ℝ  için  ( ), 0f x y =  olduğunda 0y =  

olduğunu göstermek gerekir. Bunun için özel olarak x y=  alınırsa,  

( ) 2 2 2
1 2, ... 0nf y y y y y= + + + =  elde edilir. ( ) 2 2 2

1 2, ... 0nf y y y y y= + + + =  olması için 

0,  1,2,...,iy i n= =  olmalıdır. Buradan 0y = ’ dır. O halde f - bozulmamıştır. 
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 Örnek 6: ( ){ }1 2,  ,...,  :  ,  1,  2,...,  ,  1n
n ix x x x x i n n= = ∈ = >ℝ ℝ  alalım. 

 : n nf × →ℝ ℝ ℝ , ( )1 2,  ,...,  nx x x x= , ( )1 2,  ,...,  n
ny y y y= ∈ℝ  olmak üzere,  

( ) 1 1,f x y x y=  dönüşümünü tanımlayalım. f - bozulmuştur. 

 

 Tanım 4: g , V  lineer uzayında bir bilineer form olsun. Eğer :F V V→  dönüşümü 

için ( ( ), ( )) ( , ),  ,g F x F y g x y x y V= ∀ ∈  ise F ’ ye g ’ yi saklayan dönüşüm denir. 

 

 Önerme 1: Bilineer formu saklayan dönüşümler bileşke işlemine göre yarı gruptur. 

 Đspat: 1 2,F F  bilineer formu saklayan dönüşümler olsunlar. ,a b V∀ ∈  ve g , V  lineer 

uzayda bir bilineer form olmak üzere, 

 1 1( ( ), ( )) ( , )g F a F b g a b=  ve 2 2( ( ), ( )) ( , )g F a F b g a b= ’ dir. 

 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2(( )( ), ( )( )) ( ( ( )), ( ( ))) ( ( ), ( )) ( , )g F F a F F b g F F a F F b g F a F b g a b= = =� � . 

 Dolayısı ile 1 2F F�  bilineer formu saklayan dönüşümdür. Sonuç olarak bilineer 

formu saklayan dönüşümler bileşke işlemine göre yarı gruptur. ♦ 

 

 Önerme 2: : n nF →ℝ ℝ  dönüşümü lineer ve birebir ise örtendir. 

 Đspat: F  lineer ve birebir olsun. nℝ ’ de { }nee  ..., ,1  tabanını alalım. 

{ })( ..., ),( 1 neFeF ’ nin de nℝ ’ de bir taban olduğunu gösterelim. Bunun için 

{ })( ..., ),( 1 neFeF ’ nin lineer bağımsız olduğunu gösterelim.  

 Farz edelim { })( ..., ),( 1 neFeF  lineer bağımlı olsun. O halde en az biri sıfırdan faklı 

olan 1,  ..., nλ λ ∈ℝ  vardır ve 1 1( ) ... ( ) 0n nF e F eλ λ+ + = ’ dır. F ’ nin lineer olduğunu 

kullanarak ( )1 1 ... 0n nF e eλ λ+ + =  olur. Burada F  birebir olduğundan 1 1 ... 0n ne eλ λ+ + = ’ 

dır. ,  1,  2, ..., i i nλ = ’ lerden en az biri sıfırdan farklı olduğundan { }nee  ..., ,1  lineer 

bağımlıdır. Bu ise seçimimizle çelişir. O halde { })( ..., ),( 1 neFeF  lineer bağımsızdır. nℝ ’ 

nin boyutu n  olduğundan { })( ..., ),( 1 neFeF  nℝ ’ de bir tabandır. Şimdi nℝ ’ de keyfi bir 

y  elemanını alalım. { })( ..., ),( 1 neFeF , nℝ ’ de bir taban olduğundan dolayı 1 n,  ..., µ µ ∈ℝ  

olmak üzere, y  elemanını 1 1( ) ... ( )n ny F e F eµ µ= + +  şeklinde yazabiliriz. Bu şekilde 

yazılabilen keyfi ny∈ℝ  için 1 1 ... n
n nx e eµ µ∃ = + + ∈ℝ  vardır:   
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 ( )1 1 1 1( ) ... ( ) ...n n n ny F e F e F e eµ µ µ µ= + + = + +  

 ( )y F x⇒ =  olup, bu bize F ’ nin örten olduğunu gösterir. ♦          

 

 Teorem 1[6]: V  sonlu boyutlu vektör uzayı ve f , V ’ de bozulmamış bilineer form 

olmak üzere, f ’ yi koruyan V ’ deki tüm lineer dönüşümlerin kümesi bileşke işlemine 

göre bir gruptur. 

 Đspat: { }: : ( , ) ( ( ), ( )),  ,G T V V f f T T Vα β α β α β= → = ∀ ∈  olsun. 

G ’ nin bileşke işlemine göre bir grup olduğunu gösterelim. 

 i) ,S T G∀ ∈  için gösterelim ki S T G∈� ’ dir. , ;Vα β∀ ∈  

(( )( ), ( )( )) ( ( ( )), ( ( )))f S T S T f S T S Tα β α β=� �  

T G∈ olduğundan, 

                                        ( ( ), ( ))f S Sα β=  

S G∈ olduğundan, 

                                        ( , )f α β=  elde edilir.Buna göre S T G∈� ’ dir. 

 ii) :I V V→ , birim dönüşüm olmak üzere, 

( ( ), ( )) ( , )f I I fα β α β=  olduğundan I G∈ ’ dir. 

 iii) 1;T G T G−∀ ∈ ∈  olduğunu gösterelim. 

T G∈  için Vα ∈  olmak üzere, ( ) 0T α =  olsun.Bu takdirde, ;Vβ∀ ∈  

( , ) ( ( ), ( )) (0, ( )) 0f f T T f Tα β α β β= = =  elde edilir. 

Ancak f  bozulmamış olduğundan, 0α = ’ dır. Dolayısı ile T birebir lineer ve sonlu 

boyutlu olduğundan önerme 2’ den T örtendir. Böylece T ’ nin tersi mevcuttur. 

1 1 1 1( ( ), ( )) ( ( ( )), ( ( ))) ( , )f T T f T T T T fα β α β α β− − − −= =  olduğundan 1T G− ∈ ’ dir. 

 (i), (ii), (iii)’den ( , )G �  bir gruptur. ♦ 

 

 1.3. Öklid Uzayı  

 

 Tanım 5[9]: E , ℝ  reel sayılar cismi üzerinde vektör uzayı olmak üzere, 

: E Eϕ × →ℝ  dönüşümü aşağıdaki aksiyomları sağlasın:  

 ,  ,  ,  x y z E λ∀ ∈ ∀ ∈ℝ  için; 

 1)  ( ) ( ) ( )zyzxzyx  , , , ϕϕϕ +=+       
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 2) ( ) ( ),  ,  x y x yϕ λ λϕ=  

 3) ( ) ( )xyyx  , , ϕϕ =  

 4) ( ) 0 , ≥xxϕ  

 5) ( ) 00 , =⇔= xxxϕ  

 Bu şekilde tanımlanan ϕ  dönüşümüne E ’ de skaler (iç) çarpım, ( )ϕ ,E  ikilisine de iç 

çarpımlı vektör uzayı denir. 

 

 Tanım 6: Sonlu boyutlu iç çarpımlı vektör uzayına öklid uzayı denir. 

 

 Örnek 7: E = ℝ  alalım. :ϕ × →ℝ ℝ ℝ , ,  x y∈ℝ  olmak üzere ( ),  x y xyϕ =  

dönüşümünü tanımlayalım. ( ),  ϕℝ ’ nin öklid uzayı olduğunu gösterelim:  

,  ,  ,x y z λ∀ ∈ℝ  olmak üzere; 

 1) ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  ,  x y z x y z xz yz x z y zϕ ϕ ϕ+ = + = + = +            

 2) ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  x y x y xy x yϕ λ λ λ λϕ= = =  

 3) ( ) ( ),  ,  x y xy yx y xϕ ϕ= = =  

 4) ( ) 2,  0x x xx xϕ = = ≥  

 5) ( ) 2,  0 0 0 0x x xx x xϕ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

 ( ) 0 ,0 =⇒= xxx ϕ   

olduğu açıktır. 

 

 Örnek 8: 2E = ℝ  alalım. 2 2:ϕ × →ℝ ℝ ℝ , 1 1 2

2 2

,  
x y

x y
x y

   
= = ∈   
   

ℝ  olmak üzere 

( ) 1 1 2 2,  x y x y x yϕ = +  dönüşümünü tanımlayalım. ( )2,  ϕℝ ’ nin öklid uzayı olduğunu 

gösterelim. Bunun için; 

 1) 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y z x y z x y z x z y z x z y zϕ + = + + + = + + +  

                      1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( , )x z x z y z y z x z y zϕ ϕ= + + + = +  

 2) 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( , )x y x y x y x y x y x yϕ λ λ λ λ λϕ= + = + =  

 3) 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y x y y x y x y xϕ ϕ= + = + =  
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 4) 2 2
1 2( , ) 0x x x xϕ = + ≥  

 5) 2 2
1 2 1 2( , ) 0 0,  0 0x x x x x x xϕ = + = ⇔ = = ⇔ =  

olduğundan ( )2,  ϕℝ  öklid uzayıdır. 

 

 Örnek 9: nE = ℝ  alalım.  

 : n nσ × →ℝ ℝ ℝ  , ( )1 2,  ,  ...,  nx x x x= ,  ( )1 2,  ,  ...,  n
ny y y y= ∈ℝ  olmak üzere,  

( )
1

,  
n

i i
i

x y x yσ
=

=∑  dönüşümünü tanımlayalım. ( ),  n σℝ  öklid uzayıdır. 

 

 Örnek 10: E = ℝ  alalım. :ϕ × →ℝ ℝ ℝ , ,  x y∈ℝ  olmak üzere ( ) 2,  x y x yϕ =  

dönüşümünü tanımlayalım. ( ),  ϕℝ ’ nin öklid uzayı olmadığını gösterelim:  

 Gerçekten ,  ,  x y z∀ ∈ℝ  olmak üzere;  

( ) ( )2 2 2,  2x y z x y z x z y z xyzϕ + = + = + +  

 olur. Ama iç çarpım tanımına göre,  

 ( ) 2 2,  x y z x z y zϕ + = +   

olmalıdır. Bunun için 2 0xyz=  olması gerekir. Buradan 0x =  veya 0y =  veya 0z = ’ dır. 

 Fakat bu şart tüm x, y ve z’ler için sağlanmadığından,    

 ( ) 2 2,  x y z x z y zϕ + ≠ +   

olup, ϕ  iç çarpım değildir. Dolayısıyla ( ),ϕℝ  öklid uzayı değildir. 

 

 Tanım 7: ( )11  ,ϕE  ve ( )22  ,ϕE  öklid uzayları olmak üzere, 21: EEF →  dönüşümü 

için; 

 i) F , birebir ve örten 

 ii) F , lineer 

 iii) ( ) ( )2 1( ),  ( ) ,  F x F y x yϕ ϕ=  

ise ( )11  ,ϕE  ve ( )22  ,ϕE  öklid uzaylarına izomorf denir. 

 

 Önerme 3: ( )11  ,ϕE  ve ( )22  ,ϕE  öklid uzaylarının izomorf olması için gerek ve yeter 

şart 1 2  boy E boy E=  olmasıdır. 
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 Sonuç 1: ( )ϕ ,E  öklid uzayı ve  boy E n=  olsun. O halde ( )ϕ ,E  öklid uzayı,  

( ),  n σℝ  öklid uzayına izomorftur, burada ( )
1

,  
n

i i
i

x y x yσ
=

=∑  (örnek 9). 

 

 Not 1: Bundan sonra ( , ) ,x y x yϕ = 〈 〉ℝ , , nx y∀ ∈ℝ , şeklinde alınacaktır. 

 

 Tanım 8: nE  öklid uzayında nx E∈  için ,x x〈 〉ℝ  sayısına x vektörünün normu 

denir ve x  şeklinde gösterilir. 

 

 Tanım 9: 1=x  ise, x  vektörüne birim vektör denir. 

 

 Tanım 10: nE  öklid uzayında , 0x y〈 〉 =ℝ  ise x  ve y  vektörlerine ortogonal denir 

ve yx ⊥  şeklinde gösterilir. 

 

 Lemma 1: nE ’ de tanımlanan norm aşağıdaki aksiyomları sağlar:  

 ,  nx λ∀ ∈ ∀ ∈ℝ ℝ  için, 

 i)   0≥x  

 ii)  00 =⇔= xx  

 iii) x xλ λ=  

 Đspat: 

 i) 2 2 2
1 2, ... 0nx x x x x x= 〈 〉 = + + + ≥ℝ  

 ii) 2 2 2
1 20 , 0 ... 0 0nx x x x x x x= ⇒ 〈 〉 = ⇒ + + + = ⇒ =ℝ  

00 =⇒= xx  olduğu açıktır. 

 iii) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2,  ... nx x x x x xλ λ λ λ λ λ= 〈 〉 = + + +ℝ  

              ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2... ...n nx x x x x xλ λ λ λ= + + + = + + +  

              2 2 2
1 2 ... nx x x xλ λ= + + + =  ♦                     
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 Tanım 11: ,  0i jx x〈 〉 =ℝ  ve ji ≠  olmak üzere, { }1 2,  ,  ...,  n
mx x x E⊂  sistemine 

ortogonal sistem denir. 

 

 Teorem 2: { }1 2,  ,  ...,  n
mx x x E⊂  ortogonal sistem olsun. Bu takdirde; 

∑∑
==

=
m

i
i

m

i
i xx

1

2
2

1

 (Pisagor Teoremi)’ dir.  

 Đspat: 2m=  alalım. 

2

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

0

,  ,  2 ,  ,  ,  ,  x x x x x x x x x x x x x x x x+ = 〈 + + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℝ ℝ ℝ ℝ ℝ ℝ�����
 

          
2

2

2

1 xx +=  

 m k=  için; 

22

2

2

1

2

21 ...... kk xxxxxx +++=+++  eşitli ği doğru olsun. 

1m k= +  için de doğruluğunu gösterirsek ispat tamamlanır. Şimdi bunu gösterelim: 

2

2

1 2 1 1 1 1... ,  k k k k k

A

x x x x A x A x A x+ + + ++ + + + = + = 〈 + + 〉ℝ�������
 

                                        
2 2

1 1 1 1

0

,  2 ,  ,  k k k kA A A x x x A x+ + + += 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 = +ℝ ℝ ℝ�����
 

                                        
2 2

1 2 1... k kx x x x += + + + +  

                                        
2

1

22

2

2

1 ... +++++= kk xxxx   

 Burada, 1kA x +⊥  

1 1 2 1 1 1, ..... , , ..... , 0k k k k k kA x x x x x x x x x+ + +〈 〉 = 〈 + + + 〉 = 〈 〉 + + 〈 〉 =ℝ ℝ ℝ ℝ  ♦ 

 

 Önerme 4: { }mxxx  ..., , , 21  ortogonal sistem ve mixi  ..., 2, ,1 ,0 =≠  ise mxxx  ..., , , 21  

vektörleri lineer bağımsızdır. 

 Đspat: Farz edelim, bazı 1 2,  ,  ..., mλ λ λ ∈ℝ  için 1 1 2 2 ... 0m mx x xλ λ λ+ + + =  olsun. 

1 1 2 2,  ... ,  i m m i i ix x x x x xλ λ λ λ〈 + + + 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  olur. Burada 0,   1,  2, ..., ix i m≠ =  olduğundan 

,  0i ix x〈 〉 ≠ℝ ’ dır. O halde; 0,   1,  2, ..., i i mλ = =  olur. Bu bize mxxx  ..., , , 21  vektörlerinin 

lineer bağımsız olduğunu gösterir. ♦  
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 Tanım 12: 
0,        

,  
1,         i j ij

i j
x x

i j
δ

≠
〈 〉 = =  =

ℝ ,      mji  ..., 2, ,1 , =  

ise { }1,..., mx x  sistemine ortonormal sistem denir. 

 

 Örnek 11: 2,x y∈ℝ  alalım. 
1

0
x

 
=  
 

 ve 
0

1
y

 
=  
 

 seçelim. Bu takdirde,  

 1 1 2 2,x y x y x y〈 〉 = +ℝ  olduğundan , 1,  , 0,  , 1x x x y y y〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =ℝ ℝ ℝ  olarak bulunur.  

Burada { , }x y  ortonormal bir sistem oluşturur. 

 

 Teorem 3: Keyfi öklid uzayında ortonormal taban vardır. 

  Đspat: E  keyfi bir öklid uzayı  boy E m=  ve { }mxxx  ..., , , 21  bu uzayın bir tabanı 

olsun. { }mxxx  ..., , , 21  vektörleri yardımıyla { }meee  ..., , , 21  ortonormal sistemini elde 

edeceğiz.  

 1) 1m=  için teorem doğrudur. Çünkü 1x  lineer bağımsız olduğundan 01 ≠x  olup; 

1

1
1 x

x
e =  ortonormal tabanı vardır. 

 2) 2m=  alalım. 1 0x ≠  olup; 1
1

1

x
e

x
=  birim vektördür. 2 21 1 2y e xβ= +  seçelim ve 

1 2,  0e y〈 〉 =ℝ  olacak şekilde 21β ’ i bulalım: 

 1 2 1 21 1 2 21 1 1 1 2 21 1 2

1

,  ,  0 ,  ,  0 ,  e y e e x e e e x e xβ β β〈 〉 = 〈 + 〉 = ⇒ 〈 〉 + 〈 〉 = ⇒ = −〈 〉ℝ ℝ ℝ ℝ ℝ�����
 

bulunur. 02 ≠y  olduğunu gösterelim. Bu durumda, 02 =y  ise 1e  ve 2x  vektörleri lineer 

bağımlı olur. Bu ise baştaki seçimimizle çelişir. O halde 02 ≠y  olup; 
2

2
2 y

y
e =  birim 

vektör ve { }1 2,  e e  ortonormal sistemdir. 

 3) mk <  alalım. 121  , ..., , , +kk xxxx  vektörlerinin ilk k  tanesi yardımıyla bunların 

lineer ifadeleri şeklinde keee  ..., , , 21  gibi bir ortonormal sistem elde edildiğini kabul 

edelim. Yani; 
0,                 1

,  
1,                 1i j ij

i j i k
e e

i j j k
δ

≠ ≤ ≤
〈 〉 = =  = ≤ ≤

ℝ ’ dir. 
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 Şimdi bu ortonormal sistemle verilen ( )1+k ’ inci vektör olan 1+kx  yardımıyla 

1 ( 1)1 1 ( 1) 1...k k k k k ky e e xβ β+ + + += + + +  vektörünü tanımlayalım ve buradan,  

 1,  0, 1,  2, ..., k iy e i k+〈 〉 = =ℝ  olacak şekilde ik )1( +β ’ yi bulalım: 

 1 ( 1)1 1 ( 1) 1,  0 ( ... ),  0k i k k k k k iy e e e x eβ β+ + + +〈 〉 = ⇒ 〈 + + + 〉 =ℝ ℝ  

 ( 1) 1

1

,  ,  0k i i i k ie e x eβ + +⇒ 〈 〉 + 〈 〉 =ℝ ℝ�����
 

 ( 1) 1,  k i k ix eβ + +⇒ = −〈 〉ℝ .  

 01 =+ky  olamaz. Çünkü 01 =+ky  ise buradan 1 ( 1)1 1 ( 1)...k k k k kx e eβ β+ + += − − −  olur. 

121  , ..., , , +kk xeee  ve dolayısıyla 121  , ..., , , +kk xxxx  vektörleri lineer bağımlı olurdu. Bu ise 

çelişkidir. Dolayısıyla 01 ≠+ky ’ dır. Böylece 
1

1
1

+

+
+ =

k

k
k y

y
e  alınırsa; 121  , ..., , , +kk eeee  

vektörleri ortonormal bir sistemdir. 

 Bu şekilde devam edilerek { }mxxx  ..., , , 21  vektörleri yardımıyla { }meee  ..., , , 21  

ortonormal sistemi elde edilir. ♦  

 

 Teorem 4: Sonlu boyutlu uzayda, keyfi ortonormal sistem ortonormal tabana kadar 

genişletilebilir. 

 Đspat: E , sonlu boyutlu uzay ve nboyE= , nr <  olmak üzere, { }reee  ..., , , 21  E ’ de 

bir ortonormal sistem olsun. Amacımız { }1 2 1,  ,  ..., ,  ,  ..., r r ne e e e e+  ortonormal taban olacak 

şekilde 1 2,  ,  ..., r r ne e e+ +  elemanları bulmak. nr <  olduğundan, 0≠∃x  için xeee r  , ..., , , 21  

vektörleri lineer bağımsızdır. 1 1 ... r ry e e xλ λ= + + +  vektörünü tanımlayalım. 

,  0,  1,  2, ..., iy e i r〈 〉 = =ℝ  

1 1 ... ,  0r r ie e x eλ λ〈 + + + 〉 =ℝ  

1 1, ... , , 0i r r i ie e e e x eλ λ〈 〉 + + 〈 〉 + 〈 〉 =ℝ ℝ ℝ  

1 1 1 1 1 1

1

, ... , , , ... , , 0i i i i i i i i i i r r i ie e e e e e e e e e x eλ λ λ λ λ− − + +〈 〉 + + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + + 〈 〉 + 〈 〉 =ℝ ℝ ℝ ℝ ℝ ℝ�����
 

,  0 ,  ,  1,  2, ..., i i i ix e x e i rλ λ+ 〈 〉 = ⇒ = −〈 〉 =ℝ ℝ  

elde edilir. 0≠y ’ dır. Çünkü 0=y  ise xeee r  , ..., , , 21  vektörleri lineer bağımlı olurdu.  
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Bu ise baştaki seçimimizle çelişir. Böylece { }reee  ..., , , 21  ortonormal sistemini 
y

y
er =+1  

ile { }121  , ..., , , +rr eeee  ortonormal sistemine genişlettik. Benzer şekilde devam edilerek 

{ }1 2,  ,  ..., ne e e  ortonormal tabanı elde edilir. ♦                    

 

 Teorem 5: E  bir öklid uzayı, { }neee  ..., , , 21  sistemi E ’ de bir ortonormal taban ve 

Ex∈  olsun. 

 Bu takdirde; 1 1 2 2 ... n nx e e eλ λ λ= + + +  öyle ki ,  ,  1,  2, ..., i ix e i nλ = 〈 〉 =ℝ ’ dir. 

 Đspat: { }neee  ..., , , 21 , E ’ de bir taban olduğundan 1 1 2 2 ... n nx e e eλ λ λ= + + +  için  

1 2,  ,  ..., nλ λ λ ∈ℝ  vardır. ,  ix e〈 〉ℝ  iç çarpımını alalım. 

1 1 2 2

1

, ... ,  , ,  1,  2, ..., i n n i i i i ix e e e e e e e i nλ λ λ λ λ〈 〉 = 〈 + + + 〉 = 〈 〉 = =ℝ ℝ ℝ�����
 olur. 

 Böylece, ,i ix eλ = 〈 〉ℝ  olduğunu buluruz. ♦ 

 

 Sonuç 2: E  bir öklid uzayı, E ’ de bir ortonormal taban { }neee  ..., , , 21  olmak üzere 

keyfi Eyx ∈ ,  için aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

 i) 
22 2 2

1 2,  ,  ... ,  nx e x e x e x〈 〉 + 〈 〉 + + 〈 〉 =ℝ ℝ ℝ  

ii) 0 ,  0,  1,  2, ..., ix x e i n= ⇔ 〈 〉 = =ℝ  

 iii) ,  ,  ,  1,  2, ..., i ix y x e y e i n= ⇔ 〈 〉 = 〈 〉 =ℝ ℝ  

 Đspat: 

 i) 1 1 2 2 ... n nx e e eλ λ λ= + + +  ve ,  ,  1,  2, ..., i ix e i nλ = 〈 〉 =ℝ .  

 Pisagor teoremini kullanırsak;  

�

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
1

,
n n n n

i i i i i i
i i i i

x e e x eλ λ λ
= = = =

= = = = 〈 〉∑ ∑ ∑ ∑ ℝ  olur. 

 ii) 0 ,  0,  1,  2, ..., ix x e i n= ⇒ 〈 〉 = =ℝ  

1 1 2 2

1

, 0 ... ,  0 , 0i n n i i i ix e e e e e e eλ λ λ λ〈 〉 = ⇒ 〈 + + + 〉 = ⇒ 〈 〉 =ℝ ℝ ℝ�����
 

0,  1,  2, ...,  0i i n xλ⇒ = = ⇒ =  

 iii)  0 ,  0 ,  ,  i i ix y x y x y e x e y e= ⇒ − = ⇒ 〈 − 〉 = ⇒ 〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ℝ  
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,  ,   i ix e y e x y〈 〉 = 〈 〉 ⇒ =ℝ ℝ  olduğu açıktır. ♦   

  

 Sonuç 3: E  bir öklid uzayı ve { }keee  ..., , , 21  E ’ de bir ortonormal sistem olmak 

üzere keyfi Ex∈  için aşağıdaki ifade doğrudur: 

 
22 2 2

1 2,  ,  ... ,  kx e x e x e x〈 〉 + 〈 〉 + + 〈 〉 ≤ℝ ℝ ℝ  ( Bessel Eşitsizliği ) 

 Đspat: ,  i ix e c〈 〉 =ℝ , ki  ..., 2, ,1=  olarak alalım. 

1 1

0 ,  
k k

i i i i
i i

x c e x c e
= =

≤ 〈 − − 〉∑ ∑ ℝ           

   2 2

1 1 1 1

, 2 , , 2 ,

i

k k k k

i i i i i i
i i i i

c

x x x c e c x x c x e c
= = = =

= 〈 〉 − 〈 〉 + = 〈 〉 − 〈 〉 +∑ ∑ ∑ ∑ℝ ℝ ℝ ℝ���
 

   2 2

1 1

, 2
k k

i i
i i

x x c c
= =

= 〈 〉 − +∑ ∑ℝ ;  
22 2

1 1

0 ,  
k k

i i
i i

x x c c x
= =

≤ 〈 〉 − ⇒ ≤∑ ∑ℝ  ♦              

 

 Teorem 6: Keyfi ,  nx y∈ℝ  için ,  x y x y〈 〉 ≤ℝ  ( Cauchy-Schwarz Eşitsizliği )’ 

dir.  

 Đspat: ,a b∀ ∈ℝ  ve , ;nx y∀ ∈ℝ  

2
, , ,ax by ax by ax by ax ax by by ax by− = 〈 − − 〉 = 〈 − 〉 − 〈 − 〉ℝ ℝ ℝ  

                 , , , ,ax ax ax by by ax ax by= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉ℝ ℝ ℝ ℝ  

                 
2 22 2, ,a x ab x y ab y x b y= − 〈 〉 − 〈 〉 +ℝ ℝ  

                 
2 22 22 ,a x ab x y b y= − 〈 〉 +ℝ  

Burada 
2

a y=  ve ,b x y= 〈 〉ℝ  alırsak, 

                 
2 4 2 22 22[ , ] [ , ]x y x y y x y y= − 〈 〉 + 〈 〉ℝ ℝ  

                 
2 2 2 2( [ , ] )y x y x y= − 〈 〉ℝ  

elde edilir.
2

0ax by− ≥  olduğundan 0y ≠  ise 
2 2 2 2( [ , ] ) 0y x y x y− 〈 〉 ≥ℝ ’ dır. 

Dolayısı ile, 
2 2 2[ , ]x y x y≥ 〈 〉ℝ ’ dir. Her iki tarafın karekökü alınarak ,x y x y≥ 〈 〉ℝ  

elde edilir. 0y =  yani 0y =  ise, , 0x y〈 〉 =ℝ  ve 0x y =  olduğundan, 

,x y x y= 〈 〉ℝ ’ dir. ♦   
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 Teorem 7: Keyfi ,  nx y∈ℝ  için yxyx +≤+  (Minkowski Eşitsizliği)’ dir. 

 Đspat:
2

,  ,  2 ,  ,  x y x y x y x x x y y y+ = 〈 + + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉ℝ ℝ ℝ ℝ  

                          ,  2 ,  ,  yx x x y y≤ 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉ℝ ℝ ℝ  

                          ( )22 2
2x x y y x y≤ + + = +  

 ( ) yxyxyxyx +≤+⇒+≤+ 22
 ♦ 

 

 1.4. Đzometriler ve Ortogonal Dönüşümler    

 

 Tanım 13: X  bir küme olmak üzere :d X X× → ℝ  dönüşümü verilsin. Eğer 

 i) ( ), 0d x y ≥  ve ( ), 0d x y x y= ⇔ =  

 ii) ( ) ( ), ,d x y d y x=  

 iii) ( ) ( ) ( ), , ,d x z d x y d y z≤ +  

özellikleri sağlanıyorsa d ’ ye X  kümesi üzerinde bir metrik, ( ),  X d  ifadesine de metrik 

uzay denir. 

 

 Örnek 12: X = ℝ  alalım. ,  x y∀ ∈ℝ  için ( ),  d x y x y= −  bir metriktir. 

 

 Örnek 13: 2X = ℝ  alalım. 2,  x y∀ ∈ℝ  için 1

2

x
x

x

 
=  
 

 ve 1

2

y
y

y

 
=  
 

 olmak üzere 

( ) ( ) ( )2 2

1 1 2 2,  d x y x y x y= − + −  bir metriktir. 

 

 Örnek 14: nX = ℝ  alalım. ,  nx y∀ ∈ℝ  için 
1

...

n

x

x

x

 
 =  
 
 

 ve 
1

...

n

y

y

y

 
 =  
 
 

 olmak üzere 

( ) ( )2

1

,  
n

i i
i

d x y x y
=

= −∑  bir metriktir. 
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 Sonuç 4: nℝ  Öklid uzayında, ,  nx y∀ ∈ℝ  için ( ) yxyxd −= ,  olmak üzere, 

( ),  n dℝ  bir metrik uzaydır. 

 Đspat: , , nx y z∀ ∈ℝ ; 

 i) ( ) ( )2

1

,  0
n

i i
i

d x y x y x y
=

= − = − ≥∑ ’ dır. 

   ( ),  0d x y =  ⇔  ( ) ( )2

1

,  0
n

i i
i

d x y x y
=

= − =∑  olduğundan ,  1,...,i ix y i n= = ’ dir. 

 ii) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

,  ( , )
n n

i i i i
i i

d x y x y x y y x y x d y x
= =

= − = − = − = − =∑ ∑  

 iii) ( ),  z ( , ) ( , )d x x y y z x y y z d x y d y z= − + − ≤ − + − = +  

Dolayısı ile, ( ),  n dℝ  bir metrik uzaydır. 

 

 Tanım 14: ,  nx y∈ℝ  öklid uzayında iki vektör olmak üzere, ( ) yxyxd −= ,  

ifadesine x  ve y  vektörleri arasındaki uzaklık denir.  

 

 Tanım 15: nℝ  öklid uzayı olmak üzere, ,  nx y∀ ∈ℝ  için ( ) ( )yxdyFxFd  ,)( ),( =  

olan : n nF →ℝ ℝ  dönüşümüne izometri denir. 

 

 Örnek 15: nℝ ’ de öteleme dönüşümünü alalım. ,  nx a∀ ∈ℝ  için axxF +=)(  

dönüşümü için F  bir izometridir. Gerçekten; , nx y∀ ∈ℝ  için, 

( ) ( ) ( )yxdyxayaxayaxayaxdyFxFd  ,)()( ,)( ),( =−=−−+=+−+=++=   

olur. 

 

 Örnek 16: 2ℝ ’ de F  dönme hareketini alalım. F  bir izometridir. Gerçekten 

1 1 2

2 2

'
 ,  '

'

x x
x x

x x

   
∀ = = ∈   

   
ℝ  ve ')( xxF =  olmak üzere, 

 1 1 2

2 1 2

' cos sin
( )

' sin cos

x x x
F x x

x x x

α α
α α

= − 
⇒ == + 

 

 2,x y∀ ∈ℝ  için, 

                2x        'x  
 
                                      
                                        x  
                                            1x  

 

α  
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2
( ) ( ) ( ) ( ),  ( ) ( )F x F y F x F y F x F y− = 〈 − − 〉ℝ  

                         ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2cos sin ,  sin cosx y x y x y x yα α α α= 〈 − − − − + − 〉ℝ  

                         ( ) ( ) 22 2

1 1 2 2 ,  x y x y x y x y x y= − + − = 〈 − − 〉 = −ℝ  

yxyFxF −=− )()(  olup, F  izometridir. 

 

 Örnek 17: Birim dönüşüm izometridir.  

 Gerçekten; , nx y∀ ∈ℝ  için, yxyIxI −=− )()( ’ dir. 

 

 Not 2: nℝ ’ nin tüm izometriler kümesini ( )nIz ℝ  ile gösterelim. ( )nIz ≠ ∅ℝ ’ dir. 

Çünkü, ( )nI Iz∈ ℝ ’ dir.  

 

 Önerme 5: 1 2,  ( )nF F Iz∈ ℝ  olmak üzere ( )1 2 ( )nF F Iz∈� ℝ ’ dir. 

 Đspat: , nx y∀ ∈ℝ  olsun. 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ))( ,)()( ),( 21212121 yFFxFFdyFFxFFd =��  1F ’ in izometri olduğu kullanılarak, 

                                            ( ))( ),( 22 yFxFd=  olur. 2F  de izometri olduğundan, 

                                            ( )yxd  ,=  elde edilir. Bunun anlamı ( )1 2 ( )nF F Iz∈� ℝ ’ dir. ♦    

 

 Sonuç 5: ( )( ),  nIz ℝ �  birimli yarı gruptur yani monoiddir.  

 Đspat: 1 2 3 ,  ,  ( )nF F F Iz∀ ∈ ℝ  olsun. 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) )()()()()( 321321321321321 xFFFxFFFxFFFxFFFxFFF ������ ==== . 

Birim dönüşüm izometri olduğundan, ( )nI Iz∈ ℝ ’ dir. O halde, ( )( ),  nIz ℝ �  monoiddir. ♦      

 

 Önerme 6: Keyfi izometri birebirdir.  

 Đspat: Farz edelim, , nx y∃ ∈ℝ  için )()( yFxF =  olsun. Bu takdirde;  

 F ’ nin izometri olduğu kullanılarak,  

 ( ) yxyxyxyFxFyFxFd =⇒=−⇒−=−= 0)()()( ),(
0
�����

 

bulunur. Bu ise bize F ’ nin birebir olduğunu verir. ♦       
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 Tanım 16: , ,  nx y λ∀ ∈ ∀ ∈ℝ ℝ  için; 

 i ) ( ) )()( yFxFyxF +=+   

 ii ) ( ) ( )F x F xλ λ=  

ise F ’ ye lineer operatör denir 

 

         Örnek 18: I – Birim dönüşüm lineerdir. 

 ( ) ( ) ( )x y x y x yΙ + = + = Ι + Ι  

 ( ) ( )x x xλ λ λΙ = = Ι  

 

   Örnek 19: Dönme dönüşümü lineerdir. 

1 2 1 2( ) cos sin , sin cosD x x x x xα α α α α= 〈 − + 〉ℝ   

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )cos ( )sin , ( )sin ( )cosD x y x y x y x y x yα α α α α+ = 〈 + − + + + + 〉ℝ  

                 1 2 1 2cos sin , sin cosx x x xα α α α= 〈 − + 〉ℝ  

                    1 2 1 2cos sin , sin cosy y y yα α α α+〈 − + 〉ℝ  

                 ( ) ( )D x D yα α= +  

1 2 1 2( ) ( ) cos ( )sin , ( )sin ( )cosD x x x x xα λ λ α λ α λ α λ α= 〈 − + 〉ℝ  

              1 2 1 2( cos sin ), ( sin cos )x x x xλ α α λ α α= 〈 − + 〉ℝ  

              1 2 1 2cos sin , sin cosx x x xλ α α α α= 〈 − + 〉ℝ  

              ( )D xαλ=  

 

   Örnek 20: aT − öteleme dönüşümü lineerdir ⇔  0a = ’ dır. 

   ( ) ( ) ( )a a aT x y T x T y+ = +  

       ( ) ( ) ( )x y a x a y a+ + = + + +  

          x y a x a y a+ + = + + +  

             2 0a a a= ⇔ =  

 

  Tanım 17: : n nF →ℝ ℝ  dönüşümü lineer ve izometri ise F  dönüşümüne lineer 

izometri denir. 
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 Not 3: nℝ ’ nin tüm lineer izometriler kümesini ( )nLIz ℝ  ile gösterelim. 

 

 Örnek 21: 2ℝ ’ deki dönmeler lineer izometridir. 

 

 Önerme 7: 1 2,  ( )nF F LIz∈ ℝ  olmak üzere, ( )1 2 ( )nF F LIz∈� ℝ ’ dir.  

 Đspat: , nx y∀ ∈ℝ  ve λ∀ ∈ℝ  olsun. 

 i ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )()()()()()( 21212212121 yFFxFFyFxFFyxFFyxFF ��� +=+=+=+  

 ii ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )F F x F F x F F x F F xλ λ λ λ= = =� �  

olup, ( )1 2 ( )nF F LIz∈� ℝ ’ dir. ♦         

  

 Sonuç 6: ( )( ),nLIz ℝ � , ( )( ),nIz ℝ � ’ nin bir alt monoididir.  

 

 Önerme 8: Keyfi lineer izometri F  olmak üzere, F ’ nin ters dönüşümü 1−F  vardır 

ve  1−F  de lineer izometridir. 

 Đspat: Önerme 6’ ya göre F  birebirdir. Buna ve önerme 2’ ye göre F  örtendir. 

Bundan dolayı F ’ nin ters dönüşümü 1−F  vardır. 

 , nµ η∀ ∈ℝ  alalım. F  örten olduğundan ,  nx y∈ℝ  vardır öyleki ( )F x µ=  ve 

( )F y η= ’ dır. Buradan 1( )x F µ−=  ve 1( )y F η−=  olur.  

 i) F  lineer olduğundan ( ) )()( yFxFyxF +=+  

( ) ηµηµ +=+ −− )()( 11 FFF ’ dir. 

 Buradan, ( )ηµηµ +=+ −−− 111 )()( FFF  olur. 

 ii) F  lineer olduğundan ( ) ( )F x F xλ λ=  

( )1( )F Fλ µ λµ− = ’ dir. 

 Buradan, 

( )1 1( )F Fλ µ λµ− −=  

olur. O halde, 1−F  lineerdir. Şimdi de 1−F ’ in izometri olduğunu gösterelim: , nµ η∀ ∈ℝ  

alalım. F  örten olduğundan , nx y∈ℝ  vardır öyleki ( )F x µ=  ve ( )F y η= ’ dır. Buradan 

1( )x F µ−=  ve 1( )y F η−=  olur. F  izometri olduğundan, 
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 ηµηµ −=−⇒−=− −− )()()()( 11 FFyFxFyx  

olur, bunun anlamı 1−F  dönüşümünün izometri olduğudur. ♦         

  

 Sonuç 7: ( )( ),nLIz ℝ �  bir gruptur.  

 Đspat: Sonuç 6’ dan ( )( ),nLIz ℝ �  monoiddir. Keyfi elemanın tersi vardır ve o da 

lineer izometri olduğundan ( )( ),nLIz ℝ �  bir gruptur. ♦    

  

 Not 4: nℝ ’ de tüm ötelemelerin oluşturduğu kümeyi ( )nT ℝ  ile gösterelim. Yani 

{ }( ) : ,  ( ) ,  n n n nT F F x x a a= → = + ∈ℝ ℝ ℝ ℝ ’ dir.  

 

 Önerme 9: ( ( ), )nT ℝ �  bir gruptur. 

 Đspat: ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )a b a b a bT x T x T T x x b a x a b T x+= = + + = + + =� ’ dir. Şimdi grup 

aksiyomlarını gösterelim: ,  ,  a b cT T T T∀ ∈  ve ,  ,  na b c∈ℝ  olsun. 

 1) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )a b c a b c a b cT T T x T T T x T T T x= =� � �   

                                   ( )( ) ( )( ) )()( xTTTxTTT cbacba ��� ==       

 2) )()()()()( 00 xTxTxTxTxT aaa == ��  olup, )(0 xT  birim elemandır. 

 3) )()()()()( 0 xTxTxTxTxT aaaa == −− ��  olup, 1( ) ( )a aT x T x−
− = , aT ’ nın tersidir. 

Böylece ( )( ),nT ℝ �  bir gruptur. ♦         

 

 Sonuç 7 ve önerme 9’ dan iki grubumuz var. Şimdi bu iki grup arasındaki ilişkiyi 

inceleyelim: 

 Önerme 10: { }( ) ( )n nLIz T I∩ =ℝ ℝ ’ dır. 

 Đspat: ( )( ) ( )n nF LIz T∈ ∩ℝ ℝ  olsun. Bunun anlamı F  lineer dönüşüm ve aynı 

zamanda ötelemedir. F I=  olduğunu gösterelim: F  öteleme olduğundan na∃ ∈ℝ  için 

( )F x x a= + ’ dır. F  lineer olduğundan ( ) ( ) ( )F x y F x F y+ = + ’ dir. 

( ) ( )F x y x y a+ = + +  ve ( ) ( )( ) ( )F x F y x a y a+ = + + +  yazabiliriz. Burada F ’ nin 



 20 

lineer olduğu kullanılarak sol tarafların eşitli ğinden ( ) ( ) ( )x y a x a y a+ + = + + +  olup 

2a a=  elde edilir. Buradan 0a = ’ dır. Yani ( )F x x=  olup F  birim dönüşümdür. ♦  

 

 Tanım 18: ,  nx y∀ ∈ℝ  için ( ),  ( ) ,  F x F y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  ise : n nF →ℝ ℝ  dönüşümüne 

ortogonal dönüşüm denir. 

 

 Teorem 8: : n nF →ℝ ℝ  dönüşümü için aşağıdaki üç şart denktir: 

 i) F , ortogonal dönüşümdür. 

 ii) F , lineer izometridir. 

 iii) F , izometridir ve ( ) 00 =F ’ dır. 

 Đspat:  

 (i) ⇒ (ii): F , ortogonal dönüşüm olsun. nℝ ’ de { }nee  ..., ,1  ortonormal tabanını 

alalım. O halde,  

 ( ),  ( ) ,  i j i j ijF e F e e e δ〈 〉 = 〈 〉 =ℝ ℝ , nji  ,..., 2, ,1, =  

yazabiliriz. Buradan { })( ..., ),( 1 neFeF  nℝ ’ de ortonormal sistem olur. Keyfi ortonormal 

sistem lineer bağımsız olduğundan { })( ..., ),( 1 neFeF  nℝ ’ de bir taban oluşturur. 

 ,  nx y∀ ∈ℝ  alalım. 

 
1

n

i i
i

x eβ
=

=∑  ve 
1

n

i i
i

y eµ
=

=∑  

şeklinde yazalım. niei  ..., 2, ,1 , =  ortonormal olduğundan, 

 ,  i ix eβ = 〈 〉ℝ  ve ,  i iy eµ = 〈 〉ℝ  ni  ..., 2, ,1=  

yazabiliriz. { })( ..., ),( 1 neFeF  ortonormal taban olduğundan, 

 
1

( ) ( )
n

i i
i

F x F eη
=

=∑  ve 
1

( ) ( )
n

i i
i

F y F eγ
=

=∑   

yazılabilir. Yukarıdakine benzer şekilde  ( ( ),  ( ))i iF x F eη =  ve ( ( ),  ( ))i iF y F eγ = , 

ni  ..., 2, ,1=  eşitlikleri alınır. F ’ nin ortogonal olduğu kullanılarak, 

 ,  ( ),  ( ) ,  1,  2, ..., i i i ix e F x F e i nβ η= 〈 〉 = 〈 〉 = =ℝ ℝ  

 ,  ( ),  ( ) ,  1,  2, ..., i i i iy e F y F e i nµ γ= 〈 〉 = 〈 〉 = =ℝ ℝ  olur.  
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( ) ( )
1 1 1 1

( )
n n n n

i i i i i i i i i
i i i i

F x y F e e F e F eβ µ β µ χ
= = = =

   + = + = + =   
   
∑ ∑ ∑ ∑ ... (1)  olur. Burada, 

( ) ( )
1 1

,  ( ) ,  
n n

i i i i i i i i i i i
i i

F e F e e eχ β µ β µ β µ
= =

 = 〈 + 〉 = 〈 + 〉 = + 
 
∑ ∑ℝ ℝ ’ dır. 

(1) ifadesinden devam edersek; 

( ) ( ) ( )
1 1

( ) , , ( )
n n

i i i i i i
i i

F x y F e x e y e F eβ µ
= =

+ = + = 〈 〉 + 〈 〉∑ ∑ ℝ ℝ  

       ( )
1

( ), ( ) ( ) ( ),  ( ) ( )
n

i i i i
i

F x F e F e F y F e F e
=

= 〈 〉 + 〈 〉∑ ℝ ℝ   

       
1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
n n

i i i i
i i

F x F y

F e F e F x F yη γ
= =

= + = +∑ ∑
����� �����

...(2)’ dır. 

 ,  nx λ∀ ∈ ∀ ∈ℝ ℝ  alalım. Bu durumda 

 ( )
1 1 1

( )
n n n

i i i i i i
i i i

F x F e F e F eλ λ β λβ κ
= = =

   = = =   
   
∑ ∑ ∑ ... (3) olur.  

 Burada, 

 ( ) ( )
1 1

,  ( ) ,  
n n

i i i i i i i i
i i

F e F e e eκ λβ λβ λβ
= =

 = 〈 〉 = 〈 〉 = 
 
∑ ∑ℝ ℝ ’ dır. 

 (3) ifadesinden devam edersek; 

( ) ( )
1 1

( ) , ( )
n n

i i i i
i i

F x F e x e F eλ λβ λ
= =

= = 〈 〉∑ ∑ ℝ  

                      

       ( )
1 1 1

( )

( ),  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

i i i i i i
i i i

F x

F x F e F e F e F e F xλ λη λ η λ
= = =

= 〈 〉 = = =∑ ∑ ∑ℝ

�����

... (4)’ dır.  

 Böylece, (2) ve (4)’ ten F  lineerdir.  

 Şimdi de F ’ nin izometri olduğunu gösterelim: nx∀ ∈ℝ  için, 

 
2 2

( ),  ( ) ,  ( ) ( )F x F x x x F x x F x x〈 〉 = 〈 〉 ⇒ = ⇒ =ℝ ℝ ’ dir.  

F  lineer olduğundan, ,  nx y∀ ∈ℝ  için, 

 ( ) yxyxFyFxF −=−=− )()(  olup, F  izometridir. 

 (ii)⇒ (iii): F  lineer izometri olduğundan F  izometridir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0000000 =⇒+=+= FFFFF  
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 (iii) ⇒ (i): F  izometri ve ( ) 00 =F  olduğundan, nx∀ ∈ℝ  için 

 ( ) xxFxFxF =−=−= 00)()( ’ dir. Buradan, 

 
2 2

( )  ( )  ( ),  ( ) ,  F x x F x x F x F x x x= ⇒ = ⇒ 〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  olur. 

,  nx y∀ ∈ℝ  alalım. F  izometri olduğundan, 

 yxyFxF −=− )()(  

 
22

)()( yxyFxF −=−  

( ) ( ),  ( ) ( ) ,  F x F y F x F y x y x y〈 − − 〉 = 〈 − − 〉ℝ ℝ  

( ),  ( ) 2 ( ),  ( ) ( ),  ( ) ,  2 ,  ,  F x F x F x F y F y F y x x x y y y〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉ℝ ℝ ℝ ℝ ℝ ℝ  

yazabiliriz. ( ),  ( ) ,  F x F x x x〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  ve ( ),  ( ) ,  F y F y y y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  olduğundan, 

2 ( ),  ( ) 2 ,  F x F y x y− 〈 〉 = − 〈 〉ℝ ℝ  elde edilir. Buradan da; ( ),  ( ) ,  F x F y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  olup, F  

ortogonaldır. ♦      

 

 Teorem 9: F , keyfi izometrisi için tek türlü aT  ötelemesi ve H  ortogonal 

dönüşümü vardır öyle ki HTF a �= ’ dir.  

 Đspat: F , nℝ ’ de keyfi izometri olsun. ( ) aF =0  diyelim. aT  ve aT−  ötelemelerini 

göz önüne alalım. ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 000 =−+=== −−− aaaTFTFT aaa �  olup, buradan FT a �−  

bir izometridir ve ( )( ) 00 =− FT a � ’ dır. Bunun anlamı teorem 8’ den FT a �−  ortogonaldır. 

Bunu FTH a �−=  ile gösterelim. 

 ( ) ( ) HTFFFIFTTFTTHT aaaaaa ������� =⇒==== −−  olur. Şimdi tekliğini 

gösterelim:  

 Farz edelim, 1HTF a �=  ve 2HTF b �=  şeklinde iki türlü olsun. Buradan, 

( ) ( ) 2
1

2
11

1 HTTHTTFTH babaa ����� −−− ===  elde edilir. Ortogonal dönüşüm lineer 

olduğundan ( ) ( ) 000 21 == HH  yazılabilir. 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 20 0 0 (0) (0) 0a b a b a b aH T T H T T T T T b− − − −= = = = = +� � �            

                                                   ( ) ( ) 0aT b b a−= = + − = ⇒ b a= ⇒ a bT T= olup, aT  tektir.      

2121 HHHTHTTT aaba =⇒=⇒= ��  olup, H  de tektir. ♦  
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 Sonuç 8: Keyfi F  izometrisi için 1−F  ters dönüşümü vardır ve 1−F  de izometridir. 

 Đspat: HTF a �=  olduğundan ( )11 −−
aTH � ’ in, ( )HTa � ’ nin tersi olduğunu 

gösterirsek 1−F  ters dönüşümünün varlığını göstermiş oluruz. Teorem 8’ e göre H 

ortogonal dönüşüm olduğundan lineer izometridir. Önerme 8’ e göre, keyfi lineer 

izometrinin tersi mevcut olduğundan 1H − ortogonaldir.  

 Bunun için; ( ) ( ) ( ) ITTTHHTTHHT aaaaaa === −−−−− 11111 ������  olur. Şimdi de 

1−F ’ in izometri olduğunu gösterelim: ,  nx y∀ ∈ℝ  için F  izometri olduğundan, 

 ( ) ( ) yxyFFxFFyFxF −=−=− −−−− )()()()( 1111  olup, 1−F  izometridir. ♦    

 

 Sonuç 9: ( )( ),  nIz ℝ �  bir gruptur. 

 Đspat: Sonuç 5’ den ( )( ),nIz ℝ �  monoid ve Sonuç 8’ den ( )nF Iz∀ ∈ ℝ  için 

1 ( )nF Iz− ∈ ℝ  olduğundan, ( )( ),nIz ℝ �  bir gruptur. ♦         

 

   Not 5: ( )nLIz ℝ , tüm lineer izometriler kümesini buradan itibaren )(nO  ile 

işaretliyoruz. 

 

   Tanım 19: )(nO  grubuna ortogonal dönüşümler grubu yada lineer izometriler grubu 

denir. 

 

  Önerme 11: nℝ  öklid uzayı olmak üzere, )(nOF ∈  ve { }nee  ..., ,1  ortonormal sistem 

ise { })( ..., ),( 1 neFeF  de ortonormal sistemdir. 

 Đspat: F  ortogonal dönüşüm olduğundan, ,  nx y∀ ∈ℝ  için ( ),  ( ) ,  F x F y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ’ 

dir. Buradan; ( ),  ( ) ,  i j i j ijF e F e e e δ〈 〉 = 〈 〉 =ℝ ℝ , nji  ..., ,1 , =  olur. ♦   

 

   Önerme 12: F , nℝ ’ de lineer dönüşüm ve bir { }nee  ..., ,1  ortonormal sistemi için 

{ })( ..., ),( 1 neFeF  ortonormal sistem olsun. Bu takdirde F  ortogonaldır. 

   Đspat: ,  nx y∀ ∈ℝ  olmak üzere, 
1 1

,  
n n

i i j j
i j

x x e y y e
= =

= =∑ ∑ , nji  ..., ,1 , =  olsun.  
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n

1 1 1 1

( ),  ( ) ,  ( ),  ( )
n n n

i i j j i i j j
i j i j

F x F y F x e F y e x F e y F e
= = = =

  
〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉  

   
∑ ∑ ∑ ∑ℝ ℝ ℝ  

                   
, 1 1

( ), ( ) ,

ij

n n

i j i j i i
i j i

x y F e F e x y x y

δ
= =

= 〈 〉 = = 〈 〉∑ ∑ℝ ℝ�������
 olup, F  ortogonaldır. ♦ 

 

 Tanım 20: : n nF →ℝ ℝ  lineer dönüşüm, { }nee  ..., ,1  ortonormal sistem olsun.  

1 11 11 1 1 11 1 11 1

1 1 1 1

( ) ...

......................... ( ... )

( ) ...

n n n n

F

n n nn n n n nn n n nn

e eF e a e a e a a a a

F M

F e a e a e e a a e a a

= + +        
       ⇒ = ⇒ =       
       = + +        

… …

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

… …

 

olmak üzere FM  matrisine, { }nee  ..., ,1  ortonormal sistemine göre F ’ nin matrisi denir. 

 

 Önerme 13: : n nF →ℝ ℝ  lineer dönüşüm olsun. F ’ nin ortogonal dönüşüm olması 

için gerek ve yeter şart FM ’ nin ortogonal matris olmasıdır. 

 Đspat: F  ortogonal dönüşüm olsun.  

 ( ),  ( ) ,  i j i j ijF e F e e e δ〈 〉 = 〈 〉 =ℝ ℝ , nji  ..., ,1 , =  olduğundan, 

 
1 1 , 1 1

( ),  ( ) ,  ,  

km

n n n n

i j ik k jm m ik jm k m ik jk ij
k m k m k

F e F e a e a e a a e e a a
δ

δ
= = = =

〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = =∑ ∑ ∑ ∑ℝ ℝ ℝ�����
 olur. 

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2

1 2 1 2

n n

n nT
F F

n n nn n n nn

a a a a a a

a a a a a a
M M

a a a a a a

  
  
  =
  
  
  

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

    

         

1 1 1 2 1
1 1 1

2 1 2 2 2
1 1 1

1 2
1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

n n n

k k k k k nk
k k k

n n n

k k k k k nk
k k k

n n n

nk k nk k nk nk
k k k

a a a a a a

a a a a a a
I

a a a a a a

= = =

= = =

= = =

 
            = = =         

  
 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

⋯
⋯

⋯
⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯
⋯

          olup, 

FM  ortogonaldir. Şimdi tersini gösterelim. Yani T
F FM M I=  olsun.  

( )1 1 1 1( ) ... ( ) ... ( )n n n nF x F x e x e x F e x F e= + + = + +  

( )1 1 1 1( ) ... ( ) ... ( )n n n nF y F y e y e y F e y F e= + + = + +  olmak üzere, 
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1 j 1 1 1 1 1

( ),  ( ) ( ),  ( ) ,  
n n n n n n

i i j j i ik k j jm m
i i k j m

F x F y x F e y F e x a e y a e
= = = = = =

   
〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ℝ ℝ ℝ  

                   
1 1 1 1

,  
n n n n

i ik k j jm m
i k j m

x a e y a e
= = = =

= 〈 〉∑∑ ∑∑ ℝ  

                   
1 1 1 1

,  

km

n n n n

i j ik jm k m
i j k m

x y a a e e
δ= = = =

= 〈 〉∑∑∑∑ ℝ�����
 

                   
1 1 1 1 1 1 1

,  

ij

n n n n n n n

i j ik jk i j ik jk i i
i j k i j k i

x y a a x y a a x y x y

δ

= = = = = = =

 = = = = 〈 〉 
 

∑∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ℝ

�����

  

olup, F  ortogonaldır. ♦   

 

 Önerme 14: nℝ ’ nin keyfi ortonormal sistemleri { }nee  ..., ,1  ve { }nff  ..., ,1  olmak 

üzere, nifeF ii  ..., ,1 ,)( ==  olan tek F  ortogonal dönüşüm vardır. 

 Đspat: { }nee  ..., ,1  ortonormal sistem olduğundan, { }nee  ..., ,1  nℝ ’ de bir tabandır. 

Bundan dolayı; 

( )
1 11 1 1

1 1

...

.......................

...

n n

ij

n n nn n

f a e a e

a

f a e a e

= + + 

⇒ =

= + + 

A  yazabiliriz. : n nF →ℝ ℝ  lineer dönüşümünü göz 

önüne alırsak;  

( )1 1 1 1( ) ... ( ) ... ( )n n n nF x F x e x e x F e x F e= + + = + +  

olduğundan 1( ),  ..., ( )nF e F e ’ ler belirlenirse F  belirlenir. Şimdi 1( ),  ..., ( )nF e F e ’ leri 

aşağıdaki gibi alalım: 

 ( )
1 11 1 1

1 1

( ) ...

.........................

( ) ...

n n

ij

n n nn n

F e a e a e

a

F e a e a e

= + + 

⇒ =

= + + 

A  olup, nifeF ii  ..., ,1 ,)( == ’ dir. 

Önerme 12’ de olduğu gibi F ’nin ortogonal olduğu benzer şekilde gösterilir. Şimdi 

tekliğine geçelim. Farz edelim; ii feF =)(1  ve ii feF =)(2 , ni  ..., ,1=  şeklinde iki türlü 

olsun.  

 Buradan;  

1 1 1
1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i i i i i
i i i

F x F x e x F e x f
= = =

 = = = 
 
∑ ∑ ∑ ... (1) 
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2 2 2
1 1 1

( ) ( )
n n n

i i i i i i
i i i

F x F x e x F e x f
= = =

 = = = 
 
∑ ∑ ∑ ... (2) 

 (1) ve (2)’ den 21 FF =  olup, F  tek türlüdür. ♦   

 

 Önerme 15: A  matrisi ortogonal matris olsun. Bu taktirde det 1= ±A ’ dır. 

 Đspat:  

 T I=A A  

 det( ) detT I=A A  

 det( )det( ) detT I=A A  

 2(det ) 1 det 1= ⇔ = ±A A  olur. 

  

 Not 6: { }( ) ( ) :  det 1O n g O n g− = ∈ = −  ve { }( ) ( ) :  det 1O n g O n g+ = ∈ =  olacak 

şekilde ( ) ( ) ( )O n O n O n− += ∪  , ( ) ( )O n O n+ −∩ = ∅ . 

 

 Not 7: F: n n→ℝ ℝ  lineer dönüşüm { 1 2, ,.... ne e e },  nℝ ’ de bir taban ve ,F eM  de, F’ 

nin  { 1 2, ,.... ne e e }  tabanına göre matrisi olsun. 1 2, ,.... nf f f  tabanını alalım. ,F eM  ve ,F fM  

arasındaki bağlantıyı bulalım. Bunun için, 1 2, ,.... nf f f ’ nin { 1 2, ,.... ne e e } tabanına göre 

ifadesini aldığımızda, 

 
1 11 1 12 2 1

1 1 2 2

....

..........................

....

n n

n n n nn n

f b e b e b e

f b e b e b e

= + + +

= + + +
 olur. 

 det 0≠B  olmak üzere ( ),  , 1,2,...ijb i j n= =B  matrisini alalım. Bunu kullanarak 

1
, ,F f F eM M−= B B  olur. 

1
, ,det( ) det( )F f F eM M−= B B  

         1
,det( )det( )detF eM−= B B  

         ,

1
det( )det

det F eM= B
B
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, ,det( ) det( )F f F eM M=  bulunur. Böylece aralarındaki bağıntı bulunmuş olur. Yani, ,F fM  

matrisinin determinantı, tabana bağlı değildir. Sadece F’ ye bağlıdır. Bundan dolayı, 

det( ,F fM )’ ye F’ nin determinantı denir ve det F olarak gösterilir. 

  

 Önerme 16: ( )O n+ , matrislerde çarpma işlemine göre bir gruptur. 

 Đspat: 1 2,  ( )g g O n+∀ ∈  olsun.  

( ) ��1 2 1 2

1 1

det det det 1g g g g= =  olup, 1 2 ( )g g O n+∈ ’ dir. 

Şimdi grup aksiyomlarına geçelim:  

 1)  1 2 3,  ,  ( )g g g O n+∀ ∈  olsun. ( ) ( )1 2 3 1 2 3g g g g g g=  olduğunu göstermek istiyoruz. 

Ancak ( ) ( )O n O n+ ⊂  olduğundan bu özellik özel olarak sağlanır. 

 2) 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

I

 
 
 
 =
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

 matrisini alalım. ( )I O n∈  ve det 1I =  olduğundan 

( )I O n+∈ ’ dir. ( )g O n+∀ ∈  için gI Ig g= =  olup, ( )I O n+∈  birim elemandır. 

 3)  ( )g O n+∈  alalım. ( )g O n+∈  olduğundan det 1g = ’ dir. det 0g ≠  olduğundan g  

matrisinin tersi vardır ve bunu 1g−  ile işaretleyelim. ( )O n  grup olduğundan, 1 ( )g O n− ∈ . 

Biz 1 ( )g O n−
+∈  olduğunu göstermek istiyoruz. ( )g O n∈  olduğundan 1g g I−⋅ = ’ dır. Bu 

eşitli ğin her iki yanının determinantını alalım.  

( ) � �1 1 1

1 1

det det det det 1 det 1gg I g g g− − −= ⇒ = ⇒ =  olur. Bunun anlamı 1 ( )g O n−
+∈ ’ dir.  

 Böylece ( )O n+  matrislerde çarpma işlemine göre bir gruptur. ♦     

 

 1.5. Ters Simetrik Bilineer Formlar  

 

 Tanım 21 : ℝ reel sayılar cismi, V -ℝ üzerinde 1n ≥  boyutlu keyfi reel vektör uzayı 

ve :g V V× → ℝ  bilineer dönüşüm olmak üzere, ,v w V∀ ∈  için ( ) ( ), ,g v w g w v= −  ise, 

g ’ ye ters-simetrik denir. 
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 Örnek 22: 2ℝ ’ de 1

2

x
x

x

 
=  
 

 ve 1

2

y
y

y

 
=  
 

 için 1 2 2 1( , )f x y x y x y= −  şeklinde 

tanımlanan f  ters simetrik bilineer formdur. 

  

 Örnek 23: 2ℝ ’ de 1

2

x
x

x

 
=  
 

 ve 1

2

y
y

y

 
=  
 

 için 1 2 2 1( , )f x y x y x y= −  şeklinde 

tanımlanan f  ters simetrik bilineer formu, 

 1
1 2 2 1 1 2

2

0 1 0 1
( , ) ( )

1 0 1 0
Ty

f x y x y x y x x x y
y

    
= − = =    − −    

  

şeklindedir. Bu da gösterir kif  ters simetrik bilineer formunun matrisi 
0 1

1 0

 
 − 

’ dır. Bu 

matrisi '0 1

1 0

 
= ℑ − 

 ile gösterelim. 

 

 Önerme 17: 2, nx y∀ ∈ℝ ’ de  

1

1

2

2

...

n

n

x

x

x

x

ξ

ξ

ξ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

, 

1

1

2

2

...

n

n

y

y

y

y

τ

τ

τ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

 olmak üzere, 

1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ  ifadesi ters simetrik bilineer formdur. 

 Đspat: 2, , , , na b x y z∀ ∈ ∀ ∈ℝ ℝ  için  

1

1

2

2

...

n

n

x

x

x

x

ξ

ξ

ξ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

, 

1

1

2

2

...

n

n

y

y

y

y

τ

τ

τ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

, 

1

1

2

1

...

n

n

z

z

z

z

γ

γ

γ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

 alınırsa, 
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1

, (( ) ( ) )
n

i i i i i i
i

ax bz y ax bz a b yτ ξ γ
=

〈 + 〉 = + − +∑ℝ  

                     
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i i i i i i
i

ax bz a y b yτ τ ξ γ
=

= + − −∑  

                     
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i i i i i i
i

ax a y bz b yτ ξ τ γ
=

= − + −∑  

                     
1

n

i i i i i i i i
i

ax a y bz b yτ ξ τ γ
=

= − + −∑  

                     
1

( ) ( )
n

i i i i i i i i
i

a x y b z yτ ξ τ γ
=

= − + −∑  

                     
1 1

( ) ( )
n n

i i i i i i i i
i i

a x b z yτ ξ γ τ γ
= =

= − + −∑ ∑  

                     
1 1

( ) ( ) , ,
n n

i i i i i i i i
i i

a x y b z y a x y b z yτ ξ τ γ
= =

= − + − = 〈 〉 + 〈 〉∑ ∑ ℝ ℝ  

, , ,  ... ( )ax bz y a x y b z y⇒ 〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ∗ℝ ℝ ℝ  elde edilir. 

1

, ( ( ) ( ))
n

i i i i i i
i

x ay bz x a b ay bzτ γ ξ
=

〈 + 〉 = + − +∑ℝ  

                     
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i i i i i i
i

x a x b ay bzτ γ ξ ξ
=

= + − −∑  

                     
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

i i i i i i i i
i i

x a ay x b bzτ ξ γ ξ
= =

= − + −∑ ∑  

                     
1 1

, ,
n n

i i i i i i i i
i i

a x y b x z a x y b x zτ ξ γ ξ
= =

= − + − = 〈 〉 + 〈 〉∑ ∑ ℝ ℝ  

, , ,  ... ( )x ay bz a x y b x z〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ∗∗ℝ ℝ ℝ  elde edilir. 

1 1

, ( ) ( ( )) ,  ... ( )
n n

i i i i i i i i
i i

y x y x x y x yξ τ τ ξ
= =

〈 〉 = − = − − = −〈 〉 ∗∗∗∑ ∑ℝ ℝ  

 ( ),  ( ),  ( )∗ ∗∗ ∗∗∗ ’den 
1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ , 2, nx y∀ ∈ℝ , ifadesi ters simetrik 

bilineer formdur. ♦ 
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 Önerme 18: 2, nx y∀ ∈ℝ ’ de  

1

1

2

2

...

n

n

x

x

x

x

ξ

ξ

ξ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

, 

1

1

2

2

...

n

n

y

y

y

y

τ

τ

τ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

 ve ' 0 1

1 0

 
ℑ =  − 

 olmak üzere, 

1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ  ters simetrik bilineer formunun matrisi, 

' 0 0 0

0 ' 0 0

0 0

0 0

0 0 '

 ℑ
 ℑ 
 
 
 
 ℑ 

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

’ dır. 

 Đspat: 2, nx y∀ ∈ℝ ’ de, 

1

1

2

2

...

n

n

x

x

x

x

ξ

ξ

ξ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

, 

1

1

2

2

...

n

n

y

y

y

y

τ

τ

τ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

 olmak üzere, 

1

1

2

1 1 2
1

0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

, ( ) ( , ,..., , ) 0 1 0 0 0

...0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

n

i i i i n n
i

n

n

y

y

x y x y x x

y

τ

τ ξ ξ ξ τ

τ

=

  
  −   
  
  

〈 〉 = − = −   
  
  
  

  −  

∑ℝ

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

’ dir. 

Burada, '0 1

1 0

 
= ℑ − 

 için tekrar yazılırsa, 
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1

'
1

'
2

1 1 2
1

'

0 0 0

0 0 0

, ( ) ( , ,..., , ) 0 0

...0 0

0 0

n

i i i i n n
i

n

n

y

y

x y x y x x

y

τ

τ ξ ξ ξ τ

τ

=

 
  ℑ    ℑ   〈 〉 = − =       ℑ   
 
 

∑ℝ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

 elde edilir. ♦ 

 

 1.6. Simplektik Grup 

  

 Tanım 22: 2, nx y∀ ∈ℝ  için 
1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ  ifadesi ters simetrik form 

olmak üzere,  eğer 2 2: n nA →ℝ ℝ  dönüşümü ( ), ( ) ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  ise A  dönüşümüne 

simplektik dönüşüm denir. 

 

 Örnek 24: 2 2:A →ℝ ℝ   

                              1 1 1

2 2 2

( ) ,  , , ,
x x xa b

A a b c d
x x xc d

      
→ = ∈      

      
ℝ  

ve 1ad bc− =  olsun. 

  
1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ  ters simetrik formu için ( ), ( ) ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ’ dir. 

Dolayısı ile A  dönüşümü simplektiktir. 

 

 Önerme 19:  2, nx y∀ ∈ℝ  için 
1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ  ifadesi ters simetrik form 

olmak üzere,  eğer 2 2: n nF →ℝ ℝ  simplektik dönüşüm ise det 0F ≠ ’ dır. 

 Đspat: 2 2: n nF →ℝ ℝ  simplektik dönüşüm olduğundan,  

 2, nx y∀ ∈ℝ  için ( ), ( ) ,F x F y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ’ dir. 

' 0 1

1 0

 
ℑ =  − 

 olmak üzere, önerme 18’ den, 
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1

'
1

'
2

1 1 2 2 2
1

'

0 0 0

0 0 0

, ( ) ( , , , ,..., , ) 0 0

...0 0

0 0

n

i i i i n n
i

n

n

y

y

x y x y x x x

y

τ

τ ξ ξ ξ ξ τ

τ

=

 
  ℑ    ℑ   〈 〉 = − =       ℑ   
 
 

∑ℝ

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

 

            

1 1

'
1 1

'
2 2

2 2

'

0 0 0

0 0 0

0 0

... ...0 0

0 0

T

n n

n n

x y

x y

x y

ξ τ

ξ τ

ξ τ

   
    ℑ       ℑ     =             ℑ    
   
   

⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯
�����������

A

’ dir. 

1 1

1 1

2 2

2 2( ), ( ) ( ) ( )

... ...

T

n n

n n

x y

x y

F x F y F F

x y

ξ τ

ξ τ

ξ τ

   
   
   
   
   

〈 〉 =    
   
   
   
   
   

ℝ A  

2 2: n nF →ℝ ℝ  dönüşümüne karşılık gelen matris F  olmak üzere, 

                

                                   

                       

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2( )

... ... ... ...

T

T T

n n n n

n n n n

x y x y

x y x y

x y x y

ξ τ ξ τ

ξ τ ξ τ

ξ τ ξ τ

       
       
       
       
       = =       
       
       
       
       
       

F AF F AF                    

Buradan T
A =F AF ’ dir. 

det (det ) 1n= ℑ =A ’ dir. 

Buradan det 1T =F AF ’ dir. 
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2det det det det (det ) detT T= =F AF F A F F A  

det 1=A  olduğundan, 

2(det ) 1=F  elde edilir. Bu da bize det 0≠F ’ ı verir. ♦                      

                         

 Önerme 20: 2, nx y∀ ∈ℝ  için 
1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ  ifadesi ters simetrik form 

olmak üzere 2 2: n nA →ℝ ℝ  simplektik dönüşümü bileşke işlemine göre bir gruptur. 

 Đspat: 2, , nx y z∀ ∈ℝ  için 
1

, ( )
n

i i i i
i

x y x yτ ξ
=

〈 〉 = −∑ℝ  ifadesi ters simetrik form ve 

1 2,A A  dönüşümleri simplektik olsun. 
?

1 2 1 2( )( ), ( )( ) ,A A x A A y x y〈 〉 =〈 〉ℝ ℝ� � . 

1 2 1 2 1 2 1 2( )( ), ( )( ) ( ( )), ( ( ))A A x A A y A A x A A y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ� �  

1A  simplektik olduğundan, 

                                             2 2( ), ( )A x A y= 〈 〉ℝ  

2A  simplektik olduğundan, 

                                             ,x y= 〈 〉ℝ . 

 Dolayısı ile, 1 2 1 2( )( ), ( )( ) ,A A x A A y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ� � ’dir. 

 1 2 3, ,A A A∀  simplektik dönüşümleri için, 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( ( ))( ), ( ( ))( ) (( )( )), (( )( ))A A A x A A A y A A A x A A A y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ� � � � � �                                                             

                                                                1 2 3 1 2 3( ( ( )), ( ( ( ))A A A x A A A y= 〈 〉ℝ  

                                                                1 2 3 1 2 3( )( ( )), ( )( ( ))A A A x A A A y= 〈 〉ℝ� �  

                                                                1 2 3 1 2 3(( ) )( ), (( ) )( )A A A x A A A y= 〈 〉ℝ� � � � ’dir. 

( ), ( ) ,I x I y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  olduğundan I  birim dönüşümü simplektiktir. 

 Önerme 19’ dan 1det 0A ≠  olduğundan 1
1A−  vardır. 1 1

1 1 1 1A A A A I− −= =� � ’ dir. 

Buna göre 1
1A−  dönüşümü simplektik midir? 

 ( ), ( ) ,I x I y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ , 

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1( )( ), ( )( ) ( ( )), ( ( )) ,A A x A A y A A x A A y x y− − − −〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ℝ� �  

1A  simplektik olduğundan, 1 1
1 1( ), ( ) ,A x A y x y− −〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ’ dir. Böylelikle 1

1A−  simplektiktir. 

⇒  2 2: n nA →ℝ ℝ  simplektik dönüşümü bileşke işlemine göre bir gruptur. ♦ 
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 1.7. Üniter Uzay  

 

 Tanım 23[13]: 'E , ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde vektör uzayı olmak üzere, 

' ' ': E Eϕ × → ℂ  dönüşümü aşağıdaki aksiyomları sağlasın:  

',  ,  ,  x y z E λ∀ ∈ ∀ ∈ℂ  için; 

 1)  ( ) ( ) ( )' ' ',  ,  ,  x y z x z y zϕ ϕ ϕ+ = +       

    2) ( ) ( )' ',  ,  x y x yϕ λ λϕ=  

    3) ( ) ( )' ',  ,  x y y xϕ ϕ=  

 4) ' ( , ) 0x xϕ ≥  

 5) ( )' ,  0 0x x xϕ = ⇔ =  

    Bu şekilde tanımlanan 'ϕ  dönüşümüne 'E  kompleks vektör uzayında skaler (iç) 

çarpım denir. ( )' ',  E ϕ  ikilisine de iç çarpımlı kompleks vektör uzayı denir. 

 

     Tanım 24: Sonlu boyutlu kompleks iç çarpımlı vektör uzayına üniter uzay denir. 

 

     Örnek 25: 'E = ℂ  alalım. ' :ϕ × →ℂ ℂ ℂ , ,  x y∈ℂ  olmak üzere ( )' ,  x y xyϕ =  

dönüşümünü tanımlayalım. ( )',  ϕℂ ’ nin üniter uzay olduğunu gösterelim:  

 ,  ,  ,x y z λ∀ ∈ℂ  olmak üzere; 

 1) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ',  ,  ,  x y z x y z xz yz x z y zϕ ϕ ϕ+ = + = + = +            

 2) ( ) ( ) ( ) ( )' ',  ,  x y x y xy x yϕ λ λ λ λϕ= = =  

 3) ( ) ( )' ',  ,  x y xy yx y xϕ ϕ= = =  

 4) ( ) 2' ,  0x x xx xϕ = = ≥  

 5) ( ) 2' ,  0 0 0 0x x xx x xϕ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

( )'0 ,  0x x xϕ= ⇒ =  olduğu açıktır. 
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    Örnek 26: ' 2E = ℂ  alalım. ' 2 2:ϕ × →ℂ ℂ ℂ , 1 1 2

2 2

,  
x y

x y
x y

   
= = ∈   
   

ℂ  olmak üzere 

( )'
1 1 2 2,  x y x y x yϕ = +  dönüşümünü tanımlayalım. ( )2 ',  ϕℂ ’ nin üniter uzay olduğunu 

gösterelim. Bunun için; 

 1) '
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2( , ) ( ) ( )x y z x y z x y z x z y z x z y zϕ + = + + + = + + +  

                                ' '
1 2 2 2 1 2 2 2( ) ( ) ( , ) ( , )x z x z y z y z x z y zϕ ϕ= + + + = +   

 2) ' '
1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( , )x y x y x y x y x y x yϕ λ λ λ λ λϕ= + = + =  

 3) ' '
1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y x y y x y x y xϕ ϕ= + = + =  

 4) 
2 2'

1 2( , ) 0x x x xϕ = + ≥  

 5) 
2 2'

1 2 1 2( , ) 0 0, 0 0x x x x x x xϕ = + = ⇔ = = ⇔ =  

olduğundan ( )2 ',  ϕℂ  üniter uzaydır. 

  

 Örnek 27: ' nE = ℂ  alalım. ' : n nϕ × →ℂ ℂ ℂ , 

1 1

2 2,  
... ...

n

n n

x y

x y
x y

x y

   
   
   = = ∈
   
   
   

ℂ  olmak üzere 

( )'

1

,  
n

i i
i

x y x yϕ
=

=∑  dönüşümünü tanımlayalım. ( )',  n ϕℂ  üniter uzaydır. 

  

 Örnek 28: 'E = ℂ  alalım. ' :ϕ × →ℂ ℂ ℂ , ,  x y∈ℂ  olmak üzere ( ) 2,  x y x yϕ ′ =  

dönüşümünü tanımlayalım. ( )',  ϕℂ ’ nin üniter uzay olmadığını gösterelim:  

 Gerçekten ,  ,  x y z∀ ∈ℂ  olmak üzere;  

 ( ) ( )2' 2 2,  2x y z x y z x z y z xyzϕ + = + = + +  olur. Ama iç çarpım tanımına göre 

( )' 2 2,  x y z x z y zϕ + = +  olmalıdır. Bunun için 2 0xyz=  olması gerekir. Buradan 0x =  

veya 0y =  veya 0z = ’ dır. Fakat bu şart tüm , ,x y z ’ ler için sağlanmadığından,   

( )' 2 2,  x y z x z y zϕ + ≠ +  olup, 'ϕ  iç çarpım değildir. Dolayısıyla ( )',  ϕℂ  üniter uzay 

değildir. 
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 Tanım 25: Aşağıdaki özellikleri sağlayan : n nF →ℂ ℂ  dönüşümüne lineer operatör 

denir. 

i ) 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ), , nF z z F z F z z z+ = + ∈ℂ  

ii ) ( ) ( ),  ,  nF z F z zλ λ λ= ∈ ∈ℂ ℂ  

 

 Not 8: Başka lineerlik kavramları da kullanıldığından bu durumdaki operatöre 

lineer−ℂ  diyeceğiz. 

 

 Tanım 26: ( )' '
1 1,  E ϕ  ve ( )' '

2 2,  E ϕ  üniter uzaylar olmak üzere, ' '
1 2:F E E→  

dönüşümü için; 

 i) F , birebir ve örten 

 ii) F , lineer 

 iii) ( ) ( )' '
2 1( ),  ( ) ,  F x F y x yϕ ϕ=  

ise ( )' '
1 1,  E ϕ  ve ( )' '

2 2,  E ϕ  üniter uzaylarına izomorf denir. 

 

 Önerme 21[10]: ( )' '
1 1,  E ϕ  ve ( )' '

2 2,  E ϕ  üniter uzaylarının izomorf olması için gerek 

ve yeter şart ' '
1 2  boy E boy E=  olmasıdır. 

 Đspat: ' '
1 2,E E  uzayları, n boyutlu iki üniter uzay olsun. '1E  uzayında 1,..., nl l  temel 

sistemini, '
2E  uzayında ise ' '

1 ,..., nl l  temel sistemini göz önüne alınsın. Her bir  

1 1 ... n nx c l c l= + +  vektörüne, 

' ' '
1 1 ... n nx c l c l= + +  vektörü karşı düşürsün....( )∗  

 '
1E  uzayı ile '

2E  uzayı arasında oluşturulan bu tür karşı düşürmelere, birebir karşı 

düşürme adı verilir. Gerçekten, 1,..., nl l  temel sistemi '
1E  uzayında lineer bağımsız olduğu 

için, her bir x  vektörünün açılımı tektir. Benzer şekilde, ' '
1 ,..., nl l  temel sistemi '

2E  

uzayında lineer bağımsız olduğu için ,  ' ' '
1 1 ... n nx c l c l= + +  açılımı da vardır ve tektir. 

Dolayısı ile aynı 1,..., nc c  katsayılarını kullandıkları için, her bir '
1x E∈  elemanına bir ve 

yalnız bir tek ' '
2x E∈  elemanı karşılık düşer. 
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 Öte yandan, her bir  '
1y E∈  vektörü, bir 1 1 ... n ny d l d l= + +  açılımına sahip olduğu 

için ( )∗ ’ dan  

1 1 1( ) ... ( )n n nx y c d l c d l+ = + + + +  eşitli ği elde edilir. Bu durumda bir ' '
2y E∈  vektörünün 

' ' '
1 1 ... n ny d l d l= + +  açılımından, 

' ' ' '
1 1 1( ) ... ( )n n nx y c d l c d l+ = + + + +  eşitli ği elde edilir. Diğer bir deyişle ' 'x y x y+ ↔ +  

bağıntısı sağlanır. 

 Her bir α  sayısı için, 

1 1 ... n nx c l c lα α α= + + , 

' ' '
1 1 ... n nx c l c lα α α= + + , eşitliklerinden 'x xα α⋅ ↔ ⋅  bağıntısı elde edilir. 

'
1 1 1 1

, 1 1

( , ) ( ... )( ... )
n n

n n n n i j ij i i
i j i

x y c l c l d l d l c d c dϕ δ
= =

= + + + + = =∑ ∑  

' ' ' ' ' ' '
1 1 1 1

, 1 1

( , ) ( ... )( ... )
n n

n n n n i j ij i i
i j i

x y c l c l d l d l c d c dϕ δ
= =

= + + + + = =∑ ∑  

 eşitliklerinden ' ' ' '( , ) ( , )x y x yϕ ϕ↔  bağıntısı elde edilir. 

 Böylece ' '
1 2E E↔  sonucuna ulaşılır. 

 

 Sonuç 10: ( )' ',  E ϕ  üniter uzay ve ' boy E n=  olsun. O halde ( )' ',  E ϕ  üniter uzayı, 

( )',  n σℂ  üniter uzayına izomorftur. Burada '
1

( , )
n

i i
i

x y x yσ
=

=∑ ’ dir. 

 

 Not 9: Bundan sonra '

1

( , ) ,
n

i i
i

x y x y x yσ
=

= 〈 〉 =∑ℂ  şeklinde alınacaktır. 

 

 Tanım 27: nℂ  üniter uzayında nx∈ℂ  için ,  x x
ℂ

 sayısına x vektörünün normu 

denir ve x  şeklinde gösterilir. 

 

 Tanım 28: 1=x  ise, x  vektörüne birim vektör denir. 
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 Lemma 2: nℂ ’de tanımlanan norm aşağıdaki aksiyomları sağlar:  

,  nx λ∀ ∈ ∀ ∈ℂ ℂ  için, 

 i)   0≥x  

 ii)  00 =⇔= xx  

 iii) x xλ λ=  

 Đspat: 

 i)   
2 2 2

1 2,  ... 0nx x x x x x= = + + + ≥
ℂ

 

 ii)  
2 2 2

1 20 ,  0 ... 0 0nx x x x x x x= ⇒ = ⇒ + + + = ⇒ =
ℂ

 

0 0x x= ⇒ =  olduğu açıktır. 

 iii) 
2 2 2

1 2,  ... nx x x x x xλ λ λ λ λ λ= = + + +
ℂ

 

              ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2... ...n nx x x x x xλ λ λ λ= + + + = + + +  

              
2 2 2

1 2 ... nx x x xλ λ= + + + =  ♦                     

 

 Tanım 29: 
0,        

,  
1,         i j ij

i j
x x

i j
δ

≠
= =  =ℂ

, mji  ..., 2, ,1 , =  ise sisteme ortonormal 

sistem denir. 

 

 Örnek 29: 2,x y∈ℂ  alalım.
1

0
x

 
=  
 

 ve 
0

1
y

 
=  
 

 seçelim. Bu takdirde, 

1 1 2 2,x y x y x y〈 〉 = +ℂ  olduğundan , 1,  , 0,  , 1x x x y y y〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =ℂ ℂ ℂ  olarak bulunur. 

Burada { , }x y  ortonormal bir sistem oluşturur. 

               

 Teorem 10: E  bir üniter uzay, { }neee  ..., , , 21  sistemi E ’ de bir ortonormal taban ve 

Ex∈  olsun. Bu takdirde; 1 1 2 2 ... n nx e e eλ λ λ= + + +  öyle ki ,  i ix eλ =
ℂ

,  1,  2, ..., i n= ’ 

dir. 

 Đspat: { }neee  ..., , , 21 , E ’ de bir taban olduğundan 1 1 2 2 ... n nx e e eλ λ λ= + + +  için  

1 2,  ,  ..., nλ λ λ ∈ℝ  vardır. ,  ix e
ℂ

 iç çarpımını alalım. 
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 1 1 2 2

1

,  ... ,  ,  ,  1,  2, ..., i n n i i i i ix e e e e e e e i nλ λ λ λ λ= + + + = = =
ℂ ℂ ℂ�����

 olur. 

 Böylece, ,  i ix eλ =
ℂ

 olduğunu buluruz.♦ 

 

 Teorem 11: ,  nx y∀ ∈ℂ  için ,  x y x y≤
ℂ

 ( Cauchy-Schwarz Eşitsizliği )’dir.  

 Đspat: ,a b∀ ∈ℂ  ve ,  ;nx y∀ ∈ℂ  

2
, , ,ax by ax by ax by ax ax by by ax by− = 〈 − − 〉 = 〈 − 〉 − 〈 − 〉ℂ ℂ ℂ  

                 , , , ,ax ax ax by by ax ax by= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ  

                 
2 2 2 2

, ,a x ab x y ab y x b y= − 〈 〉 − 〈 〉 +ℂ ℂ  

                 { }2 2 2 2
2Re ,a x ab x y b y= − 〈 〉 +ℂ  

Burada 
2

a y=  ve ,b x y= 〈 〉ℂ  alırsak, 

                 
2 4 2 2 2 2

2 , ,x y x y y x y y= − 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ  

                 
2 2 2 2
( , )y x y x y= − 〈 〉ℂ  elde edilir. 

2
0ax by− ≥  olduğundan, 

2 2 2 2
( , ) 0y x y x y− 〈 〉 ≥ℂ ’ dır. Dolayısı ile, 0y ≠  ise 

2 2 2
,x y x y≥ 〈 〉ℂ ’ dir. Her iki tarafın karekökü alınarak ,x y x y≥ 〈 〉ℂ  elde edilir. 

0y =  yani 0y =  ise,  ,  0x y =
ℂ

 ve 0x y =  olduğundan, ,  x y x y=
ℂ

’ dir. ♦  

                

 Teorem 12: Keyfi ,  nx y∈ℂ  için yxyx +≤+  (Minkowski Eşitsizliği)’ dir. 

 Đspat:  
2

,  ,  ,  , ,  x y x y x y x x x y y x y y+ = + + = + + 〈 〉 +ℂℂ ℂ ℂ ℂ
 

              ,  ,  , ,  x x x y x y y y= + + 〈 〉 +ℂℂ ℂ ℂ
 

        ,  ,  ,  ,  x x x y x y y y≤ + + +
ℂ ℂ ℂ ℂ

 

        
2 2

2 ,x x y y= + 〈 〉 +ℂ                                                                                                                                                          

       ( )22 2
2x x y y x y≤ + ⋅ + = +  

( ) yxyxyxyx +≤+⇒+≤+ 22
 ♦ 
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 1.8. Üniter Dönüşümler, Üniter matrisler ve U(n), SU(n) Grupları 

 

 Teorem 13[5]: Bir n boyutlu−  kompleks iç çarpım uzayı V  olsun. Bir 

( , )A Hom V V∈  ve ;x V∀ ∈  ( ), 0 0A x x A〈 〉 = ⇒ =ℂ ’ dır. 

 Đspat: , ;x y V∀ ∈ ,  x y x y V+ − ∈ ’ dir. Hipotez gereğince, 

 ( ), 0A x y x y〈 + + 〉 =ℂ  

( ), 0A x y x y〈 − − 〉 =ℂ ’ dır. 

( ), ( ) ( ),A x y x y A x A y x y〈 + + 〉 = 〈 + + 〉ℂ ℂ  

                              ( ), ( ), ( ), ( ), 0A x x A x y A y x A y y= 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 =ℂ ℂ ℂ ℂ  

( ), ( ) ( ),A x y x y A x A y x y〈 − − 〉 = 〈 − − 〉ℂ ℂ  

                              ( ), ( ), ( ), ( ), 0A x x A x y A y x A y y= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 =ℂ ℂ ℂ ℂ  

 Bu iki eşitli ği taraf tarafa çıkarırsak, 

( ), ( ), 0...( )A x y A y x〈 〉 + 〈 〉 = ∗ℂ ℂ  elde edilir. Bu eşitlik y V∀ ∈  için doğru olduğundan ve 

y  yerine iy  alındığı zaman da doğru kalacağından,  

( ), ( ), 0...( )i A x y i A y x− 〈 〉 + 〈 〉 = ∗∗ℂ ℂ  elde edilir. ( )∗  “i” ile çarpılır ( )∗∗  ile taraf tarafa 

toplanırsa ,x y V∀ ∈  için ( ), 0A y x〈 〉 =ℂ  bulunur.  

 Belli bir y ’ ye karşılık bütün x V∈ ’ ler için bu eşitlik doğru olacağından ( )x A y=  

için de doğrudur. O halde ( ), ( ) 0A y A y〈 〉 =ℂ  olur. Đç çarpımın pozitif tanımlı olmasından 

y V∀ ∈  için ( ) 0A y =  olur ki bu da 0A =  olmasını gerektirir. ♦ 

 

 Önerme 22: { }1,..., ne e , V  kompleks iç çarpım uzayının bir ortonormal bazı olsun. 

Herhangi u V∈ ; 

 1 1, ... , n nu u e e u e e= 〈 〉 + + 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

 Đspat: u V∀ ∈ ; 1 1 ... n nu a e a e= + + , 1,..., na a ∈ℂ ’ dir. 

1 1 1 1 1 1 1, ... , , ... ,n n n n nu e a e a e e a e e a e e〈 〉 = 〈 + + 〉 = 〈 〉 + + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ  

{ }1,..., ne e , V  kompleks iç çarpım uzayının bir ortonormal bazı olduğundan, 

             1 11 ... 0na a a= + + =  bulunur. 

1,...,i n=  için benzer şekilde, 
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1 1 1 1, ... ... , , ... , ... ,i i i n n i i i i i n n iu e a e a e a e e a e e a e e a e e〈 〉 = 〈 + + + + 〉 = 〈 〉 + + 〈 〉 + + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ ℂ  

             10 ... 1 ... 0i n ia a a a= + + + + =  bulunur. 

 Dolayısı ile, 1,...,i n=  için ia ’ ler yerine , iu e〈 〉ℂ ’ ler konulduğunda,  

 1 1, ... , n nu u e e u e e= 〈 〉 + + 〈 〉ℂ ℂ  elde edilir. 

 

 Tanım 30[9]: V , ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.  

 Bir :VΩ → ℂ  dönüşümü, ,u v V∀ ∈  ve ,a b∈ℂ  için ( ) ( ) ( )au bv a u b vΩ + = Ω + Ω  

olarak yazılabiliyorsa Ω ’ ye bir lineer fonksiyonel veya lineer form denir. 

 

 Örnek 30: V , ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.  

 Bir :Vϒ → ℂ  dönüşümünü v V∀ ∈  için ( ) ,v v uϒ = 〈 〉ℂ  ile tanımlayalım. :Vϒ → ℂ  

dönüşümü bir lineer fonksiyoneldir. 

 Çözüm: 1 2,v v V∀ ∈  ve ,a b∈ℂ  için, 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) , , , ( ) ( )av bv av bv u a v u b v u a v b vϒ + = 〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 = ϒ + ϒℂ ℂ ℂ ’ dir. 

 Dolayısı ile ϒ  dönüşümü bir lineer fonksiyoneldir. 

 

 Teorem 14[9]: Sonlu boyutlu bir V  kompleks iç çarpım uzayında bir lineer 

fonksiyonel Ω  olsun. Bu durumda, v V∀ ∈  için ( ) ,v v uΩ = 〈 〉ℂ  olacak şekilde tek bir 

u V∈  vektörü vardır. 

 Đspat: Sonlu boyutlu V  iç çarpım uzayının bir ortonormal bazı { }1,..., ne e  olsun. 

1 1( ) ... ( )n nu e e e e= Ω + + Ω  eşitli ğini alalım. 

 ϒ , V  üzerinde v V∀ ∈  için ( ) ,v v uϒ = 〈 〉ℂ  ile tanımlanan bir lineer fonksiyonel 

olsun. Bu durumda, 1,...,i n=  için, 

 1 1( ) , , ( ) ... ( ) ( )i i i n n ie e u e e e e e eϒ = 〈 〉 = 〈 Ω + + Ω 〉 = Ωℂ ℂ  olur. 

 Ω  ve ϒ  baz vektörleri aynı olduğundan Ω = ϒ  elde edilir. 

 Şimdi kabul edelim ki, 'u , V ’ de v V∀ ∈  için '( ) ,v v uΩ = 〈 〉ℂ  olacak şekilde bir 

başka vektör olsun. Bu durumda, ', ,v u v u〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  veya ', 0v u u〈 − 〉 =ℂ ’ dır. Özel olarak, 

bu  'v u u= −  için de doğrudur. Böylece ' ', 0u u u u〈 − − 〉 =ℂ ’ dır. Bu ise ' 0u u− =  yani 

'u u=  olmasını gerektirir. O halde bir u  vektörü, iddia edildiği gibi, tektir. 
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 Tanım 31: V  ve W ,ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde birer vektör uzayı olsunlar.  

 Bir :L V W→  dönüşümü, ,v u V∀ ∈  ve ,a b∈ℂ  için, ( ) ( ) ( )L au bv aL u bL v+ = +  

olarak yazılabiliyorsa bir lineer operatör form denir. 

  

 Teorem 15: Sonlu boyuttaki bir V  kompleks iç çarpım uzayında bir lineer operatör 

A  olsun. Bu durumda ,v u V∀ ∈  için, ( ), , ( )A u v u A v∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  olacak şekilde bir A∗  lineer 

operatörü mevcuttur.  

 Eğer A , V ’ nin bir ortonormal { }1,..., ne e  bazına göre A ’ nin bir matrisi ise A ’ 

nın eşlenik transpozesi ∗
A  da A∗ ’ ın { }1,..., ne e  bazındaki matrisidir. 

 Đspat: Sonlu boyutlu, bir V kompleks iç çarpım uzayında bir lineer operatör A  

olsun. Đlk önce A∗ ’ ı tanımlayalım. v , V ’ nin keyfi fakat sabit elemanı olsun. 

( ),u A u v→ 〈 〉ℂ , V ’ de bir lineer fonksiyoneldir. Böylece teorem 14’ ten bir tek 'v V∈  

vardır, öyle ki u V∀ ∈  için '( ), ,A u v u v〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dür. 

 :A V V∗ →  dönüşümünü '( )A v v∗ =  ile tanımlayalım. 

 Bu durumda, ,v u V∀ ∈  için ( ), , ( )A u v u A v∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

 Herhangi ,u v V∈  ve ,a b∈ℂ  için, 

1 2 1 2 1 2, ( ) ( ), ( ), ( ),u A av bv A u av bv a A u v b A u v∗〈 + 〉 = 〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ   

                               1 2 1 2, ( ) , ( ) , ( ) , ( )a u A v b u A v u aA v u bA v∗ ∗ ∗ ∗= 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ ’ dir. 

Fakat bu u V∀ ∈  için doğru olduğundan,  

 1 2 1 2( ) ( ) ( )A av bv aA v bA v∗ ∗ ∗+ = + ’ dir. O halde A∗  lineerdir. 

{ }1,..., ne e  bazında A  ve A∗ , temsil eden matrisleri, sırası ile ( )ija=A  ve ( )ijb=B  ise, 

( ),ij j ia A e e= 〈 〉ℂ  ve ( ),ij j ib A e e∗= 〈 〉ℂ  şeklinde verilir. Böylece, 

 ( ), , ( ) ( ),ij j i i j i j jib A e e e A e A e e a∗ ∗= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =ℂ ℂ ℂ  olur. 

 O halde iddia edildiği gibi ∗=B A ’ dır. 

 

 Tanım 32: Bir V kompleks iç çarpım uzayında tanımlı bir A  lineer operatörü, 

,v u V∀ ∈  için ( ), , ( )A u v u A v∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  özelliğine sahip bir A∗  operatörüne  sahipse, A∗  

operatörüne A ’ nin ekidir ( ek operatörüdür ) denir. 
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 Örnek 31: 3ℂ  içindeki A  lineer operatör şöyle tanımlansın: 

 

2 2 0

( ) 5 0 1 5

(1 ) 3 1 1 3

x x iy i x

A y y iz i y

z x i y z i z

+      
      = − =      
      + − + −      

 

 Buna göre, 

2

( ), 5

(1 ) 3

T
x a x iy a

A y b y iz b

z c x i y z c

+       
       〈 〉 = −       
       + − +       

ℂ  

                         (2 ) ( 5 ) ( (1 ) 3 )a x iy b y iz c x i y z= + + − + + − +  

                         (2 ) ( (1 ) ) (5 3)x a c y ai b i c z ib= + + + + − + +  

                         

2 2

(1 ) , (1 )

5 3 5 3

T
x a c x a c

y ai b i c y ai b i c

z ib z ib

+ +       
       = − + + + = 〈 − + + + 〉       
       − + − +       

ℂ  

 Böylelikle, 

2 2 0 1

( ) (1 ) 1 1

5 3 0 5 3

a a c a

A b ai b i c i i b

c ib i c

∗

+      
      = − + + + = − +      
      − + −      

 elde edilir. 

 

 Tanım 33: V  sonlu boyutlu bir kompleks iç çarpım uzayı olsun. Bir ( , )A Hom V V∈  

dönüşümü ve , ;x y V∀ ∈  

 ( ), ( ) ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  ise A  dönüşümüne üniterdir denir. 

 

 Örnek 32: 2 2:A →ℂ ℂ  

                               
1 2

1 1

2 2

1 2

3 2 2

4 4( )
2 2 3

4 4

i i
x xx x

A
x x i i

x x

 + −−      → =     − −    + 
 

 

dönüşümü üniterdir. 

 Çözüm: 1 1 2

2 2

,
x y

x y

   
∀ ∈   
   

ℂ ; 
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1 2 1 2
1 1

2 2

1 2 1 2

3 2 2 3 2 2

4 4 4 4( ), ( ) ,
2 2 3 2 2 3

4 4 4 4

i i i i
x x y yx y

A A
x y i i i i

x x y y

   + − + −− −          〈 〉 = 〈 〉       − − − −    + +   
   

ℂ ℂ  

                                  
1 2 1 2

1 2 1 2

3 2 2 3 2 2

4 4 4 4

2 2 3 2 2 3

4 4 4 4

T

i i i i
x x y y

i i i i
x x y y

   + − + −− −   
   =
   − − − −+ +   
   

 

                                  
1 2 1 2

1 2 1 2

3 2 2 3 2 2

4 4 4 4

2 2 3 2 2 3

4 4 4 4

T

i i i i
x x y y

i i i i
x x y y

   + − − +− −   
   =
   − − + ++ +   
   

 

                                  1 1 1 1

2 2 2 2

,
T

x y x y

x y x y

       
= = 〈 〉       
       

ℂ  

⇒  A  dönüşümü üniterdir. 

 

 Teorem 16[5]: V  kompleks iç çarpım uzayı olsun. Bir ( , )A Hom V V∈  dönüşümü 

üniterdir ⇔  A A I∗ =� ’ dır. 

 Đspat: ( ) :⇒  A  lineer dönüşümü üniter olsun. , ;x y V∀ ∈  

( ), ( ) ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

, ( ( )) ,x A A y x y∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

, ( )( ) ,x A A y x y∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ�  olur. 

, ( ) ( ) 0x A A I y∗ 〈 − 〉 =  ℂ�  

y V∀ ∈  için doğru olan bu ifade y x=  için de doğrudur. 

Teorem 13’ den 0A A I∗ − =�  veya A A I∗ =�  elde edilir. 

 ( ) :⇐ A A I∗ =�  olsun. 

, , ( )x y x I y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

, , ( )( )x y x A A y∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ�  

, , ( ( ))x y x A A y∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

, ( ), ( )x y A x A y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  sonucu elde edilir. Dolayısı ile A  üniterdir. ♦ 
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 Not 10: ( , ) ( , )Hom V V M n n→ × ℂ  izomorfizminde ( , )A Hom V V∈  lineer 

dönüşümüne karşılık gelen matris A  ise A∗ ’ a karşılık gelen matris ∗
A  olur. Böylece , 

 , ,x y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂA A  

 nI∗ ∗= =AA A A  

 1∗ −=A A  ifadeleri yazılabilir. 

 

 Tanım 34: A  dönüşümü üniter ise A  matrisine de üniter matris denir. 

 

 Örnek 33: 2 2:A →ℂ ℂ  

                              
1 2

1 1

2 2

1 2

3 2 2

4 4( )
2 2 3

4 4

i i
x xx x

A
x x i i

x x

 + −−      → =     − −    + 
 

 

üniter dönüşümünün matrisi, 

 1 1

2 2

3 2 2

4 4( )
2 2 3

4 4

i i
x x

A
x xi i

 + −−     =    − −   
 
 �����������

A

 elde edilir. A  matrisi üniterdir. 

 

 Teorem 17[5]: V  sonlu boyutlu bir kompleks iç çarpım uzayı olsun. ( , )A Hom V V∈  

ise aşağıdaki önermeler karşılıklı olarak eşdeğerdir: 

 (i) A  üniterdir. 

 (ii) V ’ deki normları A  korur,yani, x V∀ ∈  için ( )A x x= . 

 (iii) x V∀ ∈  birim vektörü için ( )A x  de birim vektördür. 

 Đspat:  

 (i) ⇒  (ii): y V∀ ∈ için doğru olan ( ), ( ) ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  ifadesi y x=  için de 

doğru olacağından ( ), ( ) ,A x A x x x〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  elde edilir. Bu da x V∀ ∈  için 
2 2

( )A x x= . 

 (ii) ⇒  (i): x V∀ ∈  için ( )A x x=  olduğu  kabul edilirse normun tanımından, 

( ), ( ) ,A x A x x x〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  elde edilir. Buradan , ( )( ) ,x A A x x x∗〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ�  veya A A I∗ =�  

elde edilir. Bu da A ’nın üniter olduğunu gösterir. 
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 (i) ⇒  (iii): A  üniter ise A A I∗ =�  alınabilir. x V∈  birim vektör ise  

, 1x x〈 〉 =ℂ  

, ( ) 1x I x〈 〉 =ℂ  

, ( )( ) 1,x A A x I A A∗ ∗〈 〉 = =ℂ� �  

( ), ( ) 1A x A x〈 〉 =ℂ  

( ) 1A x = elde edilir ki bu da x ’ in resminin de birim olduğunu gösterir. 

 (iii) ⇒  (i): 1x =  için, ( ) 1A x =  olduğu kabul edilirse 

( ), ( ) 1A x A x〈 〉 =ℂ  

( ), ( ) ,A x A x x x〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  yazılabilir.Buradan sol taraf 

 şeklinde yazılabilir ve x V∀ ∈  için,  

, ( )( ) 0x A A I x∗〈 − 〉 =ℂ�  elde edilir ki bu da teorem 13’ den 0A A I∗ − =�  veya A A I∗ =�  

sonucunu verir. ♦ 

 

 Teorem 18[5]: V bir kompleks iç çarpım uzayı ve ( , )A Hom V V∈  bir üniter 

dönüşüm olsun. 

 1. A ’ nın her bir karakteristik değerinin modülü 1’ dir. 

 2. A ’ nın determinantının modülü +1’ dir. 

 3. V ’ nin bütün üniter dönüşümlerinin cümlesi çarpma işlemine göre bir gruptur. 

 4. V ’ nin determinantı 1 olan bütün üniter dönüşümlerinin cümlesi bir altgruptur. 

 Đspat: 

 1. x V∈  ve 0x ≠  olmak üzere ( )A x xλ=  olsun. A  üniter olduğundan  

( )x A x x xλ λ= = =  yazılabilir. Bu da 1λ =  olmasını  gerektirir. 

 2. A ’ ya karşılık gelen matris A  ise det 1=A  olduğunu göstermek yeter. A  üniter 

dönüşüm olduğundan, 

nI∗ =AA ’ dir. Buradan, 

det( ) det( )nI∗ =AA  

det( ) 1∗ =AA  

det det 1∗ =A A ’ dir. 

T∗ =A A  olduğundan det det det det
T∗ = = =A A A A  olur. O halde,  
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1 det det= A A  

2
1 det  det 1= ⇒ = +A A  olur. 

 3. A  bir üniter dönüşüm ise A A I∗ =� ’ dir. Buna göre A ’ nın 1A−  inversi vardır ve 

1A A− ∗= ’ dir. 

1A−  de üniterdir: 

A  üniter olduğundan ,x y V∀ ∈  için 

1 1 1 1 1 1( ), ( ) ( ( ), ( ( )) ( )( ), ( )( )A x A y A A x A A y A A x A A y− − − − − −〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ℂ� �  

                             ( ), ( ) ,I x I y x y= 〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  elde edilir. 

A  ve B  üniter iseler A B�  de üniterdir: 

( )( ), ( )( ) ( ( )), ( ( )) ( ), ( ) ,A B x A B y A B x A B y B x B y x y〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ� �  olur. 

, , ( , )A B C Hom V V∈  üç üniter dönüşüm iseler bütün dönüşümler için var olan birleşme 

özelliği özel olarak üniter olan dönüşümler için de vardır: 

( ) ( )A B C A B C=� � � � ’ dir. 

I A A I A= =� �  olacak şekilde bir birim dönüşüm (etkisiz dönüşüm) vardır ve I  da 

üniterdir. Gerçekten ,x y V∀ ∈  için, 

 ( ), ( ) ,I x I y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

 4. det 1A = ±  olduğundan det 1A =  olan üniter dönüşümler bütün üniter dönüşümler 

cümlesinin bir alt cümlesidir. M  ve N  determinantları 1’ er olan iki üniter dönüşüm iseler 

det( ) det det 1 1 1M N M N= = ⋅ =�  olur. 

 det 1I =  olduğundan I M M I I= =� �  olacak şekilde etkisiz dönüşüm de bu alt 

cümleye dahildir. O halde bu alt cümle de çarpma (bileşke) işlemine göre bir gruptur. 

 

 Tanım 35[5]:  

 (i) Bütün ( , )M n n∈ × ℂA  üniter matrislerin cümlesinin çarpma işlemine göre 

oluşturduğu gruba üniter grup denir ve ( )U n  ile gösterilir. 

 (ii) Determinantı 1 olan bütün üniter matrislerin oluşturduğu alt gruba özel üniter 

grup denir ve ( )SU n  ile gösterilir. 
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 Örnek 34: θ ∈ℝ  olmak üzere, 
0

(2)
0

i

i

e
SU

e

θ

θ−

 
∈ 

 
’ dir. 

      

 1.9. Cebirler  

 

 Tanım 36[5]: C, cebir olmak üzere 

 i )  ( ),  ,  C + ⋅  halka, 

 ii )  ( ),  ,  C λ+ ⋅  ℝ  üzerinde vektör uzayı, 

 iii )  ( ) ( ) ( )xy x y x yλ λ λ= = , ,  x y C∀ ∈  ve λ∀ ∈ℝ   

ise { },  ,  ,  ,  C λ λ+ ⋅ ⋅ ∈ℝ  sistemine - cebirℝ  denir.  

 

 Örnek 35: { },  ,  ,  ,  λ λ+ ⋅ ⋅ ∈ℝ ℝ , - cebirℝ ’ dir. 

 

 Örnek 36: Katsayıları ℝ ’ den olan tüm polinomlar kümesini [ ]xℝ  ile gösterelim.  

[ ]{ },  ,  ,  ,  x λ λ+ ⋅ ⋅ ∈ℝ ℝ , - cebirℝ ’ dir. 

 

 Örnek 37: Tüm rasyonel fonksiyonlar kümesini ( )xℝ  ile gösterelim.   

( ){ },  ,  ,  ,  x λ λ+ ⋅ ⋅ ∈ℝ ℝ , - cebirℝ ’ dir.  



 

 2. YAPILAN ÇALI ŞMALAR 

 

 2.1.Kompleks Vektör Uzaylarında R-lineer Operatörler 

 

 Tanım 37: Aşağıdaki özellikleri sağlayan : n nF →ℂ ℂ dönüşümüne lineer−ℝ  

operatör denir. 

 i ) 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ),  , nF z z F z F z z z+ = + ∈ℂ  

 ii ) ( ) ( ),  ,  nF z F z zλ λ λ= ∈ ∈ℝ ℂ  

 

 Önerme 23: Keyfi lineer−ℂ operatör lineerdir−ℝ . 

 Đspat: F keyfi lineer−ℂ  operatör olsun. 

 i ) 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ),  ,F z z F z F z z z+ = + ∀ ∈ℂ  

 ii ) ( ) ( ),  ,  F z F z zλ λ λ= ∀ ∈ ∀ ∈ℂ ℂ  

λ∀ ∈ℂ için geçerli olduğundan 0,  a i aλ = + ∈ℝ  için de geçerlidir. 

( ) ( ) ( ),  F z F az aF z aλ⇒ = = ∈ℝ  

, .F lineerdir⇒ −ℝ ♦ 

 

 Örnek 38: :F →ℂ ℂ              

                                  ( )z F z z→ =  

dönüşümü verilsin. ,F lineer−ℂ değildir, lineerdir−ℝ .    

 Çözüm: 1 2, ;z z∀ ∈ℂ  

 i) 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )F z z z z z z F z F z+ = + = + = +  

 ii) ( ) ( ),  ,  F z z z F z zλ λ λ λ λ= = = ∀ ∈ ∀ ∈ℂ ℂ  

 F’ nin lineer−ℂ  olması için ( ) ( ),  ,  F z F z zλ λ λ= ∈ ∈ℂ ℂ  olmalıdır. Buradan 

( ) 0F z z= ≠  ise λ λ= ’ dır. 

 Bu durumda λ ∈ℝ ’ dir. 

 λ∀ ∈ℂ  için geçerli olması gerektiğinden :F →ℂ ℂ  dönüşümü lineer−ℂ  değildir. 

 Fakat, ( ) ( ),  ,  F z F z zλ λ λ= ∈ ∈ℝ ℂ ’ dir. 
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 Önerme 24: ℂ , kompleks vektör uzayında keyfi lineer−ℝ  operatörün genel ifadesi 

şöyledir: ( )z zℑ =  olmak üzere ( , );F M∀ ∈ ℂ ℝ 1 2,  ( , )A A M∃ ∈ ℂ ℂ  öyle ki 

1 2F A A= + ℑ� ’ dir. 

 Đspat: :F →ℂ ℂ              , z x iy= +  için 

                          ( )z F z→  

( ) ( ) ( ) (1 ) ( )F x iy F x F iy F x F iy+ = + = +  

                (1) ( ),  , ,  (1), ( )xF yF i x y F F i= + ∀ ∈ ∈ℝ ℂ  

(1) , ( )F F iλ µ= =  alınırsa, 

                x yλ µ= +  

                
2 2

z z z z

i
λ µ+ −= +  

                ( ) ( )
2 2 2 2

z z
i i

λ µ λ µ= + + −  

1( ) ( )
2 2

z A z
i

λ µ+ = ∈ℂ  ve 2( ) ( )
2 2

z A z
i

λ µ− = ∈ℂ  alınırsa, 

                1 2( ) ( )A z A z= +  

                1 2( ) ( ( ))A z A z= + ℑ  

                1 2( )( )A A z= + ℑ�  

1 2( ) ( )( )F z A A z⇒ = + ℑ� ♦ 

 

 Önerme 25: 2ℂ , kompleks vektör uzayında keyfi lineer−ℝ  operatörün genel 

ifadesi şöyledir: 1 1

2 2

( )
z z

z z

   
ℑ →   
   

 olmak üzere, 2( , );F M∀ ∈ ℂ ℝ
2

1 2, ( , )A A M∃ ∈ ℂ ℂ  öyle 

ki  1 2F A A= + ℑ� ’ dir. 

 Đspat: 2 2:F →ℂ ℂ           ,  lineer−ℝ  dönüşüm olsun.    

                       1 1

2 2

( )
z z

F
z z

   
→   

   
 

1 1 1z x iy= +  , 2 2 2z x iy= +  seçilsin. 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )
z x iy x iy

F F F
z x iy x iy

+       
= = +       +       
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               1 1

2 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

x iy
F F F F

x iy

      
= + + +      

      
  

               1 2 1 2

1 0 0
( ) ( ) ( ) ( )

0 1 0

i
x F x F y F y F

i

       
= + + +       

       
 

 11 12 21 22

1 0 0
( ) ,  ( ) ,  ( ) ,  ( )

0 1 0

i
F F F F

i
α α α α       

= = = =       
       

 seçilsin.  

Burada 2
11 12 21 22,  ,  ,  α α α α ∈ℂ ’ dir. 

 1
1 11 2 12 1 21 2 22

2

( )
z

F x x y y
z

α α α α 
= + + + 

 
    

                1 1 2 2 1 1 2 2
11 12 21 222 2 2 2

z z z z z z z z

i i
α α α α+ + − −

= + +  

                11 21 12 22 11 21 12 22
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2
z z z z

i i i i

α α α α α α α α
= + + + + − + −  

 Eğer , 

1 1 1 111 21 12 22 11 21 12 22

2 2 2 2

,  ,  ,  
2 2 2 2 2 2 2 2

u t v k

u t v ki i i i

α α α α α α α α       
+ = + = − = − =       

       
 ile gösterilirse, 

                1 1 1 1
1 2 1 2

2 2 2 2

u t v k
z z z z

u t v k

       
= + + +       
       

 

                1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1 2 2

u z t z v z k z

u z t z v z k z

      
= + + +                 

 

                1 1 1 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1 2 2

u z t z v z k z

u z t z v z k z

 + + 
= +     + +   

 

             1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

u t z v k z

u t z v k z

     
= +     
     

 

1 1 1 1 2
1

2 2 2 2

( ) ( , )
u t z z

A M
u t z z

    
= ∈    

    
ℂ ℂ  ve 1 1 1 1 2

2
2 2 2 2

( ) ( , )
v k z z

A M
v k z z

    
= ∈    

    
ℂ ℂ  

                1 1 1 1
1 2 1 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ( ))
z z z z

A A A A
z z z z

       
= + = + ℑ       

       
 

                1
1 2

2

( )( )
z

A A
z

 
= + ℑ  

 
� . ♦ 
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 Önerme 26: nℂ , kompleks vektör uzayında keyfi lineer−ℝ  operatörün genel 

ifadesi şöyledir: 
1 1

( ... ) ...

n n

z z

z z

   
   ℑ →   
   
   

 olmak üzere, ( , );nF M∀ ∈ ℂ ℝ 1 2, ( , )nA A M∃ ∈ ℂ ℂ  öyle 

ki  1 2F A A= + ℑ� ’ dir. 

 Đspat: : n nF →ℂ ℂ               , lineer−ℝ  dönüşüm olsun. ,  1 ,j j jz x iy j n= + ≤ ≤                                                  

                       
1 1

... ( ... )

n n

z z

F

z z

   
   →   
   
   

 

         
1 1 1 1 1

( ... ) ( ....... ) ( ... ... )

n n n n n

z x iy x iy

F F F

z x iy x iy

+       
       = = +       
       +       

 

                                                 

                       

1 1

2 2

0 00 0

0 00 0
( ... ... )

... ...... ... ... ...

0 0 0 0n n

x iy

x iy
F

x iy

          
          
          = + + + + + + +
          
          

          

            

                       

1

2

00

00
( ) ( ) ... ( )

...... ...

0 0 n

x

x
F F F

x

    
    
    = + + +
    
    

     

 

                             

1

2

00

00
( ) ( ) ... ( )

...... ...

0 0 n

iy

iy
F F F

iy

    
    
    + + + +
    
    

     

 

                       1 2

1 0 0

0 1 0
( ) ( ) ... ( )

... ... ...

0 0 1

nx F x F x F

     
     
     = + + +
     
     
     

 

                              1 2

0 0

0 0
( ) ( ) ... ( )

... ... ...

0 0

n

i

i
y F y F y F

i

     
     
     + + + +
     
     
     
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 Burada, 

11 12 1 21 22 2

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
( ) ,  ( ) ,...,  ( ) ,  ( ) ,  ( ) ,...,  ( )

... ... ... ... ... ...

0 0 1 0 0

n n

i

i
F F F F F F

i

α α α α α α

           
           
           = = = = = =
           
           
           

  ile gösterilirse, 

                         1 11 2 12 1 1 21 2 22 2... ...n n n nx x x y y yα α α α α α= + + + + + + +  

                         1 1 2 2
11 12 1...

2 2 2
n n

n

z zz z z zα α α++ +
= + + +  

                            1 1 2 2
21 22 2...

2 2 2
n n

n

z zz z z zα α α−− −
+ + + +  

                         1 211 21 12 22
1 2( ) ( ) ... ( )

2 2 2 2 2 2
n n

nz z z
i i i

α αα α α α
= + + + + + +  

                            1 211 21 12 22
1 2( ) ( ) ... ( )

2 2 2 2 2 2
n n

nz z z
i i i

α αα α α α
+ − + − + + −  

11 12 1

1 211 21 12 22

1 2

... ,  ... ,...,  ... ,
2 2 2 2 2 2

n

n n

n n nn

a a a

i i i
a a a

α αα α α α
     
     + = + = + =     
     
     

  

11 12 1

1 211 21 12 22

1 2

... ,  ... ,...,  ...
2 2 2 2 2 2

n

n n

n n nn

b b b

i i i
b b b

α αα α α α
     
     − = − = − =     
     
     

 alınırsa, 

                        
11 12 1 11 12 1

1 2 1 2

1 2 1 2

... ... ... ... ... ... ... ...
n n

n n

n n nn n n nn

a a a b b b

z z z z z z

a a a b b b

           
           = + + + + + + +           
           
           

 

                        
11 1 1 11 1 1

1 1

... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

n n

n nn n n nn n

a a z b b z

a a z b b z

     
     = +     
     
     

 

 Bu ifadede, 

11 1 1 1 11 1 1 1

1 2

1 1

... ...

... ... ... ... ( ... ) ( , ),  ... ... ... ... ( ... ) ( , )

... ...

n n

n n

n nn n n n nn n n

a a z z b b z z

A M A M

a a z z b b z z

         
         = ∈ = ∈         
         
         

ℂ ℂ ℂ ℂ  

şeklinde gösterilirse, 
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1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ( ... )) ( )( ... )

n n n n n

z z z z z

A A A A A A

z z z z z

         
         = + = + ℑ = + ℑ         
         
         

� . ♦

 

 Önerme 27: nℂ  uzayındaki tüm lineer−ℝ  operatörlerin kümesi , ,r⋅+ ⋅  işlemlerine 

göre cebir−ℝ  oluşturur. Yani, ( )( ), , , ,nM r⋅+ ⋅ℂ ℝ  bir cebirdir−ℝ . 

 Đspat: ( )1 2 3, , ,nF F F M∀ ∈ ℂ ℝ  olsun. 

( )1 1 2 1 2,  , ,nF A A A A M= + ℑ ∈� ℂ ℂ  

( )2 1 2 1 2,  , ,nF B B B B M= + ℑ ∈� ℂ ℂ  

( )3 1 2 1 2,  , ,nF C C C C M= + ℑ ∈� ℂ ℂ  

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )F F A A B B A B A B A B A B+ = + ℑ + + ℑ = + + ℑ + ℑ = + + + ℑ� � � � �  

( )1 1 2 2, ,nA B A B M+ + ∈ ℂ ℂ  ( )1 2 ,nF F M⇒ + ∈ ℂ ℝ  

( ) ( )
?

1 2 3 1 2 3F F F F F F+ + = + +  

( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 1 2 1 2F F F A A B B C C+ + = + ℑ + + ℑ + + ℑ� � �  

                       ( )1 1 2 2 1 2( ) ( )A B A B C C= + + + ℑ + + ℑ� �  

                       1 1 1 2 2 2( ) (( ) )A B C A B C= + + + + + ℑ�  

                       1 1 1 2 2 2( ) ( ( ))A B C A B C= + + + + + ℑ�  

                       1 1 1 2 2 2( ) ( )A B C A B C= + + + ℑ + + ℑ� �  

                       1 2 1 2 1 2( ) ( )A A B B C C= + ℑ + + ℑ + + ℑ� � �  

                       ( )1 2 3F F F= + +  

( )
0 0 ... 0

0 0 ... 0
0 ,

... ... ... ...

0 0 ... 0

n
n n M×

 
 
 = ∈
 
 
 

ℂ ℂ  

( )0 0 0 ,n
n n n n n n M× × ×= + ℑ∈ ℂ ℝ  

1 1 10 0n n n nF F F× ×+ = + =  

1 1( ) 0n nF F ×+ − =  olacak şekilde ( )1 ,nF M− ∈ ℂ ℝ  vardır. 
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( )1 1 2 1 2, , ,nF A A A A M− = − − ℑ − − ∈� ℂ ℂ  

?

1 2 2 1F F F F+ = +  

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( )F F A A B B A B A B+ = + ℑ + + ℑ = + + + ℑ� � �  

            1 1 2 2 1 2 1 2 2 1( ) ( )B A B A B B A A F F= + + + ℑ = + ℑ + + ℑ = +� � �  

( )( , , )nM +ℂ ℝ  değişmeli gruptur. 

1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2( ) ( )F F A A B B A B A B A B A B= + ℑ + ℑ = + ℑ + ℑ + ℑ ℑ� � � � � � � � � � � �  

11 12 1 1
1 11 1 1

21 22 2 2
1

1 1
1 2

...
...

...
( ... ) ( ) ( ......................... )

... ... ... ... ...
...

...

n
n n

n

n n nn n
n n nn n

b b b z
z b z b z

b b b z
B

z b z b z
b b b z

  
+ +     

     ℑ = ℑ = ℑ        + +     
  

�  

                     
11 1 1 11 1 1 11 1 1

1 1 1 1 1

... ... ...

.......................... ......................... ... ... ... ...

... ... ...

n n n n n

n nn n n nn n n nn n

b z b z b z b z b b z

b z b z b z b z b b z

    + + + + 
     = = =     

      + + + +      

 

                     
11 1 1 1

1

1

...

... ... ... ... ( ( ... ))

...

n

n nn n n

b b z z

B

b b z z

    
    = = ℑ    
    
    

 

                     1 1 2 2 1 2 2 1A B A B A B A B= + ℑ ℑ + ℑ + ℑ� � � � � � � �  

1 1 1 1

( ( ... )) ( ... ) ... ...

n n n n

z z z z

I

z z z z

       
       ℑ ℑ = ℑ = = ⇒ ℑ ℑ =       
       
       

�  

                    1 1 2 2 1 2 2 1( )A B A B A B A B= + + + ℑ� � � � �  

( )1 2 ,nF F M⇒ ∈� ℂ ℝ  

?

1 2 3 1 2 3( ) ( )F F F F F F=� � � �  

1 2 3 1 2 1 2 1 2( ) (( ) ( )) ( )F F F A A B B C C= + ℑ + ℑ + ℑ� � � � � � �  

                     1 1 2 2 1 2 2 1 1 2( ( ) ) ( )A B A B A B A B C C= + + + ℑ + ℑ� � � � � � �  

                     1 1 2 2 1 1 2 2 1 1( ) ( )A B A B C A B A B C= + + + ℑ� � � � � � �  

                         1 1 2 2 2 1 2 2 1 2( ) ( )A B A B C A B A B C+ + ℑ + + ℑ ℑ� � � � � � � � �  

                     1 1 2 2 1 1 2 2 1 2( ) ( )A B A B C A B A B C= + + +� � � � � �  
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                         1 1 2 2 2 1 2 2 1 1( ) ( )A B A B C A B A B C+ + ℑ + + ℑ� � � � � � � �  

                      1 1 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2(A B C A B C A B C A B C= + + +� � � � � � � �  

                        1 1 2 2 2 2 1 2 1 2 1 1A B C A B C A B C A B C+ ℑ + ℑ + ℑ + ℑ� � � � � � � � � � � �  

                      1 1 1 2 2 2 2 1 1 2( ) ( )A B C B C A B C B C= + + +� � � � � �  

                        1 1 2 2 1 2 2 2 1 1( ) ( )A B C B C A B C B C+ ℑ + ℑ + ℑ + ℑ� � � � � � � � � �  

                      1 1 1 2 2 1 2 2 1( )A B C B C B C B C= + + ℑ + ℑ� � � � � � �  

                         2 2 1 1 2 2 2 1 1( )A B C B C B C B C+ + + ℑ + ℑ� � � � � � �  

                      1 1 1 2 2 1 2 2 1( )A B C B C B C B C= + + ℑ + ℑ� � � � � � �  

                        2 2 1 1 2 2 2 1 1( )A B C B C B C B C+ ℑ ℑ + ℑ ℑ + ℑ + ℑ� � � � � � � � � � �  

                      1 1 1 2 2 1 2 2 1( )A B C B C B C B C= + + ℑ + ℑ� � � � � � �  

                         2 2 1 1 2 2 2 1 1( )A B C B C B C B C+ ℑ ℑ + ℑ ℑ + ℑ + ℑ� � � � � � � � � � �  

                      1 1 1 2 2 1 2 2 1( )A B C B C B C B C= + + ℑ + ℑ� � � � � � �  

                         2 2 1 1 2 2 2 1 1( )A B C B C B C B C+ ℑ ℑ + ℑ + +� � � � � � � �  

                      1 2 1 1 2 2 1 2 2 1( ) ( )A A B C B C B C B C= + ℑ + + ℑ + ℑ� � � � � � � �  

                      1 2 1 1 2 2 1 2 2 1( ) ( )A A B C B C B C B C= + ℑ + ℑ ℑ + ℑ + ℑ� � � � � � � � � �  

                      1 2 1 2 1 1 2 2( ) (( ) ( ) )A A B B C B B C= + ℑ + ℑ + + ℑ ℑ� � � � � � �  

                      1 2 1 2 1 2( ) (( ) ( ))A A B B C C= + ℑ + ℑ + ℑ� � � � �  

                      1 2 3( )F F F= � �  

?

1 2 3 1 2 1 3( )F F F F F F F+ = +� � �  

1 2 3 1 2 1 2 1 2( ) ( ) (( ) ( ))F F F A A B B C C+ = + ℑ + ℑ + + ℑ� � � � �  

                      1 2 1 2 1 2( ) ( )A A B B C C= + ℑ + ℑ + + ℑ� � � �  

                      1 1 1 1 2 2 2 2 1 2A B A C A B A C A B= + + + + ℑ� � � � � �  

                         1 2 2 1 2 1A C A B A C+ ℑ + ℑ + ℑ� � � � �  

                      1 1 2 2 1 2 2 1( )A B A B A B A C= + + ℑ + ℑ� � � � � �  

                         1 1 2 2 1 2 2 1(A C A C A C A C+ + + ℑ + ℑ� � � � � �  

                      1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )A A B B A A C C= + ℑ + ℑ + + ℑ + ℑ� � � � � �  
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                      1 2 1 3F F F F= +� �  

?

2 3 1 2 1 3 1( )F F F F F F F+ = +� � �  

2 3 1 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )F F F B B C C A A+ = + ℑ + + ℑ + ℑ� � � � �  

                      1 1 2 2 1 2(( ) ( ) ) ( )B C B C A A= + + + ℑ + ℑ� � �  

                      1 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )B C A B C A B C A B C A= + + + + + ℑ + + ℑ� � � � � �  

                      1 1 1 1 2 2 2 2 1 2B A C A B A C A B A= + + + + ℑ� � � � � �  

                         1 2 2 1 2 1C A B A C A+ ℑ + ℑ + ℑ� � � � � �  

                      1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2( ) (B A B A B A B A C A C A= + + ℑ + ℑ + +� � � � � � � �  

                         1 2 2 1 )C A C A+ ℑ + ℑ� � � �  

                      1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )B B A A C C A A= + ℑ + ℑ + + ℑ + ℑ� � � � � �  

                      2 1 3 1F F F F= +� �  

c∀ ∈ℝ  ve nz∀ ∈ℂ , 

1 2 1 2 1 2 1 2(( ) )( ) ( )( ( )) ( ( ( ))) (( )( ))cF F z cF F z c F F z c F F z= = =� �  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ( ))( ) (( )( )) ( ( ( ))) ( ( ( ))) (( )( ))F cF z F cF z F c F z c F F z c F F z= = = = �  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )cF F F cF c F F⇒ = =� �  

( )
1 0 ... 0

0 1 ... 0
0 ,

... ... ... ...

0 0 ... 1

n
n nI M×

 
 
 = + ℑ∈
 
 
 

ℂ ℂ  

1 1 1( )( ) ( ( )) ( )n n n nF I z F I z F z× ×= =�  

1 1 1( )( ) ( ( )) ( )n n n nI F z I F z F z× ×= =�  

1 1 1n n n nF I I F F× ×⇒ = =� �  

( )( ), , , ,nM r⋅⇒ + ⋅ℂ ℝ  bir cebirdir−ℝ .♦ 

  

 Önerme 28: 2
1 :H →ℂ ℝ     

                          ( )
a

a ib
b

 
+ →  

 
 

şeklinde tanımlanan 1H  dönüşümü izomorfizmadır−ℝ . 



 58 

 Đspat: ,  ;a ib c id∀ + + ∈ℂ  

?

1 1( ) ( ) H a ib H c id a ib c id+ = + ⇒ + = +  

1 1( ) ( )H a ib H c id+ = +  

          
a c

b d

   
=   

   
 

a c⇒ =  ve b d= ’ dir. 

a ib c id⇒ + = +  

1 .H birebirdir⇒ −  

2
1;  ( )

a a
H a ib

b b

   
∀ ∈ + =   
   

ℝ  olacak şekilde a ib+ ∈ℂ  vardır. 

1 .H örtendir⇒ −  

1 1(( ) ( )) (( ) ( ))
a c

H a ib c id H a c i b d
b d

+ 
+ + + = + + + =  + 

 

                                    1 1( ) ( )
a c

H a ib H c id
b d

   
= + = + + +   
   

 

1 1 1(( ) ( )) ( ) ( )H a ib c id H a ib H c id⇒ + + + = + + +  

;λ∀ ∈ℝ  

1 1 1( ( )) ( ) ( )
a a

H a ib H a i b H a ib
b b

λ
λ λ λ λ λ

λ
   

+ = + = = = +   
   

 

1 1( ( )) ( )H a ib H a ibλ λ⇒ + = +  

1,  .H lineerdir⇒ −ℝ  

1,  .H izomorfizmadır⇒ −ℝ  ♦ 

 

 Önerme 29: 2 4
2 :H →ℂ ℝ  

                              

a

a ib c

c id b

d

 
 +   →   + 
 
 

 

şeklinde tanımlanan 2H  dönüşümü .izomorfizmadır−ℝ  
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 Đspat: 1 1 2 2 2

1 1 2 2

,  ;
a ib a ib

c id c id

+ +   
∀ ∈   + +   

ℂ  

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

( ) ( )
a ib a ib

H H
c id c id

+ +   
=   + +   

 ise 
?

1 1 2 2

1 1 2 2

a ib a ib

c id c id

+ +   
=   + +   

 

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

( ) ( )
a ib a ib

H H
c id c id

+ +   
=   + +   

 

               

1 2

1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

 ,  ,  ,  

a a

c c
a a c c b b d d

b b

d d

   
   
   = ⇒ = = = =
   
   
   

 

1 1 2 2

1 1 2 2

a ib a ib

c id c id

+ +   
⇒ =   + +   

 

2 .H birebirdir⇒ −  

4
2;  ( )

a a

b a ib b
H

c c id c

d d

   
   +    ∀ ∈ =    + 
   
   

ℝ  olacak şekilde 2a ib

c id

+ 
∈ + 
ℂ  vardır. 

2 .H örtendir⇒ −  

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2
2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

a ib a ib a ib a ib a a i b b
H H H

c id c id c id c id c c i d d

+ + + + + + + +       
+ = =       + + + + + + + +       

                                                 

                                            

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

a a a a

c c c c

b b b b

d d d d

+     
     +     = = +
     +
     +     

 

                                            1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

( ) ( )
a ib a ib

H H
c id c id

+ +   
= +   + +   

 

1 1 2 2 1 1 2 2
2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( )
a ib a ib a ib a ib

H H H
c id c id c id c id

+ + + +       
⇒ + = +       + + + +       

 

;λ∀ ∈ℝ  

1 1 1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 1 1

( )
( ) ( ) ( )

( )

a ib a ib a i b
H H H

c id c id c i d

λ λ λ
λ

λ λ λ
+ + +     

= =     + + +     
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11

11 1 1
2

11 1 1

11

( )

aa

cc a ib
H

bb c id

dd

λ
λ

λ λ
λ
λ ∂

  
   +   = = =     + 
  

   

 

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1

( ) ( )
a ib a ib

H H
c id c id

λ λ
+ +   

⇒ =   + +   
 

2 ,  .H lineerdir−ℝ  

2 ,  .H izomorfizmadır−ℝ  ♦ 

 

 Önerme 30: 2: n n
nH →ℂ ℝ   

                        

1

1 1

1

...

...........

...

n

n n

n

a

a ib
a

b
a ib

b

 
 
 + 
   →   
  +   
  
 

 

dönüşümü .izomorfizmadır−ℝ  

 Đspat: 
1 1 1 1

........... ,  ........... ;n

n n n n

a ib c id

a ib c id

+ +   
   ∀ ∈   
   + +   

ℂ  

1 1 1 1

( ........... ) ( ........... )n n

n n n n

a ib c id

H H

a ib c id

+ +   
   =   
   + +   

 ise 
1 1 1 1

?

........... ...........

n n n n

a ib c id

a ib c id

+ +   
   =   
   + +   

 

1 1

1 1 1 1

1 1

... ...

( ........... ) ( ........... ) 

... ...

n n
n n

n n n n

n n

a c

a ib c id
a c

H H
b d

a ib c id

b d

   
   
   + +   
      = ⇒ =      
      + +       
      
   

’ dir. 

1 1 1 1

........... ...........

n n n n

a ib c id

a ib c id

+ +   
   ⇒ =   
   + +   
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.nH birebirdir⇒ −  

1 1

1 1
2

1 1

... ...

;  ( ........... )

... ...

n nn
n

n n

n n

a a

a ib
a a

H
b b

a ib

b b

   
   
   + 
    ∀ ∈ =    
    +    
      
   

ℝ  olacak şekilde 
1 1

........... n

n n

a ib

a ib

+ 
 ∈ 
 + 

ℂ  vardır. 

.nH örtendir⇒ −  

1 1 1 1 1 1 1 1

( ........... ........... ) ( ........................... )n n

n n n n n n n n

a ib c id a ib c id

H H

a ib c id a ib c id

+ + + + +     
     + =     
     + + + + +     

 

                                             

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ...
( ) ( )

( ........................... )

( ) ( )
... ... ...

n n n n
n

n n n n

n n n n

a c a c

a c i b d
a c a c

H
b d b d

a c i b d

b d b d

+     
     
     + + + 
     + = = = +       +      + + +       
          +     

 

                                             
1 1 1 1

( ........... ) ( ........... )n n

n n n n

a ib c id

H H

a ib c id

+ +   
   = +   
   + +   

 

;λ∀ ∈ℝ  

1 1 1 1( )

( ........... ) ( .............. )

( )
n n

n n n n

a ib a ib

H H

a ib a ib

λ
λ

λ

+ +   
   =   
   + +   

 

                            

1 1

1 1

1 1

... ...
)

( .................. )

)
... ...

n n
n

n n

n n

a a

a i b
a a

H
b b

a i b

b b

λ

λ λ
λ

λ
λ

λ λ

λ

   
   
   + 
    = = =    
    +     
      
   

 

                            
1 1

( .......... )n

n n

a ib

H

a ib

λ
+ 

 =  
 + 
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,  .nH lineerdir−ℝ  

,  .nH izomorfizmadır−ℝ  ♦ 

 

 Önerme 31: 1 2: n n
nH − →ℝ ℂ     

                                    

1

1 1

1

...

...........

...

n

n n

n

a

a ib
a

b
a ib

b

 
 
  + 
   →   
   +  
  
 

 

dönüşümü .izomorfizmadır−ℝ  

 Đspat: Önerme 30’ dan 2: n n
nH →ℂ ℝ  dönüşümü birebir, örten olduğundan 

1 2: n n
nH − →ℝ ℂ  dönüşümü vardır. 

1 1

2

1 1

... ...

,  ;

... ...

n n n

n n

a c

a c

b d

b d

   
   
   
   

∀ ∈   
   
   
      
   

ℝ  

1 1

1 1

1 1

... ...

( ) ( )

... ...

n n
n n

n n

a c

a c
H H

b d

b d

− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

 ise 

1 1

?

1 1

... ...

... ...

n n

n n

a c

a c

b d

b d

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

 

1 1

1 1

1 1

... ...

( ) ( )

... ...

n n
n n

n n

a c

a c
H H

b d

b d

− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

 eşitli ğine nH ile soldan bileşke işlemi uygularsak, 
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1 1

1 1

1 1

... ...

( ( )) ( ( ))

... ...

n n
n n n n

n n

a c

a c
H H H H

b d

b d

− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

 

1 1

1 1

... ...

... ...

n n

n n

a c

a c

b d

b d

   
   
   
   

⇒ =   
   
   
      
   

 

1 .nH birebirdir− −  

1

1 1 1 1
1

1

...

........... ;  ( ) ...........

...

nn
n

n n n n

n

a

a ib a ib
a

H
b

a ib a ib

b

−

 
 
 + +   
    ∀ ∈ =    
    + +    
  
 

ℂ  olacak şekilde  

1

2

1

...

...

n n

n

a

a

b

b

 
 
 
 

∈ 
 
 
  
 

ℝ   var mıdır? 

1

1 1
1

1

...

( ) ...........

...

n
n

n n

n

a

a ib
a

H
b

a ib

b

−

 
 
  + 
   =   
   +  
  
 

 eşitli ğine soldan nH  ile bileşke işlemi uygularsak, 

1

1 1
1

1

...

( ( )) ( ........... )

...

n
n n n

n n

n

a

a ib
a

H H H
b

a ib

b

−

 
 
  + 
   =   
   +  
  
 

 

1

1 1

1

...

( ........... )

...

n
n

n n

n

a

a ib
a

H
b

a ib

b

 
 
  + 
   =   
   +  
  
 

 elde edilir. 
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nH  örten olduğundan  

1

2

1

...

...

n n

n

a

a

b

b

 
 
 
 

∈ 
 
 
  
 

ℝ ’ dir. 

1 .nH örtendir−⇒ −  

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1

... ... ...
( )

( ) ( ) ..........................

( )
... ... ...

n n n n
n n

n n n n

n n n n

a c a c

a c i b d
a c a c

H H
b d b d

a c i b d

b d b d

− −

+     
     
      + + + 
     +  + = =       +       + + +      
          +     

 

                               
1 1 1 1 1 1 1 1

.......................... ...... .......

n n n n n n n n

a ib c id a ib c id

a ib c id a ib c id

+ + + + +     
     = = +     
     + + + + +     

 

                               

1 1

1 1

1 1

... ...

( ) ( )

... ...

n n
n n

n n

a c

a c
H H

b d

b d

− −

   
   
   
   

= +   
   
   
      
   

 

;λ∀ ∈ℝ  

1 1

1 1 1 1
1 1

1 1

... ...
( )

( ) ( ) ................ ................

( )
... ...

n n
n n

n n n n

n n

a a

a i b a ib
a a

H H
b b

a i b a ib

b b

λ

λ λ λ
λ

λ
λ

λ λ λ

λ

− −

   
   
    + +   
       = = =       
       + +      
      
   
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1

1 1
1

1

...

........... ( )

...

n
n

n n

n

a

a ib
a

H
b

a ib

b

λ λ −

 
 
 + 
  = =   
  +   
  
 

 

1,  .nH lineerdir− −ℝ  

1,  .nH izomorfizmadır− −ℝ  ♦  

 

 Önerme 32: 2: n n
nH →ℂ ℝ    

                  

1

1 1

1

...

...........

...

n

n n

n

a

a ib
a

b
a ib

b

 
 
 + 
   →   
  +   
  
 

 

dönüşümünü alalım. Buna göre,  

: n nF →ℂ ℂ , lineerdir−ℝ  ⇔  1 2 2: n n
n nH F H − →� � ℝ ℝ , .lineerdir−ℝ  

 Đspat: 

 ( ) :⇒  : n nF →ℂ ℂ  dönüşümü lineer−ℝ  olsun. 

1 1

2

1 1

... ...

,  ;

... ...

n n n

n n

a c

a c

b d

b d

   
   
   
   

∀ ∈   
   
   
      
   

ℝ  

1 1 1 1

?
1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

( )( ) ( )( ) ( )( )

... ... ... ...

n n n n
n n n n n n

n n n n

a c a c

a c a c
H F H H F H H F H

b d b d

b d b d

− − −

       
       
       
       

+ = +       
       
       
              
       

� � � � � �  
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1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

( )( ) ( )( ( ))

... ... ... ...

n n n n
n n n n

n n n n

a c a c

a c a c
H F H H F H

b d b d

b d b d

− −

       
       
       
       

+ = +       
       
       
              
       

� � �  

Önerme 31’ den 1,  nH lineer− −ℝ  olduğundan, 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

( )( ( ) ( )) ( ( ( ) ( )))

... ... ... ...

n n n n
n n n n n n

n n n n

a c a c

a c a c
H F H H H F H H

b d b d

b d b d

− − − −

       
       
       
       

= + = +       
       
       
              
       

�  

 ,  F lineer−ℝ  olduğundan; 

                                                             

1 1

1 1

1 1

... ...

( ( ( )) ( ( )))

... ...

n n
n n n

n n

a c

a c
H F H F H

b d

b d

− −

   
   
   
   

= +   
   
   
      
   

 

Önerme 30’ dan ,  nH lineer−ℝ  olduğundan; 

                                                             

1 1

1 1

1 1

... ...

( ( ( ))) ( ( ( )))

... ...

n n
n n n n

n n

a c

a c
H F H H F H

b d

b d

− −

   
   
   
   

= +   
   
   
      
   

 

                                                             

1 1

1 1

1 1

... ...

( )( ) ( )( )

... ...

n n
n n n n

n n

a c

a c
H F H H F H

b d

b d

− −

   
   
   
   

= +   
   
   
      
   

� � � � ’ dir. 
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1

2

1

...

,  ;

...

n n

n

a

a

b

b

λ

 
 
 
 

∀ ∈ ∀ ∈ 
 
 
  
 

ℝ ℝ  

1 1

?
1 1

1 1

... ...

( )( ) ( )( )

... ...

n n
n n n n

n n

a a

a a
H F H H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

� � � �  

1 1

1 1

1 1

... ...

( )( ) ( )( ( ))

... ...

n n
n n n n

n n

a a

a a
H F H H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

� � �  

Önerme 31’ den 1,  nH lineer− −ℝ  olduğundan; 

                                      

1 1

1 1

1 1

... ...

( )( ( )) ( ( ( )))

... ...

n n
n n n n

n n

a a

a a
H F H H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

= =   
   
   
      
   

�  

,  F lineer−ℝ  olduğundan; 

                                      

1

1

1

...

( ( ( )))

...

n
n n

n

a

a
H F H

b

b

λ −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

Önerme 30’ dan ,  nH lineer−ℝ  olduğundan; 

                                      

1 1

1 1

1 1

... ...

( ( ( ))) ( )( )

... ...

n n
n n n n

n n

a a

a a
H F H H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

= =   
   
   
      
   

� � ’ dir. 

1 2 2: ,  .n n
n nH F H lineerdir−⇒ → −� � ℝ ℝ ℝ  
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 ( ) :⇐  

1 2 2: ,  n n
n nH F H lineer− → −� � ℝ ℝ ℝ  olsun. 

1 1

2

1 1

... ...

,  ;

... ...

n n n

n n

a c

a c

b d

b d

   
   
   
   

∀ ∈   
   
   
      
   

ℝ  

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

( )( ) ( )( ) ( )( )

... ... ... ...

n n n n
n n n n n n

n n n n

a c a c

a c a c
H F H H F H H F H

b d b d

b d b d

− − −

       
       
       
       

+ = +       
       
       
              
       

� � � � � � ’ dir. 

Yukarıdaki eşitli ğe soldan 1
nH −  uygulandığında; 

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

(( )( )) (( )( ) ( )( ))

... ... ... ...

n n n n
n n n n n n n n

n n n n

a c a c

a c a c
H H F H H H F H H F H

b d b d

b d b d

− − − − −

       
       
       
       

+ = +       
       
       
              
       

� � � � � �  

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

( (( )( ))) ( (( )( )) (( )( )))

... ... ... ...

n n n n
n n n n n n n n

n n n n

a c a c

a c a c
H H F H H H F H H F H

b d b d

b d b d

− − − − −

       
       
       
       

+ = +       
       
       
              
       

� � �  

Önerme 31’ den 1,  nH lineer− −ℝ  olduğundan; 

1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

( )( ) ( (( )( ))) ( (( )( )))

... ... ... ...

n n n n
n n n n n n n

n n n n

a c a c

a c a c
F H H H F H H H F H

b d b d

b d b d

− − − − −

       
       
       
       

+ = +       
       
       
              
       

� � �  
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1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...

( ( )) ( ( )) ( ( ))

... ... ... ...

n n n n
n n n

n n n n

a c a c

a c a c
F H F H F H

b d b d

b d b d

− − −

       
       
       
       

+ = +       
       
       
              
       

 

1 1

1 1 1 1
1 1

1 1

... ...

( ........... ........... ) ( ( )) ( ( ))

... ...

n n
n n

n n n n

n n

a c

a ib c id
a c

F F H F H
b d

a ib c id

b d

− −

   
   
   + +   
      + = +      
      + +       
      
   

 

( )
1 1 1 1 1 1 1 1

( ........... ........... ) ( ........... ) ( ........... ) ... 

n n n n n n n n

a ib c id a ib c id

F F F

a ib c id a ib c id

+ + + +       
       + = + ∗       
       + + + +       

 elde edilir. 

;λ∀ ∈ℝ  

1 1

1 1

1 1

... ...

( )( ) ( )( )

... ...

n n
n n n n

n n

a a

a a
H F H H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

� � � � ’ dir. 

Yukarıdaki eşitli ğe soldan 1
nH −  uygularsak; 

1 1

1 1 1 1

1 1

... ...

(( )( )) ( ( )( ))

... ...

n n
n n n n n n

n n

a a

a a
H H F H H H F H

b b

b b

λ λ− − − −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

� � � �  

Önerme 31’ den 1,  nH lineer− −ℝ  olduğundan; 
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1 1

1 1 1 1

1 1

... ...

( (( )( ))) ( ( (( )( ))))

... ...

n n
n n n n n n

n n

a a

a a
H H F H H H F H

b b

b b

λ λ− − − −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

� �  

1 1

1 1

1 1

... ...

( )( ) (( )( ))

... ...

n n
n n

n n

a a

a a
F H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

� �  ve 

1 1

1 1

1 1

... ...

( ( )) ( ( ( )))

... ...

n n
n n

n n

a a

a a
F H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

 

Önerme 31’ den 1,  nH lineer− −ℝ  olduğundan; 

1 1

1 1

1 1

... ...

( ( )) ( ( ( )))

... ...

n n
n n

n n

a a

a a
F H F H

b b

b b

λ λ− −

   
   
   
   

=   
   
   
      
   

 ( )
1 1 1 1

( ... ) ( ... ) ... 

n n n n

a ib a ib

F F

a ib a ib

λ λ
+ +   

   ⇒ = ⋅ ∗∗   
   + +   

 elde 

edilir.( )∗  ve ( )∗∗ ’ dan  : n nF →ℂ ℂ  dönüşümü lineerdir−ℝ . ♦ 

 

 Teorem 19: ( ) ( )2: , ,n nW M M→ℂ ℝ ℝ ℝ     

                                           ( ) 1
n nF W F H F H −→ = � �  

dönüşümünü tanımlayalım. Buna göre W dönüşümü .izomorfizmadır−ℝ  

 Đspat: ( )1 2,  , ;nF F M∀ ∈ ℂ ℝ  

( ) ( )
?

1 2 1 2W F W F F F= ⇒ =  

( ) ( ) 1 1
1 2 1 2n n n nW F W F H F H H F H− −= ⇒ =� � � �  

Eşitli ğin soldan 1
nH − , sağdan nH  ile bileşkesini alırsak, 

   1 1 1 1
1 2( ) ( )n n n n n n n nH H F H H H H F H H− − − −=� � � � � � � �  

1 1 1 1
1 2( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n nH H F H H H H F H H− − − −=� � � � � � � �  
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                                          1 2F F=  

.W birebirdir⇒ −  

( ) ( )2 ,nW F M∈ ℝ ℝ  olacak şekilde ( ),nF M∃ ∈ ℂ ℝ  var mıdır? 

( ) 1
n nW F H F H −= � �  ifadesinde eşitli ğin soldan 1

nH − , sağdan nH  ile bileşkesini alırsak, 

( )1 1 1( )n n n n n nH W F H H H F H H− − −=� � � � � �  

( )1 1 1( ) ( )n n n n n nH W F H H H F H H− − −=� � � � � �  

( )1
n nH W F H F− =� �  elde edilir. 

( )
?

,nF M∈ ℂ ℝ  

1 1

........... ;n

n n

a ib

a ib

+ 
 ∀ ∈ 
 + 

ℂ  

( ) ( )
1 1 1 1 1 1

1 1 2( )( ........... ) ( )( ( ........... )), ( ........... ) n
n n n n n

n n n n n n

a ib a ib a ib

H W F H H W F H H

a ib a ib a i b

− −

+ + +     
     = ∈     
     + + + ⋅     

� � � ℝ                                                       

                                                   ( )
1 1

1( ( ( ........... )))n n

n n

a ib

H W F H

a ib

−

+ 
 =  
 + 

 

                                                          ( )
1 1

2, ( ( ........... )) n
n

n n

a ib

W F H

a ib

+ 
  ∈ 
 + 

ℝ  

( )
1 1

1( ( ( ........... ))) n
n n

n n

a ib

H W F H

a ib

−

+ 
 ⇒ ∈ 
 + 

ℂ ’ dir.  

 Buradan, ( )1 : n n
n nH W F H− →� � ℂ ℂ   olduğu görülür. 

( ),nF M⇒ ∈ ℂ ℝ ’ dir. 

.W örtendir⇒ −  

W birebir⇒ −  ve örtendir . 

( ) ( ) ( )
?

1 2 1 2W F F W F W F+ = +  

( ) 1 1
1 2 1 2 1 2( ) ( ( ) ( ))n n n n nW F F H F F H H F H F H− −+ = + = +� � �  
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                    ( ) ( )1 1
1 2 1 2( ) ( )n n n nH F H H F H W F W F− −= + = +� � � �  

;λ∀ ∈ℝ  

( ) ( )
?

1 1W F W Fλ λ=  

( ) 1
1 1( )n nW F H F Hλ λ −= � �  

Önerme 31’ den 1,nH lineer− −ℝ  ve önerme 30’ dan ,nH lineer−ℝ  olduğundan; 

              ( )1
1 1( )n nH F H W Fλ λ−= =� � ’ dir. 

,  .W lineerdir−ℝ  

,  .W izomorfizmadır−ℝ  ♦ 

 

 Teorem 20: ( ) ( )2: , ,n nW M M→ℂ ℝ ℝ ℝ   

                                          ( ) 1
n nF W F H F H −→ = � �  

dönüşümü −ℝ cebir izomorfizmadır. 

 Đspat: Teorem 19’ dan ,  .W lineerdir−ℝ  

 ( )1 2, ,nF F M∀ ∈ ℂ ℝ  ve ;λ∀ ∈ℝ  

 i ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2W F F W F W F+ = +  

 ii ) ( ) ( )1 1W F W Fλ λ= ’ dir. 

( ) ( ) ( )
?

1 2 1 2W F F W F W F=� �  

( ) 1 1 1
1 2 1 2 1 2n n n n n nW F F H F F H H F H H F H− − −= =� � � � � � � � �

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2W F F W F W F⇒ =� �  

 W⇒  dönüşümü −ℝ cebir izomorfizmadır. ♦ 

 

 Önerme 33: ( ) 1
1 1, : ,

a b
H M H a b

b a
−  −  

= ∈  
  

� ℂ ℂ � ℝ ’ dir. 

 Đspat: ( )1 ,A M∈ ℂ ℂ  alalım. 

1 :A →ℂ ℂ  

       1( )z A z→  

1,A lineer−ℂ  olduğundan 1 1 1( ) (1),  (1)A z zA A= ∈ℂ ’ dir. 
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z x iy= +  ve 1(1)A a ib= +  alalım. 

1( ) ( )( ) ( ) ( )A x iy a ib x iy ax by i bx ay+ = + + = − + +  

Önerme 28’ den 2
1 :H →ℂ ℝ , izomorfizmasını−ℝ  kullanarak, 

1 1( ( ))
ax by a b x

H A x iy
bx ay b a y

− −    
+ = =    +    

 

1
1 1 1( (( )( ))

a b x
H A H H x iy

b a y
− −  

+ =   
  

�  

   2
1 :H →ℂ ℝ  olduğundan, 

    
x

x iy
y

 
+ →  

 
 

1
1 1 1( )

x a b x
H A H

y b a y
− −    

=    
    

� �  elde edilir. 

( ) 1
1 1, : ,

a b
H M H a b

b a
−  −  

⇒ = ∈  
  

� ℂ ℂ � ℝ  elde edilir. ♦ 

 

 Önerme 34: ( ) ( )2 1
2 2, : , 2 2,

a b
H M H a b M

b a
−  −  

= ∈ ×  
  

� ℂ ℂ � ℝ ’ dir. 

 Đspat: ( )2
2 ,A M∈ ℂ ℂ  alalım. 

2 2
2 :A →ℂ ℂ  

    1 1
2

2 2

( )
z z

A
z z

   
→   

   
 

2 ,A lineer−ℂ  olduğundan, 

1 1 1
2 2 2 2

2 2 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

0 0

z z z
A A A A

z z z

        
= + = +        

        
 

               2
1 2 2 2 2 2

1 0 1 0
( ) ( ),  ( ), ( )

0 1 0 1
z A z A A A

       
= + ∈       

       
ℂ ’ dir. 

11 11 12 12
1 1 1 2 2 2 2 2

21 21 22 22

1 0
,  ,  ( ) ,  ( )

0 1

a ib a ib
z x iy z x iy A A

a ib a ib

+ +      
= + = + = =      + +      

 ile  gösterirsek, 

               11 11 12 12
1 1 2 2

21 21 22 22

( ) ( )
a ib a ib

x iy x iy
a ib a ib

+ +   
= + + +   + +   

 



 74 

               11 11 1 1 12 12 2 2

21 21 1 1 22 22 2 2

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )(

a ib x iy a ib x iy

a ib x iy a ib x iy

+ + + +   
= +   + + + +   

 

               11 1 11 1 11 1 11 1

21 1 21 1 21 1 21 1

( ( )

( ( )

a x b y i b x a y

a x b y i b x a y

− + + 
=  − + + 

 

                   12 2 12 2 12 2 12 2

2 2 22 2 22 2 22 2

( ( )

( ( )

a x b y i b x a y

a x b y i b x a y

− + + 
+  − + + 

 

               11 1 11 1 12 2 12 2 11 1 11 1 12 2 12 2

21 1 21 1 2 2 22 2 21 1 21 1 22 2 22 2

( ( )

( ( )

a x b y a x b y i b x a y b x a y

a x b y a x b y i b x a y b x a y

− + − + + + + 
=  − + − + + + + 

 elde edilir. 

Önerme 29’ dan 2 4
2 : ,  H izomorfizması→ −ℂ ℝ ℝ  kullanılarak, 

11 1 11 1 12 2 12 2

1 21 1 21 1 2 2 22 2
2 2

2 11 1 11 1 12 2 12 2

21 1 21 1 22 2 22 2

( ( ))

a x b y a x b y

z a x b y a x b y
H A

z b x a y b x a y

b x a y b x a y

− + − 
 − + −   =   + + + 
 + + + 

 

        2 4
2 :H →ℂ ℝ     dönüşümünü kullanarak, 

    

1

1 1 2

2 2 1

2

x

x iy x

x iy y

y

 
 +   →   + 
 
 

 

11 12 11 12 1

1 1 21 22 21 22 21
2 2 2 2

2 2 11 12 11 12 1

21 22 21 22 2

( (( )( )))

a a b b x

x iy a a b b x
H A H H

x iy b b a a y

b b a a y

−

− −  
  + − −    =    + 
  
  

�  

               

1 11 12 11 12 1

2 21 22 21 22 21
2 2 2

1 11 12 11 12 1

2 21 22 21 22 2

( )( )

x a a b b x

x a a b b x
H A H

y b b a a y

y b b a a y

−

− −    
    − −    =
    
    
    

� �  

Burada, 

( ) ( )11 12 11 12 1 12 2

21 22 21 22 2 2

2 2, ,  2 2, ,  ,  
a a b b x y

a M b M x
a b b x y

       
= ∈ × = ∈ × = ∈ ∈       

       
ℝ ℝ ℝ ℝ  

ile gösterilirse, 

1
2 2 2( )( )

x a b x
H A H

y b a y
− −    

=    
    

� �  elde edilir. 
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( ) ( )2 1
2 2, : , 2 2,

a b
H M H a b M

b a
−  −  

⇒ = ∈ ×  
  

� ℂ ℂ � ℝ ’ dir. 

 

 'ℑ  ile 
1 0

0 1

 
 − 

 matrisini gösterelim. 

 Teorem 21: ( )' 2 2,F M∀ ∈ × ℝ  için ' ' ' '
1 2F A A= + ℑ�  olacak şekilde 

( )' ' 1
1 2 1 1, ,A A H M H −∈ � ℂ ℂ � ’ ler mevcut ve tek türlüdür. 

 Đspat: ( )' 2 2,F M∀ ∈ × ℝ ’ yi alalım. Teorem 19’ dan 1 '
1 1F H F H−= � �  olacak 

şekilde ( ),F M∈ ℂ ℝ  var ve tektir. 

 Önerme 24’ den ( ),F M∈ ℂ ℝ  olacak şekilde bir tek ( )1 2, ,A A M∈ ℂ ℂ  vardır. 

Buradan, 

 ' 1 1
1 1 1 1 2 1( )F H F H H A A H− −= = + ℑ� � � � �  yazılabilir. 

Önerme 28’ den 1H  dönüşümü izomorfizma−ℝ  olduğundan, 

       1
1 1 1 2 1( )H A H A H −= + ℑ� � � �  

Önerme 31’ de 1n =  için 1
1H −  dönüşümü izomorfizma−ℝ  olduğundan, 

              1 1 1 1 1
1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1H A H H A H H A H H A H H H− − − − −= + ℑ = + ℑ� � � � � � � � � � � �  

elde edilir. 

1 '
1 1 1 1H A H A− =� � , 1 '

1 2 1 2H A H A− =� � , 1 '
1 1H H −ℑ = ℑ� �  ile gösterilirse, 

 ' ' ' '
1 2F A A= + ℑ�  tek türlüdür. ♦ 

 

 Sonuç 11: ( ),F M∀ ∈ ℂ ℂ  ve ( )' 1
1 1,F H M H −∈ � ℂ ℂ �  için , 

 i) 
2 'det detF F=  

 ii) 'det 0F ≥ ’ dir.  

 Đspat: (i) ( ),F M∀ ∈ ℂ ℂ  alalım. :F →ℂ ℂ  

                                                              ( )z F z→  

,F lineer−ℂ  olduğundan , ( ) (1) ,  (1)F z F z F= ∈ℂ ’ dir. (1)F a ib= +  ile gösterirsek, 

det det( )F a ib a ib= + = +  

2 2 2det ( )( )  ... ( )F a ib a ib a b= + + = + ∗  elde edilir. 
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( )' 1
1 1,F H M H −∈ � ℂ ℂ �  için önerme 33’ den ' a b

F
b a

− 
=  
 

’ dır. 

' 2 2det ...( )
a b

F a b
b a

−
= = + ∗∗  

( )∗  ve ( )∗∗ ’ dan 
2 'det detF F=  elde edilir. 

 (ii) 
2'det detF F=  olduğundan 'det 0F ≥ ’ dır. ♦ 

 

 Önerme 35: ( )' 1
1 1,F H M H −∀ ∈ � ℂ ℝ � ; 

' ' ' '
1 2 ,F A A= + ℑ�  ( )' ' 1

1 2 1 1, ,A A H M H −∈ � ℂ ℂ �  olsun.  

 Bu takdirde, 

' '
1 2det det det 'F A A= − ’ dir. 

 Đspat: Teorem 19’ dan ' '
1 1F H F H= � �  olacak şekilde bir tek ( ),F M∈ ℂ ℝ  vardır. 

Önerme 33’ e göre ' '
1 2,  

a b c d
A A

b a d c

− −   
= =   
   

’ dir. 

' ' ' '
1 2

1 0

0 1

a b c d a c d b
F A A

b a d c d b a c

− − + −      
⇒ = + ℑ = + =      − + −      

�  

Buradan, ' 2 2 2 2 2 2 2 2det ( )
a c d b

F a c d b a b c d
d b a c

+ −
= = − − + = + − +

+ −
 

' 2 2 ' 2 2
1 2det ,  det

a b c d
A a b A c d

b a d c

− −
= = + = = +  

 Sonuç olarak ' ' '
1 2det det detF A A= −  elde  edilir. ♦ 

  

 Teorem 22: ( ) ( )1 2 1 2, ;  ,  , ,F M F B B B B M∀ ∈ = + ℑ ∈ℂ ℝ � ℂ ℂ  olsun. Bu durumda 

F ’ nin tersi mevcuttur ⇔  
2 2

1 2 0B B− ≠ ’ dır. 

 Đspat:  

 ( ) :⇒ Farz edelim 1F −  mevcut olsun. 

1F −  mevcut olduğu için tek türlüdür. ( )1 2 1 2,  , ,F B B B B M= + ℑ ∈� ℂ ℂ  olsun. 

1
1 2F A A− = + ℑ�  olacak şekilde ( )1 2, ,A A M∈ ℂ ℂ  vardır. 

1 1 1 0F F F F− −= = + ℑ� �  
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1
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) 1 0F F A A B B A B A B A B A B− = + ℑ + ℑ = + + + ℑ = + ℑ� � � � � � � � �  

1 1 2 2

1 2 2 1

1

0

A B A B

A B A B

+ =

+ =

� �

� �
 denklem sisteminin 1 2,A A  bilinmeyenlerine göre, 

2 21 2
1 2

2 1

B B
B B

B B
= − ’ dir. 

2 2

1 2 0B B− =  olsun. 

2 2

1 2 0B B− =  olduğundan 1 2

2 1

1
B B

rank
B B

 
=  

 
’ dir. 

1 2

2 1

1
B B

rank
B B

 
=  

 
 ve iki bilinmeyen olduğundan sonsuz çözüm vardır. 

Dolayısı ile sonsuz çözüm olması, 1F − ’ in tekliği ile çelişir. Çelişki 
2 2

1 2 0B B− =  

kabulünden kaynaklandı. 

 Sonuç olarak 
2 2

1 2 0B B− ≠ ’ dır. 

 ( ) :⇐  
2 2

1 2 0B B− ≠  olsun. 

1
1 2F A A− = + ℑ�  ve 1 1 0F F− = + ℑ�  için, 

1
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) 1 0F F A A B B A B A B A B A B− = + ℑ + ℑ = + + + ℑ = + ℑ� � � � � � � � �  

1 1 2 2

1 2 2 1

1

0

A B A B

A B A B

+ =

+ =

� �

� �
 elde edilir.Denklem sisteminin 1 2,A A  bilinmeyenlerine göre, 

2 21 2
1 2

2 1

B B
B B

B B
= −  elde edilir. 

2 2

1 2 0B B− ≠  olduğundan , 

2 1

1 21 2
1 22 2 2 2

1 2 1 21 2 1 2

2 1 2 1

1 1

0 0
,  

B B

B BB B
A A

B B B BB B B B

B B B B

−
= = = =

− −
 

1 1 2
2 2 2 2

1 2 1 2

B B
F

B B B B

− −
= + ℑ

− −
�  
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1 1 2
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( )
B B

F F B B
B B B B

− −
= + ℑ + ℑ

− −
� � � �  

             1 1 2 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

B B B B B B B B

B B B B B B B B

− −
= + + ℑ + ℑ

− − − −
� � � �

� �  

             
2 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1
B B B B

B B B B B B

− −
= + = =

− − −
 

 Dolayısı ile 1F −  vardır. ♦ 

 

 2.2. Reel ve Sanal Üniter Operatörler  

 

 Tanım 38: : n nA →ℂ ℂ  dönüşümü için öyle ki , nx y∀ ∈ℂ  olmak üzere 

{ } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  eşitli ği sağlanıyorsa A  dönüşümüne gerçel ( reel ) 

üniter dönüşüm denir. 

 

 Örnek 39: :A →ℂ ℂ   

                          ( )z A z z→ =  

dönüşümü gerçel ( reel ) üniterdir. 

 Çözüm: , ;x y∀ ∈ℂ  

( ), ( ) ,A x A y x y xy xy〈 〉 = 〈 〉 = =ℂ ℂ  

,x y xy〈 〉 =ℂ  

,  x a ib y c id= + = +  olsun. 

( ), ( ) ( )( ) ( )( )A x A y a ib c id a ib c id〈 〉 = + + = − +ℂ  

                       ( ) ( )ac bd i ad bc= + + −  

, ( )( ) ( )( )x y a ib c id a ib c id〈 〉 = + + = + −ℂ  

            ( ) ( )ac bd i bc ad= + + −  

{ }Re ( ), ( )A x A y ac bd〈 〉 = +ℂ  

{ }Re ,x y ac bd〈 〉 = +ℂ  

{ } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  elde edilir. 
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A⇒  dönüşümü gerçel ( reel ) üniterdir. 

 

 Tanım 39: : n nA →ℂ ℂ  dönüşümü için öyle ki , nx y∀ ∈ℂ  olmak üzere 

{ } { }Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  eşitli ği sağlanıyorsa A  dönüşümüne sanal ( imajiner ) 

üniter dönüşüm denir. 

 

 Örnek 40: :A →ℂ ℂ   

                ( ) (2 3 ) ( 2 )a ib a b i a b+ → + + +  

dönüşümü sanal üniterdir. 

 Çözüm: ,  ;a ib c id+ + ∈ℂ  

( ), ( ) (2 3 ) ( 2 ), (2 3 ) ( 2 )A a ib A c id a b i a b c d i c d〈 + + 〉 = 〈 + + + + + + 〉ℂ ℂ  

                                     (2 3 )(2 3 ) ( 2 )( 2 )a b c d a b c d= + + + + +  

                                         ( 2 )(2 3 ) (2 3 )( 2 )i a b c d i a b c d+ + + − + +  

, ( )( ) ( ) ( )a ib c id a ib c id ac bd i bc ad〈 + + 〉 = + + = + + −ℂ  

{ }Im ( ), ( ) 2 3 4 6A a ib A c id ac ad bc bd〈 + + 〉 = + + +ℂ                          

                                                 2 4 3 6ac ad bc bd bc ad− − − − = −  

{ }Im ,a ib c id bc ad〈 + + 〉 = −ℂ  

{ } { }Im ( ), ( ) Im ,A a ib A c id a ib c id〈 + + 〉 = 〈 + + 〉ℂ ℂ  elde edilir. 

A⇒  dönüşümü sanal üniterdir.  

  

 Önerme 36: : n nA →ℂ ℂ  dönüşümü üniterdir ⇔ A  dönüşümü gerçel üniter ve 

sanal üniterdir. 

 Đspat: , ;nx y∀ ∈ℂ  

 ( ) :⇒  A  dönüşümü üniterdir. Yani, ( ), ( ) ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

{ } { } { } { }Re ( ), ( ) Im ( ), ( ) Re , Im ,A x A y i A x A y x y i x y⇔ 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ  

{ } { } { } { }Re ( ), ( ) Re ,   Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y ve A x A y x y⇔ 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ ’ dir. ♦ 
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 Teorem 23: :A →ℂ ℂ  gerçel üniterdir ⇔ 2
1 : ,   H izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  

dönüşümü için 1
1 1H A H −� �  dönüşümü ortogonaldir. 

 Đspat:  

 ( ) :⇒  2
1 : ,   H izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  dönüşümünü alalım. :A →ℂ ℂ  dönüşümü 

gerçel üniter olsun. Dolayısı ile , ;x y∀ ∈ℂ  

{ } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

,  x a ib y c id= + = +  olarak alalım. 

, ( )( ) ( ) ( )x y xy a ib c id ac bd i bc ad〈 〉 = = + − = + + −ℂ  

{ }Re ,x y ac bd〈 〉 = +ℂ  

  2
1 :H →ℂ ℝ  

   1( )
a

a ib H x
b

 
+ → = 

 
 

   1( )
c

c id H y
d

 
+ → = 

 
 

{ } 1 1Re , ( ), ( )
T

a c
x y H x H y

b d

   
〈 〉 = = 〈 〉   

   
ℂ ℝ  

 Böylelikle, { } 1 1Re ( ), ( ) ( ( )), ( ( ))A x A y H A x H A y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℝ  elde edilir. 

{ } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  olduğundan 1 1 1 1( ( )), ( ( )) ( ), ( )H A x H A y H x H y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ’ 

dir. 

 Önerme 31’ den 2
1 : ,  H izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  dönüşümünü kullanarak, 

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1( )( ( )), ( )( ( )) ( ), ( )H A H H x H A H H y H x H y− −〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ� � � �  elde edilir. 

⇒  1
1 1H A H −� �  ortogonal dönüşümdür. 

 ( ) :⇐ : ,  A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşümünü alalım. 2
1 : ,  H izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  

için 1
1 1H A H −� �  dönüşümü ortogonal olsun. 

 , ;x y∀ ∈ℂ  

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1( )( ( )), ( )( ( )) ( ), ( )H A H H x H A H H y H x H y− −〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ� � � � ’ dir. Dolayısı ile, 

1 1 1 1( ( )), ( ( )) ( ), ( )H A x H A y H x H y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  

,  x a ib y c id= + = +  olarak alalım. 



 81 

   2
1 :H →ℂ ℝ  

    1( )
a

a ib H x
b

 
+ → = 

 
 

    1( )
c

c id H y
d

 
+ → = 

 
 

1 1( ), ( )
T

a c
H x H y ac bd

b d

   
〈 〉 = = +   

   
ℝ  elde edilir. 

{ }Re ,x y ac bd〈 〉 = +ℂ  olduğundan { }1 1( ), ( ) Re ,H x H y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℂ ’ dir.  

Bu durumda, { }1 1( ( )), ( ( )) Re ( ), ( )H A x H A y A x A y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℂ ’ dir.  

Buradan, 1 1 1 1( ( )), ( ( )) ( ), ( )H A x H A y H x H y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  olduğundan,   

{ } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

 Sonuç olarak A  dönüşümü gerçel üniterdir. ♦ 

 

 Teorem 24: : ,   A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşümü sanal üniterdir ⇔  2
1 :H →ℂ ℝ , 

izomorfizma−ℝ  dönüşümü ve ' 1
1 1A H A H −= � �  dönüşümü için 'det 1A = ’ dir. 

 Đspat: ( ) :⇒  2
1 :H →ℂ ℝ , izomorfizma−ℝ  dönüşümünü alalım. :A →ℂ ℂ , 

lineer−ℝ  dönüşümü sanal üniter olsun. , ;x y∀ ∈ℂ  { } { }Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ 

dir. 

,  x a ib y c id= + = +  olarak alalım. 

, ( )( ) ( ) ( )x y xy a ib c id ac bd i bc ad〈 〉 = = + − = + + −ℂ  

{ }Im ,x y bc ad〈 〉 = −ℂ  

   2
1 :H →ℂ ℝ  

    1( )
a

a ib H x
b

 
+ → = 

 
 

    1( )
c

c id H y
d

 
+ → = 

 
 

{ } [ ]1 1Im , ( ) ( )
a c

x y H x H y
b d

〈 〉 = − = −ℂ  

Buradan, { } [ ]1 1Im ( ), ( ) ( ( )) ( ( ))A x A y H A x H A y〈 〉 = −ℂ  elde edilir. 
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, ;x y∀ ∈ℂ  { } { }Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  olduğundan, 

[ ] [ ]1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )H A x H A y H x H y− = − ’ dir. Buradan, 

[ ] [ ]1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )H A x H A y H x H y= ’ dir. 

1 2 2 ' 1
1 1 1 1: ,  H A H A H A H− −→ =� � ℝ ℝ � �  alırsak, 

[ ]' '
1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )A H x A H y H x H y  =   elde edilir. 

1 1( ) ,  ( )H x H yη µ= =  ile gösterirsek, 

[ ]' '( ) ( )A Aη µ η µ  =   

[ ] [ ]'detA η µ η µ= ’ dir. 

2, ;η µ∀ ∈ℝ  [ ] 0η µ ≠  olduğundan 'det 1A = ’ dir. 

 ( ) :⇐  : ,   A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşümünü alalım. 2
1 : ,  H izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  

ve ' 1
1 1A H A H −= � �  dönüşümü için 'det 1A =  olsun. 

, ;x y∀ ∈ℂ  

{ } { }
?

Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

,  x a ib y c id= + = +  olarak alalım. 

  2
1 :H →ℂ ℝ  

   1( )
a

a ib H x
b

 
+ → = 

 
 

   1( )
c

c id H y
d

 
+ → = 

 
 

{ } [ ]1 1Im , ( ) ( )
a c

x y bc ad H x H y
b d

〈 〉 = − = − = −ℂ ’ dir. 

Dolayısı ile { } [ ]1 1Im ( ), ( ) ( ( )) ( ( ))A x A y H A x H A y〈 〉 = −ℂ  elde edilir. 

[ ] 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( (( )( )) ( (( )( ))H A x H A y H A H H x H A H H y− − − = −  � �  

                                        1 1
1 1 1 1 1 1( )( ( )) ( )( ( ))H A H H x H A H H y− − = −  � � � �  

1 '
1 1H A H A− =� �  için 'det 1A =  olduğundan ; 

                                        ' '
1 1( ( )) ( ( ))A H x A H y = −    
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                                        [ ] [ ]'
1 1 1 1det ( ) ( ) ( ) ( )A H x H y H x H y= − = −  bulunur. 

[ ] [ ]1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )H A x H A y H x H y⇒ − = − ’ dir. 

{ } { }Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y⇒ 〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  elde edilir. 

 Bu ise A  dönüşümünün sanal üniter olduğunu gösterir. ♦ 

 

 Sonuç 12: :A →ℂ ℂ  dönüşümü üniterdir ⇔ 2
1 :H →ℂ ℝ , izomorfizma−ℝ  

dönüşümü ve ' 1
1 1A H A H −= � �  dönüşümü için 'A ortogonal−  ve 'det 1A = ’ dir. 

 

 Sonuç 13:  

( )1U , 1 - boyutlu üniter dönüşümler grubu,  

( )2O , 2 - boyutlu ortogonal dönüşümler grubu, 

( )2Sp , 2 - boyutlu simplektik dönüşümler grubu olmak üzere, 

( ) ( ) ( )1
1 11 2 2H U H O Sp− = ∩� � ’ dir. 

 

 Teorem 25: 2 2:A →ℂ ℂ  dönüşümü gerçel üniterdir ⇔ 2 4
2 :H →ℂ ℝ , 

izomorfizma−ℝ  dönüşümü için 1
2 2H A H −� �  dönüşümü ortogonaldir. 

 Đspat: ( ) :⇒  2 4
2 :H →ℂ ℝ , izomorfizma−ℝ  dönüşümünü alalım. 2 2:A →ℂ ℂ  

dönüşümü gerçel üniter olsun. Dolayısı ile, 2, ;x y∀ ∈ℂ  

 { } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

1 1 1 1

2 2 2 2

,  ;
a ib c id

x y
a ib c id

+ +   
= =   + +   

 

1 1 1 1

2 2 2 2

,
T

a ib c id
x y xy

a ib c id

+ −   
〈 〉 = =    + −   

ℂ  

                    1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( )Ta b c d
i i

a b c d

       
= + −       
       

 

                    1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

T T T T
a c b d a d b c

i i
a c b d a d b c

               
= + − +               
               

 

                    1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( )a c a c b d b d i b c b c a d a d= + + + + + − −  
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{ } 1 1 2 2 1 1 2 2Re ,x y a c a c b d b d〈 〉 = + + +ℂ  elde edilir. 

2 4
2 :H →ℂ ℝ , 1 1 1 1 2

2 2 2 2

,  
a ib c id

x y
a ib c id

+ +   
= = ∈   + +   

ℂ  olmak üzere,  

1 1

2 2
2 2

1 1

2 2

( ) ,  ( )

a c

a c
H x H y

b d

b d

   
   
   = =
   
   
   

 olarak tanımlayalım. 

{ }
1 1

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 2 2

1 1

2 2

Re , ( ), ( )

T
a c

a c
x y a c a c b d b d H x H y

b d

b d

   
   
   〈 〉 = + + + = = 〈 〉
   
   
   

ℂ ℝ  

Böylelikle, { } 2 2Re ( ), ( ) ( ( )), ( ( ))A x A y H A x H A y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℝ  elde edilir. 

{ } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ olduğundan 

2 2 2 2( ( )), ( ( )) ( ), ( )H A x H A y H x H y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ ’ dir. 

Önerme 31’ den 1 4 2
2 : ,  H izomorfizma− → −ℝ ℂ ℝ  dönüşümünü kullanarak, 

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2( )( ( )), ( )( ( )) ( ), ( )H A H H x H A H H y H x H y− −〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ� � � �  elde edilir. 

⇒  1
2 2H A H −� �  ortogonal dönüşümdür. 

 ( ) :⇐ 2 2: ,A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşümünü alalım. 2 4
2 : ,  H izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  

için 1
2 2H A H −� �  dönüşümü ortogonal olsun. 2, ;x y∀ ∈ℂ  

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2( )( ( )), ( )( ( )) ( ), ( )H A H H x H A H H y H x H y− −〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ� � � � ’ dir. Dolayısı ile, 

2 2 2 2( ( )), ( ( )) ( ), ( )H A x H A y H x H y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  

1 1 1 1

2 2 2 2

,  
a ib c id

x y
a ib c id

+ +   
= =   + +   

 olarak alalım. 

2 4
2 :H →ℂ ℝ , 1 1 1 1 2

2 2 2 2

,  
a ib c id

x y
a ib c id

+ +   
= = ∈   + +   

ℂ  olmak üzere,  

1 1

2 2
2 2

1 1

2 2

( ) ,  ( )

a c

a c
H x H y

b d

b d

   
   
   = =
   
   
   

 olarak tanımlayalım. 
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{ }
1 1

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1

2 2

Re ,

T
a c

a c
x y a c a c b d b d

b d

b d

   
   
   〈 〉 = + + + =
   
   
   

ℂ  

1 1

2 2
2 2

1 1

2 2

( ), ( )

T
a c

a c
H x H y

b d

b d

   
   
   ⇒ 〈 〉 =
   
   
   

ℝ  olduğundan, 

{ }2 2( ), ( ) Re ,H x H y x y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℂ  elde edilir.  

Bu durumda, { }2 2( ( )), ( ( )) Re ( ), ( )H A x H A y A x A y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℂ ’ dir. 

2 2 2 2( ( )), ( ( )) ( ), ( )H A x H A y H x H y〈 〉 = 〈 〉ℝ ℝ  olduğundan  

{ } { }Re ( ), ( ) Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

 Sonuç olarak A  dönüşümü gerçel üniterdir. ♦ 

 

 Teorem 26: 2 2:A →ℂ ℂ , lineer−ℝ  dönüşümü sanal üniterdir ⇔  2 4
2 :H →ℂ ℝ , 

izomorfizma−ℝ  dönüşümü ve ' 1
2 2A H A H −= � �  dönüşümü için 'A simplektik−  

dönüşümdür. 

 Đspat: ( ) :⇒  2 4
2 :H →ℂ ℝ , izomorfizma−ℝ  dönüşümünü alalım. 2 2:A →ℂ ℂ , 

lineer−ℝ  dönüşümü sanal üniter olsun. 

 2, ;x y∀ ∈ℂ  

{ } { }Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. 

1 1 1 1

2 2 2 2

,  
a ib c id

x y
a ib c id

+ +   
= =   + +   

 olarak alalım. 

1 1 1 1

2 2 2 2

,
T

a ib c id
x y xy

a ib c id

+ −   
〈 〉 = =    + −   

ℂ  

                    1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( )Ta b c d
i i

a b c d

       
= + −       
       

 

                    1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

T T T T
a c b d a d b c

i i
a c b d a d b c

               
= + − +               
               
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                    1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( )a c a c b d b d i b c b c a d a d= + + + + + − −  

{ } 1 1 2 2 1 1 2 2Im ,x y b c b c a d a d〈 〉 = + − −ℂ ’ dir. 

{ } 2 2Im , ( ( ), ( ))x y H x H yψ〈 〉 = −ℂ  olacak şekilde 4 4:ψ × →ℝ ℝ ℝ  bilineer dönüşümünü 

tanımlayalım. 

1 1 1 1

2 2 2 2

,
T

c id a ib
y x yx

c id a ib

+ −   
〈 〉 = =    + −   

ℂ  

                     1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( )Tc d a b
i i

c d a b

       
= + −       
       

 

                     1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

T T T T
c a d b d a c b

i i
c a d b d a c b

               
= + + −               
               

 

                     1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( )a c a c b d b d i b c b c a d a d= + + + − + − −  

{ } 1 1 2 2 1 1 2 2Im , ( )y x b c b c a d a d〈 〉 = − + − −ℂ  

 2 2 2 2 ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))H y H x H x H yψ ψ⇒ = −  olduğundan ψ  ters simetrik bilineer 

dönüşümdür. 

Aynı zamanda { } 2 2Im ( ), ( ) ( ( ( )), ( ( )))A x A y H A x H A yψ〈 〉 = − ’ dir. 

{ } { }Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉  olduğundan 2 2 2 2( ( ( )), ( ( ))) ( ( ), ( ))H A x H A y H x H yψ ψ− = −  

elde edilir. Dolayısı ile, 

2 2 2 2( ( ( )), ( ( ))) ( ( ), ( ))H A x H A y H x H yψ ψ= ’ dir. Buradan, 

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2(( )( ( )), ( )( ( ))) ( ( ), ( ))H A H H x H A H H y H x H yψ ψ− − =� � � �  elde edilir. 

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2(( )( ( )), ( )( ( ))) ( ( ), ( ))H A H H x H A H H y H x H yψ ψ− − =� � � �  ve ψ  ters simetrik 

bilineer dönüşüm olduğundan 'A simplektik−  dönüşümdür. 

 ( ) :⇐  2 2: ,  A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşüm, 2 4
2 : ,  H izomorf→ −ℂ ℝ ℝ  dönüşümü 

ve ' 1
2 2A H A H −= � �  dönüşümü için 'A simplektik−  dönüşüm olsun. 

2, ;x y∀ ∈ℂ  { } { }
?

Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

1 1 1 1

2 2 2 2

,  
a ib c id

x y
a ib c id

+ +   
= =   + +   

 olarak alalım. 

1 1 1 1

2 2 2 2

,
T

a ib c id
x y xy

a ib c id

+ −   
〈 〉 = =    + −   

ℂ  
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                     1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( )Ta b c d
i i

a b c d

       
= + −       
       

 

                     1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

T T T T
a c b d a d b c

i i
a c b d a d b c

               
= + − +               
               

 

                     1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( )a c a c b d b d i b c b c a d a d= + + + + + − −  

{ } 1 1 2 2 1 1 2 2Im ,x y b c b c a d a d〈 〉 = + − −ℂ ’ dir. 

{ } 2 2Im , ( ( ), ( ))x y H x H yψ〈 〉 = −ℂ  olacak şekilde 4 4:ψ × →ℝ ℝ ℝ  bilineer dönüşümünü 

tanımlayalım. Dolayısı ile, 

{ } 2 2Im ( ), ( ) ( ( ( )), ( ( )))A x A y H A x H A yψ〈 〉 = −ℂ  şeklindedir. Buradan, 

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2( ( ( )), ( ( ))) (( )( ( )), ( )( ( )))H A x H A y H A H H x H A H H yψ ψ − −− = − � � � �  

olduğundan ve ' 1
2 2A H A H −= � �  dönüşümü simplektik olduğundan, 

1 1
2 2 2 2 2 2 2 2(( )( ( )), ( )( ( ))) ( ( ), ( ))H A H H x H A H H y H x H yψ ψ− −− = −� � � �  elde edilir. 

 { } 2 2Im , ( ( ), ( ))x y H x H yψ〈 〉 = −ℂ  ve { } 2 2Im ( ), ( ) ( ( ( )), ( ( )))A x A y H A x H A yψ〈 〉 = −ℂ  

olduğundan,  

 { } { }Im ( ), ( ) Im ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

bulunur. 

 Bu da bize 2 2: ,  A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşümünün sanal üniter olduğunu gösterir. ♦ 

 

 Sonuç 14: 2 2:A →ℂ ℂ  dönüşümü üniterdir ⇔  2 4
2 : ,  H izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  

dönüşümü ve ' 1
2 2A H A H −= � �  dönüşümü için 'A ortogonal−  ve 'A simplektiktir− . 

 

 Sonuç 15:  

( )2U , 2 - boyutlu üniter dönüşümler grubu,  

( )4O , 4 - boyutlu ortogonal dönüşümler grubu, 

( )4Sp , 4 - boyutlu simplektik dönüşümler grubu olmak üzere, 

( ) ( ) ( )1
2 22 4 4H U H O Sp− = ∩� � ’ dir. 
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 Teorem 27: 2 2:A →ℂ ℂ  dönüşümü için aşağıdaki önermeler karşılıklı olarak 

eşdeğerdir.  

 i) 2( ), ( ) , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  

 ii) 2( ) ,  A x x x= ∀ ∈ℂ  ve A , lineerdir−ℂ . 

 iii) { } { } 2Re ( ), ( ) Re , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  ve  A , lineerdir−ℂ . 

 iv) { } { } 2Im ( ), ( ) Im , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  ve  A , lineerdir−ℂ . 

 Đspat:  

 (i) ⇒  (ii): 2( ), ( ) , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  olsun. 2ℂ ’ de ortonormal taban 

olarak 1 2,e e ’ yi alalım. 

2, ;x y∀ ∈ℂ  

1 1 2 2 1 1 2 2,  , ,  ,x a e a e a x e a x e= + = 〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

1 1 2 2 1 1 2 2,  , ,  ,y b e b e b y e b y e= + = 〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  

A  üniter dönüşüm olduğundan ; 

( ), ( ) , ,  1 , 2i j i j ijA e A e e e i jδ〈 〉 = 〈 〉 = ≤ ≤ℂ ℂ ’ dir. 

( ),  ( )i jA e A e⇒  de ortonormaldir. 

' ' '
1 1 2 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ),  ( ), ( ) ,A x a A e a A e a A x A e x e a= + = 〈 〉 = 〈 〉 =ℂ ℂ   

                                           '2 2 2 2( ), ( ) ,a A x A e x e a= 〈 〉 = 〈 〉 =ℂ ℂ  

' ' '
1 1 2 2 1 1 1 1( ) ( ) ( ),  ( ), ( ) ,A y b A e b A e b A y A e y e b= + = 〈 〉 = 〈 〉 =ℂ ℂ   

   '
2 2 2 2( ), ( ) ,b A y A e y e b= 〈 〉 = 〈 〉 =ℂ ℂ  

Dolayısı ile , 

1 1 2 2( ) ( ) ( )A x a A e a A e= +  

1 1 2 2( ) ( ) ( )A y b A e b A e= + ’ dir. 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x y a b A e a b A e+ = + + +  

               1 1 2 2 1 1 2 2( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( )a A e a A e b A e b A e A x A y= + + + = +  

;λ∀ ∈ℂ  

1 1 2 2 1 1 2 2( )x a e a e a e a eλ λ λ λ= + = +  

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )A x A a e a e a A e a A eλ λ λ λ λ= + = +  

           1 1 2 2( ( ) ( )) ( )a A e a A e A xλ λ= + =  
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, .A lineerdir⇒ −ℂ  ... ( )∗  

( ), ( ) , ,  ,A x A y x y x y V〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ  olduğundan y x=  için de doğrudur. Dolayısı ile, 

( ), ( ) ,A x A x x x〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ dir. Bu da  

2 2
( )A x x= ’ yi verir. 

( )A x x⇒ =  elde edilir. 

 (ii) ⇒  (iii) : 2( ) ,  A x x x= ∀ ∈ℂ  ve ,  A lineer−ℂ  olsun. 

2, ;x y∀ ∈ℂ  

( )A x y x y+ = + ’ dir. Buradan, 

2 2
( )A x y x y+ = + ’ dir. Dolayısı ile , 

( ), ( ) ,A x y A x y x y x y〈 + + 〉 = 〈 + + 〉ℂ ℂ  elde edilir. ,  A lineer−ℂ  olduğundan, 

( ) ( ), ( ) ( ) ,A x A y A x A y x y x y〈 + + 〉 = 〈 + + 〉ℂ ℂ ’ dir. 

( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) , ,A x A x A y A y A x A y x x y y x y〈 + 〉 + 〈 + 〉 = 〈 + 〉 + 〈 + 〉ℂ ℂ ℂ ℂ  

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) , ,A x A x A x A y A y A x A y A y x x x y〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ ℂ ℂ  

                                                                                                         , ,y x y y+〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ  

( ), ( ) ,A x A x x x〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  ve ( ), ( ) ,A y A y y y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ  olduğundan, 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,A x A y A y A x x y y x〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ ’ dır. Đç çarpım tanımından 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,A x A y A x A y x y x y〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ  yazılabilir. Bu ise bize 

{ } { }2Re ( ), ( ) 2Re ,A x A y x y〈 〉 = 〈 〉ℂ ℂ ’ yi verir. Yani, 

{ } { } 2Re ( ), ( ) Re , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  elde edilir. 

  (iii) ⇒  (iv) : { } { } 2Re ( ), ( ) Re , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  ve  A , lineer−ℂ  olsun. 

{ } { } 2Re ( ), ( ) Re , ,  ,A A y y yγ γ γ〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  için, 

 ( ), ( ) ( ), ( ) , ,A A y A A y y yγ γ γ γ〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ ’ dir. Buradan, 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

A A y A A y y yγ γ γ γ〈 〉 + 〈 〉 〈 〉 + 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  yazılabilir. 

Her iki tarafı “i” ile genişletirsek, 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

i A A y i A A y i y i y

i i

γ γ γ γ〈 〉 + 〈 〉 〈 〉 + 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  elde edilir. Đç çarpım tanımından, 
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( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

i A A y i A y A i y i y

i i

γ γ γ γ〈 〉 + 〈 〉 〈 〉 + 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  yazılabilir. Buradan da, 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

i A A y i A y A i y i y

i i

γ γ γ γ〈 〉 + 〈 〉 〈 〉 + 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  elde edilir. 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

iA A y A y iA i y y i

i i

γ γ γ γ〈 〉 + 〈 − 〉 〈 〉 + 〈 − 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  şeklinde ifade edilebilir. Buradan, 

,  A lineer−ℂ  olduğundan 
( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

A i A y A y A i i y y i

i i

γ γ γ γ〈 〉 + 〈 − 〉 〈 〉 + 〈 − 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  ve 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

A i A y A y A i i y y i

i i

γ γ γ γ〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  bulunur. Bu ifade 2, yγ∀ ∈ℂ  için 

geçerli olduğundan 
x

i
γ =  için de geçerlidir. Dolayısı ile, 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

A x A y A y A x x y y x

i i

〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  yazılabilir. Buradan, 

{ } { } 2Im ( ), ( ) Im , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  elde edilir.  

 (iv) ⇒  (iii) : { } { } 2Im ( ), ( ) Im , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  ve  A , lineer−ℂ  olsun. 

{ } { } 2Im ( ), ( ) Im , ,  ,A A y y yτ τ τ〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

A A y A y A y y

i i

τ τ τ τ〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  

2, yτ∀ ∈ℂ  için doğru olduğundan  ixτ =  için de doğrudur. 

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

A ix A y A y A ix ix y y ix

i i

〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  

A , lineer−ℂ  olduğundan, 

( ), ( ) ( ), ( ) , ( ) ,

2 2

iA x A y A y iA x i x y i y x

i i

〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − − 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  

( ), ( ) ( ) ( ), ( ) , ( ) ,

2 2

i A x A y i A y A x i x y i y x

i i

〈 〉 − − 〈 〉 〈 〉 − − 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

i A x A y i A y A x i x y i y x

i i

〈 〉 + 〈 〉 〈 〉 + 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  

( ( ), ( ) ( ), ( ) ) ( , , )

2 2

i A x A y A y A x i x y y x

i i

〈 〉 + 〈 〉 〈 〉 + 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  

( ), ( ) ( ), ( ) , ,

2 2

A x A y A y A x x y y x〈 〉 + 〈 〉 〈 〉 + 〈 〉
=ℂ ℂ ℂ ℂ  elde edilir. Bu ifade bize  
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{ } { } 2Re ( ), ( ) Re , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ ’ yi verir. 

 (iii) ⇒  (i) : { } { } 2Re ( ), ( ) Re , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  ve  A , lineer−ℂ  olsun.  

(iii) ⇒  (iv) olduğundan { } { } 2Im ( ), ( ) Im , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ ’ dir. 

 Sonuç olarak önerme 36’ dan 2( ), ( ) , ,  ,A x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ ’ dir. ♦  

 

 Not 11: Teorem 27, :A →ℂ ℂ   dönüşümü için de aynı şekilde ispatlanır. 

 

 Not 12: [5] lineer cebir kitabından alınmış olan teorem 17, 2ℂ ’ deki keyfi 

2 2:A →ℂ ℂ  dönüşümün lineer−ℂ  olmasından yola çıkılarak ispatlandı. Fakat teorem 

27, lineerlik−ℂ şartı ortadan kaldırılarak düzenlendi ve özellikle 2ℂ ’ deki keyfi 

2 2:A →ℂ ℂ  üniter dönüşümün lineer−ℂ olduğu ispat edildi. Ayrıca teorem 27 ile 2ℂ ’ 

deki 2 2:A →ℂ ℂ  keyfi  dönüşümün tanım 38 ve tanım 39 ile tanımlanan gerçel üniter ve 

sanal üniter parçaların her birine lineerlik−ℂ  şartı eklenilerek dönüşümün üniter olduğu 

sonucuna ulaşılabileceği gösterildi.    

 

 Şimdi nℂ  uzayındaki metrikleri ve izometrileri inceleyelim. 

 

 Örnek 41: ,  x y∀ ∈ℂ  için ( ),  d x y x y= −  bir metriktir. 

 

 Örnek 42: 2,  x y∀ ∈ℂ  için 1

2

x
x

x

 
=  
 

 ve 1

2

y
y

y

 
=  
 

 olmak üzere,  

( ) 2 2

1 1 2 2,  d x y x y x y= − + −  bir metriktir. 

 

 Örnek 43: ,  nx y∀ ∈ℂ  için 
1

...

n

x

x

x

 
 =  
 
 

 ve 
1

...

n

y

y

y

 
 =  
 
 

 olmak üzere,  

( ) 2

1

,  
n

i i
i

d x y x y
=

= −∑  bir metriktir. 
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 Tanım 40: ,  nx y∈ℂ  üniter uzayında iki vektör olmak üzere, ( ) yxyxd −= ,  

ifadesine x  ve y  vektörleri arasındaki uzaklık denir.  

 

 Tanım 41: nℂ  üniter uzay olmak üzere, ,  nx y∀ ∈ℂ  için ( ) ( )yxdyFxFd  ,)( ),( =  

olan : n nF →ℂ ℂ  dönüşümüne izometri denir. 

 

 Örnek 44: nℂ ’ de öteleme dönüşümünü alalım. ,  nx a∀ ∈ℂ  için axxF +=)(  

dönüşümü için F  bir izometridir. Gerçekten; ,  nx y∀ ∈ℂ  için, 

( ) ( ) ( )yxdyxayaxayaxayaxdyFxFd  ,)()( ,)( ),( =−=−−+=+−+=++=   

olur. 

 

Örnek 45: ℂ ’de F  dönme hareketini alalım. F  bir izometridir. Gerçekten 

1 2 1 2 ,  ' ' 'x x ix x x ix∀ = + = + ∈ℂ  ve 1 2 1 2 1 2( ) ' ' ( )iF x ix x ix e x ixθ+ = + = +  olmak üzere,  

 ,  x y∀ ∈ℂ  için, 

 

 

2
( ) ( ) ( ) ( ),  ( ) ( )F x F y F x F y F x F y− = − −

ℂ
 

                         ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2,  i i i ix y e i x y e x y e i x y eθ θ θ θ= − + − − + −
ℂ

 

                         ( )22
1 1 2 2( ) i i i ix y e e x y e eθ θ θ θ− −= − + −  

                             ( )( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 1 1
i i i ii x y x y e e i x y x y e eθ θ θ θ− −− − − + − −  

                      ( ) 222
1 1 2 2( )x y x y x y= − + − = −  

yxyFxF −=− )()(  olup, F  izometridir. 

  

 Örnek 46: Birim dönüşüm izometridir.  

 Gerçekten; ,  nx y∀ ∈ℂ  için, ( ) ( )I x I y x y− = − ’ dir. 

 

 Not 13: nℂ ’ nin tüm izometriler kümesini ( )nIz ℂ  ile gösterelim. ( )nIz ≠ ∅ℂ ’ dir. 

Çünkü, ( )nI Iz∈ ℂ ’ dir.  

                2x        'x  
 
                                      
                                        x  
                                            1x  

 

θ  
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 Önerme 37: 1 2,  ( )nF F Iz∈ ℂ  olmak üzere ( )1 2 ( )nF F Iz∈� ℂ ’ dir. 

 Đspat: ,  nx y∀ ∈ℂ  olsun. 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ))( ,)()( ),( 21212121 yFFxFFdyFFxFFd =��  1F ’ in izometri olduğu kullanılarak, 

                                            ( ))( ),( 22 yFxFd=  olur. 2F  de izometri olduğundan, 

                                            ( )yxd  ,=  elde edilir. Bunun anlamı ( )1 2 ( )nF F Iz∈� ℂ ’ dir. ♦    

 

 Sonuç 16: ( )( ),  nIz ℂ �  birimli yarı gruptur yani monoiddir.  

 Đspat: 1 2 3 ,  ,  ( )nF F F Iz∀ ∈ ℂ  olsun. 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) )()()()()( 321321321321321 xFFFxFFFxFFFxFFFxFFF ������ ==== .

Birim dönüşüm izometri olduğundan, ( )nI Iz∈ ℂ ’ dir. O halde, ( )( ),  nIz ℂ �  monoiddir. ♦      

 

 Önerme 38: Keyfi izometri birebirdir.  

 Đspat: Farz edelim, ,  nx y∃ ∈ℂ  için )()( yFxF =  olsun. Bu takdirde;  

F ’ nin izometri olduğu kullanılarak,  

 ( )
0

( ),  ( ) ( ) ( )  0 d F x F y F x F y x y x y x y= − = − ⇒ − = ⇒ =
�����

 

bulunur. Bu ise bize F ’ nin birebir olduğunu verir. ♦       

 

 Önerme 39: ( )A U n∀ ∈  dönüşümü için ( )nA Iz∈ ℂ ’ dir. 

 Đspat: A  keyfi üniter dönüşüm olsun. 

 ,  ;nx y∃ ∈ℂ  
?

( ) ( )A x A y x y− = −  

2
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )A x A y A x A y A x A y− = 〈 − − 〉ℂ  

                         ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )A x A x A y A y A x A y A y A x= 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉ℂ ℂ ℂ ℂ  

A  üniter olduğundan, 

                         
2

, , , ,x x y y x y y x x y= 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉 = −ℂ ℂ ℂ ℂ  

2 2
( ) ( )A x A y x y− = − , yani ( ) ( )A x A y x y− = − ’ dir. 

 ( )nA Iz⇒ ∈ ℂ ’ dir. ♦ 
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 Not 14: nℂ ’ deki tüm ötelemelerin oluşturduğu kümeyi ( )nT ℂ  ile gösterelim. 

 

 Önerme 40: ( )nB T∀ ∈ ℂ  dönüşümü için ( )nB Iz∈ ℂ ’ dir. 

 Đspat: B , keyfi öteleme dönüşümü olsun. 

 , ;nx b∈ℂ  ( )B x x b= + ’ dir. 

 ,  ;nx y∃ ∈ℂ  
?

( ) ( )B x B y x y− = −  

( ) ( )B x B y x b y b x y− = + − − = −  elde edilir. 

 ( )nB Iz⇒ ∈ ℂ ’ dir. ♦ 

 

 Sonuç 17: Üniter dönüşüm ve ötelemelerin bileşkesi de izometridir. 

 Đspat:  Önerme 37’ den iki izometrinin bileşkesi de bir izometri olduğundan üniter 

dönüşüm ve ötelemelerin bileşkesi de izometridir. ♦ 

 

 Önerme 41: { }2(2) :  (2),  ( )B A A U B TΓ = ∀ ∈ ∀ ∈� ℂ  olarak tanımlansın. O halde, 

( (2), ) grupturΓ −� . 

 Đspat: 1 2, (2)F F∀ ∈ Γ ; 

 ( )1 2, 2A A U∃ ∈  ve 2
1 2, ( )B B T∃ ∈ ℂ  için,  

1 1 1F B A= �  ve 2 2 2F B A= � ’ dir. 

2
1, ;x b∀ ∈ℂ  1 1 1 1 1 1 1( ) ( )( ) ( ( )) ( )F x B A x B A x A x b= = = +�  , 

2
2, ;x b∀ ∈ℂ  2 2 2 2 2 2 2( ) ( )( ) ( ( )) ( )F x B A x B A x A x b= = = +� ’ dir. 

?

1 2 (2)F F ∈Γ�  

2;x∀ ∈ℂ  

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1( )( ) ( ( )) ( ( ) ) ( ( ) )F F x F F x F A x b A A x b b= = + = + +�  

Teorem 27 gereğince 1A , lineer−ℂ  olduğundan, 

                   1 2 1 2 1( ( )) ( )A A x A b b= + +  elde edilir. Burada 2
1 2 1( )A b b+ ∈ℂ  ve teorem 18’ 

den 1 2 (2)A A U∈� ’ dir. 

1 2A A A=�  ve 1 2 1( )A b b b+ =  ile gösterilirse, 
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1 2( )( ) ( )F F x A x b= +� ’ dir. Bu da 1 2 (2)F F ∈ Γ�  olduğunu gösterir. 

1 2 3, , (2);F F F∀ ∈ Γ  

?

1 2 3 1 2 3( ) ( )F F F F F F=� � � �  

1 2 3, , (2)F F F ∈ Γ  olduğundan ( )1 2 3, , 2A A A U∃ ∈  ve 2
1 2 3, , ( )B B B T∃ ∈ ℂ . 

2
1 2 3, , , ;x b b b∀ ∈ℂ  

1 1 1( ) ( )F x A x b= + , 2 2 2( ) ( )F x A x b= + , 3 3 3( ) ( )F x A x b= + ’ dür. 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 3 1 2 3 3(( ) )( ) ( )( ( )) ( )( ( ) ) ( ( ( ) ))F F F x F F F x F F A x b F F A x b= = + = +� � � �  

                            1 2 3 3 2 1 2 3 3 2 1( ( ( ) ) ) ( ( ( ) ) )F A A x b b A A A x b b b= + + = + + +  

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3 1( ( ))( ) (( )( )) (( )( )) ( ( ( ))F F F x F F F x A F F x b A F F x b= = + = +� � � �  

                             1 2 3 3 1 1 2 3 3 2 1( ( ( ) ) ( ( ( ) )) )A F A x b b A A A x b b b= + + = + + +  

1 2 3 1 2 3( ) ( )F F F F F F⇒ =� � � � ’ dir. 

I , birim eleman için ( ) ( ) 0I x I x= +  olduğundan (2)I ∈ Γ ’ dir. 

?
1(2);  (2)F F −∀ ∈ Γ ∃ ∈Γ  

2;x∀ ∈ℂ  

2( ) ( ) ,  F x A x b b= + ∈ℂ ’ dir. 

Teorem 18’ den keyfi üniter dönüşümünün tersi var ve tersi de üniter dönüşümdür. O halde 

A  üniter dönüşümünün tersi 1A−  ile gösterilirse, ( ) ( )F x A x b= +  eşitli ğinin her iki 

tarafına 1A−  ile soldan bileşke işlemi uygulandığında, 

1 1( ( )) ( ( ) )A F x A A x b− −= +  elde edilir. 1A−  üniter olduğundan, 

                 1 1 1( ( )) ( ) ( ) ( )A A x A b I x A b− − −= + = +  elde edilir. 1 1( ) ( ( )) ( )I x A F x A b− −= − ’ dir.  

Sonuç olarak 1 1 1( ) ( ) ( )F x A x A b− − −= −  alınırsa, 

1( ) ( ( ))I x F F x−=  yazılabilir.  

1 1 1 1 1 1( ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( )F F x F A x A b A A x A b b A A x b b I x− − − − − −= − = − + = − + =  

1 1( )( ) ( )( ) ( )F F x F F x I x− −⇒ = =� �  elde edilir. 

1 1 1( ) ( ) ( )F x A x A b− − −= −  olduğundan 1 (2)F − ∈ Γ ’ dir. 

( (2), )⇒ Γ �  gruptur. ♦ 

 



 96 

 Teorem 28: ( )nF Iz∈ ℂ ’ dir ⇔  2: ,  n n
nH izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  olmak üzere 

1 2( )n
n nH F H Iz− ∈� � ℝ ’ dir. 

 Đspat: ( )nF Iz∈ ℂ  olsun. 

,  ;nx y∀ ∈ℂ  ( ) ( )F x F y x y− = − ’ dir. 

2: ,  n n
nH izomorf→ −ℂ ℝ ℝ  olduğundan,  

⇔  ( ( )) ( ( )) ( ) ( )n n n nH F x H F y H x H y− = −  

⇔  1 1( (( )( )) ( (( )( )) ( ) ( )n n n n n n n nH F H H x H F H H y H x H y− −− = −� �  

⇔  1 1( )( ( )) ( )( ( )) ( ) ( )n n n n n n n nH F H H x H F H H y H x H y− −− = −� � � �  

⇔  1 2( )n
n nH F H Iz− ∈� � ℝ ’ dir. ♦ 

 

 Önerme 42: : n nF →ℂ ℂ  dönüşümü ötelemedir ⇔ 2: n n
nH →ℂ ℝ , 

izomorfizma−ℝ  olmak üzere  1 2 2: n n
n nH F H − →� � ℝ ℝ  dönüşümü ötelemedir. 

 Đspat:  

 ( ) :⇒  : n nF →ℂ ℂ  dönüşümü öteleme olsun. 

, ;nx b∈ℂ  ( )F x x b= + ’ dir. 2: ,  n n
nH izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  olduğundan,  

( ( )) ( ) ( ) ( )n n n nH F x H x b H x H b= + = + ’ dir. 

1( (( )( ))) ( ) ( )n n n n nH F H H x H x H b−⇒ = +�  

1( )( ( )) ( ) ( )n n n n nH F H H x H x H b−⇒ = +� � ’ dir. 

Burada '( )nH x x=  ve '( )nH b b=  ile gösterilirse, 

1 ' ' '( )( )n nH F H x x b− = +� �  elde edilir. 

 1 2 2: n n
n nH F H −⇒ →� � ℝ ℝ  dönüşümü ötelemedir. 

 ( ) :⇐ 2: ,  n n
nH izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  olmak üzere 1 2 2: n n

n nH F H − →� � ℝ ℝ  

dönüşümü öteleme olsun. 

' ' 2, ;nx b ∈ℝ  1 ' ' '( )( )n nH F H x x b− = +� � ’ dür. 

2: ,n n
nH izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  olduğundan ' ( )nx H x=  ve ' ( )nb H b=  olacak şekilde 

bir tek , nx b∈ℂ  vardır. 

1( )( ( )) ( ) ( )n n n n nH F H H x H x H b−⇒ = +� �  
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1( (( )( ))) ( ) ( )n n n n nH F H H x H x H b−⇒ = +�  

( ( )) ( ) ( ) ( )n n n nH F x H x H b H x b⇒ = + = +  

( )F x x b⇒ = + , , nx b∈ℂ  

 : n nF⇒ →ℂ ℂ  dönüşümü ötelemedir. ♦  

 

 Teorem 29: Keyfi 2 2:F →ℂ ℂ  izometri, gerçel üniter ve ötelemelerin bileşkesi 

şeklinde tek türlü yazılabilir. 

 Đspat: Teorem 19’ dan ( ) ( )2 4: , ,W M M→ℂ ℝ ℝ ℝ  dönüşümü izomorfizma−ℝ  

olduğundan ( ) ' 1
2 2W F F H F H −= = � �  olacak şekilde ' 4 4:F →ℝ ℝ  dönüşümü var ve 

tektir. 

 Teorem 9’ dan 'F  izometrisi için tek türlü 'B  ötelemesi ve 'A  ortogonal dönüşümü 

vardır öyle ki ' ' 'F B A= � ’ dür. Eşitli ğin her iki tarafına soldan 1
2H − , sağdan 2H  ile 

bileşke işlemi uygulanırsa, 

1 ' 1 ' '
2 2 2 2( )H F H H B A H− −=� � � � �  

1 1 1 ' '
2 2 2 2 2 2( ) ( )H H F H H H B A H− − −⇒ =� � � � � � �  

1 ' 1 '
2 2 2 2( )F H B H H A H− −⇒ = � � � � �  

1 ' 1 '
2 2 2 2( ) ( )F H B H H A H− −⇒ = � � � � �  elde edilir. 

 Önerme 42’ den ' 4 4:B →ℝ ℝ  ötelemesi için 1 '
2 2 : n nH B H− →� � ℂ ℂ  dönüşümü 

ötelemedir ve 1 '
2 2H B H− � �  tek türlüdür. 1 '

2 2H B H B− =� �  ile gösterelim. 

 Teorem 25’ ten ' 4 4:A →ℝ ℝ  ortogonal dönüşümü için 1 ' 2 2
2 2 :H A H− →� � ℂ ℂ  

olacak şekilde gerçel üniter dönüşümü vardır ve tektir. 1 '
2 2H A H A− =� �  ile gösterelim. 

F B A⇒ = �  şeklindedir ve tek türlüdür. 

 Yani keyfi 2( )F Iz∈ ℂ , gerçel ( reel ) üniter ve öteleme dönüşümlerinin bileşkesi 

şeklinde tek türlüdür. ♦ 
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 Sonuç 18: nℂ ’ de her izometri örtendir. 

 Đspat: Teorem 28’ den nℂ ’ deki her izometri 2nℝ ’ de de izometridir. 2nℝ ’ de 

izometriler örten olduğundan ve teorem 19’ dan 1
n nH F H −� �  dönüşümü izomorfizma−ℝ  

olduğundan nℂ ’ deki her izometri de örtendir. ♦ 

 

 Sonuç 19: Tüm gerçel üniter dönüşümlerin kümesini Re ( )U n  ile gösterelim.  

 2 2( ) (2) ( )T U Iz⊂ℂ � ℂ  olmasına rağmen 2( )F Iz∀ ∈ ℂ  için F B A= � , 2( )B T∈ ℂ , 

Re (2)A U∈  tek türlü yazılır. 

 

 Not 15: Burada 2ℂ ’ deki keyfi izometrinin, reel uzaylardaki gibi üniter dönüşüm ve 

ötelemelerin bileşkesi şeklinde yazılabileceği bekleniyordu. Fakat aldığımız sonuçlar 

gösteriyor ki reel uzaydaki her şeyin benzeri kompleks uzayda doğru değildir. Dolayısı ile 

kompleks uzaydaki cebir ve geometri, reel uzaydaki cebir ve geometriden farklıdır.  

 

 

 



 
 
 3. BULGULAR VE SONUÇLAR 

 

 Tezde elde edilen bulguları aşağıdaki şekilde sıralayabiliriz. 

 

1. nℂ , kompleks vektör uzayında keyfi lineer−ℝ  operatörün genel ifadesi, 

1 1

( ... ) ...

n n

z z

z z

   
   ℑ →   
   
   

 olmak üzere, ( , ) ;nF M∀ ∈ ℂ ℝ 1 2,  ( , )nA A M∃ ∈ ℂ ℂ  öyle ki  

1 2F A A= + ℑ�  şeklinde olduğu Önerme 26’ da gösterilmiştir. 

 2. nℂ ’ deki ( )( ), , , ,nM r⋅+ ⋅ℂ ℝ  üçlüsünün bir cebir−ℝ  olduğu Önerme 27’ de 

gösterilmiştir. 

 3. 2: n n
nH →ℂ ℝ  ve 1 2: n n

nH − →ℝ ℂ  dönüşümlerinin izomorfizma−ℝ  oldukları 

Önerme 30 ve Önerme 31’ de gösterilmiştir. 

 4. ( ) ( )2: , ,n nW M M→ℂ ℝ ℝ ℝ  dönüşümünün   cebir izomorfizma−ℝ  olduğu 

Teorem 20’ de gösterilmiştir.  

 5. 1,  2n =  olmak üzere ( ) 1, :  , ( , )n
n n

a b
H M H a b M n n

b a
−  −  

= ∈ ×  
  

� ℂ ℂ � ℝ  

olduğu Önerme 33 ve Önerme 34’ de gösterilmiştir. 

 6. Keyfi ( )' 2 2,F M∈ × ℝ  için ' ' ' '
1 2F A A= + ℑ�  olacak şekilde 

( )' ' 1
1 2 1 1,  ,A A H M H −∈ � ℂ ℂ � ’ lerin mevcut ve tek türlü olduğu Teorem 21’ de 

gösterilmiştir. Burada ' 1 0

0 1

 
ℑ =  − 

’ dir. 

 7. Keyfi ( ) ( )' 1 ' ' ' ' ' ' 1
1 1 1 2 1 2 1 1, ;  ,  , ,F H M H F A A A A H M H− −∈ = + ℑ ∈� ℂ ℝ � � � ℂ ℂ �  

olmak üzere ' ' '
1 2det det detF A A= −  olduğu Önerme 35’ de gösterilmiştir. 

 8. Keyfi ( ) ( )1 2 1 2, ;  ,  , ,F M F B B B B M∈ = + ℑ ∈ℂ ℝ � ℂ ℂ  olmak üzere F ’ nin tersi 

mevcutluğunun ⇔  
2 2

1 2 0B B− ≠  olması ile sağlandığı Teorem 22’ de gösterilmiştir. 

 9. Gerçel üniter ve sanal üniter dönüşümleri Tanım 38 ve Tanım 39’ da 

tanımlanmıştır. 
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 10. : n nA →ℂ ℂ  dönüşümünün üniter olma şartı Önerme 36’ da verilmiştir. 

 11. 1,  2n = ve : n nA →ℂ ℂ  dönüşümünün gerçel üniter olması için, 

2: ,  n n
nH izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  dönüşümü kullanılarak elde edilen 1

n nH A H −� �  

dönüşümünün ortogonal olmasının gerekli ve yeterli şart olduğu Teorem 23 ve Teorem 25’ 

de gösterilmiştir. 

 12. : ,  A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşümünün sanal üniter olması için, 2
1 :H →ℂ ℝ , 

izomorfizma−ℝ  dönüşümü kullanılarak elde edilen ' 1
1 1A H A H −= � �  dönüşümüne 

karşılık gelen matrisin determinantı 1 olmasının gerekli ve yeterli şart olduğu Teorem 24’ 

de gösterilmiştir. 

 13. 2 2: ,  A lineer→ −ℂ ℂ ℝ  dönüşümünün sanal üniter olması için 2 4
2 :H →ℂ ℝ , 

izomorfizma−ℝ  dönüşümü kullanılarak elde edilen 1
2 2H A H −� �  dönüşümünün 

simplektik olmasının gerekli ve yeterli şart olduğu Teorem 26’ da gösterilmiştir. 

 14. 1n = , 2  ve : n nA →ℂ ℂ  dönüşümü için, 

 i) ( ), ( ) , ,  , nA x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  

 ii) ( ) ,  nA x x x= ∀ ∈ℂ  ve ,  A lineerdir−ℂ  

 iii) { } { }Re ( ), ( ) Re , ,  , nA x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  ve  A, lineerdir−ℂ  

 iv) { } { }Im ( ), ( ) Im , ,  , nA x A y x y x y〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ℂ ℂ ℂ  ve A, lineerdir−ℂ , önermelerinin 

denk olduğu Teorem 27’ de gösterilmiştir. 

 15. nℂ ’ de keyfi iki izometrinin bileşkelerinin de izometri olduğu Önerme 37’ de 

gösterilmiştir. 

 16. nℂ ’ de keyfi izometrinin birebir olduğu Önerme 38’ de gösterilmiştir. 

 17. nℂ ’ de keyfi üniter dönüşümün izometri olduğu Önerme 39’ da gösterilmiştir. 

 18. nℂ ’ de keyfi ötelemenin izometri olduğu Önerme 40’ da gösterilmiştir. 

 19. Üniter dönüşümlerle ötelemelerin bileşkesinin bileşke işlemine göre grup olduğu 

Önerme 41’ de gösterilmiştir. 

 20. ( )nF Iz∈ ℂ ’ dir ⇔ 2: n n
nH →ℂ ℝ , izomorfizma−ℝ  olmak üzere, 

1 2( )n
n nH F H Iz− ∈� � ℝ  olduğu Teorem 28’ de gösterilmiştir. 
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 21. : n nF →ℂ ℂ  dönüşümü öteleme olması için 2: ,  n n
nH izomorfizma→ −ℂ ℝ ℝ  

dönüşümünü kullanılarak elde edilen 1 2 2: n n
n nH F H − →� � ℝ ℝ  dönüşümünün öteleme 

olmasının gerekli ve yeterli şart olduğu Önerme 42’ de gösterilmiştir. 

 22. 1n = , 2  için nℂ ’ de keyfi izometrinin gerçel üniter dönüşümler ve ötelemelerin 

bileşkesi şeklinde tek türlü yazılabileceği Teorem 29’ da gösterilmiştir. 

 

 

 



 

4. ĐRDELEME 

 

W. H. Cockroft 1972’ de yayınladığı kitabında [1], 1-boyutlu uzayda kompleks 

değerleri reel ve sanal bölümlerine ayırıp incelemiştir. Kompleks sayının modülü ile aynı 

sayının reel ve sanal bölümlerinden oluşan reel iki boyutlu ifadenin normunun aynı 

olduğunu belirtmiştir. Buradan orijine uzaklık yaklaşımıyla bir kompleks vektör ile bu 

sayının reel ve sanal bölümlerinden oluşan iki boyutlu reel vektör arasındaki ilişkiyi ortaya 

koymuştur. Daha sonra iki kompleks sayının çarpımından yola çıkarak iki boyutlu reel 

uzaydaki dönme hareketi ile ilişki kurmuştur. Tezde ise bu ilişkiler daha genel olarak ve 

1n = , 2  için nℂ  ile 2nℝ  arasında incelendi. 

A. I. Mal’cev, 1956’ da Rusça, 1963’ de Đngilizce olarak yayınlanan kitabında [10] 

üniter dönüşümler teorisini vermiştir. Tezde ise reel üniter dönüşüm ve sanal üniter 

dönüşüm kavramları verildi ve 1n = , 2  boyutları için 2: n n
nH →ℂ ℝ , izomorfizma−ℝ  

dönüşüm yardımıyla 2nℝ  uzayına dönüştürülerek tam olarak incelendi. 

H. H. Hacısalihoğlu’ nun 1985’ de yayınlanan, kitabının 3. baskısında [5] yer alan, 

tezin de genel bilgiler bölümünde teorem 17 olarak verilen teorem, 1n = , 2  boyutları için 

kompleks lineerlik şartı ortadan kaldırılarak yeniden düzenlendi. Keyfi üniter dönüşümün 

kompleks lineer olduğu ispat edildi. Ayrıca aynı teoremle, tezde gerçel (reel) üniter ve 

sanal üniter olarak tanımlanan parçaların her birine kompleks lineerlik şartı eklenerek 

dönüşümün üniter olduğu sonucuna ulaşıldı. 

V. Wessels ve W. N. Polyzou kuantum teorisi ile ilgili makalelerinde [15] kompleks 

Lorentz Grubu’ nun ve kompleks O(4) grubunun  aynı olduğundan bahsetmiş ve 

(2, ) (2, )SL SL×ℂ ℂ ’ nin oluşturduğu grubun her ikisini de kapsadığından yola çıkmıştır. 

Bazı dönüşümleri kullanarak 4–boyutlu her vektörün Öklid ve Minkowski kısımlarına 

sahip olduğunu ortaya koymuştur. Tezde ise buna benzer bir yöntemle inceleme yapılarak 

1 ve 2 boyutta üniter dönüşüm grubunun simplektik ve ortogonal dönüşüm gruplarının 

kesişimi olduğu sonucuna varıldı.  

S. Davis kuantum teorisi  ile ilgili makalesinde [2] bir kompleks hermit matristen bir 

reel matrise bir benzerlik dönüşümü yardımıyla geçişin mevcut olduğunu belirtmiştir. 

Tezde ise bu geçiş 1 ve 2 boyutta ayrıntıları ile incelenmiştir. 
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Young Gao, Yangshang Wang, Xinshan Zhu, Xuetus Feng, Xiaoxu Zbu yüz tanıma 

ile ilgili konferans sunularında [4] üniter uzayda tanımladıkları bir dönüşümü reel ve sanal 

kısımlarına ayırmışlar ve trigonometrik özelliğini kullanmışlardır. Ayrıca üzerinde 

durdukları Gabor kompleks özellikleri için makalede belirttikleri PCA ve LDA’ ları Öklid 

Uzaydan Üniter uzaya genelleştirme ihtiyacı duymuşlardır. 

Keh-Chiarng Huarng ve Chien-Chung Yeh ise radyasyon kaynağının varış açısının 

tahmini problemini çözerken [7] kompleks kullanımı reel kullanıma kısıtlamak için  bir 

üniter dönüşüm metodu geliştirmişlerdir. Tezde ise buna benzer olarak 1 ve 2 boyutta reel 

üniter dönüşümler ile sırasıyla 2 ve 4 boyuttaki ortogonal dönüşümler arasında ilişki tespit 

edildi.  

R. Penrose ve W. Rinder ise çalışmalarında [11, 12] 4 boyutlu reel Minkovski Uzay–

Zaman yerine 2 boyutlu kompleks uzayı kullanarak fiziksel kavramlar üzerinde 

durmuşlardır.  

Kuantum teorisi, nükleer enerji ve elektronik nesne tanıma programlarındaki gibi 

güncel fizik problemlerinin çözümlerinde üniter dönüşümlerin ve bu dönüşümlerin reel 

uzaydaki dönüşümlerle ilişkisinin kullanılması bu tez çalışmasının önemini gösterir. 

Ek olarak tezde Üniter uzaydaki izometriler ve reel uzaydaki izometriler arasındaki 

bağlantılar incelendi. 

 



 

5. ÖNERĐLER 

 

Kuantum teorisi, nükleer enerji ve elektronik nesne tanıma programları gibi güncel 

fizik alanlarındaki problemlerin çözümlerinde kullanılması, bunların yanında 4 boyutlu 

reel Minkowski Uzay-Zaman yerine 2 boyutlu kompleks uzayı kullanarak fiziksel 

kavramların geliştirilmeye çalışıldığı iki kitabın yayınlanması, üniter uzaylar, üniter 

dönüşümler ve bu dönüşümlerin reel uzaydaki dönüşümlerle ilişkilerinin incelenmesi 

konusunun ne kadar önemli olduğunu göstermektedir. 

Buradan yola çıkılarak; 

1. 1n =  ve 2  boyutlarında bulunan sonuçların keyfi n  boyut için elde edilmesi çok 

önemlidir. 

2. n  boyutlu üniter uzay geometrisinin geliştirilmesi, yani n  boyutlu kompleks 

vektör uzayında ( )U n  ve { }( ) :  ( ),  ( )nn B A A U n B TΓ = ∀ ∈ ∀ ∈� ℂ  grupları için invaryant 

teorisinin geliştirilmesi çok önemlidir.  
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