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OZET

Tezde 1 ve 2 boyutlu Uniter uzaylardag@adaki konular incelendi:
1. Kompleks vektor uzayinda reel lineer dgima kavrami verildi. Reel lineer

donigimler ve kompleks lineer dogiimler arasindaki tganti bulundu.

Uniter dongim kavrami arasinda glanti bulundu.
3. Uniter uzaydaki izometriler ve reel uzaydakinmriler arasindaki kgantilar

incelendi.
4. Uniter donglimler grubu icinU (n) = O(2n) n SE2 n, n=1,2 ssitli gi ispat edildi.
Burada,O(2n), ortogonal dongiimler ve SE(2 ), simplektik déngimler gruplaridir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Donigum, Uniter Grupjzometri



SUMMARY

Transformation Groups in Unitary Spaces in 1 and Dimensions

In this thesis, the following questions on unitapaces of 1 and 2 dimensions are
studied.

These are :

1. The concept of a real linear transformatioraicomplex vector space has been
given. A correlation between a real linear transf@tion and a complex linear
transformation has been found.

2. Concepts of real unitary and imaginary uniteegl linear transformations are

given. A connection between these concepts andmyrtitansformation is investigated.

3. Correlations between isometries in the unisgceC" (n=1, 2) and isometries
in the Euclidean spac®™ (n=1, 2) have been studied.

4. The equalityu(n) =0O(2n)n Sg2n, n=1, 2 has been proved fon=1, 2;
whereU (n) is the group of all unitary transformations @i, O(2n) is the group of all
2nx 2n -orthogonal transformations ar®(2n is the group of anx 2n- symplectic

transformations.

Key Words: Linear Transformation, Unitary Group, Isometry



(6\-,-); Lbj=12,..n ;8 0OR

7 =(aji)
boy E
boy E

cn

C -lineer

[x V]

GL(n, R)

Iz(C")
LIZ(R")
M

M (C",C)
M (C",R)
M (R>",R)
M (nx n,C)
M (nx n,R)

O(n)
O_(n)

SEMBOLLER DiziNi

nx n tipinde reel katsayil bir matris
A = (qj ) matrisinin transpozesi
E reel vektdr uzayinin boyutu

E kompleks vektor uzayimin boyutu

n boyutlu kompleks vektor uzayi
Kompéelineer

~ bl

nx n tipideki determinanti sifir olmayan tim
matrislerin olgturdusu kiime

Paemici slemin sanal kismi

Tam reel izometriler kiimesi
TUm kompleks izometriler kimesi
Tam lineer izometriler kiimesi
e={e,...,g} ortonormal sisteme g6re
dongimuUnin matrisi
Kompéekektor uzayindaki tum kompleks lineer
operatdrler kiimesi
Kompéekektor uzayindaki tum reel lineer
operatdrler kiimesi
2n boyutlu reel vektor uzayindaki tim reel lineer

operatorler kiimesi

nx n tipinde kompleks matrisler kiimesi
nx n tipinde reel matrisler kiimesi

n boyutlu ortogonal dorgiiimler grubu

={gD0O(n):detg=-1

\



O, (n)
Rn
R —lineer

R —izomorfizme
R - cebir
Ref ...}
Sp2n
su(n
T(R")
T(C")

U (n)
(¢
o

.

={g00(n :detg=1}, yani n boyutlu 6zel
ortogonal doégimler grubu

n boyutlu reel vektor uzayi
Rénker

Reel izomorfizma
Resyilar tizerinde cebir

Patex ici lemin reel kismi

2n boyutlu simplektik dongiimler grubu

n boyutlu 6zel Gniter doriimler grubu

R"" deki tim reel 6telemeler kiimesi

C"" deki tim kompleks ételemeler kiimesi

n boyutlu Uniter déngiimler grubu

Kompleks vektor uzayinda skaler (i¢ ) carpim
Reel vektor uzayinda skaler (i¢ ) carpim

Ispatin sonu

VI



1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Oklid (M.0.365 — M.0.300) matematik Kultirini matgigin 6zlerini cikarip
sistemli bir hale getiren matematikgcilerden biridiTemel CGseler” adh yapitiyla, son
zamanlara kadar gecerdiini koruyan matemagin temellerini atmygtir. Oklid, kendinden
once gelenlerin eserleriyle kendi 6z yapitlarini aixleyerek bugin Oklid geometrisi
adiyla bilinen geometriyi aksiyomlarina dayanaraksgrmistir.

Lineer cebir ise hizli gagimine Cauchy’ nin Analyse Algenukus (1815) eseriyée
Jakobi’ nin determinantlar teorisindeki gahalariyla balamistir. Jakobi’ nin cakmasi ile
ayni zamanda, Cayley’ in ilk defa olarak, determiterin bir karesemasi tarzinda
yazilisinda kullanilan ve buyuk dnemstgan tezi yayinlanmtir. Ardindan 1850 ile 1880
yillari arasindaingiliz matematikgiler Cayley, Sylvester, Smith; Adm matematikgciler
Kronecker, Frobenus ve Fransiz matematikcilerdermidein calismalari ile lineer cebir,
hesaplamalar belli bir seviyeye gedtm.

W. H. Cockcroft 1972’ de yayinlagh kitabinda [1] bir boyutlu kompleks vektor
uzayi ile iki boyutlu reel vektdr uzayi arasindakglantilari incelemgtir. Bununla birlikte
bir boyutlu vektdr uzayindaki carpma ile iki boyutreel vektér uzayindaki dénme
hareketini ilgkilendirmistir.

R. Penrose ve W. Rinder in cghalarinda [11, 12], fizikte 4-boyutlu reel
Minkowski Uzay-Zaman yerine 2-boyutlu kompleks uzhyllanarak fiziksel kavramlari
gelistirmeye cabalamglardir.

Son yillarda da kuantum teorisindeki problemleridzigmlerinde, nukleer ener;ji
konusundaki problemlerin ¢ozimlerinde ve elektraméisne tanima programlarinda ortaya
ctkan problemlerin ¢ozamlerinde kolaylikggadiklar ve daha iyi sonuclara gibildigi
alanini gengletmistir.

Bununla ilgili olarak V. Wessels, W. N. Polyzou $mon Davis kuantum teorisi

problemleri ile ilgili makalelerinde [15, 2], E. Efmmbaum nukleer enerji konusu ile ilgili



makalesinde [3] ve Young Gao, Yangshang Wang, XansBhu, Xuetus Feng, Xiaoxu
Zbu yuz tanima ile ilgili konferans sunularinda {diiter yapiyi kullanngiardir.
Bunlarin yaninda Keh-Chiarng Huarn ve Chien Chureh Yayiladiklari makalede [7]
radyasyon kayr@anin varg acisi tahmini ile ilgili problemler icin Uniter déstimler
Uzerinde bir metod gslirmislerdir.

Tezde 1 ve 2 boyutlu Uniter uzaylardag@daki konular incelendi:

1. Kompleks vektor uzayinda reel lineer dgima kavrami verildi. Reel lineer
donisimler ve kompleks lineer dogiimler arasindaki tganti bulundu.

2. Reel Uniter ve sanal Uniter reel lineer dd@miler tanimlandi. Bu kavramlarla
uniter dongim kavrami arasinda glanti bulundu.

3. Uniter uzaydaki izometriler ve reel uzaydakinmriler arasindaki kgantilar
incelendi.

4. Uniter dongumler grubu icinU(n)=0(2n)n SE21n, n=1, 2 esitligi ispat
edildi. Burada

O(2n), ortogonal dongiimler grubu

Sp2n), simplektik dongimler grubudur.

1.2. Bilineer Formlu Uzaylar

Tanim 1 : R, reel sayilar cismiy -R Uzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektor

uzaylveg VxV - R dongum olmak tzere[Ja,bOR, Ov,v%,w, w Vigin,
) g(ay+ by, w)=ad y W+ bh ¥ ¥
i) g(v,aw+bw)=ad ¥ W+ by ¢

Ozelliklerini sglayan g- donigumune, bilineer form denir.

Omek 1:V =R*={x=(x%, %, %, %) : xOR, i= 1,2,3 } alalim.
fiR*xR* o R, x=(X,%.%.%),y=(Y¥.y%.¥% . ¥OR* olmak tzere,
f(xy)=2Xxy+5%y%-3xy+4xy- %) doniumiu tamimlayalim. f , bilineer

formdur.



Omek 2:V =R" ={x=(X, %,.., x) : XOR, i= 1,2,..5} alaim.
h:R"xR" -~ R, x=(%,%,..%),y=(y.¥ ,..Y)OR" olmak uzere,

h(x y) = ¥ y dénumuni tanimlayalimh- bilineer form dgildir.

Tanim 2: R, reel sayilar cismiy -R Uzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektér uzayi
ve g:VxV - R bilineer dongum olmak tzere[v wOV igin g(v,w)= g(w) ise,

g'ye simetrik denir.

Omek 3:V =R" ={x=(X, %,.., x) : XOR, i= 1,2,..5} alaim.
fiR"xR" - R, x=(X%,%,..%),y=(Y,¥% ,..¥) OR" olmak tizere,

f(xy)=%xy+ % y+..+ % ydongumi tanimlayalim.f - simetriktir.

Omek 4:V =R" ={x=(%, %,.., x) : XOR, i= 1,2,..5} alaim.
h:R"xR" - R, x=(%,%,..%), y=( Y.y ,...y) OR" olmak tizere,

h(x y) = % y dénisumuni tanimlayalimh - simetrik dgildir.

Tanim 3: R, reel sayilar cismiy -R Uzerinde sonlu boyutlu keyfi reel vektor uzayi
ve g :VxV R bilineer dongum olmak uzereOwOV icin g(v,w)=0 oldusunda

v=0 ise g'ye bozulmamy denir.

Omek 5:V =R" ={x=(%, %,.., %) : XOR, i= 1, 2,...,1) alalim.

fiR"R" o R, x=(X,%,..%),y=(Y,% ,...y) OR" olmak tizere,
f(x, y)= XY+ X%y+t..t xy donkumi tanimlayalim. f -bozulmamgtir. f ' nin
bozulmamg oldugunu gostermek icinOxOR" icgin f(x, y):O oldugunda y=0
oldugunu  gostermek gerekir. Bunun icin  0zel olarakk=y alinirsa,
f(y,y)= ¥+ v +..+ y?=0 elde edilir. f(y,y)=y*+ y>+..+ y?=0 olmas! icin

y, =0, i=12,...n olmalidir. Buradany =0’ dir. O halde f - bozulmamgtir.



Omek 6: R" ={x=(%, %,.... %) : XOR, i= 1, 2,..,n ,n> }lalalim.
fiR"XR" - R, X=(X, %,-., %), Y=(¥, Yo, ¥,) OR" olmak tizere,

f (%, y) = % % doniimini tanimlayalimf - bozulmutur.

Tanim 4: g, V lineer uzayinda bir bilineer form olsungét F :V - V dongumi

Onerme 1:Bilineer formu saklayan doégiimler bileske islemine gére yari gruptur.

Ispat: F,,F, bilineer formu saklayan dogiimler olsunlar.Ja hOV ve g, V lineer
uzayda bir bilineer form olmak Uzere,

9(R(a), (b)) = o(a h ve g(K(a), K(b) = o(a hdir.

9((R - F)(@).(Fe F)(b) = o(R(F(38), R(F(B)= d F(3 F(H= gal

Dolayis! ile F, o F, bilineer formu saklayan dosiimdir. Sonug¢ olarak bilineer

formu saklayan doniimler bilgke islemine gore yari gruptu#

Onerme 2: F:R" - R" dénisumii lineer ve birebir ise 6rtendir.

ispat: F lineer ve birebir olsun.R" ' de {e,..e} tabanini alalim.
{F(e)....F(e,)} ' nin de R" ' de bir taban oldpunu gosterelim. Bunun igin
{F(e).....F(e,)}" nin lineer b&msiz oldgunu gésterelim.

Farz edelim{F(e,),...,F(e,)} lineer b&mii olsun. O halde en az biri sifirdan fakli
olan A, ....,.A,0R vardir ve AF(e)+...+ A, F(e)=0" dir. F’ nin lineer oldgunu
kullanarakF (A, +...+A,€) = 0 olur. BuradaF birebir old@gundanieg +...+ A€ =0’
dir. A,i=1,2,..n" lerden en az biri sifirdan farkli olgundanf{e,.....e,} lineer
bagimlidir. Bu ise segimimizle cgir. O halde{F(e,)....,F(e,)} lineer bgimsizdir. R"’
nin boyutun oldugundan{F(e,)....,F(e,)} R"’ de bir tabandirSimdi R"" de keyfi bir
y elemanini alalim{F (e, )....,F(e,)}, R"’ de bir taban oldgundan dolayy, ...,x, R
olmak Uzere,y elemaniniy =y F(e)+...+ 1 F(e) seklinde yazabiliriz. Busekilde

yazilabilen keyfiyOR" i¢in [x= g +...+ 1, OR" vardir:



y=mF(e)+..+ 1, F(8)= Fi, 8+ ..+ 4, €)

= y = F(X) olup, bu bizeF ’ nin 6rten oldgunu gosterir®

Teorem 1[6]: V sonlu boyutlu vektor uzayi vé , V'’ de bozulmamy bilineer form
olmak Uzere,f ' yi koruyanV ’ deki tim lineer déngiimlerin kiimesi bilgke islemine
gore bir gruptur.

ispat: G={T:V - V: f(a,8) = f(T(a), T(B)), Oa,B0 \} olsun.

G’ nin bileske islemine goére bir grup oldiunu gosterelim.
1) OS, TO G igin gosterelim kiSe TO G dir. Oa, 0V,
f((SeM@).(S NB)= { & 1) 6B))
T O Goldugundan,
= f(S(a), 98))
S0 Goldugundan,
= f(a,[) elde edilir.Buna goré&o TO G dir.
i) 1:V -V, birim donguim olmak Uzere,
f(l(a),1 (B)) =1 (a,B) olduzundan| JG ' dir.
i) OT 0G, T O G oldugunu gosterelim.
TOG icin a OV olmak tzerel (a) =0 olsun.Bu takdirde[ 15 0V,
f(a,B)=f(T(a), T(B)) = f(0,T(B))= 0elde edilir.
Ancak f bozulmamy oldugundan,a =0’ dir. Dolayisi ile T birebir lineer ve sonlu
boyutlu old@gundan énerme 2’ den T 6rtendir. BéyleEénin tersi mevcuttur.
f(T™ (), THB) = f(T(TY(a)), (TB))= f(a,B) oldugundanT* O G’ dir.
(i), (i), (iii)y’den (G,°) bir gruptur.®

1.3. Oklid Uzayi

Tanim 5[9]: E, R reel sayillar cismi Uzerinde vektor uzayl olmak réze
¢:ExE - R donkUmU gagidaki aksiyomlari sgasin:

0x, y, zO E, OAOR igin;
1) p(x+y.2)=¢(x.2)+¢(y.2)



Bu sekilde tanimlanarp donumineE’ de skaler (ic) (;arplm(E,¢) ikilisine de i¢

carpimli vektor uzayi denir.

Tanim 6: Sonlu boyutlu i¢ carpimli vektoér uzayina o6klid uzdgnir.

Omek 7: E=R alalim. ¢:RxR - R, x, yOR olmak lzereg(x, y)= xy
donsUmuni tanlmlayallm(R, ¢)' nin 6klid uzayi oldgunu gosterelim:
0x, y, zZAOR olmak tzere;

1) g(x+y 2=(x+y) = xz yz¢( x)zg( .y)

2) (A%, y)=(Ax) y=A(x) =2¢( x Y

3 (x y)=xy=yx=¢(y X

4) ¢(x, x)=xx= X220

5) ¢(x, X)=0= xx=0= X = 0= x=C

x=0=¢(x,x)=0
oldugu aciktir.

Ornek 8: E=R? alalim. ¢:R*xR? - R, x:(zj, y:(ijDRZ olmak uzere
¢(x, y) =Xyt %Yy donkumind tanlmlayallm(]Rz, ¢) " nin Oklid uzayr oldgunu
gosterelim. Bunun igin;

Dox+y,d=0x+y) z+( 3+ Y z2=( xg+( y2r( xr( Ly

=z *+%2)+(yz+ ¥y =00 x)z¢( y)

2) PAXY)=AX Y+ A% Y =A0x ¥+ % Y=A9( Xy

PN =XY+ % %= yx+ yx=9( y ¥



4) p(x, )= x>+ %20
B) p(x,X) =%+ %x°=0« %=0, =0 x=C

oldugundan(R?, ¢) oklid uzayidir.

Ornek 9: E=R" alalim.

O:R"XR" 5 R ,X=(%, %, - %), Y=(% Yo -, ¥ ) OR" olmak tizere,

o(x y)= Zn: Xy donumuni tanlmlayallm(R”, a) oklid uzayidir.

i=1

Ormek 10: E=R alalim. ¢ RxR - R, x, yOR olmak Uzereg(x, y)= Xy
donisimini tanimlayalim(R, ¢)’ nin oklid uzayr olmadiini gésterelim:
Gergektenx y zOR olmak lzere;
p(x+y, 2 =(x+ 3)2 = Xz Y22 x
olur. Ama i¢ carpim tanimina gore,
p(x+y, =Xz y:
olmalidir. Bunun igin2xyz= 0 olmasi gerekir. Buradar=0 veyay =0 veyaz=0"dIr.
Fakat bwart timx, y ve Zler icin saslanmadgindan,
p(x+y, 2z Xzt .
olup, ¢ i¢ carpim dgildir. Dolayistyla (R, ¢) 6klid uzay dgildir.

Tanim 7: (El,¢1) ve (E2,¢2) oklid uzaylar olmak Uzerer :E, — E, donumi
icin;

i) F, birebir ve trten

i) F,lineer

iii) @, (F(), F(y))=6,(% )

ise (E,,#,) ve (E,,#,) 6klid uzaylarina izomorf denir.

Onerme 3: (El,¢1) ve (E2,¢2) oklid uzaylarinin izomorf olmasi icin gerek ve gret

sart boy E = boy E olmasidir.



Sonug 1:(E, ¢) 6klid uzayi veboy E= nolsun. O halddE, ) 6klid uzay,

(R”, 0') oklid uzayina izomorftur, burada(x, y) = Zn: xy (6rnek 9).

i=1
Not 1: Bundan sonrag(x, y) = (X Y, Ox,yOR", seklinde alinacaktir.

Tanim 8: E" 6klid uzayindaxOE" igin \/(X, X, sayisinax vektorinin normu

denir ve|x| seklinde gésterilir.
Tanim 9: |x| =1 ise, x vektdriine birim vektor denir.

Tanim 10: E" 6klid uzayinda(x, y), =0 ise x ve y vektorlerine ortogonal denir

ve x [0y seklinde gosterilir.

Lemma 1: E"' de tanimlanan normsagidaki aksiyomlari séar:

OxOR", OAOR igin,

) 120

i) [X|=0< x=0

i) 1A= 1

Ispat:

) X =x R =y + £+.x 20

i) [X]=0 = (X%, =0 =+ X+. .+ £=0= x (

x=0= x| =0 oldugu agiktir.
i) [AX] = A% A% =(A%) +(A %) +..+ (A x)°
= AP+ A+ AT :\/)l (%24 %+t )

=K+ + o = (Ao @




Tanim 11: (x, X); =0 ve i # j olmak Uzere{x, X,, .., %} O E' sistemine

ortogonal sistem denir.

Teorem 2:{x1, Xy eeey )gn} O E' ortogonal sistem olsun. Bu takdirde;

2 m
=>"|x|* (Pisagor Teoremiy dir.
i=1

m
2%
i=1

Ispat: m=2 alalim.

I+ %7 =00+ % X e =% D+ 20% Rt % B =( % Kt % K

=[x + el
m= Kk i¢in;
%+ %, + ot X ° =[x+ [%,|” + .+ || esitligi dogru olsun.

m= k+1 icin de d@rulugunu gosterirsek ispat tamamlarfiimdi bunu gdsterelim:
2

=[ A gl =CA % A X,

XHX ..+ X+ X
[

A

=(A AL+ 20A X + Oy Ko = A+ x|
0

=[x 4%+ el
=Pl el b+l
Burada, AU X,

(AXade =XXH Xt X %)e =(X X T b (X, K = (@

Onerme 4 {x,, X, ..., x,} ortogonal sistem ve # 0,i = 1,2,...,m iSe X, X, ,..., X
vektorleri lineer baimsizdir.

Ispat: Farz edelim, bazi, A,, ..,.A OR igin Ax +A,x,+...+ A x =0 olsun.
(X, AX+A,%+ .+ A %) =A(X, X olur. Buradax #0, i=1, 2,..m oldusundan
(X, %)z #0" dir. O halde;A =0, i =1, 2,..m olur. Bu bizex,, X, ,...,X,, vektorlerinin

lineer b&msiz oldgunu gosterir ¢
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0, I ] .
Tanlm121<>§,Xj>R=5.j={l = ij=1212..m

ise{x,....x,} sistemine ortonormal sistem denir.

. 1 0
Ornek 11: x, yOR? alahm. X:(OJ ve y:(lj secelim. Bu takdirde,

(X, Yr = %X Y+ %Y oldusundan{x, X, =1, (X,¥ = 0,{ Y,y = lolarak bulunur.

Burada{x \} ortonormal bir sistem oturur.

Teorem 3:Keyfi 6klid uzayinda ortonormal taban vardir.

Ispat: E keyfi bir ¢klid uzayiboy E= i ve {xl,x2 ,...,xm} bu uzayin bir tabani
olsun. {x,, X, ,...x,} vektorleri yardimyla{e,e,...,e,} ortonormal sistemini elde
edecgiz.

1) m=1 igin teorem d@rudur. Cunkux, lineer b&msiz oldgundanx, #0 olup;

X
g, =—= ortonormal tabani vardir.

]

2) m=2 alalim. x, Z0 olup; g = birim vektordur.y, = 5,,€, + X, secelim ve

X

I

(e, Y,»r = 0 olacaksekilde 3,," i bulalim:
<eu Y2>1R :<E‘1, ﬁ21q+ )§>R =0 :>,le< & QR +< e XR = O:>,3212—< g Zﬁ%

bulunur. y, # 0 oldusunu gosterelim. Bu durumda, =0 ise e ve x, vektorleri lineer

bagimli olur. Bu ise bgtaki secimimizle ¢efir. O haldey, # 0 olup; e, = Y2 birim

v,
vektor ve{e, e} ortonormal sistemdir.
3) k<m alalim.x;, X, ,...,X., X,,; vektorlerinin ilk k tanesi yardimiyla bunlarin
lineer ifadeleri seklinde e, e, ,...,e, gibi bir ortonormal sistem elde edigni kabul

0, I # ] ki <k,
1, i=j ¥j<k

edelim. Yani;(g, &), =9 ={ dir.
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Simdi bu ortonormal sistemle verile(k +1)’ inci vektor olan x,,, yardimiyla
Yirr = Bpop& t -+ Bre k& + %1 VEKOruni tanimlayalim ve buradan,
(Ysrr 8)r =0,1=1, 2, ...k olacaksekilde S, yi bulalim:
Ve 8 = 0=2(Broan &t -+ Lok 8T %1)r Bz = C
= B (& &x *(forr B =0
1

= ﬂ(k+1)i = _<Xk+1' Q>R :
Y =0 olamaz. Clnkuy,,, = 0Oise buradanx.,, ==/8;.,,& =~ By & OlUr.

€, ,....6, X, ve dolayisiylax;, X, ,..., X, X.,, vektorleri lineer bgimli olurdu. Bu ise

celigkidir. Dolayisiyla y,,, # 0’ dir. Boylece e, = ”yk+1”
yk+l

alinirsa; e, e, ,...,&,,6.,,

vektorleri ortonormal bir sistemdir.

Bu sekilde devam edilerek{x,,x,,...x,} vektorleri yardimiyla{e,e,....e,}

ortonormal sistemi elde edili#®

Teorem 4: Sonlu boyutlu uzayda, keyfi ortonormal sistem paional tabana kadar
gensletilebilir.

ispat: E, sonlu boyutlu uzay veoyE=n, r <n olmak iizere{e,,e, .....e.} E’ de
bir ortonormal sistem olsun. Amacm{lel, &, ..., 6, Q ortonormal taban olacak
sekilde e,,, e,,, ..., & elemanlari bulmakr <n oldusundan,[x#0 i¢in ¢,e, ..., ,X
vektorleri lineer baimsizdir.y = A g +...+ A, e + xvektorinu tanimlayalim.
(Y, 8), =0,i=1, 2, ...r
Ag+.tAe+x e, =0
(48, €)s +..t (A &, Ba +( X6, = 0

Ae, @)+t A (R Pt A (8 St (B R+ A g8+ 0e=(

1

A+(X 6) =0 = A ==(X &y, i=1 2,...r

elde edilir. y # 0" dir. Cinktiy = Oise e, e, ,...,€ , X vektorleri lineer bgimli olurdu.
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Bu ise bataki secimimizle cetir. B(‘jylece{el,e2 ..... e,} ortonormal sistemine, ,, :ﬁ
ile {el,e2 ..... e,,e,+1} ortonormal sistemine geghettik. Benzersekilde devam edilerek

{e, e, ..., e} ortonormal tabani elde edili#:

Teorem 5: E bir 6klid uzayi{e e, .....e,} sistemiE’ de bir ortonormal taban ve
XxOE olsun.

Bu takdirde;x=A,g + A, +...+ A, @ Oyle ki A =(X, €),, i=1, 2,..n" dir.

Ispat: {el,e2 ..... en}, E’ de bir taban oldgundan x=4¢g +A4,e+...+ A € icin
Ay Ay, A OR vardir. (X, €)p i¢ carpimini alalm.

(x,8)y =(Aet+tA,e+..+A e g, =A(.e. B =4, F1 2,.., olur.
1

Boylece, A =(x g), oldugunu buluruz ¢

Sonug 2:E hir 6klid uzay!,E’ de bir ortonormal tabafe,,e, ,...,e,} olmak tzere

keyfi x, yOE icin aagidaki ifadeler dgrudur:

) (% @)’ +(x @7+t (% 2.7 =] K

i) Xx=0< (x,€),=0,i=12,..n

i) x=y = (X € =(¥ By, EL 2 .1

Ispat:

) x=Ag+Ae+..+A eved =(X €), 1=1 2,..n.

Pisagor teoremini kullanirsak;

4 :;”43”2 =2 Plef* =247 =3 (¥ 8. olur.

n
—— — P =
1 i=1 i=1

i) x=0 =(x,€),=0,i=1 2,..n
(X,68), =0 =>(Ae+A,e+.+A e, 6,=0=A( 6,8 = (
%,_/

1

=A=0,i=1 2,.n =>x=(

i) X=y = x=y=0 =(Xx= ¥ B, =0=( %X 8. =( V.&
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(X, )z =(VY, &r = X= yoldugu agiktir.¢

Sonug 3:E bir 6klid uzay! vele e, ....e} E’ de bir ortonormal sistem olmak

uzere keyfix[J E igin asagidaki ifade dg@rudur:
(% &) +(% )2 +.+(x p.°<| K (Bessel Htsizligi)

Ispat: (x, ), = ¢, i =12,.,k olarak alahm.

k k
0<(x->.G§, X~ £8s
i=1 i=1

:<X'X>R_2<X’qu>ua+z ﬁ:< X X}R_zziq Xi¢R+z izc
i=1 i=1 i=1 T i=1

=(x0, -3 2843 ¢ 05 (R, 3¢ =D ¢ x| f ¢

Teorem 6: Keyfi x, yOR" icin [(x, y)z| <[ ||y ( Cauchy-Schwarz sisizligi )
dir.
Ispat: Oa,b0OR ve Ox, yOR";
|ax— byl = (ax- by ax by, =( ax ax by-( by ax
=(ax ap, —(axby, —( by,ax +{ ax by
=a’| 4’ -ab(x y. - aby X + B |y
=a’ [ -2ab(x y. + B] ¥
Buradaa =y’ ve b=(x y), alirsak,
=X I - 2000 DI +1Cx 9227
=y A7 - 1% 917
elde edilir.|ax- b)ﬂ2 >0 oldugundan ||y|#0 ise ||y||2 (||><1|2|| yﬂz —-[(% Y1) =0 ' dur.
Dolayisi iIe,||x||2 I y||2 >[(% Wy]? dir. Her iki tarafin karekoku alinarak||y|= (X Y|
elde edilir. |y|=0 yani y=0 ise, [x ¥)|=0 ve |[x||y|=0 oldugundan,
X = L% | dir.
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Teorem 7:Keyfi x, yOR" igin [x+ y||<|X| +| | (Minkowski Esitsizligi)' dir.
ispat:|x+ y* = Oty Xk Yo = X+ A X o (Y N

< (X% X + 20X Ve |+ (Y Ve
<+ 2l + o = (1 )
[+ v < (X + M) =[x+ v <[4 +]v] *

1.4.1zometriler ve Ortogonal Doénisiimler

Tanim 13: X bir kime olmak Uzerel: Xx X — R dongUmau verilsin. Eer
) d(x y)=0ved(xy)=0= x=y
i) d(xy)=d(y ¥
i)y d(x2<d xy+ d vy}
Ozellikleri s&laniyorsad’ ye X kimesi tUzerinde bir metriI(,X, d) ifadesine de metrik

uzay denir.

Ornek 12: X =R alalim. Ox, yOR igin d(x, y)=|x- Yy bir metriktir.

Yi

2

Ornek 13: X =R? alalim. Ox, yOR? igin x:(:j ve y=( j olmak uzere

d(x y):\/(>g— y) +( %— y)° bir metriktir.

X Y1
Ornek 14: X =R" alahm. Ox,yOR" icin x=| ...| ve y=| ... | olmak uzere

X, Yn
d(x y)= /i(),(— y)" bir metriktir.
i=1
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Sonug 4: R" Oklid uzayinda, Ox yOR" igin d(x,y)=|x-y| olmak uzere,
(R“, d) bir metrik uzaydir.

Ispat: Ox,y, zOR";

d(x y) =[xy = /IZ;:( x-y) 20"dr.

d(x y)=0 = d(x y)=.[>(x-y)" =0olduundanx =y, i=1,...,n" dir.

n
i=1

iy d(% y) =[x ﬂ:\/i(x— y) =\/i;( y= X =y ke @y

i=1

iy d(x 2)=|x-y+ y- 4<% §+| ¥ = € x» €y)

Dolayisi iIe,(R”, d) bir metrik uzaydir.

Tanim 14: x, yOR" ¢klid uzayinda iki vektr olmak tzered(x,y)=|x- ]

ifadesinex ve y vektorleri arasindaki uzaklik denir.

Tanim 15: R" 6klid uzay olmak tizere[x yOR" igin d(F(x), F(y))=d(x,y)

olan F:R" - R" dénkUmine izometri denir.

Ornek 15: R"’ de oOteleme dongiimund alahm.Ox a0R" icin F(X)=x+a
donsumu icin F bir izometridir.  GergekteniIx yOR" icin,
d(F(x),F(y))=d(x+a,y+a)=|(x+a) - (y+a)| =[x +a-y-a| =[x~ y|=d(xy)

olur.

Ornek 16: R?’ de F donme hareketini alalimF bir izometridir. Gergekten

O x:(le, X'Z(ZJDRZ ve F(x) = x'olmak tzere

X, X4 X
X '=xcosa - x, siny _
)(2':><lsincr+x2(:oszcr}j”F(X)”_”)4| “ X
X,
Ox, yOR? igin,
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[F0 = FOIF =(F(9= F(). F(9- F( W
=((x = w)cosa =(x - y,) sz, (x = y) sim+( %= y) cos),
=6 -w) +(e- W) ==y x Y =[x ¥

IF(x) - F(y)| =|x- Y| olup, F izometridir.

Ornek 17: Birim donisum izometridir.

GergektenOx yOR" icin, I (x) = 1 (y)| =[x~ |’ dir.

Not 2: R"’ nin tim izometriler kiimesiniz(R") ile gosterelimlz R" ¥ O’ dir.

Cunki, | Olz(R")’ dir.

Onerme 5: F,, F, O1z(R") olmak Uzerg(F, o F,) O1z(R")" dir.
Ispat: Ox, yOR" olsun.
d((F, o F,)(%), (F,  F,)(y)) = d(F,(F, (X)), F,(F,(y))) F,’inizometri olduu kullanilarak,
= d(Fz(x), Fz(y)) olur.F, de izometri oldgundan,
=d(x, y) elde edilir. Bunun anlam(F, - F,) O 1z(R")" dir.
Sonug 5:(IZ(R”), o) birimli yar1 gruptur yani monoiddir.
Ispat: OF, F,, F,OIz@R") olsun.
(Fio(Fo o F)09) = Fuo (R (Fy () = Fu(Fo (R (09) = (Fy o B )(Fs (0) = (F e Fy)o R ).
Birim donikiim izometri oldgundan, | O1z(R")" dir. O halde,(1z(R"), ) monoiddir.¢

Onerme 6:Keyfi izometri birebirdir.
Ispat: Farz edelim[Xx yOR" igcin F(x) = F(y) olsun. Bu takdirde;

F ' nin izometri oldgu kullanilarak,

d(F(x).F(y)= =[x-y]=[x-y|=0=x=y

F(X)-F(y)

0

bulunur. Bu ise bizd- ' nin birebir oldysunu verir. 4
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Tanim 16: Ox, yOR", OAOR igin;
1) Fx+y)=F(x)+F(y)
i) F(AX)=AF(x)

ise F ' ye lineer operatdr denir

Ornek 18 | — Birim doniim lineerdir.
I(X+y) =X+ y=1(+I(Y
[(AX) = Ax=AlI(X)

D, (X) = (X cosa — x, Sinr ,Xx Simr+ X, co8),
D, (X+y) =((x + y)cosa — (% + y)sinr ,(x+ y)sim+ (x+ y)cos),
= (X COosa — X, Siny X Simr+ x, cog),
+(y,cosa -y, siy \y, sir+ Yy, cog),
=D, (x) + D, (y)
D, (A%) = (1% ) cosa - (A%, )sinr , A x )sim + f % )coa),
= (A(x cosa — x, sixr )A § simr+ x, cog ))
= A(x cosa - X, Sinr X Simr+ x, cog),

=D, (X)

Ornek 20 T, - 6teleme dongiimi lineerdir - a=0"dir.
T.X+y) =T+ T(y

(x+y)+a=(x+g+(y+ 3
X+y+a= x+ at y+ ¢

a=2a- a=0

Tanim 17: F:R" - R" donuma lineer ve izometri isé dongimine lineer

izometri denir.
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Not 3: R"’ nin tim lineer izometriler kimesinilz(R") ile gosterelim.

Ornek 21: R?’ deki dénmeler lineer izometridir.

Onerme 7: F,, F, OLIz(R") olmak tzere(F, o F,) O LIz(R")" dir.

Ispat: Ox, yOR" ve OAOR olsun.

) (FeR )+ y) = R(F(x+ ) = R(F(0 + F,()) = (Fie R )09 + (e B, )
i) (FoF,)(AX) = F(F,(A%) = F(AF(X) =A(Fe F) (X

olup, (F, o F,) OLIz(R")’ dir. ¢
Sonug 6:(LIz(R"),c), (1z(R"),)" nin bir alt monoididir.

Onerme 8: Keyfi lineer izometriF olmak lizereF ’ nin ters dongimi F ™ vardir

ve F™ de lineer izometridir.
Ispat: Onerme 6 ya gorée birebirdir. Buna ve 6nerme 2’ ye gofe ortendir.

Bundan dolayiF ’ nin ters dongiimii F ™ vardir.

Ou,nOR" alalim. F o6rten oldgundan x ,yOR" vardir dyleki F(x)=u ve
F(y)=n'dir. Buradanx=F™(ux) ve y=F™(7) olur.

i) F lineer oldlgundanF(x+ y) =F(x)+F(y)
F(F () +F ()= u+n’ dir.

Buradan,F ™ (u) + F*(;7) = F *(u+n) olur.

i)y F lineer oldgundanF (Ax) = AF(X)
F(AF™(w)) = A’ dir.

Buradan,
AR (1) = F ™ (Ap)
olur. O halde,F ™ lineerdir.Simdi de F ™’ in izometri oldyunu gosterelimy pOR"
alalim. F orten oldgundanx y[OR" vardir éylekiF & )= ve F (y)=n' dir. Buradan

x=F™*(u) ve y=F(n) olur. F izometri oldgundan,
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[x=y|=[F=Fy) = |F () - F )| = -7

olur, bunun anlamF ™ donumunin izometri oldgudur. ¢

Sonug 7:(LIZ(R“),0) bir gruptur.
Ispat: Sonug 6’ dar(LIz(]R”),o) monoiddir. Keyfi elemanin tersi vardir ve o da

lineer izometri oIdgundan(LIz(R”),o) bir gruptur.®

Not 4: R"’ de tim Otelemelerin obturdusu kiimeyi T(R") ile gosterelim. Yani

T®R") ={F:R" - R", F(X)= x+ a aJR"}" dir.

Onerme 9: (T(R"),°) bir gruptur.
Ispat: T,(0oT,(X=T(T(Y)=(% b+ & »( & p= [JT,( ) dir. Simdi grup
aksiyomlarini gosterelimIT, T, T.OT vea, b, cOR" olsun.
D (To(TeT)(3)=To(B(UH) = T W 1))
= (LT (T00) = (Te o Ty ) Te )
2) T,(X) o Ty(X) =Ty(X) o T, (X) =T, (X) olup, T,(x) birim elemandir.
)T, (X)oT  (X) =T_,(X) o T,(X) =To(x) olup, T_,(X) = T, (R, T,” nin tersidir.

B(‘jylece(T(R”),o) bir gruptur.¢

Sonug¢ 7 ve 6nerme 9 dan iki grubumuz @mdi bu iki grup arasindaki gkiyi
inceleyelim:

Onerme 10: LIz(R") n T(R") ={ I} dr.
Ispat: FD(LIZ(R”)HT(R”)) olsun. Bunun anlamf lineer déngim ve ayni

zamanda oOtelemedi- =1 oldusunu gosterelim:F o6teleme oldgundan CaOR" igin

F(X)=x+a ' dir. F lineer oldgundan F(x+y)=F(X+F(y ' dir.

F(x+y)=(x+y)+a ve F(x)+F(y)=(x+a+(y+ g yazabiliriz. BuradaF ’ nin
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lineer oldgu kullanilarak sol taraflarin sili ginden (x+y)+a=(x+ @+( y+ g olup

a=2a elde edilir. Buradara =0’ dir. Yani F(x) = x olup F birim dongimdur. ¢

Tanim 18: Ox, yOR" igin (F(X), F(Y))z =(X Y, ise F R" - R" donimine

Teorem 8: F:R" - R" donumd icin gagidaki Ugsart denktir:

1) F, ortogonal donguimddar.

i) F, lineer izometridir.

iii) F, izometridir veF(0) =0’ dr.

Ispat:

() = (ii): F, ortogonal dongiim olsun.R"’ de {q,...,en} ortonormal tabanini
alalim. O halde,

(F(e), F(g)s =(&, ) =¢.1,]=12,...n
yazabiliriz. Buradar{F(q),...,F(en)} R"" de ortonormal sistem olur. Keyfi ortonormal

sistem lineer baimsiz oldlgundan{F(q),..., F(en)} R"’ de bir taban olgturur.

Ox, yOR" alalim.
x=> & vey=3 4§
i=1 i=1
seklinde yazalime ,i = 1,2,...,n ortonormal oldgundan,

B =(X )y Ve [ =Y, &)y 1=12,.,n
yazabiliriz.{F (e,)...., F (e,)} ortonormal taban oldiundan,

F(9 =0 Fe) ve F(Y) =Y yF(e)

yazilabilir. Yukaridakine benzegekilde 7 =(F(x), F(g)) ve y, =(F(y), F(g)) ,
i = 12,...,n ssitlikleri alinir. F’ nin ortogonal oldgu kullanilarak,

B =% &) =(F(X, F(e)p =77, 1=1 2, .1

U=y, ey, =(F(y), F(e)p =), i=1 2,..,rolur.
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(B+u) ieJ =Zn:)( K.9... (1) olur. Burada,

n
i=1 i=1

F(x+y)= F@ﬂ?%é# ?j: F(

n

(4 +/~4)¢j' Fele =Q.(B+H) e ©p =B+ dr.

i=1

Xi:<F(

i=1
(1) ifadesinden devam edersek;

n

Fx+y) =2 (B +4) F@) =2 ((x B +( v 8.) .8

i=1

=3 ((F0O. Fle) F(e)+( H)). Fehs Ho)

:imF(q)+iyi F(e)= X+ HY...(2) dr.

F(x) F(y)

OxOR", OAOR alalim. Bu durumda

F(Ax) = F(Agﬁiej: F[iw ej:

i=1

n Kk H g ... (3)olur.

Burada,

K, =<F(i(ﬂlﬁ.)ej, F(e). =X (A8) £ ©. =18 d.

i=1 i=1

(3) ifadesinden devam edersek;

F(1) =2 ABF(@) =Y (XX ) R g)

=2 (MF(), F(ghe F(§)) =240 Kp)=A2.1 R@=4 R .. (4) dur.
F(%)
Boylece, (2) ve (4)' terF lineerdir.
Simdi de F ' nin izometri old@gunu gdsterelimxOR" igin,
(FOO, FO0e =(x % = [ FOI =[ A = | O3l = & dir.

F lineer oldgundan,x ,yOR" igin,
[FOo=F] =[F =y =[x-
(i) = (iii): F lineer izometri oldgundanF izometridir.

F(0)=F(0+0)=F(0)+F(0)= F(0)=0

olup, F izometridir.
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(i) = (i): F izometri veF(O):O oldugsundan,OxOR" igin
|IF9)|=F(x) - F(0) =|x-0| =|x|" dir. Buradan,

[FO=IH = 1FQI =4 = CF3. F(Rs =¢x %, olur.
Ox, yOR" alahim. F izometri old@gundan,
[FOo-F=lx-v]
[FO)=F " =lx=yff
(FO)=F(Y), F(Y= F(Wr =(X= ¥ % ¥
(F(X), FODe =XF(), F(W)p +(F(Y), F(Wp =(X %~ 2 X % (¥ K%
yazabiliriz. (F (x), F(X))z = (X X5 ve(F(y), F(y)z =Y, Y oldusundan,
-2(F (X), F(Y)r =—2 X, Y elde edilir. Buradan da;F(x), F(y))z =(X Y olup, F

ortogonaldir ¢

Teorem 9: F , keyfi izometrisi i¢in tek turluT, otelemesi veH ortogonal
donsimu vardir oyle kiF =T, o H ’ dir.

ispat: F, R"" de keyfi izometri olsunF(0)=a diyelim. T, ve T_, 6telemelerini
g6z oniine alahm(T_, - F)(0)=T_(F(0))=T..(a)=a+(-a)=0 olup, buradarr_, - F
bir izometridir ve(T_, o F)(0)= 0’ dir. Bunun anlami teorem 8 deh, - F ortogonaldir.
BunuH =T_, o F ile gosterelim.

T,oH=T,0(T,oF)=(T,oT,)oF=1oF =F = F =T, o H olur. Simdi tekligini

gosterelim:

Farz edelimF =T, ocH, ve F =T, o H, seklinde iki tirli olsun. Buradan,
H,=T*oF =T%o(T,oH,)=(T*T,)o H, elde edilr. Ortogonal dogim lineer
oldugundanH, (0) = H,(0) = 0 yazilabilir.
0=H,(0)=((T.oT,)e H,) (0 =(T.o ) (0)= To(F(0) = T, br g

=T,(b)=b+(-a=0=b=a= T, =T, olup, T, tektir.

T,=T,=T,0oH,=T,0cH,=H, =H, olup, H de tektir.¢
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Sonug 8:Keyfi F izometrisiigcin F ™ ters dongiimi vardir veF ™ de izometridir.
ispat: F=T,oH olduwundan (H™-T*)" in, (T,oH) " nin tersi oldgunu

goOsterirsek F ™" ters dongimunun varini gostermy oluruz. Teorem 8 e gore H
ortogonal dongiim oldygundan lineer izometridir. Onerme 8 e gore, keyifiekr

izometrinin tersi mevcut oldwndanH " ortogonaldir.
Bunun igin; (T, oH)o(H o) =T,(HoH)o T, =T, oT,* =1 olur. Simdi de
F ™" in izometri oldugunu gosterelim{dx yOR" icin F izometri oldgundan,

HF‘l(x) - F‘l(y)H =HF(F ‘1(x))— F(F ‘1(y)l‘ =|x-y| olup, F™ izometridir. 4

Sonug 9:(Iz(R”), o) bir gruptur.
Ispat: Sonug 5’ den(lz(R”),o) monoid ve Sonug¢ 8 derilF OIz(R") igin

F1OIzZ(R") oIdLgundan,(Iz(]R”),o) bir gruptur.¢

Not 5: LIZ(R") , tim lineer izometriler kiimesini buradan itibar€&(n) ile

isaretliyoruz.

Tanim 19: O(n) grubuna ortogonal dogiimler grubu yada lineer izometriler grubu

denir.

Onerme 11:R" oklid uzayr olmak tizereés 0O(n Ve f{e, ,...,e,} ortonormal sistem
ise{F(e,).....,F(e,)} de ortonormal sistemdir.

Ispat: F ortogonal dongiim oldygundan,Ox ,yOR" igin (F(X), F(Y)z ={(X Y
dir. BuradanF(g), F(g )z =(¢, € =9 ,i,J=1..,n olur. &

Onerme 12:F , R"’ de lineer déngum ve bir{e, ,...,e,} ortonormal sistemi igin

{F(el),..., F(en)} ortonormal sistem olsun. Bu takdirdee ortogonaldir.

Ispat: Ox, yOR" olmak Uizerex=> xe, y=>_ ye,i,j=1..,n olsun.
i=1 =1
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FOO. F(y) =<F(ixe} >y ﬁ}R =0 XK D Y K
i=1 j=1 i=1 j=1

= Zn: %Y, (F(e), F(e)s :zn: X.y=( X ¥, olup, F ortogonaldir®

ij= —_— =1

i,j=1
g

Tanim 20: F:R" . R" lineer déngum, {e, .....e,} ortonormal sistem olsun.

F(e)=a,6+..+ g ¢ G} a ... a\)se a ... a
......................... =F{(.}F - o ] [=2M =]
F(e)=a,8+..% a,¢ & a .- P o

olmak tizereM . matrisine{e, ,...,e,} ortonormal sistemine gor€ ' nin matrisi denir.

Onerme 13:F :R" - R" lineer déngum olsun.F ’ nin ortogonal dén§iim olmasi
icin gerek ve yetegart M .’ nin ortogonal matris olmasidir.
Ispat: F ortogonal déngiim olsun.
(F(e), F(g ) =(e, &y =4 ,1i,j=1..,n oldugundan,
(F@) FEeM=Q a8 2 afe=2 RAlE £.= @p=J, ol
k=1 m=1 k, mr1 k1

\.W_—J
9m

A, &, &; 8y @,
M-M.T = Q &y Ay q, & v @,
FVIE

81 8y 8y )\ &, &, 8y
;awam ;amazk kzz:lamqﬁk 1 0 0 --- 0

= éazkalk kzzlaZkaZk kzzla%a"k = T =2 0|up,

Za\qkam ZankaZk zanka\w
k=1 k=1 k=1

M. ortogonaldirSimdi tersini gosterelim. YanM . M_." =1 olsun.
FO)=F(xg+..+x¢)= xKo+.+ XK g
Fiyy)=F(vg+..+ ye)= YR 9+..+ y R g olmak lizere,
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FOO POy =X F(R), 2y Fpds =X o Y. i@ke) JROI me}R

i=1 k=1
ODRLLTIDNIENIE
R2RPRELLAE B
"L 2NYA 4 :Zny(Z@ @j=2 Xy=( X %

olup, F ortogonaldir ¢

Onerme 14:R"’ nin keyfi ortonormal sistemler{e ,...,e,} ve {f, ..., f.} olmak
uzere,F(e)=f,,i = 1...,n olan tekF ortogonal donglim vardir.

ispat: {e,,....e,} ortonormal sistem oldwndan,{e, ,...e,} R"’ de bir tabandir.

n

Bundan dolayi;

ff=ae+..+a,§
....................... :%:(aﬁ) yazabiliriz. F:R" - R" lineer déngiminid g6z

onune alirsak;

FX)=F(xg+..+ xe)= xK9+..+ XK@

oldugundan F(e), ..., F(g )’ ler belirlenirse F belirlenir. Simdi F(g), ...,F(g )’ leri
asagidaki gibi alalim:

Fle)=a,8+..t g §
......................... = 5 =(a,) olup, F(e) = f,,i = 1...,n" dir.
F(g)=a,8*..% 3,8
Onerme 12’ de oldiu gibi F 'nin ortogonal oldgu benzersekilde gosterilir. Simdi
tekligine gecelim. Farz edelimf, (e)=f ve F,(e)="f,, i =1...,n seklinde iki turl
olsun.
Buradan;

09 = Fl((ixej) =Y XKA=Y xf )

i i=1
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x.f...(2)

F(x) = Fz(zn:)ﬁej =

i=1

xE(g) =
=1

n
i=1

(1) ve (2) denF, = F, olup, F tek tarladur.¢

Onerme 15: 5 matrisi ortogonal matris olsun. Bu taktirdetsZ = +1' dir.
Ispat:

A =

det(#' 7 )= det

det¢#' )detgZ )= det

(det#Y =1~ det# =+ :olur.

Not 6: O_(n)={g0Qn: detg=-3} ve O,(N={g0QN: detg=1} olacak
sekilde O(N)= 0 (A0 Q(1 , 0. (N)n O (A=0.

Not 7: F: R" -~ R" lineer dongim {g,e,....}, R" de bir taban veM_ de, F’
nin {e,e,...} tabanina goére matrisi olsurf, f,,...f, tabanini alahmM__ ve M_

arasindaki bgantiyl bulalim. Bunun icin,f, f,,...f." nin { g,e,....e} tabanina gore

ifadesini aldgimizda,

fi=b.e&+h,e+.+he

f.=b,&+h,e+..+ Q&
det. # 0 olmak Uzere.5 = (), i,j =1,2,.n matrisini alahm. Bunu kullanarak
M, =.5"'M, .5 olur.
detM. , )= det@E "M, .5 )
=det(5 ") detM , )deth

1
det.5

detM, . )dets
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detM_ ; )= detM ., ] bulunur. Boylece aralarindaki gati bulunmy olur. Yani, M_

matrisinin determinanti, tabana ghadegildir. Sadece F ye kgidir. Bundan dolayi,

det(M. ;) ye F' nin determinanti denir ve det F olarak tgdsir.

Onerme 16: O, (n), matrislerde ¢arpmalemine gore bir gruptur.
Ispat: Og,, g, 0 O, (n olsun.

det(g,g,) = detg, detg, = olup, g,g, 0 O,(n’ dir.

1 1

Simdi grup aksiyomlarina gecelim:
1) Og,, 9,, 3,0Q (0 olsun.(g,9,) & = a( 9 &) olduzunu géstermek istiyoruz.
Ancak O, (n) 0 O(n oldugundan bu 6zellik 6zel olarak @anir.

1 0 0 - O
O 1 0 - O

2) I ={- v .o o .| matrisini alalim. 1 OO(n) ve detl =1 oldugundan
O 0 0 - 1

I 0O, (n)’ dir. OgOO,(n) icin gl =1g =g olup, | OO, (n) birim elemandir.

3) g0, (n alalim.gOO,(n oldusundandetg =1 dir. detg # 0 oldugundang
matrisinin tersi vardir ve bung™ ile isaretleyelim.O(n) grup old@gundan,g™ 0 O(n).
Biz g™ 0O, (N oldusunu gdstermek istiyoruzy J O(n) oldusundang g™ = 1’ dir. Bu
esitli gin her iki yaninin determinantini alalim.

det(gg’l) = detl= deg deg” = % def’ = olur. Bununanlamg™ 0O, (n)’ dir.
1 1

BdyleceO, (n) matrislerde carpmalemine gore bir gruptue

1.5. Ters Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 21 : R reel sayilar cismiyY - R tGizerinden =1 boyutlu keyfi reel vektor uzayi
ve g :VxV - R bilineer dongum olmak tzere[v wOV icin g(v,w)=-g(w ) ise,

g’ ye ters-simetrik denir.
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Ornek 22: R?’ de x:(:j ve y:(;/lj icin f(X,y)=xY%— %Y seklinde

2

tanimlananf ters simetrik bilineer formdur.

Ornek 23: R?’ de x:(xlj ve y:(y1
% y

2

j icin f(X,y)=xY - %Y seklinde

tanimlananf ters simetrik bilineer formu,

0 1)y, 0 1
FXy)=%%=%y%=(X &)(_1 0)(::} %(_1 Oj:

0 1
seklindedir. Bu da gosterir Ki ters simetrik bilineer formunun matri%i L Oj’ dir. Bu

0 1 .
matrisi( 1 Oj: O ile gbsterelim.

Onerme 17:0x, yOR*’ de

X Y,
% I
X, Y

x=|¢& |, y=| 1, | olmak tzere,

X, Y
En Tn

X, Vg =Z(xri - ¢ y) ifadesi ters simetrik bilineer formdur.

i=1

Ispat: Oa,bOR,0x, y, ZIR>" igin

X Y; z
& 2 "
X, Ys z,

x=|& |, y=|1, |, z=| ), | alinirsa,

<

Yn Al
En Tn y n
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(ax+ bz y, =i(( ax+ b, -( &+ ).y

=3 @5+ (0p)r ~(&) y= () y

ipM-

(ax)r —(ag)y+(baz —(ly)y

M-

iy

> axz, - g y+ bz -~ Iy

HM:

a(xr, =& y)+z -y

n

=Y a(xz, —5M)+Zb(zri =¥ y)

=ai(>ﬁfi -5y)+bi(zri “¥Y)= &xy,t+ bzy
=(@ax+bz y, = d x Yy, + bz .. Q) elde edilir.

(xay+ bz, =X (X(&+ )£ (ay b

> (an) + (xby) = (€ ay) = (£ b2

> (xan) - (£ ay)+ Y (xbr) - (€ b

=aixn—<ﬁy+bixx—fiz= ax ¥+ bxz
(x,ay+ bz, = d x y, + b x)z ... (1) elde edilir.

3% = Y (4 =10 ==L (55 =& YN =~ X Yo .. OT)

(O, (M), OO 'den (X, Yy :Zn:(xri -&vy), Ox,yOR™, ifadesi ters simetrik

bilineer formdur ¢



Onerme 18:0x, yOR* de

X
4]
%
x=|4&

X,
£

X Yg = Z(xri - ¢ y) ters simetrik bilineer formunun matrisi,

O o
o 0

i=1

0

Y1
5]

Y,
I,

Yn
T

n

0

o o

. 0 1 .
ved = olmak Uzere,
-1 0

0
0
|7 dir.
0

Ispat: Ox, yOR*"’ de,

X
¢
%
x=|¢,

<

X V)& =Z(xn —&Y)=(%& e X &

0 1
Burada,
-1 0

Yi
L

Y,
I,

Yn
4

n

olmak uzere,

30

O icin tekrar yazilirsa,

© O o

O O o O

"dir.
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Y1
O o0 0 0) 1
) 00 0 - 0y,
X We =2 (X1, =& Y) = (%.&, X &, 0 0 .|| 7, | elde edilir.®
i=1 O 0
0 0 Oy,
T

1.6. Simplektik Grup

Tanim 22: Ox, yOR™ igin (X, ) :Z(xri - y) ifadesi ters simetrik form

i=1
olmak lzere, @er A:R* - R* doniumi (A(X), A W) =(X ¥, ise A doniiimiine

simplektik dongim denir.

Ornek 24: A:R? _ R?

) A 2 e

ve ad — bc=1 olsun.

X, Vg :Zn:(xri -¢ y) ters simetrik formu icin(A(X), A W)z =(% yy ' dir.

i=1

Dolayisi ile A donGumi simplektiktir.

Onerme 19: Ox, yOR> igin (x, y), = Y. (%7, =& y) ifadesi ters simetrik form

i=1
olmak uizere, ger F : R*" - R*" simplektik déngim isedetF # O dir.
Ispat: F:R* — R*" simplektik dongiim olduzundan,
Ox, yOR® igin (F(X), F(y)), = (X ), dir.

- 0 1 . 3}
O =( 1 O] olmak Gizere, 6nerme 18’ den,
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X Y
&l (O o 0 0\l
|10 O 0 -+ 0fYV
=4, 0 0 .|| 7, | di.
0O --- 0
X, 0 o o)V,
¢ £ I,
X Y1
$ I
X Y2

(FOJ, F(We = F( & D' oZF( 7, |)
X Y
En Iy

F:R* - R* donisiimiine kagilik gelen matrisF

X V) (%
$ L |4
X, Y| | %

=(F| & )V aF| 1, |=| &, | T

X

X Y

¢ I,) 4,
BuradansZ - ' F dir.

dets# = (detd J = 7 dir.
Buradandet®' #F = 1’ dir.

0 0
O o0
0 0
0
0
olmak uzere,
A
Z-1
Yo
TZ
Y
T
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detF'F#ZF = detF’ defZ def = (dét °) déE
dets# = 1 oldugundan,
(det¥ ¥ = 1 elde edilir. Bu da bizelet¥ # 0’ | verir. ¢

Onerme 20: Ox, yOR® igin (X, y), = > (X7, =& y) ifadesi ters simetrik form

i=1

olmak lizereA: R* — R*" simplektik dongiimii bileske islemine gore bir gruptur.

Ispat: Ox,y, ZOR™ icin (X, y), =Y (%7, =€ y) ifadesi ters simetrik form ve

i=1

A, A dongimleri simplektik olsun{(A o A)(X,(Ac A)( Y= ;< X Vg
(A A)R (A A) (W =CALACY, A A Pe
A simplektik oldgundan,

= (A, A(W)e
A, simplektik oldgundan,
= (X Yz -
Dolayist ile, (A o A)(X, (Ao A)( W =( X Yy dir.
OA, A, A simplektik dongumleri igin,
(Ae(Ae AN (A (Ao AW =C A( A AR A & A Ve
=(AACAM), ACACAC )=
= (A A)AR), (Ao A)CA( M

=(((AeA)e A)RX.((Ae A)e A) Y, dir.
A X), 1 (YD =(X Y oldusundan! birim dongimu simplektiktir.

Onerme 19’ dandetA # 0 oldugundan A™ vardir. A"oc A = Ao A= 1" dir.
Buna goreA™ doniumu simplektik midir?
O, 1Y De =X Vg
(Ao AR, (A AW =CACA(XR, A AW =( X¥
A simplektik oldgundan,(A™(X), A (W, =( X ¥, dir. Boylelikle A™ simplektiktir.

= A:R™ - R* simplektik dongiimii bileke islemine goére bir gruptue
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1.7.Uniter Uzay

Tamim 23[13]: E, C kompleks sayilar cismi Uzerinde vektér uzayi olnigdere,
¢ :E xE - C donumu gagidaki aksiyomlari sglasin:
0x, y, zO E, OAOC igin;

1) gp(x+y, 9=¢(x%x 3+ (y ¢

2) ¢ (A%, ¥) =26 (x )

3¢ (% y)=4 (v %

4) ¢ (x,X)=0

5) ¢ (x, X)=0= x=0

Bu sekilde tanimlanang donisimine E- kompleks vektor uzayinda skaler (ig)

carpim denir.( E, ¢') ikilisine de i¢ carpimli kompleks vektdr uzayi den

Tanim 24:Sonlu boyutlu kompleks i¢ carpimli vektér uzayimatér uzay denir.

Ornek 25: E =C alalim. ¢ :CxC - C, x, yOC olmak uzereg (x, y) = xy
donimuni tammlayahm((C, ¢')’ nin Uniter uzay oldgunu gosterelim:

0x, y, z,AOC olmak Uzere;

g (x+y, 2=(x+ ) = xz yzg( x)z¢( .y)

2) ¢ (Ax, y):(/ix)_yz)l( x_;):/w'( X Y

3¢ (x y)=xy= v (v )

4) ¢ (%, X) = xx=| *2 >0

5) ¢ (x X)=0 = xx=0=|§ =0= x=(

x=0 = ¢ (x, X) = 0 oldugu agiktir.



35

Ornek 26: E =C? alalim.¢ :C*xC? - C, x:(zj, y:(zljmcz olmak uzere
2

# (% y)= % y+ %y donigimind tanimlayalm(C2, ¢')’ nin Gniter uzay oldgunu
AT %Y

gosterelim. Bunun igin;

D@ (x+y,D=(x+y) 2+( %+ y) 2= Xzt y 2 XZE Y,
=X+ %2)+( Y3+ Yy =0 ( X)24(.y)
2) G XY =AXY+A% B =A(X Y+ % Y=AF( XY

o

HPN=XY+ % %= Y X+ Y %=4 (Y X
4) ¢/ (%% =|x[ +[x[ =0

5) ¢ (x,X) =[ %[ +[%|" =0 x=0,%=0e x 0

oIdugundan(CZ, ¢') Uniter uzaydir.

X Yi

. . . X

Ornek 27: E =C" alalim.¢ :C"xC" - C, x=| |, y= Y210 olmak iizere
X Yn

¢ (x ) :Zn: Xy déniimini tanlmlayallm(C“, ¢') Uniter uzaydir.
=

Ornek 28: E =C alalim. ¢ :CxC - C, x, yOC olmak Uzereg'(x, y)= Xy
donGumanu tanlmlayallm((C, ¢')’ nin Uniter uzay olmaghni gosterelim:

GergektenIx y z[OC olmak tzere;

¢ (x+y, 2 =(x+ 3)2_z= Xz % 22 xyolur. Ama i¢ carpim tanimina gore
¢ (x+y, 2= ¥ z+ § :olmalidir. Bunun igin2xyz= 0 olmasi gerekir. Buradam=0
veya y=0 veya z=0" dir. Fakat busart tum x,y,z" ler i¢cin sglanmadgindan,
¢ (x+y, 2# X z ¥ :olup, ¢ ic carpim dgildir. Dolayisiyla ((C, ¢') Uniter uzay

desildir.
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Tanim 25: Asagidaki 6zellikleri sglayan F : C" - C" dénisimune lineer operatér

denir.
i) F(z+z)=H2)+ R2), z z0C"
i) F(A12 =AF(2, A0OC, zZ1C"

Not 8: Baska lineerlik kavramlari da kullanii@indan bu durumdaki operatore

C -lineer diyecegiz.

Tanim 26: (El', ¢1) ve (EZ', ¢2') Uniter uzaylar olmak uzereF:E, - E,
doniimu igin;
i) F, birebir ve 6rten

i) F,lineer
i) 4, (F(Q), F(y)) =6, (% )

ise(El', ¢1) ve(EZ', ¢2') Uniter uzaylarina izomorf denir.

Onerme 21[10]: (El', ¢1) ve (Ez', ¢2') Uniter uzaylarinin izomorf olmasi icin gerek
ve yetersart boy E = boy E olmasidir.

Ispat: E,, E, uzaylari, n boyutlu iki Gniter uzay olsuf, uzayindal,,...| temel
sistemini, E, uzayindaisd,,...| temel sistemini g6z éniine alinsin. Her bir
x=¢l +...+ ¢l vektdrine,
X =gl +...+ ¢l vektort kagi distrsun...D

E, uzayi ileE, uzay! arasinda ofturulan bu tur kasm disurmelere, birebir kar
distirme adi verilir. Gergekten,,...| temel sistemiE, uzayinda lineer Eamsiz oldgu

icin, her bir x vektorunin acihmi tektir. Benzegekilde, I,,...|, temel sistemiE,

uzayinda lineer amsiz oldgu icin , x =gl +...+ ¢, acihmi da vardir ve tektir.
Dolayisi ile aynic,,...,c, katsayilarini kullandiklari igin, her b E elemanina bir ve

yalniz bir tekx 0O E, elemani kanlik diser.
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Ote yandan, her biryJE vektord, biry=d | +...+d, |, acilimina sahip oldiu
icin (O’ dan
x+y=(g+d)L+..+ (g + d)| ssitligi elde edilir. Bu durumda biy O E, vektorinun
y =d|l +...+d | acilimindan,
X+y=(¢+d)l+..+(¢+d)| ssitligi elde edilir. Dger bir deyjle x+y o X+ y
bagintisi sglanir.

Her bir a sayisi igin,

ax=aqgl +..+acg|l,

ax =acgl +..+ac,l,, sitliklerinden a X - a[X bazintisi elde edilir.

P (xy)=(gh+ . *gh)@h+.+dl)=> cdd =3 ¢d

i,j=1 i=1
do; =2 ¢d

esitliklerinden ¢ (x,y) « @ (X, y) bagintisi elde edilir.

0

FX,Y) = (6L ot GLIAL + ot )= Y

BoyleceE, ~ E, sonucuna ukalir.

Sonug 10:(E', ¢') Uniter uzay veboy E = nolsun. O halde(E', ¢') Uniter uzay,

((C”, J') tiniter uzayina izomorftur. Burada (X, y) = ) Xy’ dir.

i=1

Not 9: Bundan sonrar (x, y) = (X ¢ = Y X y seklinde alinacakir.

n
i=1

Tanim 27: C" Uniter uzayindaxOC" igin <x, x}c sayisinax vektérinin normu

denir ve||x| seklinde gésterilir.

Tanim 28: |X| =1 ise, x vektoriine birim vektor denir.
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Lemma 2: C"'de tanimlanan normsagidaki aksiyomlari sgar:

OxOC", 0A0OC igin,
) [q=0
i) [X=0< x=0
i) A= Al

Ispat:

) X =% X =l + 5+t [ 2 0

i) X|=0 = (x X, :O:>\/|)g|2+|)§|2+ ] )§|2 = 0= x= (

x=0 = |X| = 0 oldugu agiktir.

i) [Ax] = (A% A% = A X +[A %]+ %]
= VAP D+ APl A | = AL (5] 5]t )

=X+l +ot [ =] A

o, i#j .. : :
Tanim 29: (x, X ) =0 = _ J, , 1,J=12,..,m ise sisteme ortonormal
Ve WL =]

sistem denir.

. 1 0
Ornek 29: x,yOC? alalm. X:(Oj ve y:(lj secelim. Bu takdirde,

(X Ye = >§§+ éTé oldusundan (x,X. =1, (X, = 0,( Y,y = 1 olarak bulunur.

Burada{x y} ortonormal bir sistem ofturur.

Teorem 10: E bir Uniter uzay,{el,e2 ..... en} sistemiE’ de bir ortonormal taban ve
xOE olsun. Bu takdirdex=Ag +1,&+...+ A ¢ oyle ki A =(x, §)., i=1 2,..n°
dir.

Ispat: {el,e2 ..... en}, E’ de bir taban oldgundan x=A¢g +A,e+...+ A € i¢in

Av Ayy n A OR vardir.(x, &), i¢ carpimini alalim,
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(x, 8). =(Ahe+Ae+.+A e g.=A( e & =4, 312 .., olur

1

Boylece A =(x, g). oldugunu buluruze

Teorem 11:0x, yOC" icin Kx y}c‘s” | ¥ (Cauchy-Schwarzsisizligi )'dir.
Ispat: Oa,bOC ve Ox, yOC";
lax- b)}ﬂ2 =(ax- by ax by. =( axax by-( by ax
=(ax ax. —(ax by, —( by,ax +( ax by
=la* [ - ab(x . - & y X +| B] I
=|a |4 - 2Re{ ab x, ¥} + ¥ ¥
Buradaa = |y{* ve b=(x y).. alirsak,
=X = 2000 eI+ 0s vl Y
=[* A7 =[x el elde edili.
|lax—byf* = 0 oldugundan, |y|* (X[ Y|*-[¢ x Y<|) 20" dir. Dolayisi ile,|y|#0 ise
IXI* M7 2[¢ % We|™ dir. Her iki tarafin karekokd alinargk|| v| 2[¢ % y.| elde edilir.

|ly| =0 yani y =0 ise, Kx y>C‘ =0ve|x|y=0 oldugundan,‘(x, y>C‘ =4[ o dir. ®

Teorem 12:Keyfi x, yOC" icin ||x+ y| < ||x| +]y| (Minkowski Esitsizligi)’ dir.
Ispat:
P+ o = (Ot yxem =0 3+ (Ox Y+ e+ y
=(% R+ P+ X Ve +{ ¥ Y
A A S AR
=47 + 200 he + ff
<M+ 200+ 587 = (1 + 4
x+ v < (4 + W) =[x+ v <X+
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1.8. Uniter Donistimler, Uniter matrisler ve U(n), SU(n) Gruplari

Teorem 13[5]: Bir n-boyutlu kompleks i¢ carpim uzayV olsun. Bir
AOHom(V, V) ve DxOV; (A(X), ¥, =0 = A=0dIr.
Ispat: Ox, yOV; x+ vy, x— yO V' dir. Hipotez gergince,
(A(X+y), xt Y =0
(A(X—Y), X= Y =0"dir.
(A(Xty), xt Yo =(CAJ+ A Y X N
=(AX), X (AR, Y +(CAY X +CARY % =0
(AX=¥), X= Y =(A Y- AY x X%
=(AX), X (AR Y ~(AY X +(AY % =0
Bu iki esitli gi taraf tarafa c¢ikarirsak,
(A(X), Ve +(AY, % =0...0) elde edilir. Bu gitlik OyOV i¢in dagru oldugundan ve
y yerineiy alindgl zaman da dgru kalacgindan,
—iI{A(X), V) + I{A(Y), X = 0...(1) elde edilir. (O “" ile carpilir ((1) ile taraf tarafa
toplanirsaldx yOV i¢in (A(Y), ¥ =0 bulunur.
Belli bir y’ ye kawilik butiin xdV’ ler i¢in bu sitlik dogru olac&ndan x = A(Y)
icin de dg@rudur. O halde/A(y), A(Y)). =0 olur. I¢ ¢arpimin pozitif tanimli olmasindan

Oy OV icin A(y) =0 olur ki bu daA =0 olmasini gerektirir$

Onerme 22:{el ..... q} , V. _kompleks i¢ carpim uzayinin bir ortonormal bazuol.
HerhangiuOV;
u=(Uu,g). e+..+( U g, £ dir.
fspat: OuOV;u=ag+..+ g€, a,....a OC’dir.
(ug)c =(ag+.+ g pc= d £ R +.+ 2,88
{e.....e}, vV kompleks i¢ carpim uzayinin bir ortonormal baziuglindan,
=al+..+4a,0= g bulunur.

I =1,...1 igin benzerekilde,
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(U,g)c =(ge+..+ aer.+ gL &= 8,68+ .+ ,@ g)e+ .+ (g !
=g0+...+a 1+ ..+ g 0= a bulunur.

Dolayist ile,i =1,...n i¢in &' ler yerine(u &)’ ler konuldusunda,

u=(Uug). e+..+( U g, €elde edilir.

Tanim 30[9]: V, C kompleks sayilar cismi Gizerinde bir vektdr uzagua.
Bir Q:V - C dongima, Ou vOV ve a,bOC igin Q(au+ by = &(Y+ 8( ¥

olarak yazilabiliyorsaQ ’ ye bir lineer fonksiyonel veya lineer form denir.

Ornek 30: V, C kompleks sayilar cismi lizerinde bir vektor uzagua.

Bir Y:V - C dongumuntaOvOV igin Y(v) =(v, U ile tanimlayalm.Y V - C
donisUm bir lineer fonksiyoneldir.

Cozum: Ov,,v, OV ve a,bdC igin,
Y(ay +by)=Cay+ by, B = @y W+ Oy u= W+ Y ) dr

Dolayisi ile Y donsUmu bir lineer fonksiyoneldir.

Teorem 14[9]: Sonlu boyutlu birV kompleks i¢ carpim uzayinda bir lineer
fonksiyonel Q olsun. Bu durumdaldvOV igin Q(v) =(v, u). olacak sekilde tek bir
uldV vektord vardir.

Ispat: Sonlu boyutlwV i¢ ¢arpim uzayinin bir ortonormal bz{q,...,e]} olsun.
u=Q(g)e+...+Q(e) ¢ ssitli gini alalim.

Y, V uzerindeOvOV icin Y(v) =(v,U. ile tanimlanan bir lineer fonksiyonel

olsun. Bu durumdai, =1,...n igin,

Y(e)=<(¢, U =(eQ(9 e+..+Q(,9,8. =Q(; §olur.
Q ve Y baz vektorleri ayni oldiundanQ =Y elde edilir.
Simdi kabul edelim ki,u', V' de OvOV igin Q(v) =(v,u). olacak sekilde bir

bagka vektor olsun. Bu durumddy, u). =(V, u). veya({v,u—u). =0’ dir. Ozel olarak,
bu v=u-u icin de dgrudur. Boylece(u—u,u—- u). =0’ dir. Bu iseu—u =0 yani

u = u olmasini gerektirir. O halde bir vektoru, iddia edildii gibi, tektir.
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Tanim 31:V ve W, C kompleks sayilar cismi Uzerinde birer vektor uzagunlar.
Bir L:V - W dongumu, Ov,ullV ve a,bOC igin, L(au+ by = al( Y + bl( ¥

olarak yazilabiliyorsa bir lineer operatér form den

Teorem 15:Sonlu boyuttaki bivv kompleks i¢ ¢carpim uzayinda bir lineer operator
A olsun. Bu durumdalv u0V igin, (A(U), . =(u A'(V). olacaksekilde bir A’ lineer
operatoru mevcuttur.

Eger &£, V' nin bir ortonormal{el,...,q} bazina goreA’ nin bir matrisi ise £’
nin elenik transpozesiZ"~ da A™ In {ele]} bazindaki matrisidir.

Ispat: Sonlu boyutlu, biv kompleks i¢ ¢arpim uzayinda bir lineer operafr
olsun. Ik 6nce A”’ 1 tamimlayalim.v, V ' nin keyfi fakat sabit elemani olsun.

u - (A(U), V., V' de bir lineer fonksiyoneldir. Boylece teorem 1#n bir tekv OV
vardir, 8yle kiDuOV igin (A(U), V). =(u V).’ dlr.

A"V -V dénumini A”(v) = v ile tamimlayalim.

Bu durumdav yOV igin (A(u), V). =(u A(V).’ dir.

Herhangiu yOV ve a,bC igin,
(u A'(ay + by)). =( AQ, ay+ byc = @ B )+ (b(A N

=a(u A + B Ay =( uaAl Ye +( 1 BA ). dir.

Fakat budJu OV igin dagru oldusundan,

A’(ay, + by) = aA( y)+ bA( )’ dir. O halde A” lineerdir.
{e....e} bazindaA ve A", temsil eden matrisleri, sirasi il& =(g,) ve .5 = (b;) ise,

a, =(Ae), e)c veb =(A'(g), ). seklinde verilir. Boylece,

b =(A(8). &) =(& A(®c=( A & = ;eolr
O halde iddia edildi gibi .5 = 7™ dir.

Tanim 32: Bir V kompleks i¢ carpim uzayinda tanimh bi lineer operatord,
Ov,udV igin (A(U), V. =(u A(V). ozelligine sahip birA” operatoriine sahipseéy’

operatdriineA’ nin ekidir ( ek operatorudur ) denir.
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Ornek 31: C? icindeki A lineer operattgoyle tanimlansin:

X 2x+ iy 2 0)( x
Aly)= y—5iz =0 1 5|y
z X+(1-1)y+3z 1 1-i 3)\z
Buna gore,
X) (a 2x+ iy "(a)
(A YD bpe= y=5iz b
z Cc xt(l-1Hy+3z ( C

= a(2x+iy) + b(y-5i2)+ d x (1- ) ¥ 32
= x(2a+ 0)+ Yai+ b+ 1- )+ Z5ib+ 3)

.
X 2a+c X 2at+ cC
=|y||-aitb+@+i)c|=( y|,| —ai+ b+ A+ i)Cc],
z -5ib+ 3 z -5ib+ 3
a 2a+c 2 0 1)\ a
Boylelikle, A’( b|) =| —ai+ b+ (L+i)c|=|-i 1 1+i|| b| elde edilir.
c -5ib+ 3 0 -5 3)lc

Tanim 33:V sonlu boyutlu bir kompleks i¢ ¢arpim uzayi olsBir. A0 Hom(V, V)
donimu velx, yO V;

(A(X), A Y)e =(% Y. ise A donisimune uniterdir denir.

Ornek 32: A: C? - C?

3+i  2-i2
- %

X
R RS
X % 2-iv2 3-i
X1+

4 4)<2

donGuma Uniterdir.

Coziim: D(le,(yljmccz;
%)\ Y2
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3+i 2-i2 3+i 2-iv 2
X = %, -

A Y,
X Yi 4 4 4 4
<A(( j),A(( J» = : )
X, %) 2-iv2 | 3-i 2-iN2 & "
a NtTr% 2 Wt Y
3+i. 2-iW2_ ) (3t 2iV2
| ok e v
2-iV2 . 3-i 2-iN2 3
Nt % 2 Wt Y
3+i 2-iV2_ ) [3-i— 24V 2—
AT ok v
2-iN2 3 2+i2— 3+ —
+ 1+ 2
4 4 4 4
]
REANEAN NS
(e GG
%) (%) (%)%

= A donUmu Uniterdir.

Teorem 16[5]:V kompleks i¢ carpim uzayi olsun. B&[l Hom(V, V) donGumi

Uniterdir = A" A= 1’ dr.

Ispat: (=): A lineer dongiimii Gniter olsunOx, yO V;
(A(X), AW =(X Ve
(% ACADe =(X Ve
(%, (Ao A(W)e =(% Y olur.
(X[ (Ao A= D)](W)e =0
Oy OV icin dagru olan bu ifadey = x i¢in de dgrudur.
Teorem 13’ denA”c A- 1 =0 veya Ao A= | elde edilir.
(0): A% A=1 olsun.
X Ve = (X% (e
(X Ve =(X (Ao AP

(X% Ve = (% ACA Y)e
(X, Ve =(AX, A Y sonucu elde edilir. Dolayisti il& Uniterdir. ¢
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Not 10: Hom(V,V) - M(mx nC) izomorfizminde AOHomV,V) lineer
donisiimiine kagilik gelen matrissZ ise A” a kagilik gelen matrissZ" olur. Boylece ,

(78X, Y = (X% Y

AA = A =1,

4" = 7" ifadeleri yazilabilir.

Tanim 34: A donigimdi Gniter ise7 matrisine de Uniter matris denir.

Ornek 33: A: C? - C?

3+i  2-iy2
X, x\ |2 24 °
- Al D= .
X, % 2-i2 L3
4 g%
Uniter dongimundn matrisi,
3+i_2-iy2
A((le): 4 4 (le elde edilir.5# matrisi tniterdir.
%, 2-iv2 3 %
4 4
F

Teorem 17[5]:V sonlu boyutlu bir kompleks i¢ ¢carpim uzayi ols#t] Hom(V, V)
ise gagidaki onermeler karlikl olarak edegerdir:

() A Uniterdir.

(i) V'’ deki normlari A korur,yani,Ox OV icin | A(X)| = .

(i) OxOV birim vektord icin A(X) de birim vektorddr.

Ispat:

(i) = (ii): OyOV icin dogru olan (A(X), A Y)). =(X Y. ifadesi y=x icin de
dogru olac@indan(A(x), A XY). =( x % elde edilir. Bu daOx OV igin |AX)|" =[4".

(i) = (i): OxOV icin |A(X)| =| ¥ oldusu kabul edilirse normun tanimindan,
(A(X), AX)e =(% %. elde edilir. BuradarXx,(A o A(X). =(% ¥, veya Ao A=

elde edilir. Bu daA’nin Uniter old@gunu gosterir.
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(i) = (iii): A Uniter iseA”o A= 1 alinabilir. x OV birim vektor ise

X, X =1

X 1(X)e =1

(X (Ao A(R)e =1, 1= Ao A

(A(X), AN =1

|A(X)| =1elde edilir ki bu dax’ in resminin de birim oldgunu gosterir,
(i) = (i): [x| =1 icin, |A(¥)| =1 oldugu kabul edilirse

(A(X), AN =1

(A(X), A(X) =(X% % yazilabilir.Buradan sol taraf

seklinde yazilabilir ve[Ix OV igin,

(X, (Ao A= 1)(X) =0 elde edilir ki bu da teorem 13’ defi’oc A- 1 =0 veya A’o A= |

sonucunu verir®

Teorem 18[5]: V bir kompleks i¢ carpim uzayr v Hom(V, V) bir Uniter

doniim olsun.
1. A’ nin her bir karakteristik dgerinin modula 1’ dir.

2. A’ nin determinantinin moduli +1’ dir.

4.V’ nin determinanti 1 olan butlin Gniter d@dinlerinin cimlesi bir altgruptur.
Ispat:
1. xOV ve x# 0 olmak GzereA X ¥ Ax olsun. A Uniter oldgundan

X = AX| = |24 =[A]| § yazilabilir. Bu daA| =1 olmasini gerektirir.
2. A’ ya kaslilik gelen matris+# ise|det5%| = 1 oldugunu gostermek yeterA Uniter
donisim oldyundan,
" =1’ dir. Buradan,
det@Gz#" )= det(, )
det¢Z#")=1
detsZ det#" = 7 dir.
=5 olduundandet#” = detZ = defZ = de® olur. O halde,
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1= det% det#
1=|det#’ = |det#|=+ olur.

3. A bir Uniter dongim ise A”o A= |’ dir. Buna goreA’ nin A inversi vardir ve
Al = A dir.
A de uniterdir:
A Uniter old@gundan(x, yOV igin
(AT(X), A (We =CAAT(Y, AR e =(CA R)C (A A

= (X), 1 (Y))e ={X, Y elde edilir.

A ve B uniter iselerA0 B de uniterdir:

(AeB)(X, (A B(Wc =(ARY, AB Y= BX By =( ,x)yolur.

Ozelligi 6zel olarak tniter olan dogiimler icin de vardir:
Ao (Bo C)=(Ac Bo C dir.

uniterdir. Gergekterilx yI'V igin,
<| (X), I (y)><c = <X1 y>LC " dir.

4. detA=+1oldugundandetA = 1 olan Uniter dongiimler butiin Uniter doamler

detM o N )= detM detN= LI%¥ olur.

detl =1 oldugundan| oM =M ol =1 olacak sekilde etkisiz dongim de bu alt
cumleye dabhildir. O halde bu alt cimle de carpnilegke) islemine gore bir gruptur.

Tanim 35[5]:

() BUtin #£OM (nxn,C) Uniter matrislerin climlesinin c¢arpmalemine gore
olusturdugu gruba Uniter grup denir wé(n) ile gosterilir.

(i) Determinanti 1 olan butin Uniter matrislemusturdugu alt gruba 6zel Uniter

grup denir veSU( n ile gosterilir.
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i} iy ¢ 0 .
Ornek 34: 00 R olmak Uzere 0 & OSU(2)’ dir.
e

1.9. Cebirler

Tanim 36[5]: C, cebir olmak tzere

i) (C, +, [J halka,
i) (C, +, A0} R Uzerinde vektor uzayi,
i) A(xy)=(A1%) y= X1y, Ox, yOC ve DAOR

ise{C, +, JAJAOR} sistemineR -cebir denir.
Ornek 35: {R, +, JAOAOR}, R-cebir’ dir.

Ornek 36: KatsayilariR ' den olan tiim polinomlar k[]mesiﬂﬁ[x] ile gosterelim.

{R[x], +, DADADOR}, R-cebir’ dir.

Ornek 37: Tum rasyonel fonksiyonlar kUmesinR(x) ile gosterelim.

{R(x), +, DADAOR}, R-cebir’ dir.



2. YAPILAN CALI SMALAR

2.1.Kompleks Vektor Uzaylarinda R-lineer Operatérer

Tanim 37: Asagidaki Ozellikleri s@layan F:C" - C" dénisimine R -lineer

operator denir.
i) F(z+2)= K2+ K3z, z z20C"
i) F12 =AF(2, AOR, ZIC"

Onerme 23:Keyfi C —lineeroperatorR - lineerdir.

Ispat: F keyfi C - lineer operator olsun.

i) F(z+2)= K32+ Rz 0z z0C

i) F(A2=AF(2, 0ADC, OZIC
OA OCicin gecerli oldgundanA =a+i 0,al0R icin de gecerlidir.
=FAz=F(ad= aKR 3, aR
= F,R -lineerdir. ®

Ornek 38: F:C - C
z- F(2=z

dontsumu verilsinF € —lineerdegildir, R —lineerdir.

GCozum: Oz, z, OC;

) F(z+2)=(3+ 2)=(2+ 2= E3+ €2

i) Fl2)=Az=A1z=A R 3 0AOC, 0 &IC

F' nin C-lineer olmasi icin F gz )= AF ),A0C ,ZJC olmalidir. Buradan
F(z2)=z#0iseA=A"dr.

Bu durumdad OR’ dir.

UAOC igin gegerli olmasi gerelginden F :C — C donGtumi C —lineer degildir.

Fakat,F §z )=AF ), A0OR ,Z1C’ dir.
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Onerme 24: C, kompleks vektor uzayinda keyR —lineer operatoriin genel ifadesi
soyledir:  [(2) =z olmak Uzere OFOM (CR); OA, AOM(C,C) oyle Kki
F=A+A-D di.

Ispat: F:C - C ,Z= X+ iy icin

z- F(2
F(x+iy) = F(X) + F(iy) = F@X) + F(iy)
=xF O yF ()Ox yOR F QF (XC
F(Q)=A,F (@)= u alinirsa,
=xA+yu

z+z, 7= Z,u
2 2

ﬂ)_

A U A
=(=+D)z+(=-
(2 Z)Z (2 2 £

Ay Hy, - A_Hy, -
(E+E)Z—A(Z)DC Ve(2 2,)z A(20C alinirsa,

=A(2)+ A(?

=A(2+ A((2)

=(A+A-D(2
=>F@)=(A+A-0)()®

Onerme 25: C*, kompleks vektor uzayinda keyR —lineer operatériin genel

ifadesi soyledir: D((Z]) . (2] olmak tizere[JF [JM (C?,R); TA, A 0 M(C2,C) dyle

ki F=A+A o dir.

ispat: F:C* - C? , R —lineer doniiim olsun.

-

z = X +1y,, z, =X+ 1y, secilsin.

F{A}:F{‘+M}:F{‘}(V}
Z, X 1y, % 1y,
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(2o ent)
=x#( o) xF( T+ wr( oo wr( )
()= (S D= F{ G p= e { U= rsseisin

Buradaa,,, a,,, a,,, @ ,0C?" dir.

F([Z]) =Xa, XA, YAt YO,

= a11+ a12+ 2 aZl 2 a22
= &+% + ﬁ+& + ﬁl_b__k &2_&_
(2 Z.)zl(2 22)22(2 254(2 .23%

Eger,
a

Ay o (U] o Ty () Ty T (Vi) Tup T [ Ky gosterilirse
2 2 u2 y ] 2 ’ B k2 )

_ ulzl+tlzzj+(\4_4+ K_%]
Lz+42) \v,z+kz
CHAIRNE
u2 t2 ZZ V2 kZ ZZ
T ) v k)2
Y R EITCE T M
—A([ j)w{ j)—A(( j)%(m(( Q»

A
= o[J . &
(A+A )((ZJ)

Az(( Zj)DM«cZ,C)
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Onerme 26: C", kompleks vektor uzayinda keylk —lineer operatoriin genel

z) (z)
ifadesi soyledir: (| ... |) - | ... | olmak UzerelJF OM (C",R); A, A OM(C",C) dyle
z, z,
ki F=A+A-D di.
Ispat: F:C" - C" R —lineer donisim olsun.z; = x + iy, 1< j<n,
Z Z
o FECD
z, z,
zZ X + iy, %) (W
Fl...)=F( ... )=F +
z, X, + 1y, %) Ly,
X, 0 0 iy, 0 0
=F(O+X2+,+O+O+Iy2++0)
0 0 X, 0 0 1y,
X 0 0
0 0
=F( - D+F( D+ F( ]
0 0 X,
Yy, 0 0

S B WY L CE WY B

0 0 A
1 0 0
:xlF(O)+x2F(1)+...+>§WF O)
0 0 1
i 0 0

0 i 0
*FE( D+YF( D+ F( )

0 0 [
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Burada,
1 0 0 [ 0 0
0 [ 0
F( )=a, F )=a.,,....F )=a, . F =a, . F =a,,,...F|(
0 0 1 0 0 i
ile gosterilirse,
:Xlall+x2a12+"'+ X‘lah-'- yp21+ yg 22+"'+ ¥aﬂ
+z + z +z
:21221a11+ é2'7zcr12+...+2“2%a11
P Y I P, S PN
2 2
= a11+ﬁ + @+& +  + %+%
(S +5)a+ 22)22 ST
a., a,.— 0., a.,,— a, a, —
(2 721 (112 T 22 + 4 (-T2
S —5)at (5 22)22 5%
a, a, ay,
2 2 2 2 T2
ay a, A
by, b, b,
Gy _On CETIRCS 3 T _Ton _ alinirsa
> 5 Sl "y > ,
b, b, b,
all a12 ah bll . blZ _ bm _
= | | 2z ] 2 ] ] Z
ay 3, 8 b, b, b,
a, .. a,\(z) (b - B) 2
ay, - a,)\z,) (b b\ 7,
Bu ifadede,
a, a, \( 2 zZ b, .. R 2 rd
e =A(..lBMC"C)| .. .. . J4=A|(..OMC,C)
ay - an\ 7 Z, by b\ 7

seklinde gosterilirse,
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z, Z Z Z z
=A( - D+*A(D=A( . )FACL )= A+ AcO) .| . e
Z, z, 4 4 4

Onerme 27: C" uzayindaki timR —lineer operatorlerin kiimes#, [T islemlerine

gore R — cebir olusturur. Yani,(M ((C“,R),+,DD) bir R - cebirdir.

ispat: OF,,F,,F,0M (C",R) olsun.

F=A+Ac0 A AO0M(C C)

F,=B,+B,o0, B,B,0M(C",C)

F,=C,+C,00, C,C,0M(C".C)

F+F,=A+AU+B+B,o0=A+ B+ Ao+ BzOD:( A+ 3+( At QoD

A+B,A+B0M(C"C) =F+F,0M(C"R)

(F1+F2)+F3;Fl+(F2+F3)

(F+F)+F=(A+Ac0+B+ B,ed)+(C+ C,ol)
=(A+B)+(A+B)o0+(G+ Gol)
=(A+B)+C+(A+B)+ G0
=A+(B+C)+(A+(B+ C))oD
:A1+(Bl+Cl)+ A&"D"'(Bz"' g)oD
=(A+AO)+(B+ B0+ G+ CeoD)
=F+(F,+F,)

00 0
0., = 00 ODM(C”,C)
00 0

Opep = Opp + 0, 00M (C" R)
Fl +Onxn = Orv<n+ Fl = Fl

F, +(-F) =0,,, olacaksekilde —-F, M ((C”,]R) vardir.
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-F, =-A-Aoc0-A-ADM(CC)
F,+F,=F, +F,
F+F,=A+A-0+B+Be0=(A+ B)+( A+ B)ol
=(B,+A)+(B,+ A)eD= B+ Bol+ A+ Aoll= R+ F
(M (C",R),+) degismeli gruptur.
F1°F2=(A1+A2°D)°(B1+ BzoD): Aio Bl+ Aio %0D+ AzoDo a+ Ao[lo goD
b, b, .. b2z

4 h,z+..+ R 7
Dosl{... y=0 by by - by Zz)zm{ ....................... J .
. b bn bn % b7+t 7
{buzw--w;J [thj (9 p}[j
0,2+ *+8,2) (byz+.tB,2) (R - R\ 3
b, - B)z) (3
=l e e | =B O )
by - B, A7 Z,

:AloBl+ A&OEZODOD"' Ao %0D+ Ao_aoD

o (e

=A°B+Ao°B+(Ac B+ Ao Bol

= F,oF,0M(C",R)

(FoF,)o Fy=F,o (F,oF)

(FoR)e Ry =((A+ Ao D)o (B + Byo ) o (Cit Cpeol])
=(A°B+AcB+(Ac B+ Ao Bol)o( G+ Gol)
=(A°B+AcB)o G+(Ac B+ Ao Bolo C

+(A o B+ Ao B)o Col+( Ao B+ Ao Bolo Coll

=(A°cB+AoB)o G+(A° B+ Ao Bo G
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+(A o B+ Ao B)o Col+( Ao B+ Ao Bo Gl
=(A°BoG+AcBoG+ Ao Bo Gt A B C
+AoBoC,o0+ Ao Bo Coll+ Ao Bo G+ Ac B GO
=A(B°G+BoGC)+ Ac(Be G+ Bo Q
+A (B oC,od+ Bo Gol)+ Ao(Bo Col+ Bo Gol)
=A°(BoC+BoC+ Bo Coll+ Bo GolLl)
+A, o(B,o G+ Bo C,+ Bo Coll+ Bo GolLl)
=A°(BoC+BoC+ Bo Coll+ Bo GolLl)
+A, o (B,o C oo+ Bo Coodod+ Bo Col+ Bo Gl
=A°(BoC+BoC+ Bo Coll+ Bo GolLl)
+A, o(do B,o Cod+ 0o Bo Cod+ o Bo C+ o Bo Q
=A°(BoC+BoC+ Bo Coll+ Bo Gol)
+A, o 0o(B,o Cod+ Bo Co+ Bo G+ Bo Q
=(A+Ao0)o(BoC+ Bo C+ Bo Coll+ Bo GoL)
=(A+Ao0)o(Bo G+ Bolo Col+ Bo o+ Belo Q
=(AtAD((B+Bol)e G+(B+ Beol)e Gol)
=(A+ADe((B+ Beol)e(G+ Geol)
=FRo(F,°F)
Flo(F2+F3);FloF2+ FoF.
Fo(F,+F,)=(A+ Ao ((B+ B,o)+(C,+ C,o L))
=(A+Ac0)o(B+Bo0+ G+ Col)
=AoB+AcC+ Ao B+ Ao C+ A Bol
+AoC,o0+ Ao Bold+ AGoD
=(A°B+AocB+ Ao Bo+ Ao Gol)
+(AoC,+ Ao C,+ Ao Coll+ Ao Gol
=(At+tAO)e(B+ Bel)+(A+ Acl)e (Gt Gel))
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=R eF,+tFF,

(F, +F))o F,=F, 0 F,+ F o F,
(F,+F,)oF, = (B,+B,o0+ C,+ C,o [)o (A+ Aol
=((B+C)+(B,+ G)o)e(A+ Aol
=(B,+C)o A+(B+ C)o A+(B+ Qo AeO+( B+ Qo AD
=B oA+Co A+ Bo A+ Co A+ Bo Aol
+C, 0 Ao+ B,o Ao+ Co Aol
=(BoA+B,o A+ Bo Ao+ Bo Ac()+(Go A+ Go A
+C,0 A o0+ C,0 Aol
=(B+Be)e(A+ AcD)+(C+ Gel)o( At Ael])
=F,oF,+F;0F,
OcOR ve 0zOC",
(CR)F)D=(cR)(R()= ¢ R D)= C  B(Y
(R(R)(=F(cR)(9)= K(¢R( )= CR K B)= € B B( )2
= (cFR)oF, =F(cF)=dF-F)
1 0 .. O
T 0+ODDM(C”,C)
00 .1
(Folhn)(@) = Rl ,,(2) = R(2
(I © F)(2) = 10(Fi(2) = R(2

= FReol =l oF =F

= (M (C",R),+,0x) bir R - cebirdir .4

Onerme 28:H, :C - R?

A+ib ). @

seklinde tanimlanahl, dongumu R —izomorfizmad .
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Ispat: Da+ib, c+idOC;
H,(a+ib) = H,(c+id) = a+ ib= c+ id
H,(a+ib) = H,(c+ id)

o)l

b) \d
—a=cveb=d’di.

= a+ib=c+id

= H, —birebirdir.

a ) . a . .
O b OR%; H,(a+1ib) = b olacaksekilde a+ib [0 C vardir.
= H, —ortendir.

i i . at+c
H,((@+ib)+(c+id)) = H(a+ 9+ (b+ d) z(b+dj

= (ZJ +(Zj =H,(a+ib)+ H,(c+id)

= H,((a+ib) +(c+id)) = H,(a+ ib) + H,(c+ id)
OA0R;

a

H,(A(a+ib)) = H,(Aa+ iAb) = sz = )l(bj = AH,(a+ ib)

= H,(A(a+1ib)) = AH,(a+ib)
= H,, R -lineerdir.

= H,;, R -izomorfizmad . ¢

Onerme 29:H, : C* - R*

a+ib
c+id)

seklinde tanimlanarH, donumu R —izomorfizmad .

o T o 9
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ispat:D(aﬁ_ile, (a2+_ib2jDCZ'
c, +id, c,+id,
Hz((a”.ibl))wz( a”.inj) se (a”'blj (a”'bj
c, +id, C, +id, c +id c,+id
a +ib ) _ a, + ib,
((clﬂd j)_ o C,+ idJ)
a a
G G
= = , =C, = ) =d
o |"|p | TAT% G670 h=1h, d=d
d) \d,

a, + b,
c,+id,

-2

= H, —birebirdir.

a a
O o OR*; Hz((a+,ibj)= o olacaksekilde(a-k_ibjD(C2 vardir.
C c+id C c+id
d d
= H, —Ortendir.
Hz(( 'blj ( j) Hz([""i+ it 8 'b} H ((
c, +id c,+id c,+id,+ c,+id (¢t c)+ (d+ d)
a+a a &
G +G G + G
b +b, h| | b
dl-'-dZ d:l d2
_o Jatib a, +ib,
o 2spndzin)
ib, a,+ib, a,+ ib,
- HZ((clﬂd j (c +id j) HZ((Cﬁ idlj)+ 2(( c,+ idj)

UADOR;

HZ(A(al +.ib1]> - Hz([A(""l+ fbl’]) - Hz((” At blj)
c, +id, A(c, +id,) Ac+idd;

(a+ a)+ (b+ b)
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g a
1 :
Aby b ¢ +id,
Ad, dy
Lo, AT gy (2R,
c, +id, c, +id;
H,, R —lineerdir.
H,, R —izomorfizmad . ¢
Onerme 30:H, :C" - R*"
a
o +ib,
|
a,+ib,) | %
b,
donGimud R —izomorfizmad .
a +ib ¢ +id,
| K57 oF- 1 S | U ) aoc”
a, +ib, c,+id,
a, +ib, 6, +id, a +ib | (¢ +id,
o (I =H, [ e (5] =
a, +ib, c,+id, a, +ib, c,+id,
a G
: g
a +ib G +1d, a c |
o (O FH, [ = b =l 4 " dir.
a, +ib, c, +id, '
b,) \d,
a+ib ) (g+id,
= T =3 IR
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= H, —birebirdir.

a Cl
8 +ib, o, +ib,
o |ore, = (R =& olacaksekilde | ..........
B a+ib,) | a,+ib,
b, b,
= H, —ortendir.
a+ib ) (¢ +id, a+ib+ ¢+ id,
o Y (O o FHLI( e )
a, +ib, c,+id, a,+ib,+ c,+ id,
(& +¢)+i(b + dy)
SH([ e ¥
(a8, +¢)+i(b,+d)
a +ib ¢ +id,
= = I (R HH( o]
a, +ib, c,+id,
OAO0R
a +ib, A(a, +ib)
H (A e FH [
a, +ib, Ma, +ib))
g a
Aa +iAb)
A
ST — ¥ /12: - ‘;“
Aa, +iAb,)
Ab, b,

.JD(C” vardir.
a+¢q 3
a, +G |_| &q
b, +d, b
b, +d, b,

Qe 0
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H,, R —lineerdir.

H,, R —izomorfizmad . &

Onerme 31:H, ™ :R* - C"

Y

+i
U e+,
b

n

donGimud R —izomorfizmad .
Ispat: Onerme 30’ danH,:C" - R*" doniumu birebir, orten oldgundan

H ™" :R* - C" déniimi vardir.

a) (¢
o3| & | gge.
b | |d
b, ) \d,
3, G a) (g
dal_ el |als
H (" D=H"( ] ise =
by d; b | | d
bn dn bn dn
3, G
H_( 2: )= H. 3 ) esitligine H_ ile soldan bilgke islemi uygularsak,
1
h d
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3 G a) (g

Sy 4 G a|_|
H(H " D =HHT( D) = =

by d; b, d;

b, d, b,) (d,

& &
a +ib, a +ib
] I ac";H,™ % )= olacaksekilde % 1oRr> var midir?
a,+ib, 21 g i h
b, b,
&
2 +ib
H,™( & ) =] e, esitli gine soldanH , ile bileske islemi uygularsak,
2 s, +ib,
b,
&
2 +ib
H_(HY( Z“ W=H (| )
a, +ib,
b,
&
2 +ib
PloH (o " elde edili.
g i,
b




H, Orten oldgundan

= H_ ™ -ortendir.

a

64

a
& or> dir.
by
b,
G a+g
rerithed)
Ghop oy DTS2 alq ...... bl ..... .
% SR [ PR
d, b, + d,
a +ib+g+id ) (a+ib) ( g+ id,
= = ... +
a,+ib, +c, +id, a,+ib, c,+id,
a G
L8, LG
=H,* )+H (D
by d,
b, d,
VEY
) ﬂan Aa +iAb A(a, +ib)
SR PR E— o
da +idb ) | A(a +ib,)
Ab,
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a
a +ib,
ZAl . :/]Hn_l % :
a, +ib, &
b

H,™, R -lineerdir.

H,™, R —izomorfizmad .

Onerme 32:H,_ :C" - R*"

3

+i
e
a+ib,) | °
b

donGumuant alalim. Buna goére,
F:C" - C", R-lineerdir = H, oFoH ™:R* - R*, R-lineerdir.
Ispat:

(=): F:C" - C" dénisumu R ~lineer olsun.

& G
0 5\1 ’ Cn DRZn;
b | |d
b,) \d,
& G Cl G
PR R v & ) G
(HooFoHM( "1+ [ D=(HoFoH ("D +(H o FoH )
b | |d b d




a G & G
_ an Cn -1 aT‘I Ch
(HyoFoH™M( " [+ " D=HoF)H( [+ D)
b | |d bl |d
b,) \d, ) \d,
Onerme 31’ derH ™, R —lineer olduzundan,
a G aQ G
1] & -1 G -1 -1 G
=(H, o F)(H( " D+HHT( TP =H(FHT( T D+HHT D)
b d, b d,
b, d, b, d,
F, R —lineer oldugundan;
a G
! 4 G
=H,(F(H,™( "D +FHTC T D)
by d,
b, d,
Onerme 30’ darH, R -lineer oldugundan;
a G
=H(F(H( T D)+ HA(FH (T )
by d,
b, d,
& G
| & G
=(HyoFoH (" D+(H o FoH ™)
by d,
b d

66

) dir.
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a a
0| % [OR™, DAOR; (H. o FoH M| & hZAH . oF o H )
by by
b, b,
a a
(HyoFoH | )= (H, o F)(H (1] )
by b
b, b,
Onerme 31’ derH ™, R —lineer olduzundan;
& a
-1/ G -1
=(H, o F)AH,( " ) =H,(FAH
by b
b, b,
F, R -lineer oldugundan;
a
=H,(AF(H, (" )
by
b

Onerme 30’ darH, R -lineer oldugundan;

a

a,

=AH,oFoH,™
b, ) =A(H, ol

= AH, (F(H,(

b

n

=H, oFoH ":R* - R”, R-lineerdir.

)

)" dir.
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(8):
H, oFoH ™:R* - R*, R-lineer olsun.
a G
0 a, , G, OR™:
b || d
b, ) \d,
a G g G
(o F o [+ g D= (HeFeb D 2 )+ (H e Fer (0 )i
b,) \d, b, d,
Yukaridaki gitli ge soldanH, ™ uygulandginda;
& G g G
-1 1y, & G, - -1 “1/ S -1 G
H, " ((H, o FoH ) o "] ) =H ((H,oFeoH ) h )+(H o FoH ) d )
b,) \d, b, d,
a G q G
-1 -1 aﬂ Cr‘l —_ -1 -1 a’1 -1 Q1
H, " (H,((FoH, ) o "] N)=H(H((FoH ) h ) +H ((FeoH ) d )
b,) \d, b, d
Onerme 31’ derH ™, R —lineer olduzundan;
& G g G
-1y, & Gly_ oy -1y S -1 -nl G
(FoH, ) o "] )=H,(H,((FeH.)( h ) +H(H((FoH ) q )
b,) \d, b, d
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& G & G

a1, & G 4, & a G
F(H,( b + d, ) =F(H,( q )+ F(H,( d )

b, ) (d, b, d,

a +ib ) (¢ +id,
F({ ........... J +( .......... J FF K™ (2: »F W Gl

a +ib ¢ +id, a +ib ¢+ id,
= (P o FEI( o AF | (e |) (D elde edilir.
a, +ib c,+id, a,+ib, c,+ id,

a, a
(H oFoH A ® )= AH. oFoH Y| > ) dir.
by b
b, b,
Yukaridaki gitli ge soldanH ™ uygularsak;
a, a
H, 2 (Hy o Fo H)| D) = HAH o FoH (S D)
by b
b, b,

Onerme 31’ derH ™, R -lineer oldugundan;
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3 3
H, (HL(F o H, (A ‘2: D) = A(H (H ((F o H ) Z“ )
b, B,
a, a a, a
a a, -1y & -1 a, 1/ &h
FoH YA & )= A(FoH F(H. () = A(F(H
( n)(bl) (( ”)(q))ve(”(bl» ((n(q)))
- - - -
Onerme 31’ derH ™, R —lineer olduzundan;
3 a
. atib
FAH A ) =AFHA(D D) = F@A| o D=AF( . |)..(0) elde
h " a,+ib, a,+ib,
b, b,

edilir.(0 ve (00’ dan F:C" —» C" dénisiimil R ~lineerdir. 4

Teorem 19:W : M((C”,]R) - M(]RZ“,]R)
F-W(F)=H,0oFoH™
donUmind tanimlayalim. Buna goW donisimi R —izomorfizmad .

ispat: OF,, F,OM (C" R);

I

W(R)=W(R)= R=F

W(E)=W(E)= Ho Fo H™=H,o Ko H,*

Esitli gin soldanH ™, sadan H , ile bileskesini alirsak,
H ™ o(H, oF oH ™oH =H "o(H oF,oH oH,

(HyiteH )R o(H MoH ) =(H e H JoFo(H o H )
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= W - birebirdir.

W(F)OM (RZ”,R) olacaksekilde (F OM ((C”,R) var midir?

W(F)=H, o Fo H,* ifadesinde gtli gin soldanH, ™, sggdan H,, ile bileskesini alirsak,
H,*oW(F)o H,=H *o(H,o FoH ) o H,

n

n

H, " oW(F)o H,=(H, o H)o Fo(H "o H)

H,*oW(F)o H, = F elde edilir.

FOM (c".R)
a +ib,
] oc"
a, *ib,
a +ib, a +ib a+ib
(H, oW (F) o H)( wevenene. = H, o W(F) )H, [ e )1 5 P - DR
a, *ib, g, +ib, a, + ilh,
a +ib
=H, W (F)(Hy(| oo D)
a, *+ib,
a +ib,
W(F)(Hy(| oo YR
a, *+ib,
a tib
= H, W(F)(H,(| -ceeveevn NXIC" dir.
a, +ib,

Buradan,H, ™" oW(F)o H,:C" — C" oldusu gorulir.
— FOM ((C“,]R)’ dir.
= W - Ortendir,

= W - birebir ve ortendir.
W(F + F)=W(F)+W(F)

W(F+F)=H,o(F+F)oH ™ =(H,(F)+H,(F))oH,*
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=H,o(F)oH, " +H, o(F)oH *=W(FE)+W(FE)
OAOR,
W(AR)=aW( )
W(AR)=H,c(AF)° H,*
Onerme 31’ derH ™, R —lineer ve dnerme 30’ dail, R —lineer oldusundan;
=A(H,oFoH, ™) =AW(R)’ dir.
W, R - lineerdir.

W, R - izomorfizmad . ¢

Teorem 20:W: M(C",R) - M(R*",R)
F-W(F)=H,oFoH™

donimua R - cebir izomorfizmadir.

Ispat: Teorem 19’ darw, R - lineerdir.
OF,.F,0OM (C",R) ve DAOR;
D W(FR+R)=W(FK)+W( F)

i) W(AR)=AW( F)’ dir.

)

W(FReFR)=W(F)e W(F)

V\/(FlO F2)= Hn0 Flo FZO Hn_l = HnO I:10 Hn_lo HnO FZO Hn_1
=W(FoF)=W(F) W F)

= W dongumu R - cebir izomorfizmadir ¢

. -b
Onerme 33:H,oM (C,C)oH,* = {(2 aj ra,b0 R}’ dir.

ispat: A OM(C,C) alahm.
A:C-C
z- A2
A ,C -lineer oldusundan A (2) = zA(1), A@QCC’ dir.
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z=x+iy ve A(l)=a+ib alalim.
A(x+iy) = (a+ ib(x+ iy) = (ax- by+ { bx ay

Onerme 28’ derH, : C - R?, R —izomorfizmas kullanarak,
. ax— by a -b
H X+1y)) = =
N e N
. : a -—-b)(x
s =(2 )

H,:C - R? oldugundan,

v-()
X+iy -
y
(H,o A H;l)(’;j . (Z _:’j[ j elde edilr.

-b
= H,oM(C,C)oH a ‘a,b0dR} elde edilir.¢
! b a

Onerme 34:H, o M ((Cz,(C) oH, = {Z j:a,bD M (2x Z,R)} ' dir.

a
Ispat: A/OM ((CZ,(C) alalim.

A :C? - C?

B

A,,C —lineer oldugundan,

_ 4 0
Az(( j) = Az(( j ( j) = Az(( Oj)+ Az(( ZJ)
1 0 1 0
= Zl'%((oj) +tz 6((1])' %(( O])’ 6{ 1])562' dir.
Z=X+1iy, = %+ iy, (( j (Zz::sﬂ {J) [Z:+ sz ile gosterirsek,

b
-(x1+ly1)( j+(x2+lyz)( +'b12j

2
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_( (@ + b)) +iyy) ) ((a,* ib (X 1Y)
B (a21 + ib21)(xl+ Iyl) (a22+ IbZZ)( X2+ Iy2

:((anxl_ b11y1+ Kb11X1+ aily))

(azlxl_ b21y1+ Kb21X1+ a21y)
_'{(aizxz_ b12y2+ Kb12X2+ aizy)j
(azxz - szz-l' Kb22X2+ azzy)

:((allxl_blly1+ A, %~ l112y2+ Gbllel' a, Y blzxj' aizsz elde edilir.
(a21xl_b21y1+ &%~ bz2y2+ Gthxf" &, Vit bzzxél' azzy

Onerme 29’ darH, : C* - R*, R —izomorfizmas kullanilarak,
a, X~ byt a,%= by,
HZ(AZ((le))z a21)s t&l 1 az)g QZ»

by X+ a, ut Q%+ a %
b,x +a,y+ b,%+ a,yV.

H,:C?> - R* dongumund kullanarak,

X
(x1+iy1jﬂ X
X, +iy, Yi
Y,
&, Q, _b11 _b12 X
- X1+iY1 & ay _b21 _b22 X,
H, (A ((H loH)({ . j)))=
(AR by, b, b, a a || %

b, b, a a,/ly

X a, a, _bn _b.lZ
= % & Ay _b21 _bzz

(Hye Ao HY( 7 )=
2o fo e Vo[ [l b, oAy, a,|w
Y, b, b, a ay)\Vy

<X

Burada,
(o S)maomeeam) i )bom(zam) | f]-sow | [Joxe

ile gosterilirse,

gy X\ _(a -b) X .
(HyoA 0 H, )((yj)_[b aj[yj elde edilir.
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) j:a,bD M (2x Z,R)}' dir.
b a

a
= H,oM(C?C)oH," :{(
.. (1 0 e :
O ile matrisini gosterelim.
0 -1

Teorem 21: OF OM(2x2R) icin F =A+A o0 olacak sekilde
A, A OH,o M(C,C)o H™ ler mevcut ve tek turlidur.

Ispat: OF OM (2x2,R) "’ yi alaim. Teorem 19' danF =H,™oF oH, olacak
sekilde F OM (C,R) var ve tektir.

Onerme 24’ denF OM (C,R) olacak sekilde bir tek A, A 0 M(C,C) vardir.
Buradan,
F = HioFo Hl_1 =H,c(A+AD)o Hl_1 yazilabilir.
Onerme 28’ derH, donsima R —izomorfizme oldugundan,
=(H,c A +H,0 A oo H,*
Onerme 31’ den =1 igin H,™ déniimi R —izomorfizme oldugundan,
= H1°A1° H1_l+ H1o Azo Lo Hl_l = Hlo A1° HI1+ H1O Azo I_I_llo H1O Lo H_ll
elde edilir.
HioAoH =A,HoAocH™ =A, H o0oH,* =0 ile gosterilirse,

F=A+A o0 tek tarludir.¢

Sonug 11:0F OM (C,C) ve F OH, oM (C,C)oH, ™ icin,
i) |[detF[* = def’

ii) detF > 0 dir.

Ispat: () OF OM (C,C) alaim.F :C - C

zZ- F(2
F,C-lineer oldugundan F ¢ = F (1 ,F (I C’ dir. F(1) =a+ib ile gosterirsek,
detF = det@+ib )=a+ib

detF|" = @+ib)@+ib)= & + B ... 0) elde edilir.
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: . -b
F'OH, oM (C,C)oH,™ icin 6nerme 33’ derf = (Z j dir.

detF':‘al _b‘=a2+b2...(:|]}
b a

(D ve (O’ dan |detF|2 = defF elde edilir.

(i) detF :|de1F|2 oldusundandetF > O’ dir. ¢

Onerme 35:0F OH, oM (C,R)oH,™;
F=A+A°0, A,A OH,o M(C,C)o H,* olsun.
Bu takdirde,
detF = detA — det, ’ dir.

Ispat: Teorem 19’ darF = H, o« F o H, olacaksekilde bir tekF OM (C,R) vardir.

R .. (a - . c —-d) .
Onerme 33’ e goreé\ = , A= c " dir.

b a d
. . L a -b c - 1 0 at c d-
SF =A+A 0= + =
b a d c/I0 -1 d+ b a ¢
. + d-
Buradan,detF _[are za’-cc-d*+ =+ b-(c+ &
d+b a-
detﬁl':a =a+p, det,g':C =+
b a d c

Sonug olarakdetF = detA - detd, elde edilir.¢

Teorem 22:0F OM (C,R); F =B, +B,0[, B, B,0 M(C,C) olsun. Bu durumda

F’ nin tersi meveuttur— |B[* =|B,|* # 0" dr.

Ispat:

(=) :Farz edelimF ™ mevcut olsun.
F™ mevcut oldgu icin tek turludir.F =B, + B, -, B, B,0 M(C,C) olsun.
F™*=A +A -0 olacaksekilde A, A, 0 M(C,C) vardir.

FoF?=F7F =1+00
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F_loF:(A+AZo|:|)o(Bl+ BZOD): Ao a+ Ao_%+( Al\o %+ AO_QOD:].‘*'OD
AcB+ Ao B =1
A°B,+ Ao B =0
B B_
B, B

IB]" -|B,| =0 olsun.

denklem sisteminim, A, bilinmeyenlerine gore,

B]" -|B,|*" dir.

|Bl|2 - Bz|2 =0 oldugundanrank(Bl E] =1’ dir.
B, B

B, B

Dolayisi ile sonsuz ¢ozim olmagt, ™’ in tekligi ile celisir. Geliski |B| ~|B,|°=0

rank{Bl BZJ =1 ve iki bilinmeyen oldgundan sonsuz ¢6zum vardir.

kabulinden kaynaklandi.

Sonug olarakB,|" -|B,|* # 0" dir.
(O0): |B[" -|B,|" #0 olsun.
F'=A+Ao-0veF oF =1+ 00 igin,

FloF =(A+Ao0)o(B+Bo0)= Ao B+ Ao B+( A B+ A BoO=1+00

AcB+ Ae E =1 elde edilir.Denklem sisteminiiy, A, bilinmeyenlerine gore,
A°B,+A°B=0
B By_iLp_|np "
= - Ide edilir.
N Bl‘ |B|" ~|B,|" elde edilir
IB|" -|B,|” # 0 oldugundan,
o5 o
= 0 E_ = E A§ = BZ — = _%
B, E‘lm?ﬂaf ‘a E‘|m“ww2
B, B B B
F—l BJ. _BZ o]

= 2 2+ 2 2
B[ -|B|" [B|] -|B]
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B e B

B -|B" |B]"-|B]

__BoB _ -BoB -BoB . BB _
B[ -|&|" [B]"-|B]" [B] B | §°-| 8
__ B, -BF _[8-I8]"_,

B -|B[" |B]"-|B|" |B-|B]

Dolayisi ile F™ vardir. ¢

FoF_l:(Bl+Bzo|:|)o

2.2. Reel ve Sanal Uniter Operatorler

Tanim 38: A:C" - C" donimiu icin o6yle ki Ox yOC" olmak Uzere
Re{(A(X),A(y).} = RE(X,y.} ssitligi saglaniyorsa A donisiimiine gercel ( reel )

Uniter dongim denir.

Ornek 39: A:C - C
Z - A(z)=_z

donisimU gercel ( reel ) Uniterdir.
Cozum: Ox, ydGC;

(A A = (X Yo = XY= X

(X Ye =Xy

x=a+ib, y= c+ id olsun.

(A, AW =(a+ iB(cr id = (a B e ig

=(ac+ bd) + (ad- b¢

(X Y)e = (a+ ih(c+ id) = (a+ (e ig
=(ac+ bd) + (bc- ad

Re{(A(x),A(y)} = ac+ bc

Re{(x,y).} = ac+ bd

Re{(A(X),A(Y)c} = Rd(x,y.} elde edilir.
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= A donumu gergel ( reel ) Gniterdir.

Tanim 39: A:C" - C" donimiu icin o6yle ki Ox yOC" olmak Uzere
IM{(A(X), AW} =Im{(x Y.} ssitligi saslaniyorsaA dénistimiine sanal ( imajiner )

Uniter dongim denir.

Ornek 40: A:C - C
(a+ib) - (2a+ 3b)+ i(a+ 2b)
donGumua sanal Uniterdir.

COzim: a+ib, c+id0OC;
(A(a+ib), Alc+ id)). =((2a+3b+ i(a+ 2D, (2c- 3dp (e 2d),
=(2a+ 3b)(2c+ 3d)+ (a+ 2b)(c+t 2d
+i(a+2b)(2c+ 3d)- i(2a+ D)(c+ 2d’
(a+ib,c+id). = (a+ ib)(c+ id) = (act bd+ { bc- ad
Im{(A(a+ ib), Alc+ id)).} = 2ac+ 3ad+ 4 be- 6 b
- a2 ad-3bc-6bd= be a
Im{(a+ib,c+id).} = bc- ad
Im{(A(a+ ib), Alc+ id)).} = Im{( a+ ih c+ id.} elde edilir.

= A donUmi sanal Uniterdir.

Onerme 36: A:C" - C" donumi Uniterdir = A donumi gergel Uniter ve
sanal uniterdir.

Ispat: Ox, yOC";

(=): A donitimi tniterdir. Yani{A(X), A Ye =( % Y. dir.
= Re[(A(), A(Y)c} + IIm{CAMX), AV} = RECX Y+ iinfCx ¥}
= Re{(A(X), A(YDc} = RE(x,9c} ve I A, A9} = Inf¢ x)y} dir. @



80

Teorem 23: A:C - C gergel uniterdir = H,:C - R? R-izomorfizme
dontsim icin H, o Ao H,™ doniumi ortogonaldir.

Ispat:

(=): H,:C - R? R-izomorfizme donisuimuni alahim.A C - C donium
gercel Uniter olsun. Dolayisi ilex, y C;
Re{(AX),A(YDc} = R{(x.y.} " dir
x=a+ib, y= c+ id olarak alalim.
(%, Y)e = xy=(a+ ih(c- ig = (acr bd+ ( be ap
Re{(X,y).} = ac+ bd

H,:C - R?

a+ib - [Zj = H,(¥)
ctid - (Zj: H,(y)

Re{(x,y).} =(2j @:m (9. H; (9):

Boylelikle, Re{(A(X), A(y)} = ( H (A(X), H (A y) elde edilir.
Re{(A(X),A(y)c} = Rg(x,yc} oldugundan (H,(A(X), H (A W)z = (H(X, H( W
dir.

Onerme 31’ derH, : C - R?, R —izomorfizme donitimuni kullanarak,

((Hyo Ao H)(Hy(¥), (Hyo Ao HI)(H(W)e = H(R, H( W)y elde edilir.
= H, o Ao H,™ ortogonal dongiimd(ir.

(O0): A:C - C, R-lineer doniimini alalm. H, :C - R?, R -izomorfizms
icin H, o Ao H,™ dénumu ortogonal olsun.

Ox, ydC;

((Hyo Ao H)(Hy(¥), (Hyo Ae HI)(H(W)e =(H(R, H( W)’ dir. Dolayist ile,
(H (A(X)), H (A= = (H(R, H(Yr

x=a+ib, y= c+ id olarak alalim.
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H,:C - R?

a+ib - @ = H, (%)
: c)_
c+id - (dj =H,(y)

(H (%), Hy (V) = (Zj (gj = ac+ bd elde edilir.

Re{(X,Y)} = ac+ bd oldusundan(H, (x), H, () = Re{(x, )} " dir.
Bu durumda(H, (A(X), H,(A(W)): = Re[( A(X), A Y} dir.
Buradan,(H, (A(X)), H,(A(W))= =(H.(X, H( Y, oldusundan,
Re{(A(X), A(y)c} = Rd(x,y.} " dir.

Sonug olarakA doniumu gercel Uniterdir®

Teorem 24: A:C - C, R-lineer donigumi sanal niterdir- H,:C - R?,
R —izomorfizme doniimi ve A = H, o Ao H,™" doniim igin detA = 1’ dir.
ispat: (=): H,:C - R?*, R-izomorfizme donisumunu alalim. A:C - C ,
R ~lineer déniimi sanal tniter olsurllx, yOC; Im{(A(X), AW} =Im{(x y.}"

dir.

x=a+ib, y= c+ id olarak alalim.
(X, Y)o = xy=(a+ ih(c id = (ac+ bi+ ( be ay
Im{(x, y).} = bc- ad

H,:C - R?

a+ib - (ZJ = H,(¥)

ctid - (g] = H1(Y)

a C

Im{(X, )¢} =-‘b g

‘=—[H1(x> H, ()]

Buradan,Im{(A(x), AW} =-[ H(A3) H(A )] elde edilir.
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Ox, yOC; Im{¢(A(X), AW} = Im{(x Y.} oldugundan,
~[Hi(A)  H(AW]=-[H(} H(Y]" dir. Buradan,
[Hi(AGQ) H(AW]=[H(3 H(Y] dir.
H,o Ao H ' R? & R2 A= H,o Ao H; ' alirsak,
[A(H,(¥) A(H()]=[H(} H(Y] elde edilir.
H,(X) =7, H,(y) =  ile gosterirsek,
(A Aw)|=[n 4]
detA[n w]=[n u] dir.
On,uOR?; [ u]#0 oldugundandetA = 1 dir.

(O0): A:C - C, R-lineer donitiminu alalim.H, :C - R?, R -izomorfizme
ve A = H, o Ao H,* donigiimii igin detA = 1 olsun.
Ox, yOC;
IM{CAD, AW} =Im{(x ¥}
x=a+ib, y= c+ id olarak alalim.

H,:C - R?

a+ib (Z) = H,(X)

c+id - (;j: H,(y)

a C

Im{(x, y)} = bc- ad= _‘b g

‘=—[ H(3  H( Y] dir.

Dolayist ile Im{(A(X, AW} =-[H(A ) H( A Y)] elde edilir.
“[Hi(A)  H(A W] =~ H(A(H > H)(3) H(ACH > H)( )]

=~[(H, o Ao H")(Hy(X)  (Hyo Ao HI(HL(Y) ]
H,o Ao H,™ = A igin detA = 1oldugundan ;

=-[A(H,(0) A(H(W)]
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=-detA[H,(x) H,(y)=-[H (¥ H./(y)] bulunur.
“[H(A)  H(AW]=-[H(¥ H(Y] dir.

= Im{(A(X), AW} =Im{(% y.} elde edilir.

Bu ise A donumindn sanal uniter olgunu gosterir ¢

Sonug 12: A:C - C doénumu  uniterdir = H,:C - R?*, R-izomorfizme

dontsimi ve A = H, o Ao H, ™" doénisim igin A — ortogonal ve detA = 1’ dir.

Sonug 13:
U (1), 1 - boyutlu tniter déniiimler grubu,

O(2), 2 - boyutlu ortogonal dégiimler grubu,
Sp(2), 2 - boyutlu simplektik dongiimler grubu olmak uizere,

H,oU (1)oH,* =0(2) n S 2)" dir.

Teorem 25: A:C? - C? doniumi gergel Uniterdir = H,:C?> - R* |
R —izomorfizme donisumi icin H, o Ao H,™ déniUmu ortogonaldir.

ispat: (=): H,:C? -~ R*, R-izomorfizme donisimiing alalim.A: C?* - C?
donisimi gergel Uniter olsun. Dolayisi ilgx, yOC?;

Re{[(AX),A(Y)c} = R(x,y.} " dir.

(2t
=i (210 ()
(o e)-(a)
NI NENIRERIREEIN

=ac+ac+hd+ bd+ (het he- ad 34g



84

Re((X,Y)c} =ag+ ac+ hd+ bdelde edilir.

+i +id
H2:<C2_,]R“,x:(a1 blj,y:(cl ljDCZ olmak uzere,

a, +ib, c,+id,
a G
H,(x) = :2 , Ho(y) = Si olarak tanimlayalim.
b, d,
a) (¢
Re{(x,)c} =8¢+ 3¢+ hd+ hd= 212 ;21 =( H(X H( Ys
b,) (d,

Boylelikle, Re{(A(x),A(y)c} =(H, (A(X), H (A Y); elde edilir.
Re{(A(x),A(y).} = R4(x,y.} oldugundan
(Ho(A(X), Hy (A =CH(X, H (W) dir.

Onerme 31’ derH, ™ : R* - C?, R —izomorfizme dénisiimiinu kullanarak,
((H, o Ao H, ™ )(H,(X),(H,0o Ao Hy Y )(H,(W))e =( HA R, H,( ), elde edilir.
= H, o Ao H,™ ortogonal dongiimdr.

(O): A:C? - C* R~ lineer doniimuni alalim.H, : C* -~ R*, R —izomorfizmz
icin H, o Ao H,™ don(sumu ortogonal olsunix, yJ C?;
((H, o Ao H,)(H,(X), (H,o Ao Hy ) (H(W))e =({ H(X, H,( ), dir. Dolayis ile,
(Ho(A()), Hy (A = (Hy (%, Hy (W

X :(ai * 'blj, y:(clJr fdlj olarak alalm.

a, +ib, c,+id,
+i +id
H,:C? - R, x:(ai _blj, y:(cl _ ljDCZ olmak uzere,
a, +ib, c,+id,

G

, Ho(y) = 32 olarak tanimlayalim.
1

d,

H,(9 =

=R
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Y G
Re{(X,)c} =aG+ a6+ hd+ hd= zj ‘;2
b, ) \d,
a) (¢
= (H, (3, H, (1) = f: fj oldugundan,
b, ) \d,

(H,(x), H, () = Re[(x, )} elde edilir.

Bu durumda,(H,(A(X), H, (A Y))x = Re[¢ A(X), A Y.}’ dir.
(H, (A(X), Hy(A(Y)g = Hy( R, Hy( W)y oldusundan
Re{[(AXX),A(Y)c} = RE(x,y.} " dir.

Sonug olarakA donisumu gercel Uniterdir®

Teorem 26: A:C* - C?, R -lineer doniumi sanal Uniterdir= H,:C? - R,
R —izomorfizme donGuimi ve A =H,o Ao H," donimi icin A - simplektik
donGumdar.

ispat: (=): H,:C? -~ R*, R~-izomorfizme doniimini alalim.A: C* - C?,
R —lineer donkUumu sanal Uniter olsun.

Ox, yOC?;
IM{(A(X), AW)c} = Im{(x yc} dir.

x:(al * Iblj, y=(cl+ Idlj olarak alalim.
2

a, +ib, C,+i
_ = _(ati) (g-id,
DY =Xy (az + isz [Cz - idzj

Iy (a)
(I CHE EHE (@ (3
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=agt+ac+hd+ bd+ (et be- ad ad
m{(x.¥)c} =hg+be- ad- ad di
IM{(x, Y} = =@ (H,(X), H,(y)) olacak sekilde ¢:R*xR* — R bilineer déngumunti
tanimlayalim.

_ — (g+id\ (a-ib
35[0

ey
SIREHIEHINE I

=ac+tac+hd+ bd- (het he- ad 3g

Im{(y. %} =-(aG+bc- ad- 34

= Y(H,(y),H,(X)=-¢(H,(x), H,(y)) olduzundan ¢ ters simetrik bilineer
donGumdar.
Ayni zamandam{(A(X), AW} = - (H (A 3), H( A ¥))’ dir.
Im{¢AG), AW} = Im{( x 3} oldugundan—(H,(A(X), H,(A(Y) = ~@(Hy(3, H(Y)
elde edilir. Dolayisi ile,
W(H,(AX), H,(AY)) = (H,(X, H( 1Y)’ dir. Buradan,
W((H, o Ao H, ) (H, (X)), (Hyo Ao HA)(Hy(1) =¢(HL( 3, H ) elde edilir.
W((H, o Ao H, ) (H,(X), (H,o Ao Hy ) (HL(W) = ¢ (HL(X, H(Y) ve ¢ ters simetrik
bilineer dongum oldyundan A — simplektik donigumddir.

(O0): A:C® - C? R-lineer donium, H,:C* - R* R -izomorf déniuimu

ve A = H, o Ao H,™ donimu igin A — simplektik donisuim olsun.
Ox, yO €5 Im{CAG), AW} =Im{(X Y.}

a +ib ¢ +id,
= = larak alalim.
X (a2+ib2j' y [Cﬁidzj olarak alahm

_ = _(a+ib) (c-id,
DY =Xy (az + isz [Cz - idzj
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Iy (e
() G (G (@ (3

=actaG6+thd+ bd+ (het be- ad- adg
Im{(x, y)c} =hG+be-ad- addi
Im{(x, )} == (H,(X), H,(y)) olacak sekilde ¢/: R*xR* — R bilineer donguimuni
tanimlayalim. Dolayisi ile,

Im{(A(¥), AW} =@ (H (A 3), H(A ) seklindedir. Buradan,

—Y(H,(AX)), H(AW) = ¢ ((Hyo Ao H)(H(R),(Hye A H)(H(Y)

oldugundan veA = H, o Ao H,™ donumu simplektik oldgundan,

~W((H, 0 Ao H, ) (H,(X), (Hyo Ao H)(Ho(W)) = <0 (H,(%, H(Y) elde edilir.
Im{(x, Y)c} == (H, (X, H,(¥) ve Im{{A(X), AWe} == (H(AR), H(AY)

oldugundan,

IM{(AG), AW} = Im{(x ye)
bulunur.

Bu da bizeA: C? — C?, R - lineer doniziimunin sanal Giniter oldunu gosterir ¢

Sonug 14: A:C? - C? donGUmU Uniterdir = H,:C? - R*, R -izomorfizme

donumi ve A = H, o Ao H,™* donUm igin A — ortogonal ve A — simplektiktir.

Sonug 15:

O(4), 4 - boyutlu ortogonal dogtimler grubu,
Sp(4), 4 - boyutlu simplektik doniiimler grubu olmak uizere,

H,oU(2)oH,™ =0(4) n Sp(4)’ dir.
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Teorem 27: A:C? -~ C* donisiimi icin gagidaki 6nermeler karlikli olarak

esdegerdir.
i) (A, AW)e =(X Ve, Ox YIC?
i) |A(X)| =[|%, OxOC? ve A, C~lineerdir.

i) Re{(A(X),A(Y).} = RE(X,y.} ,O0x,yIC? ve A C-lineerdir.

iv) Im{(AX), AW} =Im{(% Y.}, 0% yYIC? ve A C-lineerdir.

Ispat:

i) = @) (A, AWe =(x% Yo, Ox YIC? olsun. €2’

olarak e, &’ yi alalim.

Ox, yOC?;

X=a6§+a8g, 3=(Xpc, 8=( X
y=he+he b=Cyec., b=( y4

A Uniter dongim oldwundan ;

(A(g), &) =(8 Bc=¢,1< | g 2dir.

= A(g), A'e) de ortonormaldir.

AN=3Ae+ 3 Ae a=( Ak B8P =( xe= |
3, =(AX, A)c =(X 8. = 3

AY)=h Ag)+h A9, b=( Ay BB.=( ve =,
b, =(A(Y), A8 =( Y &=k

Dolayisi ile ,

AX=aANe+ a ke

Aly)=h Ae)+ b Agdir.

Ax+y)=(a+h) Ae+(a+ b A9

=(aAe)raAe)+t(bAg+t bAH= Ax (A

OAdcC;

Ax=A(ag+ ag)=Aaetd ag

AAX) = ANrage+tAdaeg =1 afg+td aAp
=A(a,Ag)+aAg)=1 AX

de ortonormal taban
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= A C-lineerdir. ... O
(AX), AY)e =(% ¥e, Ox ¥y Voldusundany = x i¢in de dgrudur. Dolayist ile,
(A(X), AX)e =(% % dir. Buda
A =] i verr
= |AX)| =||¥ elde edilir.

(i) = (i) : ||A(¥)|| =||%|, OxOC? ve A, C - lineer olsun.
Ox, yO C?;
|A(x+ y)| =[x+ y’ dir. Buradan,
|ACx+ )|* =] x+ |’ dir. Dolayisi ile
(A(X+Y), Axt Yo =(x yx Y. elde edilir. A,C - lineer oldugundan,
(A + A, AR+ A Y =( % yox y'di
(AX), A+ AP +CAY AXE AP = XX )Y+ yXx )y
(A), AP + (AR AP +CARY AR+ AN B =C 0x+( Xy

HY, X (Y Ve

(A(X), AX)e =X ¥ ve (A(Y), AW)e =( ¥ ¥ oldusundan,
(A, AW (A Y, APe =( x ¥ +( yx’ dir I carpim tanimindan
(A, AWe + (A3, AW =( X ¥ +( x )y yazilabilir. Bu ise bize
2Re[(AX),A(Y)c} = 2R§( x Y.} " yi verir. Yani,
Re{(A(X),A(Y)c} = RE(x,y.} ,0x,y1C? elde edilir.

(i) = (v) : Re[(AX),A(Y)c} = RE(x,¥.} ,O0x,YIC? ve A C~lineer olsun.
Re{(Al).A(Y)c} = Ry W} Oy YOC? igin,
(AL AW +CAP) A We = Ve +(y, Y dir. Buradan,

(A, A e +CAY) AWe _ s Ve H Vs Ve
2 2
Her iki tarafl “i” ile gengletirsek,

A, AYD e + KA, AW e _ KV Ve + KV, Ve
2i 2

yazilabilir.

elde edilir.i¢ carpim tanimindan,
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A, AlYD e + KA, AV e _ KV Ve T KYYe

yazilabilir. Buradan da,

2 2
AW, AW *+ KA, AVDe _ KV Ye + KV e (ide edilir
2 A '
AW, AlYDe * (A=Y De _ (W Ye 2N Wie epjinde ifade edilebillr. Buradan
2i 3 - ,
A, C-lineer oldugundan<A(iy)’A(y»(C A= AVDe (W Ve * (Y= Ve g

2i 2

(AY), AV e —=CAY AV _ (W Ye =Y Ve bulunur. Bu ifadeOy,yOC? igin
2 2 ' |

gecerli oldlgundany=,—x icin de gecerlidir. Dolayisi ile,
[

yazilabilir. Buradan,

(A, AWe =CAY APe (XY -y X
2i 2

IM{(A(X), AW} =Im{(x y.}, 0% YIC? elde edilir.
@(iv) = (i) 1 Im{(A), AW} =Im{(x .}, 0% YIC? ve A ,C~lineer olsun.
Im{(A(T), AW} = Im{(z, Y}, Or, yoC?

(AT, AW (ALY, AT _ (T, Yo = ¥T)¢
2i 2

Or,yOC? igin dogru oldusundan 7 =ix icin de dgrudur.

(AX), AW e —CAY Ae _ (X Yo = (Y i
2i 2

A ,C -lineer oldugundan,
(A, AW e —CAY AP _ IX Ve —CEK Y X

2 2
A, AW e = CICAY), Ae _ IX ¥~ K Y X
2 2
A, Al + KAY), ARe _ {X Y+ LY X
2 2
(A, AV + (AW APc) - KX Y+ (Y %)
2i 2

(A, AW +(AY APe XYty
2 2

elde edilir. Bu ifade bize
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Re{(A(X),A(Y):} = RE(x,y.} ,0x,yJC?" yi verir.

(i) = (i) : Re{(AX),A(Y)c} = RE( X, ¥} ,O0x,¥1C? ve A C -lineer olsun.
(i) = (iv) oldugundanIim{(A(x), A W<} = Im{( x y.}, O % yIC* dir.

Sonug olarak énerme 36’ d&dm\(x), A Ve ={ % Yo, 0 % YIC*' dir. ¢

Not 11: Teorem 27,A:C - C dongumu icin de ayngekilde ispatlanir.

Not 12: [5] lineer cebir kitabindan alingiolan teorem 17,C*’ deki keyfi
A:C? - C? doniziimiin C -lineer olmasindan yola cikilarak ispatlandi. Fakat teorem
27, C-lineerlik sarti ortadan kaldirilarak dizenlendi ve Ozelliki® ' deki keyfi
A:C? - C? lniter dongiimiin C —lineeroldugu ispat edildi. Ayrica teorem 27 ilg*’

deki A:C* — C? keyfi donigiimin tanim 38 ve tamim 39 ile tanimlanan gercetetinie

sanal Uniter parcalarin her biriig—lineerlik sarti eklenilerek doniiimin Gniter oldgu

sonucuna ukalabilecesi gosterildi.

Simdi C" uzayindaki metrikleri ve izometrileri inceleyelim.
Ornek 41: Ox, yOC icin d(x, y) =|x= Y bir metriktir.

Yi

j olmak uzere,
Y,

Ornek 42: Ox, yOC? igin x:(:j ve y:(

d(x y):\/|>g— [+ % -y bir metriktir.

X Y1
Ornek 43: Ox, yOC" igin x=| ... | ve y=| ... | olmak uzere,
Xn Yn

d(x y) =,/ n |x— y[* bir metriktir.
i=1
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Tanim 40: x, yOC" dniter uzayinda iki vektor olmak uzerel(x,y)=|x- ]

ifadesinex ve y vektorleri arasindaki uzaklik denir.

Tanim 41: C" initer uzay olmak tzerex yOC" igin d(F(x), F(y))=d(x,y)

olan F:C" - C" donisimune izometri denir.

Ornek 44: C"’ de oteleme dongiimini alalim.0Ox adC" igin F(x)=x+a
dénsumda icin F bir izometridir. Gergektenjlx yOdC" igin,

d(F(x),F(y))=d(x+a,y+a)=|(x+a) - (y+a)|=|x+a-y-a| =|x-y| =d(x,y)

olur.

Ornek 45: C 'de F donme hareketini alahmF bir izometridir. Gergekten
Ox=x+ix, x'= x* ix,'0C ve F(x +ix,) = x '+ ix,'= °(x + ix,) olmak lzere,

Ux, yOC igin, X4 X

7
[FC = FOI =(F(9 - F(Y. F(3= F(Y), J/'X’xl
=((%-y) & +i(%-y) & (x- y) &+ (3 y '8
= (4 - WP e+ (x- y) E¥
A -) e y,) € e+ (- y)(x- y) ¥
=(x =¥’ +(%-v) =[x
IF()-F(y)|=|x-y| olup, F izometridir.

Ornek 46: Birim donisum izometridir.

GergektenOx yOC" icin, [1(x) = 1(y)| =|x~ |’ dir.

Not 13: C" nin tim izometriler kiimesiniz(C") ile gosterelim.lz C" ¥ O dir.

Ciinkd, | O1z(C") dir.
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Onerme 37:F,, F, 01z(C") olmak tUzerg(F, o F,) O1z(C")" dir.
Ispat:Ox ,yOC" olsun.
d((F, o F,)(%), (F, » F,)(y)) = d(F,(F,(x)), F,(F,(y))) F,’inizometri oldugu kullanilarak,
= d(F,(x), F,(y)) olur. F, de izometri oldgundan,
=d(x, y) elde edilir. Bunun anlan{iF, - F,) 01z(C")’ dir.
Sonug 16:(Iz(©”), o) birimli yar1 gruptur yani monoiddir.
Ispat:0F, F,, F,01z(C") olsun.
(Fyo(F, o F)0) = Fy o (Fo(Fo(0)) = R(Fo(Fo(0)) = (Fr o B MFs 00) = (Fr o Fy)o R
Birim donisim izometri oldgundan,| O1z(C")’ dir. O haIde,(Iz((C“), o) monoiddir.¢

Onerme 38:Keyfi izometri birebirdir.
Ispat: Farz edelimx yOC" i¢in F(x) = F(y) olsun. Bu takdirde;

F ’ nin izometri oldgu kullanilarak,

d(F(). F()=| F(X- F(y)

‘:nx—ﬂ:nw:o: e

bulunur. Bu ise bizé ' nin birebir oldyunu verir. ¢

Onerme 39: JAOU(n) donisimu icin AO 1z(C")’ dir.
ispat: A keyfi tniter dongiim olsun.
o, yOC'; AR - A= x-
A= A =CAY- AY AX AYc
= (A, A +(A D ADe (A% AYe—( AY B

A Uniter oldgundan,
=(X %+ (Y Yo (X Ve = (¥ X =] %
[A09 = A" =] %=, yani A9 = Ay =] x- ' dir.
= A0 Iz(C")’ dir. ¢
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Not 14: C"' deki tim 6telemelerin okiurdusu kiimeyi T(C") ile gosterelim.

Onerme 40: OBOT(C") doénistumii icin BO 1z(C")’ dir.

Ispat: B, keyfi 6teleme dongiimii olsun.
x,bOC"; B(X) = x+ b’ dir.
X, yOC; B - Bl x-

IB(X) = B(Y)| = x+ b= y= b=| x } elde edilr.

= BOIz(C")’ dir. ¢

Sonug 17:Uniter dénigum ve 6telemelerin bifkesi de izometridir.
Ispat: Onerme 37’ den iki izometrinin bikesi de bir izometri oldgundan uniter

donisim ve Gtelemelerin bigesi de izometridir®

Onerme 41:T(2) :{Bo A: OAOU(2), 0BO T@Z} olarak tanimlansin. O halde,
(M(2),°) - gruptur.

Ispat: OF,,F, 0T (2);
[A, A OU(2) ve [B, B, 0T(C?) icin,
F,=B,cAveF, =B,oA’dir.
Ox,g OC* F(x)=(Be A= B(A(H= A X+ L,
Ox,b, OC* F,(x) =(B,o A)(X = B(A(Y = A x+ b dir.
FoF,0r(2)
OxOC?
(FeFR)(X¥) = R(F(X) = F(A(X+ B)= ACA( X+ B+ L
Teorem 27 geggnce A, C-lineer oldugundan,

=A(A(X)+ A(b)+ Q elde edilir. BuradaA (b,)+hOC? ve teorem 18’

den A - A 0JU(2)’ dir.
Ao A =Ave A(b)+ Db = bile gosterilirse,
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(F e F)(X) = A(X + b’ dir. BudaF, oF, JI(2) oldusunu gosterir.

OR,F,,F,Or(2);

(Flon)oF3;Flo(onF3)

F.F,,F, O (2) oldugundan[A, A, AOU(2) ve [B,B,, B, T(C?).

0Ox,b, b, b 0C?;

F(X¥)=A(+0, K()=A)+h, F(X)=A(X+ b ddr.

((F o Fp) e F)(X) = (Fro F)(Fy(x) = (Fie F)(ALX + b) = F{ F{ A{ ¥+ b))
=R(AAM+B)+b)= ACACA( X+ B+ B+ I

(F o (Fy o F))(X) = Fi((Foo F)(X) = A((Fpo F(X) + b= ALF{ F{ })+ L
=ARAM+B)+I= ACACA X+ B)+ B+ |

= (FoF,)oF,=Fo(F,oF,y"dir.

I, birim eleman i¢inl (x) = 1(x) + 0 oldugundan| T (2)’ dir.

OF O (2): CF0r (2)
OxOC%
F(X)= A(X+ kb bOC?’ dir.
Teorem 18'den keyfi Uniter donguminun tersi var ve tersi de Uniter déimndtr. O halde
A (niter dongiminin tersiA™ ile gosterilirse, F(x) = A(X + b ssitli ginin  her ki
tarafina A™ ile soldan bilgke islemi uygulandginda,
AT (F(X) = A A X+ b elde edilir. A™ uniter oldgundan,
=AM AX)+ AN = I+ AY( D elde edilir.1 (x) = A*(F(X) - A*(D’ dir.
Sonug olarakF *(x) = A (X — A'(H alinirsa,
I (x) = F(F(x)) yazilabilir.
F(F7(X))=F(A" (- A% (D)= AA(x- A(Dp+ B AR(X- b b (I)
= (F o F)(X)=(Fo F)(X) = I(X elde edilir.
F™*(x)= A*(X - A% B oldusundanF ™ 0T (2)’ dir.
= ([ (2),°) gruptur.®
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Teorem 28: FOIz(C")’ dir « H_ :C" - R*", R-izomorfizme olmak uzere
H oFoH *OIz(R™)" dir.

Ispat: F O1z(C") olsun.
Ox, yaC"; [|[F(x) = F(y)| =] x= " dir.

H, :C" - R*, R-izomorf oldusundan,
[Ho (F () = Hy (FO))] = [H, () = Hy ()]
[HA(F((H, ™ o H)00) = Ho(F(H o H )W) =[H A = H D)

o JHy o FoHMHL00) = (H oo Fo H)H ()] = H (9= HAW)

8

8

= H,oFoH *OIzZ(R™)" dir. ®

Onerme 42:F :C" - C" donistimu 6telemedir- H, :C" - R*",
R —izomorfizme olmak tizereH, o FoH ™ :R* - R* doniimi 6telemedir.
Ispat:
(=): F:C" - C" donisum oteleme olsun.
x,b0C"; F(x)=x+Db'dir. H :C" - R*", R —izomorfizm: oldugundan,
H, (F(X)) =H, (x+b=H (X+ H(Q"dir.
= H (F((H, o H)(¥)) =H,(X)+H(b
= (H,oFoH ™)(H,(X)=H,(X+H,(b dir.
BuradaH, (x) = x ve H, (b) = b ile gosterilirse,
(H, o FoH ™)(X) =X + b elde edilir.
= H,oFoH *:R* - R* donisumi Stelemedir.
(@): H,:C" - R*, R—-izomorfizmeé olmak (zere H oFoH ™ :R* _, R*
donumua oteleme olsun.
X,b OR™; (H,oFoH, ™)(x)=x+b’dur.
H, :C" - R*",R —izomorfizmz oldugundan x = H_(X) ve b =H_(b) olacak sekilde
bir tek x,b0C" vardir.

= (H,oFoH ")(H,(X) =H,(x)+ H,(b
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= H (F((H, o H)(¥)) =H,(X)+H(b
= H, (F(x))=H, (¥ +H,(b=H(x+H
= F(X) = x+ b, x,bOC"

= F:C" - C" donumu otelemedir®

Teorem 29: Keyfi F:C* - C? izometri, gercel Uniter ve otelemelerin gkesi

seklinde tek turlt yazilabilir.

Ispat: Teorem 19 danw: M((CZ,]R) -~ M (R“,R) donumi R —izomorfizme
oldugundanW (F) = F = H, o Fo H,™ olacak sekilde F :R* - R* doniimu var ve
tektir.

Teorem 9 danF izometrisi icin tek tUrliB Otelemesi veA ortogonal dongiimii
vardir éyle kiF =B o A’ dur. Bitligin her iki tarafina soldaH,™, sadan H, ile
bileske islemi uygulanirsa,

H, oF oH, =H,%o(B'o A)o H,

=H, o(H,oFoH,)oH,=H, (B> A)o H,
—F=H, 0B o(H,0oH,")sAcH,
=F=(H,"oB oH,)o(H, > Ao H,) elde edilir.

Onerme 42’ demB :R* - R* otelemesi iginH, 0B o H,:C" - C" donumi
otelemedir veH, ™ o B o H, tek turludur.H,™ o B o H, = B ile gosterelim.

Teorem 25 tenA :R* - R* ortogonal doéngiimi icin H, o Ao H,:C? - C?
olacaksekilde gercel Uniter dogiimu vardir ve tektirH,™ o A o H, = A ile gosterelim.

= F = Bo A seklindedir ve tek ttrladur.
Yani keyfi F O1z(C?), gercel ( reel ) Uniter ve Gteleme déimnlerinin bilekesi

seklinde tek turlidure
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Sonug 18:C"' de her izometri rtendir.
Ispat: Teorem 28’ denC"’ deki her izometriR®"’ de de izometridir. R*"’ de

izometriler 6rten oldgundan ve teorem 19’ daH o F o H ™ donumi R —izomorfizme

oldugundanC"’ deki her izometri de 6rtendi#®

Sonug 19:Tum gercel tniter doimlerin kiimesiniReU (n) ile gosterelim.
T(C?)-U(2) O I1z(C?) olmasina ramen OF O1z(C?) icin F =Bo A, BOT(C?),

AUReU (2) tek tarla yazilir.

Not 15: BuradaC?’ deki keyfi izometrinin, reel uzaylardaki gibi iai donigiim ve
Otelemelerin bilgkesi seklinde yazilabilec& bekleniyordu. Fakat al@imiz sonugclar
gosteriyor ki reel uzaydaki hgeyin benzeri kompleks uzaydagta desildir. Dolayisi ile

kompleks uzaydaki cebir ve geometri, reel uzaydakir ve geometriden farkhdir.



3. BULGULAR VE SONUCLAR

Tezde elde edilen bulgulayagidakisekilde siralayabiliriz.

1. C", kompleks vektér uzayinda keyfR —lineer operatériin genel ifadesi,
z) (z)
o¢ ...|) » | ...| olmak UGzere, OFOM(C",R); A, AOM(C",C) oyle Ki
% A
F =A + A o0 seklinde oldgu Onerme 26’ da gosterilgtir.
2. C"’ deki (M((C”,R),+,DD) uclustnin birR —cebir olduzu Onerme 27’ de
gosterilmitir.
3. H :C" - R*™ ve H™:R* - C" doniumlerinin R —izomorfizme olduklari
Onerme 30 ve Onerme 31’ de gosterifiini
4. W: M((C”,R) - M(RZ”,R) donumunin R —cebir izomorfizmi oldugu

Teorem 20’ de gosterilrgtir.

a
5. n=1, 2 olmak Uzere HnoM((C“,(C)oHn‘l:{(b aJ: a,bld M (nx HR)}

oldugu Onerme 33 ve Onerme 34’ de gostertimi
6. Keyfi FOM(2x2R) igin F =A+A -0 olacak sekilde

A, A OH,oM(C,C)o H;** lerin mevcut ve tek turli oldiu Teorem 21’ de
o . (1 0 _
gosterilmitir. Buradall = 0 -1 " dir.

7. Keyfi F'OH,oM(C,R)eH, " F =A+A o0, A,ADHqM(C,C)o H*
olmak UzeredetF = detA - de®, oldugu Onerme 35’ de gosterilstir.

8.Keyfi FOM (C,R); F =B, +B,00, B,B,0 M(C,C) olmak lizereF ’ nin tersi
mevcutlgunun - |Bl|2 - BZ|2 # 0 olmasi ile splandi Teorem 22’ de gosterilrtir.

9. Gergel uniter ve sanal uUniter d@dinleri Tanim 38 ve Tanim 39 da

tanimlanmgtir.
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10. A: C" - C" doéniumiinin Uniter olmaartt Onerme 36’ da verilrgtir.
11. n=1,2 ve A:C" - C" donguminun gercel Uniter olmasi igin,
H,:C" - R*", R—-izomorfizmeé donigumu kullanilarak elde edilenH o Ao H ™

donsUmuniun ortogonal olmasinin gerekli ve yetgalit oldysu Teorem 23 ve Teorem 25’
de gosterilmytir.

12. A:C - C, R-lineer doniguminiun sanal Uniter olmasi igi{, :C - R?,
R —izomorfizme donumu  kullanilarak elde edilenA = H, o Ao H, ™" dénumune

karsilik gelen matrisin determinanti 1 olmasinin gerekl yeterlisart oldigu Teorem 24’

de gosterilmytir.

13. A:C? - C? R-lineer doniminun sanal Uniter olmasi igh, : C* - R*,
R —izomorfizme donumi  kullanilarak  elde edilenH, o Ao H,™  déniminin
simplektik olmasinin gerekli ve yetegkrt olduysu Teorem 26’ da gosterilgtir.

14.n=1, 2 ve A:C" - C" donimu icin,

) (ACY, AW)e =(X% Y, O x yIC

i) [A(Y)| =[], OxOC" ve A, C - lineerdir

i) Re[(AX),A(Y)c} = RE(x,y.} .0x,YIC" ve AC -lineerdir

iv) Im{(AX), AW ¢} =Im{(x y.}, Ox yIC" ve A,C~lineerdir, dnermelerinin
denk oldgu Teorem 27’ de gosterilstir.

15. C" de keyfi iki izometrinin bilgkelerinin de izometri oldgu Onerme 37’ de
gosterilmitir.

16. C"' de keyfi izometrinin birebir oldgu Onerme 38’ de gosterilgtir.

17. C" de keyfi tniter donglimiin izometri oldgu Onerme 39’ da gdsterilgtir.

18. C"™ de keyfi 6telemenin izometri olgw Onerme 40’ da gosterilgtir.

19. Uniter déngimlerle 6telemelerin bil&esinin bilake islemine gére grup oldiu
Onerme 41’ de gosteriltir.

20. FOIz(C") * dir - H, :C" - R*™ , R-izomorfizmé olmak Uzere,

H, oFoH ™ 0OIz(R™) olduzu Teorem 28’ de gosterilstir.
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21. F:C" - C" donuimu o6teleme olmasi igitd, : C" - R*", R —izomorfizme
donGsumunt kullanilarak elde edilehl o FoH ™ :R* - R* doniuminin oteleme

olmasinin gerekli ve yetegart oldigu Onerme 42’ de gosteriltir.

22.n=1, 2 icin C"' de keyfi izometrinin gercel Uniter dogiimler ve 6telemelerin

bileskesiseklinde tek turll yazilabilege Teorem 29’ da gosterilrgir.



4. iRDELEME

W. H. Cockroft 1972’ de yayinlagh kitabinda [1], 1-boyutlu uzayda kompleks
degerleri reel ve sanal bolimlerine ayirip incelgmi Kompleks sayinin modulu ile ayni
sayinin reel ve sanal boélimlerinden galn reel iki boyutlu ifadenin normunun ayni
oldugunu belirtmgtir. Buradan orijine uzaklik yakjamiyla bir kompleks vektor ile bu
sayinin reel ve sanal bolimlerindensaln iki boyutlu reel vektdr arasindakiskiyi ortaya
koymustur. Daha sonra iki kompleks sayinin carpimindala ypkarak iki boyutlu reel
uzaydaki donme hareketi ileski kurmustur. Tezde ise bu gkiler daha genel olarak ve
n=1, 2 icin C" ile R*" arasinda incelendi.

A. I. Mal'cev, 1956’ da Rusca, 1963’ dagilizce olarak yayinlanan kitabinda [10]

Uniter dongumler teorisini verngtir. Tezde ise reel Uniter dogiim ve sanal Uniter

dontsim kavramlari verildi ven=1, 2 boyutlari iginH_:C" - R*", R —izomorfizm

donisiim yardimiylaR*" uzayina dongiiiriilerek tam olarak incelendi.

H. H. Hacisalihglu’ nun 1985’ de yayinlanan, kitabinin 3. baskisifil] yer alan,
tezin de genel bilgiler boliminde teorem 17 olaraklen teoremn =1, 2 boyutlari i¢in
kompleks lineerliksarti ortadan kaldirlarak yeniden diizenlendi. Keyfiter dongiimun
kompleks lineer oldgu ispat edildi. Ayrica ayni teoremle, tezde gergekl) tniter ve
sanal Uniter olarak tanimlanan parcalarin her ditompleks lineerliksarti eklenerek
donisUmin Uniter oldgu sonucuna ulald!.

V. Wessels ve W. N. Polyzou kuantum teorisi ilalilgnakalelerinde [15] kompleks
Lorentz Grubu’ nun ve kompleks O(4) grubunun awtdugundan bahsetmive
SL(2,C)x SL(2,C)’ nin olusturdugu grubun her ikisini de kapsagandan yola cikngtir.
Bazi dongumleri kullanarak 4—boyutlu her vektorin Oklid veindowski kisimlarina
sahip oldgunu ortaya koymgtur. Tezde ise buna benzer bir yontemle incelenpelaak
1 ve 2 boyutta Uniter dogiim grubunun simplektik ve ortogonal d@din gruplarinin
keskimi oldugu sonucuna varildi.

S. Davis kuantum teorisi ile ilgili makalesindg [#r kompleks hermit matristen bir
reel matrise bir benzerlik dogsiimi yardimiyla gegin mevcut oldgunu belirtmitir.
Tezde ise bu gegil ve 2 boyutta ayrintilari ile incelengtir.
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Young Gao, Yangshang Wang, Xinshan Zhu, Xuetus F¥rgpxu Zbu ylz tanima
ile ilgili konferans sunularinda [4] Gniter uzay@aimladiklari bir dongumu reel ve sanal
kisimlarina ayirnglar ve trigonometrik 6zeliini kullanmslardir. Ayrica Gzerinde
durduklari Gabor kompleks 6zellikleri icin makaldaidirttikleri PCA ve LDA’ lari Oklid
Uzaydan Uniter uzaya genaiflieme ihtiyact duymslardir.

Keh-Chiarng Huarng ve Chien-Chung Yeh ise radyadsgmmainin vars acisinin
tahmini problemini ¢ozerken [7] kompleks kullanineel kullanima kisitlamak icin  bir
Uniter dongiim metodu gedtirmislerdir. Tezde ise buna benzer olarak 1 ve 2 boyetth
Uniter donigumler ile sirasiyla 2 ve 4 boyuttaki ortogonal dgintiler arasinda gki tespit
edildi.

R. Penrose ve W. Rinder ise gaialarinda [11, 12] 4 boyutlu reel Minkovski Uzay—
Zaman yerine 2 boyutlu kompleks uzayl kullanarakikfiel kavramlar Uzerinde
durmulardir.

Kuantum teorisi, nukleer enerji ve elektronik nesaaima programlarindaki gibi
uzaydaki dongiimlerle iligkisinin kullaniimasi bu tez camasinin énemini gosterir.

Ek olarak tezde Uniter uzaydaki izometriler ve reehydaki izometriler arasindaki
baglantilar incelendi.



5. ONERILER

Kuantum teorisi, nikleer enerji ve elektronik nesaeima programlari gibi gincel
fizik alanlarindaki problemlerin ¢6zimlerinde kudlamasi, bunlarin yaninda 4 boyutlu
reel Minkowski Uzay-Zaman yerine 2 boyutlu komplekgay! kullanarak fiziksel
kavramlarin geftiriimeye calsildigi iki kitabin yayinlanmasi, Gniter uzaylar, Uniter
konusunun ne kadar 6nemli ofglitnu gostermektedir.

Buradan yola ¢ikilarak;

1. n=1 ve 2 boyutlarinda bulunan sonuglarin keyfiboyut i¢in elde edilmesi ¢ok
onemlidir.

2. n boyutlu Uniter uzay geometrisinin ggiiilmesi, yani n boyutlu kompleks
vektor uzayindaJ (n) ve I'(n) ={ Bo A: DA U(n, OBJ T((C”)} gruplari i¢in invaryant

teorisinin gelgtirilmesi cok dnemlidir.
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