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OZET

Bu tezin amaci L-fuzzy soft kiime kavramini tanitarak L-fuzzy soft gruplarin yapisini
incelemektir. Ayrica gruplar teorisinde ve L-fuzzy alt gruplarda mevcut olan tanim ve
teoremlerin yapisin1 L-fuzzy soft gruplara aktararak, L-fuzzy soft gruplarin, mevcut
yapilarin bir geniglemesi oldugunu gostermektir.

Bu tez iki boliimden olugmaktadir. Birinci bliimde 6n bilgiler ile bu alanda yapilan
calismalarla ilgili baz1 énemli tanim ve teoremler sunulmaktadir. fkinci boliim ise tezin

0zglin caligmalarini kapsamaktadir.

Anahtar Kelimeler: L-Fuzzy Alt Kiime, L-Fuzzy Alt Grup, L-Fuzzy Soft Kiime, L-Fuzzy
Soft Grup, L-Fuzzy Soft Alt Grup, L-Fuzzy Normal Soft Alt Grup,
L-Fuzzy Soft Homomorfi, L-Fuzzy Soft izomorfi.
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SUMMARY

L-Fuzzy Soft Groups

The aim of this work is to introduce concept of L-fuzzy soft set and to examine the
structure of L-fuzzy soft groups. Also, it is carried the structure of existent definition and
theorems for theory of groups and L-fuzzy subgroups to L-fuzzy soft groups. So it is
proved that L-fuzzy soft groups are an extension of existent structures.

This work consists of two parts. In first part, it is presented basic information and
some important definition and theorems related to studies having been done in the area.

Second part involve original studies of the work.

Key Words: L-Fuzzy Subset, L-Fuzzy Subgroup, L-Fuzzy Soft Set, L-Fuzzy Soft Group,
L-Fuzzy Soft Subgroup, L-Fuzzy Normal Soft Subgroup, L-Fuzzy Soft
Homomorphism, L-Fuzzy Soft [somorphism.
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1. GENEL BILGILER

1.1.Giris

Fuzzy kiime teorisi 1965 yilinda Azeri kokenli Liitfii A. Zadeh [1] (Lotfi Zadeh)
tarafindan ortaya atilmistir. “Fuzzy” sozciigli dilimizde “bulanik” veya “belirsiz” so6zciigl
olarak kullanilmaktadir. 1965 yilina kadar matematikte incelenen konularin onceden
belirlenen kurallara kesin olarak uyup uymadig: arastirilmig, bu incelemelerde her zaman
bir kesinlik aranmistir. Bir 6nerme i¢in belirlenen kurallara uyuyorsa dogru, uymuyorsa
yanlis denilmistir. Yasadigimiz diinyada bir ¢ok olay vardir ki bunlarla ilgili 6énermelerin
dogru ya da yanlis oldugunu ifade etmek bizi zor durumda birakabilir. Karar veren kiginin
ne hakkinda karar verecegini bilmesi ¢ogu zaman dogru karar i¢in yeterli degildir. Karar
verecegi ortamda kendisine dogru karar vermede yardimci olacak ne gibi verilerin
oldugunu bilmesi de gerekir. Fuzzy kiimesi bu karmasiklig1 azaltmak i¢in eleman olanlar1
eleman olmayanlardan ayiran kesinligi ortadan kaldirir. Bu anlamda Zadeh [1] ilk
calismasinda deger kiimesini [0,1] olarak almistir. O ile 1 arasina da sinirdaki elemanlarin
ait olma derecelerini ifade etmistir. Olas1 bir elemanin {iyelik derecesinin 1’e daha yakin
olmas1 kiimeye daha fazla ait olmas1 anlamina gelir. 1971 yilinda Rosenfield [2] tarafindan
bir grubun fuzzy alt grubu tanimlanmistir. Das [3] sonlu devirli bir grubun tiim fuzzy alt
gruplarin bir karakterizasyonunu seviye alt gruplarinin yardimi ile vermistir. Daha sonra
bir¢ok bilim adami tarafindan fuzzy kavrami gelistirilmistir. Sidky ve Mishref [4] fuzzy
normal alt gruplar1 tanimlamiglardir. Bu teori son ¢eyrek yiizyilda biiyiik ilgi gérmiistiir ve
halen bir¢ok bilim adami bu konuda c¢aligmalar yapmaktadir. Matematik fuzzy mantigi ile
yeniden yazilmaktadir. Eksik tanim ve teoremler zaman iginde yapilmaya devam
etmektedir.

Ekonomi, miithendislik, ¢evre, sosyal bilim, tip bilimi ve diger bir¢ok alandaki bir¢ok
karmasik problemler kesin olmayan bilgiler icerir. Glinliilk yasamda stirekli karsi karsiya
geldigimiz bu problemler klasik matematik metotlar1 kullanilarak c¢oziilemez. Klasik
matematik de, bir objenin matematiksel modeli tasarlanir ve bu modelin tam ¢6ziimiiniin
ifadesi kararlastirilir. Bu yiizden klasik matematiksel model ¢ok karmasiktir ve kesin

¢Oziim bulunamaz. Belirsizlikleri tanimlamak i¢in birka¢ tane iyi bilinen teoriler vardir.



Ornegin, Fuzzy Kiime Teorisi [1], Rough Kiime Teorisi [5] ve diger matematiksel araglar.
Fakat biitiin bu teorilerin kendi igerisinde birtakim zorluklara sahip oldugu Molodtsov [6]
tarafindan isaret edildi. Molodtsov belirsizliklerle basa ¢ikabilmek i¢in mevcut metotlarin
sahip oldugu zorluklardan uzak yeni bir matematiksel arac¢ olarak Soft Kiime kavramini
ortaya koydu.

Soft Kiime Teorisi bir¢ok yonii ile zengin bir uygulama potansiyeline sahiptir. Bu
uygulamalardan bazis1 Molodtsov [6] tarafindan kendi Oncii ¢alismasinda gosterilmistir.
Son zamanlarda Soft Kiime Teorisi iizerindeki c¢alismalar hizli bir sekilde ilerleme
gostermistir. Maji, Biswas ve Roy [7] Soft Kiime Teorisinin uygulamalarini tanimladilar
ve Soft Kiime Teorisi lizerinde bir¢ok islemle calistilar. Chen, Tsang, Yeung ve Wang [8]
soft kiimelerin parametre doniistimleriyle ilgili yeni tanimlar ortaya koydular ve bu
tanimlarin Rough Kiime Teorisi ile olan iligkisini incelediler. Pei ve Miao [9] soft
kiimelerle bilgi sistemleri arasindaki iliskiyi tartistilar. Maji, Biswas ve Roy [10] tarafindan
soft kiimeler fuzzy alt kiimelere tasinarak fuzzy soft kiimeler tanimlandi. Bu sekilde soft
kiimeler i¢in daha 6nceden bilinen tanim ve teoremler fuzzy yapisina uyarlanmis oldu.

Soft kiimlerin cebirsel yapist bazi bilim adamlar1 tarafindan incelendi. Ornegin,
Aktas ve Cagman [11] soft gruplarin yapisini inceleyerek, soft gruplarin fuzzy alt kiimeler
ve rough kiimelerle olan iliskisini degerlendirdiler. Ayrica Molodsov [6] un soft kiimelerle
ilgili tanimin1 kullanarak soft gruplarin bazi 6zelliklerini ortaya koydular. Jun [12] Soft
BCK-BCI cebirlerini tanimladi ve bununla ilgili ¢calismalar yapti. Feng, Jun ve Zhao [13]
soft yar1 halka kavramini ifade ettiler ve soft kiimeler i¢cin mevcut olan o6zellikleri yari
halka yapisina uyarladilar. Ali, Feng, Liu, Min ve Shabir [14] soft kiimeler i¢in bilinen (),
U gibi cebirsel yapilar1 yeniden diizenleyerek soft kiimelerde yeni ifadeleri olusturdular.

Bu tezin ana amaglarindan bir tanesi daha 6nce L=[0,1] kafesi lizerinde Maji, Biswas
ve Roy [10] tarafindan tanimlanmis olan fuzzy soft kiime kavramimi herhangi bir L
kafesine genisleterek bu yapiy1 incelemektir.

Bu tezin amaglarindan bir digeri ise soft grup yapisim L-fuzzy soft gruplara
genisleterek, soft gruplarin L-fuzzy alt gruplarla iliskisini degerlendirmek ve bu anlamda
yeni tanim ve teoremleri elde edebilmektir. Bunun i¢in gerekli tanim ve teoremler genel

bilgiler kisminda 6zetlendi.



1.2. Kafesler
Bu boliimdeki kafeslerle ilgili tanim ve teoremler Birkhoff [15]’dan derlenmistir.

Tanim 1. L bostan farkli bir kiime " <" L’de bir bagint1 olsun. L’ye bir sirali kiime denir.
=

1) Vaeligin a < a

2) Va,beLligina<b veb<aisea=b

) Va,b,ceLigina<bveb<cisea<c

L siral1 kiimesi (L, <) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 2. (L, <) bir sirali kiime, B L olmak iizere
1) Vb €Bigin a < b ise a €L elemanina B’nin alt sinir1 denir.

2) Vb eBigin b < d ise d €L elemanina B’nin iist sinir1 denir.

Tanmm 3. (L, <) bir sirali kiime, BcL, a, € B olmak iizere,
1) V b €Bicin a, < b ise a, elemanina B’nin en kiiciik elemant denir.

2) Vb eBigin b < g, ise g, elemanina B’nin en biiyiik eleman: denir.

Tamm 4. B, B’nin tim ist smirlarindan; B, B’nin tiim alt smirlarindan olusan kiime
olsun.

1) B # & ve B’nin en biiyiik eleman1 varsa buna B’nin en biiyiik alt smir1 denir ve InfB=

NAB= h/\B b notasyonlarindan biri ile gosterilir.

2) B = & ve B’nin en kiiciik elemani varsa buna B’nin en kiigiik alt sinir1 denir ve SupB=

VB= bVB b notasyonlarindan biri ile gosterilir.

Tanim 5. (L, <) bir sirali kiime olsun.

(i) L’ye bir kafes denir. < V a,belicin Sup{a,b}=av b ve Inf{a,b}=a b
mevcuttur.

(i) L’ye bir zincir denir, < V a,beLligin a< b veya b < a .

(iii) L’ye bir tam kafes denir. <> VT c L icin SupT ve InfT mevcuttur.



(iv) L’ye bir modular kafes denir. << L kafes ve Va,b,ceL, a < b igin
av(brc)y=bn(ave) .
(v) L’ye bir dagiliml kafes denir. <> L kafes ve Va,b,c € Ligin

av(bnrc)y=(avb)n(avce) ve an(bve)=(anb)v(anc).

Tamm 6. (L,<) bir kafes ve & # T < L olsun. T’ye bir alt kafes denir. < Va,beT igin

avb,anbeT'dir.

Tammm 7. L bir kafes, 0eL ve VxeL icin 0<x ise L’ye alttan sinirlh kafes denir ve

(L,<,0) ile gosterilir. 1e L ve VxeL igin x<1 ise L’ye istten simirli kafes denir ve
(L,<1) ile gosterilir.
L kafesi iistten ve alttan smirli ise L’ye bir smirli kafes denir ve (L,<,0,1) ile

gosterilir. Aksi sdylenmedikge biitiin kafesleri sinirl kafes olarak ele alacagiz.

Tanmm 8. (L ,<), (L,,<) kafesler ve f:L, - L, bir fonksiyon olsun.

(>i) f ’ye sira korur(artan) denir. < Va,beL, i¢cin a<b ise f(a)< f(b) dir.
(ii) f’ye bir kafes homomorfisi denir.

< Va,bel, icin f(anb)=f(a)A f(b) ve f(aVb)=f(a)Vf(b) dir.

(iii)  f ’ye bir kafes monomorfisi denir. <> f bire-bir kafes homomorfisidir.

Tamm 9. (L, v, A) bir tam kafes olsun. L’ye bir sonsuz Vv -dagilimli kafes denir. <

Vab, eL,ie A igin a/\('\c\bi): ‘\/A(a/\bi).

1.3. L-Fuzzy Alt Kiimeler
Bu boliim boyunca aksi séylenmedikge L bir tam kafes olarak alinacaktir.

Tanim 10. [16] X bir kiime olmak tlizere u :X — L fonksiyonuna X’in L- fuzzy alt kiimesi
denir. X’in biitiin L- fuzzy alt kiimeleri L* ile gosterilir.

L=[0,1] ise L-fuzzy alt kiimelere X’in fuzzy alt kiimeleri denir. z € L* igin,



Res u={ u(x): xeX} ve u ={xeX: 0< u(x)}

kiimelerine sirasiyla u ’niin goriintiisii ve destegi denir.

Eger 1 € u(x)ise u ’ye X’in normal veya iiniter L-fuzzy alt kiimesi denir. x " sonlu

kiime ise u ’ye sonlu L-fuzzy alt kiime denir.

Tamm 11. [16] Yc X ve a € L-{0} i¢in a, € L* asagidaki gibi tamimlanur.

a, xeyY
Ay (1) = 0, xe¢Y

Ozel olarak a=1 alinirsa 1, L- fuzzy alt kiimesine Y’nin karakteristik fonksiyonu

denir. Bu durum y, notasyonu ile gosterilir.

Tamm 12. [16] ,v € L* olmak iizere V x € Xi¢in u (x)< v(x)ise v’ye u’yii kapsar

denir ve u < v ile gosterilir.

Tamm 13. [16] u,v € L ve xe X olsun.
(uVv)x)=px) Vv(x)
(u Av)x)=p(x) Av(x)
ile tanimlanan L-fuzzy alt kiimelere sirasiyla g ile v ’niin birlesimi ve kesisimi(arakesiti)

denir.

Tamm 14.[1] pe L ve L olsun. VxeX, VyeY i¢in

uxv(x, y) = plx) Av(y)
ile tanimlanan L-fuzzy alt kiimesine p ve v L-fuzzy alt kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

denir.

Tamm 15. [16] {x :ie 1} c L* ve x € X olsun.
(IEV] H;)(X) = X‘ui(x)

(A u)(x) = A 1 (x)



ile tanimlanan L-fuzzy alt kiimelerine sirastyla {x, :1e€1} L-fuzzy alt kiimeler ailesinin

birlesimi ve kesigimi denir. 1={1,2,....,n} ise V[ JTA /\[ u. L-fuzzy alt kiimeleri sirasiyla

\/I W= N 1N Uy N Ve /\1 W= N Uy A p...A (i, notasyonlar ile gosterilir.

Tanmm 16. [16] x e L* veaeLise {x € X:a < u(x)} kiimesine u ’niin a-seviye alt

kiimesi denir ve g, ile gosterilir.

Ornek 1. 1, v :R —[0,1]

0, 0<x<l K3 ’ 0<x<3

x=1, 1=x<2 1, 3<x<5
Hu(x)=11, 2<x<3 v(x)= x—5

4-x, 3<x<4 == =<

0, 4<x 0, T<x

ise w, v, uNVv, u/\v fuzzy alt kiimelerinin grafikleri asagidaki sekildedir.

0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

Sekil 1. Ornek 1. deki u fuzzy alt kiimesinin grafigi



08 -
0,6 -
04 -

0,2 -

Sekil 4. Ornek 1.deki 1V v fuzzy alt kiimesinin grafigi



0,8 -
0,6 -
0,4 -
0,2 -

Sekil 5. Ornek 1.deki x /A v fuzzy alt kiimesinin grafigi

Teorem 1. [17] u, v € L* olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler gerceklenir.
1 u<vveaeLise y cv,.

?2) a<b vea,beLlise y cpu,.

A3) u=v <Vaeligin gy =v,.

@ p v, c(uvy),.

o) L bir zincir ise u, Uv, =(uvv),.

Tamm 17.[17] f:X — Y bir doniisiim ve zeL*,v eL" olsun.

VyeY icin,

Vi) xeX, f(x)=y}, (=D

£ =
g {m =2

ve Vx e X igin

ST @) =v(f(x)

seklinde tanimlanan f(u) ve f'(v) L-fuzzy alt kiimelerine sirastyla 4 ’niin f* altindaki

resmi(goriintiisii) ve V 'niin f altindaki ters resmi(ters goriintiisii) denir.



Teorem 2. [17] f: X — Y bir doniisiim olsun.
M) Yy el¥icl igin f(Vu)=V f() ve
ts € LY igin gy < gy ise f(p) < f(p,) dir.
?2) Vv, e LY, jeJ i¢in ( burada J bostan farkli bir indeks kiimesidir)
-1 _ -1
FAVV)= V),

FAAV) =AW

Ve

v,v, e LY igin v, <v, ise f7'(v,)< £ (v,) dir.

Teorem 3. [15] L bir siral1 kiime ve X bir kiime olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler
gerceklenir.

@) L* bir siral1 kiimedir.

(ii) L bir kafes ise L* bir kafestir.

(iii) L bir tam kafes ise L* bir tam kafestir.

(iv) L bir dagilimh kafes ise L* bir dagilimli kafestir.

) L bir v- dagiliml1 kafes ise L* bir v- dagilimli kafestir.

1.4. Soft Kiimeler

Bu boliimde U ve E kiimeler, P(U) U ’nun gii¢ kiimesi ve A CE olarak alinacaktir.

Tamm 18. [7] F: A— P(U) bir doniisiim olmak tizere (F,A) ikilisine U {izerinde bir soft

kiime denir.

Bagka bir ifadeyle, Uiizerinde bir soft kiime U kiimesinin alt kiimelerinin bir
parametreler ailesidir. € € A igin F(g), (F,A) soft kiimesinin & -elemanlarinin bir kiimesi
yada & -yaklagimli elemanlarinin bir kiimesi olarak adlandirilir.

Soft kiime kavramu ile ilgili asagidaki ornekleri verebiliriz.

Ornek 2. [7] Omegin bir ev satin almak istiyoruz. (F,E) satin alirken gdz oniinde

bulunduracagimiz evlerin 6zelliklerini tamimlayan soft kiime, U={ 4, h,, h;, h,, hs, h, } belirli
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sartlar altinda 6 adet ev, E={¢,e,,e;,¢,,e, } parametreler ailesi, e (i=1,2,3,4,5) “pahali”,
“giizel”, “agagtan”, “ucuz”, “yesil bahgeli” parametrelerini gostersin. F:E — P(U)
dontistimii  i¢in, F(e)=1{h,,h,},F(e,) ={h,h},F(e,) =D, F(e,)={h, hy,h},F(es) ={h}
olsun. Bu takdirde,

(F,E)={(pahal1 evler, {h,,h,} ), (giizel evler, {h,,h,}), (agagtan evler, D), (ucuz evler,
{h,hy,h}), (yesil bahgeli evler, {4 }) seklinde tanimlanir.

Ornekten de anlasilacag: iizere bir kesin ve bir yaklasik degerli kiime olmak iizere

her yaklasim iki kisimdan olusur.

Ornek 3. F:A — P(U) bir doniisim olmak iizere Vxe A ic¢in F(x)=Q seklinde

tanimlanan (F,A) ikilisi bir soft kiimedir.

Ornek 4. f:A — U bir fonksiyon ve F:A — P(U) bir doniisiim olmak iizere Vx € A icin
F(x)={f(x)} seklinde tanimlanan (F,A) ikilisi U iizerinde bir soft kiimedir.

Ornek 5. (G, ) grup olsun.
H:G — P(G) bir donlisim olmak ilizere VgeG icin H(g)=<g>={g" |neZ}

seklinde tanimlanan (H,G) ikilisi G tizerinde bir soft kiimedir.

Ornek 6. L bir kafes, ¢ :X — L X‘in bir L-fuzzy alt kiimesi ve x, u’niin « -seviye alt

kiimesi olsun.
H:L - P(X) bir doniisim olmak tizere H(a)=u, ={xeX]| u(x)>a} seklinde

tanimlanan (H,L) ikilisi X {izerinde bir soft kiimedir.
Ornek 6. ile L-fuzzy alt kiimelerin soft kiimelerle eslestirilebilecegi gériiliiyor.

Tamm 19. [7] (F,A) U iizerinde bir soft kiime olsun. Eger Ve €A igin F(& )= ise

(F,A)’ya bos soft kiime denir. Bu durum @, notasyonu ile gosterilir.

Tanim 20. [7] (F,A) U iizerinde bir soft kiime olsun. Eger V& € A i¢in F(¢ )=U ise
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(F,A)’ya tam soft kiime denir. Bu durum Q, notasyonu ile gosterilir.

Tamm 21. L bir kafes, x4 € L* ve g, u’niin « -seviye alt kiimesi olsun. F,:L— P(X)
bir doniisim olmak lizere Va el i¢in F (a)=u, seklinde tamimlanan (F,,L) soft

kiimesine x 'niin seviye soft kiimesi denir.

Tanmm 22. [7] (F,A) ve (G,B) U fiizerinde iki soft kiime olmak {izere (F,A)’ya (G,B)’nin
soft alt kiimesi denir <
(@) AcB
(i) VeeAicin F(g)=G(¢)
Bu durum (F,A) =(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 23. (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki soft kiime olmak tizere (F,A)’ya (G,B)’nin zayif
soft alt kiimesi denir <
(i) AcB
(ii) VeeAicinF(e)cG(¢)
Bu durum (F,A)C(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 24. (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki soft kiime olmak tizere (F,A) ve (G,B)
kiimelerine soft esittir denir <

®»  FAL(GB)

(i) (GB)E(F.A)

Tanim 25. [14] (F,A) ve (G,B) U iizerinde soft kiimeler olsun. C=AUB ve V¢ eC igin
F(e), g€ A-Bise
H(¢)=1G(¢), ceB-Aise
F(e)nG(¢), e e AnBise
seklinde tanimlanan (H,C) soft kiimesine (F,A) ve (G,B) soft kiimelerinin genisletilmis

arakesiti denir. Bu durum (F, A)M(G, B) notasyonu ile gosterilir.

Iki soft kiimenin arakesiti asagidaki sekilde de tanimlanabilir.
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Tamm 26. [14] (F,A) ve (G,B) U fizerinde soft kiimeler olsun. C=ANB ve Ve eC igin
H(e)=F(e)nG(¢g) seklinde tanimlanan (H,C) soft kiimesine (F,A) ve (G,B) soft

kiimelerinin daraltilmis arakesiti denir. Bu durum (F,A)( (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 27. [7] (F,A) ve (G,B) U iizerinde soft kiimeler olsun. C=AUB ve V¢ € C igin

F(e), ge€A-Bise
H(e)=1G(e), ceB-Aise
F(e)uG(g), e e AnBise

seklinde tanimlanan (H,C) soft kiimesine (F,A) ve (G,B) soft kiimelerinin birlesimi denir.

Bu durum (F,A)U (G, B) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 1. [7] (F,A) U iizerinde bir soft kiime olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanr.
i  (FAUEF,A)=EFA)

i)  (F,A)N(F,A)=(F,A)

i) (FAUD, =,

(iv) FAND, =,

v FAHUQ, =Q,

v (F,A)NQ, =(F.A)

Ornek 6.’da her L-fuzzy alt kiimelerin soft kiimelerle eslestirilebilecegi gosterilmisti.

Asagidaki teoremde bu eslesmenin L-fuzzy alt kiimelerdeki "<", "v", "A" yapilarinin soft

kiimelerdeki "C ", "U", "N" yapilar ile karsilastirilmasi ifade edilecektir.

Teorem 4. L bir tam kafes, X bir kiime, u, v:X—>L X’in L-fuzzy alt kiimeleri ve
(F,,L), (F,,L) X flizerinde tammli seviye soft kiimeler olsun. Bu takdirde asagidaki
ozellikler saglanir.

(>i) u<v ise (F,,L)C(E,L)

(i) (F,DUE,LEEF,,.L)

i) (F,L)N(F,D)=F, L)

@iv) L birzincir ise (F,,L)U(F,,L)=(F,,,,L)

vv?
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Ispat:

(i) u<v ise Teorem 1.(i) ile Va €L i¢in u, c v, dir. Tanim 21. ile F, (o) = F, () dir.

Buradan Va €L igin (F

L

LL)C(F,,L) dr.

(i) Acik olarak p, Uv, c(uvv), dir. Tamm 21. ile F (a)UE (a)cF, () dr.

= T uvv

Buradan (F,,L)U(F,,L)E(F,,,,L) dur.

@iii) F,, :L—> P(X) olmakiizere Va €L igin
F,.. (@)= (uAv), = {xe Xla < (uav)@)} = (x e X|a < u@) Ave)} = u, OV,
seklindedir.

Yani VaeL i¢cin F

' (@=F (2) NE, () *dir. Buradan (F,,L)N(E,,L)=(F,,,,L) esitligi

AV
dogrulanur.

(iv)  (i1)’ye benzer sekilde yapilir.

Tammm 28. [7] (F,A) ve (G,B) U iizerinde soft kiimeler olsun. C=AxB ve
V(a,f)e AxB i¢in H(a, f)=F(a)NG(S) seklinde tanimlanan (H,C) soft kiimesine

(F,A) ve (G,B) soft kiimelerinin A -arakesiti denir. Bu durum (F,A) A (G,B) notasyonu ile

gosterilir.

Tanmm 29. [7] (F,A) ve (G,B) U iizerinde soft kiimeler olsun. C=AxB ve
Y(a,f)e AxB i¢in H(a,f)=F(a)UG(f) seklinde tanimlanan (H,C) soft kiimesine

(F,A) ve (G,B) soft kiimelerinin V-birlesimi denir. Bu durum (F,A)V(G,B) notasyonu ile

gosterilir.

Tamm 30. [11] (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K iizerinde iki soft kiime olsun. C=AxB ve
V(x,y)e AxB i¢in U(x,y)=F(x)xH(y) seklinde tanimlanan (H,C) soft kiimesine (F,A)

ve (H,B) soft kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir. Bu durum (F,A)x(H,B) notasyonu ile

gosterilir.

Tammm 31. f:U—> U bir fonksiyon, (F,A) U iizerinde soft kiime olsun. Vxe A igin
G(x) = f(F(x)) seklinde tanimlanan (G,A) soft kiimesine (F,A) soft kiimesinin f

altindaki goriintiisii(remi) denir. Bu durum (GA)=(f(F),A) notasyonu ile gosterilir.
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Tanim 32. [13] (H,,X,), i€ A, U tizerindeki soft kiimelerin bir ailesi olsun. K= (1X, ve

ieA

VxeK i¢in E(x)=(1H,(x) seklinde tammlanan (E,K) soft kiimesine (H,X,) soft
ieA

kiimeler ailesinin arakesiti denir. Bu durum ((H,,X,) notasyonu ile gosterilir.
ieA

Tanmm 33. (H,,X,), ie A, U tzerindeki soft kiimelerin bir ailesi olsun. C=U X, ve

ieA

VxeC igin, A ={ie A:xeX,} olmak ilizere H(x)= () H,(x) seklinde tanimlanan
ielA,

(H,C) soft kiimesine (H,,X,) soft kiimeler ailesinin daraltilmis arakesiti denir. Bu durum

_I‘/I\(H,. ,X,) notasyonu ile gosterilir.

Tanim 34. [13] (H,,X,), i€ A, U iizerindeki soft kiimelerin bir ailesi olsun. T=U X, ve

ieA

VxeT igin, A, ={ie A:xeX,} olmak lizere B(x)= U H,(x) seklinde tanimlanan (B,T)
ieA,

soft kiimesine (H,,X;) soft kiimeler ailesinin birlesimi denir. Bu durum U(H,,X,)
ieA

notasyonu ile gosterilir.

Tamm 35. [13] (H,,X,), i€ A, U iizerindeki soft kiimelerin ailesi olsun. C=[[ X, ve

ieA

V(a,).., €C i¢in Q((¢,))=MNH,(a,) seklinde tanimlanan (Q,C) soft kiimesine (H,,X,)
ieA

soft kiimeler ailesinin A -arakesiti denir. Bu durum />\ (H,,X,) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 36. [13] (H,,X,), ie A, U iizerindeki soft kiimelerin ailesi olsun. C=[[X, ve

ieA

V(a,),., €C igin W((g,))=UH,(a,) seklinde tamimlanan (W,C) soft kiimesine (H,,X,)
ieA

soft kiimeler ailesinin V -birlesimi denir. Bu durum AVA(H,»X,-) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 2. U , U kiimesi lizerindeki soft kiimelerin bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikler saglanir.

(i) ([NJ,E ) bir sirali kiimedir.
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(ii) (U,C,N,U) bir kafestir.
(iii) (fJ, C,MN,U) bir tam kafestir.

(iv) (U,C,N,U) bir dagilimli kafestir.

Ispat:
(i) (H,X,), (H,,X,), (H,,X;)eU olmak iizere,

* (H,,X,)C (H,,X,) oldugu agiktir.

*(H,X)C(H,,X,) ve (H,X,)E(H,,X,) olsun. Bu takdirde Tanim 23. ile
X, cX, ve VxeX, icin H,(x) c H,(x) dir. Benzer sekilde X, X, ve VxeX, i¢in
H,(x)c H,(x)’dir. Dolayistyla X, =X, ve H;(x)=H,(x) olur. Buradan
(H,,X,)=(H,,X,) dir.

*(H,,X,))C (H,,X,) ve (H,,X,)C (H,,X;) olsun. Tanim 23. ile
X, cX, ve VxeX, i¢in H (x)c H,(x) ‘dir. Benzer sekilde X, c X, ve VxeX,i¢in
H,(x)c H,(x) ‘dir. Dolayisiyla X, <X, ve H,(x)cH,(x) olur. Buradan
(H,,X,)C (H,,X,) “dir.

Sonug olarak (G, C ) bir sirali kiimedir.
(ii), (iii)‘nin ispatlart Tanim 5., 32. ve 34. ile agiktir.
(iv) (F,A), (H,B), (K,C)e U olmak iizere
(F.A) U [(H,B) N (K,C)] =(P,D) ve [(F,A) U (H,B)] N [(F.A) U (K,C)I=(Q.E)
esitlikleri g6z 6niine alinirsa Tanim 26. ve 27. ile D=A U(BNC) ve E=(AUB)N(AUC)
olur. Dolayistyla D=E ve Vx e D icin P(x)=Q(x) oldugu goriiliir.
Buradan (F,A) U[(H,B) N (K,C)] = [(F,A) U(H,B)]N[(F,A)U(K,C)] esitligi elde edilir.
Benzer sekilde (F,A)N[(H,B)U(K,C)]=[(F,A)N(H,B)]U[(F,A)N(K,C)] ‘dir.

(ﬁ, C,N,U) bir dagiliml kafestir.

1.5. Gruplar

Tamm 37. & = G bir kiime ve ‘«’ G tlizerinde bir ikili islem olsun. G’ye bir grup denir.

<~
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1) V xy,z € Gigin x.(y.z) = (X.y).Z
2) 3 ee G odyleki V xe G icin e.x=x=x.e
3) V xeGicin 3 ye G y.x=x.y=e
e elemanina G’nin birim elemani denir.
y.x=x.y=e esitligini saglayan y elemanma x’in tersi denir ve y=x "' veya y=-x ile

gosterilir. G bir grup ise (G, ») ile gosterilir.

Tanmm 38. (G,+) bir grup olsun. G’ye abel (degismeli) grup denir < Vx,yeG igin
x.y=y.x dir.

Tamm 39. (G,+) bir grup, Hc G, KcG ve xeG olsun.
Bu takdirde Hx, xH, H.K, xHx"' ve H" kiimeleri
Hx= {h.x: he H}, xH= {x.h: he H}, HK= {h.k: he H, ke K}, xHx '= { xhx : he H}

olarak tanimlanacaktir.

Teorem 5. [18] (G, .) bir grup olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler dogrulanir.
1) V xeGicin (x ) =x,

2)X 1,X2,X3, .., Xy €Gicin

(X 13X 2 X3 eeaXp) Tox,xotox 1'1

Tanim 40. (G, «) bir grup ve & #H < G olsun. H’ye G’nin bir alt grubu denir <

V a,b eHicina.b ' € H’tir. Bu durum H<G notasyonu ile gosterilir.

G grubunun biitiin alt gruplarmin kiimesi S(G) ile gosterilecektir.

Tanim 41. H, G’nin bir alt grubu olsun. H alt grubuna G’nin bir normal alt grubu denir <

v x€ G igin x "Hxc H. Bu durum H<IG notasyonu ile gosterilir.

Tanm 42. (G,+) , (G',0) iki grup ve f:G — G bir fonksiyon olsun. f ’ye bir grup
homomorfisi denir. << Vx,yeG igin f(Xey)=f(x)o f(y) ‘dir.

Tamm 43. f:G — G bir 6rten grup homomorfisi ise f ’ye bir epimorfi denir.



17

Tamim 44. f:G — G bir grup homomorfisi birebir ve 6rten ise f ’ye bir izomorfi denir.

Onerme 3. [18] f:G —> G bir grup izomorfisi ise /™ :G — G bir grup izomorfisidir.

Tamm 45. Eger f:G — G bir grup izomorfisi mevcut ise G ile G grubuna izomorftur

denirve G = G ile gosterilir.

Tamm 46. f:G — G bir grup homomorfisi olmak iizere;

f(G)={f(g)|geG} ve [ '({e})=igeG|f(g)= e} kiimelerine sirasiyla f 'nin

goriintlisii ve ¢ekirdegi denir. Bu durum sirasiyla Res f ve Cek f ile gosterilir.

Teorem 6. [18] f:G — G bir grup homomorfisi olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler

saglanir.
1) fle)=e¢

2) VaeGicin f(a)=[f(@)]"
3) £ (G)={f (g): ge G} kimesi G niin bir alt grubudur.

4)K={geG: f(g)= e} kiimesi G’nin bir normal alt grubudur.

Teorem 7.[18] f:G — G bir grup homomorfisi olsun. Bu takdirde;
@) H<G ise f(H)<G 'dum.

) H <G ise f'(H)<G 'dr.

(iiiy H<G ve f ortenise f(H)<G 'dir.

(v) H QG ise f'(H)<G 'drr.

1.5. L-Fuzzy Alt Gruplar ve L-Fuzzy Normal Alt Gruplar

Bu boliim boyunca (G, ) bir grup ve ee G, G grubunun birim elemani olarak ele

alinacaktir.

Tamm 47. [17] u,v € L° olmak iizere Vx € G igin
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(uv)(x) = V{u) Av(@)| y,z €G, y.z = x}
p (0)=u(x)

seklinde tanimlanan wev, u™' L-fuzzy alt kiimelerine sirasiyla g ile V *niin ¢arpimi ve

’nun tersi denir.

Tamm 48. [17] ue L7 olsun. L ’ye G’nin bir L-fuzzy alt grubu denir. <
(G) Vx,yeG igin pxy) 2 p(x) A p(y)

(G,)) VxeG igin pu(x")> u(x)

Eger L=[0,1] ise L-fuzzy alt grup, fuzzy alt grup olarak adlandirilir.
G nin biitlin L-fuzzy alt gruplarinin ailesi FL(G) ile gosterilir.

Teorem 8. [17] 1€ FL(G) ve f:G — H bir grup homomorfisi ise f(x) € FL(H) ‘tir.

Teorem 9. [17] v € FL(H) olmak iizere f :G — H bir grup homomorfisi ise
f7'(v) e FL(G) "dir.

Teorem 10. [17] {x, |i € I} < FL(G) olsun. Bu takdirde, (1 g, € FL(G) *dir.
iel

Tanim 49. [17] u € FL(G) olmak iizere £ ’ye G’nin bir L-fuzzy normal alt grubu denir.

< Vx,yeG igin u(x) < u@yxy™).

Eger L=[0,1] ise L-fuzzy normal alt grup, fuzzy normal alt grup olarak adlandirilir.

G nin biitlin L-fuzzy normal alt gruplarinin ailesi FNL(G) ile gosterilir.

Teorem 11. [3] L bir tam kafes, (G, +) bir grup, @#H c G ve u e L° olsun. Bu takdirde

t, xeH .
VxeG ve VteLl i¢in u(x)= {0 H L-fuzzy alt gruptur < H<Gdir.
, X&
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Teorem 12. [3] (G,+) bir grup 1 ve vV G’nin L-fuzzy alt gruplar olmak iizere pev G’nin

bir L-fuzzy alt grubudur. < pev=vey'dir.

1.6. Soft Gruplar

Soft grup kavramu ilk kez Aktas [11] tarafindan ortaya konulmustur. Aktas yaptigi
calismada soft grup tanimini vererek soft kiime kavraminmi gruplar i¢in vermistir. Soft
gruplarin cebirsel yapilar1 ve belli basgh 6zellikleri yine Aktag [11] tarafindan incelenmistir.
Bu tezin hazirlanis siirecinde yapilan arastirma ve calismalarda kaynak teskil eden soft
grup yapisinin temel cebirsel ifadeleri ve 6zelliklerine bu boliimde yer verilmistir.

Bu boliim boyunca, G bir grup X bos kiimeden farkl1 bir kiime olarak ele alinacaktir.

R, X’den G’ye bir baginti olarak ele alirsak F(x)={yeG: (x,y)€R} olarak
tanimlanan (F,X) ikilisi G tlizerinde bir soft kiimedir. Tersine olarak (F,X) soft kiimesi i¢in
de X’den G’ye R={(x,y)e XxG:yeF(x)} seklinde bir R bagintis1 tanimlanir. (X,G,R)

ticliisiine bir yaklasim kiimesi denir.

Tamm 50. [11] (G, ) bir grup, (H,A) G iizerinde bir soft kiime olsun. (H,A) ikilisine G

tizerinde bir soft grup denir < Va € A i¢in H(a) <G ’dir.

Ornek 7. (G, ) bir grup, K<G olsun. H, : A — G bir doniisiim olmak iizere Vx € A igin

H, (x) =K ile tammmlanan (H,,A) ikilisi G iizerinde bir soft gruptur.

Ornek 8. f:K —>H bir grup homomorfisi ve (F,K) H iizerinde bir soft kiime olsun.

Vk e K i¢in F(k)=< f(k) > seklinde tanimlanan (F,K) ikilisi H iizerinde bir soft gruptur.

Ornek 9. (G,+) bir grup ve (H,G) G iizerinde bir soft kiime olsun. VxeG igin

H(x) =< x > seklinde tanimlanan (H,G) ikilisi G iizerinde bir soft gruptur.

Teorem 13. (G,«) bir grup ux:G—>L L-fuzzy alt grubu ve wu(e)=1 olsun. (H,L) G
tizerinde bir soft kiime olmak tizere Va €L i¢in H(a) = i, seklinde tanimlanan (H,L)

soft kiimesi G tizerinde bir soft gruptur.
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Teorem 13. ile L-fuzzy alt gruplarin soft gruplarla eslestirilebilecegi gortiliiyor.
Dolayistyla biz herhangi bir L-fuzzy alt grup yardimiyla bir soft grup

tanimlayabiliriz.

Gergekte G lizerinde tanimli bir (H,L) soft kiimesi i¢in 4, (x) = }{/( )a L-fuzzy alt

kiimesi elde etmek miimkiindiir [11]. Ancak burada (H,L) G fizerinde soft grup oldugu

zaman g, "1 G’nin L-fuzzy alt grubu olmasi gerekmez.

Ornek 10. L={0,a, 8,1} bir kafes, (G,*) bir grup olmak iizere L kafesinde siralama

bagintisi ve (G, ) grubunda “e” iglemi asagidaki gibi verilsin.

1 i1 2 3

N
a )i 11 2 3
\o/ 21 2 3 1
313 1 2

H(0)={1}, H(a)={1,2}, H($)={1,2,3}, H(1)={1}
seklinde tanimlanan H:L — P(G) doniisiimii G lizerinde bir soft gruptur.

Fakat Vxe G igin u(x)= h/()a seklinde tanimlanan u :G —L donisimi G

tizerinde bir L-fuzzy alt grup degildir.

Coziim: x4 :G - L olmak tizere u (1)=1, u(2)=1, u(3)=p4 ‘dur.

Buradan 1=x(2) £ u(27')=u(B)=p esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla x:G —L

doniistimii G tlizerinde L-fuzzy alt grup degildir.

Teorem 14. G bir grup, L bir tam kafes ve « € L olsun.
(>i) S(G) G grubunun biitiin alt gruplarinin kiimesi olsun.
7:S(G) > FL(G) i¢in y(H)=y, seklinde tanimlanan y doniisiimii bir kafes

monomorfisidir.

(i) UL parametreli, G tizerindeki soft gruplarin ailesi olsun.
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y: L% > u igin y(u)=(F,,L) seklinde tammlanan y donisimi bire-bir ve artan

bir fonksiyondur. Eger L zincir ise  kafes homomorfisidir.

Ispat:

(i) H,,H, € S(G) olmak tlizere y(H,)=y(H,) olsun. Vx €G i¢in

xeH, ise 1=y, (x)=y, (x) oldugundan xeH,’dir. Buradan H, c H, olur. Benzer
sekilde H, < H,’dir. Yani H, = H, elde edilir.

yH,nH,)=y(H)AH,) ve y(H, WH,)=y(H,)vy(H,) nin ispatlat Tanim 11. ile
miimkiindiir. Buradan y doniisiimii bir kafes monomorfisidir.

(ii) Tanim 21. ile @ €L i¢in F, (a)=y, seklindedir. Teorem 1.”in (1) ve (2) siklart ile
y doniisiimiiniin bire-birligi ve artanligi aciktir. Eger L kafesi bir zincir ise Teorem 4.

yardimiyla y kafes homomorfisidir.

Teorem 15. [11] (F,A) ve (H,B) G iizerinde soft gruplar ise (F,A)() (H,B) G iizerinde bir

soft gruptur.

Teorem 16. [11] (F,A) ve (H,B) G iizerinde soft gruplar olsun. Eger ANB=O ise
(F,A)U(H,B) G iizerinde bir soft gruptur.

Teorem 17. [11] (F,A) ve (H,B) G iizerinde soft gruplar ise (F,A) /A (H,B) G iizerinde bir
soft gruptur.

Teorem 18. [11] (F,A) G iizerinde (H,B) K iizerinde iki soft grup olsun. Bu takdirde,
(F,A)x(H,B) GxK iizerinde bir soft gruptur.

Teorem 19. [11] (G,») bir grup, (F,A) G iizerinde bir soft kiime ve e, G’nin birim elemani1

olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler gerceklenir.

(1)  Eger Vxe A igin F(x)={e} ise (F,A) G lizerinde bir soft gruptur.
2) Eger Vx e A igin F(x) =G ise (F,A) G iizerinde bir soft gruptur.
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Tanmm 51. Teorem 19.(1)’de verilen soft gruba birim soft grup ve (2)’de verilen soft

grubada tam soft grup denir.

Teorem 20. [11]
(1) f:G — K bir grup homomorfisi ve (F,A) G iizerinde bir soft grup olsun. Eger Vx € A

icin F(x) =Cekf ise (f(F),A) K iizerinde birim soft gruptur.

(2) ' :G — K bir grup epimorfisi ve (F,A) G {izerinde bir tam soft grup ise (f(F),A) K

tizerinde tam soft gruptur.

Tamm 52. [11] (F,A) ve (H,K) G iizerinde iki soft grup olsun. (H,K)’ya (F,A) 'nin bir
soft alt grubu denir <

M) KcA

(2) VxeKigin H(x) <K(x)

Bu durum (H,K)Q(F,A) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 11. [11] G=S,, A=S, ve K=A, olsun. Eger F(x)={yeS,: y=x",neN} ve
H(x)={yeA,: ye(x)} ise (HK)<(F,A) oldugu goriiliir.

Cilinkii A, <8, ve Vxe A, i¢in H(x) <F(x) dir.

Gruplar teorisinde mevcut olan bazi teoremlerin soft alt gruplar i¢in gegerli oldugunu

asagidaki teoremlerle ifade edebiliriz.

Teorem 21.[11] (F,A) ve (H,A) G ilizerinde iki soft grup olsun.

(1)  Eger Vxe A icin F(x) c H(x) ise (F,A), (H,A) 'nin bir soft alt grubudur.

(2) Eger (UE), (F,G) G ilizerinde soft gruplar ve E ={e} i¢in U(e) = F(e) ise (U,E),
(F,G) ’nin bir soft alt grubudur.

Teorem 22.[11] (F,A) G iizerinde bir soft grup ve {(H,,K,):ie} (F,A) nn soft alt

gruplariin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler gergeklenir.
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1) N(H,,K,), (F,A) 'nin bir soft alt grubudur.
iel
?2) /\[ (H,,K,), (F,A) 'nin bir soft alt grubudur.

(3) Eger Vi, j el i¢in K, K, = ise f\elz(H"’Kf) , (F,A) 'nin bir soft alt grubudur.

Teorem 23. [11] (F,A), (H,B) G iizerinde iki soft grup ve (F,A), (H,B) ’nin bir soft alt
grubu olsun. Eger f:G—K bir grup homomorfisi ise (f(F),A), (f(H),B) K {iizerinde
soft alt gruplardir ve (f(F),A), (f(H),B) ’nin bir soft alt grubudur.

Tamm 53. [11] (F,A) G iizerinde (H,B) K iizerinde iki soft grup, f/:G —> K ve

g :A — B iki fonksiyon olsun. Bu takdirde (f,g)’ye soft homomorfi, (F,A)’ya da (H,B)
’ye soft homomorftur denir. <

(1) f, G ’den K ’ya grup homomorfisi,

(2) g, A’dan B ’ye bir doniisiim,

3) Vxe A igin f(F(x))=H(g(x)).
Bu durum (F,A) ~(H,B) notasyonu ile gosterilir.

Bu tanimda; eger f:G—>K izomorfi ve g:A — B bire-bir, orten bir doniisiim ise
(f,g)’ye soft izomorfi ve (F,A)’yada (H,B) ’ye soft izomorftur denir.

Bu durum (F,A) = (H,B) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 12.[11] (Z,+) ve (Z,,,®) gruplarini gdz dniine alalim.

f:Z — 7, homomorfisini Vk €Z icin f(k)= k seklinde, bir g:Z" — Z, doniisimiini
Vk eZ" igin g(k)=k olarak tanimlayalim. F:Z* — P(Z) ve

F(x)={yeZ:y=5kx, keZ}; H:Z —>P(Z,)ve Hu)={yeZ :y=uk, ke5Z}
olsun. Buradan F(x)=5xZ ve H(u)={ku:k e 5Z} olarak elde ederiz. A¢ik olarak
gorililir ki (F,Z") Z tizerinde, (H,Z,) Z, tzerinde soft gruplardir.

F(F(x))=1{5xk :k e Z} ve H(g(x))={xs:se5Z} olduguicin f(F(x))=H(g(x))

sonucu elde edilir. Buradan (f, g) soft homomorfi ve (F,Z"), (H,Z,) ye soft
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homomorftur.

Ornek 13. (F,G), (H,G) sirastyla G ve K iizerinde soft gruplar, f:G — K ya bir grup
homomorfisi ve g =1, :=G — G bir idantik doniisiim olsun.

Bu takdirde Vg € Gigin F(g)=<g> ve H(g)=< f (g)> seklinde tanimlanan (F,K) ve
(H,K) soft gruplart i¢in (F,K) ~ (H,K) dur.

Coziim: Vk e Gigin f(F(k))y=f(<k >)=< f(k)>=H(k)=H(g(k)) elde edilir. Buradan
(F,G)~ (H,G) olur.

Onerme 4. “ =" bagintis1 soft gruplar iizerinde bir denklik bagintisidr.

Ispat:

(>i) (F,A) = (F,A) oldugu agiktir.

(ii) (F,A) =(H,B) olsun. Bu takdirde 3f : G — K ’ya izomorfi ve 3g: A — B’ye
bire-bir, drten bir doniisiimii 6yleki f(F(x)) = H(g(x)) ’dir. Buradan f':K — G izomorfi,
g ' :B— A doniisiimii ve VyeB i¢in ' (H(y))=F(g'(y)) dir.

Boylece (H,B) = (F,A) olur.

(iii) (F,A) =(H,B) =(P,C) olsun. Bu takdirde 31 :G > K, ¢ :K —> T izomorfileri,
dg:A — B, h:B— C’ye bire-bir, 6rten doniisiimleri 6yleki Vx € A, y € B i¢in
J(F(x))=H(g(x)) ve p(H(y))=P(h(y)) dir. Buradan,

@(H(g(x))) = o(f (F(x))) = P(h(g(x))) olur. Yani ¢ o f(F(x)) = P(ho g(x)) dir. Tanim 53.
ile (F,A) = (P,C) elde edilir.

Tamm 54. [11] (F,A) G {izerinde bir soft grup ve (H,B), (F,A) ’nin bir soft alt grubu
olsun. Eger VxeB i¢in H(x), F(x)’in normal alt grubu ise (H,B)’ye (F,A)’nin bir

normal soft alt grubu denir. Bu durum (H,B);(F,A) notasyonu ile gosterilir.

Teorem 24.[11] (F,A), G iizerinde bir soft grup ve {(H,,K,):ie/} (F,A) nin normal

soft alt gruplarinin bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler gerceklenir.
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M N(H,,K,), (F,A) 'nin bir normal soft alt grubudur.
iel
?2) /\[ (H,,K,), (F,A) nin bir normal soft alt grubudur.
(3) Eger Vi,jel i¢cin K,(K,=0 ise M(Hi,Ki), (F,A) 'nin bir normal soft alt

grubudur.



2. YAPILAN CALISMALAR, BULGULAR VE IRDELEME

2.1. L-Fuzzy Soft Kiimeler

Soft kiimelerle fuzzy alt kiimeler arasindaki iliski ve soft kiimeler i¢in yapilan
calismalarin fuzzy alt kiimelere uygulanabilecegi Maji, Biswas ve Roy [10] tarafindan
daha 6nce gozlemlendi.

Fuzzy soft kiime teorisi ilk olarak Maji, Biswas ve Roy [10] tarafindan ortaya
konuldu. L=[0,1] kafesi iizerinde yapilmis olan bu ¢alisma g6z 6niine alinarak bu bdliimde
bir L tam kafesi iizerinde yeni bir kavram olarak L-fuzzy soft kiime tanimi verilerek bazi
temel Ozellikler ve sonuclar arasindaki iliskiler degerlendirildi. Bu sekilde L-fuzzy soft
kiimelerin mevcut yapist herhangi bir L kafesi iizerinde incelenmis oldu. Ayrica yapilan
aragtirmalar sonucunda daha Once soft kiimeler igin belirtilen U, (N, M, V, A yapilarinin L-
fuzzy soft kiimeler ailesi icin de gerceklendigi gézlemlendi. Bu sekilde soft kiimeler igin

yapilmis olan ¢alismalar daha da genellestirilmis oldu.

Bu béliim boyunca, U bir kiime, E parametreler kiimesi, ACE ve L bir tam kafes

olarak ele alinacaktir.

Tamm 55. F: A —L" bir doniisiim olmak iizere (F,A) ikilisine U iizerinde L -fuzzy soft

kiime denir.

Eger L=[0,1] alinirsa L-fuzzy soft kiime yerine fuzzy soft kiime denir.

Ornek 14. L=[0,1] ve F:Z — L” olmak iizere Vn, x € Z igin F(n):Z — L déniisiimii

1, 3 | n—x
F(n)(x) = %, 3 | n—x+1
0, 3ln—x+2

seklinde tanimlanmis olsun. Bu takdirde (F,Z) Z kiimesi {izerinde L-fuzzy soft kiimedir.
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Tamm 56. (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki L -fuzzy soft kiime olsun. (F,A)’ya (G,B) ’nin
L -fuzzy soft alt kiimesi denir. <

i) AcB

(i) Vx e A i¢in F(x) <G(x)

Bu durum (F,A)E(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 15. L={0,a,3,1} kafesinde siralama bagntis1 asagidaki sekilde verilsin.

1
VRN
a B
N
0’
F:N—>L” G:Z—L” olmakiizere VneN, VxeZ i¢in F(n):Z—L, G(n):Z — L
dontigiimleri
0, x<n B, x<n
F(n)(x)= G(n)(x) =
a, x2n I, x=n

seklinde tanimlanmis olsun. Bu takdirde (F,N)E(G,N ) *dir.

Ornek 16. L=[0,1] bir kafes ve F, G : R — L* bir doniisiim olmak iizere Vn, x € R icin

n<x n<x

1
F(n)(x)=43’

0, x<n x<n

1
ve Gn)(x)=42

1,
seklinde tanimlanan F(n):R — L ve G(n):R — L doniisiimleri goz oniine alinirsa

(F,R)C(G,R) "dir.

Tamm 57. (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki L -fuzzy soft kiime olsun. (F,A) ve (G,B)’ye
esittir denir. <
(1) (F,A)Z(G,B)

() (G,B)C(F,A)

Tamm 58. (F,A) U iizerinde bir L-fuzzy soft kiime olmak iizere (F,A) ’ya bos L-fuzzy
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soft kiime denir. < Vxe A i¢in F(x)=0,. Bu durum D4 notasyonu ile gosterilir.

Tamm 59. (F,A) U f{izerinde bir L-fuzzy soft kiime olmak iizere (F,A)’ya tam L-fuzzy

soft kiime denir. <> Vx € A i¢in F(x) =1;. Bu durum Qa notasyonu ile gosterilir.

Tamm 60. (F,A) ve (G,B) U f{izerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun. C=ANB ve VxeC
icin H(x)=F(x)AG(x) seklinde tanimlanan (H,C) L-fuzzy soft kiimesine (F,A) ve (G,B)

L-fuzzy soft kiimelerinin arakesiti denir. Bu durum (F,A) A (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 17. G herhangi bir kiime olmak iizere L={0,a,5,1} kafesinde siralama bagintisi

asagidaki sekilde verilsin.

7'\
J P

No”
1, x=
F:N — L’ olmak iizere Vae N, x € G icin F(a):G — L doniisimii F(a)(x) = {,3 =
, X#a
G - [ e e e s a, x:b
H:Z — L’ olmak tlizere VbeZ, x € G igin H(b):G — L doniisimii H(b)(x) = 0 b
, X#

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F,N) ve (H,Z) L-fuzzy soft kiimeler olup bu
kiimelerinin arakesiti (F,N)R(H,Z) =(K,N)ise VaeN,xeG i¢in

a, x=a

K(a)(x) = {

0, x=a

seklindedir.
Ornek 18. L={0,a,3,1} kafesinde siralama bagintis1 asagidaki sekilde verilsin.
VAN
o B
\ 0 /

F:Z—>1” ve G:Z—1” déniigimleri, Vn,x € Z icin
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a, 4 | n—x
2 | n- , 4| n—x+l

Fm={% 217 e Gy =P 4
B, 21n—x 1, 4|n—x+2
0, 4|n—x+3

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F,Z ) ve (G, Z ) L-fuzzy soft kiimeler olup bu kiimelerin
arakesiti (F,Z )E (G,Z)=(H,Z) ise Vn,xe€Z i¢in
a, 4 | n—x ve 4 | n—x+2
H(n)(x) =4 B, 4 |n—x+1
0, 4|n—x+3

seklindedir.

Tanmm 61. (F,A) ve (G,B) U iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun. C=AUB ve VxeC
i¢in,
F(x), xeA-Bise
H(x)=1 G(x), xeB-A ise
F(x)VG(x), xeAnBise

seklinde tanimlanan (H,C) L-fuzzy soft kiimesine (F,A) ve (G,B) L-fuzzy soft kiimelerinin

birlesimi denir. Bu durum (F, A) U (G, B) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 19. L={0,a,5,1} kafesindeki siralama bagmtis1 ve (F,Z), (G,Z) L-fuzzy soft
kiimeleri Ornek 18.’deki gibi tanimlanmis olsun. Bu takdirde (F,Z), (G,Z ) L-fuzzy soft
kiimelerinin birlesimi (F, Z )CJ (G,Z)=H,Z) ise Vn,xe€Z igin
a, 4 | n—x
Hn)(x)=1p4, 4 | n—x+1 ve 4 | n—x+3
1, 4|n-x+2

seklindedir.

Onerme 5. (F,A) U iizerinde L-fuzzy soft kiime olsun. Bu takdirde asagidaki ozellikler

gerceklenir.

(i)  (F,A)U(F,A)=(F,A)



(ii)
(iii)
(iv)
v)
(vi)

Ispat:
()

H(x)=

(i)

H(x) =

(iii)
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(F,A) " (F,A)=(F,A)
(F,A)U @4 = (F,A)
(F,A)N\Ds = D2
(F,A)UQa =Qa

(F,A)n Qa = (F,A)

(F,A) U (F,A)=(H,C) olsun. Tanim 61. ile C=A U A=A olmak iizere Vx €C igin
F(x) v F(x) = F(x) *dir. Buradan (F,A)U (F,A)=(F,A)’dur.
(F,A) " (F,A)=(H,C) olsun. Tanim 60. ile C=A NA=A olmak iizere Vx e C i¢in
F(x)/AF(x) = F(x) *dir. Buradan (F,A) (F,A)=(F,A) dur.

D bos L-fuzzy soft kiime oldugundan dolay1 Vx € A i¢in F(x) =0, dir.

(F,A) U = (H,C) olsun. Tanim 61. ile C=A U A=A olmak iizere Vx e C i¢in

H(x) =

F(x)v 0, (x) =F(x) v 0=F(x) olur. Buradan (F,A)U®x = (F,A) dr.

(iv), (v) ve (vi) ‘nin ispatlar (i), (ii), (iii)’ye benzer sekilde yapilir.

Onerme 6. (F,A), (H,B), (K,C) U iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun. Bu takdirde

asagidaki 6zellikler gerceklenir.

()
(ii)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)

(viii)

Ispat:

(F,A)U (H,B)=(H,B)U (F,A)

(F,A)( (H,B)=(H,B)( (F,A)

(F,A)U ((H,B)U (K,C)=((F,A)U H,B) U (K,0)

(F,A) N ((H,B)N (K,C)=((F,A) N (H,B)) N (K.C)
(F,A)C(H,B)= (F.A)U(K.C)C(H,B)U(K.C)

(F,A)C (H,B)= (F.A)N(K,O)C (HB)N(K.C)

(F.A) U (H.B)N (K.C)=((F.A) U (H.B) N ((F.A) U (K.0))
(F.A)N (H.B)U (K,C)=((F,A)N (H.B) U (F.A)N(K.C))
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(i), (ii), (iii) ve (iv)’in ispatlar1 Tanim 60. ve Tanim 61. ile agiktir.

) (F,A) C (H,B) oldugundan Tanim 56. ile A < B ve Vx e A i¢in F(x) < H(x) ’dir.
Tanim 60. ile (F,A)N(K,C)=(G,ANC) ve (HB)N(K,C)=(P,BNC) olmak iizere
Vxe AnC ve Vx e BNC igin G(x)=F(x)AK(x), P(x)=H(x)AK(x) seklindedir. Buradan

ANCcBNC ve VxeA igin G(x) < P(x) olur. Yani (F,A) (K,C)C (H,B)N (K,C)’dir.
(vi)  (v)’ye benzer sekilde yapilir.

i) (F,A) U [(H,B) N (K,O)] =(P,D) ve [(F,A) U (H,B)] N [(F,A) U (K,C)I<(Q.E)
esitlikleri goz oniline alinirsa Tanim 60.-61. ile D=AU(BNC) ve E=(AUB)N(AUC)
olur. Dolayistyla D=E ve Vx e D i¢in P(x)=Q(x) dur.

Buradan (F,A)U (H,B) (K,C))=((F,A)U (H,B)) N ((F,A) U (K,C)) esitligi elde edilir.
(viii) (vii)’ye benzer sekilde yapilir.

Tammm 62. (F,A) ve (G,B) U iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun. C=AxB ve
V(x,y)e AxB i¢in H(x,y)=F(x)AG(y) seklinde tanimlanan (H,C) L-fuzzy soft

kiimesine (F,A) ve (G,B) L-fuzzy soft kiimelerinin A -arakesiti denir. Bu durum (F,A)/~\

(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Tanmm 63. (F,A) ve (G,B) U iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun. C=AxB ve
V(x,y)e AxB igin H(x,y)=F(x)VG(y) seklinde tanimlanan (H,C) L-fuzzy soft
kiimesine (F,A) ve (G,B) L-fuzzy soft kiimelerinin V -birlesimi denir. Bu durum

(F,A) Y (G, B) notasyonu ile gosterilir.

Tanim 64. (F,A) G, iizerinde (H,B) G, iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun. C=AxB
ve V(x,y)e AxB i¢in G(x,y)=F(x)xH(y) seklinde tanimlanan (G,C) L-fuzzy soft
kiimesine (F,A) ve (H,B) L-fuzzy soft kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir. Bu durum

(F,A) x (H,B) notasyonu ile gosterilir.
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Ornek 20. L=[0,1] kafesinde F:Z—1” ve H:Z—1" iki doniisim olmak iizere
Vvx,y,a,b e igin

1 4|y—b
1 3
g, 2|x—a 1
F@ =1 Ho)Yb) =15+ 4ly=b+l
S5 2fx-a L, 4ly-be2
0, 4ly-b+3

seklinde tanimlanan (F,Z) ve (H,Z) L-fuzzy soft kiimeler olup bu kiimelerinin kartezyen

¢arpimu (G,ZxZ) = (F,Z) x (H,Z) ise V(a,b) e ZxZ igin

1
3 2lx—a, 4ly=b, 4l y—b+1, 4l y—b+2veya2tx—a,4ly—b
1
G(an’)(aab)= 59 2)fx—a,4|y—b+1,4|y—b+2
0, 2lx—a, 4ly-b+3veya2tx—a, 4|ly—-b+3
seklindedir.

Tanmm 65. (G,+) bir grup, (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun.
C=AxB ve V(x,y) e AxB i¢in K(x, y)=F(x)sH(y) seklinde tanimlanan (K,C) L-fuzzy
soft kiimesine (F,A) ve (H,B) L-fuzzy soft kiimelerinin c¢arpimi denir. Bu durum

(F,A): (H,B) notasyonu ile gosterilir.

Tanmm 66. (G,s) bir grup, (F,A) G iizerinde L-fuzzy soft kiime olsun. Vxe A igin
E(x)=F(x)"' seklinde tanimlanan (E,A) L-fuzzy soft kiimesine (F,A) L-fuzzy soft

kiimesinin tersi denir. Bu durum (F,A)™' notasyonu ile gosterilir.

Tamm 67. (F,A) ve (H,B) U iizerinde iki L-fuzzy soft kiime olmak iizere (F,A) (G,B)
’ye denktir denir. < 3f:A —>B bire-bir, orten bir donlisim Oyleki VxeA igin
F(x) = H(f (x)) ’dir. Bu durum (F,A) = (H,B) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 7.« = » bagintis1 L-fuzzy soft kiimeler iizerinde bir denklik bagintisidir.
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Ispat:

(i) (F,A)=(F,A) oldugu agiktir.

(i) (F,A)=(H,B) olsun.

Bu takdirde 3/ : A = B bire-bir, érten bir déniisiim dyleki Vx € A igin F(x) = H(f (x)) *dir.
Buradan f~':B — A doniisiimii bire-bir ve drten oldugundan Vy € B igin
F(f'(»))=H(f(f " (y))) = H(y) *dir. Yani (H,B)= (F,A) denkligi elde edilir.

(iii) (F,A)=(H.B)=(G,C) olsun.

Bu takdirde 3f : A — B, g : B — C bire-bir, orten doniistimleri dyleki Vx € A, y € B i¢in
F(x) =H(f(x)) ve H(y) =G(g(y)) ’dir. Buradan

F(x)=H(f(x))=G(g(f(x))) =G(go f(x))’dir. go f: A — C bire-bir, érten bir donlisiim
oldugundan (F,A)= (G,C) denkligi elde edilmis olur.

Tanim 68. (G,s) bir grup, (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun.
C=AnNB ve Vxe AnB i¢in K(x)=F(x)sH(x) seklinde tanimlanan (K,C) L- fuzzy soft
kiimesine (F,A) ve (H,B) L-fuzzy soft kiimelerinin arakesit ¢arpimi denir. Bu durum

(F,A) o (H,B) notasyonu ile gosterilir.

Tanim 69. (G,+) bir grup, (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft kiimeler olsun.
C=AUB ve Vxe AUB igin

F(x), xeA-B
K(x)=4H(x), xeB-A
F(x)H(x), xeANB

seklinde tanimlanan (K,C) L-fuzzy soft kiimesine (F,A) ve (H,B) L-fuzzy soft kiimelerinin

birlesim ¢arpimi denir. Bu durum (F, A) o (H,B) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 8. L sonsuz V -dagilimli kafes, (G,+) bir grup ve (F,A), (H,B), (K,C) G iizerinde

L-fuzzy soft kiimeler olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler gergeklenir.

(1)  (FA)-[(HB)-(KC)] = [(F,A)+ (HB)] « (K.C)

(2)  (FA) « [(HB) «» (K,0)]=[(F,A) *~ (H,B)] +~(K,C)
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(3)  (FA)« [(HB) « (K,0)]=[(F,A) «v (HB)] «w(K,C)
@)  (FA)« [(HB) «n (K,C)]=[(F,A) « (HB)] «[(F,A) «.(K,C)]
() (F,A)C(HB)= (F,A)+(K,C)C(H,B)«(K,C)

6) (F,A)C(H,B)= (F,A)+ (K,C)C(H,B)+~ (K,C)

Ispat:

(1)  (F,A)«[(H,B)+ (K,C)]=(P,D) ve [(F,A)+ (H,B)]+ (K,C)=(Q.,E) esitlikleri gbz
Oniine alinirsa D=Ax(BxC) ve E=(AxB)xC olmak lizere Yac A,beB veceC igin
f(a,(b,c))=((a,b),c) ile tanimlanan f :D — E bire-bir, 6rten doniisiimdiir. Tanim 65. ile

P(a, (b, c)) = F(a)[H()*K(c)] seklindedir. Vx € U igin
[F(a)+«(H(b)*K(c))](x) =x:Vy_Z{F(a)(y)/\(H(b)°K(C))(Z) | »,ze U}

V' (F@)NHG)ONK ()| p,k,t e U}

- x=ysket
= xz\,{.l{(F(a)'H(b))(m)/\K(C)(l) | m,teU}

=[(F(a)*H(b))K(c)](x)
esitligi elde edilir.
Buradan P(a,(b,c)) =Q(f(a,(b,c)) olur. Tanim 67. ile (P,D)= (Q,E) ‘dir.

(2) Tanm 68. ile (F,A) «~ [(H,B) +~ (K,C)] =(P,D) ve D=A N (BN C) olmak iizere
Vae An(BNC) igin P(a) = F(a)[H(a)K(a)] seklindedir. Vx € U igin,
[F(a)«(H(a)*K(a))](x) =X=Vy_z{F(a)(y)/\(H(a)-K(a))(Z) | y,zeUj}

= V. F@0NH@®AK@)0)] y.k.1 €U}

= V {(F(a)-H(@)(mNK(a)@)| m,teU}

=[(F(a)*H(a))*K(a)](x)
esitligi elde edilir. Buradan (F,A) «~ [(H,B) ~ (K.C)] =[(F,A) *~ (H,B)] *~(K,C) ’dir.

A3) (2)’ ye benzer sekilde yapilir.
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@ (FA)« [(HB) « (KO]I=P.D) ve [(F.A) « (HB)] - [(F.A) «u(KO)I=QE)
esitlikleri goz oniline alinirsa Tanim 68.-69. ile D=AU(BNC) ve E=(AUB)N(AUC)
“dir. Dolayisiyla D=E ve Vx e D i¢in P(x)=Q(x) olur.

Buradan (F,A) « [(H,B) *~ (K,C)] = [(F,A) «v (H,B)] *~[(F,A) . (K,C)] ’dur.

(5)  Tamm 65. ile (F,A) « (K,C)=(G,,AxC) ve (H,B) « (K,C)=(G,,BxC) olmak iizere
VxeA, yeB,zeC igin G,(x,z) =F(x)K(z) ve G,(y,z) =H(y)K(z) seklindedir.
(F,A) C (H,B) oldugundan A cB ve VxeAi¢in F(x)<H(x)’dir. Dolayisiyla

AxCcBxC ve G,(x,z) <G,(y,z) olur. Buradan (F,A) « (K,C)C (H,B) « (K,C)’dur.
6) (5)’e benzer sekilde yapilir.

Tamm 70. 7 :U — U bir grup homomorfisi, (F,A) U iizerinde L-fuzzy soft kiime olsun.
Vxe A igin G(x):= f(F(x)) seklinde tanimlanan (G,A) L-fuzzy soft kiimesine (F,A) L-
fuzzy soft kiimesinin f altindaki goriintiisii(remi) denir. Bu durum (GA)=(f(F),A)

notasyonu ile gosterilir.

Tamm 71. f:U — U’ bir grup homomorfisi, (F,A) U’ iizerinde L-fuzzy soft kiime olsun.
VxeA icin G(x):= f'(F(x)) seklinde tanimlanan (G,A) L-fuzzy soft kiimesine (F,A) L-
fuzzy soft kiimesinin f altindaki ters goriintiisii(ters remi) denir. Bu durum (GA)=

(f'(F),A) notasyonu ile gdsterilir.

Tanim 72. (F,A,), i€ A, U lizerinde L-fuzzy soft kiimelerin bir ailesi olsun.

1) A=UA,ve VaeA icgin, A(a)={ilacA,} olmak iizere F(a)= V E(a)

ieA ieA(a)

seklinde tanimlanan (F,A) L-fuzzy soft kiimesine (F,,A;) L-fuzzy soft kiimeler ailesinin

birlesimi denir. Bu durum Cﬂ (F,A,) notasyonu ile gosterilir.

) A=A, ve VaeA i¢in F(a)= /\A F.(a) seklinde tanimlanan (F,A) L-fuzzy soft

ieA
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kiimesine (F,A;) L-fuzzy soft kiimeler ailesinin arakesiti denir. Bu durum a(E,Ai)

notasyonu ile gosterilir.

A3 A=A, ve VaeA icin, A(a)={i|a€A,} olmak iizere F(a)= Q )E(a)
ieA e a
seklinde tanimlanan (F,A) L-fuzzy soft kiimesine (F,,A;) L-fuzzy soft kiimeler ailesinin
daraltilmig arakesiti denir. Bu durum .I:/I\(FI.,AZ.) notasyonu ile gosterilir.
@WA=TJA,ve V(a,),., €A i¢cinF(q,) = _\{\Fl.(al.) seklinde tanimlanan (F,A) L-fuzzy soft
ieA ie
kiimesine (F,A,) L-fuzzy soft kiimeler ailesinin V -birlesimi denir. Bu durum SZ\(F[”Ai)

notasyonu ile gosterilir.

B)A=T]JA,ve VY(a,),, €A i¢cinF(a,) = _VAFi(ai) seklinde tanimlanan (F,A) L-fuzzy soft

ieA
kiimesine (F,,A;) L-fuzzy soft kiimeler ailesinin A -arakesiti denir. Bu durum 7}\ (E,A)

notasyonu ile gosterilir.

Onerme 9. L bir sonsuz v-dagiliml kafes, [NJ, U kiimesi iizerinde L-fuzzy soft kiimelerin

bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidakiler gerceklenir.
(i) ([NJ ,C.,N,U) bir tam kafestir.

(ii) (ﬁ ,N,U ) bir sonsuz v-dagilimli kafestir.

Ispat:
(i) Tanim 72.’nin (1) ve (2) siklari ile ispat1 agiktir.

(ii) (F,A), (F,A) e U olsun. Tamm 72. ile (F,A) N (U(E ,Ai))=(K,Am(g{\Ai))

ieA ie
olmak {lizere Vae Am(g{\Ai) ve A(a)={ilaecA,} icin K(a)=F(a)\( X )F,.(a))
seklindedir. L sonsuz v-dagilimli oldugundan F(a)A( /\\{ )Fi(a)) = /\\{ )(F(a)/\Fi (o)) ’dur.

Buradan (F,A) N (U(F,A,)=U((F,A) N (F,A,)) dur.
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2.2. L-Fuzzy Soft Gruplar

Aktag [11] tarafindan soft gruplar i¢in yapilmis olan mevcut ¢alisma gbéz Oniine
alindiginda soft gruplarin, fuzzy alt gruplarla iliskilendirilebilecegi goézlemlendi. Bu
boliimde soft gruplar i¢in yapilmis olan calisma gbz Oniine alinarak ve L-fuzzy soft
kiimeler yardimiyla yeni bir kavram olarak L-fuzzy soft grup, L-fuzzy soft alt grup, L-
fuzzy soft homomorfi, L-fuzzy soft izomorfi, L-fuzzy soft normal alt grup tanimlar
verilerek L-fuzzy soft gruplarin yapisi, temel 6zellikleri ve sonuglar1 arasindaki iligkiler

degerlendirilmistir.

Tamm 73. G bir grup, (F,A) G iizerinde L-fuzzy soft kiime ve L bir tam kafes olmak
tizere Vxe A i¢in F(x) G’nin L-fuzzy alt grubu ise (F,A)’ya G iizerinde bir L-fuzzy
soft grup denir.

Eger L =[0,1] ise (F,A)’ya G {izerinde fuzzy soft grup denir.

Teorem 25. (L,<) bir tam kafes ,(G,e) bir grup, OHc<G ve teL olsun. (F,A) L-

t, xeH

fuzzy soft kilmesi Vx e G ve a€ A i¢in F(a)(x) =
0, x¢gH

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F,A) G iizerinde L-fuzzy soft gruptur < H<G

Ispat:

=, (F,A) kiimesi G tizerinde L-fuzzy soft grup oldugundan Va G i¢in F(a) G’nin L-
fuzzy alt grubudur. Teorem 11. ile H<G ’dir.

"=, H<G ve Teorem 11. ile Vae A icin F(a) G’nin L-fuzzy alt grubudur. Buradan (F,A)

kiimesi G lizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Ornek 21. (L, <) bir tam kafes, (G,e) bir grup ve ee G, G’nin birim eleman1 olsun.

1, x=e

F:G > L°, F(g):G—L olmakiizere @ €L ve VxeG icin F(g)(x)= {
a, x+e

seklinde tanimlanan (F,G) kiimesi G iizerinde L-fuzzy soft gruptur.
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Coziim: (F,G) kiimesinin G iizerinde L-fuzzy soft grup oldugunu gostermek icin Vge G
icin F(g) 'nin G ‘nin L-fuzzy alt grubu oldugunu géstermemiz gerekir. Vx,y €G i¢in
F(g)(x™") = F(g)(x) oldugu agiktir.
F(g2)()AF(g)(v) < F(g)(xey) oldugunu gosterelim.
1) x=eveya y=e ise esitsizlik dogrudur.
2) x#e ve y=e ise F())AF(2)(y)=a\a <a <F(g)(xey) olur.
Yani Vge Gigin F(g) G’nin L-fuzzy alt grubudur ve buradan (F,A) G iizerinde L-

fuzzy soft gruptur.

Ornek 22. L={0,a, 3,1} kafesinde 0<a < <1 siralamasi verilsin. F:A — L”>**2 olmak
lizere V a€ A i¢in
F(a)(0,0) =1, F(a)(1,0) = Fa)(0,)) =a, Fa)(L,)) =

seklinde tanimlanan (F,A) L-fuzzy soft kiimesi Z, xZ, tizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 26. G bir grup, (F,A) G iizerinde bir soft grup olsun. F:A - 1% olmak iizere
YaecA igin F(a)= Xrw Seklinde tanimlanan (F,A) ikilisi G iizerinde L-fuzzy soft

gruptur.

Ispat: (F,A) G iizerinde bir soft grup oldugundan dolay1 Vae A i¢in F(a)<G ’dir.

Teorem 25. ile (1_3, A) ikilisi G lizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 26. ile soft gruplarin L-fuzzy soft gruplarla eslestirilebilecegi goriiliiyor.
Dolayistyla L-fuzzy soft gruplar soft gruplardan daha genel bir kavram olmasinin

yaninda, soft gruplarin sahip oldugu cebirsel 6zellikleri de tasimaktadir.

Teorem 27. (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar ise (F,A)N(H,B) G

tizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Ispat: (F,A) ve (HB) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar oldugundan Vxe A NB igin
F(x), H(x) G’nin L-fuzzy alt grubudur. Teorem 10. ile Vx € ANB i¢in F(x)AH(x) G’nin
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L-fuzzy alt grubudur. Buradan (F,A)F\(H,B) G tizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 28. (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar olsun. Eger AnB= ise

(F,A)U(H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Ispat: Tanim 61. ile (F,A)Q(H,B)=(K,C) olmak tizere ANB=C ise VxeC igin
xeA-B veya xeB-A secklindedir. Eger xe€ A-B ise K(x)=F(x) G’nin L-fuzzy alt
gubudur. Eger xeB-A ise K(x)=H(x) G’nin L-fuzzy alt gurubudur. Buradan

(F,A)U(H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 29. (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar olsun. Eger Vx € AN B igin

F(x) <H(x) veya H(x) < F(x) ise (F,A)U(H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Ispat: Tanim 61. ile (F,A)U(H,B)=(K,C) ve C=A UB olmak iizere VxeC i¢in

F(x), xeA-B
K(x) =< H(x), xeB-A
F(x)VH(x), xeAnB

seklindedir. (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar oldugundan dolayr VxeC
icin F(x) ve H(x) G’nin L-fuzzy alt gruplaridir.

Eger F(x)<H(x) veya H(x) <F(x) olursa F(x)VH(x)’in G’nin L-fuzzy alt grubu
oldugu agiktir. Dolayisiyla Vx € C i¢in K(x) G’nin L-fuzzy alt grubudur. Buradan

(F,A)Q(H,B) G lizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 28. ve Teorem 29.’da 6zel sartlar altinda iki L-fuzzy soft grubun birlesiminin
L-fuzzy soft grup oldugu goriildii. Fakat bu sartlar kaldirildiginda iki L-fuzzy soft grubun
birlesimi L-fuzzy soft grup olmayabilir. Yani(F,A) ve (H,B) G tizerinde herhangi iki L-
fuzzy soft gruplar ise (F,A)CJ(H,B) G iizerinde her zaman L-fuzzy soft grup olmayabilir.

Bu durumu asagidaki 6rnekle gorebiliriz.

Ornek 23. G={1,2,3,4} grubu
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ikili iglemi ile dikkate alintyor.

(F,A), (H,A) L-fuzzy soft gruplar1 Vx € A igin

F@XD=%,F@X%=§,F@X3FF@X®=§

Huxn=%,H@xm=i,H@xa=§,Huxa=%

seklinde tanimlamursa (F,A)U(H,A) G iizerinde L-fuzzy soft grup degildir.

Coziim: Vx e A i¢in F(x) ve H(x) L-fuzzy alt kiimeleri G’nin L-fuzzy alt gruplaridir.
Buradan (F,A) ve (H,A) G iizerinde L-fuzzy soft gruplardir. Fakat F(x) V H(x) L-fuzzy alt

kiimesini géz Oniine alirsak, 4 € G i¢in

(F(X)VH(X))(4)=§ < (F(X)VH(X))(2)/\(F(X)VH(X))(3)=%

elde edilir. Buradan F(x) V H(x) ’in G’nin L-fuzzy alt grubu olmadig: goriiliir. Tanim 61.

ile (F,A)Q(H,A) G tlizerinde L-fuzzy soft grup degildir.

Teorem 30. (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar ise (F,A)]\(H,B) G

tizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Ispat: (F,A) ve (H,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar oldugundan Vxe A ve VyeB
icin F(x) ve H(y) G’nin L-fuzzy alt gruplaridir. Teorem 10. ile F(x)AH(y) G nin L-fuzzy

alt grubudur. Tanim 62. ile (F,A) /~\(G,B) G iizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 31. (F,A), (H,B) sirasiyla G ve K tizerinde L-fuzzy soft gruplar ise (F,A)>~<(H,B)
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GxK tizerinde L-fuzzy soft gruptur.
Ispat: Tanim 64. ve Tanim 14.’den agiktir.

Teorem 32. (G,») grup, L bir tam kafes ve u :G — L L-fuzzy alt grup ve u(e)=1 olsun.

Bu takdirde Va €L i¢cin H(a) =y tiy seklinde tanimlanan (H,L) soft kiimesi G tizerinde

L-fuzzy soft gruptur.

Ispat: Teorem 13. ile u, <G ’dir. Teorem 25. ile X ity G tzerinde L-fuzzy alt gruptur.

Buradan (H,L) soft kiimesi G iizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 33. U ve U sirastyla, L parametreli, G lizerindeki soft gruplarin ve L-fuzzy soft

gruplarin bir ailesi olsun.
v U— fl olmak {izere V(F,L) e U, aeL igin ;/(F,L)Z(I?,L)Z Xy dOnlisimii bire-

bir kafes homomorfisidir.
Ispat: Teorem 14. (i) ile ispat1 agiktir.

Teorem 14. (i) ile bir G grubunun alt gruplar1 G’nin L-fuzzy alt gruplar igine
genisletilebilir. Teorem 14. (ii) ile G ‘nin L-fuzzy alt kafesi eger L zincir ise L parametreli
soft grup olarak alinabilir. Teorem 33. ile bir soft grup L-fuzzy soft gruplarin igine

gomiilebilir.

Bu iligki asagidaki sekilde sembolize edilir.

C: L-fuzzy soft gruplarin kiimesi
B B: Soft gruplarin kiimesi

A: L-fuzzy alt gruplarin kiimesi
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Sonug olarak L-fuzzy soft gruplar, L-fuzzy alt gruplardan ve soft gruplardan daha

genel bir kavramdir.

Teorem 34. (F,A) ve (H,A) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar olsun. Bu takdirde,

(F,A)+(H,A) G iizerinde bir L-fuzzy soft gruptur <> (F,A)«(H,A) = (H,A)«(F,A)

Ispat:

"—. (F,A) ve (H,A) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar oldugundan Vx e A igin F(x) ve
H(x) G’nin L-fuzzy alt gruplaridir. Teorem 12. ile F(x) « H(x) G’nin L-fuzzy alt grubu
ise F(x)sH(x) = H(x)-F(x) ’dir. Tanim 65. ile (F,A) « (H,A) = (H,A)+(F,A) olur.

"<, Teorem 12.ile Vx e A i¢cin F(x)-H(x) = H(x)*F(x) ise F(x) « H(x) G’nin L-fuzzy

alt grubudur. Tanim 65. ile (F,A) « (H,A) G lizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Teorem 35. L bir sonsuz V-dagilimh bir kafes, (G,s) bir grup ve (F,A) G iizerinde

taniml L-fuzzy soft kiime olsun. Bu takdirde (F,A) G iizerinde L-fuzzy soft gruptur. <
@ (FA) - (FACFA

(i  (FAC(FA)'

Ispat:

"—>.(F,A) G iizerinde L-fuzzy soft grup oldugundan Va € A i¢in F(a) G’nin L-fuzzy alt
grubudur. Dolayisiyla Vx € G i¢in (F(a)« F(a))(x )< F(a)(x ) dir.

Buradan (F,A) o (F,A) C (F,A)’dir. Diger yandan Vx € G i¢in

F(a)"'(x) = F(a)(x™") = F(a)(x) oldugundan (F,A)=(F,A)" elde edilir.

< Vx,v,z€G igin z=xey olsun.
(F,A)+~ (F,A)C (F,A) oldugundan Va e A i¢in F(a):G — L doniisiimii
F(a)(z )2 (F(a)F(a))(2)= szy.z{F(a)(x)/\F(a)(y) | xyeU}

> F(a)(x)\F(a)(y) seklindedir.
Buradan F(a)(z ) > F(a)(x)A\F(a)(y) olur.
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Diger taraftan (F,A)C(F,A)”' oldugundan Vx e G i¢in, F(a)(x) < F(a)" (x) = F(a)(x ") "dir.
Dolayisiyla Va € Aigin F(a) G’nin L-fuzzy alt grubudur. Buradan (F,A) G {izerinde L-
fuzzy soft grup olur.

Teorem 36. L bir sonsuz V -dagilimh kafes, (G,«) bir grup ve (F,A) G lizerinde L-fuzzy
soft kiime olsun. Bu takdirde, (F,A) G lizerinde L-fuzzy soft gruptur. <

(F,A) «~ (F,A)'C(F,A)
Ispat: Teorem 35.’e benzer sekilde yapilir.

Tanim 74. (G,+) bir grup, A bir kiime ve Vx e A i¢in F(x)= l{e} ise (F,A) L-fuzzy soft

kiimesine G iizerinde birim L-fuzzy soft kiime denir.

Teorem 37. (G,+) bir grup ve (F,A) G lizerinde birim L-fuzzy soft kiime ise (F,A) G

tizerinde L-fuzzy soft gruptur.
Ispat: Ornek 21.’e benzer sekilde yapilir.

Teorem 38.

4)) (F,A) G itizerinde L-fuzzy soft grup, f:G — K bir grup homomorfisi olsun. Bu
takdirde (f(F),A) K {izerinde L-fuzzy soft gruptur.
?2) (H,B) K tizerinde L-fuzzy soft grup, f :G — K bir grup homomorfisi olsun. Bu

takdirde (/' (H),B) G iizerinde L-fuzzy soft gruptur.
Ispat:

(1) (F,A) G iizerinde L-fuzzy soft grup oldugundan Vx e A i¢in F(x) G’nin L-fuzzy
alt grubudur. f:G — K bir grup homomorfisi oldugundan dolay1 Teorem 8. ile Vxe€ A
icin (f(F))(x)= f(F(x)) K’nin L-fuzzy alt grubu olur. Buradan ( f(F),A) K {izerinde L-

fuzzy soft gruptur.
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?2) (H,B) K iizerinde L-fuzzy soft grup oldugundan Vx € B i¢in H(x) K’nin L-fuzzy
alt grubudur. f : G — K bir grup homomorfisi oldugundan Teorem 9. ile Vx € B i¢in
(f'(H))(x) = f'(H(x)) G’nin L-fuzzy alt grubudur. Buradan (f'(H),B) G iizerinde L-

fuzzy soft gruptur.

Teorem 39. (F,B) G iizerinde L-fuzzy soft grup f:G —H bir grup homomorfisi ve
g:A —>B bir fonksiyon olmak iizere, Vae A i¢in K(a)= f(F(g(a))) scklinde H

tizerinde tanimlanan (K,A) L-fuzzy soft kiimesi H iizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Ispat: Vae A icin g(a)eB’dir. (F,B) G iizerinde L-fuzzy soft grup oldugundan
Vg(a)eB i¢in F(g(a)) G iizerinde L-fuzzy alt gruptur. Teorem 8. ile Vae A igin
f(F(g(a))) H’nin L-fuzzy alt grubudur. Buradan K(a)= f(F(g(a))) seklinde tanimlanan

(K,A) kiimesi H tizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Tamm 75. (F,A) ve (H,K) G iizerinde L-fuzzy soft gruplar ve (H,K)C(F,A) ise (H,K)’ya

(F,A)’nin L-fuzzy soft alt grubu denir. Bu durum (H,K)Q(F,A) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 24. G bir grup ve e € G olmak iizere Vx € A i¢in F(x)=0,, H(x) =X «« seklinde

tanimlanan (F,A) ve (H,A) L-fuzzy soft kiimeleri i¢in (F,A)Q(H,A) “dir.

Coziim: Vxe A i¢in F(x) ve H(x) G’ nin L-fuzzy alt grubudur. Dolayisiyla (F,A) ve
(H,A) L-fuzzy soft kiimeleri G iizerinde L-fuzzy soft gruplardir. Ustelik VaeG igin
F(x)(a) £ H(x)(a) *dir. Buradan (F,A)—Q(H,A) olur.

Teorem 40. (F,A) G iizerinde bir L-fuzzy soft grup, {(H,,K,)|iel} (F,A) nin L-fuzzy
soft alt gruplarinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde 5(Hi,Ki) (F,A) 'nin L-fuzzy

soft alt grubudur.

Ispat: Acik olarak N K, c A’dir. Viel igin (Hi,K[)z(F,A) oldugundan dolay1
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6(Hi, K,) (F,A) nin L-fuzzy soft alt grubudur.

Teorem 41. (F,A) ve (H,B) G tizerinde iki L-fuzzy soft grup, (F,A) (H,B)’nin L- fuzzy
soft alt grubu olsun. Eger f : G — K bir grup homomorfisi ise (f/(F),A) (f(H),B) nin

L-fuzzy soft alt grubudur.

Ispat: Eger (F,A) (H,B)’nin L-fuzzy soft alt grubu ise Vx € A i¢in F(x), H(x) G’nin L-
fuzzy alt gruplar1 ve F(x) < H(x) dir. f:G — K bir grup homomorfisi oldugundan dolay1
f(Fx)) , f(H(x)) G’nin L-fuzzy alt gruplar1 ve f(F(x))< f(H(x)) dir. Tanim 75. ile

(f(F),A) < (f(H),B) dr.

Tamm 76. (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K iizerinde L-fuzzy soft gruplar olsun.
f:G—>K ve g:A — B iki fonksiyon olmak lizere (f,g) ‘ye L-fuzzy soft homomorfi

(F,A)’ya da (H,B)’ye L-fuzzy soft homomorfiktir denir. <
(1) f, G’den K’ya grup homomorfisi

(2) g, A’dan B’ye bir doniigiim
() VxeA igin f(F(x))=H(g(x))

(f:8)
Bu durum (F,A) —i (H,B) notasyonu ile gosterilir.

Bu tanimda eger f:G—K bir izomorfi ve g:A — B bire-bir, 6rten bir doniisiim ise
(f,g)’ye L-fuzzy soft izomorfi ve (F,A)’ya da (H,B)’ye L-fuzzy soft izomorftur denir. Bu

durum (F,A)=(H,B) notasyonu ile gosterilir.

Ornek 25. (F.K), (H,K) keyfi L-fuzzy soft gruplar, /:G — K bir grup homomorfisi ve
(H,K) L-fuzzy soft grubu Vx eK icin H(x)=f(F(x)) seklinde tanimlansin. Bu takdirde

(f,1;) L-fuzzy soft homomorfidir.

Coziim: p =F(x) olmak tizere f(F(k))= f(u) ve H(g(k))=H(I, (k))=H(k) = f () dur.
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(/1)
Buradan f(F(k)) = H(I, (k)) elde edilir. Dolayisiyla (F,K) — (H,K)’dur.

Teorem 42. (F,A) ve (H,B) sirasiyla G ve K iizerinde L-fuzzy soft kiimeler, (F,A) G
tizerinde L-fuzzy soft grup olsun. Eger (F,A), (H,B)’ye L-fuzzy soft izomorf ise (H,B)’de

K tizerinde L-fuzzy soft gruptur.

Ispat: (F,A), (H,B)’ye L-fuzzy soft izomorf oldugundan Tanim 75. ile 31 :G — K grup
izomorfisi ve dJg:A — B’ye bire-bir, Orten bir donlisim Oyleki Vxe A igin
f(F(x))=H(g(x))’dir. g:A — B bire-bir, 6rten bir donilisiim oldugundan Vy e B i¢in
f(F(x))=H(g(x))=H(y) dir. Teorem 8. ile f(F(x)) K’nin L-fuzzy alt grubudur ve
bundan dolay1 H(y) K’nin L-fuzzy alt grubudur. Buradan (H,B) K {iizerinde L-fuzzy soft

gruptur.

Tamm 77. (F,A) G iizerinde L-fuzzy soft grup ve (H,B), (F,A)’nin L-fuzzy soft alt kiimesi
olsun. Eger Vx € B i¢in H(x), G’nin L-fuzzy normal alt grubu yani ise (H,B)’ye (F,A)’nin

L-fuzzy normal soft alt grubu denir. Bu durum (H,B)é(F,A) notasyonu ile gosterilir.

Teorem 43. (F,A) G iizerinde L-fuzzy soft grup, {(H,,K,)|ie/} (F,A) nin L-fuzzy
normal soft alt gruplarinin bostan farkl bir ailesi olsun. Bu takdirde 5(Hi,Ki) (F,A) 'nin

L-fuzzy normal soft alt grubudur.

Ispat: Tanim 77. ve Teorem 40.’dan ispat1 agiktir.



3. SONUCLAR

Zadeh [1] tarafindan 1965 yilinda ortaya ¢ikan fuzzy kavrami giiniimiize kadar bir
¢ok uygulama alani bulmustur. Uzun yillardan beri matematikteki kiime kavrami bu alana
tasinmaya c¢alisilmaktadir. Son yillarda 6zellikle soft kiimeler iizerine yapilan ¢aligmalar
gdz Oniine alindiginda, fuzzy mantiginin soft kiime yapisina uyarlanmasinin miimkiin
oldugu gozlemlendi. Bu tezde ilk kez L-fuzzy soft grup tanimi verilerek soft gruplar icin
bilinen 6nemli tanim ve teoremler bu alana tasinmaya calisilmistir. Literatiirde mevcut
caligmalarin bu tanimlarla yeniden yapilandirilabilmesi bakimindan katkilar sagliyacagi

diistiniilmektedir.



4,ONERILER

Son yillarda soft kiimeler iizerinde yapilan ¢aligmalar giderek artmis ve bu kapsamda
soft kiimelerin yapisi, temel cebirsel 6zellikleri bir¢ok kisi tarafindan ele alinmistir. Bu
tezde yer alan ¢alismada ise L-fuzzy soft kiimelerin 6zellikleri bir grup yapisi {izerinde
degerlendirilmistir.

Bu calismay1 daha da genisletmek miimkiindiir. L-fuzzy soft kiimelerin 6zellikleri
halkalar, modiiller gibi diger cebirsel yapilar {izerinde yeniden degerlendirilip, bu yapilara
uyarlanmas1 miimkiin olabilir. Bu sekilde bir ¢ok matematiksel yap1 gerek soft kiimeler

gerekse L-fuzzy soft kiimeler {izerinde yeniden ele alinabilir.
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