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KESIRLI COK ETKENLiI DENEYLERDE COZUM VE EN AZ SAPMA KAVRAMI
Nazan Danacioglu

0z
Kesirli ¢ok etkenli en az sapma tasarimlarn, en iyi tasarimlar olarak

degerlendiriimekte ve uygulamada yaygin olarak kullaniimaktadir.

Bu calismada, 2-dizeyli kesirli ¢cok etkenli tasarimlarin; kelime uzunlugu yapisi,

¢6zim, en az sapma vb. gibi yararl ézellikleri tanitiimistir.

iki-diizeyli kesirli cok etkenli tasarimlarin cebirsel yapisi arastirilarak; kod teorisi,
Ozellikle Hamming kodlari, ile kesirli cok etkenli tasarimlar arasindaki iligki

incelenmisgtir.

2-duzeyli kesirli ¢cok etkenli tasarimlar, kodlardan (Hamming kodlari, ikili dogrusal
ve dbngusel kodlar) yararlanarak olusturulmus ve en az sapma Ol¢Utine gbre
siralanmigtir. Tasarimlar ve kod olarak karsiliklari bir katalogda toplanmistir.
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FACTORIAL DESIGNS
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ABSTRACT
Fractional factorial experiments with minimum aberration are regarded as best

design and are commonly used in practice.

In this study useful characteristics of two-level fractional factorial experiments,
namely word length pattern, resolution, aberration etc. are introduced.

By exploring the algebraic structure of two-level fractional factorial designs, the
connection between coding theory, especially Hamming codes, and fractional
factorial designs is investigated.

Two-level fractional factorial designs are constructed from codes (Hamming,
binary linear and binary cyclic codes), and are ordered by the minimum aberration
criterion. Designs and their corresponding codes listed in a cataloge.
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aberration.
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1. GIRIS

Bilindigi gibi, birden fazla etkenin yanit degiskeni Uzerindeki etkisinin, etken
dizeylerinin olasi tim kombinasyonlarinin denenerek arastirildigi tamamlanmis
cok etkenli tasarimlar uzun zamandir kullanilmaktadir. Ancak bazi durumlarda,
deneme sayisinin az oldugu ve tamamlanmis bir ¢ok etkenli tasarimin bir alt
grubunun ya da kesrinin kullanildigi kesirli gok etkenli tasarimlar ya da kesirli

tekrarlar (fractional replication ) tercih edilir.

Cok etkenli ve kesirli cok etkenli tasarim teorisinde pek ¢ok sorun; geometrik,
cebirsel ya da birlesimsel (combinatorial) yapiya dénlisur. Sonug olarak; gruplar,
halkalar (rings), cisimler (fields), Oklid ve izdlsiimsel (projective) geometri gibi
sonlu matematiksel yapilar, cok etkenli ve kesirli ok etkenli tasarimlarla ilgili pek
cok sorunun c¢6zimuinde, genellestiriimesinde ve aydinlatiimasinda basariyla
kullaniimaktadir. Cok etkenli tasarimlari olusturma ydntemlerinden literatlrde

bulunan bazilari asagidaki verilmektedir (Raktoe et al.,1981).

—

. Dikey dizimler (orthogonal arrays)

. Hadamard matrisleri

. Sonlu geometriler (finite geometries)

. Grup teorisi (group theory)

. Cebirsel ayrisma (algebraic decomposition)

. Bilesim (composition): Dogrudan ¢arpim ve dogrudan toplam
. Etki karigsimi (confounding)

. Blok tasarimlar (block designs)

© 00 N o o M~ W D

. Sonlu grafikler
Kesirli cok etkenli, 6zellikle iki dizeyli tasarimlar;
1. Onsel bilgilerden yararlanarak, belli etkilesimlerin olmadigi varsayiminin

yapilabildigi durumlarda,

2. Sadece degiskenlerden bir bdlimindn énemli oldugunun dasindldigd, 6én

(screening) calismalarda,

3. Deneme gruplarinin ard arda gergeklestirildigi deneysel programlarda,



yararhdirlar (Box and Hunter, 1961).

Deney tasarimi teorisinde en gbze carpan sorun, uygulamada yaygin olarak

kullanilan 2 ve 3-duzeyli kesirli ¢ok etkenli tasarimlardan “iyi” olaninin nasil

secilecegidir.

Bu soruna ilk yaklasimi Box ve Hunter (1961) getirmis, tasarimlar icin bir iyilik

Olcltl olarak ¢6zim (resolution) kavramini dnermislerdir.

Ancak ¢6zUm kavrami, bir tasarimi digerinden daha iyi olarak tanimlamak igin
yeterli bulunmamistir.

Fries ve Hunter (1980), en yilksek ¢ozimlii 2¢P kesitli cok etkenli tasarimlar
kimesinden, tasarimlarin en iyi alt kiimesinin sec¢imi icin bir ydntem gelistirmis; “en
iyi” ifadesini, en az sapma (minimum aberration) kavramina gére tanimlamig ve bu
tir tasarnimlarin  nasil olusturuldugunu gdésteren algoritmalar vermiglerdir.
Algoritmalarda amag, en yUksek ¢6zUm biliniyorsa, en yiksek ¢éziime sahip
kelime uzunlugu sayisini en az yapmak; ¢6zim bilinmiyorsa, hem en ylksek

¢c6zlme, hem en az kelime uzunluguna sahip tasarimlara ulagsmaktir.

En az sapma olcutu ile ilgili yapilan calismalarda, en az sapma oélcttindn tek
basina bir iyilik 6lcitl olarak kullaniimasinin sakincalari da géz éniine alinarak,
her zaman ihtiyaci karsilayamayacagi belirtiimistir. ihtiyac duyulan tasarimin
secimini kolaylastirmak amaciyla; Wu ve Chen (1991,1992); Sun, Chen ve Wu
(1993) tarafindan, deneme sayisi, kelime uzunluklari yapisi ve ¢ézimine goére
siniflandinimis kataloglar gelistirilmistir.

Galismanin 2. BO6liminde, 6&zellikle, Box, Hunter ve Hunter (1978)dan
yararlanarak, ¢cok etkenli ve 2-duzeyli kesirli gok etkenli tasarimlar hakkinda kisaca
bilgi verilmig; bir tasarimin esdes ve tanimlayici baginti yapisi ile ¢6zim kavrami

Uzerinde durulmustur.

En az sapma tasarimlari incelenirken; grup teorisi, Galois cismi (GF) (Galois field),
kod teorisi vb. konularla karsilagiimasi; izomorfiklik, temel etken-ek etken ayrimi;
2'li etkilesimlerin siniflandiriimasi; tanimlayici bagintilarin belirlenmesi gibi pek ¢cok
sorun ve kavramin bulunmasi; calismayi belirli bir hedefe ydneltmeyi zorunlu

kilmig; Franklin(1984)’in optimal moment olgitind kullanarak olusturdugu 2™



optimal moment tasarimlari incelenirken; Urete¢ ve etken sayisina (m=3,n=[4-7])
gére siniflandirilan ve Grete¢c matrisi (U.M.) (generator matrix) olarak adlandirilan
matrisin, Hamming (7,4) kodu igin verilen denklik-kontrol matrisi (D.K.M) (parity-
check matrix) ile ayni olmasi; calismanin kapsamini, genel olarak kod teorisi
yerine, Hamming kodlari ger¢evesinde daraltmamiza yol agmigtir.

Bir Hamming kodu olusturulurken, bilgi bitlerinden hesaplanan n-k tane denklik biti,
bilgi vektérine eklenerek; k uzunlugundaki bilgi vektérl, n uzunlugundaki kod
kelimesine doénustirmektir. Bagka bir ifadeyle, k uzunlugunda bir kelime alinip, n
uzunlugunda bir kod kelimesi olarak kodlanmaktadir (Arazi,1988). Sadece
Hamming kodlariyla sinirlandirilan ¢alisma, ister istemez ikili (binary) dogrusal ve

déngusel (cyclic) kodlarla da ilgilenilmesini gerektirmistir.

Uciincti Boliimde, genel olarak kod teorisine ve Hamming kodlarina yer verilmis;
dogrusal ve doéngusel kodlar incelenmistir. Hamming agirhgi (Hamming weight),
Hamming uzakligi (Hamming distance), D.K.M. ve U.M. gibi tanim ve kavramlarla,
kesirli ¢ok etkenli tasarimlar arasinda nasil bir iligki kurulacadi Uzerinde
disindimustar.

Yapilan uygulamalarla, Hamming kodlari ve genel anlamda kod teorisi ile kesirli
cok etkenli tasarimlar arasindaki iliski irdelenmistir. Bu iliskide, U.M.leri
denemelerin (kod kelimelerinin) olusturulmasinda; D.K.M.leri ise, tasarimin
tanimlayici bagintilarini gésterdikleri icin etkendir.

Dérdinct Bélimde, dikey dizimlerle hata dizeltme kodlari arasindaki iliski,
ayrintiya girilmeksizin, buglne kadar yapilan ¢alismalarin igiginda incelenmistir.

“Simetrik ¢cok etkenli tasarimlar icin, kesirli cok etkenli tasarimlar, dikey dizimlerle
(orthogonal arrays) vyakindan iligkilidir (Dey,1985)” ifadesinden hareketle;
tasarimlarin olusturulmasi sirasinda, kesirli gok etkenli tasarimlarla dikey dizimler
arasinda var oldugu bilinen iliskiden ve dogrusal kodlarla dikey dizimler arasinda
var oldugu cesitli arastirmacilar tarafindan gésterilen iliskiden yararlaniimistir.

Besinci Bolimde, en az sapma ve ¢6zim Olcltlerine gbre siralanmis (Box et
al.,1978; Wu and Chen,1992) kesirli cok etkenli tasarimlarin kod olarak karsiliklari
olup olmadigina bakilmistir. Dikey dizimlerin gicu ile, kodun en kisa uzakhgi



arasinda kurulan iligki; kesirli cok etkenli tasarimlarin ¢6zim kavrami ile en kisa
uzaklk arasinda kurulmus; en az sapma ol¢ltiine gbre en iyi tasarimlarin nasil

bulunacagi belirlenmistir.

6. B6limde, kod parametreleri girdi olarak kullanildiginda tasarimlari en az sapma
Olcltine gbre siralayacak; istendigi takdirde belli bir tasarimi kodla iligkilendirerek,
tasarimin karsilik geldigi kodla ilgili ayrintil dékiim verecek sekilde yazilan 2 farkl

program tanitilmistir.

Son olarak 7. Bélimde, program ¢iktilarindan yararlanarak en az sapma 6lcitiine
gore siralanmis tasarimlar, karsilik geldikleri kod parametreleriyle birlikte bir
cizelgede toplanmig; kesirli ¢ok etkenli tasarimlarla kodlar arasindaki iligki

Ozetlenmisgtir.



2. GENEL BIiLGILER

Birden fazla etkenin yanit degiskeni Uzerindeki etkisinin, etken dizeylerinin olasi
tim kombinasyonlarinin denenerek arastirildigi tasarimlara ¢ok etkenli tasarimlar
denir. Her biri 2 diizeyli n etken igeren bir gok etkenli tasarim, 2" cok etkenli
tasarimi olarak adlandinlir ve tamamini bir blokta gergeklestirmek mimkin
olmadiginda, etki karisimi  (confounding) tasarimin birden ¢ok blokta

olusturulmasini saglayan bir ydntemdir.

En basit etki karigimi yapilari 2" ¢ok etkenli tasarimlar igin olanlardir. Bir 2" gok
etkenli tasarmini, p<n olmak Uzere 2° tamamlanmamis blokta tasarlamak
mamkindur. Burada; n: etken sayisi ve p: bloklarla karisacak bagimsiz etkilesim
sayisidir. Gok etkenli bir tasarimi bloklara ayirmadan énce, hangi etkilerin bloklarla
karisacagina ve bloklarda hangi deneme kombinasyonlarinin olacagina karar

verilmelidir.

Bloklarla karisacak etki ya da etkilesimleri gdsteren ifadeye tanimlayici baginti
denir ve | ile g6sterilir. Tanimlayici bagintt  belirlenirken; bloklarla ylksek
dereceden etkilesimlerin karismasi tercih edilir.

Tamamlanmis bir cok etkenli tasarimda etken sayisi arttiginda, deneme
kombinasyonlarinin tamaminin denenmesi uygulamada zorluk ¢ikarmaktadir. Bu
nedenle; deneme sayisinin az oldugu ve tamamlanmig bir ¢cok etkenli tasarimin bir
alt grubunun ya da kesrinin kullanildigi kesirli cok etkenli tasarimlar ya da kesirli

tekrarlar tercih edilir.

2"P deneme igeren bir 2" tasarimina, 2" tasariminin 1/2° kesri ya da 2"" kesirli
cok etkenli tasarimi denir. Burada; n: etken sayisi, p: Urete¢ ya da tanimlayici
baginti sayisidir. Bir tasarim igin tanimlayici baginti yapisi, baslangigta secilen p
tane tanimlayici baginti ve bunlarin 2° - p -1 tane genellestiriimis etkilesiminden
olusur. Esdes yapisi (alias structure), her bir etkinin 2 modulinde tanimlayici
baginti yapisi ile carpilmasiyla elde edilir. Her bir etki 2° -1 esdese sahiptir.
YUksek-dereceden etkilesimlerin olmadidi varsayimi, esdes yapisini daha basit

hale getirir (Montgomery, 1984).



2.1. Kesirli Cok Etkenli Tasarimlarda C6zim Kavrami

iki diizeyli kesirli gok etkenli tasarimlar olusturulurken ¢dziim kavrami géz éniine
alinmalidir. Bir kesirli cok etkenli tasarimin tanimlayici baginti yapisindaki en
kicuUk etkilesim ya da en kisa kelime uzunlugu R etkenli ise, tasarimin ¢6zimu;
R'dir ve C-R (¢c6zim R) olarak gdsterilir. Tasarimla birlikte ¢ézimi( de verilecegi
zaman, Romen rakamiyla ve alt indis olarak gdsterilir. Yukaridaki tanima gére bir
G-R tasariminda, higbir k-etkenli etkilesim, (R-k)’dan daha az etken igeren
etkilesim ile karisamaz. Ornegin; 2°' tasariminin tanimlayici baginti yapisindaki,
|=ABC, kelimesinin uzunlugu 3 oldugundan, ¢ézimi 3'tir ve 2,,°" olarak gdsterilir.
Bu durumda hicbir ana etki, (3-1=2)‘den daha az etken iceren etkilesimlerle; yani
diger bir ana etkiyle karismayacak, 2-etkenli etkilesimlerle karigacaktir.
Uygulamada en ¢ok kullanilan kesirli cok etkenli tasarimlar; Ill, 1V, V ¢ézimlerine

sahiptir ve tanimlari asagida verilmistir (Box et al ., 1978; Dey, 1985 ).

1. C6zium-Ill tasarimlari: Bu tasarimlarda, ana etkiler diger ana etkilerle karigsmaz;
ancak, ana etkiler 2-etkenli etkilesimlerle ve 2-etkenli etkilesimler 3-etkenli
etkilesimlerle karisir. N, 4’Gn carpani olmak Uzere, N denemede gerceklestirilen
ve k=N-1’'e kadar etken igeren tasarimlar igin, C-lll tasarimlar olusturmak

mUmkUndr.

2. CO6zim-1V  tasarimlari: Ana etkilerin  3-etkenli  etkilesimlerle ve 2-
etkenli etkilegsimlerin birbiriyle karistigi tasarimlarin ¢ézimu 1V’t0r.

Bir 2,/ tasarimi olusturulurken;
1. Ilk k-p etken igin tamamlanmis 2P cok etkenli tasarimi yazilir.

2. Daha sonra, ilk k-p etken arasindaki, tek sayida harf iceren etkilesim situnlari

olusturulur ve ek etkenlere atanir.

3. C6zim-V tasarimlari: Bu tasarimlarda, ana etki ve 2-etkenli etkilesimler diger
ana etki ve 2-etkenli etkilesimlerle karismaz; ancak, ana etkiler 4-etkenli
etkilesimlerle ve 2-etkenli etkilesimler 3-etkenli etkilesimlerle karigir.

Bir kesirli ¢cok etkenli tasarimin ¢6zUmU arttikga, etkilerin birbirlerinden daha iyi
ayirt edilebildigi tasarimlar olusacaktir.



2.2. Kesirli Cok Etkenli Tasarimlarda En Az Sapma Kavrami

Bir tasarimin ¢6zimda, tanimlayici baginti yapisindaki en kisa kelime uzunlugu
olarak ifade edilirken; bir en az sapma tasarimi, tanimlayici baginti yapisindaki en
kisa uzunluktaki ya da Cmax Uzunluktaki kelime sayisini en az yapan tasarim olarak
tanimlanir. Bdylece, en az sayida ana etki Cmax -1 etkenli etkilesimlerle; en az
saylida 2-etkenli etkilesim Cmax -2 etkenli etkilesimlerle karisir.

Daha 6nce de belirtildigi gibi, olasi en yiksek ¢6zime sahip bir tasarim
secilebilecek en iyi tasarimdir; ancak, ayni ¢céziime sahip olmasina ragmen farkli
esdes yapisina sahip tasarimlarin sec¢imi, en az sapma Olgutiine gbre yapilir.
Ornegin; 2”2 tasariminin sahip olabilecegi en yiksek ¢dzim, IV ‘tiir. Bu tasarim
icin, ¢6zUmU0 ayni; ancak farkh tanimlayici baginti yapisina sahip 3 tasarim
Cizelge 2.1’de gobsteriimektedir: Tasarimlar icin yalnizca birbiri ile karigmis 2-
etkenli etkilesimler verilmig, 3-etkenli ve ylksek-dereceden etkilesimlerin olmadigi
varsayimi yapildiginda tahmin edilebilen 2-etkenli etkilesimler verilmemistir ( Fries
and Hunter, 1980 ).

Cizelge 2.1. 2% Kesirli gok etkenli tasarimi igin 3 farkli tasarim

Tasarim (a) (b) (c)
Uretec¢ F=ABC G=BCD F=ABC G=ADE = F=ABCD G=ABCE
Tanimlayici Baginti I=ABCF=BCDG I=ABCF=ADEG  |I=ABCDF=ABCEG
Yapisi =ADFG =BCDEFG =DEFG
AB=CF AB=CF DE=FG
AC=BF AC=BF DF=EG
Esdes AD=FG AD=EG DG=EF
Yapisi AG=DF AE=DG
BD=CG AF=BC
BG=CD AG=DE
AF=BC=DG

Cizelge 2.1’den gorildigi gibi; 2,y tasarimlarindan, (a) tasarimi en fazla esdese,
(c) tasarimi en az esdese sahiptir. (a) tasariminda tanimlayici baginti yapisinda
yer alan kelime uzunlugu yapisi {4,4,4}; (b) tasariminda {4,4,6} ve (c) tasariminda
{4,5,5}’tir. Bu durumda, tanimlayici baginti yapisindaki en kisa kelime uzunlugunu

en az yapan, (c), en az sapma tasarimidir ( Fries and Hunter, 1980 ).

2 tasarim icin karsilastirma yapilirken ¢ézim kavrami dlgat olarak kullanilirsa; her



bir tasarimin tanimlayici baginti yapisindaki en kisa kelime uzunluguna bakilir.
Kelime uzunluklari ayni oldugu takdirde, iki tasarim esit olarak degerlendirilir.

iki tasarim icin karsilastirma yapilirken en az sapma 6lciti kullanildiginda, dnce,
tanimlayici baginti yapilarindaki en kisa kelime uzunluguna bakilir; sonra, her bir
tanimlayici baginti yapisindaki bir sonraki en kisa kelime uzunlugu, bir tasarim
digerine Ustlnllik saglayana kadar arastirilir. Fries ve Hunter (1980), iki tasarim
karsilastirildiginda, en az sapmaya sahip tasarimin bulunabilmesi i¢in; asagidaki

algoritmay1 énermiglerdir.

Cmax ¢6zUimine sahip (s) ve (t) gibi iki 2“P tasariminin karsilastirilacagi varsayilsin.
Bu iki tasarimin tanimlayici bagintisinda yer alan kelime uzunluklari asagidaki gibi

gosterilir:
(8): 0" (C o +1)" (Coy +2)7 . (C, +m)™ |

(1) 10w (G +1)" (G +2)° o (C o +1)" ]

si # 1i esitsizligini saglayan ilk i alt indisine karar verilir. Eger s; < t; ise; (s) tasarimi
daha az sapmaya sahip bir tasarimdir. Bir tasarimdan daha az sapmaya sahip bir
tasarim bulunamazsa; o tasarima, en az sapma tasarimi denir. Cizelge 2.1’de
verilen tasarimlardan, (b) ve (c)'den hangisinin daha az sapmaya sahip oldugu,

yukaridaki algoritmadan yararlanarak bulunacaktir.

(b) ve (c) tasarimlari igin, Cmax = 4't0r.
(b) 6" e (o +1)" (€ +2)7'}
() {0 e (G +1) (€ +2)°7}

dir. {C"m }, (b) tasariminda Gmax (4) uzuniugundaki kelime sayisinin 2 oldugunu
gosterir. {C.., +1)"™}, Gmax+1 (5) uzunlugunda kelime olmadigini; {C,... +2)"*'},

Cmax+2 (6) uzunlugunda 1 kelime oldugunu gosterir. (c) tasariminda, Cmax (4)
uzunlugunda 1; Cmax+1 (5) uzunlugunda 2 kelime varken, Cmax+2 uzunlugunda

kelime olmadigi gértlmektedir.



bi # ¢ 'yi saglayan ilk i degeri 0’'dir. by = 2 ve ¢p = 1 oldugundan, by # ¢o Ve ¢ < b;
(c) tasariminin, (b)’den daha az sapmaya sahip oldugunu gésterir. Bir baska
deyisle; (c) tasarimi, (b)’den daha iyi bir tasarimdir ( Bkz. Cizelge 2.1).

Ayni algoritma daha basit bir sekilde ifade edilebilir: D(2""), 2" kesirli gok etkenli
tasarimi olsun. Ai(D), D’nin tanimlayici baginti yapisindaki i uzunluklu kelime
sayisi olmak tzere, W(D)=(A1(D),A2(D),... Ax(D)), D tasariminin kelime uzunlugu
yapisi olarak adlandirilir. Dy ve D, iki 2"® kesirli ¢cok etkenli tasarimi olsun. s,

As(D+) #As(D2)’yi saglayan en kiglik tam sayi olmak Uzere,
As(D1) < Ag(D2) (2.1)
ise, D1, Do’den daha az sapmaya sahiptir (Chen,1998).

2.3. Sayilar Kurami

Bilindigi gibi, etkenlerin p dizeyli oldugu bir kesirli ¢ok etkenli tasarim, p
blydkliginde GF kullanilarak olusturulabilir ve p asal bir say1 oldugunda, sonlu

cisim aritmetigi, p modulinde tam say! aritmetigine esittir.
Bu nedenle moduler aritmetik ile ilgili bazi tanimlar Gzerinde durulacaktir:

2.3.1. Denklikler(Kongruanslar)

Tanm 2.1.n>0 ve a,be Z olsun. Egernla-b (n, a-b yi béler) ise, a sayisi n

modullne gbre b’ye denktir denir ve a = b (mod n) seklinde gdsterilir (Kaya, 1988).

Onerme 2.1. n modiiliine gére denklik bagintisi, Z iizerinde bir denklik bagintisidir

ve bunun tam n tane denklik sinifi vardir.

Tanim 2.2. x = a (mod n) gibi bir denklik bagintisi icin n tane denklik sinifi vardir
ve her biri 0,L..,n—1 siniflarindan birine esittir. Bu denklik siniflarinin acik

olarak yazilimi;



n-l={n-1,(n=Dxn,(n—-1)+2n,..}
seklindedir ve n moduliine gére kalan siniflari olarak adlandirilir.
z ={0.1.2,..n-1}
kiimesine, n moduline gére kalan siniflarinin kimesi;
{0,1,2,...,n-1}
kiimesine, n moduline gére en kiguk pozitif kalanlarinin kiimesi ve eg@er,
{a,.a,....a, .}
kimesi, kalan siniflarinin tam kiimesi ise;
{ao ,al,...,an_l}

kimesine de n moduline gbre kalanlarin tam kimesi ya da temsilciler sistemi
denir ( Dey, 1985; Callialp, 1999 ).

2.3.2. Euler ®-fonksiyonu

p asal bir sayr olmak Uzere, Z,'nin p-1 tane sifirdan farkli her 6gesi tersinirdir (p
asal oldugunda, Z,'nin sifirdan farkli her 6gesinin Z, i¢inde bir tersi vardir). Tanim
2.3, rastgele bir n>1 tam sayisi icin Z,'nin tersinir 6delerinin sayisini bulmaya
yOneliktir (Kaya, 1988).

Tanim 2.3. n>1 icin, Z, igindeki tersinir 6gelerin sayisi ®(n) ile gdbsterilir ve n—

d(n) bagintisina ya da kisaca ®(n)’ye Euler fonksiyonu denir.
Z, deki tersinir 6gelerin kiimesini Z_ ile gosterirsek, ® fonksiyonu;
®:7"-{1}»Z"
n—#(Z)

seklinde tanimlanan bir donlsim olur (#(Z,) gosterimi, Z 'in 6ge sayisini

gbsterir). a € Z, alinsin.
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a tersinir & @ x = 1’in Z, icinde bir ¢dzimii vardir.
< ax=1(mod n)’nin Z'de bir ¢6zimU vardir.
< (n,a) |1°dir.
< (n,a) = 1, yani; nile a aralarinda asaldir.

Buna gbre, a kalan sinifinin tersinir olmasi igin, bu sinifin temsilci 6gesi olan a ile

n’nin aralarinda asal olmasi gerekli ve yeterlidir (Kaya, 1988; Callialp, 1999 ).

d(n) ile gbsterilen sayi; Z,'nin 6gelerinden, n’den klclk ya da esit olup, n ile
aralarinda asal olan tam sayilarin sayisidir. Ornegin, ®(8)=4'tlir; ¢link(, 1,3,5,7,

8 ile aralarinda asaldir.

Ozellik 2.1. (Euler) n, a € Z ve n>0 olsun.
(n,a)=1ise, a®" = 1(mod n)'dir (Kaya,1988).

Sonug 2.1. (Fermat) p, a € Z olsun. p asal ve p>< a (p, a’'y1 bdlmez) ise,
a”' =1 (mod p)dir.

Sonuc 2.2. (Fermat) p asal ise, her a € Z igin,
a =a (mod p)'dir (Gallian, 1986).

2.4. Sonlu Cisimler

Bir F cismi, “+” ve ”.” olmak Uzere, iki ikilik igslem icin kapali olan ve butin a,b,c

F icin asagidaki aksiyomlari saglayan elemanlar kimesidir.
i) a + (b+c) = (a+b) +C

i)a+b=b+a

iii) a + 0 = a yapacak, 0 € F elemani vardir.

iv) a + (-a) = 0 yapacak, bir —a € F elemani vardir.

11



v) a.(b.c) = (a.b).c

vi)a.b=b.a

vii) a.1=a yapacak sekilde bir 1e F elemani vardir.

viii) Her bir a # 0 icin, a.a™ = 1 yapacak , bir a'e F elemani vardir.
ix) a.(b+c) =a.b + a.c

Gercel sayilar, rasyonel sayilar ve kompleks sayilar cisimlere 6rnek olarak
verilebilir ve her biri sonsuz sayida elemana sahiptir. Sadece, sonlu sayida eleman
iceren bir cisim, sonlu cisim (finite field) olarak adlandirilir. Ornegin, n tamsayi
modull Z, ile gbésterildiginde, mod n’de yapilan standart toplama ve c¢arpma
islemlerine gb6re, Z, sonlu bir cisimdir (Wiggert, 1978; Vanstone and
Oorschot,1989).

Teorem 2.1. Z, yalniz ve yalniz n asal sayi ise sonlu bir cisimdir.

Tanim 2.4. F bir cisim olsun. F cisminin karakteristigi;
D1=1+1+..+1=0
i=1

esitligini saglayan en kiguk pozitif m tamsayisidir. Eger m yoksa, karakteristik 0

olarak tanimlanir.

Ornegin, Z; icin karakteristik 2; Zs icin 5'tir. Sonug olarak Z,, p karakteristigine
sahiptir (Vanstone and Oorschot,1989).

Teorem 2.2. F, p karakteristigine sahip sonlu bir cisimse, bu durumda F, n pozitif

tamsayisi igin, p" elemanlidir.

F, q elemanl sonlu bir cisimse, genellikle GF(q) ile gdsterilir ve g elemanli GF
olarak adlandirilir. Buradaki g, p" bigimindedir ve bir asal sayi ya da asal sayinin
kuvvetidir. GF( p" ), p karakteristikli bir cisimdir ve Z, cismi, GF(p) olarak gosterilir
(Dey,1985; Vanstone and Oorschot,1989).
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2.4.1. Galois cismi

p bir asalsa, Fp = <F, , +,, ., > sistemi, F, = {0, 1, 2, ..., p-1 } olmak Gzere, bir
GF’dir ve GF(p) ile gosterilir. Gergekte, Fy , en basit GF'dir (Dey,1985).

Teorem 2.3. p asal oldugunda, 0,1,...,p-1 tam sayilari; p modulinde toplama ve
carpma iglemleri altinda GF(p)’yi olusturur (http://www.ee.ucla.edu/~matache/rsc/
node2.html).

X, GF(p)'nin herhangi bir elemaniysa, Fermat Teoremi’nden (Bkz. Sonu¢ 2.1,
Sonug 2.2);

xP! =1
dir ve 1, (1) kalan sinifi olup, GF(p)’nin birim elemanidir.

Tanim 2.5. B, GF(p)'nin bir elemani olsun. B’nin derecesi, p™=1'i saglayan en

kOguk pozitif tam sayidir (http://www.ee.ucla.edu/~matache/rsc/ node2.html).

r, X' =1 yapan en klguk pozitif tamsayi olsun. Bu durumda r, x'in derecesidir ve r
en buyUk degeri, p-1'i aldiginda; x’e GF(p)’'nin ilkel elemani (primitive element)

denir.

Tanim 2.6. GF(p)'de (p-1) dereceli bir eleman, GF(p)'nin ilkel elemani olarak
adlandirilir.

Her GF(p)'de ilkel bir eleman vardir. x ilkel elemansa, GF(p)'nin sifir olmayan

blatin elemanlari, asagidaki diziye dahildir.
x°=1,x, %%, ..., x°2 (2.2)
Tanim 2.7. GF(p)[x], {a}} katsayilari GF(p) cisminde olan, rastgele dereceli ap+ aix

+axx? + ... + angX"" polinomlarinin birlesimidir (http:/www.ee.ucla. edu/~matache
/rsc /node3.html).

Tanim 2.8. GF(p)[x]de dislk dereceden polinomlarin c¢arpimi seklinde
yazilamayan f(x) fonksiyonuna, GF(p)’de indirgenemez denir.

f(x), GF(p)'de indirgenemezse, GF(p")'nin elemanlarini olusturmak icin en kiiglk
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fonksiyondur. En kiguk fonksiyon f(x) uygun olarak segilirse; x ile gbsterilen sinif,
GF(p")'nin ilkel elemani olacaktir ve bu durumda, GF(p")’nin sifir olmayan b{tin

elemanlari asagidaki gibi ifade edilebilir.

xX°=1,x, %%, ..., x""? (2.3)

Es. 2.3’teki ifade, x’in glic dénglsi olarak adlandirilir. Bazi glic dénguleri Cizelge
2.2’de verilmektedir (Dey,1985).

Cizelge 2.2. Bazi GF(2") cisimleri igin en kiglk fonksiyonlar ve gli¢ dongileri

En Kicilik Fonksiyon | Gic Dongusu

2° X% +x+1 1,%,X+1
2° X2 +X° +1 1,6,X, Xo+1, X% +x+1,X+1,X°+X
24 x* + X3 +1 1%, X2, X, X2+1, Xoax+1, Xoxo+X+1, X2 +X+1,

x3+x2+x, x2+1, x3+x, X3+ +1 X+1, x2+x, X3+x2

Ornek 2.1. GF(22) icin gl¢ dongusi olusturulsun. GF(2%/nin cisim elemanlari

bulunurken, derecesi n=1 olan bir polinomdan yararlanilir.
p(X)=ap + a;x yadap(x) =aix+ap, ajeZ, i=0,1, a;#0 olmak lzere;
p(X)= aix +ap

0 0 — 0
0 1 - 1
1 0 — X

1 1 — X+1

dir. GF(2?) icin Cizelge 2.2’de verilen en kiicik polinom, 1+x+x®dir ve ayni
zamanda Cizelge 2.3’te indirgenemez polinom olarak gbésterilmistir. Es. 2.3’teki

glc dbéngusu kullanildiginda;
XC=1,x, %%, ..., "> 1,x, xX 2 =x2 > 1, x, X2

elde edilir.
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Ancak x*=x+1 (mod x*+x+1) oldugundan, giic déngiisi;
1, X, X+1

olacaktir (Bkz. Gizelge 2.2). Géruldagu gibi, cismin 0 digindaki elemanlari, gig

dbéngulsinl olusturmaktadir.

Ornek 2.2. GF(2% igin glic ddngisii olusturulsun. GF(2%)in elemanlari

bulunurken, derecesi n=2 olan bir polinomdan yararlanilir.
p(X)= axx® + asX +ao , aieZ, i=0,1, a;#0 olmak Gzere;
p(x)= azx® + a1x + ag

0 0 0 - 0
0 0 1 -1

0 1 0 - X

0 1 1 — X+1
1 0 0 - x?

1 0 1 — x2 +1

1 1 0 — x%4+X

1 1 1 — X%4x+1

elde edilir ki, GF(2% icin, Cizelge 2.2'de verilen en kiiciik fonksiyon x> +x% +1
kullanilarak, Es. 2.3’ten bulunan gi¢ déngisu;

XP=1,% %2, ..., x" 2 1, x, x5, x5, x4, %2, X8 dir.
1, X, X5, X°=x%+1, x*= (& +1).x = x3+x = X24x+1,
X° =X x = 0C+x+1).x = X 4x = (F +1) +C+X = X+1,

X8 = x°. X = (14X).X = X%+X,

dir (Bkz. Cizelge 2.2).

Ornek 2.3. GF(2% icin glic ddngisii olusturulsun. GF(2*'0n elemanlari

bulunurken, derecesi n=3 olan bir polinomdan yararlanilir.
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p(X)= asx® + axx? + aix +ao , ai €Z, i=0,1, as=0 olmak lizere,
p(X)= asx® + axx® +a;X + ao

0 0 0 0 -0

0 0 0 1 — 1

0 0 1 0 — X

0 0 1 1 — X+1

0 1 0 0 — x?

0 1 0 1 — x+1

0 1 1 0 — X24x

0 1 1 1 — X24x+1
1 0 0 0 —x°

1 0 0 1 5 x34+1

1 0 1 0 — X34x

1 0 1 1 5 X34X+1

1 1 0 0 = X34x?

1 1 0 1 5 x3x241

1 1 1 0 — x3+x%4X

1 1 1 1 = X3 x+1

elde edilir. Es. 2.3’ten bulunan gti¢ déngusu;

11 12

X0 =1,x, X5, ..., x”"7% 51, x, x2, x3, x4, x5, x® , x7, x8, x9, x1°, X, XS, x13, x4

tar.
1, X, X5, X3, x*= (3 +1), X°=x* x = (0C+1).x = xX*4+x = x34x+1,

X =, x = (0C+x+1).x = X 4x = X3 +14 X2 +x = X2 4% +x+ 1,

X" =x8 x= (3 2 +x+ 1).x = X030 +x = (0C+1)+ XCxC+x = X2 x4+ 1,

X =x". x = (3% +x+ 1).x = X3+x%+X,
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X2 = x8 X = (C+x2+x).x = (6C+1)+ x°3+x2 = X341,

x'% = x%x = (X®+1).x = X3+X,

X" =x"x=(C+1).x=x3 +x% + 1,

x'2=x"x = (CHC+1).x = (C+H)+ XC4x = x+1,

xP=x"2x=(x+1).x=x? + X,

X' =x"Bx= (3 + x).x = x34x%,

1, x, X2, X X3+1, Xoex+1, X2 +X2 +x+ 1, X2 X+ 1, X3+X2+X, X2+1, X3+X, X242 + 1,
X+1, X+ X, X2 X2

dir ve Cizelge 2.2°den de goriilebilir.

2.4.2. indirgenemez polinomlar

Bilindigi Gzere, p" elemanl bir cisim olusturmak igin, GF(p)[x]'de n. dereceden bir
indirgenemez polinoma ihtiya¢ vardir. Asil sorun, GF(p)[x]'de her pozitif n sayisi
icin, n. dereceden bir polinomun olup olmadigidir. Gergekte bakilmasi gereken,
monik bir indirgenemez polinomdur. Monik polinom, x’in en yiksek kuvvetinin sifir

olmayan katsayisi 1 demektir (http://www.mathworld.wolfram.com/Irreducible

Polynomial).

GF(p)[x]'de derecesi 1 olan p tane, derecesi 2 olan p® tane monik polinom vardir.

Bunlardan biri indirgenebilirse, 1. dereceden iki monik polinomun carpimidir.
Bunlar kullanarak [§J+ p tane indirgenebilir karesel monik polinom olusturulabilir

(iki farkli monik polinom ya da herhangi iki monik polinomun karesi segilebilir). Bu

nedenle, indirgenemez karesel monik polinomlarin sayisi;

Izzpz—(;)j—p:(gJ >0, p=22

dir (Vanstone and Oorschot,1989; http://www.mathworld.wolfram.com/Irreducible

Polynomial).
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Tanim 2.9. (2 ya da 3. dereceler icin indirgenebilirlik Testi) F bir cisim olsun.
f(x)e F[x] ve degf(x)=2 ya da 3 ise; f(x), yalnmz ve yalniz F’de sifir degerini aliyorsa,
F’de indirgenebilirdir (Gallian, 1986).

Teorem 2.4. f(x)e F[x] olsun. f(x), Q (rasyonel sayilar)’da indirgenebilir ise, ayni

zamanda Z Uzerinde de indirgenebilirdir (Stewart,1973).

Teorem 2.5. (Mod p indirgenemezlik Testi) p asal, f(x)’in derecesi >1 ve f(x)e Z[X]

olsun. f(x), Z(p)[xI'de, f(x)’in bitlin katsayilarinin mod p’de indirgenmesiyle

f(x)’den elde edilen bir polinom olsun. f(x), Z(p)de indirgenemezse ve f(x) ile

f(x)’'in dereceleri esitse, f(x) Q'da indirgenemezdir (Gallian, 1986).

Teorem 2.6. (Eisenstein Olcitil) f(X) = ag + a1X + ...+ an-1X" "'+ ax" €Z[x] olsun.

1) p>< an ,

2) pl an-1, ---, P| Q0,

3) p2 xao ’

kosullarini saglayan asal bir p varsa, bu durumda, f(x), Q'da ve dolayisiyla Z’'de
indirgenemezdir (Stewart,1973).

Sonug 2.3. Herhangi bir p>2 asal i¢in,

Xp _1 p-1 p_z
0, (x)= =X X +..+x+1, €Z[x]
X—

Q Uzerinde ve dolayisiyla Z'de indirgenemezdir.

Ornek 2.4. Asagidaki polinomlar indirgenemezdir (Gallian,1986).
®,(x)=1+x

@, (x)=1+x+x>

& (x)=1+x+x>+x*+x*

&, (x)=1+x+x>+x>+x* +x° +x°

Cizelge 2.3’te, mod 2 igin, dereceleri n=1’den 5'e kadar olan indirgenemez

polinomlar listelenmektedir (http://www.mathworld.wolfram.com/Irreducible

Polynomial).
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Cizelge 2.3. Mod 2’de n. dereceden indirgenemez polinomlar

Indirgenemez Polinomlar

14X, X

1 4X+X°

14+x4+X°, 16E+X°

1+x+X7, 1+x+XE+HC+X", 1+5+x7

QBN |— S

10, THXHEHCHE, 1, THXHCH+HX, THEHCH+X,
14xX24X X

Ornegin, 1+x+x% , Zo'de indirgenemezdir; ¢linkli, Zz'de 0° + 0 + 120 ve 1° + 1+
10'dir.

2.4.3. En kuglik polinom

Tamim 2.10. F, p karakteristikli bir cisim olsun ve F~ 0 olmayan cisim elemanlarini
gbstersin. ae F~ 0 olmayan eleman olsun. GF(q)’ya gdre o’nin en kiigiik polinomu;

GF(q)[x]'de en kigUk dereceli monik bir polinom, m(x)’'dir ve m(a) = O’dir.
Tanim 2.11. Bir a elemaninin en kiiclk polinomu tektir.

Teorem 2.7. o € F icin, a’nin en kiiclik polinomu m,(x), indirgenemez bir

polinomdur.

Tanim 2.12. a € F igin, t, a"t = yapan en kiucuk pozitif tamsay! olsun. GF(qg)’ya

g6re a'nin ¢ekimler (conjugates) kiimesi;
2 -1
C(a)z{a,a",a" ot } (2.4)

ve p karakteristikli F cisminde, batin i’'ler icin, C(a)=C(a”l )’dir.

Teorem 2.8. F, p karakteristikli bir cisim ve a € F olsun. C(a), GF(q)’ya gére

o’nin ¢gekimler kiimesi oldugunda,

m(x)= [](x-p) (2.5)
peCla)

katsayilari GF(qg)’da olan bir polinomdur (Vanstone and Oorschot,1989).

Ornek 2.5. F=GF(2%) cismi olusturulsun. Oncelikle, Z-'de indirgenemez kiibik bir

19



polinoma ihtiyac vardir ve Gizelge 2.3'ten, f(x)= x® + x +1 alinmistir.

F’nin elemanlari: {[0], [1], [x], [1+x], [x+X? 1, [X? ], [1+X? ], [1+x+x? ] }'dir. Elemanlarin
carpimlari f(x) polinom modundadir. x® + x +1 = 0 (mod f(x)) oldugundan, x*= -x-1
= x+1(mod f(x))'dir (Zz'de 1=-1'dir).

Cismin elemanlari igin asx? + asx +ao gbsterimi kullanilirsa;

0=(000) x? = (100)
1=(001) x?+1= (101)
x=(010) X2+x= (110)

x+1=(011)  XP+x+1=(111)

olarak yazilabilir. a=x, F’'nin ilkel elemani ya da Uretecidir. Gergekte, bu cisim igin 1

disindaki 0 olmayan her eleman (x, x+1, X2, X2+1, X?+x, X?+x+1), cismin (retecidir.

t
Tanim 2.12den, «a” =a vyapan en kiglk pozitif tamsayr bulunur ve
2 -1
C(a)z{a,a",a" .ol } cekimler kimesi olusturulur. o=x olarak

belirlenmisti. Zz'nin karakteristigi 2 oldugundan p=2'dir.

o=x olduguna gore, cekimler kiimesi, C(x)z{x,xz,xzz,...,xz'fl} olarak
yazilabilir. Bu durumda;

X = X

X% = X

4_ 3 2 v 3 N

X" =x7 X =(x+1).x = x“+x’dir (x” = -x-1 = x+1 oldugundan).

X = 3% = (x+1)(x+1).x% = (E+2x+1). xX¥ = x* + X% = X® +x4x°
=2x2+x=xdir.

a”t == x” =x yapan en kiicik pozitif t sayisi 3’e esittir. Bu durumda cekimler

kiimesi;

C(X)={x,x2,x23_] }={x, xz,x4}: {a, az,a“}: C() dur.
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B=(101) alinsin ve mg(x) hesaplansin. En kl¢uk polinom igin, karisiklik olmamasi

amaciyla, x yerine y kullaniimistir. Teorem 2.8’den;

mﬂ(y)=5ICI(ﬂ()y—5)=(y—ﬂ)(y—ﬂ2)(y—ﬂ4)

dir. B8=p oldugundan;
=Blv-BNy-B*)=y> +(8+ 87+ 8*)y* +(887 + 5B8* + B> B* )y + BB B*

seklinde hesaplanir. Carpmayi kolaylastirmak icin, 0 olmayan her bir elemanin

gO6sterimi icin, o’nin kuvvetleri kullanilir. a=x igin,

x°=1=(001)

go
Il

a' =x'=x=(010)

a? = x2 = x° = (100)

a’=x>=x+1=(011) (x> + x +1 =0 ve x®= -x-1 = x+1 oldugundan)
at = x* = x% x = (x+1) x = x%+x = (110)

a’=x2. X% = (x+1) . x¥ = x% + x¥ = x+16x% = (111)

a®=x%=x3. x® = (x+1)(x+1) = x® +2x+1 = X®+1= (101)

a’ =x"=x3 .. x = (x+1)(x+1)x = x> +2x% +x = 2x+1= 1=0

dir. Ornegin, ol de x’e; yani, ae esittir.

a®=x2=x3. . %= (X% +2x+1) X = x* 42 + X2 = XP4+x+xP=x = o'

B= (101) = of oldugundan, p? = (@)% = a'? = & ve B* = (o®)* = o = o®tir.
GOraldigu gibi, Ustel aritmetikte mod, 8-1=7'dir ve o tarafindan olusturulan
déngusel grubun derecesidir (Bkz. Tanim 2.5).
B+pZ+pt=0+ 0o+ 0l

=(101)+(111)+(011)=(001)=1 ya da baska bir ifadeyle;

= (1) +0C+x+1)+(x+1)=1"dir.

B2+ B+ %= BB*+ BB+ B2 B* ‘U ol ifade edersek;
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=a®. o+l .o+ .o
=a''+o’+al
=o' + o + o bulunuyor. Degerler yerine konuldugunda,

=x%+x + X2 + x = 0 elde edilir.
BBp* = B’
B7 = BB = of . o . o
= (1+x9). (1+x%+x). (1+x)= 1 bulunur.
Bulunan degerler m(y) esitliginde yerine konulursa;
my() =y +(B+ B>+ 5 )y +(BB>+ BB + BB Jy+ BB
=y® +y® +y.0 +1°dir ve
mp(y)=y’ +y* +1

elde edilir ve ayni zamanda B* ve B¥nin en kiiciik polinomudur. o'nin en kiiciik

polinomu ise, ayni zamanda a? ve o*’{in en kiiciik polinomu olup;

My (=Y +y+1

dir. Bir bagka deyigle, a,02 ve o}, m,, (y) 'nin kokleridir.
B* icin kontrol edilsin.
B* = o® = x® = x+1= (011)'dir. Yani, B, bu kez (011)e esittir.

mﬂ(y)=§ICT([§)y—5)=(y—ﬁ)(y—ﬂ2)(y—ﬂ4) ve

-Bly-BNy-p4)=y> +(8+ 8>+ 8 )y>+ (88> + 88" + B> B* )y + BB B

esitligi degismeyecektir.
B = (011)=x+1 alinmisti. Bu durumda;

B? = (14x)% = x*+2x+1= x*+1 ve
B* = B2 B? = (P+1) . (P+1) = x* + 2x° +1 = x% + x + 1'dir.

B+pZ+pt=a+0f+0°
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= (011)+(101)+(111)
= (14X) + 0C+1)+( X% + x + 1) = 1’dir.
B2+ B+ %= BB*+ BB+ B2 B* ‘U ol ifade edersek;
=od.af+a’. o+ of.
=0+ o+ a'
=of + o+ o

=X +X+X°+x=0

elde edilir.
BR2p* = B’ hesaplanirsa;
B7 _ 55234 —od oo
= (14x) ( 1+x5). (1+x%+x). = 1 bulunur.
Dolayisiyla,

my(y) =y +(B+ 87+ B*)y> +(B87 + BB+ 2B )y + BB° B

=y’ + v +y.0 +1 ve
my(y)=y® +y* +1'dir.

B2 icin kontrol edilsin.

B% = 0® = x° = x® +x +1= (111)dir.
B = (@°)? = o’ = x+1 ve

B* = B2 B% = (x+1) .(x+1) = x® +1°dir.
B+P2+p*=a+ ol +al

= (111)+(011)+(101)
= (0 +x +1 )+(1+x) + (x*+1) = 1°dir.

B+ B+ B°= BB*+ BB+ BB U ol ifade edersek;
o'+ ot + o

=X+ X+ X+ X2 =0
elde edilir.

BB2p* = B’ hesaplanirsa;
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B” = Bp2p* = =1 bulunur.
(v=Bly=BNy=5)=y" +(B+ 5"+ B*)y> + (58> + BB* + B*B* )y + BB* B*
esitliginde degerler yerine konuldugunda, en ki¢uk polinom;
my(y)=y° +y* +1

olarak bulunur. Sonug olarak; B*, B ve B’nin en kiiciik polinomlari aynidir.

= o< = x* + x =(110) alindiginda, en kiiciik polinom nedir?

mﬂ(y)=5ICI(ﬂ()y—5)=(y—ﬂ)(y—ﬂ2)(y—ﬂ4)

(v=BNy=BNy-B)=y" +(B+ B>+ B*)y* + (88> + BB* + B** )y + BB* B°
esitliklerinden;

(45 + )= +a +a*)=(x* +x+x+27)=0

(88> + B* + BB )=(" +a® + & )=(x> + x+ 1+ x> +1+x+1)=1

pB*B* =a’ =1 ve en kiiglik polinom; m,(y)=y* + y +1'dir.

B = o= x2=(100) icin:

QB+,82 +,B4)=(012 +at +0{1)=(x2+x2 +x+x)=0
(,8,82+,8,B4+,82,84 )z(or6 +cr3+055)=(x2 +1+x+1+x2+x+1)=1

pp* B =a’ =1 ve en kiiglik polinom; m,(y)=y* + y +1'dir.

= o<'= x =(010) igin:

QB+,82 +,B4)=(051 +a’ +a’4)=(x+x2 +x2+x)=0
(,8,82+,8,B4+,82,84 )z(a3+a5 +0!6)=(x+1+x2+x+1+x2 +1)=1

pB*B* =a’ =1 ve en kiiglik polinom; m,(y)=y* + y +1'dir.

Bdylelikle cismin Ureteci a=x alindiginda, cisim elemanlarinin en Kkigik
fonksiyonlari bulunmustur. Daha sonra, a=1+x alinip, ayni islemler yapiimis ve

sonuglar Cizelge 2.4'te 6zetlenmistir.
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Cizelge 2.4. En kiictk polinomu f(x)=x> + x +1 alinan GF(2°) cismi

GF(2°) Cismi icin f(x)=x® + x +1 ve a=x alindiginda

B=(110) = X*+x= 0o’

B=(011) = x+1 = o®
[’5=111)=X2+X+1=0(.5 mﬁ(y):y3+y2+1
B=(101) = x*+1= 0’
B=(010) =x = o'
B=(100) = x* = of my(y)=y’ +y+1
B=(110) = X*+x= a*

GF(2°) Cismi icin f(x)=x® + x +1 ve a=1+x alindiginda
B=(011) =x+1 =o'
B=(101) = x*+1= a? my(y)=y’ +y> +1
B=(111) = X’+x+1 = o*
B=(100) = x* = o
B=(010) =x = o my(y)=y +y+1

F=GF (2% cismini olusturmak icin Cizel

ge 2.3’ten, bu kez, Z,de indirgenemez

kiibik polinom olarak f(x)= x3+x%+1 alinmis; a=x ve a=1+x Uretegleri icin, cisim
P

elemanlarinin en kii¢lk fonksiyonlari Cizelge 2.5’te 6zetlenmistir.

Cizelge 2.5. En kiiclk polinomu f(x)=x> + x* +1 alinan GF(2°) cismi

GF(2°) Cismi icin f(x)=x*

+ X° +1 ve a=x alindiginda

(010) =x = o’
(100) = x® = of?

(111) = x+x+1 = o

my(y)=y' +y* +1

=(110) = X*+x= o’

my(y)=y' +y+1

x* +1 ve a=1+x alindiginda

my(y)=y' +y’> +1

my(y)=y +y+1

f(x)= x> + xX* +1 ve f(x)=x® + x +1 indirgenemez polinomlarinda oldugu gibi, elde

edilen en kiglk polinomlar ayniysa, elemanlarin isimleri farkli olsa da bu iki cisim

izomorfik olarak adlandirilir (Vanstone and Oorschot,1989).
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Cizelge 2.4 ve Cizelge 2.5'ten yararlanarak, GF(2°%)‘tin elemanlari ve bunlarin en
klgUk polinomlari, asagidaki gibi listelenebilir.

GF(2%)’iin elemanlan  En kiiciik polinomlar

o, o, oc* my(3)=y 4y 41
o3, oc®, o< mﬁ(y)=y3+y+1
o/ =1 X+1
0 X

Bu en kiicilk polinomlarin her biri, x3-x'i bélmelidir ve derecelerinin toplami 8
olmalidir. GF(2%) icin, x8-x = x(x+1)(x3+x+1)(x*+x?+1)dir (Pless,1998).

Ornek 2.6. Cizelge 2.3'te , ikinci dereceden indirgenemez polinom, f(x)=x* + x +1
olarak verilmistir ve tektir. Bu kez F=GF(2?) cismi olusturulsun.

F = GF(2). f(x)=x® + X +1 € Z2[x] ve o=x cismin Uretecidir.

a®=x"=1=(01)
a'=x'=x=(10)

a? = X2 = x+1=(11)

a=x olduguna gore, Es. 2.4’teki gekimler kiimesi, C(x):{x,xz,xzz,...,xz'_' } olarak

yazilabilir. Bu durumda;

x* =(x+1).(x+1) = x2+2x+1=x+1+1=x"dir

a”t == x* =x yapan en kiiciik pozitif t sayisi 2’ye esittir ve cekimler kiimesi;
C(x)=fx.x*}=1a. @’ }=C(@) dr.

B =(10)= o' alinsin.

my(»= [[6-8)=0-Bly-B)=y>+y(8>+ )+ p°

seC(p)
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(8 + B)=(a® + @)= (x+1+x)=1

ve en kiiglik polinom, m,(y)=y* + y+1’dir.

B =(11)= o alinsin.
(82 + g)=la' +a*)=(x+x+1)=1

ve en kiiglik polinom, m,(y)=y* + y+1’dir.

2.5. Vektor Uzaylari

F sonlu bir cisim ve V bir kime olsun (F'nin elemanlari skalerler ve V’nin
elemanlari vektérler olarak adlandirilir). +, V tzerinde bir ikili islem olsun ve bir Av
elemani; A € F, veV’nin her ciftiyle iligkili bir skaler ¢arpim olarak adlandirlsin. V,

F Gzerinde bir vektdr uzay ise, asagidaki 6zellikleri saglar (http:/en.wikipedia.org

/wiki/Vector space):

V1 + iglemine gb6re kapall, birlesme 6zelligine sahip ve degismelidir. Birim
elemani 0’dir. Her bir ue V, toplamaya gbére —u tersine sahiptir. Hepsi igin A, u € F;
u, ve Vdir.

V2 Av e Vdir.

V3 A(U+V)=2Au+ AVdir.

V4 (A + ) u=Au + pudir.

V5 (Ap)u = A (nu)'dir.

V6 1u = u olacak sekilde 1, F’nin carpmaya goére birim elemanidir.

Onerme 2.2. F bir cisim, V de F’nin elemanlarinin biitin n-haneli/boyutlu (tuple)
kiimesi olsun. Toplama;

(U1, U2, ...y Up) + (V1,V2,...,Vn) = (U1+V1, ..., Up+Vy)

ve skaler ¢arpim;

A (u1, Uz, ..., Un) =(AU+, AUy, ..., AUp)
olarak tanimlandiginda, V, F Uizerinde bir vektér uzayidir.

X’in dogrusal bir birlesimi; A1,... A, € F olmak Uzere;

27



}\/1)(1 +... +}\/an
vektdrl bicimindedir.
X’i ayiran (span) kime, X'deki butin vektérlerin dogrusal birlesiminin
kimesidir.
V’nin bir alt uzayi, kendisi de bir vektér uzayi olan, V’nin bir alt kiimesidir.

e Tek bir x vektérinin dogrusal bir birlesimi, c’'nin bir skalerle ¢arpimindan
olusan bir vektérdir.

e Bir vektdr uzayi pek ¢ok alt kimeye sahiptir ve gogu alt uzay degildir.

e V, kendisinin bir alt uzayidir ve sadece 0 vektorini iceren kiime V’nin bir alt
uzayidir.

Onerme 2.3. Herhangi bir Xc V icin, <X> V’nin bir alt uzayidir.

k-boyutlu bir alt uzay, V,(F)'deki k tane dogrusal bagimsiz vektérle tanimlanir.
(Vanstone and Oorschot , 1989).

Onerme 2.4. Xdeki hicbir vektdr, digerlerinin dogrusal birlesimi olarak
yazilamiyorsa, X dogrusal bagimsizdir.

{o} vektorinl iceren bir kime dogrusal bagimsizdir.

V’nin bir temeli (basis), V’yi ayiran dogrusal bagimsiz bir kiimedir. Baska bir
deyisle, X dogrusal bagmsiz ve <X>=V ise, X Dbir temeldir
(http://www.mcs.vuw.ac.nz/courses/MATH314/2003T2/Notes/314 notes 2003 02

-pdf).

V, elemanlari sonlu sayida olan bir temele sahipse, sonlu boyutludur (finite

dimensional).

Ornek 2.7. V(3,3) g6z énline alinsin ve X={(0,1,1), (1,1,0)} olsun.

Burada <X>'i elde edebilmek icin, X'in bitlin dogrusal birlesimleri bulunmalidir.

0.(0,1,1) + 0(1,1,0) = (0,0,0)
0.(0,1,1) + 1(1,1,0) = (1,1,0)
0.(0,1,1) + 2(1,1,0) = (2,2,0)
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1.(0,1,1) + 0(1,1,0) = (0,1,1)
1.(0,1,1) + 1(1,1,0) = (1,2,1)
1.(0,1,1) + 2(1,1,0) = (2,0,1)
2.(0,1,1) + 0(1,1,0) = (0,2,2)
2.(0,1,1) + 1(1,1,0) = (1,0,2)
2.(0,1,1) + 2(1,1,0) = (2,1,2)

dir.
<X>={(0,0,0), (1,1,0), (2,2,0), (0,1,1), (1,2,1), (2,0,1), (0,2,2), (1,0,2), (2,1,2)}

kimesi, V(3,3)'Un bir alt uzayidir. Baska bir deyisle, bu kiime kendi basina bir
vektdr uzayidir. Ornegin, (2,2,0) + (1,2,1) = (0,1,1) € <X> ve ayni zamanda,
2(1,2,1)=(2,1,2) e <X>'dir. <X>, skaler carpima her zaman kapalidir.

Onerme 2.5. V sonlu boyutlu bir vektér uzayi, X ve Y de temeller ise, X ve Y ayni

sayida vektor igerir.
V(n,q) ve q bir asal kuvvet ise,

{(1,0,...,0), (0,1,...,0),...(0,0,...1)}, V(n,q) icin bir temeldir. Bu nedenle, V(n,q), n
boyutludur.

Bir vektér uzayi, pek cok temele sahiptir. Yukarida tanimlanan bunlarin en
uygunudur ve ¢cogunlukla V(n,q)’'nun standart temeli olarak adlandirilir (Vanstone
and Oorschot , 1989).

Onerme 2.6. V, k-boyutlu bir vektér uzayi olsun. V’deki vektérlerin bir X kiimesi,

yalniz ve yalniz, X dogrusal bagimsiz ve k vektére sahipse, bir temeldir.

2.5.1. Dogrudan carpim ayristirmasi

U bir vektdr uzayi ve V,Y c U alt uzaylar olsun. V ve Y, U’yu ayirir ve ue U, ve V ve

ye Y icin u=v+y‘nin toplamlari olarak ifade edilebilirse, U=V+Y yazilabilir.

VnY ={0} ise, V ve Y, Unun dogrudan toplam ayristirmasini belirler denir ve

U=V @ Y olarak gdsterilir (http://www.PlanethMath.org/DirectSum.html).

Onerme 2.7. U sonlu boyutlu olsun. V ve Y ancak ve ancak, V’nin vy,vs,...v, her
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temeli i¢in ve Y’nin y1,y»,...y, her temeli igin,

V1 5V2y---vmy y1 ,y2,---Yn

birlesmis listesi U'nun temeliyse; timleyendir (complement).

Her Vc U alt uzayi icin, V'nin dik tiimleyeni, V* tanimlanabilir.
V* = {ue U:(v,u) =0, her ueV icin }

Onerme 2.8. U sonlu boyutlu ve Vc U bir alt uzay olsun. Bu durumda, V ve dik

tiimleyeni V*, U'nun dogrudan carpim ayristirmasini belirler.

Teorem 2.9. V ve Y, sonlu boyutlu U vektdr uzayinin alt uzaylari olsun. Yalniz ve
yalniz, dimU=dimV+dimY ve VnY={0} ise, U = V @ Y'dir.

3. IKiLi KODLAR

Kod teorisi, bilgisayarlarin kullaniimaya baslamasiyla gelismistir. ik bilgisayarlar
buginkullerle karsilastirildiginda; guvenilirlikleri  disik, biyltk makineler
oldugundan, tek bir mekanik kanalda meydana gelebilecek bir hata, hesaplamanin
hatali olmasina neden olabilirdi. Sonrasinda, hatali kanallari  bulup
degistirebilmenin ydntemleri kesfedildi. R.W. Hamming (1950), Bell Laboratuarlari
icin caligirken, hatay! bulan makinenin, hatay! dizeltmesinin de mimkin olmasi
gerektiginden yola cikarak, bilgiyi sifrelemenin bir yolunu bulmus; bdylece,
bulunabilen hatanin duzeltilebilmesi de mimkin olmustur. Hamming'in
calismasina bagli olarak, Claude Shannon, kod teorisi igin teorik catiyi
gelistirmigtir.

Hata dizeltme kodlari ginimizde manyetik ve optik diskler; ses bantl modemler;
telsiz; fiber optik iletim sistemleri; uydu iletisimi gibi bircok sistemde genis 6lclide

kullaniimaktadir.

Bir haberlesme sistemi, Sekil 3.1’deki gibi ifade edilebilir. Gdndericiden aliciya
bilgi, “bit’ler olarak bilinen ikili kimelerle iletilir. Kaynaktan aliciya bitlerin gectigi
yol, kanal olarak adlandirilir. Kanaldayken bitler gurultiye maruz kalirsa hata
meydana gelir; yani, alinan bitlerin bazilarinin degeri, karsilik gelen iletilmis bitlerin
tam tersidir. Hata dizeltme kodlamasinin ortaya ¢ikmasinin sebebi, iletim
kanalinda gurdltiden kaynaklanan bozulmalardir (http://www _theory.dcs.st-
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and.ac.uk/~sal/school/CS2010/Lectures/forhtml/node3.html).

Alinan

Bllgl N Génderici Saylsallzgtmlm@ lletlm say]sal\ Alict N Bllgl
” ” kanali ~ >
. sinyal sinyal kullanicisi
mesaj X
Gurilti

Sekil 3.1. Haberlesme sistemi

Gonderici, sayisal kodlayicidir. Alici ise, kod ¢6zicudir; gdnderici tarafinda
hazirlanan kodlari, géndericinin tersi bir igslem yaparak ¢dzer ve mesaji tekrar

olusturur.

Aliciya iletilecek olan bilgi ikili dizende olmadidi icin, éncelikle géndericide bu
bilgilerin sayisallastirilip “kodlanmasi” gerekir. Alinan sinyal, alicida ikili dizende
hata dizeltmesine tabi tutulur, sonra da tekrar ikili dizenden “kod ¢dézme” islemi
gerceklestirilir. Bu sekilde bilgi, alici tarafina iletilmis olur.

Aksi belirtiimedikce, bloklarda iletilen bitlerin sabit uzunluklu oldugu varsayilimistir.
Bloga hicbir bit alinip, hicbir bit silinemez ve her zaman blok eslemesinin
(synchronization) oldugu varsayilir (Alici her zaman, blogun nerede baslayip
nerede bittigini bilir). Ornegin, ikili blok kodlar, mesajlarin ikili diizende ifade
edilecedi ve kodlarin n adet 0 ve 1’lerden olusan “kelimelerle” (ikili diizende
ifadelerle) gdsterilecedi anlamina gelmektedir.

Hata dizeltme kodlamalarinda bazi kabuller yapilmaktadir (Kus, 2002);

a. Kanal aracihgiyla géndericiden aliciya génderilen 0 ve 1’lerden olusan n
uzunlugundaki her kelime, géndericide yine 0 ve 1’lerden olusan n uzunlugundaki
kelime olarak alinacaktir (Bir bitin kanal boyunca kaybolma ihtimali sifir kabul
edilmektedir).

b. Bir bitte olusacak olan hata diger bitleri etkilemeyecektir. Yani her bir bitte hata

olusmasi birbirinden bagimsiz olarak gerceklesir.

c. Mesajin iletildigi ortam, ikili simetrik kanal davranigini gésterir.
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3.1. ikili Simetrik Kanal

“Simetrik kanal”, hatanin olugsma ihtimalinin gdnderilen karakterden bagimsiz
oldugu anlamina gelmektedir. Ayrica sifir hafizali bir kanaldir; hata olugsma
olasiligl, 6nceki bitte hata olusup olusmadigina bagh degildir. ikili simetrik kanal,
Sekil 3.2'de gOsteriimektedir (http://www-theory.dcs.st-and.ac.uk/~sal/school/
CS2010 /Lectures/forhtml/node3.html).

Ginderilen Alman
1-
0 P _» o0
p
P
1 : 3 1
1-p

Sekil 3.2. ikili simetrik kanal

p (£0.5) hata olasilikh bir ikili simetrik kanal, ikili verinin génderildigi bir kanaldir. 1-
p, iletimde hatanin olusmama ihtimali olup, “ikili simetrik kanalin guavenilirligi”
olarak tanimlanir. Buna gére, génderilen mesajdaki 0’in, alicida 0 olarak alinmasi
ihtimali (1- p=q), 1 olarak alinmasi ihtimali ise p’dir.

3.2 Ozel veya Kapisi (XOR gate)

Ozel veya kapisinda; giris uclar ayniyken (8rnegin; 00) cikis 0, giris uclari
farkliyken (6rnegin, 01) cikis 1'dir. Hesaplamalardaki formdld Q = (A & B)'dir.
Sekil 3.3’te, 6zel veya kapisinin semboll ve i¢ yapisi gorilmektedir (http:/www.
bilimveteknoloji.com/elektronik/elektronik/dijital/dijital_elektroniknik_7.htm).

OZEL VEYA KAPISI
g I -c Simgesi
A B Q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Sekil 3.3. Ozel veya kapisi

Sekil 3.3'ten; 090=0, 0®1=1, 1®0=1 ve 1®1=0'dir. Ozel veya kapisina gére, a @

b=c ise, a®c=b ve b®c =a’dir (http://www.cs.mu.0z.au/353/notes/node58.html).

Ayni uzunluktaki iki blogun bitlerinin toplami 6zel veya kapisi iglemiyle bulunur.
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Ornegin, iki blok (1100110) ve (1010101) olsun.

A=1100110
B=1010101

A®B=0110011

dir. Bundan sonra kod kelimeleri arasindaki toplama islemi s6z konusu oldugunda,
(+) islemi 6zel veya kapisi olarak kullanilacaktir. Genel olarak kod kelimeleri, iki

elemanli cisimde vektérler olarak degerlendirilirler.

3.3. Denklik (parity) Kavrami

Bir tamsayinin denkligi, ¢ift ya da tek olabilir ve sayisal bir dederle gdsterilebilir
(Arazi, 1988).

Tanim 3.1. Cift bir denklik; denklik 0 ve tek bir denklik; denklik 1 olarak adlandirilir
(Tek sayilar 1 denkligine, cift sayilar 0 denkligine sahiptir).

Bitlerin belli bir grubunun denkligi s6z konusu oldugunda, gruptaki 1 degerlerinin
sayisi denkligi gbsterir. (11001011) blogdu igin incelersek; érnedin, blogun ilk dort
elemaninin denkligi 0, son dort elemaninin denkligi 1’dir.

Temel sayilabilecek bir 6zellik; iki blogun toplaminin denkliginin, bunlarin
denklikleri toplamina egit olmasidir. A ve B iki blok ve C de toplamlari ise, bloklarin

denkliklerinin sirasiyla a,b ve ¢ olmasi varsayimiyla, ¢ = a+b’dir.

Verilen bir bit grubunun denkligi, mantik kapilari kullanilarak hesaplanabilir.
Ornegin, 7 girisli bir 6zel veya kapisinda; 6 girisin degeri 1 ise, cikis 0; 3 girisin
degeri 1 ise, ¢ikig 1’dir.

Ornegin, (11001011) blogu gdz dniine alinsin. Blogun denkligi 1’dir (1’lerin sayisi

5’tir) ve bu sonuca nasil ulasildigi Sekil 3.4'ten de gorilebilir.
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11 00 10 11

0 0 1 0

Sekil 3.4. (11001011) Blogunun ¢oklu 6zel veya kapisi

Sonug 3.1. k bitli bir blok, 0 denkligine sahip k+1 bitli bir bloga déndstdrilebilir: Bu
blogun denkligine esit bir bit bloga eklenirse; blok, k+1 bitli ve 0 denkligine sahip
bir blok olacaktir (Arazi,1988).

3.4. Blok Kodlari Kavrami

Bir kelime, sayilardan olusan bir diziyi gdsterdiginde (burada 0 ve 1’ler), érnegin
(01); bir kod kelimesi (codeword), sayilardan olusan daha uzun bir diziyi gésterir;
6rnegin (01010101) vb. gibi (www.southwestern.edu/~shelton/ REU02 /papers/

douglasc.doc)...

Bir blok kodu, ayni uzunlukta olup, kod kelimeleri olarak adlandirilan ikili bloklarin
birlesimi olarak tanimlanmistir. “ikili blok”, “ikili vektor”, ve “ikili kelime” terimleri,
kullanildiklari yere gbre, yer degistirebilirler. Cizelge 3.1’de belli bir kodun kod
kelimeleri listelenmistir (Arazi,1988).

Cizelge 3.1’deki kod, 0 denkligine sahip (Bkz. Tanim 3.1), 4 uzunlugundaki
bloklarin toplamindan olusur. Bu tir her bir blok bir kod kelimesidir ve kodda
toplam 8 kod kelimesi vardir. Bunlar, 3 uzunluklu olasi tim ikili bloklarin (bilgi
bitlerinin) secimiyle ve her bir bloga denklik bitinin eklenmesiyle olusturulmustur.

Cizelge 3.1. Bir koda ait kod kelimeleri

0000 1001
0011 1010
0101 1100
0110 1111

Bir blok kodundaki n uzunluklu her bir kod kelimesi, genel olarak k uzunluklu bir
bilgi vektdriiniin genisletiimesiyle olusturulur. Genigletme, degerleri bilgi bitlerinden
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hesaplanan denklik bitlerinin, bilgi vektoriine eklenmesiyle yapilir. Bu nedenle,
koddaki kod kelimelerinin sayisi, rastgele secilmis olasi k bitlerinin sayisiyla, 2% ile,
belirlenir (http://www-theory.dcs.st-and.ac.uk/~sal/school/CS2010/Lectures/forhtml

/node3.html).

Bir (n,k) blok kodu, her bir kod kelimesinin n uzunlugunda ve k tane bitin bilgi biti

oldugu (denklik biti sayisi bu ylzden n-k'dir) bir koddur.

Cizelge 3.1°deki kodda; k=3, n=4, kod kelimesi sayisi 2° tiir ve bu kod, bir (4,3)
blok kodudur.

3.5. Hamming Agirhigi

Hamming agirhdini tanimlamadan énce, dogrusal kod kavraminin, basit bir tanimi

verilecektir.

Tanim 3.2. Bir dogrusal kod, herhangi iki kod kelimesinin toplaminin, yine bir kod
kelimesi oldugu koddur (Arazi,1988).

Cizelge 3.1'deki kod, bu tanima gére dogrusal bir koddur. Ornegin; (0011) ve
(0101) kod kelimelerinin toplami olan (0110); kod kelimesi olup, koddaki 8 kod
kelimesinden biridir.

Tanim 3.3. Bir kod kelimesinin Hamming agirligi, 1 degerine sahip elemanlarinin

sayisidir (http://web.syr.edu/~rrosenqu/ecc/main. htm).

Ornegin, (010101) kod kelimesinin Hamming agirhgr 3'tir ve w(010101)=3
seklinde gosterilir.

3.6. Hamming Uzakhigi

Tanim 3.4. Ayni uzunluktaki iki kod kelimesi arasindaki Hamming uzaklig, bitlerde

farkli olan rakamlarin sayisidir.

Uzaklik fonksiyonu d(x,y);d(x,y)= x ve y arasindaki uzaklik olarak tanimlanirsa;
uzakhk fonksiyonu, kod kelimeleri kiimesi Uzerinde metriktir ve asagidaki kosullari
saglar (Vanstone and Oorschot, 1989):

d(x,y) = 0 ve d(x,y) =0 < x=y
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d(x,y) = d(y,x)
d(x,y) <d(x,y) + d(y,z)
Ornegin, d(0,1)=1, d(001, 011)=1, d(000, 111)=3, d(111,111)=0"dr.

A ve B iki kod kelimesi ve C de toplamlari ise, A ve B’nin farkli rakamlara sahip
olduklari bitlerde, C, 1 degerine sahip olacaktir. Bu durumda C’deki 1 elemani, A
ve B arasindaki Hamming uzakhigidir. Ote yandan bu sayi, C’nin Hamming

agirhigidir.

Sonu¢ 3.2. iki kod kelimesinin toplaminin Hamming agirh@i, bu iki kelime

arasindaki Hamming uzakhgidir (Arazi,1988).

Ornegin (1010111) ve (1111010) kelimelerinin ikisinin de Hamming agirhgi 5;
Hamming uzakh@r d(1010111,1111010)=4'tGr. Bu iki kelimenin toplami olan
(0101101) kelimesinin Hamming agirhidr 4 olup, iki kelime arasindaki Hamming

uzakhgina esittir.

Bir kodun en kisa uzakldi ise, farkl kod kelimeleri arasindaki bittin uzakliklarin en

kisasidir: C'nin en kisa uzakhgi, d= min { d(x,y) | x, y € C }dir.

k uzunlugundaki olasi tim 2K vektorlerinden olusan (k,k) kodunun, en kisa
Hamming uzakhdr 1 oldugunda, en kisa Hamming uzakligini artirmak igin bu
vektdrlerin her birine denklik bitleri eklenebilir. Bu denklik bitleri rastgele bitlerden
hesaplanir. Kod kelime sayisini sabit tutarak, en kisa Hamming uzakhgini artirmak

mumkanddr. Bu sireg Cizelge 3.2'de gosterilmektedir (Arazi,1988).

Cizelge 3.2. Denklik bitleri eklenerek en kisa Hamming uzakhiginin artirilmasi

Siitun (a) Siitun (b)) Siitun (c¢)
0000 1000 00000 10001 0000000 1000110
0001 1001 00011 10010 0001101 1001011
0010 1010 00101 10100 0010111 1010001
0011 1011 00110 10111 0011010 1011100
0100 1100 01001 11000 0100011 1100101
0101 1101 01010 11011 0101110 1101000
0110 1110 01100 11101 0110100 1110010
0111 1111 01111 11110 0111001 1111111
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Cizelge 3.2'nin (a) sOtunu, 4 bitlik yapilar listeler. Buradaki en kisa Hamming
uzakligi 1’dir. (b) sdtunu, kod kelimelerini 0 denklikli (Bkz. Bél. 3.3) yapacak
sekilde yeni bir denklik biti eklenmesiyle elde edilmistir. Buradaki en kisa Hamming
uzakligi 2°dir. (c) sttunu, ilk kodun kelimelerine, 3 denklik bitinin eklenmesiyle elde

edilmistir. Buradaki en kisa Hamming uzakhgi,d, 3’tlr.

3.7. Bir Kodun Hata Bulma ve Duzeltme Kapasitesi

A=(10110011) gdnderilen bir vektér olsun. Aliciya gelene kadar hataya maruz
kalan vektérin hata yapisi E=(11001001) ve B vektért, A+E=(01111010)’dir. A’da
olusan hata sayisi ve E'nin Hamming agirhigr 4’tir. Bu sayl ayni zamanda, A ve B

arasindaki Hamming uzakhgidir.

Genel olarak, gbénderilen ve alinan vektérler arasindaki Hamming uzakliginin, hata

yapisinin Hamming agirhdi oldugu séylenir (Arazi,1988).

Tanim 3.5. Bir C blok kodu; her bir ¢ kelimesi, en az 1, en ¢ok t sembolliin

degistiriimesiyle c’den elde edilen ¢’icin; ¢’ kod kelimesi degilse, t hata bulur.

Onerme 3.1. Bir kod, ancak ve ancak en kisa uzakligi t'den bilylikse t hata bulur
(http://www-theory.dcs.st-and.ac.uk/~sal/school/CS2010/Lectures/forhtml/node3.
html).

Tanim 3.6. Bir kodun hata diizeltme kapasitesi, alicinin orijinal mesaji dizeltme
olasihgdi oldugu durumlarda, iletilen kod kelimesinde meydana gelebilecek en fazla

hata sayisidir.
Sonug 3.3. Bir kodun hata dizeltme kapasitesi, [ (d-1)/2] ‘dir (Arazi,1988).

Teorem 3.1. Bir C kodu, yalniz ve yalniz, d(C) > 2t+1 ise, t hata-diizeltme kodudur
(Vanstone and Oorschot, 1989).

3.8. Dogrusal Kodlar

Bir kodun matematiksel bir yapiya sahip olmasi gerekmez. Uygulamada, kodlama
ve ¢6zmeyi olanakh kilmak icin kodlar kullanildiginda, pek ¢cok matematiksel yap!

g6z énlne alinir.

g, bir asal sayinin kuvveti ise, q sembolli bir kimeden, {0,1,...,g-1}, n uzunluklu
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tim kelimelerin kiimesi, V(n,q) vektdr uzayi olarak degerlendirilebilir. Bu ylzden,
bu sembolleri kullanan n uzunlugundaki bir kod, V(n,q)’nun alt kimesidir.

Batin kod kelimelerinin kiimesi bir V(n,q)’'nun alt uzayini olusturuyorsa ve kod
kelimeleri farkliysa, GF(q) Gzerindeki bdyle bir kod, dogrusal koddur.

Tanim 3.7. Bir C blok kodu, a) 0’lardan olusan kelime C’'de ve b) v ve w, v,weC
olmak Uzere, v+weC ise dogrusal bir koddur (http://www-theory.dcs.st-
and.ac.uk/~sal/school/CS2010/Lectures/ forhtml/node3. html).

Teorem 3.2. Bir dogrusal kodun uzakhgi, 0 olmayan kod kelimelerinin agirhigina
esittir.

Bir dogrusal kodun parametreleri: Dogrusal kodlar, n uzunluguna (bir kod
kelimesindeki hane sayisi), d uzakligina ve k boyutuna sahiptir. Bu parametrelere
sahip bir dogrusal kod, (n,k,d) dogrusal kodu olarak gésterilir (Pretzel,1992).

V(n,q) vektdr uzayi, q" vektdrltdir. k boyutlu bir alt uzay ise g* vektdre sahiptir
(http://www.mcs.vuw.ac.nz/courses/MATH314/2003T2/Notes/314 notes2003 04.

pdf).

Tanim 3.8. F Uzerindeki bir dogrusal (n,k,d) kodu, V,(F)=V(n,q)’nun k-boyutlu bir
alt uzayidir.

Tanim 3.9. veV,(F) vektérinin Hamming agirligi, w(v), vdeki 0 olmayan

koordinatlarin sayisidir.
Tanim 3.10. Bir (n,k,d) C kodunun Hamming agirhigi,
w( C )=min {w(x): x € C, x0}’dlr.
Ornek 3.1. Sy ={(0000),(1000),(0100),(1100)}
S, ={(0000),(1100),(0011),(1111)}

Kimelerinin ikisi de, V4(Z2)'nin 2-boyutlu alt uzayidir. Sy’in agirhgr ve uzakhgi 1,

Sz'nin agirligr ve uzakligr 2’dir.

Teorem 3.3. d, bir (nk,d) kodunun wuzakhdH olsun. Bu durumda d;
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d= min w(x)dir (Hedeyat, Sloane; and Stufken,1999).

we C,x#0

3.8.1. Uretec matrisleri

Bir (n,k,d) dogrusal kodu, U.M.ne gére tanimlanabilir.

Tanim 3.11. Bir (n,k) kodu icin G U.M.,, satirlarn C icin temel (Bkz.Onerme 2.4.)
olarak secilen vektérlerden olugsan kxn boyutlu bir matristir (http:/www-
theory.dcs.st-and.ac.uk/~sal/school/CS2010/Lectures/forhtml/node3.html).

Urete¢ matrisi G,
G=[1, A] (3.1)

olarak tanimlanir ve ranki k'dir. Burada, Ik, kxk birim matris ve A, kx(n-k) boyutlu
bir matristir. Bdylelikle bilgi bitleri, bir kod kelimesinin ilk k elemaninda
gorunecektir. Boyle bir G matrisi, standart bicimde olarak adlandirilir. Bir dogrusal
kod, pek cok temele (hepsi ayni bilyiikliikte) ve pek cok U.M.ne sahip olabilir.
U.M.nin 6nemli ézelliklerinden biri de kodun en az Hamming agirhginin, G U.M.nin

satirlarinin agirligindan bulunabilmesidir.

Tanim 3.12. F cismi Gizerindeki (n,k,d) C ve C kodlari; eger, C ve C’icin G ve G’

U.M.leri varsa ve nxn P permiitasyon matrisi oldugunda, G" =GP ise, esit kodlardir
(Pless,1998).

Ornegin, (4,2) kodu igin, v = [1000] ve v, = [0110] temel vektdrler olsun. U.M. bu
vektdrlerden olusacagindan, bu érnek icin U.M.;

1 000
G=[I, Al=
01 1 0],

dir.

3.8.2. Denklik kontrol matrisleri

Bir dogrusal kodu tanimlamanin secenek bir yolu, D.K.M.ni vermektir. D.K.M,
satirlari dik uzayi koda ayiran, (n-k)xn boyutlu bir matristir ve en kisa uzakligin

hesaplanmasinda kullanilabilir  (http:/www-theory.dcs.st-and.ac.uk/~sal/school
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/CS2010/Lectures/forntml/node3.html).

Tanim 3.13. Bir C kodu igin, ve C olmak (zere, Bir H matrisi, yalniz ve yalniz
vH = 0 ise, bir D.K.M.’dir.

G, Cicin U.M. ve H de C icin D.K.M. ise, G’nin satirlari kod kelimeleri oldugundan,
G.H=0'dr.

Onerme 3.2. G=[ Ik A ] ise, buna karsilik gelen D.K.M n-kxn boyutlu; H= [-AT

In-k I'dir. H’nin ranki n-kK’dir (Macwilliams and Sloane,1977).

{00000,11111} kod kelimelerine sahip kod i¢in D.K.M,

=

Il
—
[— I
[— IR )
[ —
el —

dir.
3.8.3. Bir kodun duali

C, F cismi tizerinde bir (n,k,d) kodu ise, C'nin C*(C dual) dik tamleyeni; C*= { x

€ Vp(F): x.y =0 bitiiny e C igin }’dir. Bunun anlami, C*’in C'deki her vektdre dik,

F Gzerindeki n-haneli kiime oldugudur.

Tanim 3.14. x = (X1,X2,...,Xn) V€ Y = (Y1,Y2,..-,¥n) Vn(F)’de vektdrler olsun. x ve y’nin

icsel carpimi;
X°y=ixi Yi
dir ve toplamlar F Gzerinden hesaplanir (Vanstone and Oorschot , 1989).
icsel carpim degismelidir (commutative).
1.x,y,z € Vu(F), (X+y)z = x.z+y.z

2.x,y € Vy(F) ve A e F, (A.X)y = A(X.y)
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3. x.y =0 ise, x ve y, birbirine diktir denir.

Teorem 3.4. C, bir (n,k,d) dogrusal kodu olsun. Bu durumda; n uzunluguna, n-k
boyutuna ve bazi d* (C’nin dual uzakhdi) sayilari icin d*en kisa uzakhigina sahip

a) C* dual kodu; bir (n,n-k, d*) kodudur.
b) Cicin U.M., Cticin D.K.M.dir. C icin bir D.K.M., Cticin bir U.M.dir.

c) (Ct)t = dir (Hedeyat et al.,1999).

Sonu¢ 3.4. G=[lx A], C icin UM. ise, H = [-AT .« ] da C’in uretecidir
(Pless,1998).

3.8.3.1. Self-dual kodlar
Bir C kodu, C*=C ise, self-dual-duali kendisine esit-bir koddur.

a) Bir kodun duali kendisiyse, kelime uzunluklarinin gift olmasi gerekir.

b) Duali kendisine esit bir kodun batin kelimeleri ¢ift agirhiktadir ve bGatin
agirliklar 4 ile béltnebiliyorsa, n, 8’in ¢carpanidir.

c) Duali kendisine esit kodlar, (n, n/2) dogrusal kodlaridir (Sloane and
Thompson,1983).

Onerme 3.3. Herhangi bir (2k, k, d) self-dual kodu icin, G=[ Ix A ] ile olusturulan ve
d agirlikh bir satir iceren, denk bir C kodu vardir (Bilous and Rees,2003).

3.8.4. Kodlama Sinirlari

Bir (n,A,d) kodu, d uzunluguna sahip, A tane kod kelimesi iceren n uzunlugunda
bir koddur.

Uc parametreli bu kodlarin, hangisinin daha iyi olduguna iki degisken sabitken
karar verilebilir. n ve d sabit, A degisebilir olsun. Bir (n,As,d) kodu, (n,Az,d)
kodundan yalniz ve yalniz A1>A; ise iyidir.

Bir (n,k,d) ikili kodu, (n,2%d) kodudur (http://www.mcs.vuw.ac.nz/courses/
MATH314/ 2003T2/Notes/314 notes2003 03.pdf).
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Teorem 3.5. (Hamming ya da klre-paketi siniri) Bir g-dizini (n, A, 2t+1) kodu,

A((ZJJF (q- 1)(’11j+...+ (g-1) (’:D <q"’yi saglar.

Bir (n,A,2t+1) kodu igin;

A< q ya da bagka bir deyigle;

i=0

> (“j <ok (3.3)

dir (Nguyen,1997).

Hamming siniri, verilen bir n uzunluklu, 2t+1 uzakhkli kodda, kod kelimelerinin

sayisl icin bir Gst sinirdir.
Ornek 3.2. d=3, n=7 olan en biyik dogrusal C kodu nedir?
d=2t+1, t=1"dir. Hamming siniri;

7 7
72—7=§—3 ‘dir. C dogrusalsa, |C|, 2'nin kuvveti olmalidir. |C|<2*tur
+

ve bu nedenle, kodun boyutu 4’ten kicUk ya da esittir.

C|<

Teorem 3.6. (Griesmer Sinin) C, GF(q) Uzerinde bir [n,k,d] koduysa,
k-1
n>> {il-‘ (3.4)
i=0 |

dir. Griesmer siniri, verilen bir n,k,d igin alt sinirdir.

Hamming kodlarinin dualleri, Griesmer sinirini saglayan kodlar ailesindendir
(Gulliver and Bhargava,2000).

Teorem 3.7. (Singleton sinirt) n-k > d-1’dir.
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Teorem 3.8. (Varshamov-Gilbert Sinir1). Asagidaki esitsizligi saglayan en kisa d
uzaklikli, en fazla r denklik bitli, n uzunluklu, 2 elemanl bir cisim tzerinde dogrusal
bir kod vardir (MacWilliams and Sloane,1977).

Y (“TIJ o 3.5
i=0 1

3.8.4.1. Mikemmel kodlar
Bir g-dizini (n,A,2t+1) kodu, Hamming sinirini (Es. 3.3) saglarsa, mikemmeldir.

Teorem 3.9. MUkemmel bir t-hata duzeltme ikili (n,k) kodunun var olabilmesi igin;

n,k ve t sayilarinin asagidaki esitligi saglamasi gerekir.

(-

i) d=1 ise, t=0'dir ve bir (n,A,1) ikili kodu, 2" /(’3):2" kod kelimesine sahip
olacaktir.

i) n=2t+1 ve d=2t+1 olsun. Bu parametrelere sahip mikemmel bir kodun

21+1
kod kelimesi sayisi, A = 2 ‘dir.

(2t+1j (2t+1j
ot
0 t

2t +1 2t +1
Burada, ( (:- J+...+( t+ J=22‘ 'dir. Bu durumda, A=2’dir ve bu tir kodlar vardir

(http://www.mcs.vuw.ac.nz/courses/MATH314/2003T2/Notes/314 notes2003 08.
pdf).

Ornegin, {000...0,111...1} bir {2t+1, 2, 2t+1} kodudur. Bu tiir kodlar dnemsiz (trivial)

muiukemmel kodlar olarak adlandirilirlar.

3.9. Hamming Kodlari

Teorem 3.1°den, bir kodun tek hata dizeltebilmesi i¢in en kisa uzakhgdinin 3 olmasi

gerektigi bilinmektedir. Buna gore,

a) D.K.M.nin higbir satiri 0 olmamali,
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b) D.K.M.nin higbir iki satirinin toplami 0 olmamalidir (http:/www-
theory.dcs.st-and.ac.uk/~sal/ school /CS2010/Lectures/forhtml/node3.html).

ikili bir H, Hamming kodu, n=2"-1 uzunlugunda (r >2); siitunlari r uzunluklu sifir
olmayan ikili vektorlerden olusan H D.K.M.li dogrusal bir (n=2"-1,k=2"-r-1,d=3)
kodudur. Hamming kodlari mikemmel (perfect) tek hata-dizeltme kodlaridir
(http://www.mathworld.wolfram.com/HammingCode.html).

Hata dlzeltme kodlamalarinda, kod Uretiminde kullanilan D.K.M., (n-k)xn

boyutlarina sahiptir (Bkz. Onerme 3.2). Bu matrisin dogrusal bagimsiziik sartini
saglamasi icin, n — k uzunlugunda n adet sttunundan hi¢ birinin sifirdan
olusmamasi gerekir. n - k uzunlugunda olabilecek en fazla siitun sayisi = 2",
sifirdan farkli olanlari ise 2™*—1’dir. Matrisin siitun sayisi icin asagidaki esitligi

yazmak mumkunddar.
n<2mk 1 (3.6)

n=2"k_1 esitligini saglayan kodlara Hamming Kodu veya ideal kodlar (perfect
codes) denilmektedir Hamming kodu igin n=2"* -1 esitligi gdz 6niinde tutulursa,
(n,k) icin (3,1), (7.,4), (15,11),(31,26) gibi degerler kullanilabilir (Kug,2002).

Ornegin, r=2 icin, H(3,1) kodunun D.K.M;

101
H{o 1 J 3.7)

ve Onerme 3.2.'den, G U.M.;
G=[1 1 1] (3.8)
dir.

Bir tane denklik biti eklemek kosuluyla, (n=2'-1, k=2"-r-1, d=3) mikemmel kodu,
(n=2", 2"-r-1, 4) genisletilmis mikemmel kodu Uretir (Nguyen,1997).

3.9.1. Hamming kodlarinin olusturulmasi
Bir Hamming kodunu olusturmanin yolu; bilgi bitlerinden hesaplanan n-k tane

denklik bitini, bilgi vektérine ekleyerek; k uzunlugundaki bilgi vektérand, n

uzunlugundaki kod kelimesine dénustirmektir.
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k uzunlugundaki bilgi vektéri abcd ve n-k tane denklik biti p0,p1,p2 ile
gosterilmigti. Hamming (1950), bilgi vektérinden kod kelimesine ulasiimasini
denklik kontrolli olarak adlandirmig ve ilk denklik kontrolinin en saginda bir olan
noktalari kullanacagini belirtmistir (1,3,5,7..). Ayni sekilde, ikinci denklik kontrol,
sagdan ikinci 1’lere sahip noktalar (2,3,6,7..) ve 3. denklik kontroll de 4,5,6,7,...

noktalarini kullanmalidir.

(0011) bilgi vektdrt alinsin. Bilgi bitlerinin pozisyonu 3,5,6,7°dir.
0 0 1 1

1,3,5,7 pozisyonlar tzerindeki ilk denklik kontrold; 0+0+1 = 1 (mod2) oldugundan;

1, 1. pozisyona yerlesir.

1 0 0 1 1

2,3,6,7 Uzerindeki ikinci denklik kontrolt, 0+1+1 = 0 (mod2). Bdylece 0, ikinci

pozisyona yerlesir.

1 0 0 0 1 1

Son kontrol, 4,5,6,7 Uizerindedir ve 0+1+1 = 0 (mod2)’dir ve kodlanan kod kelimesi,

1 0 0 0 0 1 1
olarak bulunur.
Bu durumda, denklik bitleri agagidaki n-k=7-4=3 esitlikten yararlanarak elde edlilir.

p2+b+c+d=0=p2=b+c+d
pl+a+c+d=0=pl=a+c+d (3.9)
p0+a+b+d=0=p0=a+b+d

Bu esitliklerden yararlanarak olusturulan Hamming(7,4) ya da Hj Cizelge 3.3’te
gbsterilmektedir.

Cizelge 3.3ten (1100) bilgi vektérinin alindigi varsayilsin. Bu durumda,

a=1,b=1,c=0 ve d=0’dir. Bu degerler Es. 3.9’da yerine konulursa;
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P2+1+0+0=1=p2=1
pl+1+0+0=1=pl=1 (3.10)

pPO+1+1+0=0=p0=0

bulunur. Kod kelimesi p0 p1 a p2 b ¢ d sirasiyla yerlestirildiginde, elde edilen
(0111100) kod kelimesi Cizelge 3.3’'te bulunmaktadir.

Cizelge 3.3. Hamming (7,4) kodunun olusturulmasi

Ikilik sistem Hamming(7,4)

Ondalik sistem Bilgi bitleri pOp1ap2bcd

(abcd) 1234567
0 0000 0000000
1 0001 1101001
2 0010 0101010
3 0011 1000011
4 0100 1001100
5 0101 0100101
6 0110 1100110
7 0111 0001111
8 1000 1110000
9 1001 0011001
10 1010 1011010
11 1011 0110011
12 1100 0111100
13 1101 1010101
14 1110 0010110
15 1111 1111111

Gizelge 3.3’te gosterilen H(7,4) kodunun D.K.M. asagida gdsterildigi gibidir:

0001111
H=(0 1 10 0 1 1 (3.11)
1010101

3.10. D6ngusel Kodlar
GF(q) Gzerindeki dogrusal bir koda;

(005 C1 e an-Zan-1)

kod kelimesi iken,

(C1 5025 e an-1 JCO)
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de kod kelimesiyse, déngusel kod denir (Hedeyat et al.,1999).

Bir kod, temel olarak bir kod kelimeleri kimesidir. Kodun tiriine bagli olarak, bir
kod kelimesi bir vektdér ya da polinom olarak yorumlanabilir. Bilindigi gibi, dogrusal
bir kod D.K.M. ya da U.M. ile tanimlanabilir. Bir kod, elemanlarinin déngiisel
degisimleri (cyclic shifts) yine bir kod kelimesi ise dénglsel olarak adlandirilir ve
Uretec polinomu ya da denklik kontrol polinomuna gére tanimlanir. Dénguasel bir
kod, ayni zamanda dogrusaldir.

Déngusel kodlar sonlu cisimler Gzerindeki polinomlara dayanirlar ve basit kodlama
islemleri, halka teorisi yardimiyla yapilabilir (Pretzel,1992).

Teorem 3.10. g(x), ancak ve ancak x"-1'i bolerse, n uzunluklu bir déngiisel kod

icin Uretec polinomudur (ikili déngtsel kodlar s6z konusu oldugunda n tektir).

Teorem 3.11. Ddngusel bir (n,k,d) kodu igin g(x) Urete¢ polinomu, her zaman
asagidaki dzelliklere sahip olacak sekilde secilebilir.

a) g(x)’in derecesi n-k'dir
b) Bastaki gn.«'nin katsayisi 1’dir.
c) 9(x), GF(q) tzerinde x"-1’i boler.

Bltin kelimelerin  kiimesi a(x)g(x) polinomlarindan vyararlanilarak g&sterilir.
Buradaki a(x), katsayilar GF(q)’dan olan butlin polinomlardir ve dereceleri k-1’i

gecmez.
Bu 6zelliklere sahip tek bir trete¢ polinomu vardir (Hedeyat et al.,1999).
Ureteg vektdriniin;
g=(1110100) (3.12)

oldugu varsayilsin. Bu durumda U.M. asagidaki gibi olusturulur.
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1 1 1 0 1 0 0 SoHEIXAEX 43X X +gsx +gex”
=0 1 1 1 0 1 0 |—» gxteptgx+omx’+ex+zx +gsx’

0 0 1 1 1 0 1 | gx’+gex+eotax+omx’+ex+ax’

Teorem 3.12. C, g(x) Urete¢ polinomlu bir ikili ddnglsel kodsa,
g(x) h(x)=x" -1 (3.13)

esitligini saglar. h(x) polinomu, C’nin denklik kontrol polinomu olarak adlandirilir
(Pretzel, 1992).
Bir kod dénguselse, duali de dénguseldir.

Teorem 3.13. C, GF(q) Uzerinde n uzunluklu ddénguisel bir kodsa ve Ureteg

polinomu da g(x) ise; Ctde déngiseldir ve Es. 3.14'teki Uretec polinomuna

sahiptir.

X"/ g(x) (3.14)
Burada,

g(x) =x"“® g(x™) (3.15)

g(x)’e karsilik gelen (reciprocal) polinomdur (Hedeyat et. al.,1999).

Es.3.12'de verilen g (ireteg polinomunun, g(x)=1+x+x?+x*, karsilik gelen polinomu;
Es.3.15'ten; 1+x%+x3+x* olarak bulunur. Bu durumda dual kodun iirete¢ polinomu
da Es. 3.14’ten,

x' =1

— =1+x" +x’
1+x°+x” +Xx

4
dir.

3.11. Agirhik Dagilimlari ve Agirlik Sayilari
Tanim 3.15. C bir (n,k,d) kodu ve A;, C’de i agirlkli kod kelimelerinin sayisi ise,

n+1 haneli (Ag,As,...,An) vektdrl, Cnin agirhk dagilimi olarak adlandirilir. Ay her
zaman 1’e esittir (Vanstone and Oorschot,1989).

C’nin agirhk sayilari (enumerators) ise,
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W (x,y)= > A x"y! (3.16)
i=0
dir. Bu, derecesi kodun uzunluguna esit, homojen bir polinomdur.

Uzakhgi d olan herhangi bir dogrusal kod igin,

> A;=nve

i=0

A,=1

A; =0, 1<i<d-1 igin
dir (Vanstone and Oorschot,1989).
Kod dogrusalsa, dual kodun agirlik sayilari igin, Teorem 3.14’teki formul kullanihr.

Teorem 3.14. Bir (n,k,d) dogrusal C kodu igin,
1
WCJ. (X9Y)=EWC(X+y’X_Y) (3.17)

dir (Hedeyat et al.,1999).
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4. DIKEY DiZIMLER VE KODLAR

Simetrik ¢ok etkenliler igin, kesirli cok etkenli tasarimlar, dikey dizimlerle yakindan
iliskilidir. Elemanlari g sembolll bir kimeye ait, kxN boyutlu B matrisi; B’nin her bir
txN alt matrisinde, her bir tx1 g sembolll situn vektdri esit sayida gérinlyorsa; k

etkenli, N denemeli, g sembolll ve t giglu bir dikey dizimdir.

k etkenli bir dikey dizimin k satiri tanimlanirsa; dikey dizimin stunlari, N denemeli
bir g* cok etkenlisinin denemelerini olusturur (Dey, 1985).

Tanim 4.1. Bir dikey dizimin denemeleri farkliysa, basit (simple) olarak adlandirilir.

Tanim 4.2. q bir asal kuvvet olsun. Dizeyleri GF(q)’da olan bir OA(N,n,q,t) dikey
dizimi basitse ve GF(q)’dan alinan n-haneli N denemesi, GF(q) Gzerinde bir vektdr

uzay! olusturuyorsa, dogrusaldir.
Dogrusal dikey dizimler, dikey dizimlerin sahip olmadigi 2 avantaja sahiptir:

i) Basit bir tanima sahiptirler: Satirlarindan olusturulan vektér uzayi igin bir
temel vermek yeterlidir. Bu temel genellikle, satirlari temel olan kxn boyutlu
U.M. (Bkz. Es. 3.1) biciminde verilir.

i) ug,Uz,...,ux U.M.nin satirlari oldugunda, dogrusal birlesimlerin bitiin

kimesi,
C1,...,Ck eGF(q) Cq1U1,...,CkUxk
dikey dizimin denemelerini olusturur.

Bir dikey dizim dogrusalsa, dogrusal bir hata dizeltme kodundaki kod kelimelerini

denemelerin birlesimi olarak degerlendirmek mimkindur (Hedeyat et al,1999).

Teorem 4.1. Bir kodla iligkili dikey dizim, yalniz ve yalniz kod dogrusalsa,
dogrusaldir.

Teorem 4.2. C, GF(q) lzerinde d*dual uzaklikli bir (n,k,d) dogrusal kodu ise,
C'nin kod kelimeleri, elemanlari GF(g)’dan olan bir OA(N=g*n,q,d* -1) dikey

diziminin satirlarini olusturur. Sonu¢ olarak, GF(q) Uzerindeki dogrusal bir

OA(N=g*,n,g,tynin satirlar;, d* >t+1 dual uzaklikli bir (nk,d') kodu olusturur.
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Dikey dizimin glicii tise, d' =t+1dir (Brouwer et al.,2003; Hedeyat et al.,1999).

Kodlar ve dikey dizimler arasindaki iliski asagidaki climleyle 6zetlenebilir: lyi bir
hata dizeltme kodu, birbirlerinden uzakliklari mimkin oldugunca biyUk olan,
verilen uzunluktaki vektérlerin biyiik bir kiimesidir. lyi bir dikey dizim, dual uzakhg
mumkdn oldugunca blylk olan, verilen uzunluktaki vektérlerin kligtk bir kiimesidir
(Pless 1998,Hedeyat et al.,1999).
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5. KESIRLI COK ETKENLi TASARIMLAR VE KODLAR

Dikey dizimlerle kesirli gok etkenli tasarimlar ve dikey dizimlerle kodlar arasindaki
iligki bilinmektedir. Kesirli cok etkenli tasarimlarla kodlar arasinda iligki oldugunu
disindldren calisma, Franklin(1984)'in en az sapma ve optimal moment
tasarimlarina iliskin makalesidir. Burada, bir p"™ tasarimi igcin; m=3 ve n [4-7]
arasinda oldugunda, asagidaki tam U.M. o&nerilmistir. Ancak U.M. olarak
adlandiriimasina kargin, H(7,4) Hamming kodunun D.K.M.ne esittir (Bkz.Es. 3.11).

1 001011
0101101
0011110

Hamming kodlarinin incelenmesi sirasinda (Bkz. B6lim 3.9.1), n-k tane denklik
bitinin, kesirli cok etkenli tasarimlari olustururken kullandigimiz ek etkenler ve k
tane bilgi bitinin de temel etkenler olarak disiinllebilecedi gérilmuistir. Onerme
3.2den D.K.M.nin boyutunun (n-k)xn oldugu bilinmektedir. Bu durumda, kodu

olusturan n-k esitligin katsayilarini veren bu matris; kesirli cok etkenli tasarimlar
s6z konusu oldugunda, tasarimin tanimlayici bagintilarini gésteren matris olarak

disundlebilir.

Rao(1946), N denemeli, k etkenli, g sembolli ve (t+m+1) gicli bir dikey dizimin, m
etkilesime kadar tim etkilesimlerin dik olarak tahmin edilebildigi (daha fazla etkenli
etkilesimlerin sifir oldugu varsayimi altinda) bir kesirli ¢cok etkenli tasarima esit
oldugunu kanitlamigtir. Bu nedenle, 2 gugcli bir dikey dizim simetrik ¢ok etkenliler
icin dik ana-etki tasarimlarina; 3 guclu bir dikey dizim G-IV tasarimlarina esgittir.

Dikey dizimin gliclyle, bir (n,k,d) kodunun dualinin en kisa uzakligi, d*, arasinda
iliski oldugu bilinmektedir (Bkz. Teorem 4.2). Dikey dizimin giicliyle, d* arasinda
kurulan iliski, kesirli cok etkenli tasarmin ¢d6z(imi ile d- arasinda da

kurulabilmektedir.

Teorem 3.4 (b)'den, C icin D.K.M.nin, Cticin U.M. oldugu bilinmektedir. D.K.M.,
kesirli cok etkenli tasarim igin tanimlayici bagintilari gésteriyorsa, bu matrisin
satirlari temel olarak alindiginda; elde edilen kod kelimelerinin, tasarim igin

tanimlayici baginti yapisini vermesi gerekir.
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Bolim 2.2.de en az sapma o&lgutline goére tasarimlar karsilastirirken kullanilan
kelime uzunluklari yapilar, kodlar s6z konusu oldugunda Tanim 3.15te verilen

agirlik dagihimlandir.

Kod kelimelerinin bulunmasi ve en kisa uzakliklarin hesaplanmasinda, MATLAB

6.5°da var olan fonksiyon ve komutlardan yararlaniimistir.

Hangi tasarimlarin incelenecedi konusunda, Box, Hunter ve Hunter (1978)
tarafindan olusturulan ve en ylksek ¢6ziime sahip tasarimlari gésteren gizelge
(Bkz. Ek-1) temel olarak alinmig ve sadece, bazi tasarimlar igin ayrintiya girilmigtir.

5.1. 2;;' Tasarimi

Tanimlayici bagintisi 1=ABC olan 23" kesirli cok etkenli tasarimi Cizelge 5.1'de

gbsterilmektedir.

Cizelge 5.1. 23" Tasarimi (I=ABC)

a b c=a+b Denemeler
0 0 0 000
0 1 1 011
1 0 1 101
1 1 0 110

Cizelge 5.1’deki denemeleri kod kelimeleri olarak distnlrsek; 6rnegin, 011 kod
kelimesi iken, 101 de kod kelimesi oldugundan, denemelere karsilik gelen kodun,
déngusel oldugu gérilmektedir (Bkz. BSlim 3.10).

0O 0 O 0 0O

o 1 1 = 1 0 1= dbéngulsel

1 0 1 1 1 0

1 1 0 0o 1 1
Kod kelimeleri arasindaki en kisa Hamming uzakhgi d=2’dir (Bkz. Tanim 3.4).
Doéngusel bir koda karsilik geldiklerine gére, kod kelimelerinin Urete¢

polinomundan olusturulmasi ve Es. 3.12’den, Urete¢ polinomu ile denklik kontrol

polinomunun ¢arpiminin x"-1’e esit olmasi gerekmektedir.

231 tasarimi s6z konusu oldugunda;
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H=[1 1 1], = T+x+x? (5.1)

1 1
G= 0 — 14X (5.2)
0 1 1],

dir. Goéraldaga gibi, H D.K.M, I=ABC tanimlayici bagintisinin polinom olarak
gbsterimidir. Es. 3.12°den;

X’ —1=(1+x)(1+x+x")

dir. Tamim 3.11’den, G U.M.inin satirlari, Cnin temelleridir. Bu temeli X ile
gbsterirsek;

X={(101),(011) }
olarak yazabiliriz. Bu temellerden elde edilen kod kelimeleri; ayni zamanda,
tasarimin denemeleridir:

0(101)+0(011)=000

0(101)+1(011)=011

1(101)+0(011)=101

1(101)+1(011)=110

Denemeleri elde etmek icin diger bir yol, Ornek 2.1°de (Bkz. Bdlim 2.4.1) GF(2%)

icin olusturulan giic ddngiist ile, G U.M.ni carpmaktir.

00 0 0O
P:O1><G:1O1:011
1 0 o 11 10 1
1 1 110

G U.M., kxn, 2x3 boyutlu oldugundan ve kodun déngisel oldugu bilindiginden,
denemelerin karsilik geldigi kod; déngusel (3,2) kodudur.

(3,2) déngusel kodunun duali, Teorem 3.4. (a)'dan (3,1,3) déngusel kodudur.

Teorem 3.13'ten, Ureteg polinomu; g(x) = x**® g(x™") iken x"'/g(x) dir.

Buradan, gx)=x.g(x )= x(l +1j =x+1 ve Ureteg polinomu da
X
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x"'/g(x)=x’ —1/x+1=1+x+x""dir.

Teorem 3.4 (b)’den, C icin D.K.M., Cticin U.M. oldugundan; dual kodun, (3,1)
dénguisel kodunun, U.M.; Es. 5.1'deki H D.K.M.’dir.

Gdual :[1 1 1]1><3

Dual kodun U.M.nden elde edilen kod kelimeleri, 0.111=000 ve 1.111=111
oldugundan; (22-1,22-2-1,3) Hamming (3,1) kodudur (Bkz. B8liim 3.9).

C+={(000), (111)} - H(3,1) (5.3)

Teorem 3.3ten en kisa Hamming uzakhdi, d*=3 oldugundan, 2*' tasariminin
c6zUmU III'tdr (Bkz. Teorem 4.2). Dual kodun O’lardan olusan kod kelimesi
disindaki kelimesi 111°dir ve I=ABC tanimlayici baginti yapisina karsilik gelir. Bir

tasarim, ¢dzimi ile ifade edildiginden, 23" tasarminin kod olarak karsilgi,

(3,2,d"=3)tiir.
Dual kodun agirhk dagihmi, Tanim 3.15’ten,

{1,0,0,1} (5.4)
dir.

Dual kodun tanimi geregi (Bkz. Bolim 3.8.3), dualin kod kelimelerinin, (3,2)
doéngusel kodunun kod kelimelerine dik olmasi gerekmektedir. Dualdeki kod
kelimelerini, koddaki kelimelerle tek tek carpmak yerine, matris gdsterimi tercih
edilirse; dualin kod kelimelerini gdsteren matrisin, denemelerin devrigi ile ¢carpimi,

diklik kosulunun saglanip saglanmadigini gésterecektir.

0 0 0] foooo
11 1 10 0 0O

Goraldaga gibi, diklik kosulu saglanmaktadir.

T

—_ a O O
—_ O = O
S = a4 O

Tasarimlarin esdes yapisi da bulunmak istenirse; bu durumda, tahmin edilecek
etkilerin vektérlerle ifade edilmesi, érnegin A etkisi icin (100), ve Es. 5.1°deki
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D.K.M. ile toplanmasi gerekmektedir.

Onerme 2.7'den, (3,2) kodunun U.M.ndeki temeller ile H(3,1) kodunun U.M.ndeki

temellerin birlesimi U vektdr uzayinin temellerini olusturursa, timleyendirler.

1 0 1

(3,2) kodunun U.M. G:{
o 1 1

} ve duali H(3,1) kodunun U.M.
2x3

Ggua =[1 1 1],5’in temellerinin birlesimi;
1 0 1
Gbirlegim =0 1 1
1 1 1

dir ve bu matrisin temellerinden olusan denemeler 2° tamamlanmis cok etkenli
tasariminin denemeleridir.

Teorem 2.9'dan C ve C"in tiimleyen olabilmesi icin, boyutlarinin toplaminin U’nun
boyutlari toplamina esit olmasi ve C ve CVin kesisimlerinin {0} vektdrii olmasi

gerektigi bilinmektedir.

Bir vektdr uzayinin ya da alt uzayinin boyutu Onerme 2.3'ten temelindeki vektor
sayisidir. C'nin temelindeki vektdr sayisi 2 ve Cin temelindeki vektdr sayisi 1
olduguna gére, U uzayinin Urete¢ matrisi Gpiriesim'de 3 temel olmalidir. Géraldugu

gibi kosul saglanmaktadir. Ayrica, CnC*={0}dIr.

Sonug olarak (3,2) ve H(3,1) kodunun temellerinin birlesimleri 2% tamamlanmis ¢ok

etkenli tasarimini olusturur.

5.2. 2\, Tasarimi

Cizelge 5.2'de gésterilen 2,y*" tasarimi, kod kelimeleri déngiisel kod tanimina
uymasina karsin, n=4 cift oldugundan, (Bkz. Teorem. 3.10), Urete¢ polinomundan
olusturulamamaktadir. Déngusel kodlar, ayni zamanda dogrusal olduklarindan, bu

durum sorun ¢ikarmamaktadir.

Artik H D.K.M.nin tasarimin tanimlayici baginti yapisini verdigi bilinmektedir. Bu
durumda H;
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H=[1 1 1 1], (5.5)

olacaktir.

Cizelge 5.2. 2,y Tasarimi (I=ABCD)

a c d=a+b+c | Denemeler

0000

0011

0101

0110

1001

1010

1100

—| =2 O0O|= = OO0

0 0
0 1
0 0
0 1
1 0
1 1
1 0
1 1

1111

Onerme 3.2den, G=[ Ik A]ve H= [-AT Ik J'dir. Es. 5.5'teki H matrisinden elde
edilen G U.M.;

10 0 1
G=/0 1 0 1
0O 0 1 1

3x4

dir. G ve H matrislerinin boyutlarina bakarak denemelerin (4,3) dogrusal koduna
karsilik geldigini syleyebiliriz. G U.M.nden elde edilen kod kelimeleri;

0 0 0 O
o 0 1 1
0O 1 0 1
o 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 O
1 1 0 O
11 1 1

2v*" tasariminin denemelerine karsilik gelmektedir. Tanim 3.4 (b)den, (4,3)
dogrusal kodunun dualinin U.M., Es. 5.5'teki D.K.M.’dir.

GduaI:[1 11 1] (5.6)
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Dualin,(4,1,4) dogrusal kodunun kod kelimeleri:
0.1111=0000
1.1111=1111 — d*= 4 ve I=ABCD’dir.

Dolayisiyla 2y*" tasarimi, (4,3,0'=4) koduna karsilik gelmektedir. Dual kodun
agirhk dagilimi, {1,0,0,1}dir. Dualin kod kelimeleri ile kod kelimeleri arasinda

diklik kosulu saglanmaktadir.

5.2.1. 2, Tasarimi
Cizelge 5.3. 2/ ' Tasarimi (I=BCD)

a b c d=b+c Denemeler
0 0 0 0 0000
0 0 1 1 0011
0 1 0 1 0101
0 1 1 0 0110
1 0 0 0 1000
1 0 1 1 1011
1 1 0 1 1101
1 1 1 0 1110

2" tasariminin tanimlayici bagintisi I=BCD olduguna gdre, denemelerin karsilik
geldigi kodun kod kelimeleri Es. 5.7 ve Es. 5.8'deki D.K.M. ve U.M.nden

olusturulabilir.

H=[0 1 1 1], (5.7)

(5.8)

- O O
— a2 O

(@)

Il
o o -~
o =+ o

3x4

H ve G matrislerinin boyutlarina bakarak, temsil ettikleri kodun (4,3) kodu
oldugunu; denemelere bakarak da bunun dogrusal bir kod oldugunu sdyleyebiliriz
(Bkz. Tanim 3.7).

Bélim 2.4.1, Ornek 2.2°deki GF(2°) icin olusturulan giic déngiisii kullanilarak kod

kelimelerine ulasilabilir.
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_— = = O O O O
—_—_ 0 O = = O O
—_ o = O = O = O
X
@
I
S o =
o = O
- o O
_ = = = O O O O
_—_ 0 O = = O O
-0 = O = O = O
S = = O O = = O

Kod kelimeleri (4,3) dogrusal koduna karsilik gelmektedir ve en kisa Hamming
uzakhgi d=2’dir.

Tasarimin ¢6zUmund bulmak icin, (4,3)’Gn dualini bulmamiz gerekmektedir. Tanim
3.4 (b)'den, dualin U.M.;

GduaI:[O 11 1]1><4 (5.9)

ve kod kelimeleri de {1,0,0,1,0}* agirlik dagilimina sahiptir.

0.0111=0000

1.0111=0111

d'=3 ve I=BCD oldugundan; 2,;*' tasariminin kod olarak karsiligi, (4,3, d*=3)'tir.

Dualin kod kelimeleri ile kod kelimeleri arasinda diklik kosulu saglanmaktadir.

5.3. 25 Tasarimi
2y°" tasarimi, I=ABCDE tanimlayici badintili bir yari tekrardir. Simdiye kadar
olusturulan iki yari tekrardan anlasildiyi Ozere; n=5 tek oldugundan, 2,°"
tasariminin déngusel bir koda karsilik gelecegi séylenebilir.
Es. 3.12°den;

x> = (14x) (1 +x 0+ +x%)

dir ve Ureteg¢ polinomu ile denklik kontrol polinomunun ¢arpimindan olugmaktadir.
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Cizelge 5.4. 23" Tasarimi (I=ABCDE)

a b c d e=a+b+c+d | Denemeler
0 0 0 0 0 00000
0 0 0 1 1 00011
0 0 1 0 1 00101
0 0 1 1 0 00110
0 1 0 0 1 01001
0 1 0 1 0 01010
0 1 1 0 0 01100
0 1 1 1 1 01111
1 0 0 0 1 10001
1 0 0 1 0 10010
1 0 1 0 0 10100
1 0 1 1 1 10111
1 1 0 0 0 11000
1 1 0 1 1 11011
1 1 1 0 1 11101
1 1 1 1 0 11110

Denemelerin karsilik geldigi kodun kod kelimeleri Es. 5.10 ve Es. 5.11’deki D.K.M.
ve U.M.nden olusturulabilir.

H=[1 1 1 1 1]

O O O =~
O O 4 4

O = a4 O

4 a0 o o

- O O O

—( 1+x+x2+x3+x4)

—)1 +X :>GIKA =

1
0
0
0

o O 2+ O

o -~ O O

- O O O
—_ =k A

4x5

(5.10)

(5.11)

Es. 5.10’daki iki matris kullanilarak da kod kelimelerine ulagilabilir ve iki matristen

elde edilecek kod kelimeleri aynidir; ancak, goésterim olarak standart bigim

benimsenmistir.

Standart bigime getiriimis U.M.inin satirlarindan yararlanilarak bulunan (5,4)

kodunun kod kelimeleri donguseldir ve en kisa uzakhk d=2'dir.

o o o o

o o o o

0

0

0

0

0
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o 1 1 0 O 1 0 1 0 O
o 1 1 1 A1 i 0 1 1 1
o 1 0 1 O 1 0 0 1 O
O 1t 0 0 1 i 0 0 0 1
Cticin X1+_ =1+x+x*+x’ +x* Uretec polinomu ve U.M. de
X
Gauar =[1 1 1 1 1] (5.12)

dir. Dualin kod kelimeleri:

0.11111 =00000

1.11111=11111
ve agirlik dagihmi {1,0,0,0,0,1}* 'dir.
d*=5 ve I=ABCDE oldugundan; 2,°>' tasariminin kod olarak karsiigi, (5,4,
d*=5)dir. Kod kelimeleri 2 ve 4 agirhgindaki kelimelerden olustuguna gére, dualin

kod kelimeleri ile kod kelimeleri arasinda diklik kosulunun saglandigini dogrudan

styleyebiliriz.

5.4. 2372 Tasarimi

11010

H= (5.13)
1010 1],,
100 1 1

G=/0 1 0 10 (5.14)
0010 1

D.K.M. ve U.M.ne sahip kod, Cizelge 5.5'teki 2,,° tasariminin denemelerine

karsilik gelmektedir.
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Cizelge 5.5. 272 Tasarimi (I=ABD=ACE)
]

a b C d=a+b e=a+c |Denemeler
0 0 0 0 0 00000
0 0 1 0 1 00101
0 1 0 1 0 01010
0 1 1 1 1 01111
1 0 0 1 1 10011
1 0 1 1 0 10110
1 1 0 0 1 11001
1 1 1 0 0 11100

G U.M.nden elde edilen kod kelimeleri:

0O 0 0 O O
O 0o 1 0 1
o 1 0 1 O
o 1 1 1 1
1 0 0 1 1
i 0 1 1 O

1 1 0 0 1
i1 1 0 O

Cizelge 5.5’teki denemelerle aynidir ve kod olarak karsiliklari, en kisa uzakligi d=2

olan (5,3) dogrusal kodudur.

Tanim 3.4 (b)’den, Dualin U.M.i (5,3) kodunun D.K.M. olacaktir.

110 10
G = 5.15
dual |:1 010 1 }&5 ( )

Dualdeki kod kelimeleri de

0(11010)+0(10101)=0 0 0 0 0

0(11010)+1(10101)=1 01 0 1— I=ACE

1(11010)+0(10101)=1 1 0 1 0— =ABD (5.16)
1(11010)+1(10101)=01 1 1 1— =BCDE

dir. Dualin agirhk dagilimi;
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{1,0,0,2,1,0* (5.17)

ve d'=3‘tir. |I=ACE=ABD=BCDE tanimlayici baginti yapisina sahip 2°?

tasariminin kod olarak karsihig, (5,3, d*=3)'tiir.

5.5. 25" Tasarimi

Tasarimin tanimlayici bagintisi I=ABCDEF oldugunda, kodun D.K.M.;

H=[ 1 1 1 1 1], (5.18)
ve U.M.;
10 0 0 0 1]
01000 1
G=/0 0 100 1 (5.19)
00010 1
0000 1 1],

dir.

U.M.inden yararlanilarak bulunan kod kelimeleri:

O 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 1
o 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 O
o 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0 O
O 0 0 1 1 O i 0 0 1 1 1
o 0 1t 0 0 1 1 0 1 0 0 O
O 0 1 0 1 O 1 0 1 0 1 1
o 0 1 1 0 O i 0 1 1 0 1
o o 1t 1 1 1 10 1 1 1 0
o 1.0 0 0 1 i1 0 0 0 O
O 1. 0 0 1 O i1 0 0 1 1
o 1.0 1 0 O i1 0 1 0 1
o 1 0 1 1 1 i1 0 1 1 0
o 1 1 0 0 O i1 1 0 0 1
o 1 1 0 1 1 i1 1 0 1 0
o 1 1 1 0 1 i1 1 1 0 O
o 1 1 1 1 0 11 1 1 1 1

dir ve (6,5) dogrusal koduna karsilik gelmektedir. C*icin U.M.;
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Gyuar =1 1 1 1 1 1] (5.20)

dir. Dual kodun, (6,1), kod kelimeleri:

0.111111=000000
1.111111=111111

ve d'=6'dir. Dualin kod kelimelerinden I=ABCDEF oldugu gorilmektedir. Bu

durumda 2y,

tasariminin kod olarak ifadesi; (6,5, d*=6)'dir. Agirlik dagilimi ise,
{1,0,0,0,0,0,1}"dir. Bitiin tasarimlar icin oldugu gibi, burada da dualin kod

kelimeleri ile kod kelimeleri arasindaki diklik kosulu saglanmaktadir.

5.6. 252 Tasarimi

Cizelge 5.6 282 Tasarimi ( I=ABCE=BCDF)
a b c d eza+b+c | f=b+c+d |Denemeler
0 0 0 0 0 0 000000
0 0 0 1 0 1 000101
0 0 1 0 1 1 001011
0 0 1 1 1 0 001110
0 1 0 0 1 1 010011
0 1 0 1 1 0 010110
0 1 1 0 0 0 011000
0 1 1 1 0 1 011101
1 0 0 0 1 0 100010
1 0 0 1 1 1 100111
1 0 1 0 0 1 101001
1 0 1 1 0 0 101100
1 1 0 0 0 1 110001
1 1 0 1 0 0 110100
1 1 1 0 1 0 111010
1 1 1 1 1 1 111111

Tasarimin tanimlayici bagintilari H D.K.M.nin satirlarina karsilik geldigine gore;

1110 1
H= 010 (5.21)
01110 1],

ve U.M. de
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(5.22)

O O O —
o O —~ O
o -~ O O
- O O O
O 4 —a -4
- 4 4 O

4x6

dir. P=[0000;0001;0010;0011;0100,0101;0110;0111;1000;100
1101010111100 101;1110;111 1], GF2*tn giic ddnglsiini

gostermek Uizere (Bkz. Ornek 2.3), PxG’den elde edilen kod kelimeleri;

0O 0 0 0 O O
O 0 0 1 0 1
o o 1 0 1 A1
o o 1 1 1 0
o 1 0 0 1 A1
o 1 0 1 1 O
O 1 1 0 0 O
o 1 1 1 0 1
i 0 0 0 1 O
i 0 0 1 1 1
i 0 1 0 0 1
i1 0 1 1 0 O
i 1 0 0 0 1
i1 0 1 0 O

i1 1 0 1 0
T 1 1 1 1 1

d=2 olan (6,4) dogrusal koduna karslilik gelmektedir.

(5.23)

011101

111010
G‘dual = |: }
2x6

ve Pdual=[0 0;0 1;1 0;0 1], GF(2%/'nin glic ddngisini olmak lzere (Bkz. Ornek
2.1);
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Es. 5.23'teki U.M.nden elde edilen dual kodun kod kelimeleri:

0
0
1

1

d*=4 ve agirlik dagihmi;

{1,0,0,0,3,0,0}*

0
1
1

0

0
1
1

0

0

0
1— |=BCDF
0— =ABCE

1— =ADEF

(5.24)

(5.25)

olan (6,2,4) dogrusal koduna karsilik gelmektedir. Tasarimin karsilik geldigi kod

ise, (6,4, d"=4)'tir ve diklik kosulu saglanmaktadir.

5.6.1. 252 Tasarimi: en az sapma dlciitiine gére |. en iyi tasarim

252 literatlirde en az sapma 6lclte gdre siralanmis tasarimlardan biridir (Wu and

Chen,1992). Oncelikle, en az sapma olcitiine gore siralanmis tasarimlarin kod

olarak karsiliklari bulunmustur.

Cizelge 5.7. 282 Tasarimi (I=ABE=BCDF)

a b c d e=a+b f=b+c+d
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0
1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 1

Tasarimin tanimlayici bagintilarindan elde edilen D.K.M. Es. 5.26'da verilmektedir.
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1100 10
| |
01110 1],

ve Onerme 3.2'den yararlanarak Hden elde edilen UM.;

©O O O =
o o = o
© - o o
- O o o
O O 4 4
- o4 4 o

4x6

(5.26)

(5.27)

dir. GF(2*) cisminin gii¢c déngiisii ile G’nin carpimindan elde edilen kod kelimeleri;

0O 0 0 0 O O 1
O 0 0 1 0 1 1
o 0o 1 0 0 1 1
O 0o 1 1 0 O 1
o 1 0 0 1 A1 1
o 1 0 1 1 O 1
o 1 1 0 1 O 1
o 1t 1 1 1 1 1

en kisa uzakligi, d=2, olan (6,4) dogrusal koduna karsilik gelmektedir.

01110 1

110010
Gdual = |: }
2x6

ve dualin kod kelimeleri de;
0O 0 0 0 0 O
o 1.1 1 0 1-I=BCDF
i1 0 0 1 0- =ABE
i 0 1 1 1 1- =ACDEF
dir.

Dualin karsilik geldigi kod; agirlik dagilhmi;

{1,0,0,1,1,1,0/

o O o o

0
0

1

(5.28)

(5.29)

(5.30)
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olan (6,2,d"=3 ) dogrusal kodudur. Bu durumda, 2,,°2 1. en iyi tasarm(en az

sapma 6lciitiine gdre), ayni zamanda, (6,4, d*=3 ) dogrusal kodudur.

Duallik icin gereken diklik kosulu saglanmaktadir.

5.6.2. 252 Tasarimi: en az sapma odlciitiine gére Il. en iyi tasarim

En az sapma &lgutlne gore Ill. en iyi tasarimin tanimlayici bagintilari;

|I=ABE=CDF ve D.K.M.;

110010
H= (5.31)
00110 1],

dir. Onerme 3.2'den yararlanarak, H D.K.M.nden bulunan U.M.;

(5.32)

O 0o o =
©O O 2 o
©O -~ O O
-~ 0 0o ©
OO 4 =
- a0 0o o

4x6

dir. G’nin satirlarindaki temellerden yararlanarak elde edilen kod kelimeleri;

©O O O 0o o o o o
4 4 4 40 0 o o o
-~ 4 O 0 = = O O
-~ O - O = O = O
4 4 4 40 0 o o o
O - 4 O 0O = 2 O
Mt o e e e -
- 4 4 4 0 o o o
4 4 0O 0 =+ o O o
4~ O 4 O =+ O = O
O O 0O O = 4 4 4
O = - O 0O = =2 O

d=2 uzaklikhgina sahip bir (6,4) dogrusal koduna aittir. Kodun U.M., dualin D.K.M.

olduguna gobre;

110010
} (5.33)

G,. =
dua'[001101

U.M.nden elde edilen kod kelimeleri tasarimin tanimlayici baginti yapisidir:
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1
1

1
1

0
1

202 1Il. en iyi tasarimi;

{1,0,0,2,0,0,1}*

agirhik dagiimina sahip, bir (6,2, d*=3) kodudur ve diklik kosulu saglanmaktadir.

0 0
0 1— I=CDF
10— =ABE (5.34)

11— =ABCDEF

(5.35)

5.6.3. 252 Tasarimi: en az sapma olciitiine gére lll. en iyi tasarim
|I=ABE=ABDF olmak izere, H D.K.M ve G U.M.;

11
H:{ 00

110

O O O =~

o O 2+ O

o -4~ O O

- O O O

1

0

O O 42 4

} (5.36)
2x6

(5.37)

—_ O = 4

4x6

dir. G U.M.nden yararlanarak elde edilen kod kelimeleri;

o O o o

o O o o o o o o

—_
o

o O o o
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i 0 0 1 1 0
i 0 1 0 1 1
i 0 1 1 1 0
i1 0 0 0 O
i 1 0 1 0 1
i 1 1 0 0 O

i1 1 1 0 1

d=1 olan (6,4) dogrusal koduna karslilik gelmektedir. Teorem 3.4(b)’den,

1100 10
Ggyal = (5.38)
11010 1),

ve dualin kod kelimeleri de;

0 0 00 0 O

1 1 0 1 0 1-I=ABDE

1 1 0 0 1 0— =ABE (5.39)
0O 0 0 1 1 1-—=DEF

d*=3 ve agirlik dagilimi;
{1,0,0,2,1,0,0}"* (5.40)

olan, bir (6,2,3) dogrusal koduna karsilik gelmektedir. Tasarim ise, (6,4, d'=3)
kodudur ve diklik kogulu saglanmaktadir.

5.6.4. 252 Tasarimlarinin karsilastiriimasi

Bilindigi gibi, en az sapma 6l¢ltiine gére en iyi tasarimi belirlemek igin tanimlayici
bagdinti yapisindaki kelime uzunluklarina bakilir ve en yiksek ¢6zimU en az yapan
tasarim, en az sapma tasarimi olarak segilir.

Cizelge 5.8'de, Wu ve Chen(1992)in 2,,°2 tasarimi icin I. en iyi tasarim dedikleri
tasarimin kelime uzunlugu yapisi, {3,4,5}'tir. Diger iki tasarimla karsilastiracak

olursak; yalnizca 1. en iyi tasarimda, en yiksek ¢6zim 3 uzunlugunda 1 kelime
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vardir. Diger iki tasarimda 3 uzunlugunda 2 kelime oldugundan, 1. en iyi tasarim,
en yuksek ¢6zim uzunlugundaki kelime sayisini en az yapmistir; dolayisiyla, en
az sapma Olcitl s6z konusu oldugunda, diger iki tasarima g6re daha iyi bir
tasarim ve (¢ tasarim arasinda en iyi tasarimdir.

Buradaki amacimiz, kodlardan yararlanarak en iyi tasarima karar verebilmektir.
Cizelge 5.8’de tasarimlarin kodlarla ifade edildigi satirlara baktigimizda, bitin
tasarimlarin (6,4) koduna karsilik geldigini ve parametrelerinin; n,k,d,d*, esit

oldugu géralmektedir.

Cizelge 5.8. 2§ Tasarimlarinin kargilastirimasi

I. En lyi II. En lyi lIl. En lyi
Tasarim Tasarim Tasarim
T.B. yapisi I=ABE=BCDF | |=ABE=CDF I=ABE=ABDF
=ACDEF =ABCDEF =DEF
Kelime
uzunlugu {3,4,5} {3,3,6} {3,3,4}
yapisi
(n,k) kodu (6,4) (6,4) (6,4)
Rank G 4 4 4
d 2 2 2
Rank Gt 2 2 1
dt 3 3 3
Agirhk dagilmi | {1,0,4,6,3,2,0} | {1,0,6,0,9,0,0} | {1,1,2,6,5,1,0}
A% dagilimi- {1,1,1,0} {2,0,0,1} {2,1,0,0}
izCmax,...,6

Tasarimlarin  agirhk dagilimlari s6z konusu oldugunda, U¢ tasarimin da
kendilerinin ve duallerinin dagilimlari farkh oldugundan; en iyi tasarima karar

verebilmek icin bu sayilarin kullanilabilecedi distntlmastar.

Dual kodun en kisa uzakligi tasarimin ¢ézimini verdigine gére, Cizelge 5.8’de
dual kodun agirlik dagiliminda, agirlik degerleri 2Cmax olmalidir (252 icin 3). Ayni
mantikla, dual kod, en az sapma tasarimina karar verirken de belirleyici olmalidir.
Bilindigi gibi, dual koddaki kod kelimeleri, tasarimin tanimlayici baginti yapisini
vermektedir. Cizelge 5.8'de 1. en iyi,...,3.en iyi olarak siniflandirilan tasarimlarla,
karsilik geldikleri kodlarin dualleri arasindaki iliski Cizelge 5.9'da gdsterilmigtir.
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Cizelge 5.9. 282—(6,4) Kodlarinin duallerine gére karsilastiriimasi

I. En lyi II. En lyi ll. En yi
Tasarim Tasarim Tasarim
T.B. yapisi |=ABE=BCDF |I=ABE=CDF |=ABE=ABDF
=ACDEF =ABCDEF =DEF
(n,k) kodu (6,4) (6,4) (6,4)
dlmin 3 3 3
A% dagilimi- {1,1,1,0} {2,0,0,1} {2,1,0,0}
i=Cmax,...,6
Dual kodu (6,2) (6,2) (6,2)
011101 :BCDF | 001101 :CDF 110101 :ABDF
Dualdeki kod | 110010 :ABE 110010 :ABE 110010 :ABE
kelimeleri-{0} | 101111:ACDEF | 111111:ABCDEF | 000111 :DEF

GOraldigu gibi, kodun dualindeki kod kelimelerinden yararlanarak tasarimlarin
tanimlayici  baginti yapisina ulasabilir; dualin agirhk dagihimlarindan, A%,

yararlanarak tasarimlar 1. en iyi, 2. en iyi vb. olarak siralanabilmektedir.

l. En iyi tasarim Il. En iyi tasarim lll. En iyi tasarim

Ats=1, Aty=1, At=2 At,=0, At=2 At,=1,

AJ'5=1 , AJ‘6=0 AJ'5=0,AJ'6=1 AJ_5=0, AJ_6=0

Al3=1<A"3=2 oldugundan; I, I'den daha iyi bir tasarimdir.
Al3=1<A"3=2 oldugundan; |, lll'ten daha iyi bir tasarimdir.

A'4=0>A",=1 oldugundan, Il, [I'ten daha iyi bir tasarimdir.

5.7. 25 Tasarimi
2,®® Tasariminin tanimlayici bagintilari I=ABD=ACE=BCF’dir. H D.K.M.ne bu

tanimlayici bagintilardan ve G U.M.ne de H D.K.M.nden ulasilabilir.

Cizelge 5.10. 2% Tasarimi(I=ABD=ACE=BCF)

a b c d=a+b | e=za+c | f=b+c |Denemeler
0 0 0 0 0 0 000000
0 0 1 0 1 1 001011
0 1 0 1 0 1 010101
0 1 1 1 1 0 011110
1 0 0 1 1 0 100110
1 0 1 1 0 1 101101
1 1 0 0 1 1 110011
1 1 1 0 0 0 111000
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I
I
QO A A
o
—_
o
—_
o

(5.41)
1100 1],
100110
G=(0 10 10 1 (5.42)
001011

3x6

o O o o
o
-
o
-
-

i1 1 0 0 O

d=3 olan dogrusal bir (6,4) kodudur. Kodun D.K.M., dualinin U.M. olarak
alindiginda;

(5.43)

—_ O =
—_ = O

1
Gdual =1
0

o O =
o =2 O
- O O

3x6
dir ve dualin U.M.nden elde edilen kod kelimeleri, yine dogrusal bir (6,3) kodudur:

0 O

0 1-I=BCF

1 0—->=ACE

1 1 —>=ABEF (5.44)
0 0-=ABD

0 1-—-=ACDF

1 0 —-»>=BCDE

0 O
1 1
0 1
1 0
1 0
0 1
1 1

- =24 24 O O O O
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0O 0 0 1 1 1->=DEF

Dual kodun agirhk dagihmi;
{1,0,0,4,3,0,0}"* (5.45)
ve en kisa uzakligi, d*=3'tir. Tasarimin karsilik geldigi kod, (6,4, d*=3)'tir.

5.8. 2/, Tasarimi

|I=ABCDF=ABDEG tanimlayici bagintilarina sahip 2,2 tasarimi, Es. 5.46 ve Es.
5.47’de gdsterilen D.K.M ve U.M. yoluyla tanimlanabilir.

H:{1111o10} (5.46)
110110 1],

1000 0 1 1]

01000 1 1
G=/0 010010 (5.47)
00010 11

0000 10 1],

G U.M.nden elde edilen kod kelimleri en kisa uzakhgr d=2 olan dogrusal bir (7,5)

koduna aittir.

O 0 0 0 0 O O i 0 0 0 O 1 1
O 0 0 0 1 0 1 i 0 0 0 1 1 O
o 0o 0 1 0 1 1 i 0 0 1 0 O O
o o 0o 1 1 1 0 i 0 0 1 1 0 1
o 0o 1t 0 O 1 O i 0 1 0 0 0 1
o o 1t o0 1 1 1 i1 0 1 0 1 0 O
o o 1t 1 0 0 1 i 0 1 1 0 1 O
o o 1t 1 1 0 O i 0 1 1 1 1 1
o 1.0 0 O 1 1 i1 0 0 0 O O
o 1. 0 0 1 1 O i1 0 0 1 0 1
o 1. 0 1 0 0 O i1 0 1 0 1 1
o 1.0 1 1 0 1 i1 0 1 1 1 O
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o O

Dual kodun U.M.;

1111010
Gdual = 11 (5-48)
0110 1 o7
dir. Dualin kod kelimeleri;
O 0 0 0O O o0 o
1 1 0 1 1 0 1—I=ABDEG
1 1 1 1 0 1 0—=ABCDF (5.49)
O 0 1 0 1 1 1-=CEFG
d‘=4 en kisa uzakliklr;
{1,0,0,0,1,2,0,0}"* (5.50)

agirhk dagihmli bir (7,2) dogrusal koduna karsilik gelmektedir ve diklik kosulu

saglanmaktadir. Bu durumda 2 ?tasariminin kod olarak karsiligi; (7,5, d"=4)tir.

5.9. 2{/* Tasarimi

Cizelge 5.11. 2/* Tasarimi (I=ABD=ACE=BCF=ABCGQG)
]

a b c d=a+b e=a+C f=b+c | g=a+b+C
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 1
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Cizelge 5.11°de verilen 2,,"* tasarimi, Es. 5.51 ve Es. 5.52°de verilmis olan H
D.K.M. ve G U.M. ile ifade edilebilir. Satirlari tasarimin tanimlayici bagintilarindan

olusan H matrisi;

1101000
1 1 1

H= 0 0 00 (5.51)
0110010
111000 1],

ve H'dan elde edilen G matrisi de;

1001101

G=(0 1 010 11 (5.52)
Oo0 10111

dir. G U.M. nin satirlari temel olarak alindiginda, (7,3,4) dogrusal koduna ulasilir.

X={(1001101),(0101011),(0010111) }

0(1001101)+0(0101011)+0(0010111)= 0000000
0(1001101)+0(0101011)+1(0010111)= 0010111
0(1001101)+1(0101011)+0(0010111)= 0101011
0(1001101)+1(0101011)+1(0010111)= 0111100
1(1001101)+0(0101011)+0(0010111)= 1001101
1(1001101)+0(0101011)+1(0010111)= 1011010
1(1001101)+1(0101011)+0(0010111)= 1100110

1(1001101)+1(0101011)+1(0010111)= 1110001

1011000
0101100
G, = 5.583
dal ™o 010110 (5-53)
000101 1],

dir ve dualin U.M.nden elde edilen kod kelimeleri:
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0000000 1000111— =AEFG

0001101— I=DEG 1001010— =ADF

0010011— =CFG 1010100— =ACE Agirhk dagilimi:
0011110— =CDEF 1011001— =ACDG {1,0,0,7,7,0,0,1}-  (5.54)
0100110— =BEF 1100001— =ABG

0101011— =BDFG 1101100— =ABDE

0110101— =BCEG 1110010— =ABCF

0111000— =BCD 1111111— =ABCDEFG

Sonug olarak 2;"* tasarimi, bir (7,3,d*=3) dogrusal kodudur.

5.9.1. 2];*’ten 2% Tasariminin olugturulmasi

Deney tasariminda, 2(;* tasarimindan, daha az etken igeren G-l tasarimlarinin

olusturulabilecedi bilinmektedir. 2/* tasarimi igin D.K.M.;

a O 4 4
_a A O -
- 4 4 O
O O O =
o O =+ O
o -~ O O
- O O O

4x7

ve tanimlayici bagintilari =ABD=ACE=BCF=ABCG’dir.

H D.K.M.nin son satir ve situnu silinirse; 257° igin D.K.M. Es. 5.41’deki
D.K.M.’dir.

110
H=/1 0 1
0o 1 1

o O =
o 2+ O
- O O

3x7

Tasarimin tanimlayici bagintilari I=ABD=ACE=BCF’dir (Bkz. Cizelge 5.10).

5.10. 2/;° Tasarimi

Cizelge 5.12°de verilen 2" tasarimi, Es. 5.55 ve Es. 5.56'da verilmis olan H
D.K.M. ve G U.M. ile ifade edilebilir.
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Cizelge 5.12. 2];® Tasarimi (I=ABCE=BCDF=ACDG)

e=a+b+c

f=b+c+d

g=a+c+d

Deneme

0000000

0001011

0010111

0011100

0100110

0101101

0110001

0111010

1000101

1001110

1010010

1011001

1100011

1101000

1110100

=R =22 = 2000|0000 (0|
— | === O|I00|0|= (=== 00|00|T

| =1 0|0 |=* = O|0|— |~ OO|— = OO0

= O|=|O|=|O|=|O=|O=|O|=|O|=OQ

alololr|lo|a|mlomloo|2|lOo|=|w|O

alo|o|=|a|olo|=|o|=|—|o|lo|—|—|o

1111111

G’nin satirlari temeller olarak alinip, kod kelimeleri bulunur.

QO 4 A

o O =+ O

— ek

o - O O

— —a O

- O O O

O O =~

QO = A

o =+ O

—_ = a O

- O O

_ —=m O -

3x7

4x7

X={ (1000101), (0100110),(0010111), (0001011) }

- O O O O O o o o

0
0
0
0
1
1
1
1
0

o

o - O -~ O =+~ O = O

o

o - O oo - O =+~ =+ O

(7,4,3) Hamming kodu

(5.55)

(5.56)
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—t o et ek e e

0
0
0
1
1
1
1

1
0
1
0
1
0
1

- = O O O O =
—_ O O 4 O 4 4
- O O = =<2 O O

H(7,4,3) koduna karsilik gelen kod kelimeleri, Cizelge 5.12’deki denemelerle
aynidir. D.K.M, dualinin Urete¢ matrisi oldugundan;

1110100
Ggua=/0 111010 (5.57)
101100 1 a7
Dualin kod kelimeleri:
0 0 0]
0O 0 1
0 10 1110100
0o 1 1
P:100><Gdua,—0111010
101100 1
1 0 1 3x7
110
11 1]
[0 0000 0O i
101100 1 — ACDG
0111010 — BCDF
11000 1 1 ABFG
- ~ {1,0,0,0,7,0,0,0)*  (5.58)
111010 0 — ABCE
010110 1 — BDEG
1001110 — ADEF
0 010111 - CEFG]

(7,4, d*=4) kodunu olusturmakta ve diklik kosulu saglanmaktadir.

n=7 olduguna gére, x’-1, indirgenemez polinomlarin carpimi seklinde ifade

edilebilir. Cizelge 2.3'te, n=3 icin verilen indirgenemez polinomlar, 1+x+x>,
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1-+x2+x%tir ve Tanim 2.10’dan ayni zamanda monik polinomlardir. Bu polinomlar

Ornek 2.5 ve 2.6'da gésterildigi gibi GF(2°)'0i olusturmak icin de kullanilmislardir.

(1+X)(1+X+X3)(1+X2 +x%)
=(+x+x>+x*)1+x+x°) (5.59)
(x> +x+x )1 +x2+x°)

x' =1

lrete¢ polinomu, g(x)=1+x+x> alindiginda, elde edilecek U.M. Es. 5.60'da

verilmistir.

(5.60)

O O O -
O O 4 -
O = a4 O
a4 A O -4
- O - O
O 4 o o
- o0 0o o

4x7

X= { (1101000),(0110100),(0011010) (0001101) } temel olarak alnip kod
kelimeleri bulundugunda,

0(1101000)+0(0110100)+0(0011010)+0(0001101
0(1101000)+0(0110100)+0(0011010)+1(0001101
0(1101000)+0(0110100)+1(0011010)+0(0001101
0(1101000)+0(0110100)+1(0011010)+1(0001101
0(1101000)+1(0110100)+0(0010110)+0(0001101
0(1101000)+1(0110100)+0(0011010)+1(0001101
0(1101000)+1(0110100)+1(0011010)+0(0001101)=0101110
0(1101000)+1(0110100)+1(0011010)+1(0001101)=0100011

( )+0( )+0( )+0( )=0000000
( )+0( )+0( )+1( )=
( )+0( )+1( )+0( )=
( )+0( )+1( )+1( )=
( )+1( )+0( )+0( )=
( )+1( )+0( )+1( )=
( )+1( )+1( )+0( )=
( )+1( )+1( )+1( )=
(1101000)+0(0110100)+0(0011010)+0(0001101)=1101000
( )+0( )+0( )+1( )=
( )+0( )+1( )+0( )=
( )+0( )+1( )+1( )=
( )+1( )+0( )+0( )=
( )+1( )+0( )+1( )=
( )+1( )+1( )+0( )=
( )+1( )+1( )+1( )=

0001101
0011010
0010111
0110100
0111001

—

— ) et
—

1101000)+0(0110100)+0(0011010)+1(0001101)=1100101
1101000)+0(0110100)+ 1110010
1101000)+0(0110100)+ 1111111
1101000)+ 1011100
1101000)+ 1010001
1101000)+ 1000110
1101000)+ 1101011

0011010)+0(0001101
0011010)+1(0001101
0110100)+0(0011010)+0(0001101
0110100)+0(0011010)+1(0001101
0110100)+
0110100)+

—

0011010)+0(0001101

1
1
1
1
1
1
1
1 0011010)+1(0001101

1
1
1
1

—

Cizelge 5.12'deki denemelerle ayni olmadigi gériilmistir. Es. 5.60'daki U.M.ni
standart hale getirmek igin, 2. satiri 1’le ¢arpip son satira eklersek;
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1101000
0110100
G=
0011010
011100 1

3. sttunla, son stun yer degistirilirse,

- O O O
—_ = O -
o =+ O O

0
1
1
1

o O O =
—_ O = .
o O =+ O

6. sUtunla, 7. sttun yer degistirildiginde;

1101000
1 1 1
c_|0 100 0 (5.61)
00010 1 1
0111010

elde edilir ve satirlari temel olarak kullanilirsa, Cizelge 5.12’deki denemelere
ulasihr.

0(1101000)+0(0100110)-+0(0001011)+0(0111010)=0000000
0(1101000)+0(0100110)+0(0001011)+1(0111010)=0111010
0(1101000)+0(0100110)+1(0001011)+0(0111010)=0001011
0(1101000)+0(0100110)+1(0001011)+1(0111010)=0110001
0(1101000)+1(0100110)+0(0001011)+0(0111010)=0100110
0(1101000)+1(0100110)+0(0001011)+1(0111010)=0011100
0(1101000)+1(0100110)+1(0001011)+0(0111010)=0101101
0(1101000)+1(0100110)+1(0001011)+1(0111010)=0010111
(1101000)+0(0100110)+0(0001011)+0(0111010)=1101000
(1101000)+0(0100110)+0(0001011)+1(0111010)=1010010
(1101000)+0(0100110)+1(0001011)+0(0111010)=1100011
(1101000)+0(0100110)+1(0001011)+1(0111010)=1011001
(1101000)+1(0100110)+0(0001011)+0(0111010)=1001110
(1101000)+1(0100110)+0(0001011)+1(0111010)=1110100
(1101000)+1(0100110)+1( )+0( )=1000101
(1101000)+1(0100110)+1( )+1( )=1111111

0001011)+0(0111010

1
1
1
1
1
1
1
1 0001011)+1(0111010

]
]
]
]
Tanim 3.12den G U.M.leri birbirinden elde edilebilen kodlarin esit oldugu
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bilinmektedir. Ancak kod anlaminda esit olan bu kodlar, tasarim olarak esit
degilllerdir.

5.10.1. 2/ Tasarimi: en az sapma ol¢iitiine gore I. en iyi tasarim

Tanimlayici bagintilari I=ABCE=ABDF=CDG olan 2,"® tasarimi; Es. 5.62’deki H
ve G matrisleriyle ifade edilebilmektedir.

(5.62)

o O =~ O
o -~ O O
- O O O
O 4 —a
a4 O 4 4
- a4 O o

4x7

G'nin satirlar temeller olarak alindiginda elde edilen kod kelimeleri asagida
gOsterilmektedir.

0O 0 0 0 0 0 O

o 0 o1 0 1 1

o 0 1 0 1 0 1

o o 1 1 1 1 0

o 1.0 0 1 1 O

o 1 0 1 1 0 1

o 1 1 0 0 1 1

o 1 1 1 0 0 O (7,4) dogrusal kodu
i 0 0 0 1 1 0

i 0 0 1 1 0 1

i 0 1 0 O 1 1

i 0 1 1 0 0 O

i1 0 0 0 0 O

i1 0 1 0 1 1

i1 1 0 1 0 1

i1 1 1 1 1 0

Dualin U.M.;
1110100
Gyga=/1 101010 (5.63)
0011001

3x7

82



ve dualdeki kod kelimeleri;

0 0 0 0 0 0 O
0 0 1 1 0 0 1-I=CDG

1 1 0 1 0 1 0-=ABDF

i1 1 0 0 1 1-=ABCFG (7,3) dogrusal kodu (5.64)
1 1 1 0 1 0 0-=ABCE d+ =3, {1,0,0,2,3,2,0,0}*

1 1 0 1 1 0 1-=ABDEG

o 0 1t 1 1 1 0-=CDEF

0 0 0 0 1 1 1->=EFG

tasarimin tanimlayici baginti yapisini vermektedir.

5.10.2. 2/;® Tasarimi: en az sapma él¢iitiine gore Il. en iyi tasarim

|I=ABCDE=BCF=ABCG tanimlayici bagintilarina sahip, 2;,"> tasarimi Es. 5.65'te
verilen H D.K.M. ve G U.M. ile tanimlanabilmektedir.

1111 1
H={0 110 0 — G= (5.65)
11100

o -+ O
- O O

3x7

O O O =
o O —~ O
o - O O
- O O O
-4 a4 a4
O = 24 O
O —a 4 4

4x7

G U.M.nden elde edilen kod kelimeleri ayni zamanda tasarimin denemeleridir.

d=2, dogrusal (7,4) kodu

4 4 4 4 4 00 00 o o o o
-~ 0O 0O 0O =+ 4 4 a4 0 0 o o
O 24 - OO0 - - OO0 = 4 0 O
O 4 O 4+ 0O - 0O 2 0 =~ 0 = O
O 4 O 0O 4 - OO0 = O =+ =2 O
4 4 40 00 0O 0O =+ 4 a4 a0 o
O OO - 4 OO0 = 4 4 a4 0 o
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H D.K.M, U.M. alinarak elde edilen dualin kod kelimeleri:

O 0 0 0 0 O O

i1 1 0 0 0 1-I=ABCG

o 1 1 0 0 1 0-=BCF

1 0 0 0 0 1 1-5=AFG Agirhik dagilimi:

i1 1 1 1 0 0-=ABCDE {1,0,0,3,2,1,1,0} (5.66)
0O 0 0 1 1 0 1-=DEG

i 0 0 1t 1 1 0-=ADEF

o 1 1 1 1 1 1-=BCDEFG

d* =3, en kisa uzaklikli (7,3) dogrusal koduna karsilik gelmektedir.

5.10.3. 2/® Tasarimi: en az sapma olciitiine gére lll. en iyi tasarim

|I=ABCE=ABDF=ABG tanimlayici bagintili 2" tasarimi Es. 5.67'deki matrisler

yoluyla tanimlanabilir.

11
H=[1 1 S5 G= (5.67)
11

O O =
o - O
o O =
o =2 O
- O O
- O O O
—_ O = .

3x7

o O =+ O
o =+ O O
QO A4 A a4
O O =4 =

1
0
0
0 4x7

G matrisinden elde edilen kod kelimeleri:

d=2, (7,4) dogrusal kodu

— 2444100000000
400002224 120000
O+ 120022002200
oO—40 12020202020
0002100222200
0CO0O—40 2020220 —=0O
O4 a4 aaaaaa000O0O
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1
ve U.M. Gdual = 1
1

kelimeleri:
0 0
1 1
1 1
0 0
1 1
0 0
0 0
1 1

- O

O O =~

—

o 2 O

([oNoNe]

olarak alindiginda dualdeki kod

O O =
o = O
- O O

3x7

0

1-1=ABG

0— =ABDF

1— =DFG

0— =ABCE

1— =CEG

0— =CDEF

1— =ABCDEFG

{1,0,0,3,3,0,0,1}* (5.68)

d* =3, en kisa uzaklikli (7,3) dogrusal koduna karsilik gelmektedir.

5.10.4. 2/ Tasanimi: en az sapma ol¢iitiine gore IV. en iyi tasarim

Tanimlayici bagintilari |=ABE=ABDF=BDG olan 2,,"® tasarimi Es. 5.69'daki

matrisler yoluyla tanimlanabilir.

—_— kL
o O O

G’den elde edilen kod kelimeleri:

—_ =S 2 00000000
OO0+ =2 220000

— = O

- OO0 =22 00—+ —200

o O =

o020+ 0—+0-—0

o 2 O

- O O

- G=

3x7

(5.69)

O O O -
o O 2 O
O . O O
- 0 o o
O O A -
_a O A -
- O 2 O

ax7

d=1, (7,4) dogrusal kodu

o000 2200
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— ot —t ok

1
dir. Dualin U.M.i Gy =| 1 1
0

kelimeleri;

0

—L—L—L—Lo

0
1
1
0
1
0
0
1

N o RS
L OO =
QOO O =
- OoO—=00

0O 0 0 O
0O 1 0 O
o 1 0 1
0O 0 0 1
0O 0 1 0
o 1 1 0
o 1 1 1
o o 1 A1

o O O

O_LO_L_L

- o O
o O =
o - o
- o o

3x7

0

1— 1=BDG
0— =ABDF
1— =AFG
0— =ABE
1— =ADEG
0— =DEF
1— =BEFG

{1

d* =3 en kisa uzaklikh (7,3) dogrusal kodudur.

5.10.5. 2]®Tasarimlarinin Karsilagtirimasi

alindiginda ulasilan kod

,0,0,4,3,0,0,0}*

(5.70)

Goraldaga gibi, Wu ve Chen(1992)’in en az sapma olcutline gbre olusturduklari

listede 1. en iyi...4.en iyi olarak siralanmis 4 tane 2;,"° tasarimi vardir. Gizelge

5.13’te bu 4 tasarimin kod parametreleri gésterilmigtir.

Cizelge 5.13. 2/ —(7,4) Kodlarinin duallerine gére karsilastirimasi

I. En iyi Il. En lyi lll. En iyi Tasarim IV. En lyi
Tasarim Tasarim Tasarim
T.B. I=ABCE=ABDF | |I=ABCDE=BCF I=ABCE=ABDF |=ABE=ABDF
=CDG =ABCG =ABG =BDG
1110011:ABCFG 1000011:AFG 0001011:DFG 1000011:AFG
Dual kod 1101101:ABDEG 0001101:DEG 0010101:CEG 1001101:ADEG
kelimeleri- 0011110:CDEG 1001110:ADEF 0011110:CDEF 0001110:DEF
{1,0} 0000111:EFG | 0111111:BCDEFG | 1111111:ABCDEFG | 0100111:BEFG
(n,k) kodu (7,4) (7,4) (7,4) (7,4)
dt 3 3 3 3
Al {2,3,2,0,0} {3,2,1,1,0} {3,3,0,0,1} {4,3,0,0,0}
dagilimi-
i=Cmax,...,7
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l. En iyi tasarim Il. En iyi tasarim

Ats=2, A*,=3, At3=3, At,=2,
Ats=2, At=0, A*;=0 Ats=1, Atg=1, A*;=0
lll. En iyi tasarim IV. En iyi tasarim
At3=3, A*,=3, Ats=4, A*,=3,
At5=0,A'6=0, A*;=1 A*5=0,A'6=0, A*;=0

Als=2<A"3=3, A"3=3, A'';=4, oldugundan;

l. tasarim, ILIII ve IV’ten daha iyi bir tasarimdir(daha az sapmaya sahiptir).

A'y=2<A",=3, AV,=3 oldugundan;

[I. tasarim, Il ve IV’ten daha iyi bir tasarimdir.
A"3=3<AV;=4 oldugundan, Ill, IV’ten daha iyi bir tasarimdir.

Bu karsilastirma, Cizelge 5.13’ten de yapilabilir.

5.11. 2% Tasarimi

|I=BCDE=ACDF=ABCG=ABDH tanimlayici bagintih 2,,** tasarimi, Es. 5.71°deki

matrislerle tanimlanabilmektedir.

—>G= (5.71)

- a4 a0
a a0 -
O 4 —4a a4
A O A a4
O O O =
o O =+ O
o =+ O O
- O O O
O O O =~
o O =+ O
o =+ O O
- O O O
- a4 a o
a a0 4
O —a —a a4
a O —4a 4

4x8 4x8

G U.M.ndeki satirlardan elde edilen kod kelimeleri;

~—o0O0O0cO0COOOCO
O 2220000
O—r—20O0—2—20O0
OO0 —,0—=O
O—L00 20220
e G W Y,
— 00—~ 200
= I o S RN
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_L_k_L_k_L_k_L
4 aaa00O0
~ 2002 —O
N R & R RN
Yo N = J Y o RGN
~—o0o0-2-20O0
~ 20000

d=4 en kisa uzaklikli, (8,4) dogrusal kodudur. Dualin U.M.:

o11 110

10110 1
Gaa =14 1 4 0 0 0

110100

dir. Dualin kod kelimeleri:

0O 0 0 0o 0 0 O
i1 0 1 0 0 O
i1 1 0 0 0 1
o o1 1 0 0 1
i 0 1 1 0 1 O
o 1 1 0 0 1 O
o 1 0 1 0 1 1
i 0 0 0 O 1 1
o 1t 1 1 1 0 O
i 0 1 0 1 0 O
i 0 0 1 1 0 A1
o 1 0 0o 1 0 1
i1 0 0 1 1 O
o o o 1 1 1 0
o o 1t 0o 1 1 1
i1 1 1 1 1 1

(8,4) dogrusal kodu olup, d*=4 ve agirlik dagilimi;

{1,0,0,0,14,0,0,0,1}*

o - O O

- O —-200—+0

- O O O

4x8

0
1—I1=ABDH
0— =ABCG
1—-CDGH
0— =ACDF
1— =BCFH
0— =BDFG
1— =AFGH
0— =BCDE
1— =ACEH
0— =ADEG
1— =BEFH
0— =ABEF
1— =DEFH
0— =CEFG

1— =ABCDEFGH

(5.72)

(5.73)

(5.74)

dir. Dualin kod kelimeleriyle, kodun kod kelimeleri ayni oldugundan, (8,4) kodu
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self-dual bir koddur. Yani, duali kendisine esittir (Bkz. B6lim 3.8.3.1).

5.11.1. 2/;*’ten 2%* tasariminin olusturulmasi
2/* tasarimi, 1=ABD=ACE=BCF=ABCG, i¢in Es 5.51'de verilen D.K.M.ne
satirlardaki 1 sayisini ¢ift yapacak sekilde 1 veya 0 eklenirse, elde edilecek H»

D.K.M., 2§ *tasariminin D.K.M.

a a0 4
- a4 a O
O O O —
O O -~ O
o - O O
- O O O
QO A A

dir ve tanimlayici bagintilar I=ABDH=ACEH=BCFH=ABCG olacakiir.
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6. UYGULAMA

Bolim 5’ten, kesirli cok etkenli tasarimlarla, kodlar arasinda iliski oldugu
gOrilmektedir. Burada incelenen tasarimlar 1sidinda; denemeler kod kelimeleri,
tasarimin ¢dzimi d*, dual kodun agirlik dagilimi kelime uzunlugu yapisi ve dual

kodun kod kelimeleri de tanimlayici baginti yapisi olarak yorumlanabilmektedir.

Tasarimlar kodlarla ifade edilirken, (n,k,d"min) gdsterimi kullanilirsa; Bélim 5.6'daki
2v%2 tasariminin (6,4,4); Bélim 5.6.1, Bolim 5.6.2, Bdlim 5.6.3'te verilen, en az
sapma dlcitiyle siralanmis 2,62 tasarimlarinin (6,4,3) kodu olmasi; ayni n,k, hatta
ayni d* degerlerine sahip olmalarina karsin, kodlarin farkli oldugunu ve farkli

tasarimlara ulasildigini géstermektedir.

Bu farkhligi yaratan dual koddur ve burada, érnegin bir (8,4,3) kodu s6z konusu
oldugunda, dual agirlik dagilimlari farkli kac kod; dolayisiyla en az sapma élcttiine
gbre siralanmis kac tasarim elde edilebilecegi sorusu akla gelmektedir.

Boélim 5’te yardimci olan MATLAB fonksiyon ve komutlari bu soruya ¢6zim
Uretmekten uzak oldugundan; MATLAB'in var olan ézelliklerinden de yararlanarak

bir program yazilmasi uygun gértalmastdr.

Kesirli ¢ok etkenli tasarimlarla kodlar ve en az sapma O6l¢itlyle dual agirlik
dagihmlar  arasindaki iliski belirlendikten sonra; agirik  dagilimlarinin
hesaplanmasi; en iyi tasarima karar verilebilmesi; tasarimlarin en az sapma
Olcltine gore siralanabilmesi igin, bazi fonksiyonlar yaratilmis ve iki farkli program
(1. program, en iyi tasarim; 2. program belli bir tasarim/kod icindir) cahlstirilarak;
tasarimlar karsihk geldikleri kod parametreleriyle birlikte elde edilmistir.

Program girdileri; 1. program icin n ve k degerleri; 2. program iginse, G=[lx A]'deki
A matrisidir. Baslangicta D.K.M ya da U.M. kullaniimasi diisiiniimiis; ancak, hizi
etkileyebilecegi endigesiyle A’da karar kilinmigtir. A matrisleri, en disiuk ¢ézim 3

olacak ve birbirinin ayni olan matrisler elenecek sekilde belirlenmistir.

Program ciktilari, 6zellikle etken sayisi arttiginda ¢ok uzun oldugundan; etken
sayisinin az oldugu érneklerin verilmesi uygun goérilmas ve gerektiginde ciktilarda
kisaltmaya gidilmigtir.
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Ornek 6.1. 23" tasarimi (I=ABC) (Bkz. Cizelge 5.1) icin, n=3,p=1 ve k=2'dir. n=3,

k=2 i¢in en iyi tasarimi bulmaya ydnelik 1. programin verdigi ¢ikti:

khkkkhkkkhkkkhkkhkhkkhkhkkkhkkhhkhkhhkhkkhkkhhkkhhkkhhkkkhkkhkkkhkkx

As = (Bkz. Es.5.2)
1
1

Rs= 3

ADs= 1 0 0 1(Bkz.Es.5.4)

*hkkkhkkkhkkkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhhkhkhhkhkkhkkhhkhkhhkkhhkkhkhkkhkkhkhkx

dir. Burada;

As: G=[ I A]U.M.ndeki kx(n-k) boyutlu A matrisi (Bkz. Tanim 3.11);
Rs: Dual kodun en kisa uzakhgi ya da tasarimin ¢6zimu;

ADs: Dual kodun agirlik dagihmt;

dir. 23" tasarimi icin Es. 5.3'te verilen G U.M. A’yi da icermektedir. Program ¢ikti

olarak birden fazla A vermediginden; (3,2,3) kodu tek bir tasarima karsilik
gelmektedir.

Buradan elde edilen A matrisi girdi olarak kullanilirsa, tasarimin kod olarak
Ozellikleri, 2. program yoluyla bulunabilir. Program ciktisi, R: tasarimin ¢ézimu
olmak Uzere, asagidaki gibidir.

ek ek ko ko ko ko ko ko

Uretec matrisi (Bkz. Es. 5.2) =
1 0 1

o 1 1

Denklik kontrol matrisi (Bkz. Es. 5.1) =
1 1 1

Denemeler/kod kelimeleri (Bkz. Cizelge 5.1) =
0 0 O
o 1 1
1 0 1
1 1 0
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Agirlik dagilimi ={1, 0, 3, 0} (Bkz. Tanim 3.15)

Kod kelimeleri arasi en kisa uzaklik d=2

Tanimlayici baginti yapisi (Bkz. Es.5.3) =
0 0 O
11 1

Dual kodun agirlik dagilimi (Bkz. Es.5.4)={1, 0, 0, 1}

Dual kod kelimeleri arasi en kisa uzaklik d=R=3 (Bkz. Teorem 4.2)

d cift sayi oldugundan Hamming siniri tanimli degil (Bkz. Teorem 3.5)
Kod Griesmer sinirini esitlikle sagliyor: 3 = 3 (Bkz. Teorem 3.6)

Kod Varshamov-Gilbert sinirini sagliyor: 1 < 2 (Bkz. Teorem 3.8)

Dual Kod Hamming sinirini sagliyor: 3 < 4
Dual Kod Griesmer sinirini esitlikle sagliyor: 3 = 3
Dual Kod Varshamov-Gilbert sinirini sagliyor: 3 < 4

kkkkkkhkhkkkhkhkkkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhhkhkhhhkhkhkhhkhhkhhhkhkhkhhhkhkhhkhkhkhhkhkhkhhkhkkhhkhkhkhkhhkhkkhhkhkhkhhkhkhkhhhkkhkhhkhkhkhhkhkkhkhhhkkhkk

Goraldiga gibi program sonuclari, baslangicta sordugumuz sorulara yanit verir
niteliktedir.

Ornek 6.2. 2,°? tasarimi (I=ABD=ACE) s6z konusu oldugunda (Bkz. Cizelge 5.5);
1. programin galistirlmasiyla bulunan en iyi tasarimlar;

kkkkkkkkhkkhkkkkhkkhkkkkhkhkkhkhkkkhkkkhkhhkkhkhkhkhkhkkkkkkkkkkkk

As(:,:,1) =
0o 1
1 0
1 1
As(:,:,2) =
0o 1
1 1
1 1
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Rs =

ADs= 1 0 0 2 1 0 (Bkz Es.5.17)

i 0 0 2 1

khkkkkkkkkhkhkkkhkhkhkhkkhkhkhkhkhkkhkhkhhkkhkhkhkhkhkhkhhkkhkhkhkkhhkkkhhkhkkkhkkkx

dir. Dikkat edilecegi Gzere, farkli A matrisleri, dual agirhk dagilimi ve ¢ézimu ayni

olan tasarimlar verebilmektedir. Dual kodun agirlik dagiimlari, Bélim 5.4'te 2;,°2

tasarimi icin bulunan agilik dagihmi ile aynidir. Es. 5.14'teki G U.M.nden elde

edilen A matrisi, girdi olarak kullanilir ve 2. program cahstirilirsa, asagidaki gikti

elde edilir.

kkhkkkkkkkkkhkhkhkkhkhkkhkkkhkhkhkhkhkhkkhkhkkhkhkhhkhkhkhkhkhkhkhkkhkhkhkhkhkhkhkhhkhkhkkhkkhkhkhkkkkkkkkhkhhkhkkkhkkhkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkk

Uretec matrisi (Bkz. Es.5.14) =
i 0 0 1 1
o 1t 0 1 O
O 0 1 0 1
Denklik kontrol matrisi (Bkz. Es.5.13)=
i 1 0 1 0

i 0 1 0 1
Denemeler/kod kelimeleri (Bkz. Ciz. 5.5)=
0O 0 0 0 O

—_ - A A O O O
—_ - O O = =2 0O
—_ O - O - O -

y
0
1
1
0
1
0

O O - = A a4 O

Agirlik dagilimi ={1, 0, 2, 4, 1, 0}
Kod kelimeleri arasi en kisa uzaklik d=2

Tanimlayici baginti yapisi (Bkz. Es.5.16)=
0 0 0 O

—_ - O

0
1
0
1

—_ - O
—_ 0 —

1
1
0
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Dual kodun agirlik dagilimi (Bkz. Es.5.17) ={1, 0, 0, 2, 1, 0}
Dual kod kelimeleri arasi en kisa uzaklik d=R=3 (Bkz. Teorem 4.2)

d cift sayi oldugundan Hamming siniri tanimli degil (Bkz. Teorem 3.5)
Kod Griesmer sinirini sagliyor: 4 < 5 (Bkz. Teorem 3.6)
Kod Varshamov-Gilbert sinirini sagliyor: 1 < 4 (Bkz. Teorem 3.8)

Dual Kod Hamming sinirini sagliyor: 5 < 8
Dual Kod Griesmer sinirini esitlikle sagliyor: 5 =5
Dual Kod Varshamov-Gilbert sinirini sagliyor: 5 < 8

kkkkkkhkhkkkhkhkkkkhkkhkkhkkhkhkhkhkhkhkhkhkhhkhkhhhkhkhkhhkhkhkhhhkhkhkhhkhkhkhhkhkhkhhkhkhkhkhhkhkhkhhkhkhkhhkhkhkhhhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhkhkhkhhkhkkhhkhkkhhhxkx

Bolim 5.4'te, elle alindigi s6ylenebilecek sonuglarla program c¢iktilari tutarlidir ve

daha fazla bilgi, toplu olarak gérulebilmektedir.

Etken sayisi arttiginda, bulunan A matrislerinin sayisiyla birlikte, 1. programin
calisma siresi de artmaktadir. Bu nedenle n>5 igin verilen 6rnek ciktilarinda,
sadece tasarimlarin kargilik geldigi kodlarin, 5. B6limde de yer alan ¢6zUmlerine

ve bunlara karglilik gelen dual agirlik dagilimlarina yer verilecektir.

Ornek 6.3. 2°? tasarimlari igin, 1. program n=6, k=4 parametreleriyle calistirilsin.
Bu durumda, program ciktisinin, bu parametrelerden olusturulabilecek tasarimlari,
Bolim 5.6.4’te gosterildigi sekilde, 1. en iyi, 2. en iyi vb. olarak siralamasi

beklenecektir.

G6zum degerleri ve bunlara karsilik gelen dual kodun agirlik dagilimlari, en az

sapma 6l¢cltine goére sirali olarak asagidaki gibidir.

kkkkkkkkhkkkkkkhkkkhkkkhkkhkkhkhhkhkhkhkhkkhkkhkkkkkhkkkkhkhkkkkkhkkkkkkkx

ADs=1 0 0 0 3 0 O (Bkz Es.5.25)
1 0 0 1 1 1 0(Bkz Es.5.30)
1 0 0 2 0 0 1 (Bkz Es.5.35)
1 0 0 2 1 0 O0(Bkz Es.5.40)

khkkkkkkhkkhkkkhkkhkkkkhkkhkhkkhkhkkkhkhkkkkhkhkhkkhkkkkhkhkkkkhkkhkkkkhkkkkhkkkkhkhkkkkkkk*k

Gorildiga gibi, 1. dual agirlik dagilimi igin d*=4; son 3 dual agirlik dagilimi iginse

d*=3'tir. Son 3 agirlik dagilimi, 2,,°2 tasarimlarinin en az sapma 6lciitiine gdre
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siralandigi  Cizelge 5.8 ve Cizelge 5.9'da verildigi gibidir. istendigi takdirde, bu

tasarimlarin 6zellikleri tek tek 2. programin calistiriimasiyla elde edilebilir. Ornegin,

1. sirada yer alan 2,,%2 tasarimi icin sonuglar asagida verilmistir.

khkkkkkkkkkkhkhkkkkkhkkkhkhkhkhkhkhkhhkkhkhkhhhhkhkkhkhkhkhkkhkhkhkhkhkhkkhkhhhhkhkhkkhkhkhkhkhkkkhkkhkkhkhhkhkkkkhkhkkkhkhkhkkkkkkkkkkkkkk

Uretec matrisi (Bkz. Es.5.22)=

1

0
0
0

Denklik kontrol matrisi (Bkz. Es.5.21)=

1
0

Denemeler/kod kelimeleri (Bkz. Cizelge 5.6)=

0

—_  El  Eml  Em ) el k) A O O O 0O 0O o o

Agirlik dagilimi ={1, 0, 3, 8, 3, 0, 1}

Kod kelimeleri arasi en kisa uzaklik d=2

0

1
0
0

1
1

0

—_ - - A O O O 0O - =S Em a0 O oo

0

0
1
0

1
1

0

- - O O - - O 0O -+ - OO = -2 o0

0

0
0
1

0
1

0

- OO -~ O -~ O - o -~ O - O -~ O -

1
1
1
0
1

0

0

—_ a4 O O O O - A 0O O - A A=A a2 o

0

1
1
1

0
1

- O O -~ O -+ - O -~ 0O 0O -~ O = -2 oo
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Tanimlayici baginti yapisi (Bkz. Es.5.24)=

- o o o
O = -

o 24 4 o
- o =« o
- o o o
- o =2 o

Dual kodun agirlik dagilimi (Bkz. Es.5.25) ={1, 0, 0, O, 3, O, O}

Dual kod kelimeleri arasi en kisa uzaklik d=R=4
d cift sayi oldugundan Hamming siniri tanimli degil (Bkz. Teorem 3.5)

Kod Griesmer sinirini sagliyor: 5 < 6 (Bkz. Teorem 3.6)

Kod Varshamov-Gilbert sinirini sagliyor: 1 < 4 (Bkz. Teorem 3.8)

dDual cift sayi oldugundan Hamming siniri tanimli degil
Dual Kod Griesmer sinirini esitlikle sagliyor: 6 = 6

Dual Kod Varshamov-Gilbert sinirini saglamiyor: 16 >= 16

khkkkkkkkkkhkhkkkkkhkkhkkhkkkkhkhkhkhkhkhkkkhkhkkhkhkhkhkkhkhkkkhkhkhkkhkhkkkhkhkkkhkhkkkhkhkkhkkhkhkkhkhkkkhkhkkkhkhkkkkhkkkkhkkkkhkhkkkkhkkkkk

Goruldugu gibi, her iki ¢iktida da tasarimin dual agirlik dagilimi ve ¢dézimu aynidir;
ancak burada, kod ve tasarim hakkinda daha fazla bilgi vardir.

5. Bélimde gésterilen tasarimlar disinda, Box, Hunter ve Hunter (1978)’in standart

tablosunda (Bkz. Ek-1) yer alan batin tasarimlar kodlarla olusturulmustur.
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7. SONUCLAR

Bilindigi gibi, bir 2" kesirli cok etkenli tasariminda;
n: Etken sayisi, p: Tanimlayici baginti sayisi,
2P-p-1: Tanimlayici bagintilar arasindaki genellestirilmis etkilesim sayisi,
2P-1: Tanimlayici baginti yapisindaki kelime sayisi,

dir. Galisma suresince elde edilen bilgiler 1s1ginda; bir (n,k) kodu, n-k=p olmak
Uzere, k temel etken yardimiyla olusturulan n etkenli bir 2" kesirli ¢ok etkenli
tasarim olarak dasunulebilir. Tasarimin ¢6zimu, dual kodun en kisa uzakhgindan

(d4) ve tanimlayici baginti yapisi da dualin kod kelimelerinden bulunabilir.

Baslangicta amac, sadece kodlar ve tasarimlar arasindaki iliskiyi géstermek ve her
tasarima bir kod atamak ya da tam tersini yapmakken; en az sapma o&lgutinin
kodlarda nasil islediginin arastirlmasi sirasinda karsilagilan sorular; kod
parametreleri ayniyken farkli tasarimlara ulasiimasi; farkhligi yaratanin dual kod
olmasi vb. sonuclar; ilgilenilen konu kodlar ve tasarimlar olunca, hali hazirda
yararlanilacak bir programin olmamasi guUgligu; istenileni verebilecek bir

programin yazimini zorunlu kilmigtir.

6. Bélimde, programlarin nasil ¢alistigina dair verilen érnekler; verilebilen en kisa
cikti drnekleridir ve anlasilacagr GOzere bu durum, bu kadar verinin nasil
Ozetlenecegi gibi bir sorunu da beraberinde getirmektedir. Bu baglamda, Cizelge
7.1’de listelenen tasarimlar ve kod olarak karsiliklari, bazi ydnlerden eksiktir.

Ornegin, 2,,°°

icin, dual agirhik dagilimlari farkh 5 tasarim bulunmus ve hepsi
cizelgeye dahil edilmisken; 2,'%® tasarimi icin, sadece G-V olan 2 tasarim

gosterilmis, C-1V olan 22 tasarim ve C-Ill olan 40 tasarim gz ardi edilmistir.

Cizelge 7.1°de tasarnimlar; karsilik geldikleri kodlar, bu kodlara ait dual agirhk
dagilimlan ve D.K.M.leri ile ifade edilmiglerdir. Dogrusal kod icin B, déngusel kod
icin C ve Hamming kodlar i¢cin H gdésterimi kullaniimigtir. Kodlarin sagladiklari
sinirlara da bakilmis; ancak, Varshamov-Gilbert ve Griesmer sinirlarini hepsi;
Hamming sinirni ise en kisa uzakhdi tek olanlar sagladigi icin, cizelgede bu

bilgilere yer verilmemistir.

97



Tasarimlar kodlarla ifade edilirken, O6zellikle tanimlayici baginti  yapisinin
anlasiimasi ve yorumlanmasinin kodlarla daha kolay oldugu gérilmuistir. Bu

sekilde, bir tasarimi sadece bir matrisle tanimlayabilmek mimkindur.

Kod parametreleri ile en az sapma 6lcttiine gbre yapilan siralamalar, literatlirde

7-3

yer alan, Ornegin; 2,52 ve 2, icin Wu ve Chen(1992)’in yapti§i, tasarimlarla

tutarhdir.

Cizelge 7.1’de yer almamasina karsin, en az sapma olclitliine gbre siralanmis
diger tasarimlara da ulasmak mimkindir. Ornegin, 2,,°2 icin 3 tasarim verilmis;
ancak, G-IV uzunlugunda 9 tasarim bulunmus ve dual agirlik dagilimlari asagidaki

gibi siralanmistir.

1.(1,0,0,0,1,4,2,0,0,0)"
2.(1,0,0,0,2,3,1,1,0,0)*
3.(1,0,0,0,2,4,0,0,1,0)*
4.(1,0,0,0,3,0,4,0,0,0)"
5.(1,0,0,0,3,2,0,2,0,0)*
6. (1,0,0,0,3,4,0,0,0,0)*
7.(1,0,0,0,4,0,2,0,1,0)"
8.(1,0,0,0,5,0,2,0,0,0)"
9. (1,0,0,0,7,0,0,0,0,0)"

Tasarimlar hali hazirda siralanmis oldugundan; kodlar hakkinda bilgi sahibi olmak
gerekmeksizin; uygun tasarimin secimi, dual agirlik dagilimlarina bakilarak da
yapilabilir. Ornegin, 2,,%* tasarimi séz konusu oldugunda (Bkz. Cizelge 7.1), 2.
tasarimda, 2’li etkilesimlerle karisacak ana etki sayisinin, 1. tasarima gére daha

cok oldugu gértlmektedir.

Tasarimlar ve kodlar baglaminda pek cok bilgi elde edilmis olmasina karsin;
henlz, esdes yapisinin dogrudan elde edilebildigi bir algoritma gelistirilememis;
cikis noktasi olarak Hamming kodlar alinmasina karsin, Hs, (Bkz. Cizelge 3.3) Hq4
vb. kodlarin D.K.M.lerinden yararlanarak hangi tasarimlara ulasilabilecegi, 6zel

olarak arastirilamamigtir. Ancak, iki algoritma tzerinde de ¢alisiimaktadir.
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Cizelge 7.1. Tasarimlar ve kod karsiliklari

Kod Agirhik Denklik kontrol
Deneme | Tasarim | karsilig dagimi* | matrisleri/Tanimlayici
(n,k, d'in) | i=Cmax,...,n | bagintilar
4 23 C(3,2,3) {1} 111
2" C(4,3,4) {1 1111
2ﬁ|—1 B(4,3,3) {1,0} 0111
11010
8 2|E|’|_2 B(5,3,3) {2,1,0} 10101
110100
25° B(6.,3,3) {43001 101010
011001
1101000
1010100
24 B(7.3,3) {77001} o1 10010
1110001
23—1 C(5,4,5) {1} 11111
6-2 B(6,4,4 3,0,0 111010
2N 6.4.4) B0 11101
6-2 | B(6,4,3 {1,1,1,00 (110010
1.2 (6:49) 011101
62 | B(6,4,3 2,0,0,1 110010
2. 2y 643 | | b loot110H
62 | B(6,4,3 {21,000 (110010
3. 2 (6.4.3) 110101
3 1110100
16 2I7V3 H(7,4,4) {7,0,0,0} 0111010
1011001
1110100
1.2/ | B(7.43 | {23200} |[1101010
0011001
1111100
2. 218 B(7,4,3) {32,1,1,0f lo110010
1110001
1110100
3. 272 B(7,4,3) {3,3,0,0,1} (1101010
110000 1
1100100
4. 2|7”—3 B(7,4,3) {4,3,0,00} (1101010
0101001
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Cizelge 7.1. (Devam)

Kod Agirlik Denklik kontrol
Deneme | Tasarim kargihgi ._daglllmll Eaajrri‘st::e;:/Tanlmlaylc|
(nK, i) | 1ZEMAn AT

01111000

284 B(8,4,4} {14,000} (10110100
v 11100010
(self dual) 11010001
01111000

1,284 | B(843} | {374,010 (10010100
10100010

11000001

00111000

8-4 B(8,4,3 4,5,4,2,0,0 01010100
2 2 ©43 b Y1000010
11100001

00111000

8-4 B(8,4,3 4,6,4,0,0,1 01010100
3 2 843 | b 01110010
11100001

16 00111000
8-4 B(8,4,3 5,5,2,2,1,0 01110100
+ 2 ®43 Flio110010
11000001

00111000

8-4 B(8,4,3 7,7,0,0,1,0 01010100
> i ®43 | b 01100010
01110001

111010000

011101000

110100010

111100001

001110000

011101000

2.2%5 | B(943) |1{699600.1 1900100100
110000010

111000001

001110000

011101000

111000010

111100001
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Cizelge 7.1. (Devam)
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Cizelge 7.1. (Devam)

Kod Agirlik Denklik kontrol
Deneme | Tasanm| Karsihai dagilimi* matrisleri/Tanimlayici
(n,K, d*min) i=Cmax,...,n bagintilar
- 1

o6t | C(656) {1} 111111
ve| BES4 1,2,0,0 1111010
"2 (754 { } 1101101
21 B(754 2,0,1,0 0011110
? 2w 754 { } 1100101
-2 | B(7,54 3,0,0,0 0011110
> 2w 7o { } 0101101
11100100

1. 283 | B(854) {3,4,0,0,0} 11010010
01111001

0. 283 | B(854) {5,0,2,0,0} 00111100
v 01011010
1110000 1

83 | B(8,54 6,0,0,0,1 00111100
> oo { } 01011010
1001100 1

011111000

1,294 | B(9,54) {6,8,0,0,1,0} 101110100

32 110110010

11101000 1

011111000

2. 254 | B(9,54) {7,7,0,0,0, 1} 100110100

111010010

11110000 1

001111000

3. 2%74 B(9,5,4) {9,0,86,0,0, 0} 010110100

101010010

11010000 1

001111000

4. 254 | B(9.54) {10,0,4,0,1,0} |0 104110100

011010010

11100000 1

001111000

5. 234 | B(9.54) {14,0,0,0,1,0} (0104110100

011010010

01110000 1

111101000

1. 2105 | B(10,54) {10,16,0,0500} [1 1101010 0

110110010

10111000 1

011110000

- OO0 O0OOo
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Cizelge 7.1. (Devam)

Kod Agirlik Denklik kontrol
karsilig . N matrisleri/Tanimlayici
Deneme | Tasarim | . dagilimi bagintilar
(n,K, d™min) i=Cmax,...,n
0011110000
0101101000
2. 2105 | B(1054) | {150,150001 1010100100
1101000010
1110000001
0011110000
0101101000
30 [3.2)9%| B(10,54) {16,0,12,030,0f 10110100100
1011000010
1110000001
11100100000
01110010000
2?\}—6 B(11,5,4) {25,0,27,0,10,0,10} [p 0111001000
10110000100
10011000010
01011000001
o7 C(7,6,7) {1} 1111111
11110010
2%_2 B(8s6s5) {2s1,0s0} 11001101
111100100
1.2%3% | B(964) {1.42000 1101011010
001111001
000111100
2. 253 | B(9,64) {2,3,1,1,0,0} |[o011011010
101100001
000111100
3.2%° | B(9.64) {2,4,0,0,0,1,0) 011011010
101011001
64 0111011000
1. o10-4 | B(10,6,4) {284,01,00 (1011010100
el 1101100010
1110100001
0001111000
o 010-4 | B(10,6,4) {3,6,4,2,0,0,0} 0110110100
C eV 1010010010
1111000001
0011111000
10-4 | B(10,6,4 3,7,4,0,0,1,0 0101110100
3. 2 (106.4) { by 110010010
1111100001

103



Cizelge 7.1. (Devam)

Kod Agirlik Denklik kontrol
Deneme | Tasanm | Karsihgr dagihmi* ?aa}::‘st::aar:/Tanlmlaylcl
(n,k, dmin) i=Cmax,...,n 9
00111010000
11-5 B(11,6,4) |{4,14,8,0,8,2,0,04(1 1110001000
64 2y (1.64) Hi1000100100
01011100010
10011100001
2%1' C(8,7,8) {1} 11111111
59-2 B(9,7.6) {3,0,0,0} Poriortlo
VI 011011101
o2 | B(9,75 111,00 001111110
1. 2y (9,7.9) { } 110001101
o2 | B(9.75 2.0.0,1,0 000111110
2. 2y (®.7:9) { } 111000101
9-2 89,7,5 2’1505050 0 0 0 1 1 1 1 1 0
0g |32V (9.7.5) { } 011001101
1110001100
1. 2193 | B(10,7.,5) {3,3,1,0,0,0} 0111100010
101101000 1
0001111100
2. 210¢ | B(10,7.5) {4,2,0,1,0,0} 0110011010
111010000 1
11100011000
21\/1_4 B(11,7,5) {6,6,2,1,0,0,0} |[01111000100
10110100010
11111110001
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EK-1. 2"P Kesirli Cok Etkenli Tasarimlari

Deneme Etken Sayisi (n)
Sayisi : 2"P 3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 2
+C=AB
2’ 2" 2 2 2" +D=AB
+D=AB +E=AC
8 +D=AB +E=AC +F=BC
+D=ABC +E=AC 1F=BC +G=ABC
23 24 2\/571 21\/672 21\/773 21V874 2111975 21111076 2III1 7 TE=ABC
+E=ABC +F=BCD
+E=ABC +F=BCD +G=ACD
16 +E=BCD +F=BCD +G=ACD +H=ABD
+E=ABC tF=ACD +G=ACD +H=ABD +I=ABCD
+E=ABC +F=BCD +G=ABC +H=ABD +I=ABCD +J=AB
2 tekrar +E=ABCD +F=BCD +G=ACD +H=ABD +I=ABCD +]=AB + K=AC
3 > 53 2 P P P 2308 2v®  +F=ABC
+F=ABCD +G=BCD
32 +F=BCDE +G=ABCE +H=CDE
tF=ABC +G=ACDE +H=ABDE +I=ACD
+F=ABCD +G=ABD +H=ABDE +I=ACDE +J=ADE
4 tekrar 2 tekrar tF=ABCDE +G=ABDE +H=BCDE +I=ABCE +J=BCDE +K=BDE
3 > 53 76 2o 252 P 27 2
+G=CDE
64 +G=BCDF +H=ABCD
+G=ABCD +H=ACDF +I=ABF
+G=ABCD +H=ACEF +I=ABDE +J=BDEF
8 tekrar 4 tekrar 2 tekrar +G=ABCDEF +H=ABEF +I=CDEF +J=ABCE +K=ADEF
23 2° 2° 2° 2 2y 22 2,'%? 2y'"* +H=ABCG
+H=ABCG +I=BCDE
128 +H=ACDFG +I=BCDE +J=ACDF
16 tekrar 8 tekrar 4 tekrar 2 tekrar +H=ABCDEFG +I=BCEFG +J=ACDF +K=ABCDEFG
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