OLASILIK YOGUNLUK FONKSIYONU iGiN
UYARLANABILIR GCEKIRDEK KESTIRIM YONTEMI

THE ADAPTIVE KERNEL ESTIMATION METHOD FOR
PROBABILITY DENSITY FUNCTION

AYBIKE VAR

Hacettepe Universitesi

Fen Bilimleri Enstitisu Yonetmeliginin
ISTATISTIK Anabilim Dali igin Ongérdigi
YUKSEK LISANS TEZi

olarak hazirlanmistir.

2005



Fen Bilimleri Enstitisu Muadurlugu'ne,

Bu calisma jurimiz tarafindan ISTATISTIK ANABILIM DALI 'nda YUKSEK
LISANS TEZi olarak kabul edilmistir.

Baskan (Danisman) ...

Uye e
Dog. Dr. Tulay Saragbasi
Uye TP
Yar. Dog¢.Dr. Serpil Gokge Cula
ONAY

Bu tez ...../[...../..... tarihinde Enstiti Yonetim Kurulunca belirlenen yukaridaki jiri

uyeleri tarafindan kabul edilmistir.

Prof.Dr. Ahmet R. Ozdural
FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURU



OLASILIK YOGUNLUK FONKSIYONU IiGIN UYARLANABILIR GEKIRDEK
KESTIRIM YONTEMi

Aybike Var

0z

Bu calismada olasilik yogunluk fonksiyonu igin degisen bant genislikli ¢ekirdek
kestirim yontemi ayrintili olarak incelenmis ve sabit bant geniglikli cekirdek kestirim
yontemi ile karsilastirnimistir. Dagilimi bilinen kitlelerden segilen farkh buyukluklere
sahip orneklemler igin, sabit bant geniglikli ¢cekirdek kestirimleri ve uyarlanabilir

cekirdek kestirimleri elde edilmigtir. Kestirimler toplanmig hata kareler

ortalamalarina gore kargilastiriimistir.

Sabit cekirdek kestirim yontemi ile uyarlanabilir cekirdek kestirim ydntemi
kargilastirildiginda, genellikle sabit g¢ekirdek kestirim yonteminin, uyarlanabilir
cekirdek kestirim yonteminden daha iyi sonu¢ verdigi gorulmuagstir. Ancak
yaptigimiz uygulamada, bir serbestlik dereceli ki-kare dagilimindan alinan
orneklemler igin uyarlanabilir ¢gekirdek kestirim yonteminin daha iyi sonug verdigi

gOrulmustar.

Anahtar Kelimeler: Cekirdek (kernel) kestirimi, uyarlanabilir (adaptive) ¢ekirdek

kestirimi.



THE ADAPTIVE KERNEL ESTIMATION METHOD FOR PROBABILITY
DENSITY FUNCTION

Aybike Var

ABSTRACT

In this study the kernel estimation with varying bandwidth for probability density
function is reviewed in details and compared with the kernel estimation with fixed
bandwidth. The kernel estimations with fixed bandwidth and the adaptive kernel
estimations have been obtained for samples in different sizes taken from masses
with known distribution. The estimations have been compared according to their

integrated mean squared error.

In the comparison of the fixed kernel estimation and the adaptive kernel
estimation, it has been observed that the fixed kernel estimation generally gives
better results than the adaptive kernel estimation. However the adaptive kernel
estimation in our application is giving better results for the samples taken from chi-

square distribution with one degree of freedom.

Key Words: Kernel estimation, adaptive kernel estimation.
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TESEKKUR

Olasilik yogunluk fonksiyonunun uyarlanabilir c¢ekirdek kestirim yonteminin
incelenmesi amaciyla gergeklestirilen bu c¢alismada destegini ve Ozverili
yardimlarini esirgemeyen degerli hocam ve danismanim Sayin Prof.Dr. Oniz

Toktamig’a sukranlarimi sunmayi bir borg bilirim.
Ayrica calisma esnasinda karsilastigim zor anlarda manevi desteklerini

esirgemedikleri ve her zaman yanimda olduklari igin aileme ve Hasan Onur

Yazicr'ya tesekkurlerimi ve saygilarimi sunarim.
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1. GIRIS

Olasilik yogunluk fonksiyonunun kestirimi istatistigin temel konularindan biridir.
Veriler, dagilimi bilinen bir kitleden secilmig ise olasilik yogunluk fonksiyonunun
kestirimi igin parametrik kestirim yontemleri; veriler, dagilimi bilinmeyen bir
kitleden secilmis ise olasilik yogunluk fonksiyonunun kestirimi icin parametrik

olmayan kestirim yontemleri kullanilir.

Cekirdek kestirim yontemi; parametrik olmayan yontemlerden biridir. Olasilik
yogunluk fonksiyonunun, regresyon fonksiyonunun, hazard fonksiyonunun

kestiriminde ve diskriminant analizinde kullaniimaktadir.

ilk kez Rosenblatt (1956) tarafindan énerilen gekirdek kestirim yéntemi sabit bant
genisligi kullanmaktadir. Sabit bant genislikli ¢ekirdek kestirim ydntemi uzun
kuyruklu dagihmlarda ve c¢ok tepeli dagihmlarda yetersiz kalmaktadir. Bu durumda
bazi arastirmacilar degisen bant genislikli cekirdek kestirim yontemleri kullanmayi

onermiglerdir.

Olasilik yogunluk fonksiyonunun degisen bant genislikli ¢ekirdek kestirim
yontemleri balon kestiricisi ve uyarlanabilir ¢ekirdek kestiricisi olarak iki gruba

ayrilir. Bu kestiriciler arasindaki fark bant genisliginin secilme seklidir.

Bu calismanin amaci, 1977 yilinda Breiman, Meisel ve Purcell tarafindan ortaya
konulan uyarlanabilir gekirdek kestirim yontemini, tek degiskenli olasilik yogunluk
fonksiyonunun kestirimi i¢in tanitmak ve sabit bant genislikli ¢ekirdek kestirim

yontemi ile karsilagtirmaktir.

Bu calismanin birinci bolumunde c¢alisma hakkinda genel bilgi verilmisg, ikinci
bdlimunde olasilik yodunluk fonksiyonunun gekirdek kestirim yontemi tanitiimigtir.
Uclincli bélimiinde olasilik yogdunluk fonksiyonunun degisen bant genislikli
cekirdek kestirim yontemlerine iliskin genel bilgiler ayrintih olarak sunulmus,
dordincu bolimunde ise simulasyon caligsmasi ile bir uygulama yapilmis ve

sonuglar karsilastiriimigtir.



2. GEKIRDEK KESTIRIM YONTEMI

Uygulamali istatistikde olasilik yogunluk fonksiyonunun kestirimi guncelligini
koruyan konulardan biridir. Bu bolumde tek degiskenli olasilik yogunluk

fonksiyonunun ¢ekirdek kestiricisi ve istatistiksel 6zellikleri tanitilacaktir.
2.1. Olasilik Yogunluk Fonksiyonunun Cekirdek Kestirimi

Dagilimini bilmedigimiz bir kitleden cekilen rasgele orneklem x4, Xa,...,Xn Olsun.

Herhangi bir x noktasinda olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestirimi;

PRV I I S A B N _
f=" ;1«‘ = ;m %) 2.1)

biciminde verilmektedir. . Burada Kh(x):%K(%) olup, K ¢ekirdek fonksiyonu,

genellikle x=0 civarinda simetrik olan, pozitif degerli olasilik yogunluk
fonksiyonudur. h, pencere genigligi, bant genigligi adlarini da alan dizlestirme
parametresidir. K ve h uygulayici tarafindan segilir. Olasilik yogdunluk
fonksiyonunun x noktasindaki ¢ekirdek kestirimi; komsu gozlemleri belli

agirliklarla hesaba katan agirlikli bir ortalamadir. Bu bigimdeki ilk kestirici, gekirdek

fonksiyonunu tekbicimli, K =U(-1, 1), alarak Fix ve Hodges (1951) tarafindan

Onerilmistir. Bu kestiricinin genel bigcimi Rosenblatt (1956) ve Parzen (1962)
tarafindan, ¢cok degiskenli bicimi ise Cacoullos (1966) ve Epanechnikov (1969)

tarafindan ayrintih olarak incelenmistir.
2.1.1. Cekirdek Kestirim Yonteminin Geometrik Yorumu

Herhangi bir x, noktasi igin sabit bant genigligi alinarak gekirdek kestiriminin nasil

elde edildigini aciklamak icin Sekil 2.1’deki grafik verilmektedir. Sekil 2.1, f‘nln

O0zel olarak grafikte isaretli xo noktasinda nasil elde edildigini gostermektedir.
Sekiz veri noktasi xi,...,xs X ekseni uzerinde c¢arpi (x) isaretleri ile

goOsterilmektedir. Noktali egriler her bir veri noktasinda merkezlenmis,
h‘lK{(x_xf%}, i=1,...,n, bagimsiz cekirdek egrileridir. Burada cekirdek

fonksiyonu, K, standart normal dagiim olarak alinmistir.



Sekil 2.1: Olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestirimi



Bu fonksiyonlarin, isaretlenen x, noktasindan, x eksenine c¢ikilan dik dogrunun
cekirdek fonksiyonlarini kestigi noktalar kiglk siyah noktalar ile ve bu noktalarin
x,'a uzakliklarinin toplami, nf(xo), yildiz ile gosterilmistir. En Ustteki egri ise tum

kestirim noktalari icin elde edilen olasilik yodunluk fonksiyonunun c¢ekirdek
kestiriminin n ile carpimmin grafigidir. Olasiik yogunluk fonksiyonunun xo
noktasindaki c¢ekirdek kestirimi, her bir veri noktasinda merkezlenmis ayni bant
genisligi degerine sahip noktal egriler ile gosterilen gekirdek fonksiyonlarinin X
noktasindaki agirlikh ortalamalarini alarak elde edilir. Kiguk siyah noktalar yildiz
ile gOsterilen toplama, c¢ekirdek fonksiyonlarinin sifirdan farkli katkilarini

gOstermektedir.

2.1.2. Gekirdek Kestiricisine iligkin Hata Kareler Ortalamasi ve Toplanmis

Hata Kareler Ortalamasi

istatistik kuraminda, kestirimin performansini degerlendirmek, baska bir deyisle ne

kadar iyi bir tahmin yapildigini anlamak i¢in bazi hata kriterleri kullanilir.

Olasilik yogunluk fonksiyonunun kestiricisinin performansini degerlendirmek igin

risk fonksiyonlari kullanilir.

Genel risk fonksiyonu asagida verilmistir.

R"(7./) = Ef|] (0~ f (0| 0x)ax (2.2)

Burada p>1 ve Q(x) negatif olmayan agirlik fonksiyonudur. Esitlik (2.2.) ile verilen

risk fonksiyonunda p=2 ve Q(x)=1 alinirsa,

R (. N =Ef|[fe) - s dx (2.3)

elde edilir. Bu fonksiyon toplanmis hata kareler ortalamasi (THKO)’ sidir.

Noktasal kestirim i¢in varyans ve yan teriminin karesinin toplami olan Hata Kareler
Ortalamasi (HKO) kullanilr.

HKOf (x,h) = E[f(x, ny— f(x)f



= Var(f (x,n)) +|Yanf (x, ) (2.4)

Yaygin olarak kullanilan performans kriteri Rosenblatt(1956) tarafindan onerilen
Hata Kareler Ortalamasi (HKO)'nin integrali olan Toplanmis Hata Kareler
Ortalamasi (THKO)’sidir. THKO asagida verilmigtir:

THKOf (x,h) = TE[f(x, h) — f(x)] dx

- TVarj(x, Ry + T[Ef(x, ) — f(x)[ dx (2.5)

Esitlik (2.4) ve Esitlik (2.5)de kestirimin varyans ve yan ifadeleri mevcuttur.
Dolayisiyla 6nce g¢ekirdek kestiriminin beklenen deger, yan ve varyans ifadeleri

verilecektir.

Cekirdek kestiricisinin beklenen degeri,

. 1 & —x
Ef (x,h) = E[E;K(X hx, )}

I $ X=X,
BT

xi de@erleri ayni dagihma sahip bagimsiz o6rneklem degerleri oldugu igin

E{K(%)} terimleri batin x degerleri i¢in ayni olacaktir. Dolayisiyla beklenen

deger asagidaki gibi elde edilir.

h

1 X=X,
i)

x_

h

Ef (x,h) = inE{K(x — X )}

- [ KD 00y



Burada % =u dénusimu yapilirsa beklenen deger;

Ef (x,h) = TK(M) £ (x = hu)du

olarak elde edilir. Bu ifade de f(x—hu)Taylor serisine agildiginda ve integral

alindiginda;

Ef (x,h) = f(X)+%h2f”(X)ﬂ2(K)+0(h2) (2.6)

olarak bulunur.

Cekirdek kestiricisinin yan terimi asagidaki elde edilir:

Yanf(x,h) = Ef(x, h)— f(x)

- %f"(x)uz (K) + o() (2.7)

Cekirdek kestiricisinin varyansi asagidaki gibi elde edilir:

Varf (x,h) = E{f(x,h) - Ef‘(x,h)}z

1 & X=X\ X=X, ?
_E{EZ[K( P )}}

i=1

(Zaj)z = Zajz + Za,-aj oldugundan varyans terimi asagidaki gibi yazilabilir:
J=1 J=1

1<i#j<n

A 1 < X=X, X=X, : 1 X=X, X=X, X=X X=X,

1 2 X—x, o x-x; 2 1 X=X, X—x, X-x; x-x,
_WE;[K( h )—EK( h )} +(nh)2 E1<;<,[K( P )—EK( ; )}{K( p )— EK( p )}

xiler bagimsiz orneklem degerleri olduklarindan Cov(xi,xj)=0'dir. Dolayisiyla

yukaridaki esitligin sag yanindaki ikinci terim sifirdir.



T2

1

Varf (x,h) = ()’

nE{K(—x _hxf - EK (= _hxf )

1 X=X X—x, 1
TS {EK(T) {EK( n }

2
11 5 x—y., 17, x—y
=—— | K(—— dy—|— | K(—— d
n{hj (2 Sy M - >f<y>y”
Burada %:u donusuma yapilirsa;

Var{f(x, h)}z nl—hif(x —uh)K (1)’ du —%{Ef‘(x,h)}z

f(x—uh) ifadesi taylor serisine acildiginda olasilik yogunluk fonksiyonunun

cekirdek kestiricisine iliskin varyans terimi asagidaki gibi elde edilir:
Varf (v = £ [ K@) du+ O™ 28)
n —0

Bu ifadelerden yararlanarak olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiricisine
iliskin THKO terimi asagidaki gibi bulunur (Cula,1998).

THKo{f(x.h)}: (nh)” TK(M)%JM + %h“ 11, (K)? T £"(x)dx +of(nh)™ +h* ) (2.9)

2.1.3. Asimtotik Gosterimler

Asimtotik gosterimler, drneklem buyuklugu »n — o« oldugunda kullanilir. O ve o

gosterimleri gesitli gercel degerli fonksiyonlar igin kullanilir. a, ve b, gergel

n

sayilarin bir dizisi oldugunda n — « iken b, #0 olmak Uzere orani sinirli

n



n

kallyorsa a, =0(b,) yazilir. n—> o iken b, #0 olmak Uzere orani sifira

n

gidiyorsa a, = o(b,) yazilr.

Kestiricileri kargilagtirmak igin kullanilan kavramlardan biri yakinsama hizi

kavramidir. Bir kestiricinin drneklem buyuklugu artarken hedef degerine ne kadar

1/2
hizla yaklastigini gdsteren bir kavramdir. l—cos{(3n +%n2)}z§nl
bicimindeki ifadelerde ~ simgesinin sag tarafini Cr, formunda ifade etmek

aligilmig bir durumdur. Burada r,, n™* ya da (logn)™ formlarindan biri bigiminde
n’nin basit bir fonksiyonudur. C, »n’den bagimsiz bir deger olmak Uzere; eger a,
dizisi a, = Cr, ifadesini sagliyorsa, bu durumda ¢ogu kez r,’'ye a,’nin yakinsama

hizi denir.

Degisik olasilik yogunluk fonksiyonu kestirim ydntemleri rasgele olmayan hata
kriterlerinin sifira ulasma hizlarina goére kargilastirilir (Wand and Jones,1995;
Cula,1998).

2.1.4. Optimal Bant Genigliginin Secimi

Olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ekirdek kestiriminde bant genisligi’nin seg¢imi ¢ok
onemlidir. Bant genisligi degerinde kuguk bir degisim kestirimin degerinde buyuk
degisim ortaya cikarmaktadir. Bant genisligi oldugundan kuguk secilirse yaniltici
tepeler, bant genisligi oldugundan buyuk secilirse 6nemli tepelerin yok oldugu

go6rulmektedir.

Bant genigliginin optimal degerini bulmak icin yaygin olarak kullanilan dl¢ut 1956
yiinda Rosenblatt tarafindan oOnerilen toplanmis hata kareler ortalamasi
(THKO)'dir. THKO ‘sini minimum yapan h degeri optimal bant genisligidir. Esitlik
(2.9) ile verilen THKO’sindan asimtotik toplanmig hata kareler ortalamasi (ATHKO)
asagidaki bigimde yazilir:

ATHKO{]A”(x.h)}z (nh)™ 'TK(u)zdu +%h4u2 (K)* ]Ef”(x)dx (2.10)



ATHKO ve THKO kriterlerinden optimal h degeri asagida verildigi gibi elde
edilmistir:

h,, = ,uz(K)Z/S{_TK(u)du} {Tf"(xfdx} n'"? (2.11)

Ancak esitlik (2.11.)’'deki bant genisligi bilinmeyen olasilik yogunluk fonksiyonunun
ikinci mertebeden tlrevine bagl olarak bulunmaktadir. Dolayisiyla buradan
optimal bant genigligi degeri elde edilemez. Optimal bant genisligi degerini elde
etmek icin simulasyona dayanan cesitli ydontemler kullaniimaktadir. Bunlar;
subjektif secim, en klguk kareler ¢capraz gecerlilik yontemi, yanli ¢apraz gecerlilik
yontemi, plug-in yontemi, duzlestiriimis capraz gecerlilik yontemi ve bootstrap
yontemidir. Bu c¢alismada, bant genisligi en kuglk kareler capraz gegerlilik
yontemine gore segilecektir. Bu nedenle en kiiglk kareler gcapraz gegerlilik ydontemi

asagidaki alt bolumde verilmektedir.

2.1.4.1. En kiiguk Kareler Capraz Gegerlilik Yontemi

En kuguk kareler capraz gecerlilik yontemi, bant genigliginin secimi i¢cin tamamen

otomatik (veriye dayali) bir yontemdir. Bu yontem ilk kez Rudemo (1982) ve

A

Bowman (1984) tarafindan onerilmigtir. Olasilik yodunluk fonksiyonu f’nin, f

kestiricisine iligkin THKO’sI asagidaki gibidir:

THKOf (x,h) = TE[jf(x, h) - f(x)] dx
:EJ. f(x,h)zdx—2EI Fx,h) f(x)dx + j F(x) dx (2.12)

Burada amag¢ THKO’sini minimum yapan bant genigligi, %’y1, segmektir. Esitlik
(2.12)’deki son terim f’ye bagh degildir. Bu durumda THKO’sini minimum yapan
h bant genisligi,

THKOf (x,h) — j f(x)’dx=E j F(x,h)dx—2E j Fx,h) f(x)dx

= E{[ 7 (o) dx—2[ F (e, ) £ (o)l (2.13)

ifadesini minimum yapan bant genisliginin secimine esdegerdir.



Esitlik (2.13)’'de verilen fonksiyonda ikinci terim f’ye baghdir ve asagidaki bigimde

yazilabilir:
[ 7o) f(x)dx = Ef (x, )
ve bu integral yerine

[ 7 f e =nY F xh) (2.14)

istatistigi kullanilabilir (Cula,1998). Burada f_i ,

x, digindaki tim veri noktalarindan

elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonunun kestirimidir ve asagidaki bigimde

tanimlanir:

Gy = (=07 h Y K (= X))}

J#i

(Silverman,1986). Esitlik (2.14) deki ifade Esitlik (2.13)'de yerine konulursa:
THKO - [ f(x)dx = E{ [FGenyd 2y (xl-,m}
Rz

elde edilir. Burada beklenen degerin 6nundeki ifade gapraz gegerlilik fonksiyonu

olarak tanimlanmakta ve,

M,(h)=[F =20 3 1 (x) (2.15)

ile verilmektedir. M ,(h), Esitlik (2.13)'nin sag tarafindaki ifadenin yansiz bir
kestirimini vermektedir. Bu durumda capraz gecerlilik fonksiyonunu minimum
yapan bant genisligi, ayni zamanda THKO’sini da minimum yapan bant
genisligidir. M (k) fonksiyonu birden fazla yerel minimuma sahip olabilir. Yapilan
calismalar bu durumda en buyuk yerel minimuma sahip olan bant genigliginin
alinmasinin uygun oldugunu ortaya koymustur. Clnku en buyuk yerel minimumu
veren h bant genigligi degeri, THKO'dan elde edilen optimal bant genigligine
yakindir (Gékmen, 2002; Wand and Jones, 1995).
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2.1.5. Cekirdek Fonksiyonunun Seg¢imi

K, c¢ekirdek fonksiyonu da uygulayici tarafindan segilmektedir. Cekirdek
fonksiyonu olasilik yogunluk fonksiyonu olarak secildiginde elde edilen kestirim de
bir olasilik yogunluk fonksiyonu olur. K'nin sureklilik ve turevlenebilirlik 6zellikleri

de kestirilen fonksiyona taginir.

Cekirdek kestiriminde en ¢ok kullanilan c¢ekirdek fonksiyonlari Cizelge 2.1.de

verilmektedir.

Cizelge 2.1: Cekirdek kestiriminde en ¢ok kullanilan fonksiyonlar

K(y)
re) 3
————y°(1-y”), O0<y<1
r(4)r(4)y( y7), O<y
Beta(4,4) 0 , 0.d.
72(1+y2)_1 , —0<y<o
Cauchy { }
3 y2
——(1-=), )<+5
45 5 |
Epanechnikov 0O ,od
L(p)"'y""e” , y>0
Gamma(p) 0 , 0.d
15 212
—(1- , <1
=9 y]
iki Agirlikli (Biweight) 0 ,dd
le_‘y‘ —0<
, y <o
Pikard 2
11/2 12 , —0<y<oo
Standard Normal |(27)
-, y| <1
Tekbicgimli (Uniform) 0. &d.
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Esitlik (2.11.) ile verilen optimal h bant genisligi, asimptotik toplanmis hata kareler

ortalamasini veren Esitlik (2.10.)'da yerine yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir:

ATHKO{f(x, h)};

I NON

C(K){Tf"(x)zdx} n*? (2.16)

Burada ¢ekirdek fonksiyonu K’ya bagli olan C(K) terimi asagidaki gibidir:

C(K) = u, (K)z/S{TK(u)Zdu} (2.17)

Duzlestirme parametresi dogru olarak secilebilirse teorik olarak hata kareler
ortalamasinin kuguk bir degerini elde etmek mumkuin olacagindan, asimptotik
toplanmis hata kareler ortalamasini veren Esitlik (2.16)'da diger her sey ayni

alinirsa C(K)'y1 kuguk yapan K cekirdeginin segilmesi uygun olacaktir. 1956
yilinda Hodges ve Lehmann, IK(u)du ve quK(u) terimlerinini bir'e esit olmasi

kisiti altinda, C(K)’y1 minimum yapan K(u) ‘yu farkli bir problemde asagidaki gibi

secerek ¢cozmuslerdir.

3001
—_(1-—u?), —J5<u<+5
HWsS (2.18)

0 ,0.d

K, (u)=

K ,(u) notasyonunun kullaniimasinin nedeni, bu fonksiyonun ilk kez Epanechnikov

(1969) tarafindan c¢ekirdek kestiriminde kullaniimasinin dnerilmesidir. Bu olasilik

yogunluk fonksiyonu Epanechnikov ¢ekirdegi olarak bilinir.

Herhangi bir simetrik ¢ekirdegi, Epanechnikov c¢ekirdegi ile karsilastiran K'nin

etkinligi asagidaki bicimde tanimlanmaktadir:

Etkinlik(K) = {(é((—[z))} (2.19)
_ %{[ K @ydu) {[ K(u)*du’ (2.20)
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Bazi c¢ekirdek fonksiyonlari ve bu fonksiyonlarin etkinlikleri Cizelge 2.2’de

verilmigtir.

Cizelge 2.2: Bazi gekirdek fonksiyonlari ve bu fonksiyonlarin etkinlik oranlari

Cekirdek K(u) Etkinlik Orani
Epanechnikov %(1—%112)/\/5 Jul <5 1
0 ,0d
iki Agirhkh (Biweight 15 22 12
gl (Biweight Tl <1 @?ZJ ~0,9939
0 ,od
Ucggensel (Triangular 1l , | <1 112
cg ( gular) \ | : (Ej < 0.9859
Standart Normal 1 e 361"
me (125) ~0,9512

Cizelge 2.2'den goruldugu gibi, c¢ekirdek fonksiyonlarinin etkinlik oranlari bir'e
yakin bulunmustur. Buna goére farkli g¢ekirdek fonksiyonlarinin kullaniimasinin
kestiricinin performansi Uzerinde, THKO kriterine gére énemli farklihklar olmadigi
anlasiimaktadir. Bu nedenle c¢ekirdek fonksiyonu, tlrevlenebilirlik o6zelligi ve

hesaplama kolayligi kriterlerine gore segilmektedir.

Bu kriterlere gore elde edilen bant genisligi ve K c¢ekirdek fonksiyonu, Esitlik (2.1)
ile verilen formulde yerine konularak elde edilen kestirim, ¢ekirdek kestirimidir. Bu
kestiriciyi daha sonraki bolumde verilen kestirici ile karistirmamak igin bu yontemle

elde edilen kestirim, sabit bant genislikli gekirdek kestirimi olarak adlandirilacaktir.
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3. OLASILIK YOGUNLUK FONKSIYONUNUN DEGISEN BANT GENISLIKLI
GEKIRDEK KESTiRIM YONTEMLERI

Sabit bant geniglikli ¢ekirdek kestiricileri uzun kuyruklu dagihimlarda, cok tepeli
dagihmlarda ve cok degiskenli dagilimlarda yetersiz kalmaktadir. Bu durumda

degisen bant geniglikli cekirdek kestiricileri kullaniimaktadir.
3.1. Girig

Olasilik yogunluk fonksiyonunun degisken bant geniglikli ¢ekirdek kestirim
yontemleri iki kategoride gruplandiriimaktadir. Bunlar; uyarlanabilir ¢ekirdek
kestiricisi ve balon kestiricileridir. ikisi arasindaki fark bant genisligi degerinin nasil

segildigidir.

Literatirde bu iki yontemin adlandiriimasini bir ¢ok yazar farkli bir sekilde
yapmaktadir. Her bir veri noktasinda farkli bant genigligi kullanarak elde edilen
cekirdek kestiricisine Silverman (1986) uyarlanabilir gekirdek kestiricisi (adaptive
kernel density estimator), Terrell ve Scott (1992) 6rneklem duzlestiren kestirici
(sample smoothing estimator), Sain (1994) 6rneklem noktasi kestiricisi (sample
point estimator), Jones(1990) degdisen cekirdek kestiricisi (varying kernel density
estimator) ; her bir kestirim noktasinda ayni, farkli kestirim noktalarinda farkl bant
genisligi kullanan c¢ekirdek kestiricisini Silverman (1986) k. en yakin komsu
kestiricisi (k. nearest neighbour estimator), Terrell ve Scott (1992) ve Sain (1994)
balon kestiricisi (ballon estimator), Jones (1990) yerel gekirdek kestiricisi (local
kernel density estimator) olarak adlandirmaktadirlar. Bu ¢alismada bant genisligi
degerinin her bir veri noktasinda degistigi durum, uyarlanabilir ¢gekirdek kestiricisi;
bant genisligi degerinin her bir kestirim noktasinda degistigi durum, balon

kestiricisi olarak adlandirilacaktir.

Bundan sonraki alt bolimde balon kestiricilerine kisaca deginilecek, daha sonraki

alt bolumde uyarlanabilir gekirdek kestiricileri ayrintili olarak incelenecektir.
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3.2. Balon Kestiricileri

Balon kestiricileri ilk olarak Loftsgaarden ve Quesenberry (1965) tarafindan k. en
yakin komgu kestiricilerinin genellestiriimis bir bigcimi olarak tanitiimigtir. Bu
kestirici;

k

f(x)ZW (3.1)

bicimindedir.

h,(x), x'den k. en yakin 6rneklem noktasina oklit uzakigidir ve ¥,, R“’de birim

-1/2

kUrenin hacmidir. Loftsgaarden ve Quesenberry (1965), k’nin »n '“ile orantil

secilmesi sonucu bu kestiricinin tutarl oldugunu gostermislerdir.

Genellestirilmis k. en yakin komsu kestiricisi agsagidaki bicimde verilmektedir:

f(x) =

(3.2)

h()

Balon kestiricisinde her bir kestirim noktasi x icin farkh bant genisligi kullanilir.
Balon kestiricisi; komsu gozlemlere iligkin agirliklarin bulunmasinda ayni bant

genisligini kullanmaktadir. f’'nin x noktasindaki kestirimi; her bir veri noktasinda

O0zdes olarak olgeklendiriimis c¢ekirdek fonksiyonuna bagli olarak hesaplanan
agirliklar kullanilarak elde edilen agirlikli bir ortalamadir. Orneklemin herhangi bir
noktasindaki balon kestirimi sabit bant geniglikli kestirim gibi hesaplanir. Ancak
bagka bir noktadaki balon kestirimi hesaplanirken bant genisligi degisir. Ve bu

kestirime balon kestirimi denilir.

Balon kestiricisinin en buylk dezavantaji integralinin her zaman bir olmamasidir,
yani her zaman bir olasilik yodunluk fonksiyonu degillerdir. Ayrica bu tipteki
kestiriciler tek ve iki degiskenli durumda zayif performans gosterirken, U¢ ve daha
fazla degiskenli durumlarda daha iyi performans gdstermektedirler. (Terrell and
Scott,1992)
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3.3. Uyarlanabilir Cekirdek Kestiricileri

Uyarlanabilir ¢ekirdek kestiricisi ilk kez Breiman, Meisel ve Purcell (1977)
tarafindan tanitilmisg olup her bir veri noktasi icin farkl bir bant genisligi degeri
kullanmaktadir. Her x noktasindaki olasilik yogunluk fonksiyonunun kestirimi; her
bir veri noktasinda merkezlenmis farkli ol¢eklendirilmis c¢ekirdek fonksiyonuna

bagli olarak hesaplanan agirliklar kullanilarak elde edilen agirlikli bir ortalamadir.

Bu kestirici;

A 1 1 X=X,
S (%) =—Z K (3.3)

ile verilmektedir. Burada Ai(x;), dedisen bant genigligi; d ise boyut sayisidir.
Breiman, Meisel ve Purcell (1977) degisen bant genigliginin, A(x,)’nin, x,’den k. en

yakin Oorneklem noktasina oklit uzakhgi ile orantili olarak secilmesini (asimtotik

)-1/d

olarak bu h(x;) a f(x) " segilmesine esdegerdir) , Abramson (1982) ise f(x,)™"*

ile orantili olarak secilmesini, Silverman (1986) ise, g, f(xi)’lerin geometrik

1/2
ortalamasi olmak Uzere, [%(X )} ile orantili olarak segilmesini dnermiglerdir.

Uyarlanabilir ¢ekirdek kestirimindeki temel dusunce, farkh duzlestirme
derecelerinin kullaniimasi olup, 6zellikle verilerin seyrek oldugu bdlgelerde, yani
dagiimin kuyruk kisimlarinda, daha fazla duzlestirme; 6rneklemin ana kisminda
ise daha az duzlestirme yapilmasidir. Abramson(1982), tum boyutlar igin
h(x) o f(x)"® alinmasini 6nermistir. Bant genisliginin bu sekilde segilmesi
literatrde Abramson’nun karekodk kurali olarak bilinmektedir. Sain(1994), d=2
oldugunda, Breiman, Meisel ve Purcellin en yakin komsu kestiricisinin asimtotik
olarak Abramson’un dnerisine esit oldugunu, ayrica Breiman, Meisel ve Purcell’in
genel bir kestirimle ilgilenmelerine ragmen Abramson’in kendi ¢alismasini noktasal
kestirimle sinirladigini belirtmistir. Ayrica, Abramson (1982) onsel kestirim sifir ya
da sifira yakin degerler oldugu zaman bant genisligi sonsuza yoneldigi i¢in onsel
kestirimlere sifirdan uzakta olma kisitlamasi getirmis, ancak bu kosul bir ¢ok teorik
ve pratik ¢calismada gozardi edilmistir. Abramson’un Onerisi uygulamada kuguk

orneklemlerde iyi sonuglar vermektedir ve genel bir kestirici gibi kullaniimistir. Hall
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ve Marron (1988), Abramson tipindeki kestiricinin teorik 6zelliklerini, bilinmeyen

olasilik yogunluk fonksiyonu £ ’nin, sifirdan farkli oldugu durumda arastirmiglardir.

3.3.1. Uyarlanabilir Cekirdek Kestiriminin Geometrik Yorumu

Herhangi bir x, noktasi i¢in farkh bant geniglikleri alinarak uyarlanabilir ¢ekirdek
kestiriminin nasil elde edildigini agiklamak icin Sekil 3.1'deki grafik verilmektedir.
x ekseninde gorulen sekiz veri noktasi xi,...,xg , sabit bant genislikli ¢ekirdek

kestiriminde Sekil 2.1 ‘de kullanilan ayni x, degerleridir ve x ekseni Uzerinde garpi

(x) igaretleri ile goOsteriimektedir. Noktali egriler, her bir veri noktasinda
merkezlenmis h(xi)‘lK{(x_xf)h(x )}, i=1,...,n ile verilen bagimsiz cekirdek

egrileridir. Burada c¢ekirdek fonksiyonu, K, normal dagihim olarak alinmistir. Bu

fonksiyonlarin, isaretlenen xo noktasindaki, sifirdan farkli degerleri kiigik siyah
noktalar ile ve bu noktalarin toplami olan, nf(xo), yildiz ile gosterilmistir. En Ustteki

edri ise tum kestirim noktalari i¢in elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonunun
uyarlanabilir cekirdek kestiriminin n ile carpimidir. Olasilik yogunluk fonksiyonunun
Xo noktasindaki ¢cekirdek kestirimi, her bir veri noktasinda merkezlenmis farkh bant
genisligi degerine sahip noktal egriler ile gosterilen g¢ekirdek fonksiyonlarinin xg
noktasindaki agirlikli ortalamalarini alarak elde edilir. Kiguk siyah noktalar yildiz
ile goOsterilen toplama, c¢ekirdek fonksiyonlarinin sifirdan farkh katkilarini

gOstermektedir.

17



81

—
- - - Wt -\..\_-
L. a — “
- X
ER [ i - 1] ll'\."‘h [ — ‘H-H‘—\
- rl — - N t\__-q:(- _,_'\_'—uz___\_
S oar - _= - - e — == T
o el - - - - — — = gty
o . - S - . — - T
Fooa - X o T - - e L e
] - - _ L = " - - _ - iy -
= —'\-—|—=:.-i-__ "FE:- e - - o - _ - _":_;

Sekil 3.1: Olasilik yogunluk fonksiyonunun uyarlanabilir gekirdek kestirimi






3.3.2. Uyarlanabilir Gekirdek Kestiriminin Ozellikleri

Uyarlanabilir ¢ekirdek Kkestiricilerinin  6zellikleri asagidaki alt bolumlerde

verilecektir.
3.3.2.1. Uyarlanabilir Cekirdek Kestiriminin Beklenen Degeri ve Yani

Boyut sayisi d=1 olmak uzere X1,Xa,...,Xn , Olasilik yogunluk fonksiyonu f olan bir

kitleden rasgele alinan bir 6rneklem olsun. Ayrica K c¢ekirdek fonksiyonu;

1 —jK(x)dx:I

2~ [ |& (o)l < o0

3 —sup|K| <

kosullarini saglayan simetrik bir fonksiyon olsun.

1/2

Degisen bant genigligi icin Abramson (1982) tarafindan verilen A(x,)=hf(x,)"
ifadesi Esitlik (3.3)’'de yerine konulursa, herhangi bir x noktasindaki uyarlanabilir

cekirdek kestiricisi,

A 1 & 1 X—X,
. K i
1= 2 G

)

olarak elde edilir.

Uyarlanabilir c¢ekirdek kestiriminin beklenen degeri Hall ve Marron (1988)

tarafindan asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.1: Olasihik yogunluk fonksiyonunun doérdincid mertebeden surekli
turevlere sahip oldugu ve sifira yakin olmayan sonlu bir fonksiyon oldugu

varsayllsin. Bu durumda uyarlanabilir gekirdek kestiriminin beklenen degeri,

E(f,(0)= £+ 00"

bicimindedir. Bu teoremin taniti kisaca asagidaki gibi yapilabilir.
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Uyarlanabilir ¢cekirdek kestiriminin beklenen degeri,

E(f, ()= { Zf 0D e ".f(x,«)”%}

=— j Zf@)“K{( jf(r)”}f(r)dt

1/2:| dt
xX—t

olur. Burada VZT donldsimi yapilirsa ; t=x—hv  ve dt =—hdv

oK ¢

olup,
E(7,(0)= [ £ (= m) 2K (of (x = 1) )by

biciminde elde edilir. Burada v = ﬁ donustm denklemi ile tekrar bir dontsim
X

uygulanarak z rasgele degiskenine gegilirse,

h.z dz
_ gl E - 12 3.4
(f“( )) ,[f( f( )1/2) (f(x)l/z f(x f(x)uz) ]f(x)lu ( )
elde edilir. # =n yazilirsa ve u(y) :fif(;—)):/):/z olarak tanimlanirsa
Esitlik (3.4)'den ,
E(f, ()= f @] unz) K (zu(nz))dz (35)
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bulunur. integralin icindeki ifade seriye acgilarak yaklasik bir deger elde edilebilir.

Bunu yapmak i¢in bir yol, £>0 olmak Uzere |y| <¢ 77_1 araliginda ters donusumu

yapilabilen z'’den y =z u(n z)’ye bir ddnisum yapmaktir.

Esitlik (3.5) ,

EUM@Ff@HMmY%?Qw@

d
biciminde yazilabilir. u(nz)3d—z , z’nin, z’de y’nin fonksiyonu oldugu icin
y

d.
(p(ny):u(nzfd—; bigiminde tanimlanabilir. @(17y) fonksiyonu |7y|<e

araliginda ny —» 0(y —> 0) iken 7 y’nin kuvvetlerine gore seriye acilabilir. Bu seri,

p(ny) = p(0)+ %(p'(O) + (nzy' ) P"(0) +....

bigimindedir. y — 0 iken z — 0’dir. Burada,

=1

=0

00 =) | o = () j—y

dir. @(n7y)’nin turevleri, @(ny) bir bilesik fonksiyon gibi disutnulip, ona gore

alinir. Ornegin igo(fyy):i (u(nz))3£ @ 'dir. Turevin mertebesi arttikga
dy dz dy )dy

tirevlerin bulunusu daha karmasik bir bicim alir. Uzun hesaplamalar ile tlrevier
bulunup yerine konulduktan sonra integral alinirsa, uyarlanabilir ¢ekirdek

kestiriminin beklenen degeri,

4

h
241 (x)

E(f,(x) ~ f(x)+ A [y K (y)dy+o(h*) (3.6)

biciminde elde edilir. Burada
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S0 B0 610036/ | 241 ()"

TS ST ST ST o B0
dir (Hall ve Marron,1988 ve Silverman 1986).

Esitlik (3.6)’dan uyarlanabilir gekirdek kestiricisinin yan terimi;

E(f,(x) - f(x) = 4%Mfmw@ﬂmﬂ (3.8)

241 (x)
biciminde bulunur. Burada A(x) Esitlik (3.7)deki gibidir. Yan terimi ifadesi
incelendiginde, pozitif simetrik ¢ekirdek kullanan uyarlanabilir ¢ekirdek
kestiricisinin yan'i O(h*)‘ dir. Sabit bant genislikli gekirdek kestirimleri igin yan
(Esitlik (2.7)'den gorildiigi gibi) O(4*) dir. Sabit bant genislikli gekirdek kestirimleri
ancak IyzK(y)dy:O olursa uyarlanabilir ¢cekirdek kestirimleri ile ayni mertebeli

yan’a sahip olur. Bu durumda Abramson tipi uyarlanabilir gekirdek kestirimlerinin
yan’l, sabit bant genislikli ¢ekirdek kestirimlerinin yan’indan daha kuguk
mertebelidir. Bundan dolayr Abramson’un karekdk kuralinin teorik olarak hakh
cikarilmasi, bu geligtiriimis yan davraniglarinin kestirimin uyarlanabilir yapisinin,
sabit c¢ekirdek ve en yakin komsu Kkestiricilerinin ortasinda oldugunu

goOstermektedir (Silverman,1986).

Terrell ve Scott (1992), uyarlanabilir gekirdek kestiricisinin asimtotik yan terimi igin

asagidaki teoremi vermislerdir.

Teorem 3.2 : TUum x’ler icin n—> o iken A(x) >0 ve nh(x) > oldugu ve
(xf_x)h(x')’nin monoton artan bir fonksiyon oldugu, f ve h’nin p kez

turevlenebilir oldugu varsayimi altinda uyarlanabilir ¢ekirdek kestirimi igin ;

[Asimtotik Yan(y)]2 = {i'(h(y)l’f(y))@)}
p!
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dir. ikinci mertebeden pozitif cekirdek kullanirsak (p=2), asimtotik yan asagidaki

gibi elde edilir :

1 B /"
Sleroyro] =o
3.3.2.2. Uyarlanabilir Cekirdek Kestiriminin Varyansi

Uyarlanabilir gekirdek kestiriminin varyansi, Alt Bolum 3.3.2.1'de beklenen deger

icin verilen ayni gosterimler ile,
var(7, () = [ fe= ) K (x = oy v =—{E(7, (o]

biciminde Hall ve Marron (1988) tarafindan verilmistir. £ >0 ve f slrekli ve sifira

yakin olmayan sonlu bir fonksiyon olmak lzere;
~ 1 _
var(/, (1) =/ (0" [ K () dy + ol(n) ") (3.9)

oldugu gdsterilebilir (Hall and Marron, 1988).

Terrell ve Scott (1992) tarafindan uyarlanabilir ¢ekirdek kestiriminin asimtotik

varyansi asagidaki teorem ile verilmigtir:

Teorem 3.3 : Tum x’ler igin n—>o iken h(x) >0 ve nh(x)—> o oldugu ve

(xi_x)h(x')’nin monoton artan bir fonksiyon oldugu, f ve h'nin p kez

turevlenebilir oldugu varsayimi altinda asimtotik varyans asagidaki gibidir:

S| Ky dy
nh(y)

Asimtotik Varyans(y) =

Sabit bant genislikli ¢ekirdek kestiricisi ve balon kestiricisi ile karsilastirildiginda

asimtotik varyanslarin ayni oldugu gorulmustir (Terrell and Scott(1992)).
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3.3.2.3. Uyarlanabilir Cekirdek Kestiriminin Hata Kareler Ortalamasi

Hall ve Marron (1988) f’nln f’nin yeteri kadar iyi kestirimi olmasi kosuluyla

uyarlanabilir gekirdek kestiriminin hata kareler ortalamasini asagidaki bigimde

vermigtir:

HKO(]AFM (x)) = 5’17—6521{}18142](()6') +(nh) " S(K) f'* (x) (3.10)

4
Burada 4f(x), x noktasinda hesaplanan d ! dir
dx* | f(x)

Sy = [x'K(x)dx ve S(K)=%J.Kz(x)dx+%J.x2K'(x)2dx’dlr (Jones,1990). Esitlik

(3.10) ile verilen uyarlanabilir gekirdek kestiriminin HKO’sinda yan teriminin karesi
O(h*)’dir. Sabit gekirdek kestiriminde yan teriminin karesi O(#*)’dur. Bundan
dolay! uyarlanabilir gekirdek kestirim yonteminin HKO’si, sabit ¢ekirdek kestiriminin
HKO’sindan daha hizli bir oranla sifira yaklasmaktadir. Hall ve Marron(1988),
h o n™® alinmasinin HKO = O(n*"*) sonucuna ulastiracagini séylemislerdir. Bu
gibi orana sahip benzer yan sonuglarina ulagsmak i¢in negatif olmama kisitlamasini
iceren yuUksek mertebeli c¢ekirdekler kullaniimaktadir. Jones(1990), bu oraninin
sabit bant geniglikli ya da balon kestirimi ile ulasilan en iyi oran olan O(n™*'*)’den
daha iyi oldugunu sdylemektedir. Fakat genel kestirimler i¢cin, THKO ‘nin asimtotik

bir yaklagimi bu iyi noktasal sonuglardan hesaplanamaz.

Terrell ve Scott (1992) uyarlanabilir gekirdek kestiricisinin asimtotik performansini
arastirmak amaciyla yaptiklari g¢aligmalar sonucunda, uyarlanabilir ¢ekirdek
kestiricisinin orneklem hacmi kuguk oldugunda, sabit bant geniglikli ¢ekirdek
kestiricisine gore daha iyi sonu¢ verdigini gostermislerdir. Bu sonug
Silverman(1986) ve digerleri tarafindan elde edilen sonuclar ile celigkilidir. Terrell
ve Scott(1992), AHKO’s! ifadesinin sabit bant genislikli ¢cekirdek kestirimlerindeki

AHKO'nin elde edilisine benzemedidi icin her zaman ulasilabilir olmadigini, fakat

K=U(-1,) ve f=¢0 ,1) olarak segildigi 6zel durumlarda elde edilebilecegini
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sOylemektedirler. Bu durumda Abramson tarafindan oOnerilen bant genisligi

kullanilarak elde edilen noktasal uyarlanabilir gekirdek kestiricisi asagidaki gibidir:

. n Jo(x)  (0—x)d(x

f(0)=%z ¢2x’)K(( x’)h ¢(x’)) (3.11)
K(—x) = K(x) oldudu i¢in beklenen deger,

50 = [ Y22k (D g 5.12)

bigcimindedir. Yukaridaki integral isleminde, x=0 noktasinin sadece kuguk bir

komsulugu kullanilir. Fakat gergekte g¢ekirdek fonksiyonu (-1, 1) araliginda tanimh

olmadigini kontrol etmek kolaydir. integral ¢cekirdek fonksiyonunun argumenti 1’i
gectiginde sifir olur. Bu nedenle asagida verilen esitsizligi saglayan noktalar igin

integral alinir:

X P(x)
h

<1 (3.13)

Boyle bir komsulugu saglayan ug bolge vardir: (-, —b), (-a, a) ve (b,»), burada
—w<-b<-a<a<b<ow ayrica a ve b Esitlik (3.13)Un pozitif ¢dézumleridir .
Terrell ve Scott (1992), (-a, a) araligindaki yan't O(h*)olarak bulmuglardir. Ancak,

(—, —b) ve (b, o) araliklarindan yan terimine gelen katki,

hZ
24]log{27)"*nff

(3.14)

bicimindedir. Kuyruklardan gelen yan katkisi (—a,a) araligindan gelen yan

katkisini asimtotik olarak bastirmaktadir ve buyuk orneklem simulasyonlarinin

davraniglarini acgiklamaktadir. Simulasyon c¢alismalari sonucunda bulunan yan
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karakteristiklerine ve Silverman ve digerleri tarafindan sdylenenlere gére daha
kiguk oOrneklemlerde kuyruklardan gelen yan katkisi, sonucu Onemli Ol¢ude

etkilememektedir.  Gergekte yan  teriminin  karesi  asimtotik  olarak

O( [1/1og(m)]') diir.

Klaguk orneklemler igin, kuyruklardan gelen katki bir ¢ok durum igin gérmezden
gelinebilmektedir, bundan dolayi yan teriminin karesi O(h*) gibi gérinmektedir.

Bu kismen uyarlanabilir kestiricilerinin iyi klUguk o6rneklem sonugclarini

aciklamaktadir. Bu sonuglar dogrultusunda (—a,a) arahgi disindaki noktalarin

etkisini elemek bir ¢ozum olarak onerilebilir. Fakat kestiricinin integrali artik bir
olmaz. Boyle bir kestirici yiksek mertebeli negatif olmayan ve integrali bir olmayan

listeye eklenebilir (Terrell ve Scott, 1992).

Abramson kestiricisinin THKO’sinin asimtotik olarak sabit ¢ekirdek kestiriminin

THKO’sindan buylk olmasinin sebepleri su bigcimde aciklanabilir: Uyarlanabilir

cekirdek kestiricisinin  yan'’i 0(%)g(h))2’ sabit c¢ekirdek kestiricisinin yan’i

O(h*)'den daha kuguktir, #f(x,)"*’de ayni h degerinin kestirim gizgisinin
timunde kullaniimasi, uyarlanabilir ¢ekirdek kestiricisinin THKO’sinin asimtotik
olarak daha kotu olmasina sebep olmaktadir. Uyarlanabilir gekirdek kestiricisinin
iyi kiguk orneklem sonugclarinin halen pratik dnemi vardir. Bu goézlem Uzerine
Abramson kendi noktasal prosedurini genel olarak sorgulamistir. Abramson

kendi noktasal kestiricisinde yan teriminin karesinin O(h*) oldugunu gostermistir.

Hall (1992) , yodunluk fonksiyonu asiri derecede kuyruklu olmadik¢a kuyruklardan
gelen yan katkisinin THKO ’sinin buyumesine neden olacagini ve Abramson’un
karekok kuralinin genel bir uygulamasindan her kazancin kaybedilecegini
sOylemektedir. Kuyruklardan yan terimine gelen katki sorununu ¢bézmek igin,
Hall (1992), THKO’sinin agirliklandirilmis bir bigimini kriter olarak kullanmayi
onermigtir. Bu kriter kuyruklardan gelen yan katkisini 6nemsiz yapacaktir. Hall
(1992), THKO’sinin agirliklandirilmig bigimini kullanarak, THKO’sinin asimtotik

-8/9

yaklasiminin hala O(»™"") oldugunu gostermistir ve bu oran sabit bant geniglikli

ve balon kestiriminde elde edilen asimtotik orandan daha iyidir. Fakat teorik

anlasiimalar igin kuyruklarin etkilerini azaltmak, uygulamadaki etkilerini énemli
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olarak azaltmaz. Hall, Hu ve Marron (1994) Abramson’un karekdk kuralina

asagidaki bigimide alternatif bir yaklagim da 6nermektedir:

_ 1] &
f(x)= ; Z_ll Khi (x— xi)](\(x—x,.)/h\«,’)

h,=hf(x)™""* ve C bir sabittir. Bu formilde kuyruklardaki noktalarin etkisi

azaltilmigtir. Bu yaklasim orjinal olarak Terrell ve Scott (1992) tarafindan
onerilmistir. C’nin her yeterli genis degeri yan teriminde kuyruklarin etkisini
azaltan istenen asimtotik sonucu verse de, bu kestiricinin eksikligi uygulamada

integralinin bir olmamasidir.

Abramson’un karekdk kurali iyi teorik sonuclar vermektedir, ancak bu sonuglar

uygulamada gerceklesmemektedir (Sain,1994).

3.3.3. Silverman Tarafindan Verilen Algoritma

Silverman (1986), Abramson tipinde uyarlanabilir ¢cekirdek kestiricisi adini verdigi

kestiriciyi elde etmek icin ¢ adimli bir algoritma vermistir.

1.adim: Tum i’ler igin f(x) >0 olacak bigimde 6nsel kestirim f(xl.) bulunur.

2.adim: Yerel bant genisligi faktora A; tanimlanir.
2 :V (xf/ } (3.15)
' g

Burada, g; f(xl.)’lerin geometrik ortalamasi ve 10gg=1210gf(xi) olup,
n-;

a, 0 <a <1 kosulunu saglayan duyarlilik parametresidir.

3.adim: Bant genigligi 4, = hA, olmak (izere, uyarlanabilir gekirdek kestiricisi;
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J}M(X)=lz ! K (1 (3.16)

olarak elde edilir.

Birinci asamada kullanilan onkestirim genellikle sabit bant geniglikli ¢ekirdek
kestirimidir. Silverman (1986), bu yontem icin 6nsel kestirimin hangi yontemle elde
edileceginin 6nemli olmadigini, bu yuzden sabit bant genislikli gekirdek kestirimi ya
da k. en yakin komgu kestirimi gibi herhangi bir kestirim yonteminin
kullanilabilecegini sdylemektedir. ikinci asamada, o’ya bagli olan yerel bant
genisliklerinin kullaniimasi yonteme esneklik saglar. o ne kadar buyuk olursa
yontem onsel kestirimdeki degisimlere o kadar duyarl olur ve orneklemin degisik
bdlgelerinde kullanilan bant genislikleri arasindaki fark da o kadar buyur. Yerel
bant genisligi faktérinin bulunmasinda geometrik ortalamanin kullaniimasinin
nedeni; o noktadaki yogunlugun geometrik ortalamaya gore daha kuguk oldugu
durumda daha buyuk bir h degeri segmek; ve geometrik ortalamaya gore daha
bdylk oldugu durumda ise daha kuglk bir h degeri secilmesini saglamasidir.
Kestirim, =0 oldugunda sabit bant geniglikli ¢ekirdek kestirimine; a=1 oldugunda
en yakin komsu kestirimine esit olur. K'nin simetrik ve pozitif oldugu varsayimi
altinda, sabit bant geniglikli ¢ekirdek kestiricisinin HKO’sini minimum yapan

optimal bant genigligi asagida verilmektedir.

-2/5

h(x) = C,(K)n™ | f"(0)] 7 f(0)'7

Bu ifade, Parzen(1962) tarafindan elde edilmigtir. Burada C,(K) sadece gekirdek
fonksiyonuna bagl olan bir sabittir. Bu formidl hem f, hem de f’nin ikinci
mertebeden tlrevine baghdir. Eger biz ikinci mertebeden tlrevin degerlerinin,
f’nin  degerleriyle orantili oldugunu varsayarsak, yukaridaki formul ideal bant
genigliginin  f™"° ile orantili olacagini gostermektedir. Bu, a duyarlilik

parametresinin 1’den kuguk olmasinin uygun olacagini géstermektedir (Silverman,
1986).

Abramson (1982) tarafindan énerilen a=1/2 alinmasi iyi sonuglar vermektedir. Bu

algoritmanin daha iyi sonuglar verdigi goértlmustir, fakat bant genisliginin her yeni
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degeri icin Onsel kestirimin yeniden hesaplanmasi gibi dezavantajlari vardir. Bir
¢ok arastirmaci Abramson’un karekok yasasinin, Ozellikle kuguk hacimli
orneklemler igin sabit bant geniglikli ¢cekirdek kestirim yontemine gore iyi sonuglar
verdigini gostermiglerdir (Sain,1994). Silverman (1986) ve Worton (1989) yaptiklari
calismalarda bir ve iki boyutlu orneklemler icin benzer sonuglar elde etmislerdir.
Fakat Terrell ve Scott (1992) bluyuk hacimli 6rneklemlerle (n>20000) yaptiklari
calismalar sonucunda Abramson’un karekok yasasinin sabit bant geniglikli

cekirdek kestirim yontemine gore daha kotu sonuglar verdigini gostermiglerdir.

Uyarlanabilir c¢ekirdek kestirimi,  kestirimin her zaman bir olasilik yogunluk
fonksiyonu olacagini ve asiri uzun kuyruklardan etkilenmeyecegini garanti eder.
Ayrica kestirici c¢ekirdegin tum tlrevlenebilirlik &zelliklerine sahip olacaktir
(Silverman,1986).

Breiman, Meisel ve Purcell (1977) uyarlanabilir ¢ekirdek kestiricisinin 6zel bir
durumunu incelemiglerdir; onsel kestirim olarak oldukga buyluk bant genigligi
kullanilarak elde edilen en yakin komsu kestiricisi ile ¢alismiglar ve duyarlilik
parametresi o'yl 1/d olarak almiglardir. o’'nin bu sekilde segilmesinin her zaman
cok iyi bir secim olmadigini Silverman (1986) gostermigtir. Fakat Breiman, Meisel
ve Purcell (1977) calismalarinda ilging bir genel sonu¢ bulmuslardir. Yaptiklari
similasyon caligmalarinda uyarlanabilir ¢ekirdek kestiriminin, ]7 onsel kestirimde
bant genisligi degerine duyarsiz oldugunu goéstermislerdir. Ayrica bant genisligi
hem uyarlanabilir ¢cekirdek kestiricisinde hem de onsel kestirimde optimal olarak
secilmisse, uyarlanabilir cekirdek kestirim yonteminin sabit bant genislikli gekirdek

kestirim ydntemine gore daha iyi performansa sahip oldugunu gostermiglerdir.

Breiman, Meisel ve Purcell tarafindan duyarlihk parametresinin o=1/d olarak
secilmesi, olgeklendirilmis ¢ekirdeklerin i¢ine aldigi gozlem sayilarinin, yogunlugun
tum Dbolgelerinde yaklasik olarak ayni olacagini garanti etmektedir
(Silverman,1986).

3.3.4. Bant Genisgliginin Otomatik Se¢imi

Silverman (1986), uyarlanabilir ¢ekirdek kestiriminin Oonsel kestirimin yapisina

duyarsiz olmasi nedeniyle, A; sabit gibi goz O6nune alinarak bant genigliginin
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seciminin yapilabilecegini belirtmektedir. Bir ¢ok uygulamada #’nin subjektif bir
secimi yeterlidir. Sabit c¢ekirdek kestirimi igcin standart yogunluk kullanilarak
bulunan otomatik sec¢im, buna mahsus olmak Uzere ayni deger olacaktir. Bu
yaklagimin teorik temeli sabit ¢cekirdek yontemi kadar guclu degildir.

En kuglk kareler capraz gecerlilik yonteminin prensibi, uyarlanabilir ¢ekirdek
kestirim yontemi icin uygulanabilir. Esitlik (3.17) ile verilen capraz gecerlilik
fonksiyonunu minimum yapan / degeri yaklasik olarak THKO’sini minimum yapan

h’nin bir degerini verir.

M) =[ 7 =203 (x) (3.17)

f_,. fonksiyonu x; disindaki tum veri noktalarindan elde edilmis olasilik yogunluk

fonksiyonu kestirimidir ve Esgitlik (3.17)’deki ikinci terim asagidaki gibi bulunur.

237 ) =20 =) S A KA g x) (3.18)

i j#i

If” icin hesaplanabilir bir deger bulmak bu durumda daha zordur ve jfz 'yi

numerik integrasyon ile hesaplamak en iyi yoldur. Bazi analitik gelismeler

saglamak igin ; A, ‘K (h,'t)’nin ve h, K (h, 't)’nin konvolusyonu K@ (t;h,,h,):
KOty hy)= [0 K| B =K, 's) | ds

bicimindedir. Eger K standart normal olasilik yogunluk fonksiyonu olarak segilirse,
K’nin kendisi ile konvolusyonu, K®, (h’°+h,”) varyans ile normal olasilik

yogunluk fonksiyonuna sahip olacagindan, K daha kolay ifade edilebilir. Bu

durumda :
J‘]}z :n—ZZZK(z) (x; = x5 A.h,Ah) (3.19)
i

biciminde yazilabilir. Esitlik (3.19), sadece c¢ekirdek fonksiyonu normal olasilik

yogunluk fonksiyonu olmasi durumunda Ifz icin yararli bir ifade vermektedir.
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4. UYGULAMA

Olasilik yogunluk fonksiyonunun kestiriminde, parametrik olmayan kestirim
yontemlerinden sabit bant genislikli ¢cekirdek kestirim yontemi ve uyarlanabilir
cekirdek kestirim yontemi kullanilabilir.

Bu calismada amag, sabit bant geniglikli gekirdek kestirim yontemi ile uyarlanabilir
cekirdek kestirim yonteminin farkli dagilimlarda ve farkh 6rneklem buyukluklerinde

karsilastiriimasidir.
4.1. Yontem

Olasilik yogunluk fonksiyonunun c¢ekirdek kestirimi parametrik olmayan bir
yontemdir ve oOrneklemin alindidi kitlenin dagihmi bilinmemektedir. Fakat bu
calismada sabit bant geniglikli cekirdek kestirim ydontemi ve uyarlanabilir ¢ekirdek
kestirim yontemini karsilastirmak ve bu kestirimlerin gercek degerlere ne kadar
yakin oldugunu arastirmak amaciyla dagihmi bilinen kitlelerden farkli buyuklikte
orneklemler secilmistir. Bu orneklemlere iligkin sabit bant genislikli ¢ekirdek
kestirimlerinin toplanmis hata kareler ortalamasi ile uyarlanabilir ¢ekirdek

kestirimlerinin toplanmig hata kareler ortalamasi kargilastiriimistir.

Orneklemlerin  segcildigi dagilimlar Kikare (1), Beta (1;4), Weibull (1;2),
Lognormal (0;1,75) ve Ustel (3)'dir. Bilgisayar programi kullanilarak, verilen
dagilimlardan 25 ve 100 birimlik 250 6rneklem segcilmistir. Cekirdek fonksiyonu
olarak Epanechnikov ve standart normal alinmigtir. Bilgisayar programinda bant
genisligi en kiguk kareler gapraz gecerlilik yontemi ile secilmis ve her iki ydontemle
bulunan kestirimler elde edilmistir. Duruma aciklik kazandirmak amaciyla Kikare
(1), Beta (1;4), Weibull (1;2), Lognormal (0;1,75) ve Ustel (3) dagilimlarindan
alinan n=25 birimlik birer 6érneklem igin Epanechnikov ¢ekirdegi kullanilarak elde
edilen sabit ve uyarlanabilir cekirdek kestirimleri sirasiyla Cizelge 4.1, Cizelge 4.2,

Cizelge 4.3, Cizelge 4.4 ve Cizelge 4.5'de verilmistir.
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Cizelge 4.1: Kikare (1)’den alinan érneklem igin elde edilen sonugclar

X; f(x) fA(X) fAy(X)
0,00031 22,758 1,204787 1,196191831
0,00602 5,12683 1,354966 1,287548699
0,03234 2,18273 1,577715 1,811499928
0,05654 1,63101 1,737689 2,241577972
0,07528 1,40028 1,796761 2,424854519
0,08498 1,31156 1,805105 2,452441803
0,10596 1,16235 1,77131 2,30850668
0,11316 1,1207 1,743352 2,198713698
0,12592 1,05563 1,673278 2,035925831
0,1504 0,95417 1,465453 1,602482468
0,18926 0,83422 1,06967 0,862204488
0,54425 0,41193 0,1875 0,145506158
0,73056 0,32392 0,313197 0,36166409
0,85715 0,28071 0,444699 0,40201701

0,86477 0,27841 0,430148 0,396964298
1,12571 0,21417 0,253555 0,193786712
1,25447 0,19023 0,561747 0,596151379
1,31738 0,17988 0,54609 0,626634569
1,32633 0,17847 0,556896 0,617186871
1,47167 0,15756 0,233468 0,19707308
2,02386 0,10194 0,1875 0,101886627
2,53813 0,07039 0,1875 0,101886627
3,06138 0,04934 0,1875 0,101886627
3,79399 0,03073 0,352071 0,269763629
3,84995 0,02966 0,352071 0,269763629
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Cizelge 4.2: Beta (1;4)den alinan érneklem icin elde edilen sonuglar

X; f(x) FA(X) FAy(X)
0,045248 3,481226 2,054306 2,071509
0,047585 3,455717 2,100697 2,124811
0,05157 3,412524 2,172969 2,210188
0,078022 3,134886 2,584685 2,713797
0,07923 3,12258 2,600101 2,72955
0,088336 3,030851 2,685315 2,87147
0,09778 2,937634 2,71588 2,936786
0,121842 2,70881 2,689603 2,793944
0,138874 2,554232 2,531659 2,532513
0,159584 2,374338 2,427778 2,218668
0,169509 2,29121 2,388801 2,165186
0,206292 2,000054 2,377771 2,24684
0,20828 1,985063 2,413359 2,291907
0,230344 1,823686 2,660646 2,718353
0,247566 1,703984 2,703429 2,848922
0,247993 1,701081 2,702991 2,84908
0,292948 1,413884 2,401902 2,551052
0,293805 1,408748 2,39043 2532151
0,295885 1,396341 2,360582 2,483564
0,29745 1,387051 2,336234 2,449308
0,306622 1,333428 2,163014 2,313364
0,376866 0,96784 1,045085 0,876097
0,435374 0,720017 0,735332 0,552638
0,480825 0,559759 0,538025 0,490507
0,642143 0,18331 0,3 0,16206
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Cizelge 4.3: Weibull (1;2) ’den alinan érneklem igin elde edilen sonuglar

X; f(x) FA(X) fAy(X)
0,20029 0,45235 0,300908 0,256463189
0,21515 0,449 0,310052 0,267813109
0,37268 0,415 0,38448 0,446462578
0,48086 0,39314 0,414034 0,504169263
0,54604 0,38054 0,427297 0,522079936
0,57409 0,37524 0,429554 0,521958379
0,66096 0,35929 0,423368 0,506732296
0,66248 0,35902 0,423082 0,506090949
0,72017 0,34881 0,407736 0,470772008
0,95552 0,31008 0,359537 0,310889857
1,10777 0,28736 0,311175 0,243426367
1,36347 0,25287 0,284463 0,296386407
1,43839 0,24357 0,292768 0,298282976
1,44248 0,24307 0,292911 0,298810731
1,67148 0,21678 0,281202 0,298832043
1,81593 0,20167 0,256859 0,26287932
1,87433 0,19587 0,240908 0,238024947
2,17146 0,16883 0,165392 0,165152578
2,59749 0,13644 0,124157 0,120471483
2,76871 0,12524 0,123644 0,118035574
3,18225 0,10185 0,091795 0,097353048
3,73861 0,07712 0,0581 0,06130093
4,47738 0,0533 0,047619 0,047195923
5,50458 0,03189 0,047619 0,045011642
6,35408 0,02085 0,047619 0,035934104
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Cizelge 4.4: Lognormal (0;1,75) ’den alinan érneklem icin elde edilen sonuglar

X; f(x) fA(X) fAy(X)
0,01931 0,92766 0,450485 0,611174626
0,0323 1,03077 0,458006 0,630999635
0,12457 0,90124 0,496594 0,742316923
0,1481 0,84856 0,502272 0,754875323
0,15125 0,84181 0,502903 0,756004937
0,16269 0,81789 0,504943 0,759013439
0,16623 0,8107 0,505492 0,759595031
0,23884 0,68292 0,508324 0,754216226
0,2998 0,6 0,498262 0,696391432
0,42435 0,47648 0,446323 0,444716112
0,60085 0,36367 0,348631 0,224791605
1,00856 0,22603 0,177998 0,157270732
1,01636 0,22429 0,17605 0,155261042
1,11257 0,20452 0,160842 0,155090282
2,03111 0,1034 0,05 0,026865567
3,21887 0,05666 0,051154 0,044504012
3,81191 0,04464 0,093774 0,094427248
4,04241 0,04101 0,104265 0,108341307
4,56792 0,03424 0,100628 0,095937952
4,84954 0,03129 0,088985 0,069074227
9,26742 0,01095 0,05 0,026865567
10,6606 0,00857 0,05 0,042653402
11,3777 0,00763 0,05 0,042653402
47,1593 0,00043 0,05 0,026865567
48,6701 0,0004 0,05 0,026865567
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Cizelge 4.5: Ustel (3) 'den alinan drneklem icin elde edilen sonuglar

X; f(x) fA(x) fAy(X)
5,9E-05 0,33333 0,104375 0,080052662
0,03317 0,32967 0,10976 0,080058574
0,57334 0,27535 0,236559 0,274266637
0,68708 0,2651 0,26373 0,321309439
0,79773 0,2555 0,279171 0,345454208
0,83688 0,25219 0,279493 0,349495273
0,92965 0,24451 0,28271 0,337913691
1,10737 0,23045 0,243249 0,240021685
1,43747 0,20643 0,098956 0,072244126
2,40459 0,14955 0,230442 0,181795439
2,54412 0,14275 0,298804 0,334390544
2,72696 0,13431 0,328118 0,416801167
2,77288 0,13227 0,32474 0,412662794
2,79135 0,13146 0,322164 0,408184248
2,86047 0,12846 0,306337 0,378173642
2,89722 0,1269 0,293945 0,354258257
3,92589 0,09006 0,050847 0,027613842
4,78737 0,06758 0,106891 0,107756977
5,09677 0,06096 0,157283 0,153131988
5,25299 0,05787 0,156213 0,153170936
5,53893 0,05261 0,112041 0,102771728
7,08827 0,03139 0,092723 0,088271392
7 47253 0,02761 0,128601 0,112424007
7,60001 0,02646 0,111917 0,105556088
11,3551 0,00757 0,050847 0,027613842

4.2. Uygulama Sonuglari

Alt Bolum 4.1.’de segilen 250 o6rneklem igin olasilik yogunluk fonksiyonunun
Epanechnikov ve standart normal ¢ekirdek kullanarak her iki yontemle kestirimleri
elde edilmis her bir dagihm igin hesaplanan toplanmis hata kareler ortalamalari

asagidaki Cizelge 4.6’da verilmistir.
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Cizelge 4.6: Bes dagiiimdan alinan érneklemler igin elde edilen
kestirimlerin toplanmis hata kareler ortalamalari

Epanechnikov

Standart Normal

n=25 n=100 n=25 n=100
THKO  |THKO THKO THKO  [THKO THKO  [THKO
sabit uyarlanabilir THKO sabit |uyarlanabilir |sabit uyarlanabilir _|sabit uyarlanabilir
lLognormal (0;1,75) 1,52 1,36 1,96 2,05 1,59 2,26 1,97 3,68
Weibull (1;2) 0,34 0,52 0,65 0,76 0,36 0,58 1,26 1,85
Beta (1;4) 19,26 28,27 47,80 58,42 19,65 27,35 56,64 94,23
Kikare (1) 3.472,43| 3.441,32 | 3.946,14 | 3.746,28 |2.469,29| 2.438,55 [4.239,86| 4.149,64
Ustel (3) 0,18 0,26 0,38 0,52 0,23 0,32 0,42 0,66

Orneklemlerin gogunda sabit bant genislikli cekirdek kestirim yonteminin daha iyi

sonug verdigi, ancak kikare ( 1 ) ve n=25 igin lognormal (0 ;1,75) dagihimlarindan

alinan orneklemler icin uyarlanabilir gekirdek kestiricisinin daha iyi sonug verdigi

gorilmustir. Orneklem bulyUklugl kiglk oldugunda

ve cekirdek fonksiyonu

Epanechnikov oldugu durumda toplanmis hata kareler ortalamasinin kuguldigu

gorulmektedir. Elde edilen kestirimlere iligkin gizilen grafiklerde, f(x) gercek

olasilik yogunluk fonksiyonu degerini, f(x) sabit bant geniglikli ydontemden elde

edilen olasilik yogunluk fonksiyonu degerini ve fu(x) uyarlanabilir ¢ekirdek

kestiim yonteminden elde edilen olasilik yogunluk fonksiyonu degerini

gOstermektedir.
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Sekil 4.4: Lognormal (0 ;1.,75) dagihm n=25 igin sabit ve uyarlanabilir cekirdek kestirimleri
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Sekil 4.5: Ustel (3) dagilim n=25 icin sabit ve uyarlanabilir cekirdek kestirimleri
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