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FAiZiN RASLANTI DEGiISKENi OLMASI DURUMUNDA ODEME DiZiLERI
Didem Cam
0z

Annuiteler esit araliklarla yapilan 6deme dizileridir. Buna &6rnek olarak bir sigorta
alicisinin 6demis oldugu primler ve bunun karsisinda sigortayi saglayan kurulustan
taksitler halinde geri aldigi gelir verilebilir. Annuitelerde faizin sabit olarak alinmasi
uzun sdreler kullanilan bir yéntem olmustur. Ancak hizla degisen gunimiz
ekonomisinde faizin sabit olarak alinmasi hem sigorta alicisinin hem de sigorta
saglayicisinin zararina olabilmektedir. Ozellikle yasam sigortalari gibi uzun siireli
6deme dizilerinde faiz oraninin degisebilecegini disinmek gercek hayata daha

uygun hesaplamalar yapilmasini saglayacaktir.

Bu calismanin konusu faiz oraninin raslanti degiskeni oldugu durumlardaki
annuitelerin birikimli ve buginki degerlerinin beklenen degeri ile varyansini
hesaplamaktir. Bunun yani sira sik rastlanan 6deme dizisi tUrlerinden biri olan
yasam annuiteleri Gzerinde de durulmustur. Bu annuiteler hesaplanirken yasam
suresinin de degisken olabilecegi disinilmis ve bu degisikligin yukaridaki
momentler Gzerindeki etkileri incelenmigtir. Faiz orani ve yasam suresindeki
degiskenlik Ornstein-Uhlenbeck sireci ile saglanmig, buna alternatif olarak

gbsterilen Wiener sireci ile karsilastirmalar yapiimigtir.

Bazi parametre degisikliklerinin beklenen deger ve varyansi nasil etkiledigi
formullerden faydalanarak tablo ve grafikler ile gésterilmigtir. Bu dogrultuda faiz
ve yasam suresinin rasgele degiskenler olarak alinmasinin olumlu ve olumsuz

sonuglari tartisiimistir.

Anahtar Kelimeler: Birikimli deger, rasgele faiz orani, finansal matematik, annuite,

Ornstein-Uhlenbeck stokastik stireci, uzay integrali fonksiyonu
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Didem Cam
ABSTRACT

Annuities are used to describe sequences of payments made in fixed intervals.
For example, regular payments made by an insured to an insurer, and the regular
income she receives in return to these payments may both be called annuities. A
conventional way of paying annuities has been to apply a fixed rate of interest.
However, as a result of the rapid pace of today’s economy, fixed interest rates
may be to the disadvantage of both the receiver and the payer. This disadvantage
becomes more significant for long-term annuities such as life annuities. In such
cases, allowing the interest rates to change results in computations that are more

commensurate with real life situations.

The main focus of this work is to compute the expected value and variance of
both accumulated and present values of annuities where the interest rate is an
independent random variable. In addition, emphasis is given on life annuities which
is one of the most common type of annuities used in practice. When life annuities
are considered the lifetime of an individual is also taken as a random variable.
Its implications on the moments mentioned above are discussed. The variability in
the interest rate and lifetimes are modeled using Ornstein-Uhlenbeck process, and

comparisons are made to an alternative approach which uses Wiener process.

Effects of changes of certain parameters on expected value and variance are
demonstrated with tables and illustrations. The implications of taking the interest

rates and lifetimes as independent random variables are discussed.

Keywords: Accumulated value, random interest, financial mathematics, annuity,

Ornstein-Uhlenbeck stochastic process, function space integrals
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BiRINCi BOLUM
1. GIRiS VE ONCEKIi CALISMALAR

Annuite esit araliklarla yapilan édemelerin bir serisi olarak tanimlanabilir (Gerber,
1997). Buna 6rnek olarak ev kiralari, taksitli ev ve araba alimlari ve sigorta prim
6demeleri verilebilir. Annuitelerin birikimli ve buginki degerini faiz oranlari belirler.
Degisen ekonomik kosullar altinda faizin sabit kalmasi beklenemez. Bu nedenle,
aktleryal calismalarda faizin raslanti degiskeni olarak alinmasi kiginin yUklendigi
riski karsilamak icin karsi taraftan almasi gereken miktar ve yapacagi yatirimdaki

riski hesaplamada daha gercgekgi olacaktir (Kellison, 1991).

Sirketlerin kendilerinden beklenen goérevleri ve hizmetleri yerine getirebilmeleri igin
saglam bir mali glice sahip olmalari gerekir. Bu glice sahip olmanin yollarindan
biri de gelecekte olabilecek degisiklikleri dnceden dislinerek 6édeme dizilerinin
degerlerini bu varsayimlar altinda hesaplamaktir. Bu nedenle aktlerler ve diger
uzmanlar, yatirrm ve faiz oranlarinin deger degisimlerinin rasgele olmasi durumu

Uzerine uzun yillardan beri gahigmaktadirlar.

Boyle (1976) bir yillik geri dénuslerin oldugu bir stokastik model kullanarak hayat
sigortalari ve bilesik faiz kuramini gergeklestirmeye ¢alismistir. Log-normal dagilima
bagli olarak bazi sonuclara da ¢alismasinda yer vermigtir. Pollard (1976) aktlerlerin
hesaplama kolayhgi nedeniyle stokastik oranlar yerine deterministik oranlari tercih
ettigini ancak yapilan prim hesaplarinin faizdeki dalgalamalari yansitmadigini
belirtmistir. Bu konudaki 6nemli ¢calismalardan biri de sigorta fonksiyonlari ile faizin
istatistiksel 6zelliklerini 6lGmIGIGGUN ve faizin raslanti degiskeni olmasi durumunda
inceleyen Panjer ve Bellhouse’dir (1980). Calismada faiz orani hareketlerinin bazi
deneysel sonuglari da ayrintili olarak test edilmistir. Hickman (1985) faize stokastik

yaklasimin nedenlerini ele almigtir.

Wilkie (1981) faiz oranlarinin stokastik olarak alinmasinin uzun dénemli s6zlegsmeler
acisindan daha uygun olacagini belirtmistir. Giacotto (1986) ise oranlarin stokastik
olmasi durumunda, sigorta fonksiyonlarinin analizi i¢in genel yontemler vermistir.

Aktleryal durumda hem duragan hem de duragan olmayan slrecler icin yinelemeli



(recursive) algoritmalar geligtirmistir. Denge yaklagimi igin sifir kuponlu Vasicek
modeli, iki sigorta fonksiyonunun buglink( degerinin elde edilmesinde kullaniimistir.
Jetton (1988) aktler fiyatlandirma analizini ve varlik-hGkimlUlUk testini yapabilmek

icin degisik faiz senaryolari yaratarak g¢esitli metodlar tanimlamisgtir.

Son zamanlarda yapilan ¢ahgmalar faizin yani sira 6limluligun de bir rasgele
degisken olmasi durumundaki annuiteler Gzerinde durmaktadir. Bu duruma en
uygun drneklerden birisi de yasam annuiteleridir. Yagsam sigortasi ve annuitelerinde
dlumlilik ile faiz cesitli matematiksel sireglerle modellenmektedir. Ornegin
Beekman ve Fuelling calismalarinda Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener stokastik

sureclerine yer vermistir (Beekman and Fuelling, 1990, 1991).

CGalismanin ikinci bdélimdnde annuitelere iliskin genel bilgiler verilerek faizin
deterministik ve stokastik olmasi durumunda annuitelerin buglnkd ve birikimli
degerleri  hesaplanmistir. Bu degerlerin beklenen deder ve varyanslar
bulunmustur (Zaks, 2001). Ugiincii bélimde yasam annuiteleri incelenmis,
faiz ve olumlulikte olabilecek olumsuz kosullar igin gereken yeterli miktarin
ne kadar olacagl hesaplanmistir. Doérdincli boélimde Brownian hareketi ile
Ornstein-Uhlenbeck stireci agiklanarak, bu sirecler faiz ve 6limlillikte rasgeleligi
saglamak amaciyla kullaniimigtir. Bu sekilde olusturulan annuitelerin beklenen
deger ve varyanslari hesaplanmis, bulunan sonuglar tablo ve grafiklerle

gOsterilmistir. Besinci bélimde ¢alismanin sonuglari tartigiimigtir.



iIKINCi BOLUM
2. GENEL BILGILER

Gunlik hayatta yapilan édemelerin bircogu pesin degildir. Bu édemeler esit
araliklarla yapilan 6demelerin bir serisi olarak adlandirilan annuite’lerden olusur.
Annuiteler farkli bigimlerde siniflandirilabilir. En basit siniflandirma 6édemelerin bir
kosula bagli olup olmamasina gére yapilabilir. Odemelerin bir kosula bagli olmadan
kesin bir tarihte yapildigi 6demelere kesin (certain) annuite denir. Béyle bir 5demeye
Ornek olarak giinimuzde yaygin olarak kullanilan taksitli ev alimlarinin (mortgage)
ddemeleri verilebili. Odemeleri bir kosula bagli olan 6deme dizilerine kosullu
(contingent) annuite denir. Yaygin olarak kullanilan kosullu annuite tarl kisinin
yasam siresi boyunca yapilan édeme dizileridir. Ornek olarak yasam annuiteleri
ya da emekli ayliklar verilebilir. Bir diger siniflandirma, édeme miktarlarina
gbre degisen veya degismez 6demeli annuite olarak yapilabilir. Yine éddemenin
yapildigi ana bagli olarak hemen baslayan veya ertelenmis annuiteler olarak da

siniflandirilabilir.

Annuite 6demeleri genellikle ¢cok uzun bir periyoda yayilir. Bu nedenle, kullanilacak
olan faiz orani ¢ok iyi belirlenmelidir. Geleneksel bir annuitede faiz deterministik
olarak belirlenmesine karsin, dig etkenlere bagl olarak faizin zaman karsisinda
degisimi stokastik olarak da incelenebilir. Faize stokastik olarak yaklasiimasi
ybneticilerin daha 6énceden 6ngbéremedigi bazi olumsuzluklari azaltacaktir. Bu
olumsuzluklara 6érnek olarak artan enflasyon karsinda paranin deger kaybetmesi

verilebilir.

Sermayeye gereksinim duyan bir borglunun, éding aldigi para karsihginda parayi
6ding veren kisiye 6deyecegi karsilik faiz olarak adlandirilir. Diger bir deyisle
faiz paranin zaman degeridir (Kellison, 1991). Efektif faiz orani ¢ bir dénemin
baslangicinda yatirilan bir birim paranin dénem boyunca kazandirdigi para olup
doénem sonunda 6denmektedir. Efektif iskonto orani olan d ise, donem sonunda bir
birim para elde etmek icin dénem basinda 6denen faizdir. Faiz, basit ve bilesik faiz
olarak ikiye ayrilabilir. Bilegik faizde kazanilan faiz tekrar yatirrma yénlendirilir. Bu

calismada tersi belirtiimedikce faiz sézctigu bilesik faiz anlaminda kullanilacaktir.



Eger bir dénemin basinda yillik efektif faiz orani ¢ olacak sekilde bir birim yatirilirsa,

t > 0 icin bu paranin birikimli degeri
a(t) = (1+1)
olarak gosterilir.

Burada a(t) birikim fonksiyonudur. Ayrica tutar fonksiyonu olarak adlandirilan A(t),

dbénem basinda yatirilan ana para olan P’nin birikimli degerini gdstermekte ve
A(t) = Pa(t)

esitligi ile yazilmaktadir. ¢ ddnem sonunda bir birim para elde edilmesi igin dénem
basinda ne kadar para yatirilmasi gerektigi de arastirilabilir. Birikim fonksiyonunun
tersi olan isleme buglnkl (present) deger denir ve a~!(t) ile gosterilir. v iskonto

faktorl olarak adlandirilir. ¢ > 0 igin

olur (Kellison, 1991).

Faiz orani 4, iskonto orani d, ve iskonto faktdri v arasinda

d:’iv d+U:1

iligkileri yazilabilir.

Odemeler n dénemli bir periyot icin her bir dénemin sonunda yapiliyorsa buna
dénem sonu annuite denir. Eger 6demeler her bir dénemin basinda yapiliyorsa
dénem basi annuite olarak adlandinlir. Calismada, tersi belirtiimedikge dénem basi

annuiteler kullanilacaktir.
2.1. Faizin Deterministik Olmasi Durumunda Odeme Dizileri

Annuitelerin 6deme zamanina gbére dénem basi (annuity due) ve dénem sonu
(annuity immediate) annuiteler olarak ayrildigi daha dnceki bélimde ifade edilmisti.
Bu kisimda her iki annuite g¢esidi igin buglnki deger ve birikimli degerin nasil

hesaplanacagi gosterilerek bulunan formdller arasinda iliskiler kurulacaktir. Buna



ek olarak artan ve azalan annuitelerin de faizin deterministik olmasi durumundaki

buglinki degeri ve birikimli degeri hesaplanacaktir.

n dénemlik, yillik faiz oraninin i olarak alindigi ve édemelerin dénem sonlarinda bir
birim olarak yapildigi bir annuitenin buglnkl degeri a;; ve birikimli degeri ise sy;

olarak gdésterilir. Buna gore

Qi =0+ 07+ 0" "
1—"
=0
1—w
L=

?

(2.1)

olarak bulunur. Bdyle bir annuitenin birikimli degeri ise,

s =1+ (1 +d)+-+(1+9)""
1+ —1
(144 -1

= w (2.2)

1

seklinde yazilabilir.

n dénemlik, yillik faiz oraninin i olarak alindigi ve 6édemelerin dénem baslarinda bir
birim olarak yapildigi bir annuitenin buglnkl degeri a;; ve birikimli degeri ise 35;

olarak gosterilir. Buna gbére

i =1+v+0° 40"
_l="
C1-w
_l="

= — (2.3)

olarak bulunur. Bdyle bir annuitenin birikimli degeri ise:

Safi = (L4+4) + (L+40)* -+ (1+4)"
(I+9)((1+9)"—1)
(14+4)—1
(14" —1

= (2.4)

seklinde ifade edilir. Birikimli deger yinelemeli (recursive) olarak da

S =1 4+0)" "+ (140" 2+ + (T +0)](L+4) + (1419)

= (1 +4)[S5=g; + 1]



Odeme miktar1

1 1 1 1
| ] ] ] ] |
I 1 1 1 1 1
0 1 2 n-1 n ntl
T T Do6nem T I
Ay Si Sy
Bugiinkii deger Birikimli deger

ag: Doénem sonu annuitenin bugiinkii degeri

'aiﬁ‘ : Dénem bas1 annuitenin bugiinkii degeri

Si’ Donem sonu annuitenin birikimli degeri

s A’ Doénem basi annuitenin birikimli degeri
Sekil 2.1: Dénem bagi ve dénem sonu annuitelerin zaman dogrusunda gdésterimi.
biciminde yazilabilir. Yukaridaki gbsterimlerde faiz orani olan i dénemler boyunca

degismez olarak alindiginda, ihmal edilerek bugtinki deger ;| ve birikimli deger 55

olarak da gosterilebilir (Kellison, 1991).

Dénem basi 6demelerde, 6demeler dénem sonu 6demelere gbre bir dbnem Once

yapildigi icin buglnki deger ve birikimli deger daha buyuktir. Bu iligki
ln| = ag/(1+14)  8np = sp)(1+1) (2.5)

seklinde ifade edilebilir. Donem bagi ve dénem sonu annuitelerin bugunki ve

birikimli degerleri Sekil 2.1’de zaman dogrusu Uzerinde gésterilmigtir.

Bu iki annuite arasindaki bir bagka iligki ise asagidaki sekilde gdsterilebilir:

2.1.1. Artan annuiteler

Odemelerin dénem basinda ve ddeme miktarlarinin 1,2,....n seklinde aritmetik

olarak artan bicimde yapildigi bir annuitenin buginkt degeri,

Qp|(14i) — "

@ — m;"i
T
ap| — nu"
= 2.7
_ 2.7)



ve birikimli degeri,

()i = = (2.8)
olarak ifade edilir. Ayrica,
(I8)ai =1 +9)"+2(1+9)" "+ +(n—1)(1+4)>+n(l+1)
seklinde de gosterilebilir (Kellison, 1991).
2.1.2. Azalan annuiteler
Odemeleri ddnem basinda yapilan ve 6demelerin n,n — 1, ..., 1 biciminde aritmetik

olarak azaldig bir annuitenin bugUnkU degeri ve birikimli degeri,

d
n(l + )" — 3y
d

(Da)nj; =

(Ds)ﬁh ==
esitlikleri ile yazilir (Kellison, 1991).
2.2. Faizin Stokastik Olmasi Durumunda Odeme Dizileri

Simdiye kadar bir dénem boyunca faiz oraninin deterministik oldugu varsayildi.
Fakat gunlik yasamdaki faiz degisimlerinin deterministik olmasi beklenemez.
Ozellikle giiglii ve istikrarli ekonomik yapiya sahip olmayan (ilkelerde paranin zaman
icindeki degeri de istikrarli degildir. Beklenmedik kosullar ve ¢ok kigclk olaylar bile
faiz oranlarinda ¢ok blyuk degisiklige yol acabilir. Bunun i¢in faiz oraninin raslanti
degiskeni olarak kabul edilmesi daha dogru olacaktir (Kellison, 1991, Bowers et al.,
1986, Zaks, 2001).

2.2.1. Tek ve degismez 6demeler

Faizin her bir dénemde degistigi dustnilerek k. dénem igin faiz orani i, ile
gOsterilsin. Bu durumda, £ — 1 ile k£ araliginda (k = 1,2,...,n olmak Uzere)

i1, 19, ..., 4, lerin bagimsiz rasgele degisken olduklari kabul edilecektir.

Oncelikle ddnem basinda bir birimlik tek bir 6deme yapilsin. Bu durumda ¢; = 1

ve ¢ = ¢3 = ... = ¢ = 0 olarak alinabilir. C}, k& dénem sonraki birikimli degeri
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gOstermek Gzere,

Ce =1 +14)(14+4d2)...(14+1g)
= Ck_l(l —|—’Lk) k=23,...,n (29)

esitligi ile yazilabilir.

Bu durumda her bir & dénemi igerisinde E(iy) = j ve Var(ix) = s* olsun. Bir birimlik

6demenin k. dénem igerisinde beklenen degeri ve varyansi,

E(l+i)=1+j=p
E[(1+ i)’ =1+2j + E(i})
Var(iy) = > = E(i§) — [E(i)]* = E(i}) — 5

oldugundan
E(i) = s* + j°
olarak yazilabilir. Dolayisiyla,
E(l+i))=1+2j+s+j2=(1+7)>2+ s
seklinde hesaplanabilir (Zaks, 2001). Eger f = 2j + j? + s? alinirsa
E(l+ip)=1+f=m
olarak bulunur. Sonug olarak k. dénem slresince biriken miktarin varyansi,

Var(1+iy) = E[(1+1dx)? — E[(1 +11)]?
=1+ f—u
—m— (2.10)

esitligi yardimi ile hesaplanabilir. D6nem basinda bir birimlik tek édemeli bir yatirim
yapildigi dusundlirse Cj birikimli degerinin beklenen degeri E[Cy] = uy ise i;'lar

bagimsiz oldugundan

Mk = Ml—1H = Mk



olur. Bu dénem basi bir birimlik tek 6demeli bir yatirrmin £ yil sonundaki birikimli

degerinin beklenen degerini verir. Varyansi ise,

m =mMr_1MM = mk

Var(Cy) = mP — p?*
esitliginden bulunabilir (Zaks, 2001).
Teorem 2.1. C}, bir birimlik dénem basi1 6demelerin £ dénem sonraki birikimli degeri
olsun. k. yil boyunca yillik faizin raslanti degigkeni i, ile gdsterilsin (iq, s, ..., ’lar
bagimsiz degiskenlerdir). E(1 + i) = 1 + j ve Var(iy) = s* oldugu distndlirse
beklenen deger ve varyans,
E(Cy) = (1+ )"

Var(Cy) = (1 + )% + )% — (1 + 5)2*

seklinde bulunabilir.

Birinci dénemin basinda tek bir 6deme yerine k yil boyunca (k = 1,2, 3,...,n) donem
baslarinda birer birimlik 6demeler yapilsin. Bu durumda ¢; = ¢, = ... = ¢, = 1 olur.
Ck, k dénem sonundaki birikimli degeri géstermek Uzere,
Cr=0+d)1+d2)...(T+dx) + (1 +i2) (L 4+1d3) ... (1 +ig)
+ o+ (T4 dpr) (T +dg) + (1 + )
=14+ u)[(T+di)(1+d2)...(1+ixq)
+(I4i)(1+d3) ... (L4+dp—1) + -+ (1 +ix1) + 1]
= (14 i)[Cr_1 + 1]
esitligi ile yazilabilir. Bu birikimli degerin beklenen degeri E(Cy),
e = (1 + pg—1)
my, = m(1 + 21 + my_1)
seklinde ifade edilebilir ve
B(Cy) = 8y = (L4 )"+ (145 -+ (14))
= (147 + 85—]

'den yararlanarak asagidaki Teorem 2.2 verilebilir (Zaks, 2001).
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Teorem 2.2. C}, bir birimlik dénem basi 6demelerin £ dénem sonraki birikimli degeri
olsun. k. yil boyunca yillik faizin raslanti degiskeni i, ile goésterilsin (i, i, ..., lar

bagimsiz degiskenlerdir). E(1 + i) = 1 + j ve Var(iy) = s* oldugu diistintllrse,
e = E(Ck) = g

olur.

Genel olarak
pn = E(Cy,) = Snlj

seklinde gésterilebilir. Oncelikle Var(Cy) bulunacaktir. Var(Cy) = my, — p? oldugu
gosterilmisti. £(C?) = my ve E(C},) = . oldugunda

My = (m+m?+ -+ mP) = i,

o .. 2.. o k—1.

tanimlanirsa
my, = My, + 2Myy,

esitligi ile yazilabilir (Zaks, 2001). Buradan M, su sekilde tanimlanabilir.

14 )1 =1 1+7)—1
L =
Asagidaki esitlikleri kullanarak
1+T: ﬂ ve d: L
1+ 1+
My, asagidaki gibi bulunur:
14+ 5)t—1 1+7)—1
Moy, = (1+ f) % o (14 f)R %
1+ 1+
11
- (1+f)( j])[(1+j)’“‘1—1]+...
L4
e B ) -
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:<1+fX1+j>V1+ﬁk_1}+”.

j (1+7)
L+ )+ .
1 N\ k41 1 1
_ (L)) [<+fy%”+(<+bﬁ4}
j (1+) (1+)
1 +] k-1
— [+ )+ A+ )]
_(1+jﬁ“l1+f L+ f L+ f }
B j 1+j+(1+j)+ +(1+])
1+ _
R Y
1+ )" s, — (1+ )8
_ ( 7) k|7~. ( J)5k|f (2.11)
J
Varyans hesaplarinda gerekli olan E(C?) = m; asagidaki formil yardimiyla
hesaplanacaktir:
my = Mlk + 2M2k
14 )k ts — (1+4)3;
:<§E|r+2 ( 7) k| . ( 7) Elf
J
L) sy, 285, — ISy
J J
2(1+ 7)1, 2 — )8z, — 5%
_ ( ]? k|r _( J) k!r ISk f (2.12)
J J
Varyansin bulunmasi igin gerekli olan ikinci terim [E(C},)]? = ui = (‘éﬁlj)z Teorem 2.3

yardimiyla hesaplanabilir.
Teorem 2.3. (. bir birimlik dénem bagi 6demelerin k£ dénem sonraki birikimli degeri
olsun. k. yil boyunca yillik faizin raslanti degiskeni i, ile goésterilsin (i, o, ..., lar
bagimsiz degiskenlerdir). E(1 + i) = 1 + j ve Var(i,) = s? oldugu duslnulirse,
. [(1+ )" —1]?
(SEU)Z -z
L (HHF =214 5)k 41
= >
[(1+5)% = 1] = 2[(1 +5)* — 1]
d2
(1+5)%* -1 Ly (1+5)k -1
d d

d
S5y — 287
_ SRy _ i (2.13)
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seklinde bulunur.

Var(Cy) = E(C?) — [E(Cy)]? oldugu igin bulunan sonuglar yerlerine konularak,
varyans asagidaki gibi ifade edilir (Zaks, 2001):
2(1 +j)k+1=§E\j - (2 +j)<§E|j + 2(1 +j)=§E|j - (1 +j)<§ﬂ|j

Var(C'k) = ]

(2.14)

2.2.2. Artan 6demeler

Bundan énceki kesimlerde her dénemin basinda yapilan 6demelerin bir birim oldugu
distnidlmuisti. Bu kesimde 6demelerin sabit olmadigi dénem basi artan 6demeler
incelenecektir. Budurumda ¢; =1, =2,..., ¢, = k olsun. Oyleyse, k zamanindaki
birikimli deger,
Cr = (1+i1)(1+iz) ... (1+41ip) +2(1 +d9) (1 +i3) ... (1 +13)
o (b= 1)1+ dp—1) (1 +ig) + k(1 +dg)

= (1+1ix)(Crq + k) (2.15)

olarak bulunur. Asagidaki gésterimlerin yardimi ile artan bir annuitenin beklenen

degeri Teorem 2.4 yardimiyla bulunabilir.

pe = ppi—1 + k)

my = m(mk—l + Qkﬁbk_l —+ ]{72)

p=1+j= I3y
Teorem 2.4. C, k yil boyunca dénem basli 1,2,. .., k seklinde 6demeleri olan artan
bir 6deme dizisinin birikimli degerini géstersin. k. yil boyunca yillik faiz orani rasgele
degisken olan i, ile ifade edilsin. E(1 + i) = 1 + j, Var(iy) = s, Ve iy, s, ..., 4 ler
bagimsiz degigkenler ise,
e = E(Cr) = (I5)g;

olur.

Bu durumda beklenen deger

E(Cy) = EL+i)E[(1+i1)(1 +d2) ... (L4 dp_1) 4+ 2(1 +d2) (1 +d3)
(T4 )+ o+ (B = 1) (1 +igq) + K]

= [+ )"+ 20+ ) 4 4 k(1)
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= (I5)z (2.16)
islemleri ile bulunur. islemler n dénem igin genellestirilirse

fn = B(Co) = (T8}

my, = m(1 + 2p—1my—1)

seklinde ifade edilebilir. Bu degerler varyansin elde edilmesinde
kullanilacaktir (Zaks, 2001).

Teorem 2.5. (', k yil boyunca dénem basi 1,2,. .., k seklinde 6demeleri olan artan
bir 6deme dizisinin birikimli degerini géstersin. k. yil boyunca yillik faiz orani rasgele

degisken olan i, ile ifade edilsin. iy, i, ..., ler bagimsiz degiskenler ise,

my, = (m" + 22mFt o kPm) + 2(2mk_1(],§)ﬂj + o+ km(18)5=;)

m=1+f
olur.
Bu ifade

My, =mF+22mF 4+ 4+ E2m
Mo = 2m* 1 (I8)q; + - - + km(I3)g=,

my, = My, + 2Myy,
seklinde de yazilabilir.
Bu sonuglar tGmevarim yontemi ile ispatlanabilir. £ = 2 igin,
p= 357 ve mp=m (2.17)
ise
my =my +4p+4 =m’ +4(18)7; +4
olur.

Varsayimlarin 2 < k < n — 1 i¢in dogru oldugu disutnullrse,
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my = m(1 + 2,1 +mg_1) (k+ 1igin de dogrudur)

m=1+f
He = (I‘g)E\f
) Sk —J 1+
(18)gy = = ve 1—0—7“:?;
204 ) By — A R )y — (R )]
2k — d
201+ f)F! {7(1 +? - 1} +o k(L4 f) {(1 - f);_l — 1]
- d
20 )M k(-1 )
d
Mo — (L+)R20+r)f 4+ k(E=1)(1+f)
2k = 2
204 k) 220+ ) R )
d? d
20+ f)fF " -+ E(1 + f)
* d
olur. $7;, ..., $5=; terimleri yerlerine yazilirsa,
() IE)g, — (L +1)" = ([8)g, — (1 + f)]
2k = 2
(P = O+ TE)y, — A+ )
d
_ DMy, U9y, (P U
n d? d? d d
QU (DU APy,
J? J? J

seklinde bulunur (Zaks, 2001).
Teorem 2.6. (', k yil boyunca her dénem basinda 1,2,...,k seklinde 6demeleri
olan artan bir 6deme dizisinin birikimli degerini gostersin. k. yil boyunca yillik faiz
orani rasgele degisken olan i, ile ifade edilsin. iy, i, ..., ler bagimsiz degiskenler
ise,
(14 )2 (I3)g, = (24 2k = P) ISy, — 51+ HI5)g,

j2

2k —

seklinde yazilabilir.
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Teorem 2.7. (', k yil boyunca her dénem basinda 1,2,...,k seklinde 6demeleri
olan artan bir édeme dizisinin birikimli degerini gdstersin. k. yil boyunca yillik faiz
orani rasgele degisken olan i, ile ifade edilsin. iy, i, ..., ler bagimsiz degiskenler
ise,
2(1+ J)*2(I8), — (2+ 2k — ) (L8)g, — (14 7)2(L*8)g,

j2

mp =
[E(CR)]” = p = [(I8)g;]”
seklinde ifade edilir. Var(Cy)’y1 elde etmek icin

i} (57, — J)°
[(I18)5,)° = ‘JT
Sar); — 255 ’

d2

I8)gg; — 2(18)g; — 2k(55, — k) — K
(1532 = T = 2080, ~ 2k, — )

(18)55, — 2(1 + kd)(18)g, — K
d2

kullanilacaktir.
Teorem 2.8. (', yilik 6demeleri dénem basi 1,2, ..., k seklinde olan artan bir 6deme
dizisinin & yil sonraki birikimli degerini gdstersin. k. yil boyunca yillik faiz oraninin

rasgele degisken olan i, ile gbsterilmesi durumunda:

E(l+iy) =1+ Var(iy) = s
Ve iy, s, ..., 1 ler bagimsiz degiskenler ise, varyans
E(Cy) = (I3)g; (2.19)
Var(Cy) = 2014 5)*(I8)5, — (2+2j ;ij)(fé)mf — (§ + 3Tz,
B (I8)z5); — 2(1 ;kd)([é)mj — k2 (2.20)

olarak bulunur.
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UCUNCU BOLUM
3. YASAM ANNUITELERI

Kesin 6deme dizileri dnceki bdlimde incelenmisti. Bu 6deme dizileri belli bir déneme
yayllan ve 6deme sayisi belirli olan 6deme dizileridir. Fakat batin 6édeme dizileri
bu sekilde degildir. Odeme sayisinin belirsiz oldugu &édeme dizileri de vardir. Bu
6deme dizilerinin yayilimis oldugu dénem sayisi tam olarak sdylenemez. Belirsiz
6deme dizilerine en uygun érneklerden biri de yasam annuiteleridir. Clnki yasam
annuitelerinde ddemeler kisi yasadigi siirece yapilir. Ornegin, kisi emekli olduktan
sonra yapllan aylik 6demeler, kigi 6lene kadar sirecektir. Bu nedenle kisinin ne kadar
hayatta kalacag ile baglantili olan bir raslanti degiskeni ile olusabilecek kayiplari

azaltmak mimkdndur.

Bu bélimde kisinin yasadigi stire boyunca dénem baslarinda bir birim &dedigi
O6deme dizileri disUnuUlecektir. Yasam annuiteleri kesin annuitelere benzer, fakat

burada kisinin yagsama kosulu da g6z éntne alinacaktir.
3.1. Faizin Deterministik Olmasi Durumunda Yasam Annuiteleri

Bu bélimde faizin deterministik oldugu durumlar i¢in yagsam annuitelerinin beklenen
deger ve varyanslari hesaplanacaktir. Bu hesaplamalar sirekli ve kesikli olarak iki
kesim halinde incelenecektir. Faiz sabit alinip, faiz orani : ya da anlik sabit faiz orani

0 ile g6sterilecektir.
3.1.1. Sdarekli yasam annuiteleri

Suarekli yagam annuitelerinde her dénem bir birimlik 6deme yapildigr distnulecektir.
Odemeler kisi yasadi§i siirece devam edecektir. Kisinin su andaki yasi z ve
6lim yasi X ile gosterildiginde kisinin gelecekteki yagsam suresi olan T'(z) raslanti

degiskeni ise
Tx)=X—x
olur.
Sdrekli bir yasam annuitesinin aktiieryal bugink( degeri d,. ile gdsterilsin. T'(z) ise x
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yasindaki bilgilere bagli olarak degisebilir ve
T(x) = ipap(x + 1)

olarak hesaplanir. Burada ;p,, x yasindaki bir kisinin x + ¢t yasina kadar yasama
olasihgini, u(x+t) ise x+t yasindaki anlik 61im oranini gésterir. Buna gére aktieryal

buglnki deger,

a, = Elig] = /0 dz Dot + t)dt (3.1)

seklinde yazilabilir. Bu integral kismi integral yardimi ile

f(t) = ag
df (t) = v'dt
9(t) = —ipa
dg(t) = popu(x + t)dt

alinarak ¢6zulebilir. Buna gore

0 0

olarak gosterilebilir. Bulunan forml

1 00
Ay :/ Uttpxdt-F/ vl ypgdt
0 1

0

= dx:ﬂ + Upmdm—i-l (33)
seklinde yeniden duizenlenebilir.

Bu esitlikte kullanilan a, s,

seklinde yazilabilir.
Bilesik faiz teorisinden bilinen bir iligki
1= (Saﬂ + Ut
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olarak verilebilir. Bu ginimuUzde yatirilan bir birimlik 6demenin ¢ dénem boyunca
her ddnemde ¢ faizi getirerek timuyle geri 6dendigi seklinde yorumlanabilir. Bu iligki

batdn ¢ degerleri igin dogru oldugundan rasgele bir degisken olan 7" i¢in de gecerlidir:
1= biig + 0"

Beklenen deger alinirsa yukaridaki esitlik,
1 = bz + A,

seklinde de ifade edilebilir. Burada A, kisinin 8lmesi durumunda yapilacak bir birimlik

6demenin buglinki degerini géstermektedir.

Bu annuitenin varyansi ise

T
Var(dﬂ) =Var (1 6U )

Var(v?)
A2:v - (A:v)z
52

olarak hesaplanabilir. Bu da hayat annuitesinin riskini verir.

Buna ek olarak, 1 = diz + v” oldugu igin, Var(diz + v") = 0 olur. Yani ¢ faizli
surekli yasam annuitesi 6lum durumunda 6denecek bir birimlik bir yagam sigortasi

ile birlikte alindigi taktirde 6limlGlukten dogacak bir risk yoktur (Bowers et al., 1997).
3.1.2. Kesikli yasam annuiteleri

Kesikli yasam annuiteleri de slrekli yasam annuitelerine benzer. Ancak kesikli
yasam annuitelerinde dénem basi ve dénem sonu 6demeler farkli hesaplamalara yol
acar. Bu farkhlik strekli yasam annuitelerinde yoktur. Burada 6ncelikle donem basi

annuiteler incelenecektir. Daha sonra donem sonu annuiteler Uzerinde durulacaktir.

Kisinin yasam sUresi boyunca dénem baslarinda birer birimlik 6demelerin yapildigi
bir annuite dislnilecektir. Bu dénem basi tam yasam annuitesi (whole life

annuity-due) olarak da adlandinlir. Buglinki deger raslanti degiskeni olan
Y = age
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ile gosterilir. Burada K Kkiginin yasayacagi dénem sayisini gdstermektedir. «

yasindaki bir bireyin gelecek yasam sliresinin k£ olma olasihgi
Pr(K = k) = kpoQutr
seklinde ifade edilir. Bu durumda yasam annuitesinin aktleryal bugink( degeri
G, = BlY] = Elig]
= f: U1 kP2 o+k
k=0

ile bulunabilir. Bu esitlik kesikli kismi toplam isleminde Af(k) = kp:qerr V€ g(k) =

dg7) kullanarak asagidaki sekle dénusturdlebilir:

0
dm =1+ Z Uk+1k+1pm

k=0
= Z Ukkpx (3 4)
k=0
Aktleryal deger,
d:v =1+ Z Uk+1k+lp:v =1+ VP Z Ukkp:v
k=0 k=0
=1+ vpGy41 (35)

seklinde de gosterilebilir. Aktieryal degerin beklenen degeri ise

L K-1
e
! _dA“f (3.6)
olarak bulunur.
Varyans ise
Var(igsy) = Var (%plﬂl) = Var (Uz;rl)
ROEYS, -

seklinde ifade edilir.
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Her bir dbnemin sonunda bir birim éddemelerin yapildigr dénem sonu annuitelerin
bugiinkl degeri raslanti degiskeni olan Y = ag ile gosterilsin. Bu durumda beklenen

deger
ay = E[Y] =Y iPalurnay (3.8)
k=0

seklinde g0sterilir.

(1—0%)  [1- (1+.i)vK+1]

Y = . = (3.9)
7 1
esitlikleri yerine yazilarak beklenen deger alinirsa
1—(1+17)A,
0y = Bly] = 12104 (3.10)

1

olur (Bowers et al., 1997).
3.2. Faizin Rasgele Degisken Olmasi Durumunda Yasam Annuiteleri

Kiginin yagsam suresi dnceden bilinemedigi i¢in hem kiginin yasam suresinin hem
de faizin raslanti degiskeni olarak alinmasi daha gergekgi olacaktir. Bu bdlimde
faiz ve yasam siresinin rasgele degisken olmasi durumunda yasam annuitelerinin

aktleryal degerleri hesaplanacaktir.

Burada faiz orani icin n tane uygun degerin olabilecegi varsayilacaktir. Her bir faiz

orani iy, k < n ile gosterilecektir. E(iy) = j ve Var(i,) = s¥dir.

Faizin rasgele degisken olmasi durumunda yasam annuitesinin aktleryal bugUlnku
degeri .d, ile gosterilecektir. Sonu¢ olarak beklenen degerin, K ve i,'ye gobre
hesaplanmasi gerekir. Burada K ve i,’ler bagimsizdir. Beklenen deger L, |k ile

gOsterilecektir:
wliy = B By i [iy, e
= EKWTJAU]
= Z ak_—i-l\j kPzlz+k
k=0
ayrica:
00 1 k
=3 (155) w @11)
seklinde de yazilabilir.
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DORDUNCU BOLUM
4. STOKASTIK SURECLERIN ANNUITELERE UYGULAMALARI

Faiz oranlarinda olabilecek rasgele degisiklikler stokastik siregler kullanarak
da modellenebilir. Cesitli strecler kullanilarak faiz senaryolarinin gercege daha
yakin olmasi ve degisik kosullara uyumlu olmasi saglanabilir. Bu bdlimde
Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener siregleri kullanilarak 6édeme dizilerinin beklenen
deger ve varyanslari elde edilecektir (Beekman and Fuelling, 1990, 1991). Bu

degerler gercek hayat durumlarina uyarlanarak tablo ve grafikler ile gbsterilecektir.
4.1. Brownian Hareketi

Brownian hareketi (Brownian motion) olasilik, stokastik stire¢ kuramlarinda, fizikte,
finansta, vb. alanlarda énemli bir rol oynar. Eger bir, B = (B;,t € [0,00)) stokastik
sureci asagidaki kosullari saglarsa, bu stre¢ Brownian hareketi veya Wiener slreci

olarak adlandirilir.
1. Sifir noktasinda baslar: By =0
2. Duragandir, bagimsiz artimlidir. Yani,

t,seT ve t+h,s+heT igin
Xi— X =Xopn — X

'dir ve

Vo e Tty <---<t,,n>1 ligin

X, — X Xoy — Xogy oo X0, — X,
bagimsiz rasgele degiskenler ise X slreci bagimsiz artimhdir.
Vt >0 igin B, ~ N(0,t)
'dir. Surekli 6rnek yolu olup atlama yoktur.

Zamana bagh olarak calisildiginda Brownian hareketi, onun statik benzeri olan

Normal dagihimin dinamik benzeridir (Mikosch, 1999). Her ikisi de merkezi
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limit teoreminden ortaya c¢ikmistir. Normal dagilan bir ¢ok bagimsiz raslanti
degiskenlerinin toplamlari da yaklasik olarak normal dagiimaktadir (Schoutens,
2003).

Standard Brownian hareketi, Wiener anisina
W - {Wt,t Z 0}

olarak da g0sterilir. Brownian hareketi, bagimsiz artimlara sahip oldugundan dolayi

ayni zamanda bir Markov sirecidir.
4.2. Ornstein-Uhlenbeck Siireci

Ornstein-Uhlenbeck stireci duragan olmakla birlikte Gaussian ve Markovian

Ozelliklerini de tagimaktadir. Bu surecin 6zellikleri kisaca sdyledir:

1. Bu slrec¢ duragandir: Buna gore, t; <ty <---<t,veh >0i¢cinY;, Y, ..., Y,
ve Yiiin, Yioun, -, Yinan n boyutlu rasgele vektérlerdir. Bu durum zamanin
degismesine ragmen olasiligin ve dagilimin degismedigini gdsterir. Yani h

artiminin verilmesi bilesik dagilimdaki olasiliklari degistirmez.

2. Sure¢ Gaussian dagilir. GUnkd, t; < ty < -+ < t, i¢in, Y}, Y, ..., Y;, cok

degiskenli n boyutlu vektdr olmak Gzere normal dagilimhdir.

3. Markovian 6zelligini tagimaktadir. Buna goére, t; < t, < --- < t, i¢in
P(Yy < ylYa,Ye, ..., Y1) = P(Yi < y|Yin_1)'dir. Bu sireg yalnizca simdiki
duruma baghdir ya da bir sonraki durum yalnizca bugline baglidir. Gegmis
zaman sureci etkilemez. Bu sire¢ (YT : t > 0), to,t1,ts,...,t, i¢in ve
Y — Y,Ye — Y, ..., Y, — Yy, 1'in bagimsiz oldugu durumlarda, bagimsiz
artiglara sahiptir. Bu durum (YT : ¢ > 0) durumunda Markovian Ozelligi ile
saglanir. Buna gére ¢t > s ve h > 0 igin (Yiyn — Ysipn) dagihmmin (Y; — Y;)
dagihmi ile ayni olmasi durumu artiglarin duragan oldugunu gésterir. Bu ise
OU stokastik sirecinin (W7T : ¢t > 0) duragan bagimsiz artiglari olmasi
durumunda Wiener-Lévy sireci ve Brownian hareketi ézelliklerini tagidigini
gOsterir. EGer Wiener-Lévy slreci normal dagilimh ise her bir ¢t > 0 ve Wy =0

olmasi durumunda E(W,) = 0’dir. Bu sirecin genel formali asagida verilmistir.
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Sekil 4.1: Ug farkli X, ile baslayan Ornstein-Uhlenbeck siiregleri.

0, i ve o parametreleri W, ise Wiener surecini ifade etmektedir. Bu denklemde /to

lemmasindan bilinen fonksiyon f(X;,t) = X, kullanilirsa:
d(Xi, t) = 0Xe”'dt + e7'd X,
= " Opdt + o dW,
0'dan t'ye kadar integral alinirsa:

t t
X, =1, +/ e”*uds +/ e dW,
0 0

t

Xy =roe” " 4+ pu(1 — ") + / o= aw,
0

Buradan sirecin birinci momenti (ry sabit olmak tzere)

B(Xy) =roe™’ + p(1 — ) (4.2)

seklinde bulunur (Finch, 2004, Hog and Frederiksen, 2006).

Ornstein-Uhlenbeck sireci 0 = 1, u = 1.2, 0 = 0.3 parametreleri ve Uc farkli ilk deger

Xy igin Sekil 4.1°da gosterilmistir.

Ornstein-Uhlenbeck slrecinin Wiener sirecinden farki igerdigi fonksiyonlarin daha
dislk varyansa sahip olmasidir. Bu ylzden yiksek varyansin beklendigi kosullarda

Wiener surecinin kullaniimasi daha uygun olacaktir (Beekman and Fuelling, 1991).
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4.3. Faizin Stokastik Siure¢ Olmasi Durumu

Bu kesimde faiz orani, Ornstein-Uhlenbeck stokastik slreci ile sabit bir faiz
seviyesi olan ¢ etrafinda degisime ugratilacaktir. Bu sekilde modellenen annuitelerin

beklenen deger ve standard sapmalari hesaplanacaktir.

Degigken faiz orani R(s) = § + V(s) ile gbsterilirsin. Burada V' (s) faizde olabilecek
degisim miktarini simgeler. V' (s)’lerin bitin dénemler boyunca olan birikimi X (¢) ile

ifade edilir:

Buna gdére ani faiz oraninin birikim fonksiyonu,
t
/ R(s)ds =4dt+ X(t) t>0
0

seklinde yazilabilir. Burada X (¢)'nin, 0 < ¢ < n Ornstein-Uhlenbeck stokastik sireci
oldugu kabul edilecektir. Bu sire¢ yukarida agiklandigi gibi Gaussian ve Markovian
6zelliklerini tagimaktadir (Beekman and Shiu, 1988). Buna gére X (¢)’nin beklenen

degeri,

ve otokorelasyon fonksiyonu:

/626—/$|s—t\

C(s, 1) = E[X(s) —m(s)][X(t) — m(t)] 5

seklinde yazilabilir. Buna gére X (t) asagidaki sekilde gdsterilebilir:
t
X(t) = / Be~ M az(r) Z(r), 0< T < o0
0

{Z(1),0 < 700} Weiner stokastik surecidir. ~ ve [ ise pozitif sabitlerdir. Ayrica

X (0) = 0 oldugu varsayilacaktir.

Beklenen deger ve varyans,

esitlikleri ile yazilabilir (Beekman and Fuelling, 1990).
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Cizelge 4.1: Ornstein-Uhlenbeck stireci kullaniimasi durumunda beklenen degerler.

Bundan sonraki gdsterimlerde

2K

= ¢? olarak alinacaktir. Beekman ve Shiu’nin

Ne n=25 n=10

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 4.877183 4.880204 4.905466 |9.516595 9.524694  9.592488
0.03 4.643186 4.646025 4.669770 |8.639693 8.646901 8.707235
0.05 4.424096 4.426766 4.449098 | 7.869655 7.876087  7.929923
0.07 4218846  4.221360 4.242376 | 7.191878  7.197633  7.245797
No n=20 n =30

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 18.127688 18.146026 18.299620 | 25.919331 25.947021 26.178991
0.03 15.040229 15.055044 15.179122 | 19.781865 19.802372 19.974145
0.05 12.642915 12.655017 12.756368 | 15.538045 15.553623 15.684095
0.07 10.763317 10.773312 10.857010 | 12.536842 12.548965 12.650503

52

calismasinda x = 0.17 olarak alinmistir (1988). Bu deger ABD hazine bonosunun

bir yillik getiri oranidir.

Gelecekteki 6demelerin buginki rasgele degeri olan @z, 6deme dizisi olan
b(t), 0 <t < n’den bulunabilir.

Tnjp = /0 " b(#)eap (- /O " R(s) ds) dt

Eger b(t) =1, 0 <t < nolarak alinirsa:

n t n
(2] =/ 69:p(—/ R(s)ds) dt :/ o(Z0=X(1) 4
0 0 0

olur. @ z’'nin beklenen degeri ise:

Elanr) = / / e XO) gt ax
0 Co[0,n]

seklinde gosterilebilir. Burada Cy[0, n], [0, n] araliginda strekli fonksiyonlar kiimesidir.

Buradan da beklenen deger asagidaki gibi elde edilebilir:

Elanr) = / e 0! / e XWdx dt
0 Co[0,n]

1— —2kt
:/ e exp (024) dt
0 2

Asagida verilen parametre degerleri igin beklenen deger hesaplanarak bulunan

(4.5)

degerler Tablo 4.1’de gdsterilmigtir.
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k=0.17

0 =0.01,0.03,0.05,0.07
o =0.01,0.10,0.15

n = 5,10, 20, 30

Bu tablodan faydalanarak beklenen deger, § ve o arasindaki iligkiyi gésteren grafikler

sirasiyla Sekil 4.2 ve Sekil 4.3'de gizilmigtir.

Sekil 4.2'de ¢ = 0.15 sabit alinarak degisen faizin annuitenin buginkl degerine
etkisi gOsterilmistir. Buna gére faiz arttikca buglnki degerin beklenen dederi
azalmaktadir. Bu sonu¢ buglnki degerin faiz ile ters orantili olmasi nedeniyle
beklenen bir sonugtur. Ayrica dénem sayisi arttikga beklenen deger artmakta,

faizdeki artig beklenen degerde daha buytk bir degisime yol agmaktadir.

Sekil 4.3'de ise § = 0.01 sabit alinarak standart sapmanin annuitenin bugink( degeri
nasil etkiledigi gésterilmigtir. Buna gére de standart sapma arttikga bugtinki degerin
beklenen degeri artmaktadir. Ayrica dénem sayisi arttiginda bu artigin daha fazla

oldugu goértlmektedir.

Simdi de ikinci moment olan varyans elde edilecektir. Bunun igin:

n n 2
o= [ [0 o
co[0,n] 0
:/n /ne—és—X(s) dS/n —ot—X(t dth
0,n]
/ / / e 05 X=X 1 X ds dt
[0,n]

/ / / N dx dy ds dt
/ / / Nt dz dy ds dt

burada:
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Sekil 4.2: Ornstein-Uhlenbeck streci ile elde edilen beklenen degerlerin o = 0.15 ve
n =5, 10,20, 30 igin §’ya gbre degisimleri.
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Sekil 4.3: Ornstein-Uhlenbeck sulreci ile elde edilen beklenen degerlerin § = 0.01 ve
n =5, 10,20, 30 igin o’ya gbre degisimleri.
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Cizelge 4.2: Ornstein-Uhlenbeck sireci kullaniimasi durumunda standart sapma
degerleri.

Noe n=5 n=10

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 0.027199 0.136128 0.411776 | 0.058162 0.291181 0.882929
0.03 0.025631 0.128282 0.388011 | 0.051938 0.260019 0.788307
0.05 0.024173 0.120981 0.365897 | 0.046536 0.232969 0.706180
0.07 0.022815 0.114183 0.345308 | 0.041837 0.209440 0.634745
No n=20 n =30

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 0.104554 0.523513 1.589253 | 0.135018 0.676068 2.052871
0.03 0.084958 0.425379 1.291023 | 0.101303 0.507232 1.539772
0.05 0.070094 0.350948 1.064847 | 0.078814 0.394614 1.197544
0.07 0.058694 0.293859 0.891387 | 0.063335 0.317100 0.962010

'ye esittir. Burada A asagidaki dagilima egittir:
A(0,t) = o?(1 — e )

Kolay goésterim olmasi icin birinci bdlimdeki integral I ile goésterilirse (Hogg and
Craig, 1978):

A(0, s)

n t ( [1+8K(t5}2>
I:/ 6_5t/ e OsHAB/20 2 ds dt
0 0

olarak hesaplanir. ikinci béliimdeki integral de J ile gdsterilirse:

A(0,1)

n t ( [1+8n(st)]2>
J:/ e—&t/ o~ 05 HA(L)/2, 2 ds di
0 0

olur. Buna gore:

n 2
Var(@mgr) =1+ J — ( / e 0leA0D/2 dt) (4.6)
0
olarak bulunur. Bu formulin yardimiyla Tablo 4.2 olusturulabilir.
4.4. Faiz ve Oliimliiliigiin Stokastik Siirec Olmasi Durumu

Bu kisimda kisinin gelecekteki yasam slresi de rasgele degisken olarak kabul
edilecektir. Ayrica faizdeki degiskenlik de yine korunacaktir. Gelecekteki 6édemelerin

buglnki degerine iligkin beklenen deger ve standard sapmalar incelenecektir.
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X yasindaki bir kisinin gelecekteki rasgele yasam slresi T'(x) ile g6sterilirse; T'(z),
Pellzit, 0 <t < oo’nin olasilik yogunluk fonksiyonudur. T'(z)’nin bagimsiz bir siire¢

oldu@u varsayilacaktir (X (¢), 0 <t < 00).
Gelecekteki 6demelerin buguinki rasgele degeri b(t), 0 <t < T olmak Uzere

Ty = /0 : b(t)exp (- /0 tR(s) ds) dt

ile gbsterilecektir. b(t) = 1 olarak alinirsa:
T t
ap g = / exp (—/ R(s) ds) dt
0 0
Bagimsizlik varsayimlari ile:
Elar z] = ErEr(ar | R]
ve Bowers'den (1986):
Erlazz|R] = / e X0 p, dt
0
Fubini teoremini uygulayarak (Beekman and Fuelling, 1990):
Bl | = / e o Ex (X ®) dt
0
_ / > e~ p, AN/ gy
0

_ / e—éttpm 60'2[1—672’“]/2 dt
0

o2 — 0 olmasi durumu @,’i azaltacaktir. ikinci moment igin:
T t 2
(/ exp <—/ R(s) ds) dt)
0 0

2

Elaz,) = E

ve yine Bowers (1986)’den:

0= [ [[enn (- [ mora) ]
o[ (- [ rora) ] con (- [ )

Z'(t)
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olarak bulunur. Sonug olarak

E[a? ErEr|Z(T)|R]

—ER (/ / —ov—X (v dve ot—X (¢ )
= 2/ / Er(e=XWe=X0)e=0v=3t 1y iy dt
0o Jo

ve Fubini teoreminden:
A(th) A(O7U) {1 + e—n(t—v)}2>

00 t ( +
_ —u— 2 2
E[a%R] = 2/0 /0 € 0 &6

olarak bulunur. Varyans herzamanki gibi asagidaki form0l ile hesaplanacaktir:

| =
7R

Do dv dt

Varlazg] = Elag s — (Elagg])’ (4.7)
Bulunan sonuglar bir 6rnek tzerinde goésterilebilir.

Ornek 4.1. Makeham yasasinin yasam siiresindeki rasgelelik icin kullanildigini
varsayalim. Bu durumda:
e = A+ Bc® (A, B, ve c sabittir)
Buna gore:
Dy = el At=me (1))
m = B/lnc
ErEr[ag g R] = /OO g0t (P 11=e2/2) (—At=me® (e =1)) gy
0

Burada bulunan A, B, ve c sabitleri yerine 13 — 110 yagindakiler i¢in tanimlanan
yasam tablosundan degerler konulacaktir (Bowers et al., 1986).

Buna gore A = 0.0007, B = 0.00005, ve ¢ = 10%9%dlr. Ayrica x = 0.17ve t > 110 — x
icin ;p, = 0’dir.

_ Homr (o2[1—e=034)/2)
ERET[CLT|R|R] = e e
0

.e(—0.0007t—0.000543(100‘04””)(100'04’5—1)) dt
Ornekte asagidaki degerler kullanilacaktir:
x = 65,70,75,80

0 =0.05,0.06,0.07,0.08
o = 0.0200, 0.0100, 0.0050, 0.0025
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Cizelge 4.3: Ornstein-Uhlenbeck slrecinin rasgele faiz ve rasgele 8lUmluldk igin
kullaniimasi durumundaki beklenen degerler.

o x =150 x = 60

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 23.257099 23.281663 23.487443 | 17.021270 17.038439 17.182238
0.03 17.680309 17.698355 17.849510 | 13.789329 13.802783 13.915465
0.05 13.944817 13.958537 14.073447 | 11.429098 11.439869 11.530071
0.07 11.348515 11.359262 11.449262 |9.664104 9.672893  9.746487
No x=1T0 x = 80

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 11.354347 11.364912 11.453388 | 6.771251  6.776707  6.822373
0.03 9.765536  9.774339  9.848051 | 6.136055 6.140857  6.181052
0.05 8.506023  8.513447 8.575601 |5.594024 5.598276  5.633868
0.07 7.493559  T7.499888  7.552876 | 5.128142 5.131930 5.163622

alinarak Tablo 4.3 olusturulacaktir. Bu tablodaki degerler Sekil 4.4 ve Sekil 4.5'de

gOsterilmistir.

Sekil

annuite 6demelerini almaya basladigi yas yukseldikge annuitenin beklenen degeri

4.4de faiz arttikga beklenen degerin azaldigr g6érilmektedir. Kiginin
azalmaktadir. Dénem sayisinin kisinin yasi ile ters orantih oldugu digtnUlUrse bu
beklenen bir sonugtur. Ayrica kiginin yasi yUkseldikge degisen faiz igin annuitenin

beklenen degerleri arasindaki fark azalmaktadir.

Sekil 4.5'de beklenen degerin standart sapma ile arttigr gértlmektedir. Kisinin
annuite 6demelerine giris yas! yUkseldikce annuitenin beklenen degeri de

azalmaktadir.

Benzer yontemi kullanarak:

110—x
—ov—0ot
Gl =2 [ /

e 0 34(t— U)]

CT 0'2
.e 2 " 2

[1 _ 6—0.341)
[1—‘1-870‘17(7:71})]2

[—0.0007t—0.000543( 100-042)(100-04¢

] do dt

. e
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Sekil 4.4: Ornstein-Uhlenbeck streci ile elde edilen beklenen degerlerin o = 0.15 ve
x = 50,60, 70,80 icin §’ya gbre degisimleri.
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Sekil 4.5: Ornstein-Uhlenbeck sulreci ile elde edilen beklenen degerlerin § = 0.01 ve
x = 50,60, 70,80 i¢in o’ya gbére degisimleri.
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Cizelge 4.4: Ornstein-Uhlenbeck slrecinin rasgele faiz ve 6lumlilik i¢in kullaniimasi
durumunda standart sapma degerleri.

N\o  x=150 x = 60

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 8.661154 8.693309 8.962530 | 7.732053 7.757136 7.967396
0.03 5.518921 5.544429 5.757228 | 5.490451 5.510747 5.680579
0.05 3.712033 3.733588 3.912510 | 4.034780 4.051847 4.194326
0.07 2.624195 2.643208 2.800040 | 3.059915 3.074701 3.197803
No x=T0 x = 80

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 6.281968 6.299784 6.449241 | 4.499935 4.510873 4.602651
0.03 4.913333 4.928233 5.053115 | 3.819762 3.829281 3.909115
0.05 3.920447 3.933171 4.039712 | 3.276037 3.284407 3.354569
0.07 3.186115 3.197177 3.289687 | 2.836600 2.844028 2.906264

ikinci moment:

x = 65,70,75,80
0 = 0.05,0.06,0.07,0.08

o = 0.0200, 0.0100, 0.0050, 0.0025

alinarak hesaplanir. Esitlik 4.7’de yerine konarak standart sapma hesaplanir.

Sonuglar Tablo 4.4’de gésterilmigtir.
4.5. Faizde Daha Fazla Rasgelelik

Onceki kesimde faiz ve &limliliikteki degiskenlik Ornstein-Uhlenbeck siireci ile
saglanmisti. Bu slirec ile elde edilen degiskenlik bazi durumlarda yeterli olmayabilir.
Ornegin ekonomik agidan zayif olan iilkelerde faizler ekonomisi giiglii olan iilkelere
g6re ¢ok daha buylk oynamalar g6sterebilmektedir. Béyle bir durumu modellemek
icin ve bu durumda olusacak riskleri hesaplamak igin faiz ve olumlillUkteki
rasgeleligin Wiener sureci ile saglanmasi uygun olacaktir (Beekman and Fuelling,
1991).

Bu kesimde faizin sabit bir anlik faiz orani olan ¢ etrafinda degistigi kesin annuitelerin

beklenen deger ve varyanslari hesaplanacaktir.

Onceki kesimdeki gibi degisken faiz orani R(s) = ¢ + V(s),0 < s < n ile gbsterilsin.

Burada V() faizde olabilecek deg@isim miktarini simgeler. V' (s)’lerin batiin dénemler
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boyunca olan birikimi X (¢) ile ifade edilir:

Buna gore ani faiz oraninin birikim fonksiyonu,
t
/ R(s)ds =dt+ X(t) t>0
0

ile yazilabilir. Burada X (¢t)'nin, 0 < t < n, X(0) = 0 6zelligi tasiyan bir Wiener

stokastik sireci oldugu kabul edilecektir. Bu sirecin beklenen deger ve varyansi,

EX(#t)|X(s)=z]|==x
Var[X(t)| X (s) = 2] = A(s,t) = d*(t —s) t>s

olarak ifade edilebilir (Feller, 1971).

Bir annuitenin buginki rasgele degeri iz ile gosterilirse, beklenen degeri

Eliimr] = / / e X O) gt ax
Col0,n] JO

1— 6—n[5—0.502}
_ —6t+02t/2dt _ 4.8
/0 ‘ 5 —0.502 (4-8)

esitligi ile bulunur.
Beklenen deger asagidaki 6rnek parametre degerleri icin hesaplanacaktir:

§ = 0.01,0.03,0.05,0.07
o =0.01,0.05,0.15

n = 5, 10, 20, 30

Sonuglar Tablo 4.5da gdésterilmigtir. Bu tablodaki degerler Ornstein-Uhlenbeck
sureci kullanilarak elde edilen tablodaki (Tablo 4.1) degerler ile karsilastirsa
beklenen degerlerin daha genis bir aralikta degistigi goéralebilir. Bu tablodan

yararlanarak Sekil 4.6 ve Sekil 4.7 olusturulmustur.

Sekil 4.6’da gosterildigi gibi faiz arttiginda beklenen deger azalmaktadir. D6nem
saylisl arttiginda ise beklenen deger artmakta ve beklenen degerler arasindaki
farklar blyUimektedir. Sekil 4.7°de ise standart sapma arttiginda beklenen degerin

de arttigi goérulmektir. Ornstein-Uhlenbeck sirecindeki benzer sekil (Sekil 4.3)
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Cizelge 4.5: Wiener sireci kullaniimasi durumundaki beklenen degerler.

Ne n=25 n=10

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 4.877662 4.892203 5.015658 | 9.518598  9.574986  10.062761
0.03 4.643633 4.657244 4.772781 |8.641445 8.690902  9.118447
0.05 4.424514  4.437261  4.545449 | 7.871191 7.914669  8.290280
0.07 4.219238 4.231183  4.332548 | 7.193229  7.231541  7.562301
No n=20 n =30

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 18.135689 18.347769 20.252096 | 25.936655 26.385558 30.569598
0.03 15.046387 15.210265 16.677905 | 19.793657 20.100678 22.944916
0.05 12.647698 12.775541 13.917322 | 15.546244 15.760894 17.736685
0.07 10.767067 10.867788 11.764783 | 12.542670 12.696208 14.100165

ile kargilastirlacak olursa beklenen degerdeki degisimlerin ¢ok daha buyUk
oldugu gérulmektedir. Wiener sirecinin degiskenligi Ornstein-Uhlenbeck sirecinin

degiskenligine gére daha bulylk oldugu dustnilirse bu da beklenen bir sonugtur.

Ikinci moment de dnceki bdliimdekine benzer bir ydntemle hesaplanabilir. ilk olarak,

n n 2
Bl(ime)) = [ » [ [ e dt] ix
olY,n
n t 00 oo 2 2. o 2 204
:/ e—ét/ 6—68/ / e—x—yexp< T /20 S (y 'I) /20- (t 8))dﬂjdyd8dt
0 0 — —

[(27)202s02(t — 5)]°°
T (—22/20% — (y — x)*/20%(s — 1))
[(2m)202t02(s — )]

o0 v —00
[c ol le e

dxdydsdt

seklinde yazilir. I ve J’nin degerleri integraller hesaplanarak,

1 1 —exp(—n(d —0?/2)) 1 —exp(—n(20 — 20?))

I=5 5 { 50— 0?2 - 26 — 207 } (4.9)
1 1 —exp(—n(20 — 20%))]  exp(—n(s — 02/2)) (1 —exp(—n(d — 20?))
J_(S—O'2/2{ 20 — 202 }_ §—02%/2 ( §— 302 )

(4.10)

bulunur. Bdylece varyansin degeri,

Var(impr) =1+ J — (1 — exp(g—_n;g/; K /2)))

(4.11)

olarak bulunur. Bu esitlik yardimiyla ve asagidaki parametreleri kullanarak Tablo 4.6

37



6 | I | | | | | 12 | | | | | | |
5 1 1w0F} -
- 8_ -
=
=

) R)

4_
=
£ of
~
2 4
1 2r

000 0.01 002 0.03 004 0.05 006 0.07 0.08 OOO 0.01 002 0.03 004 0.05 006 0.07 0.08

) )
n =20 n =30
25 I I I I I I I 35 I I I I I I I

30
20

15 ?20_
B
S
10k M 15
10 |
5_
0 1 1 1 0 1 1 1

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
o )

(@)
I
l

Sekil 4.6: Wiener sulreci ile elde edilen beklenen degerlerin ¢ = 0.15 ve n =
5, 10,20, 30 icin 9’ya gbre degisimleri.
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Sekil 4.7: Wiener sireci ile elde edilen beklenen degerlerin § = 0.01 ve n =

5, 10,20, 30 icin o’ya gbre degisimleri.
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Cizelge 4.6: Wiener slreci kullanilmasi durumundaki standart sapma degerleri.

Ne n=25 n=10

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 0.062583 0.314552 0.985933 | 0.171646 0.867192 2.840354
0.03 0.058832 0.295679 0.926281 | 0.151898 0.767224 2.507480
0.05 0.055344 0.278133 0.870842 | 0.134807 0.680717 2.219846
0.07 0.052100 0.261814 0.819299 | 0.119988 0.605725 1.970869
No n=20 n =30

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 0.456742 2.331132 8.341419 | 0.789953 4.072045 15.929349
0.03 0.359738 1.834100 6.505144 | 0.557018 2.864396 10.980650
0.05 0.286686 1.460068 5.131608 | 0.403517 2.069936 7.770871
0.07 0.231246 1.176430 4.096697 | 0.300469 1.537593 5.653056

olusturulur.

0 =0.01,0.03,0.05,0.07
o = 0.01,0.05,0.15

n = 5, 10, 20, 30

4.6. Faiz ve Olimliiliikte Daha Fazla Rasgelelik

T, x yasindaki bir kisinin gelecekte yasayacagi rasgele slre olsun. Burada 7°nin
X(t),t > 0’dan bagimsiz oldugu kabul edilecektir. A(0,¢)’nin Wiener stokastik sureci

ile bulunan degeri yerine yazilarak beklenen deger,

Eliz ] = | e %pee”dt (4.12)
T|R
0
ve varyans icin gerekli olan terim,
. * oo 1 — eap(—t(0 — 30%))
El(iigyp)?] = 2/ e~H0=%/2) ( Ry 2 Padt (4.13)
0 T2

seklinde ifade edilebilir. Bulunan sonuglar bir érnek ile gosterilecektir.
Ornek 4.2. Makeham yasasinin yasam siiresindeki rasgelelik icin kullanildigini

varsayalim. Bu durumda:
e = A+ Bc® (A, B, ve c sabittir)
Buna gore:

(pp = el At (e =1)] m = B/lnc
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ve
Elizp) = ErBrlap gl R] = / T R egp(— At — mc” (¢! — 1))dt
0

olur. Burada bulunan A, B, ve ¢ sabitleri yerine 13 — 110 yasindakiler igin tanimlanan

yasam tablosundan degerler konulacaktir (Bowers et al., 1986).

Buna gore A = 0.0007, B = 0.00005, ve ¢ = 10%%%dir. Ayrica ¢t > 110 — z igin
e = 0°dIr.

ErEr [5T\R|R] _ /110_96 6—&60%/26(—0.0007t—0.000543(100-04w)(100-04t—1)) dt
0
Ornekte asagidaki degerler kullanilacaktir:

z = 65,70, 75,80
§ = 0.05,0.06,0.07, 0.08
o =0.01,0.10,0.18

alinarak Tablo 4.7 olusturulacaktir. Bu tablodaki degerler kullanilarak Sekil 4.8 ve

Sekil 4.9 cizilmigtir.

Sekil 4.8’e gore faiz orani olan ¢ arttiginda beklenen deger azalmaktadir. Beklenen
deger faiz ile ters orantili oldugu icin bu beklenen bir sonuctur. Ayrica annuite
O0demelerinin basladigl yas arttikca beklenen deger azalmaktadir. Bunun nedeni

kisinin annuite 6demelerini alabilecegi dénem sayisinin azalmasidir.

Sekil 4.9'da degisen standart sapma ve yasa gbre annuitenin beklenen degeri
gOsterilmistir. Standart sapma arttikgca annuitenin beklenen degerinin arttigi, kisinin
yas! yukseldikge ise beklenen degerin azaldigi gértlmektedir. Ayrica beklenen
degerdeki degisimler bir énceki bdlimde gdsterilen Ornstein-Uhlenbeck slrecindeki
degisimlere gbre daha fazladir. Bu da Wiener slrecinin degigkenliginin daha yiksek

olmasindan kaynaklanmakadir.
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Sekil 4.8: Wiener slreci ile elde edilen beklenen degerlerin ¢ = 0.15 ve z =
50,60, 70, 80 i¢in d’ya gdre degisimleri.
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Sekil 4.9: Wiener slreci ile elde edilen beklenen degerlerin 6 =
50, 60, 70, 80 i¢in o’ya gbre degisimleri.
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Cizelge 4.7: Wiener sirecinin rasgele faiz ve rasgele 6lumlulik igin kullaniimasi

durumunda beklenen degerler.

o x =150 x = 60
0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 23273202 23.689929 27.633256 | 17.030047 17.260270 19.375323
0.03 17.690826 17.964677 20.526893 | 13.795619 13.961667 15.476165
0.05 13.951946 14.138866 15.869050 | 11.433717 11.556432 12.668055
0.07 11.353520 11.485729 12.697338 |9.667573  9.760370  10.595593
No x=1T0 x = 80
0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 11.358379 11.466554 12.433933 | 6.772746 6.814281 7.177154
0.03 9.768690 9.853812 10.611826 | 6.137319  6.172625 6.480408
0.05 8.508526  8.576472 9.179123 | 5.595100 5.625335  5.888360
0.07 7.495572  7.550547 8.036313 |5.129066 5.155140  5.381527
Benzer yontem kullanilarak,
110—=x
T‘R o 2/ / dv—0ot
e~ 0 34(t— v)] [1 _ 6—0.341)]
.60 5 402 5 [1+e 0.17(t u)]2

ikinci moment,

alinarak hesaplanir.

_ _ 0.04x 0.04t _
o[0-0007¢-0.000543(100-04) (10 O] dv dt

x = 65,70,75,80

0 = 0.05,0.06,0.07,0.08

o = 0.0200, 0.0100, 0.0050, 0.0025

Sonuglar Tablo 4.8’de gésterilmigtir.

Esitlik 4.7’de yerine konarak standart sapma hesaplanir.

4.7. Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener Sureclerinin Karsilastiriimasi

Farkli dénem sayilari ve artan ¢ icin Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener slrecleri
kullanilarak elde edilen beklenen degerler Sekil 4.10°de gdésterilmigtir. Buna gore
faiz Wiener sureci ile modellendiginde elde edilen beklenen deder daha ylksek
olmaktadir. Ayrica dénem sayisi arttikga beklenen degerler arasindaki farklar daha

hizli blyUimektedir.

Sekil 4.11°de ise faizdeki degiskenligi gdsteren farkli o degerleri igin bu iki
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Cizelge 4.8: Wiener sirecinin rasgele faiz ve 6limlulik igin kullaniimasi durumunda
standart sapma degerleri.

No x=50 x = 60

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 8.706627 9.830866 20.552183 | 7.756124 8.364791 14.182941
0.03 5.549368 6.298621 13.006474 | 5.507579 5.941200 9.943155
0.05 3.733489 4.259956 8.698790 |4.047399 4.367604 7.225654
0.07 2.639993 3.027290 6.119870 | 3.069507 3.313729 5.427034
No x=170 x = 80

0.01 0.05 0.15 0.01 0.05 0.15
0.01 6.293189 6.583705 9.322178 | 4.504347 4.622354 5.705222
0.03 4921882 5.144119 7.201814 | 3.823372 3.920385 4.803041
0.05 3.927104 4.100940 5.683426 | 3.279026 3.359777 4.088587
0.07 3.191403 3.330202 4.573841 |2.839104 2.907103 3.516200

surecin beklenen degerleri karsilastirilmigtir. Buna gére o arttikga Wiener slreci
kullanilarak elde edilen beklenen degerlerin daha hizli blyidagd gérilmektedir.
Wiener sirecindeki degiskenligin daha buylk oldugu dastnilirse bu beklenen bir

sonugtur.

Faizin yani sira 6limligin de rasgele degisken oldugu annuitelerde de Wiener
surecini kullanmak varyansin daha biyldk olmasini saglamaktadir. Bunun sonucu
olarak ¢ (Sekil 4.12) ve o’nin (Sekil 4.12) arttigr durumlarda Wiener slreci ile edilen
beklenen degerlerin Ornstein-Uhlenbeck sureci ile elde edilen beklenen degerlere
gére daha ylksek oldugu ve dbénem sayisiyla birlikte daha hizli degigsmektigi

gbrulmektedir.
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Sekil 4.10: Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener surecleri ile elde edilen beklenen
degerlerin o = 0.15 ve n = 5, 10, 20, 30 i¢in §’ya gbre degisimleri.
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Sekil 4.11: Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener surecleri ile elde edilen beklenen
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Sekil 4.12: Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener surecleri ile elde edilen beklenen
degerlerin o = 0.15 ve x = 50, 60, 70, 80 i¢in §’ya gbre degisimleri.
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Sekil 4.13: Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener surecleri ile elde edilen beklenen
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BESINCi BOLUM
5. SONUC ve TARTISMA

Ekonomik agidan gig¢li ve istikrarli olan Ulkelerde paranin zaman igindeki degeri
istikrarli olup, faiz oranlari degismez kabul edilebilir. istikrarli bir ekonomik yapiya
sahip olmayan ulkelerde ise, 6nceden tahmin edilemeyen olaylar ve kosullar faiz
oranlarinda beklenmeyen degisikliklere neden olabilir. Bu ylzden, 6zellikle uzun
dénemli annuitelerde faiz oraninin rasgele degisken olarak kabul edilmesi daha

uygun olacaktir.

Annuitelerde meydana gelebilecek degisiklik sadece faiz oranlariyla sinirli degildir.
Onemli bir annuite tiir(i olan yasam annuitelerinde édemeler genellikle kisi hayatta
kaldigi slUrece yapilir. Kiginin ne kadar yasayacagi bilinemeyeceginden, yasam

suresini de bir raslanti degiskeni olarak almak gergcege uygun olacaktir.

Calismada, ilk olarak temel annuite kavramlarn aciklanmis ve annuitelerin
siniflandirmalari yapilmistir. ikinci bélimde faizin deterministik oldugu artan ve
azalan annuiteler incelenmistir. Daha sonra faizin stokastik olmasi dustnulerek tek
ve degismez ddemeleri olan annuiteler ile artan édemeli annuitelerin bugtnki ve

birikimli degerleri hesaplanmisgtir.

Ugilincli  bélimde faizin deterministik ve stokastik oldugu durumlar icin
yasam annuiteleri incelenmig, bu annuitelerin beklenen deger ve varyanslar
hesaplanmistir. Dérdinct bélimde faiz ve 6lumlilukte rasgeleligi saglamak igin
kullanilan stokastik stregler Gzerinde durulmustur. Bunlarin arasindan sikca
kullanilan Ornstein-Uhlenbeck ve Wiener slregleri acgiklanarak, annuitelerin
beklenen deger ve varyanslarinin hesaplanmasinda bu sdrecgler kullaniimigtir.
Beklenen deger ve varyans gercek hayata uygun 6rnek parametre degerleri ile
hesaplanmis, bu sonuglar tablo ve sekillerle gésterilmigtir. Olusturulan tablo ve

sekiller yorumlanmis, bu iki stirecin birbiri ile karsilastiriimasi yapilmigtir.

Sonu¢ olarak, annuite hesaplamalarinda faizin raslanti degiskeni olmasinin
yatirrmcinin aldigi riski ve bu riski karsilamak igin kargi taraftan almasi igin gerekli

olan miktari daha gergekgi olarak bulmada etkili oldugu sdylenebilir.
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