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Doktora Tezi
OZET
T-NORMLARDAN ELDE EDILEN T-KISMEN SIRA
Miicahide Nesibe KESICIOGLU

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1
Danigsman: Prof. Dr. Funda KARACAL
2012, 81 Sayfa

Bu tezin amaci bir L tam kafesi iizerindeki T t-normunun tiim idempotent elemanlarinin
olusturdugu Hy alt kiimesinin t-normlardan elde edilen siralamaya gore tam kafes olmasi igin t-
norm tizerindeki sartlart belirlemek ve atomlarin supremumu seklinde yazilabilen, L tam kafesinin
tim elemanlarin A kiimesini, t-normlardan elde edilen siralamaya gore tam kafes yapan sartlart
incelemektir.

Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Boliim 1’ de, ¢alismamizda temel olan bazi tanim ve
teoremler ifade edilmistir. Boliim 2 ise ii¢ kisimdan olusmaktadir. {lk kisimda 6ncelikle bir sirl L
kafesi tizerindeki t-norm yardimiyla, L ftizerinde <; ile gosterilen bir T-kismen siralama
tanimlannus ve < ile <; sralamalar arasindaki iliski arastirilmistir. Ikinci kisimda, L bir zincir
(veya kafes) olsa bile L’ nin < siralamasina gore bir zincir (veya kafes) olmasi gerekmedigi
orneklerle gosterilmistir. L” yi <, siralamasina gére bir kafes yapan bir sart belirlenmistir. Son
kisimda, T’ nin tiim idempotent elemanlarinin Hy kiimesinin <y siralamasina gore bir tam kafes
olmasi i¢in t-norm tizerindeki baz1 sartlar belirlenmistir. Boylece, bir integral, komiitatif, rezidual
¢- monoid M = (L,©, <) bolinebilir ise © ikili iglemine gore tiim idempotent elemanlarin Hy alt
kiimesinin bir Heyting cebiri oldugu ve Hy’ deki gerektirme ile © ikili islemine dayanan
gerektirmenin ayni oldugu ispatlanmistir. Bu sonug ile Drossos’un calismasindaki teoremin ispati
icin cebirsel giiglii De Morgan kuralinin gerekmedigi elde edilmistir. Ayrica, atomlarin supremumu
seklinde yazilabilen L’ nin tim elemanlarinin A kiimesini <7 siralamasina gore tam kafes yapan

bazi sartlar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: T-Norm, Sinirh kafes, V- dagilmalilik, 1demp0tent eleman, Atom
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The main aim of the present thesis is to determine the conditions on t-norm T for the subset
Hy consisting of all idempotent elements of t-norm T on a complete lattice L and to investigate
some conditions for the set A of all elements of a complete lattice L which are in the form of the
supremum of any family of atoms to be a complete lattice with respect to the order obtained from t-
norms.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and theorems which
are crucial for our study are stated. Chapter 2 contains three parts. In the first part, firstly, the
notion T-partial order, denoted by <, on a bounded lattice L by means of a t-norm on L is given.
Also, in this part, some connections between the orders <; and < are investigated. In the second
part, it is shown that L need not be a chain (or lattice) with respect to <, even if L is a chain (or
lattice). Also, it is determined a necessary condition making L a lattice with respect to <. In the
last part, some conditions are determined on t-norms for the set H; of all idempotent elements of t-
norm T to be a complete lattice with respect to the order <. Also, it is proved that for an integral,
commutative, residuated ¢- monoid M = (L,0©, <), if M is divisible, then the subset H; of all
idempotent elements with respect to © forms a Heyting algebra, and the implication in Hp
coincides with the implication based on ©. So, it is obtained from this conclusion that the algebraic
strong De Morgan’s law is not necessary for the proof of the Teorem in the study of Drossos. Also,
it is examined that some conditions making the subset A of all elements of L which are in the form

of the suremum of any family of atoms a complete lattice.

Key Words: T-Norm, Bounded lattice, V- distributive, Idempotent element, Atom
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Ucggensel normlarin tarihi Menger’ in “Statistical Metrics’ adli calismasi ile baslar
[55]. Bu c¢alismada amag, sayilardan ziyade olasilik dagiliminin uzayin elemanlar
arasindaki mesafeyi modellemek igin kullanilan metrik uzaylarmi c¢alismakti. Ucgensel
normlar klasik liggen esitsizliginin genellestirilmesi sirasinda daha genel bir yap1 olarak
ortaya cikti. T-normlar i¢in esas kiime aksiyomlar1 oldukga zayifti.

Boylece, t-normlarin biiyiik rol aldigi alan, olasiliksal metrik uzaylar teorisiydi
(1964’ ten sonra istatiksel metrik uzay olarak adlandirilmistir). Schweizer ve Sklar [66-70],
giinimiizde de kullanilan t-normlarin aksiyomlarini vererek alanin hizli bir sekilde
gelismesini  saglayan istatistiksel metrik uzaylarimi ([71]” de wverilen) tekrar
tanimlamislardir. Bir¢cogu [70]° de Ozetlenen t-normlarla ilgili pek ¢ok sonug¢ bu gelisme
sayesinde elde edilmistir.

Matematiksel olarak, (siirekli) t-normlar teorisi (6zel) fonksiyonel esitlik teorisi ve
(6zel topolojik) yari-gruplar teorisi olmak {izere olduk¢a bagimsiz iki kokene sahiptir.

Fonksiyonel esitliklerle ilgili olan t-normlar birlesmelilik esitligiyle yakindan
iligkilidir. Bu konudaki ilk kaynak Abel [1] olarak goriiliir, bu yondeki diger sonuglar
[3,8,9,32]" de elde edilmistir. Ozellikle Aczel’in calismasi [2,4], t-normlarin gelisimi
iizerinde halen biiyiik bir etkiye sahiptir. Onceki sonuglara istinaden temel sonug [52]
deki toplamsal iiretecler yardimiyla silirekli Arsimedyan t-normlarin tamamen
siiflandirilmasiydi (kesin t-normlar igin bkz [68]).

Arastirmanin diger bir yonii ise baz1 dogal fonksiyonel esitliklerin ¢oziimii olarak t-
normlarin parametrelenmis bir ¢ok ailesinin belirlenmesiydi. Muhtemelen, bu baglamdaki
en unli sonu¢ [24]’ de verilmistir ve bu sonuca gore Frank t-normlar ve t-konormlar
ailesinin Frank fonksiyonel esitligi olarak adlandirilan esitlikler i¢in tek ¢oztimdiir.

Kompakt, indirgenemez, baglantili, topolojik yari-gruplarin bir smifi [23]" de
calisilmistir. Bu calismada, sinir noktalar1 (ayn1 zamanda sirasiyla yutan eleman ve sinir
sart) yalnizca idempotent elemanlar olan ve nilpotent elemani1 mevcut olmayan yari-gruplar
karakterize edilmistir. Bu ise kesin t-normlarin tam gosteriminin elde edilmesini

saglamustir. [58]” de ise sinir noktalar1 yutan eleman ve sinir sart1 olarak rol alan boyle tiim



yari-gruplar Karakterize edilmistir, (bkz. [61]). Bu ise tiim siirekli t-normlar igin bir
gosterimin elde edilmesini saglamistir [52].

(Izomorf) doniisiimler (yukarida bahsedilen iireteclerle yakindan iliskili) ve sirasal
toplamlar (Clifford [11] {in ¢alismasina dayanir ve [12,45] de belirtilir) gibi yari-gruplar
teorisinden pek cok insa etme yOntemi, verilen bir takim 6n 6rnekler yardimiyla tiim t-
normlar ailesini insa etmek igin basarili bir sekilde uygulanmustir [69]. Ozetle, yalnizca ii¢
t-norm, yani minimum Ty,, carpim Tp ve Lukasiewicz t-norm T, kullanilarak izomorf
dontistimler ve sirasal toplamlar vasitasiyla tiim stirekli t-normlari insa etmek miimkiindiir
[52].

En bastan beri Tp drastik ¢arpim gibi siirekli olmayan t-normlar ele alinmistir [67].
Hatta [52] de bu t-norm igin bir toplamsal iirete¢ dahi verilmistir. Buna ragmen, siirekli
olmayan t-normlarin genel siniflamasi hala bilinmemektedir.

Zadeh, c¢igir acan calismasinda [78] fuzzy kiimeler teorisini, mantiksal tabani iki
degerli Boole mantig1 olan klasik Kantor kiime teorisinin bir genellemesi olarak tanitmaistir.
[78]" de fuzzy kiimelerin kesisimini, birlesimini ve komplementini modellemek igin
sirastyla minimum T,,, maksimum S,, ve standart negasyon Ns onerildi. Daha bu ilk
caligmada ¢arpim Tp, olasiliksal toplam Sp ve Lukasiewicz t-konorm S, fuzzy kiimelerinin
strastyla kesisimi ve birlesimi i¢in uygun karsiliklar olarak ifade edilmisti.

Fuzzy kiimelerin kesisimini ve birlesimini modelleyen genel t-norm ve t-konormlarin
kullanimi, bagimsiz en az iki temele sahipmis gibi goriiniir. Bir tarafta, 70’lerde Trillas
tarafindan diizenlenen seminerler dizisi vardi. Diger tarafta da, First International
Symposium on Policy Analysis and Information Systems (Durham, NC, 1979)
sempozyumunda ve First International Seminar on Fuzzy Set Theory (Linz, Avusturya,
1979) seminerinde Hohle’ nin Onerileri vardi. Bunun sebebi smir sartlarinin yani sira
komiitatiflik, birlesmelilik ve monotonluk aksiyomlarinin genel olarak mantiksal ve hatta
Kantor kesisim ve birlesiminin anlamli genislemesinin zorunlu o&zellikleri olarak ele
alinmasiydi.

Toplamsal olmayan 6l¢iimlere gore fuzzy kiimelerin bu anlamdaki birlesimi olan t-
normun ve t-konormlarin en erken izleri M. Sugeno’nun doktora tezinde [72] bulunabilir.
Ik kez fuzzy kiimelerin (T), ve Sy’ e dayanan) birlesim teorisi kavrami [59]" da ve S.
Gottwald [26-28]’de verilmistir. Fuzzy kiimeleri iizerindeki islemler igin genel t-norm ve t-
konormlar1 kullanan ilk ¢alismalar Anthony ve Sherwood [6], Alsina v.d [5], Dubois [21]
ve Klement [46,47] (bkz. Dubois ve Prade [22]) olarak sayilabilir. Komplement fuzzy



kiimelerin modellemeleri olarak giiclii negasyonlarin tam smiflandirilmas: [73]” de
bulunabilir.

Uggensel normlar bilgi bilimlerinin bir ¢ok dalinda énemli rol oynamaktadir [48, 51,
54, 56]. Fuzzy kiime teorisi ile sira teorisi arasindaki yakin iligski sebebiyle (bkz. [25]),
bir¢ok kisi sinirli kismen sirali kiimeler iizerindeki t-normlarla ¢alismislardir [16, 17, 18,
20, 34, 60, 63]. Pek ¢ok kisi de sinirli kafesler {izerindeki t-normlar tizerinde ¢alismiglardir
[14, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 64, 65].

Ma ve Wu [53] bir L tam kafesi ilizerindeki t-norm kavramini tanimlayarak, L
tizerindeki gerektirmeler ile t-normlar arasindaki bagintiy1 arastirmislar ve tim sol siirekli
t-normlarin kiimesi ile L {izerindeki tim sag siirekli gerektirmelerin kiimesi arasinda
birebir bir eslemenin mevcut oldugunu géstermislerdir.

De Baets ve Mesiar [14]’ deki galismalarinda simirli kismen sirali kiimelerin genel
yapilart lizerinde (agirlikli olarak sonlu zincirler, carpim kafesleri ve reel birim kare
tizerinde) calismiglardir. Bir t-normun idempotent elemanlarinin sifir bolenlerinin ve
nilpotent elemanlarinin  kiimesini  tanimlayarak birbirleri ile olan iligkilerini
arastirmuslardir. Ozellikle bir carpim kafesi iizerinde tanimlanan ve t-normlarin direkt
carpimi olan t-normlar1 karakterize etmiglerdir.

Wang ve Yu [74]’ deki ¢alismalarinda bir tam Brouwerian L Kafesi {izerindeki
pseudo t-norm kavramini ele almiglar ve tiim sonsuz V-dagilmali pseudo t-normlarin
kiimesi ile L lizerindeki tiim sonsuz A- dagilmali gerektirmeler arasindaki bagintiy1 detaylh
bir sekilde incelemislerdir.

Wang [75]” deki ¢alismasinda bir tam Brouwerian kafesi tizerindeki tiim sonsuz A-
dagilmali gerektirmelerin kiimesinin tiim sonsuz V-dagilmali pseudo t-normlarin
kiimesinin, tiim gerektirmelerin kiimesinin ve tiim pseudo t-normlarin kiimesinin tam kafes
oldugunu gostermistir. Ayrica yine bu c¢alismasinda bir ikili islemden daha giiclii olan en
kiiciik pseudo t-normu (en kiiciik sonsuz V-dagilmali pseudo t-normu) ve bir ikili islemden
daha giiclii olan en biiyiik gerektirmeyi (en biiylik sonsuz A- dagilmali gerektirmeyi)
hesaplamak i¢in formiiller elde etmistir. Ayrica Wang ve Fang [76]" da c¢arpim kafesleri
tizerindeki t-norm ve pseudo t-normlarin direkt parg¢alanislarini ele almiglar ve bir garpim
kafesi tizerindeki gerektirme operatoriiniin, iki gerektirme operatoriiniin bir direkt ¢arpimi
seklinde olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 belirlemislerdir.

Zhang [79]° daki ¢alismasinda kismen sirali kiimeler tizerinde tiggensel normlari inga

etmek icin ¢esitli metotlar vermistir. Bu metotlar kisaca, verilen smirli bir kismen sirali



kiimenin kapali araliklarinin kismen sirali kiimesi iizerindeki iiggensel normlari insa
edilmesi ve kismen sirali kiimeler arasindaki fonksiyon uzaylari {izerindeki tiggensel
normlarin inga edilmesidir. Ayrica, baska bir metot ise monoton fonksiyonlar ve pseudo-
tersleri yardimiyla kapali araliklar {izerindeki iiggensel normlarin insasinin kategorik
analizine dayanan smirli kismen sirali kiimeler arasindaki Galois bagintisi yardimiyla
ticgensel normlarin insa edilmesidir.

Jenei ve De Baets [35]” deki ¢alismalarinda direkt ¢arpim olmayan ¢arpim kafesleri
tizerindeki t-normlar1 (diger bir deyisle ¢arpim kafesleri lizerindeki komiitatif kismen sirali
integral monoidleri) inga etmek i¢in bir metot vermislerdir. Bu metot ise bdyle t-normlarin
genis bir smifinin {iretilmesine olanak saglamistir. Boylece Jenei ve De Baets, [14] deki
calismada birakilmis olan agik problem i¢in bir ¢6ziim elde etmislerdir.

Susanne v.d [65]° deki ¢alismasinda sinirl kafesler tizerindeki tiggensel t-normlarin
en biiyiik ve en kii¢iik miimkiin genislemelerini arastirmistir. Ayrica Susanne [64]" deki
calismasinda ise zincir olmasi veya kismen sirali kiimelerin sirasal toplami olmasi
gerekmeyen bazi sinirli kafesler lizerindeki t-normlarin sirasal toplamlari lizerinde durmus
ve bu calismasinda sirasal toplam operatoriiniin bazi sinirli kafesler {izerinde yine bir t-
norm olarak kaldig1 gerekli ve yeterli sartlar1 vermistir.

Karagal ve Khadjiev [39]" daki ¢alismalarinda tam kafesler {izerindeki t-normlarin i¢
direkt ¢carpim tanimini vermisler ve tam kafesler tizerindeki t-normlarin i¢ ve dis direkt
carpimlari arasindaki bagintiy1 arastirmislardir. Bu bagintiy1 kullanarak, Jenei ve De Baets’
in [35]” deki galismalarinda yer alan agik probleme cevap vermislerdir. Karagal [41] deki
caligmasinda giiclii negasyonlarin direkt carpimlar1 tiizerinde c¢alismis ve gicli
negasyonlarin direkt carpimlari olan, ¢arpim kafesleri lizerindeki gii¢lii negasyonlari,
karakterize etmistir. Ayrica Karacal bu ¢alismasinda carpim kafesi lizerinde tanimlanan ve
t-normlarin direkt ¢arpimi olmayan bir t-normu {iretmek i¢in bir metot vermistir. Bu metot
boyle t-normlarin iretilmesinde olduk¢a kullanigh olup [35]" de verilen ‘direkt g¢arpim
seklinde olmayan ve ¢arpim kafesleri lizerinde tanimlanan t-normlar1 belirlemek icin bagka
yontemler mevcut mudur?’ agik problemi i¢in bir cevap niteligindedir.

Karacal ve Sagiroglu [42]’ de T-asal eleman, T-asal radikal eleman ve T-yari-asal
eleman kavramlarini ele almislar ve 6zellikleri tizerinde ¢alismiglardir. T-asal elemanlar ve
pseudo-komplementler yardimiyla verilen sonsuz V-dagilmali t-normlardan yeni sonsuz v-

dagilmali t-normlar {iretme yontemleri arastirmiglardir.



De Baets ve Mesiar [14]” de smirli kismen sirali kiimeler tizerindeki t-normlar igin
kisaltma kuralinin bir genellemesini ve pseudo-Arsimedyanligint vermisler ve sinirh
kismen sirali bir kiime veya sinirli bir kafes lizerindeki pseudo-Arsimedyan ve kisaltma
Ozelligine sahip olmayan bir t-normun nilpotent elemanlarinin mevcut olup olmadigi
problemini bir agik problem olarak birakmiglar ve Karagal [40]’ daki ¢alismasinda bu
problemin bir ¢6zliimii olarak bir kafes lizerinde nilpotent elemana sahip olan pseudo-
Arsimedyan ve kisaltmali olmayan bir t-norm 6rnegi vermistir.

Fuzzy teori ilizerine 24. Linz seminerinde [50] {iggensel normlar ve iiggensel
normlarla baglantili operatorler iizerine pek c¢ok acik problem tartistlmistir. Bu
problemlerden biri de ‘(1,1) noktasinda stirekli olan sifir bolenli sarthi kisaltma 6zelligini
saglayan bir t-normun siirekli olmasi gerekir mi?’ seklindedir. Karagal [38] de (1,1)
noktasinda siirekli, sartli kisaltma ozelligini saglayan ve sifir bolenli olan fakat siirekli
olmayan bir t-norm 6rnegi vererek, sifir bolenli sarth kisaltmali Arsimedyan bir t-normun
stirekliliginin, (1,1) noktasindaki siirekliligine denk olmadigini gostermistir.

Khadjiev ve Karagal [36]” daki ¢alismasinda kiigiik uzunluklu tiim V- dagilmali t-
normlar1 belirleme problemi {izerine ¢alismislardir. Ayrica, bir L kafesi {izerindeki sonlu V-
dagilmali t-normlarin direkt pargalanislari ile L’ nin en biiyilk elemaninin ve L’ deki
comaximal ailelerin direkt pargalanislari arasindaki baglantiy1 arastirmiglardir. Ayrica,
[14]> de “([0,1]? <) iizerinde siirekli olan fakat (([0,1], <) iizerinde siirekli olan) t-
normlarin bir direkt ¢arpimi olmayan t-norm mevcut mudur?’ agik problemi igin, Jenei ve
De Baets [35]” deki ¢caligmalarinda bdyle bir t-normun mevcut oldugunu gostermislerdir.

Karagal [37] deki ¢alismasinda ¢arpim kafesleri iizerindeki gerektirme operatorleri
ve pseudo t-normlarin direkt pargalanislari i¢in gerek ve yeter sartlart belirlemistir. Carpim
kafesleri tizerindeki gerektirme operatorlerinin, giiglii negasyonlarin ve t-konormlarin
direkt c¢arpimi iizerinde calismis ve S-gerektirmelerin ve R-gerektirmelerin direkt
parcalanabilirligini arastirmistir.

H. Mitsch [57]" de bir (S,.) yar1 grubu tizerinde, S’ deki ¢arpim islemi yardimiyla
‘dogal kismen siralama’ olarak adlandirilan bir siralama tanimlamis ve bir X kiimesi
lizerindeki tiim doniisiimlerin (Ty,o) diizgiin yari-grubu tizerindeki dogal kismen
siralamadan tretilen benzer bagintilar1 arastirmistir. Burada ise, t-normlar araciligiyla bir
kismen siralama elde edilerek bu siralamanin 6zellikleri arastirilmistir.

Bu tezin amaci bir L tam kafesi iizerindeki t-norm T’ nin tiim idempotent

elemanlarmin olusturdugu Hy alt kiimesinin t-normlardan elde edilen siralamaya gore tam



kafes olmas1 i¢in t-norm flizerindeki kisitlamalar1 belirlemek ve atomlarin supremumu
seklinde yazilabilen, L tam kafesinin tiim elemanlarinin A kiimesini, t-normlardan elde
edilen siralamaya gore tam kafes yapan sartlar1 incelemektir.

Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Boliim 1° de, ¢alismamizda temel olan bazi
tanim ve teoremler ifade edilmistir. Bolim 2 ii¢ kistmdan olusmaktadir. ilk kisimda
oncelikle sinirh bir L kafesi tizerindeki t-norm yardimiyla L tizerinde < ile gosterilen bir
T-kismen siralama tanimlanmis ve < ile <; siralamalart arasindaki iligski arastirilmustir.
Ikinci kisimda, Uyar1 2.2 de verilen drnek ile, L bir zincir (veya kafes) olsa bile L’ nin <7
siralamasina gore bir zincir (veya kafes) olmasi gerekmedigi gosterilmistir. Ozel olarak
T = Ty olarak alindiginda, L’ nin <y srralamasia gore bir kafes oldugu Onerme 2.5° de
ispatlanmis buna karsin Ty,” nin L’ yi <; siralamasina gore kafes yapan tek t-norm
olmadig1 Ornek 2.3” de gésterilmistir. Ugiincii kisimda, Onerme 2.7” de, [0,1] iizerindeki T
t-normunun tiim idempotent elemanlarinin kiimesi Hy’ nin < siralamasina goére bir zincir
oldugu ispatlanmis ve genel olarak L bir zincir ise Hy’ nin < siralamasina gore bir zincir
oldugu ifade edilmistir. Buna karsin, L’ nin zincir olma sartinin kaldirilmast halinde
(Hy, <7)’ nin bir zincir olmas1 gerekmedigi Ornek 2.4’ de gosterilmistir. L bir tam kafes
ve T, L tzerinde sonsuz V- dagilmali bir t-norm oldugunda (H;,<r)’ in bir tam kafes
oldugu Teorem 2.1’ de ispatlanmistir. Onerme 2.11° de bir integral, komiitatif, rezidual #-
monoid M = (L, <,©) bolinebilir ise © ikili islemine gore tim idempotent elemanlarin
Hp alt kiimesinin bir Heyting cebiri oldugu ve H;’ deki gerektirme ile © ikili islemine
dayanan gerektirmenin g¢akistigi ispatlanmistir. Boylece, bu sonug ile Drossos’un [19]
(Hohle [33], Sonug 2.7) ¢alismasindaki teoremin ispati ig¢in cebirsel giicli De Morgan
kuralinin gerekmedigi elde edilmistir. Ayrica, Teorem 2.3’ de, L bir tam kafes ve T, L
tizerinde sifir bolensiz sonsuz V- dagilmali bir t-norm ise elemanlar1 atomlarin bir ailesinin
supremumu seklinde olan bir A kiimesinin <4 siralamasina gore bir tam kafes oldugu

ispatlanmugtir.



1.2. Kismen Sirali Kiimeler ve Kafesler

1.2.1. Kismen Sirali Kiimeler

Tamim 1.1. P bir kiime ve <, P iizerinde bir bagmti1 olsun. Her x, y, z € P i¢in

Pl (x,x) €< (Yansima)
P2. (x,y) E< ve (y,x) E< isex =y (Ters Simetri)
P3. (x,y) €< ve (y,z) €< ise (x,z) €S (Gegisme)

kosullar1 saglaniyorsa, < bagmtisina P iizerinde bir siralama (veya kismen siralama)
denir. Eger (x,y) €< ise bu durum x <y seklinde gosterilir. Uzerinde bir < siralama
bagintis1 mevcut olan P kiimesine sirali kiime (veya kismen sirali kiime) denir ve (P, <)
ikilisi ile gosterilir.

x <y ise bu durum ‘y, x’ i igerir’ olarak ifade edilir. Eger x <y ve x #y ise
x <y yaziir ve ‘x, y’ de 6z olarak igerilir’ olarak ifade edilir. Ayrica ‘x < y yanlis’ ise
x£yvyazilir. x £y vey £ x ise ‘x ve y elemanlar1 kiyaslanamaz’ denir ve x || y ile
gosterilir.

Ornek 1.1. X bir kiime ise ve ((X), €) kismen siral1 bir kiimedir.

Ornek 1.2. (N, |) kismen sirali bir kiimedir.

Uyan 1.1. (P, <) kismen sirali bir kiime olsun

(i) Bira € P elemani her x € P i¢in a < x kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa
bu elemanin tek oldugu kolaylikla gésterilebilir. Boyle bir eleman (eger mevcutsa) 0 ile
gosterilir ve P’ nin en kiigiik elemani olarak adlandirilir.

(if) Bir b € P elemani her x € P igin x < b kosulunu saglayacak sekilde mevcutsa
1 ile gosterilir ve P’ nin en biiyiik elemani olarak adlandirilir. Boyle bir eleman mevcutsa
tek oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Eger 0 ve 1 mevcutsa, 0 ve 1’ e evrensel sinirlar denir. Ciinkii her x € P i¢in
0<x<1 dm

Tammm 1.2. (P,<) kismen sirali bir kiime olsun. Her x,y € P i¢in x <y veya
y < x ise (P,<) kismen sirali kiimesine zincir veya tam sirali kiime denir.

Ornek 1.3. N dogal sayilar kiimesi dogal siralamaya gére bir zincirdir.



Teorem 1.1. [7] (P,<) kismen sirali bir kiime ve S € P alt kiimesi ise, (S, <)
kismen sirali bir kiimedir. Ozel olarak, P bir zincir ise S de zincirdir.

Tannm 13. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. 6:P — Q
doniistimiine sira korur donilisiim veya izoton denir:< Her x,y € P igin x <; y Iise
0(x) <, 6(y)’ dir.

(P,<;) ve (Q,<,) kismen sirali kiimelerine izomorftur denir:< Birebir, érten bir
0: P — @Q doniigiimii her x,y € P igin

0(x) < 0(y) & x<1y
saglayacak sekilde mevcuttur. (P,<;) Ve (Q,<,) kismen sirali kiimeleri izomorf ise bu
durum P = Q ile gosterilir.

(P,<;) kismen sirali kiimesinden kendisine tanimlanan bir izomorfiye bir otomorfi
denir.

Tamim 1.4. p, P iizerinde bir bagint1 olsun.

p~t ={(a,b)I(b,a) € p}
olarak tanimlanan p~! bagmtisina p bagintisimn tersi denir.

Teorem 1.2. (Duallik Prensibi) [7] Bir kismen siralamanin tersi de yine bir kismen
siralamadir.

Tamim 1.5. (P, <) kismen sirali bir kiime olsun. Ayni elemanlar iizerinde kismen
siralamanin tersi ile tanimlanan (Q, =) kiimesi de yine bir kismen sirali kiime olup bu
kismen sirali kiimeye (P, <) kismen siralt kiimesinin duali denir.

Tamm 1.6. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. x,y € P i¢in,

x<;yisef(x) =, 0(y) ve

0(x) <, 0(y)isex >,y
gerektirmelerini saglayan 0: P — Q doniisiimiine ters sira korur doniisiim veya antiton
denir. 6 antiton, 1-1 ve orten bir doniisiim ise 8 dontisiimiine dual izomorfi denir.

Tamm 1.7. (P, <) kismen siral1 bir kiime olsun. a,b € P igin ‘a orter b’ denir: &
a > bolupa > x > b olacak sekilde bir x € P eleman1 mevcut degildir.

Kismen sirali bir P kiimesinin n(P) mertebesi ile P’ nin elemanlarmin (kardinal)
sayis1 kastedilir. Bu say1 sonlu ise P’ ye sonlu kismen sirali bir kiime denir. Ortme
bagintis1 kullanilarak keyfi bir sonlu kismen sirali kiimenin grafiksel gosterimi su sekilde
elde edilir: P’ nin her bir elemanini géstermek i¢in kiiglik bir daire ¢izilir. a > b oldugunda

a, b’ den daha yukari yazilir ve a’ dan b’ ye diiz bir ¢izgi ¢izilir. Sonugcta elde edilen sekle



P’ nin bir Hasse diyagrami denir. Asagida bazi kismen sirali kiimelerin hasse diyagram

orneklerine yer verilmistir.

1 1 .
C
a d
d
h
4] c
0 0
Ms N5 P

Sekil 1.1. Diyagram ornekleri

Tanmm 1.8. (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(i) a € X olsun. Egerher x € X igina < xise bua
elemanina X kiimesinin en kii¢iik elemanidir denir ve EkeX ile gosterilir.

X kiimesinin en biiyiik eleman1 dual olarak tanimlanir ve EbeX ile gosterilir.

(i) a € X olsun. Eger x < a olacak sekilde x € X mevcut degil ise bu a
elemanina X kiimesinin bir minimal elemani1 denir.

X kiimesinde maksimal eleman, dual sekilde tanimlanir.

En kiiclik eleman bir minimal eleman ve en biiyiikk eleman da bir maksimal
elemandir. Ancak tersinin dogru olmas1 gerekmez. Ornegin;

P = {0, a, b} lizerinde < siralamasi asagidaki gibi tanimlansin.
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Sekil 1.2. (P, <)

Bu siralamaya gore a elemani P kiimesinin maksimal elemanidir ancak P
kiimesinin en biiyiik eleman1 degildir.

Teorem 1.3. [7] (P, <) kismen siral1 bir kiime ve @ # X € P sonlu alt kiime olsun.
Bu takdirde X minimal ve maksimal elemanlara sahiptir.

Teorem 1.4. [7] Zincirlerde minimal (maksimal) ve en kiiciik (en biiyiik) eleman
kavramlar1 denktir. Boylece keyfi sonlu bir zincir en kiiciik ve en biiyiik elemanlara
sahiptir.

Teorem 1.5. [7] n elemanh her sonlu zincir n ordinal sayisina ({1,2,...,n}
tamsayilarinin zincirine) izomorftur.

Tanmm 1.9. (P, <) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun.

(i) a€P veherx € X icinx < aise, bu a elemanina X kiimesinin bir {ist sinirt
denir ve X kiimesinin iist smirlarinin kiimesi X ile gosterilir. Bu durumda

X ={a € PIVx € X i¢cin x < a}
dir.

(i) be P veher x € Xiginb < x ise,bu b elemanmna X kiimesinin bir alt
sinir denir ve X kiimesinin alt sinirlarinin kiimesi X ile gosterilir. Bu takdirde

X={bePVx€eX i¢gin b <x}
dir.

Tamim 1.10. Bir sonlu n  zincirinin uzunlugu n — 1 olarak tanimlanir. Daha genel
olarak, bir P kismen sirali kiimesinin £(P) uzunlugu P’ deki sonlu zincirlerin uzunlugunun
en kiiciik tist sinir1 olarak tanimlanir. Eger €(P) sonlu ise P kismen sirali kiimesine sonlu

uzunlukludur denir.
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Tamm 1.11. (P,<) kismen sirali bir kiime ve X € P olsun. X kiimesinin (eger
varsa) en kii¢iik elemanina X kiimesinin supremumu denir ve supX ile gosterilir. Dual
olarak, X kiimesinin (eger varsa) en biiyiik elemanina X kiimesinin infimumu denir ve
infX ile gosterilir. Yani

supX = EkeX ve infX = EbeX

dir. supX veinfX (eger mevcutise) Tanim 1.1, P2 6zelligi ile tektir.

1.2.2. Kafesler

Tammm 1.12. Kismen sirali (P, <) kiimesine kafes denir:< Her x,y € P igin
sup{x, y} ve inf{x,y} mevcuttur.

P kafesinde x,y € P i¢in x Vy := sup{x,y} ve x Ay := inf{x,y} ile tanimlanir.

Eger (P, <) bir kafes ise, v ve A islemleri P iizerinde ikili islemlerdir. Dolayisiyla
(P,V,A) bir cebirsel yapidir.

Ornek 1.4. Sekil 1.1° de verilen diyagram &rneklerinde Mg ve N5 kafes olup Py kafes
degildir.

Ornek 1.5. (pp(X),S) kismen sirali kiimesi bir kafestir. Bu kafeste VA, B € g(X)
icnAVB=AUB ve AANB =ANBRB’ dir.

Tamm 1.13. Bir P kafesine sinirli kafes denir:< P, en kiiciik eleman 0 ve en biiyiik
eleman 1’ e sahiptir.

Ornek 1.6. Ornek 1.5’ de verilen ($(X), S,V,A) kafesi sinirli bir kafestir, bu kafeste
en bilyiik eleman 1 = X ve en kiigiik eleman 0 = @’ dir. (N, <) zinciri sinirlt olmayan bir
kafestir. Bu kafeste infimum ve supremum islemleri x,y € N i¢in x V y := Ebe{x, y} ve
x ANy := Eke{x, y} seklindedir.

Tanim 1.14. Bir L kafesine tam kafes denir:< Her X € L alt kiimesi i¢in supX ve
infX mevcuttur.

Tanim 1.14” de X = L alindiginda bostan farkli her tam kafesin en kii¢iik elemaninin
ve en bilylik elemaninin mevcut oldugu goriiliir. Bdylece her tam kafes sinirlidir. Her sonlu
veya sonlu uzunluklu kafes tam kafestir.

Keyfi bir zincir kafestir. Ciinkii x A y, x ve y elemanlarinin kiigiik olani, x vV y de x
ve y elemanlarmin biiylik olanidir. Her kafesin tam kafes olmasi gerekmez. Rasyonel

sayilar kiimesi tam kafes degildir ve R- reel sayilar kiimesi —oo ve +oo evrensel siirlar
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olarak kabul edilmedikce tam kafes degildir. Ayrica, ([0,1], <) zinciri bir tam kafes olup
[0,1] aralig literatiirde birim aralik olarak adlandirilir.

Ornek 1.5’ de verilen bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin kafesi ((X), S,V,A) tam
kafestir, burada @ en kiigiik eleman, X en biiyiik elemandir ve S, € X alt kiimelerinden
olusan keyfi A ailesi i¢in infA = Ny S, ve supA = U,S,’ dir.

Tanmm 1.15. L bir kafes ve X € L olsun. X alt kiimesine L kafesinin alt kafesidir
deniri Hera,b € X iginaAb € X veaVb € X’ dir.

(L, <) bir kafes ve X < L, L kafesinin alt kafesi ise (X, <) bir kafestir. Bir kafeste
bos kiime ve tek elemanl: alt kiimeler alt kafestir. Daha genel olarak, (L, <) bir kafes ve
a,b €Licin a<b ise

[a,b] :=={x € Lla < x < b}
ile tanimlanan [a, b] kapali aralig1 bir alt kafestir.

Bir L kafesinin ayni siralama altinda kafes olan bir alt kiimesinin alt kafes olmasi
gerekmez. Asagidaki kafes bu duruma bir 6rnek olarak verilebilir.

Ornek 1.7. 2, bir G grubunun tiim alt gruplarinin ailesi olsun. H,K € ¥ icin

H<KoHCK
olarak tanimlansin. Bu takdirde (X, <) bir tam kafestir, burada H AK = H N K (kiime
kesisimi) ve HV K, H ve K alt gruplarin1 igeren en kiigiik alt gruptur. Ancak (%, <)
kafesi (§(G), <) kafesinin bir alt kafesi degildir.

Teorem 1.6. [7] L bir tam kafes ve S S L olsun. Eger

(i) 1e8,

(i) T€S =infTES
ise, S bir tam kafestir.

Tamm 1.16. (P,<;) ve (Q,<,) iki kismen sirali kiime olsun. P ve Q kismen sirali
kiimelerinin

PxQ={(xy)lx€PyEQ]
seklinde tanimlanan P X Q kartezyen c¢arpim kiimesi

(X1, 7)) < (x2,Y2) © X1 <1 x,vey1 <, ¥, X1,X, €P, y1,, €Q
bagintisi altinda kismen sirali bir kiimedir. Bu (P X Q, <) kismen sirali kiimesine P ve Q
kismen siral1 kiimelerinin direkt ¢arpim kiimesi denir.

Teorem 1.7. [7] L ve M iki kafes olsun. L X M direkt ¢arpimi da yine bir kafestir.
Burada (xq,y;), (x2,¥,) € L X M igin
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(1, y1) V (x2,¥2) = (1 V X2, 1 V ¥2)
(1, y1) A (2, ¥2) = (1 Axg, Y1 AY2)
dir.
Bir kafeste A ve Vv ikili islemleri 6nemli cebirsel 6zelliklere sahiptir.
Lemma 1.1. [7] P kismen sirali bir kiime olsun. Infimum ve supremum islemleri

(eger mevcutsa) asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Ll. xAx=x, xVx=ax, (idempotent)
L2. xAy=yAx, xVy=yVx, (Komiitatif)
L3. xAy)Az=xA(yAz), xVy)Vz=xV(yVz), (Birlesme)
L4 xA(xVy)=xV(xAy)=x. (Yoketme)

Ustelik, x < y olmasix Ay = x Ve xVy =y sartlarinin her birine denktir.
Lemma 1.2. [7] P, 0 en kiiciik elemanina sahip kismen siral1 bir kiime ise her x € P
i¢in
OAx=0ve OVx=x
dir. Dual olarak P, 1 evrensel st sinirina sahip ise her x € P igin
xANl=xvexvl=1
dir.
Lemma 1.3. [7] Herhangi bir kafeste infimum ve supremum islemleri sira korurdur.
Yani bir L kafesinde x,y, z € L igin
y<zise xA\y<xAzve xVy<xVz
saglanir.
Lemma 1.4. [7] L bir kafes olsun. Her x,y,z € L igin
xANyVz)=ZxAy)V(xAz) ve xV(yAz) S (xVY)A(xV2z)
esitsizlikleri saglanir.
Lemma 1.5. [7] L bir kafes olsun. Her x,y,z € L i¢in modiiler esitsizlik olarak
bilinen
x<zisexV(yAz) S(xVy)Az
esitsizligi saglanir.
Tamm 1.17. Idempotent, komiitatif ve birlesme &zelliklerine sahip ikili islemli bir
sisteme yar1 kafes denir.
Sonu¢ 1.1. [7] P kismen sirali bir kiime ve P’ de alinan herhangi iki elemanin
infimumu mevcut olsun. Bu takdirde, P, A ikili iglemine gore bir yar1 kafestir. Boyle yari

kafeslere infimum-yar1 kafesler denir. Dual olarak, P kismen sirali kiimesinde alinan
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herhangi iki elemanin supremumu mevcut ise P, V ikili islemine gore bir yar1 kafestir.
Boyle yar1 kafeslere supremum-yari kafesler denir.

Sonug 1.17 in tersine olarak, Lemma 1.6 y1 verelim:

Lemma 1.6. [7] P bir kiime, o P iizerinde bir ikili islem ve (P,o) bir yar1 kafes
olsun. Bu takdirde x <y < xoy = x olarak tanimlanan < bagntisi altinda (P, <)
kismen siral1 bir kiimedir, burada x o y = inf{x,y} seklinde tanimhdir.

Teorem 1.8. [7] (L, <,A,V) bir kafestir & A ve v ikili islemleri L1-L4 6zelliklerini
saglar.

Teorem 1.9. [7] Keyfi bir L kafesinde asagidaki ifadeler denktir:

LS. xA(yvz)=(xAy)V(xAz), Vx,y,z€L,

LS. xV(yAz)=(xVY)A(xVZz), Vx,y,z€L,

Kolaylik agisindan L5" ve L5 esitliklerini L5 olarak gosterecegiz.

Tammm 1.18. Bir kafese dagilmali kafes denir:< L5’ oOzelligi (bdylece L5 )
saglanir.

Lemma 1.7. [7] L bir zincir ise L dagilmali bir kafestir.

Keyfi dagilmali kafesin duali de dagilmali kafestir. Ayrica herhangi bir dagilmali
kafesin alt kafesi ve dagilmali kafeslerin direkt ¢arpimlar1 da dagilmali kafestir.

Teorem 1.10 [7]. Bir dagilmali kafeste cAx =cAy ve cVx=cVy ise,x =y’

dir.

Tamm 1.19. L bir kafes olsun. L kafesine modiiler kafes denir: < Her x,y,z € L
i¢cin

L6. x<zisexV(yAz)=(xVy) Az
saglanir.

Her kafesin modiiler olmasi gerekmez: Sekil 1.1° de 5-elemanlit N5 kafesi modiiler
degildir. Her dagilmali kafes modiilerdir. Fakat tersinin dogru olmas: gerekmez. Ornek
olarak Sekil 1.1’ de Mg kafesi modiilerdir ancak dagilmali degildir. M5’ in modiiler olmasi
asagidaki teoremin bir sonucudur.

Teorem 1.11. [7] Herhangi bir G grubunun normal alt gruplari bir modiiler kafes
olusturur.

Bir modiiler kafesin keyfi alt kafesleri modiilerdir ve modiiler kafeslerin direkt
carpimlar1 da modilerdir.

Asagidaki teorem modiiler olmayan kafesleri siniflandirma yontemini vermektedir.
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Teorem 1.12. [7] Modiiler olmayan bir L kafesi Ny kafesini bir alt kafes olarak
icerir.

Tammm 1.20. L sinirh bir kafes ve x,y € L olsun. y elemanina x elemaninin
komplementi denirr<= xAy=0 ve xVy=1" dir. Bu durumda y elemani, yani x
elemaninin komplementi x’ ile gosterilir.

Eger bir kafesin her elemaninin komplementi mevcut ise boyle kafeslere
komplementli kafes denir.

Tamim 1.21. Bir kafese yerel komplementli kafes denir:< Bu kafesin tiim kapali
araliklari komplementlidir.

Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin kafesi komplementlidir. Sekil 1.1° deki Mg
kafesi komplementli kafese bir 6rnektir. Teorem 1.10 ile bir dagilmali kafesin verilen bir
[a, b] araligindaki bir elemanin bir tek yerel komplementi mevcuttur.

Teorem 1.13. [7] Keyfi komplementli modiiler kafes yerel komplementlidir.

5-elemanli modiiler olmayan Sekil 1.1° deki Ny kafesi komplementlidir ancak yerel
komplementli degildir.

Tamm 1.22. [7] L bir kafes olsun. x € L elemanina atom denir : & x, L\ {0} 1n
minimal elemanidir.

Kafes diyagram asagidaki gibi verilen (L = {0, a, b, ¢, d, 1}, <) kafesini alalim:

Sekil 1.3. (L, <) kafesi

L kafesindeki atomlarin a, b, ¢ oldugu kolaylikla goriilebilir.
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Teorem 1.14. [7] Sonlu uzunluklu yerel komplementli bir kafeste her eleman
icerdigi atomlarin supremumu seklindedir.

Sonu¢ 1.2. [7] Sonlu uzunluklu komplementli modiiler kafeste, her eleman igerdigi
atomlarin supremumu seklindedir.

Tammm 1.23. [7] Bir atomik kafes, her elemani igerdigi atomlarin supremumu
seklinde olan kafestir.

Sekil 1.3’ deki kafesin bir atomik kafes oldugu kolaylikla goriilebilir.

Tamm 1.24. L smurli bir kafes olsun. L kafesine Boole kafesi denir:< L dagilmal
ve komplementli bir kafestir.

Ornek 1.8. Omek 1.5 de verilen ($(X), S,V,A) kafesi bir Boole kafesidir, burada
her A € X alt kiimesi i¢in A" = X \ A’ dur.

Teorem 1.10 ile herhangi bir dagilmali kafeste komplementler tektir.

Teorem 1.15. [7] L bir Boole kafesi olsun. Her x € L elemaninin bir tek x’
komplementi mevcuttur. Ustelik her x,y € L icin

L7. xAx'=0 ve xvx' =1,

L8. (x")' = «x,

L9. (xAy) =x"vy ve (xVy) =x"Ay’
ozellikleri saglanir.

Tanmm 1.25. L bir kafes olsun. L kafesine Boole cebiridir denir:< L kafesi A,V,’
islemleri ile L1-L9 6zelliklerini saglar.

A bir Boole cebiri olsun. ® # BS A kiimesine A Boole cebirinin (Boole) alt
cebiridir denir: & Hera,b € Bi¢gina Ab,aV b,a’ € B’ dir.

Teorem 1.16. [7] L smurh ve dagilmali bir kafes olsun. Bu takdirde L’ nin
komplementli elemanlar bir alt kafes olusturur.

Tamm 1.26. [30] L, 0 en kii¢iik elemanina sahip bir kafes olsun. Bir a* elemanina
a € L elemaninin pseudo-komplementi denir :< a Aa* = 0 ve a A x = 0 olan her x igin
x < a*dir.

Her elemani pseudo-komplemente sahip olan kafese pseudo-komplementli kafes
denir.

Ornek 1.9. Sekil 1.1’ de verilen N kafesini alalim. Agik¢a a’ nin pseudo-
komplementi c; b, ¢ elemanlariin pseudo-komplementi a; 1’in pseudo- komplementi 0 ve
0’ 1n pseudo-komplementi de 1’ dir. Boylece bu kafeste her elemanin pseudo-komplementi

mevcut oldugundan Ny pseudo-komplementli bir kafestir.
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Tamm 1.27. [30] L bir infimum-yar1 kafes ve a,b € L olsun. a elemanmin b
elemanina gore yerel pseudo-komplementi a * b € L elemanmidir 6yleki aAx <b <
x<axb.

Tamim 1.28. [7] Bir L kafesine Brouwerian kafesi deniri<= X = {x € Lla A x < b}
kiimesi a * b ile gosterilen bir en biiyiikk eleman igerir; burada a * b, a elemaninin b
elemanina gore yerel pseudo-komplementidir.

Teorem 1.17. [7] Bir kafes Brouwerian kafes ise dagilmalidir.

Teorem 1.18. [7] Bir tam kafes Brouweriandir < Supremum infimum tiizerine tam
olarak dagilmalidir; yani keyfi {x,|a € I} kiimesi i¢in

aAVixg =Vi(anx,)
esitligi saglanir.

Tamim 1.29. [29, 30] Yerel pseudo- komplementli dagilmali kafese Heyting Cebiri

denir.

1.3. [0,1] Uzerinde U¢gensel Normlar ve Konormlar

1.3.1. Temel Tanim ve Teoremler

1.3.1.1. [0, 1] Uzerinde Ucgensel Normlar

Aksi belirtilmedikge, [0,1] tizerindeki dogal siralamayi < ile gosterecegiz.

Tamim 1.30. Bir tiggensel norm (kisaca t-norm) T, [0,1] birim araligi tizerinde
asagidaki ozellikleri saglayan bir ikili islemdir; yani T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu her
x,y,z € [0,1] igin

T1. T(x,y) =T(y,x) (Komiitatiflik)
T2. T(x,T(y, z)) =T(T(x,y),2) (Birlesme)
T3. y<zise T(x,y) <T(x,2) (Monotonluk)
T4, T(x,1) =x (Sinir sarti)

ozelliklerini saglar.
Ornek 1.10. Temel olarak kabul edilen dért t-norm Ty, Tp, Ty, Tp asagidaki gibidir:
Ty (x,y) = min(x,y) (Minimum)
Tp(x,y) = xy (Carpim)
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T, (x,y) = max(x +y — 1,0) (Lukasiewicz t-norm)

— Op (X,:V) € [0’1)2'
Tp(x,y) = {min(x, y), Aksi halde.

Uyar1 1.3. T, [0,1] birim aralig1 iizerinde bir t-norm olsun.

(Drastik ¢arpim)

(i) Tanim 1.30 ile her T t-normu her x € [0,1] igin

T(0,x) =T(x,0)=0 (1.1)

T(1,x) =x 1.2)

esitliklerini saglar. (1.1) ve (1.2)’ de verilen esitliklere ilave sinir sart1 denir. Boylece her t-
norm [0,1]? birim kare iizerinde ¢akisiktir.
(if) Bir T t-normunun ikinci bilesene gore monotonlugu, (T1) komiitatiflik ve (T3)

monotonluk 6zellikleri ile tanimlanir. Bu monotonluk her iki bilesene gére monotonluga

denktir; yani

Xp <X Ve y; Sy, ise T(xy,y1) < T(x2,¥2) (1.3)
saglanir.

Tanim 1.31.

(i) T, ve T, ikit-norm olsun. Eger her x,y € [0,1] i¢in Ty (x,y) < T,(x,y)
esitsizligi saglamyor ise T;, T, t-normundan daha zayiftir veya denk olarak T,, T; t-
normundan daha gii¢liidiir denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.

(i) T, <T, veT, # T, iseyani Ty < T, ve bir x,,y, € [0,1] i¢in

Ty (x0, Vo) < Ty (x9,V0) ise, budurum T; < T, ile gosterilir.

Uyan 1.4.

(i) T, [0,1] birim aralig1 iizerinde bir t-norm olsun. (1.3)’ iin bir sonucu olarak her
x,y€[01] igin T(x,y) <T(x,1)=x ve T(x,y)<T(,y)=y olup T(x,y) <
min (x,y) = Ty (x,y) dir. Bdylece, Ty, minimum t-normu en giiglii t-normdur. [0,1]%’
nin sinirlar tizerinde her t-norm ¢akisik ve her x,y € (0,1) i¢in T(x,y) =0 = Tp(x,y)

oldugundan T}, drastik ¢arpimi en zayif t-normdur. Bu durumda keyfi T t-normu igin

Ty <T <Ty (1.4)
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esitsizligi saglanir.

(i) Agik¢a T; < Tp oldugundan dort temel t-norm arasinda
Ty <T, <Tp < Ty (1.5)

iliskisi mevcuttur.
Onerme 1.1. [49] (0,1) € A € [0,1] bir kiime ve *: A> — A, A liizerinde bir ikili
islem ve her x,y,z € A igin (T1)-(T3) 6zellikleri ile birlikte

x*y <min(x,y) (1.6)
ozelligi saglansin. O halde

_[(xxy, (x,y) € (A\ {1})%,
Tm”_&mmw,mmmm, (1.7)

ile tanimlanan T:[0,1]> — [0,1] déniisiimii bir t-normdur. Ustelik, T, (A \ {1})? e
kisitlanis1, * isleminin (4 \ {1})?’ ne kisitlanisi ile ayn1 olan tek t-normdur.

Tamm 1.32. Her x,y,z € [0,1] icin (T1)-(T3) ve (1.6) ozelliklerini saglayan bir
F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonuna bir t-altnorm denir.

Acik olarak her t-norm bir t-altnormdur, fakat tersinin dogru olmasi gerekmez:
ornegin, sifir fonksiyonu, yani F(x,y) = 0 ile verilen F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-
altnormdur fakat bir t-norm degildir.

Sonug 1.3. [49] F bir t-altnorm ise

F(x,y), (x,y) € [0,1)%,
T =
(%) {min(x, y),  Aksi halde,

ile tantmlanan T: [0,1]> — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur.

Onerme 1.2. [49]

(i) Her x €[0,1] i¢in T(x, x) = x esitligini saglayan tek t-norm T, minimum t-
normdur.

(if) Her x € [0,1) igin T(x,x) = 0 esitligini saglayan tek t-norm T}, drastik
carpimidir.
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Uyan 1.5.

(i) Hert-norm T (T2) birlesme kurali ve indiiksiyon ile asagidaki n-li isleme
genisletilebilir. Yani, her (xq, x5, ..., x,) € [0,1]™ n-siralis1 i¢in

T{Lyx; = T(TE % %)
dir. Eger 6zel olarak x; = x, = --- = x,, = x ise kisaca

x;n) =T(x,x,..,x)

yazilir. Bu durumda x%o) =1 ve x?) = x olarak tanimlanir.

(i) [0,1] in elemanlarmnmn her (x;);ey dizisi yani (x;);en € [0,1]N igin
TZix; = limpe0 TiZ1; (1.8)

ile tanimlanir.
(iii) Keyfi bir I indis kiimesi ve her (x;);¢; € [0,1]" igin, yani [0,1]’ in
elemanlarmin her (x;);e; ailesi i¢in asagidaki ifade iyi tanimlidir ve (1.8)’ in bir

genellemesidir:
Tic;x; = inf {leilxl-jl (xil,xiz, s xl-k), (x;)ie; min sonlu alt ailesidir }
Ornek 1.11. T, minumum ve T, ¢arpim t- normlarmin n-li genislemelerinin
Ty (xq, X2, vy X)) = min(xq, Xo, .., Xp)
Tp(x1, %2, oy Xp) = [1i2q X
oldugu agiktir. T, Lukasiewicz t-normunun ve T}, drastik ¢arpiminin n-li genislemeleri
Ty (xq, %o, e, Xp) = max(Qie, x; — (n — 1),0),

Tt ={0 S e
seklindedir.

Asagida verilen [0,1] tizerinde taniml1 doniistimlerden goriildiigii tizere Tanim 1.30
daki (T1)-(T4) aksiyomlar birbirinden bagimsizdir. Bu 6rnekteki fonksiyonlardan her biri
(T1)-(T4) aksiyomlarindan yalnizca birini saglamaz.

Ornek 1.12. i = 1,2,3,4 i¢in F;:[0,1]> — [0,1] fonksiyonlari sirast ile

Fy(x,y) = {0, (x,y) €0, 1/2] x [0,1) ise,
min(x,y),  Aksi halde,

F,(x,y) = x.y.max(x,y),
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1/ 2 (x,y) € (0,1)? ise,

F;(x,y) =
3(x.7) {min(x, ), Aksi halde,

F4- (x! 3’) =0
seklinde tanimlansin. Agik¢a her bir F; , (Ti) disindaki (T1)-(T4) aksiyomlarini saglar.
Simdi F; fonksiyonunun (T1) aksiyomunu saglamadigini gosterelim. 0 <x <1 /2

vel /2 <y < 1olsun. Bu takdirde,

Fi(x,y)=0
dir. Diger taraftan (y,x) € [0,1 / 2] X [0,1) oldugundan

F1(y,x) = min(y,x) = x
dir. Boylece F;(x,y) # F;(y,x) olup (T1) aksiyomu saglanmaz. Simdi F;’ in (T2)

aksiyomunu sagladigini gosterelim. (x,y) € [0,1 / 2] x [0,1) olsun. O halde her z € [0,1]
i¢in

Fy(Fi(x,¥),2z) = F;(0,z) =min(0,z) =0
dir. Eger (y,z) € [0,1 /2] x [0,1) ise

Fi(x, F1(y,2)) = F1(x,0) = min(x,0) = 0
olup Fl(x, F; (y, Z)) = F,(F;(x,y), z) esitligi saglanir. (y,z) € [0,1 /2] x [0,1) olsun. O

halde y ¢ [0,1 / 2] veya z € [0,1)’ dir. y € [0,1 /2] olsun. Bu takdirde, 1>y >1/2
olup

F; (x, F;(y, Z)) =F (x, min(y, Z))
dir. min(y,z) = y ise Fl(x, F,(y, Z)) =F;(x,y) =0 olup

Fi(Fi(x,¥),2) = F1(x, F1(y, 2))
esitligi saglanir. min(y,z) = z olsun. 1 > y oldugundan 1 > z’ dir. Boylece, (x,z) €

[0,1 /2] x [0,1) olup

Fi(x, F(7,2)) = Fi(x,2) = 0
dir. Boylece (x,y) €[0,1/2]%x[0,1) i¢in F,(F (x,y),2) =F,(x,Fi(y,2)) esitligi

saglanir. (x,y) € [0,1 /2] x [0,1) olsun. Bu takdirde x ¢ [0,1 /2] veya y ¢ [0,1)’ dir.

x ¢ [0,1 /2] olsun. O halde
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Fy(Fy(x,y),z) = Fy(min(x, y), z)
dir. min(x,y) =x ise F,(F,(x,y),z) = F;(x,z) = min(x,z)’ dir. Diger taraftan,

x ¢ [0,1 /2] ve min(x,y) = x oldugundan y > 1 / 2’ dir. Boylece,

F; (x, F; (y, Z)) =F (x, min(y, Z)) = min(x, min(y, Z))

= min(min(x,y), z) = min(x, z)
olup esitlik saglanir. Simdi y ¢ [0,1) olsun. O halde y = 1 olup
F,(Fy(x,y),2) = Fy(min(x, 1), z)

=F,(x,2) = Fy(x,F,(1,2))

=F (x, F; (y, Z))
esitligi saglanir. Boylece F;, (T2) aksiyomunu saglar. F; fonksiyonunun (T3) aksiyomunu
sagladigim gosterelim. y,z € [0,1] igin y < z olsun. Farzedelim ki x € [0,1 / 2] olsun.
y €[0,1) veya y ¢[0,1)’ dir. y €[0,1) ise F(x,y) =0’ dir. Eger z € [0,1) ise
Fi(x,z) = 0olup F,(x,y) = F,(x,z)’ dir. z ¢ [0,1) ise z = 1’ dir. Boylece

F,(x,z) = min(x,z) = min(x,1) = x

olup Fi(x,y) = 0 < x = F;(x, z) esitsizligi saglanir. y & [0,1) olsun. Bu takdirde y = 1
olup y <z oldugundan z =1’ dir. Buradan F,(x,y) =x = F;(x,z)’ dir. Boylece
x € [0,1 /2] igin (T3) aksiyomunu saglanir. Simdi x € [0,1 /2] olsun. O halde y < z
oldugundan

Fi(x,y) = min(x,y) < min(x,z) = F,(x,2)

olup Fy, (T3) aksiyomunu saglar. Her x € [0,1] i¢in F;(x, 1) = min(x,1) = x oldugundan
(T4) sinir sart1 saglanir.

Simdi F, fonksiyonu i¢in (T1)-(T4) aksiyomlarini arastiralim. Her x,y € [0,1] i¢in
F,(x,y) = x.y.max(x,y) = y.x.max(y,x) = F,(y, x) oldugundan F,, (T1) aksiyomunu
saglar.

F,(F,(1/21/2),1/5)=F,(1/81/5)=1/200
ve

F,(1/2,F,(1/21/5)=F,(1/21/20)=1/80
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olup (T2) aksiyomu saglanmaz.

y,z€[0,1] igin y <z olsun. F,(x,y) =x.y.max(x,y) < x.z.max(x,z) = F,(x, z)
oldugundan (T3) aksiyomu saglanir. Son olarak her x €[0,1] i¢in F,(x,1) =
x.1.max(x, 1) = x oldugundan (T4) aksiyomu da saglanir.

Simdi F; fonksiyonunun (T1) aksiyomunu sagladigim gésterelim. (x,y) € (0,1)?
olsun. O halde F;(x,y) = 1/2 = F;(y,x)’ dir. (x,y) € (0,1)? ise 0 halde (y,x) & (0,1)?
olup

F3(X,y) = mm(x,y) = F3(y,x)
esitligi saglanir. Boylece F; fonksiyonu (T1) aksiyomunu saglar. x,y,z € (0,1) ise

F3(F5(x,y),2z) = F5(x, F3(y,2)) oldugu agiktir. x,y € (0,1) ve z & (0,1) olsun. O halde
z =0veyaz = 1’ dir. z = 0 olsun. Buradan

F3(F3(ny);Z) = F3(1/2,Z) = 0
ve

F; (x, F;(y, Z)) =F (x, min(y, O)) =0

olup esitlik saglanir. Eger z = 1 ise,

F3(F3(XJJ’);Z) = F3(1/2,Z) = 1/2
ve

FS(erB(y'Z)) = F3(x:min(y, 1)) =1 / 2
olup esitlik saglanir. x € (0,1) ve y,z € (0,1) olsun. O halde

F3 (F3(x! J’);Z) = F3 (min(x, }’),Z) = min(min(x' }’),Z)
ve

F5(x, F;(y,2)) = Fs(x, min(y, 2)) = min(x, min(y, z))
olup F3(Fs5(x,y),z) = F5(x,F3(y,2)) esitligi saglanir. x,y,z € (0,1) igin esitligin

saglandig1 agiktir. Boylece F; (T2) aksiyomunu saglar. F; fonksiyonunun (T3) aksiyomunu
saglamadigin1 gostermek i¢in x,z = 0,3 ve y = 1 alalim. x <y olup F;(x,z) = 0.5 ve

F3(y,z) = 0.3 olup F5(x,z) £ F;(y,z)’ dir. Boylece F; fonksiyonu (T3) aksiyomunu
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saglamaz. Her x € [0,1] i¢in F3(x,1) = min(x,1) = x oldugundan (T4) aksiyomu
saglanir.

Son olarak, F, fonksiyonunun (T1), (T2), (T3) aksiyomlarmi sagladigi agiktir.
Yalnizca (T4) aksiyomunu saglamadigini gosterelim. x € (0,1] i¢in F,(x,1) =0 # x

oldugundan (T4) aksiyomu saglanmaz.

1.3.1.2. [0, 1] Uzerinde U¢gensel Konormlar

Tanmm 1.33. Bir tiggensel konorm (veya kisaca t-konorm) S, [0,1] birim araligi
tizerinde her x,y,z € [0,1] igin (T1)-(T3) sartlarin1 ve her x € [0,1] i¢in

(S4) S(x,0)=x (Sinir sart1)
sartim saglayan S: [0,1]2 — [0,1] fonksiyonudur.

Aksiyomatik olarak t-normlar ve t-konormlar sadece sinir sartlarinda farklilik
gosterirler. Aslinda, t-norm ve t-konorm kavramlari baz1 anlamlarda dualdirler.

Ornek 1.13. Sm,Sp, S, ve Sp temel t-konormlar siras ile

Su(x,y) = max(x,y) (Maksimum)
Sp(xx,y)=x+y—xy (Istatistiksel toplam)
S.(x,y) =min(x+y,1) (Lukasiewicz t-konorm, sinirlt toplam)
1, (x,y) € (0,1)?, .
Sp(x,y) = .
() {max(x, y), Aksi halde. (Drastik

toplam)
seklinde tanimlanir.
Onerme 1.3. [49] S:[0,1]?> — [0,1] bir ikili islem olsun. S bir t-konormdur < Bir T

t-normu her x,y € [0,1] igin

S,y)=1-T(A—x,1—-y) (1.9
olacak sekilde mevcuttur.

Uyan 1.6.

(i) S:[0,1]> — [0,1] bir t-konorm ise

Tx,y)=1-S1—-x,1—-y) (1.10)
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ile tammlanan T:[0,1]? — [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. (1.9) ile verilen t-konorma, t-
norm T’ nin dual t-konormu denir. Benzer sekilde, (1.10) ile verilen t-normas$ t-
konormunun dual t-normu denir.

(it) (Ty, Sy), (Tp,Sp), (T,,S,) ve (Tp,Sp) ikiser tarzda birbirine dual t-norm ve t-
konorm ciftleridir.

(iii) S:[0,1]? — [0,1] bir t-konorm olsun. Her x € [0,1] icin

S(1,x)=S(x,1) =1

S(0,x) =x
ilave sinir sartlar1 olarak adlandirilan esitlikler saglanir. Bdylece, tiim t-konormlar [0,1]2
sinir1 iizerinde ¢akisiktir, yani ayni degeri alirlar.

T-normlarda oldugu gibi bir S t-konormu elde etmek igin gerek ve yeter kosul
Onerme 1.1° in duali ile, (S1)-(S3) sartlarnin ve her (x,y) icin S(x,y) = max(x,y)
esitsizliginin saglanmasidir.

(iv) Duallik siralamayi degistirir: yani T; ve T, t-normlarii¢inT; < T, ve S;, T; t-
normuna ve S,, T, t-normuna karsilik gelen dual t-konormlar ise S; > S,’ dir. Her S t-
konormu igin

SMu<S<Sp
dir. Yani S,; maksimum t-konormu en zayif, Sp drastik toplam en giiglii t-konormdur.
Temel dort t-konorm igin asagidaki iliski mevcuttur:

Su<Sp<S. <Sp

(v)  Verilen bir t-konorm S i¢in Uyar1 1.5” e benzer sekilde (x4, x5, ... x,) € [0,1]"
n-siralilarina, (x;);en € [0,1]N dizilerine ve I keyfi kiime olmak iizere (x;);e; € [0,1]

ailelerine genisletme islemi asagidaki gibidir:
Si=1xi = S(Sinz_]_lxi; xn) = S(xll xz, ...xn)

SierX; = sup {Sjkzlxij| (xl-l, Xiysemes xik), (xi)ie; nmin sonlu alt ailesidir }
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X; =Xy =+ =X, =x oldugunda S(x,x,--+,x) yerine kisaca xén) yazilir ve her

x € [0,1] i¢in xs(o) =0 ve xs(l) = x olarak gosterilir.

Ornek 1.14. S,, maksimum t-konormunun n-li genislemesinin

Sy (xy, X9, o xy) = max(xq, Xg, ... Xp)
oldugu acgiktir. Sp istatistiksel toplam, S; Lukasiewicz t-konorm ve Sp, drastik toplam igin
n-li genislemeler

Sp(x1, X2, o Xp) = 1= [[7eg (1 — x)

Sp(xq, %9, ) =min(Xi=; x;, 1)

Xi, Vi ¢_] x] =0 iSC,

Sp(x1, %3, o xy) = {1 Aksi halde

seklinde tanimlanir.
Uyani 1.7. (T, S) birbirlerine dual t-norm ve t-konorm ¢ifti ise, (1.9) ve (1.10) dual
ifadeleri,

SkexXk = 1 — Teg (1 — x)

Trexxk =1 — Skex (1 — x)

seklinde genisletilebilir, burada K keyfi bir indis kiimesidir.

1.3.1.3. Siireklilik

Tamm 1.34. Bir F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonuna siireklidir denir:<> Her yakinsak
(tn)nens Ondnen € [0,1]V dizileri igin

F(limy, 00 X, 1iMpy 00 ¥ ) = limy 0 F (X, Yn)
dir.

Acikea, Ty, Tp ve T, temel t-normlar1 ve Sy, Sp ve S, dual t-konormlari siireklidir.
Tp drastik carpim ve Sp, drastik toplam ise siirekli degildir.

Onerme 1.4. [49] Azalan olmayan yani, x; < x,, y; <y, oldugunda F(x;,y;) <
F(x,,y,) esitsizligini saglayan bir F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu siireklidire F her bir
bilesene gore siireklidir, yani her x,, yo € [0,1] igin

F(xy,.):[0,1] — [0,1] diisey kesimi

F(.,y0):[0,1] — [0,1] yatay kesimi
tek degiskenli siirekli fonksiyonlardir.
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Tamm 1.35. Bir F:[0,1]> — [0,1] fonksiyonuna sirasi ile alt (iist) yar1 siireklidir
denir : © Her (xg,y,) € [0,1]? ve her € > 0 i¢in 36 > 0 dyleki sirast ile

F(x,y) > F(xo,¥0) =& (x,¥) € (xg — 8,%0] X (o — 6, ¥0]

F(x,y) < F(xq,¥y0) + &, (x,y) € [x0, X0 + 8) X [Yo, Vo + )
saglanir.

Uyar 1.8.

. 0 x+y<1
nM =1 ’
(i) T"(x,y) = {min(x, y), Aksi halde,

ile tanimlanan T™:[0,1]> — [0,1] déniisiimii bir t-normdur [49] ve bu t-norm nilpotent
minimum t-norm olarak adlandirilir. T™ nilpotent minimum t-norm alt yar siireklidir
fakat iist yar1 siirekli degildir.

(if) Bir t-norm T alt (iist) yar siireklidire (1.9) ile verilen onun dual t-konormu {ist
(alt) yari siireklidir.

Onerme 1.5. [49] Bir F:[0,1]> — [0,1] azalmayan fonksiyonu alt yar siireklidir&
F her bir bilesene gore sol siireklidir, yani her x,,y, € [0,1] ve her (x;)nen ()nen €
[0,1]N icin

Sup{F (xn, yo)In € N} = F(sup{x,|n € N}, y,)

Sup{F (xo, y»)In € N} = F(xo, sup{yn|n € N})
dir.

Benzer sekilde azalmayan bir fonksiyonun iist yar siirekliligi her bir bilesene gore
sag siirekliligine denktir.

Tammm 1.36. Bir t-norm T (t-konorm S) sinir siireklidir denir < T t-normu (S t-
konormu) [0,1]?’ nin sinirlar1 iizerinde yani [0,1]? \ (0,1)? iizerinde siireklidir.

Ornek 1.15. T(x,y) = {O’ (x,) € (0, 1/2)2'

min(x,y), Aksihalde,

ile tammlanan T:[0,1]> — [0,1] fonksiyonu sinir siirekliligi saglayan fakat sol siirekli
olmayan bir t-normdur.

T’ nin smir siirekli bir t-norm oldugu aciktir. 7° nin sol siirekli olmadigim
gosterelim. x, = (1/2) — (1 /n),n = 2 dizisi ve y, = 1 / 3 noktasi i¢in

Vaen T 1/3) = Vaen T(H/ = 1/ 1/3) = 0

dir. Diger taraftan

T(Vaewxn, Y/3) = T(Vaen(/2 = Vn) . 1/3) = T(Y/5. 1/3)
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=min(1/5,1/3) =1/3
oldugu goriiliir. Boylece Vpeny T (Xp, 1/3) % T(Vyen X, 1/ 3) olup T sol siirekli bir t-norm

degildir.

1.3.2. Cebirsel Ozellikler
1.3.2.1. Elemanter Cebirsel Ozellikler

Tamm 1.37. T bir t-norm olsun.

(i) Bir a € [0,1] elemanina T nin bir idempotent elemanidir denir:< T(a,a) =
a dir. 0 ve 1 her t-norm igin idempotent elemanlar olup bu elemanlara trivial
idempotent elemanlar denir. (0,1)’ deki idempotent elemanlar ise trivialden farkli
idempotent elemanlar olarak adlandirilir.

(if) Bir a € (0,1) elemanina t-norm T’nin nilpotent eleman1 denir:< 3In € N
Oyleki a(Tn) = 0’ dir.

(iii) Bira € (0,1) elemanina T’nin sifir boleni denir :< 3b € (0,1) dyleki
T(a,b) = 0’ dir.

Ornek 1.16.

e Hera € [0,1] igin T);(a, a) = min(a, a) = a oldugundan keyfi a € [0,1]
eleman1 Ty minimum t-normunun idempotent elemanidir (aslinda Onerme 1.2’nin bir
sonucu olarak T, minimum t-normu idempotent elemanlarinin kiimesi [0,1]” e esit olan
tek t-normdur).

e Her a € (0,1) eleman1 T; Lukasiewicz t-normunun ve Tp drastik ¢arpimin hem
sifir béleni hem de nilpotent elemanidir. Gergekten;

Her a € (0,1) igin 1 — a > 0 oldugundan bir n € N mevcuttur dyleki 1/n <l-a
dirr n—na =1 olup na— (n—1) <0’ dir. Boylece birn € N i¢in a(TTz) = max(na —
(n—1),0) =0’ dir. Bu ise her a € (0,1) elemaninin T; Lukasiewicz t-normunun bir
nilpotent eleman1 oldugu anlamina gelir.

Her a € (0,1) ve her n € N i¢in a(TZ) = 0 oldugundan her a € (0,1) elemanm Tp

drastik ¢arpimin bir nilpotent elemanidir.
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Her a € (0,1) i¢in 1 —a € (0,1) olup T (a,1 —a) =max(a+ (1 —a)—1,0) =
0’ dir. Bu ise keyfi a € (0,1) elemaninin T; Lukasiewicz t-normunun sifir béleni oldugunu
gosterir.

Her a € (0,1) i¢in Tp(a,a) = 0 oldugundan keyfi a € (0,1) elemam T, drastik
carpimin da sifir bolenidir.

e Ty minimum t-normu sifir bélene sahip degildir. Gergekten;
Ty (a, b) = 0 olacak sekilde bir b € (0,1) eleman1 mevcut olsa min(a, b) = 0 olacagindan
a = 0 veya b = 0 olmalidir ki bu ise bir ¢eliskidir.

e Ty minimum t-normunun nilpotent elemani da mevcut degildir. Eger a € (0,1)

icin bir n € N sayisi agz = 0 olacak sekilde mevcut olsa a = 0 olur ki bu ise bir

celiskidir.

e a # 0 eleman1 Tp drastik ¢arpimin idempotent elemani ise T (a, a) = a esitligi
sadece a = 1 oldugunda saglanir. Bu ise Tj drastik ¢arpimin sadece trivial idempotent
elemanlara sahip oldugunu gosterir.

e T, Lukasiewicz t-normu trivialden farkli idempotent elemanlara sahip degildir.
Gergekten, a € [0,1], T, Lukasiewicz t-normunun idempotent elemani olsun. Bu takdirde,
T.(a,a) =a olup T, nin tanim ile max(0,2a —1) = a’ dir. Boylece a =0 veya
2a — 1 = a olmalidir. Buradan a = 0 veya a = 1 oldugu elde edilir.

e Tp carpim t-normunun da trivialden farkli idempotent eleman1 yoktur. Gergekten,
a € [0,1], Tp carpim t-normunun idempotent elemani olsun. Bu takdirde Tp(a, a) = a olup
a’ = a’ dir. Buradan a = 0 veya a = 1 oldugu goriiliir.

e Tp carpim t-normu nilpotent elemana ve sifir bélene sahip degildir. Gergekten,

Bir a € (0,1) eleman1 Tp ¢arpim t-normunun nilpotent elemani olsa, bir n € N sayisi

a(Tr;) = 0 olacak sekilde mevcut olmalidir. Buradan a™ = 0 olup bu esitlik yalnizca a = 0

olmasi halinde saglanir. Bu ise ¢eligski olup Tp carpim t-normu nilpotent elemana sahip
degildir.

Ayrica Tp ¢arpim t-normu sifir bolene de sahip degildir. Farzedelim ki a € (0,1)
elemani1 Tp’ nin sifir boleni olsun. O halde bir be (0,1) elemami Tp(a,b) = 0 olacak
sekilde mevcuttur. Buradan ab = 0 olup a = 0 veya b = 0 oldugu elde edilir. Bu ise
celiski olup Tp carpim t-normu sifir bélene sahip degildir

Idempotent elemanlar asagidaki yolla karakterize edilebilirler.
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Onerme 1.6. [49]

(i) Bira € [0,1] elemani bir t-norm T’ nin idempotent elemanidir& Her
x € [a,1] i¢in T(a,x) = min(a,x)’ dir.

(ii) Eger T siirekli bir t-norm ise a € [0,1], T’ nin bir idempotent elemanidir&
Her x € [0,1] i¢in T(a,x) = min(a, x)’ dir.

Uyar 1.9.

(i) Eger a € [0,1] birt-norm T’ nin idempotent elemanu ise, indiiksiyon ile her
n € N igin a(Tn) = a’ dir. Sonug olarak, (0,1)’ in hic¢bir eleman1 hem idempotent hem de
nilpotent eleman olamaz.

(if) Bir t-norm T~ nin her nilpotent elemani ayn1 zamanda T nin bir sifir bélenidir.
Fakat tersi dogru degildir. Ornegin; 2/3 € (0,1), T™ nilpotent minimum t-normunun
sifir bolenidir ancak nilpotent eleman1 degildir.

(iii) Eger bir t-norm T bir a nilpotent elemana sahip ise o halde b;Z) = 0 olacak
sekilde bir b € (0,1) eleman1 daima mevcuttur.

(iv) Eger bir a € (0,1) elemani t-norm T’ nin bir nilpotent elemant (sifir boleni) ise
her b € (0, a) sayist ayn1 zamanda T nin bir nilpotent elemanidir (sifir bolenidir).

(v) Birt-norm T’ nin nilpotent elemanlarinin ve sifir bolenlerinin kiimesi ya bos
kiimedir ya da (0, c) veya (0, c] seklinde bir araliktir.

Tamim 1.38. [49] T bir t-norm olsun.

(i) T t-normuna kesin monotondur denir : <

(KEM) x>0 ve y<ziseT(x,y) <T(x,2).

(i) T t-normu kisaltma kuralini saglar denir : <

(KIK) x >0veT(x,y) =T(x,2) ise y = z.

(ilf) T t-normu sartli kisaltma 6zelligini saglar denir : &

(SKK) T(x,y) =T(x,2z) >0 ise y = z.

(iv) T t-normu Arsimedyandir denir : <

(AO) Her x,y € (0,1) igin birn € N sayis1 x;™ < y olacak

sekilde mevcuttur.
(V) T t-normu limit &zelligini saglar denir : &

(LO) Her x € (0,1) igin lim,_,, x7™ = 0.
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Ornek 1.17.

e Ty minimum t-normu Tanim 1.38” de verilen 6zelliklerden higbirini saglamaz.
Gergekten, x =1/3, y=2/5,2z= 3/, olsun. y<z olup Tu(Y/3.%/3) =1/5 =

TM(l/ 3 3/ 4)’ dir. Boylece Ty, kesin monoton degildir.

TM(1/3’2/3) = 1/3 = TM(1/3,3/4) olup 2/3 * 3/4 oldugundan T,, kisaltma
kuralini saglamaz.
X = 2/3. y = 1/3 icin x§’3 =x= 2/3 <y= 1/3 olacak sekilde bir n € N sayis1

mevcut degildir. Boylece Ty, Arsimedyan da degildir.

X = 1/4 igin x%w) = 1/4 olup lim; e x;:lw) = 1/4 # 0> dir. Boylece Ty, limit

6zelligini saglamaz.
e Tp carpim t-normu Tanim 1.38’ de verilen 6zelliklerin hepsini saglar. Gergekten;
x,y,z€[0,1] igin x>0 ve y<z olsun. Tp(x,y) =xy <xz="Tp(x,2)
oldugundan T kesin monotondur.
Tp(x,y) = Tp(x,z) > 0 olsun. xy = xz > 0 oldugundan x #0 ve x(y —z) =0’

dir. Buradan x # 0 oldugundan y = z’ dir. Boylece, Tp sartli kisaltma 6zelligini saglar.

Her x,y € (0,1) ve her n € N igin x{”’ >y olsun. O halde x™ >y olup 0 =

lim, ., x™ =y’ dir. Bu ise ¢eliski olup bir n € N sayisi x%? <y olacak sekilde

mevcuttur. Yani Tp, Arsimedyandir.

Her x € (0,1) i¢in lim,,_, x;? = lim,,_,,, x™ = 0 oldugundan Tp limit 6zelligini

saglar.
e T, Lukasiewicz t-normu Arsimedyandir, sarth kisaltma 6zelligini ve limit

Ozelligini saglar ancak Tanim 1.38 de verilen diger 6zelliklerin higbirini saglamaz.

T, Arsimedyandir. Gergekten; x,y € (0,1) olsun. Eger bir n € N igin xgz) =0 ise

y > 0 oldugundan x{’ <y’ dir. Her n € N igin ") # 0 ve x{"” > y olsun. O halde

0+ x;rz) =max(nx —(n—1),0) >y

dir. Boylece, nx—(n—1) >y olup nx —n >y —1" dir. Buradan her n € N i¢in
n < i’—:i oldugu elde edilir. Bu ise ¢eligki olup bir n € N, x;? <y olacak sekilde

mevcuttur. Boylece, T; Arsimedyandir.
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T, Lukasiewicz t-normu sartli kisaltma kuralim saglar. Gergekten; T (x,y) =
T, (x,z) >0 olsun. Buradan T,(x,y) =max(x+y—10)=x+y—1 dir. Diger
taraftan T, (x,z) = max(x+z—1,0) =x+z— 1" dir. T (x,y) = T, (x,z) oldugundan
x+y—1=x+z—1"dir. Boylece, y = z olup T}, sarth kisaltma kuralin1 saglar.

T;, Lukasiewicz t-normu limit 6zelligini saglar. Gergekten;

her n € N i¢in nx — (n—1) > 0 olsun. Buradan nx — (n — 1) > 0 oldugundan nx >
(n—1)" dir. Boylece x > "= oldugundan x > lim,_, — = 1 geliskisi elde edilir. O
halde bir n € N mevcuttur 6yle ki nx — (n—1) < 0’ dir. Boylece bir n € N sayisi
mevcuttur oyle ki x%l) = max(nx — (n —1),0) = 0’ dir. Her m > n icin x;T) < x;? =

0 oldugundan lim,,, 4 x%n) = 0’ dir. Boylece T}, limit 6zelligini saglar.

TL(l/Z,l/Z) =0 =T,(1/,, 1/3) olmasina ragmen 1/2 * 1/3 oldugundan kisaltma
kural1 saglanmaz.

x = 1/2, y = 1/3 <z= 1/2 olsun. T, (x,y) =0 ve T.(x,z) = 0 olup T.(x,y) <
T. (x, z) saglanmaz. Boylece, T;, kesin monoton degildir.

e Tp drastik carpimi Arsimedyandir, sartli kisaltma 6zelligini ve limit
0zelligini saglar ancak Tanim 1.38 de verilen diger 6zelliklerin higbirini saglamaz.

Tp drastik ¢arpimi Arsimedyandir. x,y € (0,1)olsun. Her n € N igin
x;r;) = 0 ve y > 0 oldugundan xg;) < y’ dir. Boylece Tp Arsimedyandir.

Tp(x,y) = Tp(x,z) > 0 olsun. Tp(x,y) # 0 oldugundan y =1 veya x =1’ dir.
y=1ise Tp(x,y) = x = Tp(x, z) olup buradan z = 1 oldugu elde edilir. Béylece y = z’
dir. x =1 ise Tp(x,y) =y ve Tp(x,z) =z’ dir. Tp(x,y) = Tp(x, z) oldugundan y = z’
dir. Boylece Ty, sarthi kisaltma kuralini saglar.

Her x € (0,1) i¢in xgz)) = 0 oldugundan lim,,_,q xgll)) = 0’ dir. Boylece T limit
ozelligini saglar.
(/5. 1/3) =0= TD(1/2,3/4) olup 1/5# 3/4 oldugundan T, kisaltma

ozelligini saglamaz.
1/3 < 1/2 0|Up TD(l/Z , 1/3) =0 ve TD(l/ZJ 1/2) =0 Oldugundan

TD(1/2 , 1/3) < TD(l/Z , 1/2) saglanmaz. Boylece, Tp kesin monoton degildir.
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Onerme 1.7. [49] T bir t-norm olsun. Bu takdirde;

(i) T kesin monotondur & T kisaltma 6zelligini saglar.

(i) T kesin monoton ise T sadece trivial idempotent elemanlara sahiptir.

(iii) T kesin monotonise T sifir bélene sahip degildir.

Teorem 1.19. [49] Bir t-norm T igin asagidaki ifadeler denktir:

(i) T Arsimedyandir.

(i) T limit 6zelligini saglar.

(iii) T sadece trivial idempotent elemanlara sahiptir. Bir x, € (0,1) i¢in
limy, T(x,x) =xo ise  T(yo,y0) =X olacak sekilde bir y, € (xo,1) elemam
mevcuttur, burada lim,,, T(x,x) notasyonu t-norm T’ nin (xo,x,) noktasindaki sag
tarafli limitini géstermektedir.

Tamm 1.39. [49]

(i) Birt-norm T’ ye kesin denire T siireklidir ve kesin monotondur.

(if) Birt-norm T’ ye nilpotent denir & T siireklidir ve her a € (0,1) eleman1 T’ nin
bir nilpotent elemanidir.

Ornek 1.18. Tp carpim t-normunun ve T, Lukasiewicz t-normunun siirekli oldugu
aciktir. x,y,z € [0,1] i¢cin x>0 ve y <z olsun. Tp(x,y) =xy < xz = Tp(x,2)
oldugundan Tp ¢arpim t-normu kesin monotondur. Boylece Tp kesin t-normdur. Ayrica,
her a € (0,1) eleman1i T, Lukasiewicz t-normunun bir nilpotent elemani oldugundan
(bkz. Ornek 1.16) T, bir nilpotent t-normdur.

Onerme 1.8. [49] T bir t-norm olsun. Bu takdirde

(i) Eger T sag siirekli ve trivial idempotent elemanlara sahip ise Arsimedyandir.

(i) Eger T sag siirekli ve sarth kisaltma kuralini sagliyor ise Arsimedyandir.

(iii) Eger her xo € (0,1) igin limyy,, T(x,x) < x, ise T Arsimedyandir.

(iv) T kesin ise Arsimedyandir.

(v) Keyfi x € (0,1) elemani T’ nin bir nilpotent elemani ise T Arsimedyandir.

Onerme 1.9. [49] Her Arsimedyan t-norm T igin asagidaki ifadeler denktir:

(i) T sol siireklidir.

(if) T stireklidir.
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Ornek 1.19.

(i) T, Lukasiewicz t-normu bir Arsimedyan t-normun kesin monoton olmasi
gerekmedigine ve limit 6zelliginin kisaltma 6zelligini gerektirmedigine 6rnektir. Tp ¢arpim
t-normu nilpotent elemana sahip olmayan siirekli Arsimedyan t-norma bir ornektir. Tp
drastik ¢arpimi her a € (0,1) elemani nilpotent eleman olan fakat siirekli olmayan

Arsimedyan t-norma Ornektir.

Xy 2
.. - ] € 0I1 )
(i) T(x,y) = { 2 () €[01)

min(x,y), Aksihalde,

ile tanimlanan doniisiim siirekli olmayan ve bdylece kesin olmasi gerekmeyen bir kesin

monoton t-normdur.

Oncelikle bu t-normun siirekli olmadigini gosterelim. x, = 1 — 1/71’ nx=1 ve

(1—1/n)-% 1

1 . .
Yo = 1/2 olsun.  Vypen T (x5, ¥o) =VneNT = VneNZ(l — 1/n) =3 dir. Diger

taraftan T (Vpen X%n,¥0) = T(1, 1/2) = 1/2 olup Vyen T (% Vo) # T(Vpen Xn» Vo)’ dir.
Buradan, T t-normu Onerme 1.5 ile siirekli degildir. Boylece, T t-normu kesin t-norm da
degildir.

Fakat T t-normu kesin monotondur. Gergekten, x > 0 ve y < z olsun. x € (0,1) ve

VA

y,z € [0,1) alalim. x > 0 ve y < z oldugundan xy < xz’ dir. Buradan % < x? olup

T(x,y) <T(x,z)’ dir. x €(0,1),y €[0,1) ve z ¢&[0,1) olsun. Buradan z =1 olup

T(x,y) =% <= =><x=T(xz) dir. x €[0,1) vey,z € [0,1) olsun. Buradan x = 1
olup T(x,y) =y < z = T(x, z) esitsizligi saglanir. Bdylece T t-normu kesin monotondur.
2
0, Cuy) €0, 1/,],
(iii) T(x,y) = 2(x — 1/2)(y _ 1/2) n 1/2' (x,y) € (1/2, 172,
min(x,y), Aksi halde

ile tanimlanan doniisiim siirekli olmayan ve sadece trivial idempotent elemanlara sahip

olan bir t-normdur. Oncelikle bu t-normun siirekli olmadigini gosterelim. x,, = 1/ 2+ 1/n,
n > 2 vey, = 1/, olsun. Bu takdirde
limyco T Y0) = liMyn T/ + Y, 1/)
= Ai_r)rc}omin(l/z + 1/n, 1/2)

n—-oo
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dir. Diger taraftan T(Ai_r)gloxn,yo) = T(l/z,l/z) =0 olup lim,eT(xy o) #

T(Al-r)?o Xn» yo)’ dir. Boylece, Tanim 1.34 siireklilik tanim1 ve Onerme 1.4 ile T siirekli
degildir.

a € [0,1] keyfi idempotent eleman olsun. O halde T(a,a) = a’ dir. Eger a €
[0, 1/2] ise T(a,a) =0 oldugundan a =0 elde edilir. a € (1/2,1] olsun. O halde
T(a,a) = 2(a—1/,)(a=1/,) + 1/, = @’ dir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak
denklem c¢oziiliirse, a =1 veya a = 1/2 oldugu goriilir. a > 1/2 oldugundan a =1
olmalidir. Boylece, a € [0,1] T t-normunun keyfi idempotent elemani ise ya a = 0 ya da

a =1’ dir. Bu ise T t-normunun sadece trivial idempotent elemanlara sahip bir t-norm

oldugu anlamina gelir.

2 .
Ayrica T, [O, 1/ 2] tizerinde sabit oldugundan kesin monoton degildir. Ustelik, her

x € (1/2 ,1) ve n € N i¢in lim,,_, x;n) = 1/2 oldugundan T t-normu limit 6zelligini ve

Teorem 1.19” un bir sonucu olarak Arsimedyanligi saglamaz. Bu ise sadece trivial
idempotent elemanlara sahip olan bir t-normun kesin monoton veya Arsimedyan olmasi
gerekmedigini gosterir.

Teorem 1.20. [49] T siirekli Arsimedyan bir t-norm olsun. Bu takdirde agagidaki
ifadeler denktir:

(i) T nilpotenttir.

(if) T’ nin bir nilpotent eleman1 mevcuttur.

(iii) T nin bir sifir béleni mevcuttur.

(iv) T kesin degildir.

Tamim 1.40. T bir t-norm, S bir t-konorm olsun. T’ ¢ S iizerinde dagilmalidir denir
: < Her x,y,z € [0,1] igin

T(x, 5@, 2)) = S(T(x, ), T(x,2))
esitligi saglanir. Benzer sekilde S, T tizerinde dagilmalidir denir : & Her x,y,z € [0,1]
i¢cin

S(x,T(y,2)) = T(S(x,¥),5(x,2))
esitligi saglanir. Eger S, T iizerinde ve T, S {izerinde dagilmali ise (T,S) ciftine
dagilmali ¢ift denir.

Onerme 1.10. [49] T bir t-norm ve S bir t-konorm olsun. Bu takdirde
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(i) S, T tzerinde dagilmalidir & T = T,,’ dir.

(if) T, S ftzerinde dagilmalidir & S = §,,” dir.

(iii) (T,S) bir dagilmali gifttir & T =Ty, ve S = S, dir.

Uyar1 1.10. Eger T bir t-norm, S dual t-konormu ve T, S izerinde (veya S, T

tizerinde) dagilmaliise T =Ty ve S = S, dir.

1.3.2.2. Yan1 Gruplar ve T-normlar

Tamm 1.41.

(i) X # @ bir kiime ve *, X iizerinde bir ikili islem, yani *: X2 — X bir fonksiyon
olsun. (X,x) ciftine bir yar1 grup denir : & Her x,y,z € X i¢in

x*x(yxz)=(xx*y)*z
esitligi saglanir.

(if) Bir (X,*) yar1 grubuna degismeli denir : & Her x,y € X i¢in

X*y =y*Xx
dir.

(iii) Bir e € X elemanina (X,*) yar1 grubunun etkisiz veya birim elemani denir
e Herx €X i¢in x xe = e *xx = x esitligi saglanir.

Birim elemanli bir yar1 gruba monoid denir.

(iv) Bir a € X elemanina (X,*) yari grubunun sifirlayani denir : < Her x € X i¢in

x*a=a*xx=a
esitligi saglanir.

(v) Bir x € X elemanina (X,*) yar1 grubunun idempotent elemani denir : &

X*X =X
dir.

(vi) Eger (X,*) bir a sifirlayanina sahip ise bir x € X \ {a} elemanina (X,*)’ in
nilpotent elemani denir :< Bir n € N, x™ = a olacak sekilde mevcuttur.

Bir (X,*) yar1 grubunda birim eleman ve sifirlayan eleman mevcut ise tek olduklari
kolayca goriiliir. Bir (X,*) yar1 grubunda birim elemanin ve sifirlayan elemanin (mevcutsa)
idempotent olduklar1 agiktir. Béyle idempotent elemanlara trivial idempotent elemanlar

denir.
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Tanmim 1.42. <, X {lizerinde kismen veya tam siralama olsun. (X,*, <) ticliisiine sirasi
ile kismen sirali yar1 grup veya tam sirali yar1 grup denir : < Her x,y,z € X i¢in y < z

ISex*y < x#*z Ve y*x < zx*x dir.
Ornek 1.20. : [1/2, 1]2 - [1/2, 1] islemi

x *y = max(xy, 1/2)
ile tanimlansin. Bu takdirde ([1/ 2 1],*, <) degismeli, 1-birim elemanli, 1/ o stfirlayanli,
tam siral1 bir yar1 gruptur.

Tamm 1.43.

(i) (X,*) ve (Y,0) yar gruplarina izomorftur denir:< Bir ¢: X — Y, 1-1 ve orten

fonksiyonu her x,y € X igin

p(x*y) =@(x) o), (1.11)

esitligini saglar.

(i) iki kismen veya tam sirali (X,*, <) ve (Y,9,E) yar1 gruplart izomorftur denir:<
(1.11)’ 1 saglayan ¢: X — Y 1-1, orten fonksiyonu bir sira korur doniisiimdiir, yani her
x,y € X i¢in

x <y ise p(x) E@(y)
dir.

Onerme 1.11. [49]

(i) T:[0,1]? - [0,1] fonksiyonu bir t-normdurs ([0,1], T, <) ficliisii 1-birim
elemanli, 0- sifirlayanli, tam sirali, degismeli yar1 gruptur.

(i) S:[0,1]?> - [0,1] fonksiyonu bir t-konormdur< ([0,1],S, <) iicliisii 0- birimli,
1-sifirlayanli, tam sirali, degismeli yar1 gruptur.

(iii) Eger [a,b] € [—0, ], ([a,b],*,<) b birimli tam sirali degismeli yar1 grup ve
¢:[0,1] — [a, b] fonksiyonu 1-1, orten ve kesin artan ise; yani her x;,x, € [0,1] i¢in
X1 < x5 iken @(x1) < @(x,) ise

T(xy) = ¢ (9(0) *9()
ile tanimlanan T:[0,1]? - [0,1] fonksiyonu bir t-normdur. A¢ik olarak, iki tam sirali
([a,b],*,<) ve ([0,1],T,<) yar gruplar1 izomorftur.

(iv) Ozel olarak, T bir t-norm, S bir t-konorm ve ¢:[0,1] — [0,1] kesin artan

1-1 ve orten bir fonksiyon ise
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Ty (6, y) = o7 (T(@(x), (1))
Se(x,y) = @71 (S(e(x), 0(¥)))
ile tanimlanan T,,, S: [0,1]2 - [0,1] islemleri sirasiyla T ve S” ye izomorf olan t-norm

ve t-konormdur.
Ornek 1.21. : [1/2 , 1]2 - [1/2 , 1] islemi

x *y = max(xy, 1/2)
ile tanimlansin. Bu takdirde T; Lukasiewicz t-normu ve * islemi izomorftur.

f:la,b] = [c,d] bir fonksiyon olsun. Eger her x;,x, € [a, b] igin x; < x, iken
f(x1) = f(x,) saglamyorsa f fonksiyonuna artmayan fonksiyon denir.

Tanmim 1.44. [a, b] S [—o0, o] olsun. [a, b] tlizerinde bir ¢: [a, b] = [a, b] artmayan

fonksiyonuna involiisyon denir:< ¢ o ¢ = idy, p)’ dir.

1.3.2.3. Kafes Sirali Monoidler ve Sol Siirekli T-normlar

Tamm 1.45. [31, 49, 77] (L, <) bir kafes ve (L,©) bir monoid olsun.

(i) (L,®,<) uglissiine bir kafes sirali monoid (veya £- monoid) denir:< Her
X,y,Z €L igin

(LM1) xOQVv)=xO0OyVExO2)

(LM2) (xvy)Oz=x02)VvVyO2)
esitlikleri saglanir.

(if) Bir (L,®,<) ¥- monoidine komiitatif denir:< (L ©) yar1 grubu komiitatiftir.

(iii) Bir (L,©, <) ¢- monoidine rezidual £- monoid denir:<
—o:L? — L (O- rezidii) islemi her x,y,z € L i¢in

R) xOy<zeox<y-pz
olacak sekilde mevcuttur.

(iv) Bir (L,®,<) ¢- monoidine integral denir:< (L, <) kafesinde en biiyiik eleman
mevcuttur ve bu en biiyiik eleman (L,) yar1 grubunun birim elemani ile gakisir.

Tanim 1.45” deki (iii) ve (iv) sartlarin1 saglayan(L,(, <) £- monoidine bir integral,
rezidual, £- monoid denir. Bir integral, rezidual, £- monoidde (R), — ikili islemini tek

tiirlii olarak belirler ve — ikili islemine L iizerinde rezidii islemi denir. Eger, (L,O)
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komiitatif ise (L,©, <) integral, rezidual, £- monoidine, komiitatif, integral, rezidual, £-
monoid (yani rezidual kafes) denir.

Tanmim 1.46. [33] M = (L,®, <) bir integral, komiitatif, rezidual £- monoid olsun.
Eger her x,y € M icin

(x=07)V(y=0¥) =1
ise, M cebirsel gii¢lii De Morgan kuralini saglar denir.

min(x,y), x+y<1,
max(x,y), Aksihalde,

ile tanimlanan ©:[0,1]? - [0,1] i¢in ([0,1],®, <) bir komiitatif, rezidual, £- monoiddir

Ornek 1.22.x Oy = {

ve g, O-reziduali

_(max(1—-x,y), x=<y,
X7oY= {min(l —xy), Aksihalde,

seklindedir.

Uyan 1.11. T: [0,1]?> — [0,1] fonksiyonu bir t-norm ise ([0,1], T, <) bir komiitatif,
integral, - monoiddir. Bu ifadenin tersi de dogrudur, yani ([0,1],T,<) bir komiitatif,
integral, #-monoid ise, T bir t-normdur. Boylece komiitatif, integral, £-monoidler
tizerindeki 6zellikler t-normlar i¢in de saglanir.

Onerme 1.12. [49] Keyfi T:[0,1]2 — [0,1] fonksiyonu i¢in asagidakiler denktir:

(i) ([0,1],T, <) bir komiitatif, integral, rezidual, £- monoiddir.

(if) T sol siirekli t-normdur. Bu durumda —4 T- reziduali

x -7y = Sup{z € [0,1]|T(x, 2) < y}
ile verilir.

Tamim 1.47. Bir komiitatif, integral, £- monoid (L,®, <)’ e boliinebilir denir:< Her
X,y €L igin

x <y ise birz € L eleman1 y © z = x olacak sekilde mevcuttur.

Uyan 1.12. Bir komiitatif, integral, rezidual, £- monoid bolinebilirdir & x Ay =

x© (x -0 y) esitligi saglanir.

1.4. Simirh Kafesler Uzerinde Uc¢gensel Normlar

Tamm 1.48. [39] L sinirh bir kafes olsun. Bir liggensel norm T (kisaca t-norm) L
tizerinde komiitatif, birlesme, monoton 6zelliklerini saglayan 1- birim elemanlh bir ikili

islemdir.
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Uyan 1.13.

(i) T; ve T, sinirh bir L kafesi tizerinde iki t-norm olsun. Eger her x,y € L i¢in
Ti(x,y) < T,(x,y) esitsizligi saglaniyor ise Ty, T, t-normundan daha zayiftir veya denk
olarak T,, T; t-normundan daha gii¢liidiir denir ve bu durum T; < T, ile gosterilir.

(i) T, <T, veT, # T, iseyani T; < T, vebir x,,y, € L igin

Tl(xO, yo) < TZ (xO, yo) ISG, bU durum T1 < TZ ile gOSterlhr

x, y=1,

Tw(x,y) =1y, x=1,
0, Aksi halde

olsun. O halde Ty, L tizerinde bir t-normdur ve 6zel olarak L = [0,1] oldugunda Ty, Tp
ile gosterilir. L tizerindeki keyfi t-norm T i¢in Ty, < T oldugundan bu t-norm, L iizerindeki
en kiigiik t-normdur.

Sinirht bir L kafesi {izerindeki en biiyiik t-norm T,(x,y) = x Ay ile verilir ve 6zel
olarak L = [0,1] oldugunda T, = T,,’ dir.

Tamm 1.49. [14] T, smurh bir L kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bir x € L
elemanina T’ nin bir sifir béleni denir : & x Ay # 0 ve T(x,y) = 0 olacak sekilde bir
y € L eleman1 mevcuttur. T’ nin sifir bolenlerinin kiimesi Z(T') ile gosterilecektir.

Eger Z(T) = @ ise T’ ye sifir bolensiz denir.

L = [0,1] olarak alinirsa Tanim 1.49 ve Tanim 1.37 (iii)” deki sifir bélen tanimlarinin
denk oldugu kolaylikla goriilebilir.

Tamim 1.50. [10] Sinirh bir L kafesi {izerindeki bir t-norm T’ e boliinebilirdir denir
:< x < yolanherx,y € Li¢in x = T(y, z) olacak sekilde bir z € L mevcuttur.

Smurlt bir L kafesi tizerindeki Ty, t-normu boliinebilir olmayan bir t-normdur. Diger
taraftan, T, infimum t-normu bdliinebilir bir t-normdur: x < y olmast x A y = x olmasina
denktir.

Tamm 1.51. [14] Sinirh bir L kafesi iizerinde bir t-norm T alalim. Bir x € L
elemanina T’ nin idempotent elemanidir denir : & T(x, x) = x esitligi saglanir.

Agik olarak, 0 ve 1 elemanlar1 herhangi bir t-normun idempotent elemanlaridir. Bu
elemanlara trivial idempotent elemanlar denir. Bunlardan farkli idempotent elemanlara da
trivial olmayan idempotent elemanlar denir.

Tamm 1.52. [39]

(1) Sinurl bir L kafesi lizerindeki bir t-norm T’ ye V- dagilmalidir denir : &
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Her a, by, b, € L igin

T(a,b; Vby) =T(a,by)VT(aby)
esitligi saglanir.

(if) Bir L tam kafesi tizerindeki bir t-norm T’ye sonsuz V-dagilmalidir denir : & Her
{a,b; € L; T € I} € L alt kiimesi i¢in T'(a, V; b;) = V;T(a, b;) esitligi saglanir.

Uyan 1.14. Ozel olarak L = [0,1] ise bir t-norm T’ nin V- dagilmali olmas1 sol
stirekli olmasina denktir.

Onerme 1.13. [15] T, [0,1] iizerinde bir t-norm olsun. T bolinebilirdir & T

sureklidir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu calismada elde edilen sonuglar ‘A T-partial order obtained from t-norms’ isimli

makalede yayinlanmistir [44].

2.1. <y -Ucgensel Siralama
L sinirh bir kafes ve T L tizerinde bir t-norm olsun. L tizerinde < bagintisini
x <7 y:< T, y) =x olacak sekilde bir £ € L eleman1 mevcuttur (2.1)

olarak tanimlayalim.
Onerme 2.1. L smirli bir kafes ve T L iizerinde bir t-norm olsun. Bu takdirde,
(L, <7) kismen siral1 bir kiimedir.
Ispat: 1 €L ve her x € L i¢in T(1,x) = x oldugundan x <; x’ dir. Bdylece yansima
ozelligi saglanir.
X,YyEL x<ry vey=<ygxolsun. (2.1)ile #,,¢, € L elemanlar
T(f,y) =x ve T(fyx) =y
esitliklerini saglayacak sekilde mevcuttur. T t-normunun monotonlugu kullanilirsa
x=T{,y) <T(Ly) =y
oldugu, yani x < y oldugu elde edilir. Benzer sekilde,
y=T{,x)<T(1,x) =x
oldugundan y < x’ dir. <’ in terS simetrikligi kullanilarak x = y oldugu elde edilir.
Boylece < bagintisi ters-simetri 6zelligini saglar.
Simdi <7 bagintisinin gegisme 6zelligini sagladigin gosterelim. x,y,z € L, x <t y
ve y <r z olsun. O halde ¢;,?, € L elemanlar1
T(#,y)=x ve T(#y,2) =y
olacak sekilde mevcuttur. T(¢4,¢,) € L i¢in
T(T(£1,42),2) =T(£1,T(£5,2)) = T(¢1,y) = x
oldugundan

X=<rzZ
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dir. Boylece <; bagmtis1 gegisme Ozelligini saglar. Sonug olarak <;, L tlizerinde bir
kismen siralama bagintisidir.

Tanm 2.1. Onerme 2.1 ile verilen <y siralama bagmtisina t-norm T~ den elde edilen
T-siralama (liggensel siralama) denir.

Onerme 2.2. (L, <) smirh bir kafes, T L iizerinde bir t-norm ve <, t-norm T’ den
elde edilen kismen siralama olsun. Eger x <; y ise x < y, yani <;S<’ dir.
Ispat: x <7 y olsun. Tanim 2.1 ile bir £ € L igin

x=T(,y)
saglanir. £ < 1 ve T’ nin monotonlugu kullanilarak

x=T,y)<T(A,y)=y
elde edilir. Boylece, x < y’ dir.

Uyan 2.1. Onerme 2.2 nin tersinin dogru olmas1 gerekmez.
Ornek:

L ={0,a,b,c,1} ve L iizerinde < siralamas1 Sekil 2.1” deki gibi verilsin.

0
0
Sekil 2.1. L tizerindeki < siralamasi
T =Ty alindiginda, a < b oldugu halde a %7, b oldugunu gosterelim. Farzedelim ki

a <r,, bolsun. O halde bir ¢ € L elemani igin

Tw(’g, b) =a
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dir. £ = 0 olsun. Bu durumda,
a=20
olur ki bu bir ¢eligkidir. £ = a, b veya c oldugunda
Tw(&,b)=0=a
olup yine bir ¢eliski elde edilir.
£ = 1 olmasi durumunda ise
a=Ty(1,b)=>b
olur ki bu ise yine bir ¢eliskidir. Boylece Ty, (¢, b) = a olacak sekilde bir £ € L elemani

mevcut degildir, yani a K7, b’ dir. L lizerindeki <r,, asagidaki gibidir:

Sekil 2.2. L {izerindeki <r,, siralamasi

Onerme 2.3. L smirl bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. <; ile <
siralamalariin esit olmasi igin gerek ve yeter sart T t-normunun L tizerinde boliinebilir bir
t-norm olmasidir.

Ispat: <;=< olsun. a,b € L igin a < b ise a <y b’ dir. Bu takdirde, bir £ € L i¢in

T(b,?) =a
dir. Boylece, T boliinebilir bir t-normdur.

Tersine olarak, T béliinebilir bir t-norm olsun. Onerme 2.2’ den <;S< oldugu
aciktir. a,b € L i¢in a < b olsun. T boéliinebilir bir t-norm oldugundan bir z € L eleman

T(b,z) =a

olacak sekilde mevcuttur. Boylece a <; b olup <,;=<" dir.
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2.2. (L, <7) Kismen Sirah Kiimesinin Bazi1 Ozellikleri

Bolim 2.1° de (L, <)’ nin bir kismen sirali kiime oldugu gosterildi. Fakat, (L, <7)’
nin genelde kafes olmasi gerekmez. Bu kisimda, bu konuya ait t-norm ornekleri
verilecektir.

Uyan 2.2. (L, <)’ in bir zincir olmast (L, <7)’ nin bir zincir olmasin1 gerektirmez.

Ornegin;
L =1[0,1] kafesini ve
0 x+y<1
nM = ’ ,
T (x,y) = {min(X, vy), Aksihalde, [49]

ile tanimlanan nilpotent minimum t-normunu alalim.
1/3 < 1/2 olmasina ragmen, /5 ve 1/, L =[0,1] iizerinde <;nm siralamasina
gore kiyaslanamaz. Gergekten;
1/2 <pnm 1/3 olsun. Onerme 2.2 ile 1/2 < 1/3 olmasi gerekir ki bu ise bir
geliskidir. Boylece 1/ Kymm 1/5” dir.
Farzedelim ki 1/ <...u 1/, olsun. O halde bir ¢ € [0,1 icin
3°r 2

TnM({), 1/2) — 1/3
saglamr. T™ (¢, 1/2) = 1/3 oldugundan, T™" nin tanim ile £ + 1/2 > 1, yani

¢>1/,
olmalidir. Buradan 1/5 = 7"(¢,1/,) = min(#¢,1/,) = 1/, olur ki bu ise bir geliskidir.
Boylece, 1/3 %ymnm 1/, dir. Sonug olarak, 1/3 ve 1/, L =[0,1] iizerinde <
siralamasina gore kiyaslanamaz. Dolayisiyla, (L, <pnm), bir zincir degildir.

Onerme 2.4. (L, <) smurl bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. (L, <) bir
zincir ise T boliinebilir bir t-normdur; yani =<’ dir.
Ispat: a,b € L icin a < b ve a <y b olsun. (L, <7) bir zincir oldugundan b <; a olup
Onerme 2.2 ile b < a’ dir. Bu ise bir celiskidir. Bdylece <7=< olup Onerme 2.3 ile T
boliinebilir bir t-normdur.

Uyar 2.3. L sinirh bir kafes olsun. L iizerinde bir T t-normunu alalim. X € L i¢in L

iizerinde <y siralamasma gore X kiimesinin iist smirlarinm kiimesini X; ile ve <7
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siralamasina gore X kiimesinin alt sinirlarinin kiimesini de X7 ile gosterelim. X = {a, b}
olarak alinirsa, T'(a, b) <t a ve T(a,b) <t b oldugundan T'(a, b) € MT olup

fa,b}r # 0
dir. T(a,1) = a ve T(b,1) = b oldugundan a <; 1 ve b <y 1’ dir. Buradan 1 € WT
olup

{a, b}, #0
dir. Ayrica <y siralamasina gore en kii¢iik eleman 0, en biiyiik eleman ise 1’ dir. X # @ bir
kiime olsun. S, € X ailelerinin keyfi B ailesinin <; siralamasina gore {ist sinirlarin en
kiiciigii ve alt sinirlarin en biiyligli mevcut ise sirasiyla V.S, ve ArS, ile gosterilecektir.

L sinirh bir kafes ve T, L {izerinde bir t-norm olsun. L, < siralamasina gore her
zaman kafes olmayabilir. Bunu asagidaki 6rnekle inceleyelim.

Ornek 2.1. L = [0,1] ve L iizerinde T™:[0,1]?> = [0,1]

0 x+y<l1
nM = ’ ,
T™(x,y) = {min(x, y), Aksi halde,

olarak tanimlanan nilpotent minimum t-normu alalim. (L, <;nm) infimum-yar1 kafestir
fakat supremum-yar1 kafes degildir.

X <pnmy Veya y <pnm X iSe sirastyla x Apnm y = x veya y’ dir. Farzedelim Ki
X *nm Yy Vey «pnm x Olsun. Bu durumda

x+y<1
olmalidir. Ciinkii x + y > 1 olsa T™(x, y) = min (x,y)’ dir. Bu durumda

T™(x,y) =x veya y
olup x <;am y veyay < nm x’ dir. Bu ise kabuliimiiz ile gelisir.

x+y<1olsun. 0 € MTnM oldugu agiktir. x Aznm y = 0 oldugunu gosterelim.

k € {x,y};num \ {0} olsun. Buradan,

k <inm x Ve k <pnm y

dir. O halde, ¢4, ¢, € [0,1] elemanlar1
0+ k=T"™M(x,£,) =T™M(y, ;)

olacak sekilde mevcuttur. T™ (x, £;) # 0 oldugundan
x+4;>1ve T™(x,£,) =min (x,£,)

dir. Eger T"™(x, ¢;) = min(x, ¢;) = x ise

k=X<TnMy
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oldugu elde edilir ki bu ise x ve y’ nin <;nm siralamasina gore kiyaslanamaz olmasi ile
celisir. Boylece

T"™M(x,¢,) =4, =k
dir. x+¢;,>1vex+y<1oldugundan k =¢;, >1—x>y dir. 0 # k =T"™(y,(,)
oldugundan

k =T™(y,£;) = min (y,4)
dir. k = T™(y,{,) = min (y,{,) =y olamaz. Aksi halde x ve y < nm siralamasina
gore kiyaslanabilir olur ki bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir. Boylece

k=T (y,£;) = ¢,
olmalidir. k = ¢; = {;, > 1 — x = y oldugundan

k=T"™(y,£;) = T™(y,k) = min(y, k) =y
oldugu elde edilir ki bu ise x ve y’ nin <;nm siralamasina gore kiyaslanamaz olmasi

kabulii ile ¢elisir. Boylece k = 0 olup x Arnm y mevcuttur.

Simdi (L, <;nm)’ nin supremum-yar1 kafes olmadigini gosterelim. Uyar1 2.2 ile 1/ 3

ve 1/2’ nin L = [0,1] lizerinde <,nm siralamasina goére kiyaslanamaz oldugu biliniyor.
k€ {1/2,1/3}TnM olsun. O halde

L/ <pnm kve 1g <pnm k

dir. Boylece ¢4, ¢, € [0,1] elemanlari
Lo =1k, ¢,) ve /3 =Tm"(k,¢,)

olacak sekilde mevcuttur. 1/ o = min(k, {;) ve 1/3 = min(k, ¢;) oldugundan
k+8,>1vek+£,>1

dir. Uyar1 2.2” de verilen 6rnek ile, 1/ g Ve 1/ 3, Sy Stralamasina gore kiyaslanamaz.
Buradan, ¢; = 1/2 ve {(,= 1/3 oldugu elde edilir. Boylece, 1/2 = T”M(k, 1/2) ve
1/3 =1 (k,1/3) oldugundan

dir. Buradan
k>2/y >1/,

dir. Boylece {1/5,1/3} ., € (%/3,1] oldugu elde edilir.
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Simdi (2/3,1] c {1/2,1/3}TnM oldugunu gosterelim. x € (2/3,1] olsun. Boylece
x > 2/5’ dir. Buradan

T™(x,1/,) = min(x, 1/,) = 1/,
T™(x,1/5) = min(x, 1/3) = 1/5

olup 1/2 <pnm X Ve 1/3 <pnm x’ dir. Dolayisiyla

xe{l/y, 1/3}TnM
dir. Boylece (2/3,1] = {1/2,1/3}TnM esitligi elde edilir. Buradan, <;am siralamasina

gore (2/3 , 1] kiimesinin en kiiglik elemani mevcut olmadigindan ([0,1], <;nm)
supremum- yar1 kafes degildir.

Uyart 2.1” de verilen 6zel L kafesi ve bu kafes ilizerinde tanimli Ty, t-normu igin
(L, %TW)’ nin bir kafes oldugu kolaylikla goriilebilir. Asagida verilen Onerme 2.5 ile, her
smirli L kafesi ve L iizerinde verilen Ty, t-normu igin (L, sTW)’ nin kafes oldugu
gosterilmistir.

Onerme 2.5. L smirl1 bir kafes olsun. Eger T = Ty, ise keyfi a € L \ {0,1} igin

ahr,b=0veavr, b=1VbeL\{01,a}
dir. Boylece (L, <r,,) bir kafestir.
Ispat: Her a,b # 0,1 ve a # b icin Ty (a,b) =0 ve her k € L igin Ty (a,k) #b ,
Ty (b, k) # a oldugundan a ve b <r,, siralamasina gore kiyaslanamaz.

a € L\ {0,1} keyfi alalim. Her b € L\ {0,1,a} i¢in a Ar,, b =0 oldugunu iddia
ediyoruz. Farzedelim ki a Ar,, b = x # 0 olsun. O halde

X <r, @ Ve x <7, b
dir. Boylece x; € L \ {0} eleman:

Tw(a,x;) =x+0
olacak sekilde mevcuttur. Eger x = a ise a ve b kiyaslanamaz oldugundan ¢eliskidir. Eger
Tw(a,x;) =1 veya x; ise a=1 olur ki bu ise a’ nin se¢imi ile gelisir. Boylece
aAr,, b =0 dir.

a € L\{0,1} keyfi alahm. Her b€ L\{0,1,a} icin aVy, b =1 oldugunu

gosterelim. a Vr,, b = x olsun. O halde
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a<r, X veb<r, x
dir. Boylece x4, x, € L \ {0} elemanlar1
Tw(x,x1) =a ve Ty(x,x;) =b
olacak sekilde mevcuttur. Eger x = a ise Ty, (a,x,) = b olur ki bu ise a ve b’ nin <r,
siralamasina gore kiyaslanamaz olmasi ile ¢elisir. O halde x; = a olup, x = 1 olmalidur.
Béylece a Vr,, b = 1 olup (L, <r,,) bir kafestir.
Onerme 2.5’in tersinin dogru olmadigina bir &rnek olarak asagidaki drnek verilebilir.
Ornek 2.2. Kafes diyagrami asagidaki sekilde verilen (L ={0,a,b,c, 1}, <) kafesini

alalim;

Sekil 2.3. (L, <) kafesi

T: L? - L fonksiyonunu

— 0, X,y € {b’ C}'
T(x; y) - {x Ay, Aksi halde,

olarak tanimlayalim. Bu takdirde, T L tizerinde bir t-normdur. Gergekten;

Oncelikle T’ nin birlesme o6zelligini sagladigim1 gdsterelim. Her x,y,z € {b,c} igin
T(T(x,y),z) =T (x, T(y, z)) esitliginin saglandigi agiktir. x,y € {b,c} ve z & {b,c}
olsun. O halde

T(T(x,y),z) =T(0,z) =0Az=0
dir. z ¢ {b,c} oldugundan z € {0,a,1}’ dir. z=0 veya z=1 oldugunda esitligin

saglandig1 agiktir. z = a olsun. Buradan
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T(x,T(y,z)) =Tx,yANz)=T(x,0) =0

olup esitlik saglanir. x € {b,c} ve y,z & {b,c} olsun. y,z € {0,1} olmasi durumunda
esitlik her zaman saglandigindan y, z = a olsun. Bu takdirde

T(T(x,y),z) =T(0,a) =0

ve

T(x,T(y, Z)) =T(x,a)=xANa=0
olup esitlik saglanir. x,y,z & {b, c} icin esitligin saglandig1 aciktir. Béylece T birlesme
ozelligini saglar.
Simdi T’ nin monoton oldugunu gosterelim. x < y ve x € {b, c} olsun. Bu takdirde
y = 1 olmalidir. Eger z € {b, c} ise
T(x,z)=0<T(,z) =2z
dir. z & {b, c} olsun. Buradan <’ in monotonlugu kullanilirsa
T(x,z)=xANz<z=1Az=T(y,z)
esitsizliginin saglandigi goriiliir. Simdi x <y ve x & {b,c} olsun. Eger y € {b,c} ise
x = 0olup
T(x,z) =0<T(y,2z)
dir. y € {b, c} olsun. Buradan
Tx,z)=xNz<yAnz=T(y,z)

olup T monotondur. Her x € L i¢in T(x,1) = x A1 = x oldugundan sinir sarti saglanir.
Her x,y € {b,c} i¢in T(x,y) = 0 =T(y,x)  dir. x & {b,c} veyay & {b,c} ise

Tx,y)=xAy=yAx=T(y,x)
olup T komiitatiftir. Boylece, T bir t-normdur.

Simdi a, b ve ¢ elemanlarmin <; siralamasina gore kiyaslanamadigini gosterelim.

Farzedelim ki b <; ¢ olsun. O halde, bir £ € L elemam

T(c,®)=b
olacak sekilde mevcuttur. Eger £ € {b, c} olsa,
0=T(,®)=b

celiskisi elde edilir. Buradan, £ € L \ {b, c}’ dir. £ = a ise
b=T(,¢)=T(,a)=cAha=0
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oldugundan bir geliski elde edilir. £ = 0 olsa 0 = b olur ki bu ise yine bir ¢eligkidir. Bu
durumda ¢ =1 olmahdir. Bu ise bizi ¢ = T(c,1) = b c¢eliskisine gotiiriir. Buradan,
T(c,?) = b olacak sekilde bir £ € L mevcut degildir. Boylece

b<rc
dir. Diger taraftan, Onerme 2.2 ile ¢ % b’ dir. Boylece, b Ve ¢ elemanlar1 < siralamasina
gore kiyaslanamaz.

Simdi farzedelim ki a <1 b olsun. O halde ¢* € L eleman:

T(b,t*)=a
olacak sekilde mevcuttur. Buradan €* = b veya c olamaz. Eger ¥* = b veya c olsaa = 0
olur ki bu bir geliskidir. Boylece, £* € {0,a,1}’ dir. £* =0 ve £* = 1 ise sirasiyla a = 0
ve a = 1 geliskisi elde edilir. ¢* =a ise a =T(b,£*) = b Aa = 0 olup yine bir ¢eliski
elde edilir. Boylece a £+ b’ dir.

b <r a oldugunu kabul edelim. Bir k € L eleman1

T(a,k)=b
olacak sekilde mevcuttur. Buradan b = T(a, k) = a A k olup esitligin her iki tarafinin a ile
supremumu alinirsa

l=bva=(aAk)Va=a
celiskisi elde edilir. Boylece, b £ a oldugu elde edilir. Bu ise a ve b elemanlarinin
kiyaslanamadigi anlamia gelir. Benzer sekilde a ve c¢ elemanlarinin da kiyaslanamadig:
gosterilebilir.

Her x € L i¢in T(x,1) = x ve T(x,0) = 0 oldugundan sirasiyla x <y 1 ve 0 <p x’

dir. Boylece, L iizerinde <y siralamasi asagidaki gibidir:

Sekil 2.4. L iizerindeki < siralamasi
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Boylece hera € L\ {0,1}i¢cinaAr b =0 veaVvyb=1,vb e L\ {0,1,a}
olmasina ragmen T # Ty, dir.
(L, <7) bir kafes olacak sekilde T = Ty,’ dan farkli bagka t-normlar da mevcuttur.

Bunu asagidaki 6rnek iizerinde gorelim.

Ornek 2.3. [0,1] iizerinde

1 2
T(x,y) = {O' ()€ (0.57),
min(x,y), Aksihalde,

fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonun [0,1] tizerinde bir t-norm oldugu [49]” da verilmistir.
([0,1], <) smurl bir kafestir.
x ve y elemanlarinin <4 siralamasina gore kiyaslanmasi halinde x V¢ y ve x Ap y’

nin mevcut oldugu agiktir. <; siralamasina gore kiyaslanamayan x ve y elemanlarini

alalm. x Vy y = 1/ 2 oldugunu gosterelim.

x & (0, 1/2) veyay & (0, 1/2) olsun. O halde

T(x,y) = min (x,y)
olup x ve y <y’ ye gore kiyaslanamaz oldugundan bu bir ¢eliskidir. Boylece x,y €
(0,1/,) dir.

Simdi 1/, €{x,y}, oldugunu gésterelim.  T(x,1/5) = min(x,1/,) = x
oldugundan

X <t 1/2

dir. Benzer sekilde y <t 1/ o’ dir. Béylece

1/2 € WT
dir. k € {x,y}, keyfi alalm. Buradan x < k ve y < k’ dir. Boylece #;,%, € [0,1]
elemanlari
x=T(k,¢) ve y=T(k,?¥,)
olacak sekilde mevcuttur. x # 0 oldugundan
x =T(k,¢,) = min(k,£,)
dir. x ve y <1’ e gore kiyaslanamadigindan x = k olamaz. O halde
¢, =x € (0, 1/2)
dir. Buradan k ¢ (0,1/,) ve k # 0 dur; yani

k=1/,
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dir. 1/2 = T(k, 1/2) = min(k, 1/2) oldugundan
k=r 1y
dir. Boylece x V7 y = 1/, oldugu elde edilir.
k € {x,y}r keyfiolsun. k <; x ve k <; y oldugundan x,,y, € [0,1] elemanlar1

k=T(xx;) ve k=T,y1)

2

olacak sekilde mevcuttur. x ve y <;’ e gore kiyaslanamadigindan k = x veya k =y
olamaz. Boylece
k=x,vek =y,
dir. Ayrica, k = T(x, k) oldugundan
k<x<l/,
dir. x, k € (0, 1/2) olmasindan k = T(x, k) = 0 oldugu elde edilir. Buradan x Ay y = 0

olup ([0,1],<7) bir kafestir. ([0,1], <r) kafesinin sinirl oldugu agiktir.
Onerme 2.6. L sinirh bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Eger a,b € L igin
a <t bise her c € L igin
T(a,c) <y T(b,c)
dir.
Ispat: a,b € L i¢in a <7 b olsun. O halde, bir x € L eleman igin
T(x,b) =a
dir. T’ nin birlesme 6zelligi kullanilirsa,
T(a,c) =T(T(x,b),c) =T(x,T(b,c))
oldugu elde edilir. Buradan,
T(a,c) <y T(b,c)
dir. Boylece t-norm T, < siralamasina gére monotondur.
Sonug 2.1. L smurlt bir kafes ve T L {izerinde bir t-norm olsun. (L, <) bir kafes ise
T:(L,<7)? — (L,<7) bir t-normdur.
Ispat: T, L sinirh kafesi iizerinde bir t-norm oldugundan birlesme, komiitatiflik ve smir
sarti Ozelliklerinin saglandig1 agiktir. Onerme 2.6 ile T, <7 siralamasma gére monoton

oldugundan T: (L, <7)? — (L, <r) bir t-normdur.
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2.3. Hy ve A Kiimeleri Uzerinde Baz1 Belirlemeler

L smirh bir kafes ve T, L {iizerinde bir t-norm olsun. T’ nin tiim idempotent
elemanlarinin kiimesini, yani

{x € LIT(x,x) = x}
kiimesini Hy ile, elemanlar1 atomlarin bir ailesinin supremumu seklinde olan L’nin tiim
elemanlarinin kiimesini, yani

{a € L|a atomlarin bir ailesinin supremumuna esittir}
kiimesini A4 ile gosterelim.

Onerme 2.7. L = [0,1] ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. O halde (Hr,<r) bir
zincirdir.
Ispat: a ve b, [0,1] iizerinde iki idempotent eleman olsun. a, b € [0,1] oldugundan a < b
veya b < a’ dir. Farzedelim ki a < b olsun.

a=T(a,a) <T(a,b) <T(a,1)=a
oldugundan

T(a,b) =a
dir. Buradan a <; b oldugu elde edilir. Benzer sckilde b < a ise b <y a oldugu
gosterilebilir. Boylece (Hrp, <) bir zincirdir.

Uyan 2.4. Genel olarak L bir zincir ise Onerme 2.7 yine dogrudur. Simdi zincir
olmayan L i¢in Onerme 2.7’ nin saglanmadigimi gosteren asagidaki drnegi inceleyelim.

Ornek 2.4. Kafes diyagrami asagidaki gibi verilen L = ({0,a, b, c,d, 1}, <) kafesini

alalim.
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Sekil 2.5. (L, <) kafesi

T:L? - L fonksiyonunu her x,y € L i¢in

_(c x=dvey=d,
TCoy) = {x Ay, Aksihalde

olarak tanimlayalim. Bu takdirde T, L tizerinde bir t-normdur. Gergekten;
Oncelikle T’ nin birlesme 6zelligini sagladigim gosterelim. Her x,y,z € L \ {d} igin

T(T(x,y),z) =(xAy)Az
=xA(yAz)= T(x, T(y, z))

oldugundan esitlik saglanir. Eger x,y,z = d ise esitligin saglandig1 aciktir. x,y = d ve
z = d olsun. Bu durumda

T(x,T(y,Z)) =T, ynz)=T(x,d) =c
ve

T(T(x,y),z) =T(c,z)=cAhz=c
olup esitlik saglanir. z < d olsun. Bu takdirde

T(x,T(y,z)) =T(x,yANz)=T(x,z) =z ve

T(T(x,y),z) =T(c,z) =cAhNz=2z
olup esitlik saglanir. x = d ve y,z € L \ {d} ise



56

T(x,T(y,z)) =Tx,yAz)=xA(yA2z)
ve

T(T(x,y),z) =T(xAy,z)=(xAy)Az

olup, a¢ik olarak esitlik saglanir. Boylece birlesme 6zelligi saglanir.

T’ nin komiitatifligi sagladigi aciktir. Her x € L i¢in T(x,1) =xA1l=x
oldugundan sinir sart1 saglanir.

Simdi T’ nin monotonlugu sagladigin1 gosterelim. x,y €L icin x <y ve y=d
olsun. Eger x = d ise x = y olup her z € L igin

T(x,z) =T(y,z)
dir. x # d olsun. Buradan x < y ve y = d oldugundan x < ¢’ dir. Eger z = d ise

T(x,z)=xANz=x VveT(y,z) =c

olup x < c oldugundan T (x, z) < T(y, z) esitsizligi saglanir. z # d olsun. O halde

T(x,z)=xANz<yAz=T(y,z)

olup esitsizlik saglanir. Boylece x <y ve y =d oldugunda esitsizlik saglanir. Simdi
X,y €L, x <yigin y # d olsun. O halde x # d olup her z € L igin

T(x,z)=xNz<yANz=T(yz)

esitsizligi saglanir. Boylece T, monotonlugu saglar. Bu takdirde, T bir t-normdur.

Her x € L \ {d} i¢in T(x, x) = x oldugundan H; = L \ {d} = {0,a, b, c, 1}’ dir. a ve
b, < siralamasina gore kiyaslanamadigindan (Hy, <) bir zincir degildir. Gergekten;

Farzedelim ki a < b olsun. Buradan, bir k € L elemani

T(b,k) =a
olacak sekilde mevcuttur. T’ nin tanimi ile b Ak = a olup esitligin her iki tarafinin b
eleman1 ile supremumu alinirsa

b=MbAk)Vb=aVb=c
celiskisi elde edilir. Boylece, a % b’ dir. Benzer sekilde b %1 a olup (Hy, <r) bir zincir
degildir.

Onerme 2.8. [62] (L, <) smrh bir kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu
takdirde, her a, b € Hy igin T'(a, b) € Hy’ dir.
Ispat: T t-normun birlesme ve degisme 6zelligi kullanilirsa

T(T(a,b),T(a, b)) = T(T(T(a,b),a),b)
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=T(T(T(b,a),a),b) =T(T(b,T(a,a)),b)
=T(T(b,a),b) =T(a,T(b,b)) =T(a,b)

oldugu elde edilir. Boylece, her a,b € Hy i¢in T (a, b) € Hy’ dir.

Teorem 2.1. L bir tam kafes ve T, L tizerinde bir t-norm olsun. Her a, b € Hy igin
a A b =T(a,b)’ dir. T sonsuz V-dagilmali t-norm ise her {a.|t € Q} € Hy igin

Vriac|t € Q} = Via,|r € 0}
olup, (Hy,<r) bir tam kafestir.
Ispat: T(a,b) <r a ve T(a,b) <r b oldugundan

T(a,b) € {a,b}r
dir. £ € {a, b} keyfiolsun. £ <; a ve ¢ <r b’ dir. Bu durumda 3a,, b, € L &yleki

?=T(a,a,) =T(b,by)
dir. Ayrica

T(#,b) =T(T(b,by),b) =T(T(b,b),by) =T(b,b) =7
ve

T({,a) =T(T(a,a,),a) =T(T(a,a),a;) =T(a,a,) =7
saglanir. (L, <) iizerinde t-norm T, Onerme 2.6 ile <y siralamasina gére monoton
oldugundan,

£=T{,a) <7 T(b,a) =T(a,b)
dir. Boylece T(a, b), {a, b} kiimesinin < siralamasina gore alt sinirlariin en bityigudiir,
yani

T(a,b) =aANr b
dir. Onerme 2.8 ile (a,b € Hy) a Ay b = T(a, b) € Hy olduguna dikkat edelim.

{a;|T € Q} € Hy i¢in Vy{a,|t € Q} = V{a,|t € Q} oldugunu gosterelim. Her T € Q
icin a; = T(a;, a;) < T(Vieq @z, Vieq ar) oldugundan

Vieg@r < T(Vreg @iy Vieg @r) < Ve @t
dir. Boylece

Viega, € Hr
dir.

Ayrica, Vieg a; € {CLTIT—EQ}T’ dir. Gergekten;

ar = T(a7,a;) ST (V7eq @r,07) < ag

oldugundan
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T(V‘EEQ ar, ar) =az
dir. Bdylece a; <t Veq ar 0lUP Vieq a; € {a;|T € @}, dur.

k € {a.|t € @}, Kkeyfi olsun. Buradan a, <y k’ dir. Boylece, {b;|t € Q} S L alt
kiimesi mevcuttur dyleki her T € Q icin
a, =T(k,b;)
saglanir. T sonsuz V- dagilmali t-norm oldugundan
Ve @z = Veeg T(k, by) = T (k,Vieq by)
olup Vieqa, <y k’ dir. Buise
Vrlalr € Q} = Vialr € Q)
oldugunu gosterir. Sonug olarak, 0 € H; oldugundan (Hr, <7) bir tam kafestir.
Asagidaki sonug Teorem 2.1 in ispatindan elde edilir.
Sonug 2.2. L smirlt bir kafes ve T, L tizerinde V-dagilmali bir t-norm olsun. O halde
her a,b € Hy igin
aANrb=T(a,b)veaVyb=aVbhb
dir. Boylece (Hr, <7) siirh bir kafestir.
Ispat: Teorem 2.1’ in ispatinin bir 6zel hali olarak, her a,b € Hy icin
aArb=T(a,b)veaVrb=aVb
oldugu agiktir. Her a € Hy i¢in a Ay 1 =T(a,1) = a oldugundan a <; 1 ve aA; 0 =
T(a,0) = 0 oldugundan 0 < a’ dir. Boylece (Hr, <7) sinirh bir kafestir.
Sonu¢ 2.3. L bir tam kafes ve T, L iizerinde sonsuz V -dagilmali bir t-norm ise
(Hy, <7) bir Heyting cebiridir.
Ispat: T, tam kafes L iizerinde sonsuz V -dagilmali bir t-norm ise, Teorem 2.1 ile her
a,b € Hy ve {a,|t € Q} € Hy icin
aAr b =T(a,b)ve Vr{a |t € Q} = V{a,|t € Q}
dir. T sonsuz V -dagilmali bir t-norm oldugundan a € H; ve {b;|t € Q} € Hy igin
T(a,Vreqbr) = Vieq T(a, by)
dir. Teorem 2.1 ile
T(a,Veegbr) = a Ar (Vaeegbr) Ve Vieg T (@, by) = Viegla Ar by)
oldugundan
a Ar (Vzeg br) = Vieo(a Ar by)
oldugu elde edilir. Ayrica her {a,|t € Q} S Hy igin
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Vria.|t € Q} = V{a,|r € 0}
oldugundan a Ar (V7 b;) = Vy(a Ar by)’ dir. Boylece (Hy, <) bir Heyting cebiridir.
Sonug 2.4. L bir tam kafes, T sonsuz V- dagilmali, boliinebilir t-norm olsun. O halde
(Hy, <) bir Heyting cebiridir.
Ispat: T boliinebilir bir t-norm oldugundan <=<;’ dir. Her a, b € Hy igin
aANb<raveaAb=<rb
olup
aANb<raArb
dir. Diger taraftan, a A b = T(a, b) < a A b oldugundan her a, b € H; igin
T(a,b) =aAb,
dir. Her a, b € Hy ve {b.|T € Q} € H; i¢in
Veeg(@ A by) = Vieg T(a,br) = T(a, Vaeg br) = a A (Vieq br)
oldugundan (Hy, <) bir Heyting cebiridir.
Sonug 2.5. L sinirli bir kafes ve T V- dagilmali, boliinebilir bir t-norm olsun. O
halde (Hr, <) dagilmali kafestir.
Ispat: L siirhi bir kafes ve T V- dagilmali bir t-norm ise Sonug 2.2 ile her a, b € Hy igin
aNrb=T(a,b)veaVyb=aVbhb
dir. T boliinebilir bir t-norm oldugundan <=<;’ dir.
T(a,b) =aAb
oldugu Sonu¢ 2.4’ iin ispatinin ilk kismindan elde edilir. T, V- dagilmali bir t-norm
oldugundan, her a, b, c € Hy igin
aNn(bVvc)=T(abvVvc)=T(ab)VT(ac)
=(anb)Vv(aAc)

esitligi elde edilir. Boylece (Hr, <) dagilmali bir kafestir.

L bir tam kafes, T t-normu L kafesi tizerinde bir t-norm ve L, € L olsun. Bu
calismada T | L, notasyonu T’ nin L; kafesine kisitlanisin1 géstermek igin kullanilacaktir.
Onerme 2.9. (L, <) smurh bir kafes ve T, L iizerinde V- dagilmal1 bir t-norm olsun.
Ohalde T | Hy, (Hy, <r) tzerinde bir t-normdur.
Ispat: Onerme 2.8 ile her a,b € Hy igin T(a,b) € Hy’ dir. Onerme 2.6 ile T nin <7’ e

gére monotonlugu acik olup, birlesme o6zelliginin ve komiitatifligin saglandigi da
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kolaylikla gosterilebilir. 1 € Hy oldugundan her x € H; igin T(x,1) = x” dir. Boylece
T | Hy, Hy lzerinde bir t-normdur.

Onerme 2.10. T smurli bir L kafesi tizerinde bir t-norm ve K, L’ nin bir alt kafesi
olsun. Eger her x,y € K igcin x A7 y = T(x,y) ise

TIK =A
dir. Ozel olarak, K = L ise T =A’ dur.
Ispat: Her x € K igin x = x Ap x = T(x, x)’ dir. Ayrica, her x,y € K i¢cinx Ay € K olup

XAy =TxAy,xANy)<T(xy)<xAy
dir. Boylece T(x,y) = x Ay’ dir.

Teorem 2.2. [19] M = (L,®, <) bir integral, komiitatif, rezidual - monoid olsun.
Eger M boliinebilir ve cebirsel giigliit De Morgan kuralini sagliyor ise © ikili islemine gore
tim idempotent elemanlarin Hp alt kiimesi bir Heyting cebiri olusturur ve Hy’ deki
gerektirme © ikili islemine dayanan gerektirme ile ¢akisir.

Uyan 2.5. Keyfi bir L kafesi i¢cin M = (L,©, <) integral, komiitatif, rezidual, -
monoidin boliinebilir olmasi, cebirsel giiglii De Morgan kuralini saglamasini gerektirmez.
Simdi asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 2.5. (L = {0,qa, b, c, 1}, <) kafesinin kafes diyagrami asagidaki gibi verilsin.

Sekil 2.6. (L = {0,a,b, ¢, 1}, <) kafesi

O= T, ve —r,:L* — L ikili islemi her x, y € L igin
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. _ {1, X<y
Xon Y= y, Aksi halde

olarak tanimlansin. -7, ikili isleminin L {izerinde bir rezidii islemi oldugu agiktir. Boylece,
M = (L, T,, <) bir integral, komiitatif, rezidual, £- monoiddir. T, boéliinebilir bir t-norm
oldugundan M boliinebilirdir. Ancak, a,b € L igin

(a—)TA b)v(b—>TA a) =bVa=c+1
oldugundan M cebirsel giiglii De Morgan kuralini1 saglamaz.

Uyari 2.6. Drossos’un ¢alismasindaki [19] (Hohle [33], Sonug 2.7) Teorem 2.2’ de
cebirsel giicli De Morgan kurali bu teoremin ispati i¢cin gerekli degildir. Asagidaki
Onerme 2.11° de bu teoremin ispat1 igin cebirsel giigli De Morgan kuralmin gerekli
olmadig goriiliir.

Onerme 2.11. M = (L,©®, <) bir integral, komiitatif, rezidual £- monoid olsun. Eger
M bolinebilir ise, © islemine gore tiim idempotent elemanlarin Hy alt kiimesi bir Heyting
cebiri olusturur ve Hy’ deki gerektirme ile © ikili islemine dayanan gerektirme ayni olur.
Ispat: Oncelikle © isleminin bir t-norm oldugunu gostermek igin monotonlugu sagladigini
gostermeliyiz.

Tanim 1.45 (iii)’ de tanmimlanan (R) ozelligiile (x »¢ y) < (x 2@ ¥) olmasindan

xQ@x-=py)<sy
oldugunu benzer sekilde (x © y) < (x © y) olmasindan da

x<(-2ex0y)
oldugunu elde ederiz. x,y,z € L vex < yolsun. y < (z »¢ (y © 2)) olup buradan

x<(z-0 (¥ 0O2)
dir. Boylece

xOz<yQOz
dir. © islemi komiitatif oldugundan her x,y,z€ L i¢in zO x <z O y esitsizligi de
saglanir. Boylece © islemi monotonlugu saglar ve t-normdur.

M = (L,,<) ¢- monoid oldugundan © islemi L {izerinde V- dagilmalidir. Sonug
2.2 uygulanirsa, her x,y € Hy i¢in x Ay = x Oy oldugu elde edilir. M boliinebilir
oldugundan Onerme 2.3 ile < siralamasi < siralamasia esittir. Bdylece her x,y € Hy
icinx Ay =xAgy=xQy dir.

Onerme 2.12. T, [0,1] iizerinde sifir bdlensiz bir t-norm ve (L, <r) bir kafes olsun.
Her a,b € L\ {0} i¢in
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aArb#0
dir.
ispat: Her a, b € L \ {0} i¢in T (a, b) € {a, b}r oldugundan

T(a,b) <y anrhb
dir. Onerme 2.2 ile

T(a,b)<aArb
dir. Eger a Ar b = 0 olsa

T(a,b) =0
olur ki bu ise T t-normunun [0,1] tizerinde sifir bolensiz bir t-norm olmasi ile ¢elisir.

T t-normunun sifir bdlensiz olma sarti kaldirilirsa Onerme 2.12 saglanmayabilir.
Simdi asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 2.6. L =[0,1] ve T =T, olsun. Her a € [0,1] \ {0,1} icin bir b € [0,1] \
{0,1}, b # a elemani a < b olacak sekilde mevcuttur. Buradan aAb =a’ dir. a,b €
[0,1] \ {0,1} oldugundan Ty, (a, b) = 0° dir. Boylece, her a € [0,1] \ {0,1} elemam Ty, t-
normunun sifir bélenidir. Yani Z(T) # @’ dir.

Simdi x,y € [0,1] \ {0,1} elemanlarin1 x # y olacak sekilde segelim ve x Ar,, y = ¢
diyelim. Buradan ¢ <r,, x ve ¢ <r,, ¥’ dir. Bu takdirde #;, ¢, € [0,1] elemanlar1

Tw(£1,x) =cveTy(€y,y) =c
olacak sekilde mevcuttur. Eger #; = 1 olsa x = c olur ki buradan

Tw(#yy)=c=x#0
dir. £, = 0 olsa

0=Ty({y)=c=x
olur ki bu ise bir ¢eligkidir. £, = 1 olsa

xX=Yy
olur ki bu ise kabuliimiiz ile geligir. Boylece ¢, € [0,1] \ {0,1}* dir. £,, ¥ € [0,1] \ {0,1}
oldugundan

0=Ty(#y,y)=c=x#0
celigkisi elde edilir. Yani, £, = 1 olamaz. Yani, ¢, € [0,1) dir. Boylece ¢, € [0,1) ve
x € [0,1] \ {0,1} i¢in

c=Ty(#,x)=0
oldugundan

XAr, ¥y =0
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dir. Bu ise t-norm iizerindeki sifir bolensiz olma sartinin kaldirilmas: durumunda Onerme
2.12’ nin saglanmasi gerekmedigini gosterir.

Teorem 2.3. L bir tam kafes, T, L {izerinde sifir bolensiz sonsuz V- dagilmali bir t-
norm ve

A = {a € L|a, atomlarin bir ailesinin supremumuna esittir}
olsun. Bu takdirde,

i. (A, <7) bir tam kafestir. Ustelik, her a, b € 4 icin

aArb=T(ab)
dir,yani T I A=A’ dir.

ii. Tl A, (A,<7) lizerinde bir t-norm olup sonsuz V-dagilmalidir.

Ispat:

I. Bos kiime tizerinden supremum 0 olup 0 € A’ dir. Boylece, A # @’ dir. a,b € A
olsun.O halde Q; = {a,| a, bir atomdur ve 7 € I;} ve Q, = {ag| az bir atomdur ve g € I,}
kiimeleri mevcuttur dyleki

a=Vg.eq, @r V& b= Vageq,

dir. Simdi

Q1SQ; & axrb (2.2)
oldugunu gosterelim. Her a,, xg, a; # xg atomlar1 igin

T( a;, xﬁ) =0 (2.3)
dir. T sifir bolensiz bir t-norm oldugundan, her a, atomu i¢in

T(apa;) = a; (2.4)

olduguna dikkat edelim. T~ nin sonsuz V- dagilmaliligi, (2.3) ve (2.4) esitlikleri kullanilirsa
T(a,b) = TV az€Q; 41, V ageqQ; aﬁ)

=TV a€Q; Az v ageQ, 9p VVaBEQz\Q1 aﬁ))

% ag€Q2\Q1 T( a, a,B)] v [V ap€Qs T( az, aﬁ)]

az€Q; az€Q;
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= VaﬁEQl T(ay, aﬁ) = VaTEQl T(aga;) = VaTEQl a; =a
az€Q1

oldugu elde edilir. Buradan, a <y b olup a Ay b = a’ dir. Tersine olarak, a <y b ise
Q1 € Q, oldugunu gosterelim. a =V 4 o, a; V€D = Vageq, g icin
a;,<ra<rb
oldugundan a, <t b’ dir. Buradan, bir £ € L
T(b,?) = a,
olacak sekilde mevcuttur. T, sonsuz V-dagilmali bir t-norm oldugundan
T (V agee, ap€) =V apeq, T(ap &) = az
oldugu elde edilir. a; bir atom oldugundan birden fazla ag € Q, i¢in V4 €02 T(ag,?) =
a, olamaz. Boylece bir agzr € Q;
T(ag,?) = a;
olacak sekilde mevcuttur. a, = T( aﬁf,{’) < ag’ Ve a, ag atom oldugundan
a; =ag €Q;
dir. Buradan, Q; S Q, oldugu elde edilir. Boylece, (2.2) ispat edilir.
a,b € A keyfi elemanlar olsun. Farzedelim ki Q; € Q, ve Q, € Q, olsun. O halde
Q: = {a;| a; biratomdurvet € I,} ve Q, = {aﬁ| ag bir atomdur ve € 12} kiimeleri
mevcuttur dyleki
a=Vg,eq, @ V& b= VaﬁeQ2 ag
dir.aAr b = Va,e0.nq, @y oldugunu iddia ediyoruz. (2.2) ile
Va,e0ing, Gy ST @ VeV eqing, Gy ST b
oldugu agiktir. Boylece,
Va,eqing, Oy € MT
dir. t € {a, b}r \ {0} keyfiolsun. O halde, t <y a ve t <7 b olup #1,%; € L elemanlari
T(a,¢,) =t ve T(b,¥,) =t
olacak sekilde mevcuttur. Boylece,
t= T(V ag€Q; 4z, {)1) =V a.€0, T(a.,41)
dir. Her a; € Q, i¢in T(a,,¥;) < a, ve a, bir atom oldugundan T( a;,¥;) = 0 veya

T(a,?,) = a;> dir. Her a; € Q; i¢in T(a,?;) = a, olsa, t =T(V 4,€0, a;, ) =
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V e, @r = aolup t <r b oldugundan a <1 b’ dir. Buradan, (2.2) ile Q; < Q@ olur ki bu
ise kabuliimiiz ile gelisir. Boylece, bir a,, € Q; mevcuttur dyle ki
T( afo,fl) # Qg
dir. a;, bir atom ve T( aTO,{’l) # ar, oldugundan T( aro,{’l) = (0’ dir. Boylece her
a, € Q* € Q, i¢in T(a,, 1) # 0 olacak sekilde bir Q* < Q; alt kiimesi mevcuttur 6yleki
t =Vaeq, T(ant1) =VaeoT(ay, 1) =Va,epr @&y
dir. Benzer sekilde bir Q** € Q, i¢in t = Va,eor Ay esitliginin  saglandigi da
gosterilebilir.
a, € Q" keyfiolsun. (2.2) ile a, <p Va,eor v oldugu agiktir. Ayrica,
aq St Va,ee &v = Va,eom W
oldugundan
Aq ST VaueQ** a,
dir. Boylece bir x; € L elemani igin
o =T (21 Vaeor @) =V aueq T a,)
dir. Her p icin T (xq, a,) = O ise,
a, =0
olur ki bu ise a,’ nin atom olmas: ile celisir. Ustelik, a, bir atom oldugundan birden fazla
ay i¢inag, =V g e+ @, olamaz. Bdylece, bir 7;
aq = by, €Q™
olacak sekilde mevcuttur. Buradan Q* € Q**’ dir. Benzer sekilde, Q** € Q* oldugu
gosterilebilir. Boylece Q* = Q*** dir. Q* = Q™" € Q4 N @, oldugundan (2.2) ile
t=Va,eo & =1 Va,eing, &y
oldugu elde edilir. Boylece a Ar b =V g eq,nq, @y  dir.
{a;|i € I} € A keyfi alalm. Her i € [ i¢in atomlarin Q; kiimesi mevcuttur 6yleki
a; = VCnEQi Cy
dir. Vpa; =V cr€Uic1 Qi CE oldugunu iddia ediyoruz. (2.2) kullanilirsa
a; St Vceeui 0 €8
oldugu elde edilir. Boylece
Vc;eUngi Cs € {ai“—EI}T

dir. s € {a;|i € I}, keyfiolsun. O halde her i € I igin
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a; <t s
dir. ¢; € Ui Q; atomunu keyfi alalim. Buradan, i € I mevcuttur dyleki
cs € Qy,
dir. Boylece, a;, =V creQy, C¢ icin (2.3) ve (2.4) ile
T(cg ai,) = T(ce,V ceeqq, €6) =V eeqq, T(Cer ce) = c¢
olup ¢; <t a;,” dir. Her i € I i¢in a; <7 s oldugundan a;, <y s’ dir. Boylece, <7’ nin
gecisme Ozelligi ile
Ce ST S
oldugu elde edilir. Buradan, £; € L elemanlar
T(s,2g) = c
olacak sekilde mevcuttur. Esitligin her iki tarafina supremum uygulanirsa, T’ nin sonsuz V-

dagilmalilig ile
Veeeuier0i € = VT(s,8¢) =T(s,V )
oldugu elde edilir. Boylece, VCgEUiezQi ce <t solup
Vceeuie 0 €6 = Vrlali € 13

dir. Boylece, (A4, <7) bir tam kafestir. Son olarak, her a, b € A igin

aArb =V aeqn, & =T (Vaea, @V ageq, a5) = T(a,b)
oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece,

TIA=NA;
dir.

ii. Teorem 2.3 (i) ile (4, <7) tam kafestir ve her a,b € A igin T(a,b) = a Ar b’ dir.
A’ nin en biiyiik elemaninin tiim atomlarin supremumu oldugu agiktir. 1, 4 kiimesinin en
biiylik elemanini gostersin. Buradan, Q, L’ deki tiim atomlarin kiimesi olmak {izere
1=V, 5€Q ag’ dir. a € A keyfi alalim. Atomlarin bir @, alt kiimesi

a= Vareq1 Qa;

olacak sekilde mevcuttur. Teorem 2.3 (i)’ nin ispati ile
T(a,1)=T (VaTEQl ar, VaBEQ aﬁ) = (VaTEQl ar) Ar (VaBeQ a,[?)

= Vageoino 3¢ = Vageq, a5 = @
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dir. Boylece, T, (A,<r) lizerinde smur sartin1 saglar. T’ nin, (A4, <7) lizerinde birlesme
Ozelligini ve monotonlugu sagladigi ve komiitatif oldugu aciktir. Boylece, T 1 (4, <r) bir
t-normdur. a € A, {b,|t € Q} € A i¢in
T(a,Vrby) = aAr (Vrby)
=anr (Vby)
= T(a, Vieq br)
= VieqT(a,by) = V7 T(a,by)
olup T | (A, <7) sonsuz Vy-dagilmalidir.
Sonug 2.6. Eger L’ deki atomlar sonlu sayida ve T sifir bolensiz, V- dagilmali bir t-
norm ise Teorem 2.3 yine dogrudur. Yani, (4, <7) bir tam kafestir ve her a, b € A i¢in
aArb=T(a,b)
dir.
Sonug 2.7. L bir tam kafes ve T, L iizerinde sonsuz V- dagilmali sifir bolensiz bir t-
norm olsun. O halde (4, <) bir Boole cebiridir.
Ispat: a,b,c€ A\{0} i¢cin aA;r(bVrc)=(aArb)Vr(aArc) oldugunu
gostermeliyiz. Bunun igin
alAr (bVyc) < (aArb)Vy(aArc)
oldugunu gostermek yeterlidir. O halde, Q; = {a,| a, biratomdurvet € I,} ve Q, =
{a,;| ag bir atomdur ve § € IZ} kiimeleri mevcuttur 6yleki
b=Vg.eq ar V& ¢ = VaﬁeQ2 ag
dir. Teorem 2.3’ iin ispat1 kullanilirsa

aNy (bVyc)=T(a,bVyc) ve

bvrc= (V ar€Qq af) v (VaBEQz aﬁ) = VayteUQZ Ay

oldugu elde edilir. Boylece,
anrr (bVrc)=T(a (Vaeq )V (Vaﬁeq2 aﬁ))
=T(a,V a-€0, a;)VT(a, VaﬁeQz aﬁ)

= (V aye0, T(@ @) V (Vageq, T(a,ap))

dir. a,, ag atomlari igin

T(a,a,) <raA;yb=T(ab) (2.5)
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T(a, aﬁ) <raArc=T(ac) (2.6)

dir. (2.5) ve (2.6) kullanilarak

(V apeq, T(a,a)) v (VaﬁeQz T(a, a,;)) = (V apeq, T(@, a0)) Vr (VaﬁEQz T(a, aﬁ))
<T(a,b) Vy T(a,c)
oldugu elde edilir. Boylece dagilma o6zelligi saglanir. Q, L’ deki tiim atomlarin kiimesi
olsun. O halde b’ nin komplementinin

Vaeo\o, dr
oldugu aciktir.

Ornek 2.7. K bostan farkli bir kiime, |K| >3 ve Ly = {0,p, (t € K),b,1}, 0 <
pr<b<1,T€K vea*p iginp, Apg =0 olsun. O halde Ly {izerinde V- dagilmal
bir t-norm mevcuttur fakat sifir bolensiz V- dagilmali bir t-norm mevcut degildir.
Gergekten;

T, Lg tizerinde sifir bolensiz V- dagilmali bir t-norm olsa

0<rp(T€EK)<rb
dir. Acikea,

A ={0,p, (r €K),b}
dir. p, Apg=0 ve p,Vpg=D>b oldugundan A = {0,p, (z € K),b} bir Boole cebiri
degildir. Bu ise Sonug 2.7 ile celisir.

Teorem 1.14 ile sonlu uzunluklu yerel komplementli bir L kafesi atomik oldugundan
Sonug 2.8’ in ispat1 kolaylikla elde edilir.

Sonug 2.8. Sonlu uzunluklu, yerel komplementli bir L kafesi {izerinde sifir bolensiz
V- dagilmali bir t-norm mevcutsa (L, <) bir Boole cebiridir.

Ispat: L sonlu uzunluklu bir kafes olsun. Buradan L bir tam kafestir. L sonlu uzunluklu ve
yerel komplementli bir kafes oldugundan atomik kafestir. Boylece L = A olup, Teorem 2.3
ile (L, <7) tam kafestir ve her x,y € L i¢in

xAry =T, y)
dir. (L,<7) bir tam kafes ve T, L Kkafesi lizerinde sifir bélensiz V- dagilmali bir t-norm
oldugundan Sonug 2.7 ile (L, <r) bir Boole cebiridir. Her x,y € L igin

xANy=&AY)Ar (xAy) =T(xAy,xAy)

STx,y)<xAy
oldugundan T (x,y) = x A y oldugu elde edilir. Boylece,
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T =A
dir. Onerme 2.2 ile <;E< oldugu agiktir. x,y € L igin x < y olsun. T(x,y) = x Ay = x
oldugundan x < y olup

Sr=<
esitligi elde edilir. Boylece, (L, <) Boole cebiridir.

Sonuc 2.9. Eger L bir atomik tam Brouwerian kafesi ise (L, <) bir Boole cebiridir.
Ispat: Sonug 2.7° de T =A olarak alalim. Buradan, T, L iizerinde V- dagilmalidir ve L tam
Brouwerian kafesi oldugundan L = A’ dir. Boylece, Sonu¢ 2.7 ile (L,<y) bir Boole
cebiridir. T =A oldugundan <r=< olup (L, <) bir Boole cebiridir.

Onerme 2.13. Eger L bir tam Brouwerian kafesi ve T, L iizerinde sifir bolensiz
sonsuz V- dagilmali bir t-norm ise

TlA=<7)=A1lA

dir.
Ispat: Teorem 2.3 (i) ile (4,<r) bir tam kafestir. Teorem 2.3 (ii) ile T | (4, <) bir t-
normdur. Sonug 2.7 ile (4, <7) bir Boole cebiridir. Ozel olarak, Teorem 2.3’ te t-normu A
olarak alalim. L bir tam Brouwerian kafesi oldugundan, A sonsuz V- dagilmali bir t-
normdur. Ayrica A sifir bolensiz bir t-norm olup Sonug 2.7 ile (4,<,) = (4,<) bir Boole
cebiridir. Boylece, her a € 4 igin aAa’ =0 ve aVva' =1 olacak sekilde bir a’ € 4
mevcuttur. Buradan, her a,b € A i¢in

aANb=T(a,1)AT(b,1)

=T(a,bVb')ANT(b,aVa)
= (T(a,b)vVT(a,b")) A(T(b,a)VT(b,a"))
= [(T(a, b) v T(a, b’)) AT(b,a)] VvV [(T(a, b)VT(a, b’)) AT(b,a')]
=T(a,b) Vv [(T(a, b) Vv T(a, b’)) AT(b,a')]
=T(a,b) Vv (T(a, b) AT(b,a’)) V (T(a,b") AT(b,a"))
Esitligin sag tarafinda, T(a,b) < ave T(b,a’) <a'olupT(a,b) AT(b,a’) <aAa =0
oldugundan T'(a,b) AT(b,a’) = 0’ dir. Benzer sekilde, T(a,b") AT(b,a") = 0 olup
aAb=T(a,b)
dir. Boylece, T | (A4,<7) = Al A’ dir.

Onerme 2.14. L bir tam kafes, T sifir bolensiz sonsuz V- dagilmali bir t-norm ve

A(L) atomlarin kiimesi olsun. O halde bir A € L alt kiimesi mevcuttur oyleki A =

#(A(L)) ve A bir Boole cebiridir.
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Ispat: A = {a € L|a atomlarin bir ailesinin supremumuna esittir} olsun. Sonug¢ 2.7 ile

(A, <7) bir Boole cebiridir.

f(Vopi) = Uglpsd
ile tanimlanan f: A — @ (A(L)) donisiimi bir izomorfidir. Gergekten;

a,b € Aicin a = b olsun. O halde atomlarin iki Q4, Q, ailesi mevcuttur dyleki
a= VPi€Q1 pi Veb = VQjEQz aj

dir. a = b oldugundan Vp, o, i = Vq;eq, q; olup her i igin
pi = VQjEQz q;j

dir. Buradan, p; A (Vq]'EQz q j) = p; ‘ dir. T sifir b6lensiz bir t-norm oldugundan

T (Pi; Vg e0, CIj) #0

dir. 0T (pi, Vg e, 1 j) < p; Ve p; bir atom oldugundan

T (Pi; Vgjeo, CIj) =Dpi
dir. T’ nin sonsuz V- dagilmalilig: ile her i igin
pi=T (Pi; Vajeo, CIj) = Vq,e0, T(012 q))
esitligi elde edilir. Farzedelim ki her i ve her j i¢in T(p;, ¢;) = 0 olsun. Buradan
pi=0
olup bu bir ¢eligkidir. Boylece, her i igin en az bir j mevcuttur dyleki
T(pl-, qj) #0
dir. 0 # T(pi, q j) < p; Ve p; atom oldugundan
T(pi,q;) = pi
dir. Ayrica, p; = T(pl-, qj) < q; Ve p;, q; atom oldugundan
bi = q;
dir. Buradan f(vpiEQ1 pi) = Up,eq,{pi} = quEQz{qj} =f (Vq]'EQz q]-) oldugu yani f’ nin
1yi tanimli oldugu elde edilir.
f~ nin birebirligini gosterelim. a, b € A i¢in f(a) = f(b) olsun. O halde
Upeo.pi} = Uq]'EQz{qj}
oldugundan Q; = Q, olup her i igin bir j mevcuttur dyle ki p; = q;’ dir. Boylece
a=Vpeq,Di = Vq]-EQZ q;=>b

oldugu yani f’ nin birebir bir doniisiim oldugu elde edilir.
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X € p(A(L)), yani X < A(L) keyfi olsun. O halde X atomlarin ailesi i¢in
X = Up,:EX{pi}
dir. a = Vp,ex p; diyelim. Agikga a € A olup
f(a') = f(vpiEXpi) = UpiEX{pi} =X
dir. Boylece f oOrtendir.
f’ nin supremum ve infimum koruyan bir doniisiim oldugunu gosterelim. a,b € A
keyfi olsun. Buradan, atomlarin iki Q,, Q, ailesi mevcuttur yleki
a= Vaite a; veb = VajEQz a;
dir. Teorem 2.3’ {in ispat1 ile keyfi {a;|i € I} € A ailesi i¢in Vgeeui 0 3¢ = V{a;li € I}

oldugundan
flaveb)=f ((Vaieal a;) Vr (Va,-eoz aj))

=f (Va#eqlqu a#)

= UauEQluQZ ay

= (Uageor %) U (Uagreg, a¢") = (@) U F(B)
esitligi elde edilir. Teorem 2.3 {in ispati ile keyfi a,b € A i¢in a Ar b =V ¢ eq,nq, Oy

oldugundan
flanyb)=f ((Vaietzl a;) Ar (VajEQz aj))

= f(V ay€Q1NQ; a)’)

=U ay€Q1NQ> ay

= (Uageq, @) N (Uagreq, @) = £(@) 0 £ (b)

dir. Boylece, A = g (A(L))’ dir.

Sonug 2.12. Eger L sinirli ve dagilmali bir kafes ve |A(L)| < oo ise L’ nin bir A alt
kafesi mevcuttur 6yleki A = g (A(L)) olup A bir Boole cebiridir.
Ispat: L iizerindeki t-normu T =A t-norm olarak alalim. L dagilmali bir kafes oldugundan
her x,y,z € L igin

xANyVvz)=(xAy)V(xAz)
dir. T =A oldugundan T(x,yV z) =T(x,y) VT(x,z) olup T V-dagilmali bir t-normdur.
x €L, T =A t-normunun bir sifir béleni olsun. O halde bir y € L eleman1 x Ay # 0 ve

T (x,y) = 0 olacak sekilde mevcuttur. T =A oldugundan bu bir ¢eliski olup T =A t-normu
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sifir bolensizdir. |A(L)| < oo ve ve T =A sifir bolensiz sonsuz V-dagilmali bir t-norm

oldugundan Sonug 2.6 ile (4, <7) = (A4, <) bir tam kafestir ve her a,b € A igin
aANrb=T(a,b)=aAb ve aVrb=aVhb

dir. Boylece, (4, <), (L, <)’ in bir alt kafesi olup Onerme 2.14 ile A = @(A(L)) .



3. iIRDELEME

Bu ¢alismada bir t-norm yardimiyla T-siralama olarak adlandirilan bir kismen
siralama tanimlanarak bu siralamanin 6zellikleri arastirilmastir.

Bu tezin amaci bir L tam kafesi iizerindeki t-norm T’ nin tiim idempotent
elemanlarmin olusturdugu Hy alt kiimesinin t-normlardan elde edilen siralamaya gore tam
kafes olmasi i¢in t-norm lizerindeki sartlar1 belirlemek ve atomlarin supremumu seklinde
yazilabilen, L tam kafesinin tim elemanlarinin A kiimesini, t-normlardan elde edilen
siralamaya gore tam kafes yapan sartlart incelemektir. Bu amagla Oncelikle, normal
siralama ile T-siralama arasinda bir bagmntinin olup olmadigi gézden gegirilmis ve T-
siralamaya gore siralanmis elemanlarin normal siralamaya gore de siralanmig oldugu elde
edilmistir ancak tersinin dogru olmadig1 orneklerle gdsterilmistir. Dogal olarak normal
siralamaya gore zincir (veya kafes) olan bir yapinin T-siralamaya gore zincir (veya kafes)
olmasi gerekmedigi elde edilmistir. Burada su soru akla gelmektedir: Acaba hangi sartlarda
normal siralamaya gore bir kafes olan yapi, ayn1 zamanda T-siralamaya gore de bir kafes
olur? Bir zincir lizerinde tanimlanan bir t-norm i¢in karsilik gelen T-siralamaya gore t-
normun tiim idempotent elemanlarinin kiimesinin bir zincir (kafes) oldugu goriilmiistiir.
Ustelik bir tam kafes {izerindeki t-norm sonsuz v-dagilmali ise, t-normun tiim idempotent
elemanlarinin kiimesinin bir tam kafes oldugu elde edilmistir. Ayrica, bir tam kafes
tizerinde alinan bir t-norm sonsuz V-dagilmali ise her elemami atomlarin supremumu
seklinde yazilan kiimenin, bu sekilde tanimlanan t-norma karsilik gelen T-siralamaya gore

bir tam kafes oldugu da elde edilmistir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz ¢calismada elde edilen baslica sonuclar sunlardir:

1. Bir sinirh L kafesi tizerindeki t-norm yardimiyla <y ile gosterilen bir T-kismen siralama
tanimlanmis ve < ile < siralamalar arasindaki iliski aragtirilmistir.

2. L bir zincir (veya kafes) olsa bile L’ nin <4 siralamasina gore bir zincir (veya kafes)
olmasi gerekmedigi O6rneklerle gosterilmistir. L’ yi < siralamasina gore bir kafes yapan
sart belirlenmistir.

3. T t-normunun tiim idempotent elemanlariin kiimesi H;’ nin <; siralamasina goére bir
tam kafes olmasi igin t-norm tizerinde gerekli bazi sartlar belirlenmistir,

4. Bir integral, komiitatif, rezidual ¢- monoid M = (L,©, <) bdliinebilir ise o halde © ikili
islemine gore tiim idempotent elemanlarin Hy alt kiimesinin bir Heyting cebiri oldugu ve
Hy’ deki gerektirme ile ® ikili islemine dayanan gerektirmenin ayni oldugu ispatlanmustir.
5. Drossos’un [19] (Hohle [33], Sonug 2.7) ¢alismasindaki teoremin ispati i¢in cebirsel
giiclii De Morgan kuralinin gerekmedigi elde edilmistir.

6. Atomlarin supremumu seklinde yazilabilen L’ nin tiim elemanlarinin kiimesini <

siralamasina gore tam kafes yapan t-norm {izerindeki bazi sartlar incelenmistir.



5. ONERILER

1. Ornek 2.1° de (L = [0,1], <pnm)’ nin infimum- yar1 kafes oldugu fakat supremum- yar
kafes olmadig1 gosterilmistir. (L, <1)’yi yar1 kafes (infimum- yar1 kafes veya supremum
yaril- kafes) yapan [0,1] lizerindeki t-normlar karakterize edilmemistir. (L,<r)’ yi yari
kafes (infimum- yar1 kafes veya supremum- yar1 kafes) yapan T t-normlar arastirilabilir.

2. T t-normu Ty, olarak alindiginda (L, <7)’ nin bir kafes oldugu ve Ornek 2.3 de verilen
Ty, dan farkli bir t-norm T igin (L, <7)’ nin kafes oldugu gosterilmistir. (L, <7)’ yi kafes
yapan bu t-normlardan farkli t-normlarin mevcut olup olmadigi arastirilabilir.

3. Teorem 2.1’ de L bir tam kafes ve T, L iizerinde sonsuz V-dagilmali bir t-norm ise
(Hr, <r)’ nin bir tam kafes oldugu ve Teorem 2.3’ de L bir tam kafes ve T, L {izerinde sifir
bolensiz sonsuz V-dagilmali bir t-norm oldugunda (4,<7)’ nin bir tam kafes oldugu
gosterilmistir. L bir tam kafes ve T, L iizerinde keyfi bir t-norm ise (B, <y) tam kafes

olan B < L alt kiimesini tanimlamak igin bagka yontemler arastirilabilir.
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