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Bu tezin amaci, L-bulanik esnek halka ve L-bulanik esnek modiil yapilarmni, temel
ozelliklerini ve bu yapilardan elde edilen sonuglar arasindaki iligkiyi aragtirmaktir.

Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Boliim 1°de ¢alismamizda temel olan bazi tanim ve
teoremler ifade edilmistir. Boliim 2 ise ii¢ kisimdan olusmaktadir. ilk kistmda L-bulanik esnek
kiimeler iizerinde yeni ikili islemler tanimlanmis ve bunlara bagli 6zellikler elde edilmistir. Ikinci
kisimda, L-bulanik esnek halka kavrami verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler incelenmis, L-
bulanik alt halkalarla ve esnek halkalarla arasindaki iligkisi arastirilmistir. Son kisimda ise L-
bulanik esnek modiil kavrami verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler incelenmis, L-bulanik alt

modiillerle ve esnek modiillerle arasindaki iligkisi arastirilmustir.
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The aim of the present thesis is to investigate the structures of L-fuzzy soft ring and L-fuzzy
soft module, the basic features of them and the relationship between the results obtained from this
structures.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and theorems
which are crucial for our study are stated. Chapter 2 contains three parts. In the first part, some
new binary relations on L-fuzzy soft sets are defined and features associated with them are
obtained. In the second part, the notion of L-fuzzy soft ring is given and algebraic properties
belonging to these are examined, and its relationship with subrings and L-fuzzy subrings is
investigated. In the last part, the notion of L-fuzzy soft module is given and algebraic properties
belonging to these are examined. Also, its relationship with submodules and L-fuzzy submodules
is investigated.

Key Words: Soft set, Soft ring, Soft module, L-fuzzy soft set, L-fuzzy soft ring, L-fuzzy soft
module

Vil



SEKILLER DIiZiNi

Sayfa No
Sekil 1.1 (L={0, &, 8,13, <) KafESi. ..o 7
Sekil 1.2. (L={0, &, 8,1}, <) KAFESI....c.eoiiiiiiiiiiciece e 23
Sekil 1.3. (L={0, &, 8,1}, <) KAFESI....c.eoiiiiiiiiiiiiceee e 28
Sekil 2.1, (L={0, &, 8,13, <) KafESi......oorirriiireriiierceiiecseessseesssssssse 35
Sekil 2.2. (L={0, &, B, 7, L}, <) KafeSi ....cvvvriciriiiniicccssssescsses 35
Sekil 2.3. (L={0, &, 8,13, <) KAfESi......ooumrrieicrriiercesieeseeiesseeisssesee s 38
Sekil 2.4. (L={0, &, 8,13, <) KAfESi......ooomrriiicrriiercesiiesresisessesiessesee s 39
Sekil 2.5. (L={a,0,C,d}, <) KafESi...cvcieiiiiiiiiece e 49
Sekil 2.6. (L={a,b,C,d,€}, <) KafeSi ....covciiiiiiiiiccee e 49
Sekil 2.7. LI(R), Esi, (R),ESi_ (R) KUMELETi .....oouurvereiiciiieeiireiieceeseseieceiesesieseeons 51
Sekil 2.8. (L={a,b,C,d,e}, <) KafESi ....cceiuiiiiiiicecccc e, 53
Sekil 2.9. (L={a,b,C,d}, <) KafESi.c.ooiiviiiriieiiciceceee e 62
Sekil 2.10. (L={a, B, 7}, <) KafeSi ..o 63
Sekil 2.11. L[M], ESm[M], ESM[M] KGmeleri........ccoovvurmmmrirnmmiiinniiinnniisnniisessees 65

VI



TABLOLAR DIZIiNi

Tablo 1.1. R=7Z, xZ, nin L-bulanik idealleri

Tablo 1.2. R=7Z, xZ, nin L-bulanik alt halkalari............cc.ccccooriiniiiniiiicc



A(R)
IR)
S(M)
@
X
Xa

H,

L(R)
LI(R)
L[M]

©

P(V)
Des(F,A)
Es(U)
Es(V)

c

C

SEMBOLLER DiZiNi

: Reel sayilar kiimesi

: Tamsayilar kiimesi

: Dogal sayilar kiimesi
: Bos kiime

. L kafesi

: L sirali kiimesi

: Supremum

: Infimum

: Kartezyen ¢arpim

: Toplam

: R halkasinin biitiin alt halkalarinin kiimesi
: R halkasinin biitiin ideallerinin kiimesi

: M modiiliiniin biitiin alt modiillerinin kiimesi
: Izomorfi

- Giiglii toplam

: X’in biitiin L-bulanik alt kiimeleri

. A kiimesinin karakteristik fonksiyonu
. 4 ‘niin « -seviye alt kiimesi

: R halkasinin biitiin L-bulanik alt halkalarinin kiimesi
: R halkasinin biitiin L-bulanik ideallerinin kiimesi
: M modiiliiniin biitiin L-bulanik alt modiillerinin kiimesi
- 1deal garpimi
. U kiimesinin gii¢ kiimesi
: (F,A) esnek kiimesinin destegi
: U kiimesi tlizerindeki biitlin esnek kiimeler
: U kiimesi lizerindeki biitiin giiclii esnek kiimeler
: Alt kiime

: Daraltilmig esnek alt kiime



> < I & D C

X

IN

1M

> < IO C°C DO C

: Esnek kiimelerin birlesimi
: Esnek kiimelerin arakesiti

. Esnek kiimelerin daraltilmis birlesimi
. Esnek kiimelerin genisletilmis arakesit
: Esnek kiimelerin V -birlesimi

: Esnek kiimelerin A -arakesiti

: Esnek kiimelerin kartezyen ¢arpimi

- 1ki esnek kiimenin toplami
- Iki esnek kiimenin daraltilmis toplami
: Iki esnek kiimenin kartezyen toplami

: Esnek fonksiyon

: Esnek tam esleme

: R halkasi lizerindeki biitiin esnek halkalar

: R halkasi lizerindeki biitiin gli¢lii esnek halkalar

. R halkasi tizerindeki biitiin esnek idealler

. R halkasi tlizerindeki biitiin gii¢lii esnek idealler

: Esnek halka izomorfisi

: M modiilii iizerindeki biitiin esnek modiiller

: M modiilii tizerindeki biitiin giiclii esnek modiiller

: Esnek modiil izomorfisi

: U kiimesi tlizerindeki biitlin L-bulanik esnek kiimeler

. U kiimesi lizerindeki A parametreli L-bulanik esnek kiimeler
. L-bulanik esnek alt kiime

. Daraltilmis L -bulanik esnek alt kiime

. L-bulanik esnek kiimelerin birlesimi

: L-bulanik esnek kiimelerin arakesiti

. L-bulanik esnek kiimelerin daraltilmis birlesimi

: L-bulanik esnek kiimelerin genisletilmis arakesiti

. L-bulanik esnek kiimelerin V -birlesimi

: L-bulanik esnek kiimelerin A -arakesiti

Xl



*C @x @> @c X

* D

Esa(R)
Esi(R)
Esaa(R)
Esia(R)

=R

Es m[M]
Esma[M]
<

=im]

: L-bulanik esnek kiimelerde

. L-bulanik esnek kiimelerde daraltilmig

. L-bulanik esnek kiimelerin kartezyen carpimi
: L-bulanik esnek kiimelerin toplami
. L-bulanik esnek kiimelerin daraltilmis toplami

: L-bulanik esnek kiimelerin kartezyen toplami

[TFOR D)
*

islemi

g 9
*

islemi

. L-bulanik esnek kiimelerde kartezyen “* ” islemi

. L-bulanik esnek tam esleme

. R halkasi lizerindeki biitiin L-bulanik esnek halkalar

: R halkasi lizerindeki biitiin L-bulanik esnek idealler

. R halkasi lizerindeki A parametreli L-bulanik esnek halkalar

. R halkasi izerindeki A parametreli L-bulanik esnek idealler

. L-bulanik esnek alt halka

. L-bulanik esnek halka izomorfisi

: M modiilii iizerindeki biitiin L-bulanik esnek modiiller

: M modiilii iizerindeki A parametreli L-bulanik esnek modiiller

. L-bulanik esnek alt modil

: L-bulanik esnek modiil izomorfisi

Xl



1. GENEL BILGILER

1.1.Giris

Gilnliik hayatta karsilastigimiz her olayr agiklamak ve kesin tanimlamalarda
bulunmak her zaman miimkiin olmayabilir. Baz1 olaylar belirsizlikler ve dogrusal olmama
ozellikleri tagir. Cismin 1s1sin1 kaybetmesi, kapasitoriin sarj veya desarj olayr bu dogrusal
olmama Ozelliklerine birer 6rnek olarak gosterilebilir. Bir miktar uranyumun bozulmasi
sirasinda hangi atomun ne zaman bozulacaginin bilinmemesi de belirsizlik tasiyan bir
olaydir. Cevremizde buna benzer belirsizlik tasiyan bir¢ok olay vardir. Zaman gectikce
cevremizde bulunan belirsizligin nesnel olarak incelenmesi icin bilinen yontemlerin
disinda bilimsel yontemlere de ihtiyag duyulmaktadir. Belirsizligin bircok ¢esidine
ozellikle biyoloji, ekonomi, miithendislik, ¢evresel bilimler, sosyal bilimler ve tip bilimleri
gibi alanlarda sik rastlanmaktadir. Bundan dolay1 bilim adamlar1 belirsizligi anlamak ve
buna uygun ¢éziimler bulmak i¢in bir¢ok teori gelistirmeye baslamiglardir. Olasilik teorisi,
bulanik kiimeler teorisi [70], yaklasimli kiimeler teorisi [55], esnek kiimeler teorisi [47] en
iyi bilinen ve belirsizligi modellemek i¢in sik sik kullanilan faydali matematiksel
yaklasimlardan bazilardir.

Bulanik kiime teorisi ilk olarak Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilmistir [70].
Bulanik mantiga gére evrendeki bir nesne, o evrendeki bir kiimenin mutlaka elemanidir
ama eleman olma derecesi farklidir. Bulanik mantik, dilsel degiskenler yardimiyla biraz
sicak, 1lik, uzun, ¢ok uzun, soguk gibi giinlik hayatimizda kullandigimiz kelimeler
yardimiyla insan mantigina en yakin dogrulukta denetimi saglayabilir. Bulanik mantik
denetleyici kullanilarak elektrikli ev aletlerinden oto elektronigine, giindelik kullandigimiz
i makinelerinden iiretim miihendisligine, endiistriyel denetim teknolojilerinden
otomasyona kadar her alanda uygulama alan1 bulabilir.

Bulanik kiime kavrami uygulamali bilimlerde kullanim alani buldugu kadar teorik
bilimlerde de kullanilmaktadir. Rosenfeld [58]’de bulanik kiime kavramini kullanarak
bulanik grup teoriyi gelistirmistir. Bulanik grup teorinin temel ozellikleri klasik grup
teorideki sonuclar kullanilarak elde edilmistir. Cok sayida arastirmaci cebirsel yapilarin bu

yeni kavramin Ozelliklerini ¢alismiglardir. Bulanik gruplar kullanilarak daha karmasik



bulanik cebirsel yapilar olan bulanik halkalar ve bulanik idealler Liu tarafindan [39]’da
calisilmistir. Nanda [53]’de bulanik kiime kavramini cisim ve lineer uzaylara uyarlayarak
yeni bir kavram ortaya atmistir.

Belirsizlige farkli bir yaklasim olan esnek kiime teori ise ilk olarak Molodtsov (1999)
tarafindan [47]’de belirsizlige farkli bir yaklagim olarak tanimlandi. Esnek kiimeler birgok
yonii ile zengin bir uygulama potansiyeline sahiptir. Bu uygulamalardan birkag tanesi
Molodtsov tarafindan kendi ¢alismasinda incelenmistir. Son yillarda ise esnek kiimeler
lizerine yapilan ¢alismalar hizlica artmaktadir.

Molodtsov [49]’da siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun teori, yoneylem
aragtirmasi, Rienmann integrali, Peron integrali, olasilik teori, 6l¢iim teori gibi bir ¢ok
alana esnek kiime teoriyi uyguladi. Daha sonra Maji vd. [43]’de esnek kiime islemlerini
tanimladi. Maji vd. [42]’de, Pawlak’in [55]’deki yaklasimli kiime teorisi yardimiyla, bir
karar verme probleminde esnek kiimelerin bir uygulamasini yapti ve esnek kiimelerde bazi
islemleri tanimladi. Xiao vd. [62]’de esnek kiime temelli is rekabet kapasitesi igin yapay
bir hesaplama metodu iizerine bir ¢alisma yapti. Chen vd. [9, 10]’da esnek kiimelerin
parametre doniisiimlerini tanimladilar ve bir karar verme probleminde esnek kiimelerin
uygulamasini1 gelistirdiler. Xiao vd. [63]’de ve Pei ve Miao [56]’da esnek tabanli bilgi
sistemleri {izerine ¢alismalar sundular. Mushrif vd. [52]’de esnek kiime temelli
smiflandirmalar {izerine bir makale yayinladilar. Molodtsov [48]’de esnek kiime teorisi
tizerine dayal1 bir analiz gelistirerek, esnek say1, esnek tiirev, esnek integral gibi kavramlari
formiile etti. Bu analiz, Kovkov vd. tarafindan [37]’de optimizasyon teorisi ile ilgili
problemlere uygulandi. Zou ve Xiao [73]’de tam olmayan bilgi altinda esnek kiimelerin
veri analizi yaklagimlarini sundular. Ali vd. [3]’de esnek kiimelerde, iki esnek kiimenin
daraltilmis arakesiti, daraltilmig birlesimi, daraltilmis farki ve genisletilmis birlesimi gibi
bazi1 yeni tanimlar verdiler.

Daha sonra esnek kiimeler ve bunlara ait cebirsel 6zellikler de bazi arastirmacilar
tarafindan ¢alisilmaya basland. Ilk olarak Aktas ve Cagman [2] de esnek kiime teorisinin
bulanik kiime teorisi ve kaba kiime teorisi ile olan iliskisini incelediler. Ayrica
Molodtsov’un esnek kiime tanimindan yola ¢ikarak esnek gruplari tanimladilar ve esnek
gruplarin bazi1 6zelliklerini incelediler. Jun [26]’da esnek BCK/BCI-cebirleri ve esnek alt
cebir kavramlarini ortaya atarak, onlarin bazi temel 6zeliklerini elde ettiler. Jun ve Park
[28]’de esnek kiimeleri BCK/BCI-cebirlerine uygulayarak, BCK/BCI-cebirlerinde esnek

kiimelerin cebirsel Ozeliklerini tartisti. Park vd. [54]’de esnek WS-cebirleri iizerine bir



calisma yapti. Feng vd. [16]’da esnek kiime teorisini kullanarak esnek yari halkalar1 ve
bunlarla ilgili baz1 6zelikleri incelediler. Sun vd. [60]’da esnek modiilleri tanimlayarak
modiiller yardimiyla bazi temel 6zellikleri elde ettiler. Jun vd. [27]’de degismeli esnek
ideal kavramini vererek degismeli idealistik esnek BCK cebirlerini incelediler. Jun vd.
[30]’da esnek p-idealler ve p-idealistik esnek BCl-cebirleri kavramlarini ortaya koydular
ve BCl-cebirlerinde p-ideallerin karakterizasyonunu verdiler. Jun vd. [29]’da esnek d-
cebirler, esnek d’-cebirler, esnek d-idealler, esnek d’-idealler ve d-idealistik esnek d-
cebirler kavramlarini vererek onlara ait bazi 6zellikleri incelediler. Jun ve Park [31]’de
esnek kiime kavramini hilbert cebirlerine uyguladilar ve bunlara dair bazi 6zellikleri
incelediler. Acar vd. [1]’de esnek halkalar1 tanimladilar ve esnek halkalarin bazi temel
ozelliklerini incelediler. Babitha ve Sunil [6]’da esnek kiime bagintis1 kavramini ele aldilar
ve bu kavramla ilgili denk esnek kiime bagintisi, boliim, birlesim, fonksiyon gibi bir¢ok
kavram tartigtilar. Cagman ve Enginoglu [11]’de esnek matrisleri ve onlarla ilgili islemleri
tanimladilar. Ayrica bir esnek maksimum-minimum karar verme metodunu olusturdular.
Feng vd. [18]’de bulanik kiimeler, kaba kiimeler ve esnek kiimelerin hepsini birlestirmek
icin bir yap1 olusturdular. Gong vd. [20]’de bijektif esnek kiime kavramini ortaya koydular
ve onlar iizerinde bazi kavramlari incelediler. Ayrica karar verme problemi i¢in bijektif
esnek kiimelerin bir uygulamasim tartistilar. Kazanci vd. [35]’de esnek BCH-cebirlerini
tanimlayarak esnek kiimelerin homomorfik goriinti ve homomorfik ters goriintii
teoremlerini verdiler. Majumdar ve Samanta [46]’da esnek doniisiim kavramini verdiler ve
onlarin baz1 ozellikleri iizerinde calistilar. Ustelik esnek doniisiim altinda bir esnek
kiimenin resmi ve ters resmi gibi yeni kavramlar verdiler. Liu vd. [40]’da esnek halkalarin
bazi smiflarmi tanimlayarak esnek halkalarda birinci, ikinci ve fglincli izomorfi
teoremlerini verdiler. Qin ve Hong [57]’de esnek kiimelerin kafes yapisini insaa ettiler,
esnek esitlik kavramini incelediler ve bunlarla ilgili baz1 6zellikler elde ettiler. Zhan ve Jun
[71]’de bulanik kiimeler lizerinde esnek BL-cebirlerini incelediler. Xu vd. [65]’de vague
esnek kiime kavramini vererek bunlara ait 6zellikleri incelediler. Atagiin ve Sezgin [4]’de
Molodtsov’un esnek kiimelerle ilgili tanimin1 kullanarak bir halkanin esnek alt halkalar1 ve
esnek idealleri tlizerinde calistilar. Ayrica bir cismin esnek alt cismi ve bir sol R-modiiliin
esnek alt modiillerini ele alarak halkalar, cisimler ve modiillerin esnek alt yapilari
arasindaki iligkiyi ortaya koydular. Yamak vd. [66]’da esnek hypergrupoid kavramini
verdiler ve esnek hypergrupoidlerin L-alt hypergrupoidlerle olan iligkisini inceledilr.

Ayrica esnek hypergupoidlerin bazi yeni 6zelliklerini elde ettiler. Celik vd. [14]’de esnek



kiimeler iizerinde yeni ikili islemler verdiler ve esnek halkalarla ilgili yeni 6zellikler elde
ettiler. Tirkmen ve Pancar [61]’de esnek alt modiillerin bazi 6zelliklerini ortaya koydular
ve esnek alt modiillerin toplami, direk toplami gibi baz1 yeni kavramlari incelediler.

Bazi arastirmacilar bulanik esnek kiimeler ve bunlara ait cebirsel 6zellikler iizerinde
calistilar. ik olarak Maji vd. [41]’de bulanik esnek kiime kavramim verdiler ve onlar
izerinde bazi sonuglar1 elde ettiler. Maji vd. [44]’de sezgisel bulanik esnek kiime
kavramini vererek bununla ilgili 6zellikleri arastirdilar. Roy ve Maji [59]’da kesin olmayan
coklu gozlem bilgisinden yola ¢ikarak bir nesneyi tanimlamanin yeni bir metodunu
sundular. Jin-liang vd. [25]’de bulanik esnek grup kavramini verdiler ve bunlarla ilgili bazi
sonuglar elde ettiler. Yang ve vd. [68]’de interval degerli bulanik kiimeleri ve esnek
kiimeleri birlestirerek interval degerli bulanik esnek kiimeleri tanimladilar. Kong vd.
[36]’da bir karar verme problemi i¢in bulanik esnek kiimelere teorik bir yaklasim sundular.
Aygiinoglu ve Aygiin [5]’de bulanik esnek grup yapisini inceliyerek esnek fonksiyonlari
ve bulanik esnek homomorfileri tanimladilar. Xiao vd. [64]’de bulanik esnek kiimeler
tizerinde birlestirilmis tahmin yaklasimlari ile ilgili calisma sundular. Cagman vd. [12]’de
bulanik esnek kiimeler iizerinde daha etkili karar verme metodunu insaa etmek i¢im
bulanik esnek birlestirme operasyonunu tanimladilar. Feng vd. [17]’de bulanik esnek
kiimeler iizerinde karar verme problemine uygulanabilir bir yaklasim sundular. Jiang vd.
[24]’de interval degerli sezgisel bulanik esnek kiimeleri tanimladilar ve bunlarin bazi

ozelliklerini ortaya koydular. Jun vd. [32]’de bulanik esnek BCK/BCI cebirleri kavramini
ortaya koyarak onlarin 6zelliklerini incelediler. Jun vd. [33]’de (e , € vq )-bulanik p-

idealleri ve bulanik p-ideallerin esnek kiime teorisi ile iliskisini incelediler. Majumdar ve
Samanta [45]’de genellestirilmis bulanik esnek kiimeleri tanimladilar ve onlarin bazi
ozellikleri tlizerinde calistilar. Ayni g¢alismada karar verme probleminde ve tibbi tani
probleminde genellestirilmis bulanik esnek kiimelerin bir uygulamasmi yaptilar. inan ve

Oztiirk [22]’de bulanik esnek halka, (e € v(q )-bulanik esnek alt halka kavramlarini

vererek onlarla ilgili bazi temel 6zellikleri incelediler. Yang [67]’de bulanik esnek yari
gurup ve bulanik esnek ideal kavramlarimi verdi. Yin vd. [69]’da sezgisel bulanik esnek
kiimelerin cebirsel yapisini incelediler ve bunlara ait yeni 6zellikleri ortaya koydular. Celik
vd. [15]’de bulanik esnek kiimelerin halka teorisindeki uygulamalarini incelediler ve
bunlara ait yeni ozellikleri elde ettiler. Son olarak Li vd. [38]’de daha 6nce Maji vd.

tarafindan [41]’de ortaya konulan bulanik esnek kiime kavramini herhangi bir L tam boole



kafesine genisleterek L-bulanik esnek kiime kavramini verdiler ve L-bulanik esnek
kiimelerin kafes yapisin1 ortaya koydular.

Bu tezin amaci, L-bulanik esnek halka ve L-bulanik esnek modiil yapilarini, temel
Ozelliklerini ve bu yapilardan elde edilen sonuglar arasindaki iliskiyi aragtirmaktir.

Bu ¢alisma iki boliimden olusmaktadir. Bolim 1°de ¢alismamizda temel olan bazi
tanim ve teoremler ifade edilmistir. Boliim 2 ise ii¢ kisimdan olusmaktadir. ilk kistmda L-
elde edilmistir. Ikinci kisimda, L-bulanik esnek halka kavrami verilerek bunlara ait cebirsel
ozellikler incelenmis, L-bulanik alt halkalarla ve esnek halkalarla arasindaki iligkisi
arastirtlmistir. Son kisimda ise L-bulanik esnek modiil kavrami verilerek bunlara ait
cebirsel Ozellikler incelenmis, L-bulanik alt modiillerle ve esnek modiillerle arasindaki

iliskisi arastirilmistir.



1.2. Kafesler

Bu boliimdeki kafeslerle ilgili Tanim ve Teoremler [8]’den derlenmistir.

Tanmm 1.1. L bostan farkli bir kiime ve " <" L iizerinde bir bagint1 olsun. L’ye
sirali kiime denir. <

) VaeLlLigin a<a

ii) Va,beLi¢cina<b veb <aisea=b

iii) Va,b,ceLicina<b veb<cisea<c

L siral1 kiimesi (L, <) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 1.2. (L, <) bir sirali kiime olsun.

i) L’ye kafes denir < V a,bel i¢cin Sup{a,b}=a v b ve Inf{a,b}=a A b
mevcuttur.

ii) L’ye zincir denir < V a,beLigin a<b veyab <a.

iii) L’ye tam kafes denir <> VT < L icin SupT ve InfT mevcuttur.

iv) L’ye modiiler kafes denir < L kafesve Va,b,celL, a <b i¢in

av(bac)=ba(avec).

V) L’ye dagilimli kafes denir < L kafes ve Va,b,c e Ligin

av(bac)=(avb)a(avc) ve an(bvc)=(anb)v(anc).

Tanmm 1.3. (L,<) bir kafes ve &= T < L olsun. T’ye alt kafes denir. < Va,beT
icin avb,aanbeT dir.

Tamim 1.4. L bir kafes, O e L ve ¥xeL igin 0<X ise L’ye alttan sinirli kafes denir
ve (L,<,0) ile gosterilir. 1e L ve VX el igin Xx<1ise L’ye istten smirh kafes denir ve
(L, <)) ile gosterilir.

L kafesi tistten ve alttan sinirh ise L’ye sinirli kafes denir ve (L, <,0,1) ile gosterilir.

Aksi soylenmedikge biitiin kafesler sinirli kafes olarak ele alinacaktir.

Tanmm 1.5. (L,,<), (L,,<) swrali kiimeler ve f :L, — L, bir fonksiyon olsun.

f *ye sira korur (artan) denir.<< Va, bel, i¢in a<b ise f(a)< f(b).

Tamm 1.6. (L, <), (L,,<) kafesler ve f:L, — L, bir fonksiyon olsun. f ’ye kafes
homomorfisi denir.< Va, be L, i¢cin f(aab)=f(a)A f(b) ve f(avb)=f(a)v f(b).

Tanmmm 1.7. (L,v,A) bir tam kafes olsun. L’ye sonsuz v -dagilimh kafes denir. <



Vab eL,ieA igin a/\(.\{\bi):.\{\(a/\b.)-

Sonsuz v -dagilimli kafeslere asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

Ornek 1.1.
1) L=g(A) olsun. T, SeL i¢in T<S<TcS ise (L, <) sonsuz v -dagilimli
kafestir.
2) L={0, «, 8,1} olmak iizere
1
VRN
«a B
AN 0 /

Sekil 1.1. (L={0, &, B ,1},<) Kafesi

siralamast ile (L, <) sonsuz v -dagilimli kafestir.

3) L sonlu bir kiime ve (L, <) dagilimli kafes ise (L,<) sonsuz v -dagilimli
kafestir.

4) L=[0,1] ise (L,<) sonsuz v -dagilimli kafestir.

5) (L1, <) ve (Lp, <) sonsuz v -dagilimli kafesler ise (LyxLy, <) sonsuz v -

dagiliml kafestir.
Burada Lj x L, tizerinde “<” siralama bagintis1 (a,b)<(c,d )< a<c ve b<d
olarak almiyor. Aksi belirtilmedikge L; x L, iizerinde siralama bagintis1 buradaki

tanimlama olarak alinacaktir.

1.3. Halkalar, idealler ve Modiiller

Bu kisimda halkalar, idealler ve modiiller i¢in bilinen bazi temel tanim ve teoremler
verilecektir. Bu boliimdeki tanim ve teoremler [19, 21]’den derlenmistir.

Tamm 1.8. & # R bir kiime ve “+” ve “-” R lizerinde taniml iki ikili islem olsun.
R’ye bir halka denir. <

R1) (R,+) degismeli bir grup

R2) (R, -) yar1 grup

R3) V a,b,ceR i¢in a-(b+c)=a-b+a-c ve (a+b)-c=a-c+b-c



R bir halka olsun. Eger VaeR i¢in 1g- a=a-1; =a olacak sekilde 1re R mevcut
ise R’ye birim elemanli halka denir ve 1g elamanina da R halkasinin birim eleman1 denir.
Eger R halkasi, V X,y € R i¢in x-y=y-x kosulunu gercekliyor ise R’ye degismeli
(komutatif) halka denir.

(R,+) abel grubunun birim elemanma R halkasinin sifir eleman1 denir ve Og =0 ile
gosterilir. Bu ¢aligmada biitiin halkalar en az iki elemana sahip birim elemanli halka olarak
ele alinacaktir.

Halkalara asagidaki o6rnekleri verebiliriz.

Ornek 1.2.

1) neN\{0} i¢in (Z,, +,-) birim elemanl: bir halkadur.

2) (R,+-),(Z,+-), (Q,+,-) birim elemanli degismeli halkalardir.

3) neN\{0,1} igin (M, (R),+,-) birim elemanl: bir halkadur.

4) vn,meN\YO0,1} i¢in (Z,xZ,,, +,-) birim elemanli degismeli bir halkadur.

Tamm 1.9. { X, |i € A} bostan farkli kiimelerin bir ailesi olsun.

[TX =€) lie A, x eX}

ieA
kiimesine { X, |i € A} ailesinin kartezyen ¢arpimi denir.

Teorem 1.1. {R, | i € A} halkalarin bir ailesi ise

@)+@[®)=(a+h) ve (&) -(B)=(a-b)
ikili islemleri ile H R, bir halkadir.

ieA

Teoremde ifade edilen I_IRi halkasina {R.|ie A} halkalar ailesinin kartezyen

ieA
carpimi denir.
(R,+) degismeli bir grup ve {S, |i € A} R’nin bostan farkli alt kiimelerinin bir ailesi
olmak iizere {a +a, +..... +a |Vaij eSij, neN \{0}} kimesine {S;|ie A} ailesinin

toplamu denir ve ZSi ile gosterilir.
ieA

Tammm 1.10. (R, +, -) bir halka ve & =1 < R olsun. I’ya R’nin bir alt halkas1 denir
< Va,belicin a-bel ve a-bel.
Tanmmm 1.11. (R, +, -) bir halka ve & #1 < R olsun. I’'ya R’nin bir sol (sag) ideali

denir < Vva,bel igin a—bel ve r-ael (a-rel). Eger I, R’nin sol ve sag ideali ise



I’ya R’nin ideali denir. A¢ik olarak I, R’nin bir ideali ise I, R’nin bir alt halkasidir.
{0} ve R, R’nin idealleridir ve bu ideallere R halkasinin trivial idealleri denir.
LJ R nin alt kiimeleri olmak tizere, 1®J={ Z v.z,=x| yi€l, zieJ, ne N\{0}}
ieA
kiimesine I ile J kiimelerinin ideal ¢arpimi denir. Eger I ve J R halkasinin idealleri ise 1©J
kiimesi de R halkasinin idealidir.

13

Acik olarak R halkasinin biitiin alt halkalarinin ve ideallerinin kiimesi “c” bagintisi
ile siral1 kiimedir ve bu kiimeler sirasiyla A(R) ve I(R) notasyonlari ile gosterilecektir.

Teorem 1.2. R bir halka {S; |i € A} R’nin ideallerinin bostan farkli bir ailesi ise

ZSi kiimesi {S; | i € A} ideallerini kapsayan en kiigiik idealdir.

ieA
Teorem 1.3. {S,|i€ A} R’nin alt halkalarmin (ideallerinin) bir ailesi olsun. Bu

taktirde N S,, R’nin bir alt halkasi (ideali) dir.

Sonug 1.1. {S, |i € A} R’nin ideallerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde;

i) Sup{S;|ieA}= D S, ve Inf{S,|i cA}=nN§,,

ieA
i) (I(R), <) tam kefestir.
Teorem 1.4. {R,|i € A} halkalarin bir ailesi olsun. Bu takdirde;

) VieA igin S eA(R;)ise ]S cA(]R,).

ieA ieA
i) VieA i¢in S e I(R))ise J]S; el(J]R)).
ieA ieA

Tanmm 1.12. R ve S iki halka olsun. ¢:R — S fonksiyonuna R’den S’ye bir halka
homomorfisi denir. < V X,y eRigin ¢(X+ Y)=@(X)+o(y) ve d(x-y)=¢(x)-4(y).

Tamm 1.13. ¢ :R — S halka homomorfisi olsun.

i) Eger ¢ birebir ise ¢ ’ye bir monomorfi,

i) Eger ¢ Orten ise ¢ ’ye bir epimorf,

iii) Eger ¢ birebir ve Orten ise ¢ 'ye bir izomorfi
denir.

Eger ¢:R — S bir halka izomorfisi mevcut ise R ile S halkalarina izomorftur denir
ve R = S ile gosterilir.

Onerme 1.1. ¢:R — S bir halka izomorfisi ise ¢ :S— R bir halka izomorfisidir.
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Tanim 1.14. ¢:R — S bir halka homomorfisi olmak iizere;

Resg ={ ¢(r)|reR } ve Cekg={reR | ¢(r)=0; } kiimelerine sirasiyla ¢ ’nin
goriintiisii ve ¢ekirdegi denir.

Teorem 1.5. ¢:R—S ve 6:S— T halka homomorfileri olsun. Bu takdirde;

1) Cek ¢ €l(R) ve Res¢ € A(S),

i) 6o ¢ :R—T halka homomorfisidir.

Tamm 1.15. R bir halka ve (M,+) degismeli grup olsun.

:RxM —> M
(r,p)—>r-p

doniisimii Vr,s € R ve Vp,q e M igin

r-(p+q)=r-p+r-q

(r+s)-p=r-p+s-p

(r-s)-p=r-(s-p)
kosullarin1 sagliyorsa M’ye (sol) R-modiil denir. Eger R birim elemanli bir halka ve
VpeM igin 1- p = p ise M’ye iiniter R-modiil denir.

Bu ¢aligmada biitiin R-modiiller {initer R-modiil olarak alinacaktir. Ayrica r ER ve
MEM olmak iizere “r.m” yerine “r m” kullanilacaktir.

Modiillere asagidaki drnekleri verebiliriz.

Ornek 1.3.

1) (G,*) degismeli bir grup ise G bir Z -modiildiir.

2) (R,*,-) bir halka ise R bir R-modiildiir.

3) (R,+,-) bir halka ve I R’nin bir ideali ise I bir R-modiildiir.

4) R bir halkaise M_, (R) bir R-modiildiir.

nxn

Teorem 1.6. {M, |i € A} R-modiillerin bostan farkl bir ailesi olsun. Bu takdirde;
(Xi)+(yi)=(xi+yi)l r(Xi):(rXi)
islemleri ile H M. bir R-modildiir. Bu modille {M,|ieA} R-modiller ailesinin

ieA

kartezyen ¢arpimi denir.

Tamim 1.16. M bir R modiil ve & #Nc M olsun. N’ye M nin bir alt modiilii denir

< Va,beN ve VreR igin a+be N ve r-ae N dir. Agik olarak M modiiliiniin biitiin
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alt modiillerinin kiimesi c ” bagmtis1 ile sirali kiimedir ve bu kiime S(M) ile

gosterilecektir.

Ornek 1.4.

1) R bir halka ise R’nin R-modiil olarak diisiiniildiigiinde R-alt modiilleri R
halkasinin sol idealleridir.

2) M bir R-modiil ve X € M olsun. Bu takdirde Rx={rx|r eR} kiimesi M’nin
bir R-alt modiiliidiir.

Teorem 1.7. M R-modiil, {M, |i € A} cS(M) ise N M. e S(M) dir.
Teorem 1.8. M R-modiil, {M. |i € A} M’nin alt modiillerinin bostan farkl1 bir ailesi

ise Z M. kiimesi {M, |i € A} alt modiiller ailesini kapsayan en kiiciik alt modiildiir.

ieA
Sonu¢ 1.2. {M. |i € A} M’nin alt modiillerinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu
takdirde;
i) Sup{M, i e A}= > M, ve Inf{M, |i €A}=nM,,

ieA

i) (S(M), <) tam kafestir.

Tammm 1.17. M ve N R-modiiller olsun. ¢: M — N fonksiyonuna M’den N’ye bir
modiil homomorfisi denir. <> Vp,p, €M ve reR icin ¢(p,+ p,)=¢(p,)+4(p,) Ve
#(r-p)=r-4(p,).

Teorem 1.9. M ve N R-modiiller, ¢ :M — N bir modiil homomorfisi ise Cek¢
S(M) ve Res ¢ € S(N) dir.

Teorem 1.10. ¢:M — N bir modiil homomorfisi olsun. Bu takdirde;

i) AeS(M)ise ¢ (A) eS(N),

i) BeS(N) ise ¢*(B) €S(M).

Teorem 1.11. M, N ve K R-modiiller olsun. ¢:M —>N, p:M—>N, 8:N—>K R-
modiil homomorfileri ise g+¢@:M —> N, 8o¢: M — K R-modiil homomorfileridir. Eger

R degismeli halka ve r eR ise r¢: M — N modiil homomorfisidir.

1.4. L-Bulanik Alt Kiimeler

Bu boliimde aksi sdylenmedikge L sonsuz v -dagilimli tam kafes olarak alinacaktir.
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Tamim 1.18. [34] X bir kiime olmak iizere g :X—L fonksiyonuna X’in L-bulanik

alt kiimesi denir. X’in biitiin L-bulanik alt kiimeleri L* ile gosterilir. L=[0,1] ise L-bulanik
alt kiime yerine bulanik alt kiime denir. Resu={u(x): x € X} ve u*={x € X: 0<u(x)}

kiimelerine sirastyla y’nun goriintiisic ve destegi denir. Eger 1 € Resu ise u’ye X’in
normal veya iiniter L-bulanik alt kiimesi denir. 4 sonlu kiime ise x’ye sonlu L-bulamk

alt kiime denir. Yc X ve ae L\{0} i¢in a, € L agagidaki gibi tanimlanr.

a, XeVY
=10 ey

Ozel olarak a=1 alnirsa 1, L-bulanik alt kiimesine Y’nin karakteristik fonksiyonu
denir. Bu durum 7, notasyonu ile gosterilir. & €L igin {Xe X: a < u(x)} kiimesine u
‘niin « -seviye alt kiimesi denir ve g, ile gosterilir.

Tamm 1.19. [34] puve X oel’, {y:ieA}c L icin asagidaki tammlart

verebiliriz.

) V XeXi¢in u(x)<v(x)ise v’ye u’yii kapsar denirve u <v ile
gosterilir.

i) V XeEX igin (uV v)(X) =u(x)Vv(X), wAv)(x)=u(x)Av(x) ile

tanimlanan L-bulanik alt kiimelerine sirasiyla g ile v ’niin birlesimi ve kesisimi (arakesiti)
denir.

iii) V x€eX ve VyeY i¢in (uxo)(xy)=ux)Ao(y) ile tammlanan L-
bulanik alt kiimesine z ve o L-bulanik alt kiimelerinin kartezyen ¢arpimi denir.

iv) (ig\ 1)(X) = ig\ 4(x) (ig\ 1)(X) = ig\ 4 (x) ile tanimlanan L-bulanik alt
kiimelerine sirasiyla {z :1 € A} L-bulanik alt kiimeler ailesinin birlesimi ve kesigimi denir.

A={1,2,....,n} ise \{\ J7 /\A 4 L-bulanik alt kiimeleri sirasiyla

yl L= N WY ...V [, Ve {\1 W= A [, A Uy...A i, notasyonlari ile gosterilir.

Tamim 1.20. [50] { X, |i € A} bostan farkli kiimelerin bir ailesi ve {1 e L |[ie A}

L-bulanik alt kiimelerin ailesi olsun. ,u:HXi —>L, u((x)) =_/}\ 4:(x) ile tanimlanan L-

ieA
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bulanik alt kiimesine { £ € L |i € A} L-bulanik alt kiimeler ailesinin direkt ¢arpimi denir

ve bu durum H 4, notasyonu ile gosterilir.
ieA

Eger A={1,2,..., n}ise H,ui = X = Xy XX Uy seklinde gosterilir.

ieA

Teorem 1.12. [50] u, v € L igin asagidaki ozellikler gerceklenir.

)] usvveaelise u, cv,

i) a,PelLvea<pise u,cu,
iit) u=v &Vaeligin yu,=v,
iv) M, v, = (uvv),

V) L bir zincirise u, v, =(uvv),
Vi) H, OV, =(uAv),

Tamm 1.21. [50] f : X — Y bir doniisiim ve e L*,veL’ olsun.
VyeY ve VxeX igin,

Vi@ [ xeX, f(x)=y}, f(y)=D
0 , f*l(y):®

f()(y) ={
F)(x) = v(F ()
seklinde tanimlanan f(u) ve f~'(v) L-bulanik alt kiimelerine sirasiyla  'niin f

altindaki goriintiisii ve v 'niin f altindaki ters-gorintiisii denir.
Onerme 1.2. [50] f:X—>Y , wm,um,el™ , v,v,el’ , {u:ieA}cl®

{v;jeA}yc L' icin asagidakiler gergeklenir.

i) f(;{\ﬂi):;{\f(ﬂi)v
i) <y ise Fw)< (),

- _1 _ _l
i) f (j\e{\Vj)_j\e{\f (v),
: -1 _ -1
V) AV =ATY)

") v, <v, ise f7H(v) < f(v,).
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Teorem 1.13. [8] (L, <) bir sirali kiime (kafes, tam kafes, dagilimli kafes, sonsuz V -

dagiliml kafes) ise (L, <) de bir siral1 kiime (kafes, tam kafes, dagiliml1 kafes, sonsuz V -

dagiliml kafes) dir.

Tamm 1.22. [7, 50] (G,+) bir grup, x,v e L® ve x €G igin
(u+v)(x) =V{uy) Av(z)| x=y+17}
(1 ®v)(x)=u()vv(x)v V{uy) Av(z)| x=y+7}

—p(X) = p(=x")

ile tanimlanan L-bulamik alt kiimelerine sirastyla 4 ile v niin “+” toplanu, 4 ile v 'niin

giilii toplami ve 4 'niin tersi denir.

Tamm 1.23. [50] (G,+) bir grup ve {y; :i e A} L-bulanik alt kiimelerin bir ailesi

olsun. Her x € G i¢in u(X) =\/{k/\1’uik (x)1 ink =X, i, €A, neN"} ile tanimlanan L-
- k=1

bulanik alt kiimesine {4 | i € A} ailesinin toplami denir ve @A 4 notasyonu ile gosterilir.

L(R)

1.5. L-Bulanmik Alt Halkalar, idealler ve Modiiller

Bu boliimde R degismeli bir halka olarak alinacaktir.

Tamm 1.24. [50] u e L% olsun. M ’ye R’nin L-bulanik alt halkasi denir. <
R1) Vx,y eRigin pu(X—y) = pu(x) A u(y)

R2) wx,y e Rigin u(xy) 2 p(x) A p(y)

Tamm 1.25. [50] u e L™ olsun. M ’ye R’nin L-bulanik ideali denir. <

11) Vx,y eRigin p(X—y) = u(x) A ()

12) X,y e Rigin pu(xy) = p(x) v p(y)

Ozel olarak L=[0,1] ise 4 ’ye R’nin bulanik alt halkas: (ideali) denir.

Bir R halkasinin biitiin L-bulanik alt halkalarmimn ve ideallerinin kiimesi sirasiyla

ve LI(R) notasyonlart ile gosterilecektir.

Tanmm 1.26. [50] x,v € X olmak iizere;

(o) = VEAuy) AvE) i< nel, Syz -3
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seklinde tanimlanan L-bulanik alt kiimesine x ile v ’niin ideal ¢arpimi denir.

Teorem 1.14. [50] {y |i € A} cL(R) (LI(R)) olsun. Bu takdirde;
) An LR (LIR),

i) {ulieA}birzincirise V 4 eL(R) (LIR)),

iii) (L(R), <) ve (LI(R), <) tam kafeslerdir.

Teorem 1.15. [50]

) {ulieAycL(R,)ise []u e LR

ieA ieA

i) { |ie A} <LI(R, ) ise [ [ e LT [R)).

icA ieA
Teorem 1.16. [51] u e L(R) (LI(R)) & Her a eL igin u,(# <) € AR) (I(R)) dir.
Teorem 1.17. [51] Y= 1< R olsun. | e AR) (I(R)) < x, € L(R) (LI(R)) dir.
Teorem 1.18. [23,50] i, v € LI(R) olsun. Bu takdirde;
i) u+velLl(R),
i) u®v eLI(R),
i) xOv eLI(R).
Teorem 1.19. [23] i, v, y €LI(R) ve u<vise u®@WVAy)=vA(u®y) drr.
Teorem 1.20. [50] x €LI(R) ve veL(R) ise uOv eL(R) dir.
Teorem 1.21. [50] 4, v, n €LI(R) ise uOV+n)=uOv+uOn dir.
Teorem 1.22. [50] u,vel® ve ¢:R, — R, bir halka homomorfisi olsun.
) welR,), vel(R,) ise ¢(u)eLR,), #*()eLR,),
i) welLl(R,) ve ¢ orten ise ¢(u) € LI(R,),
i) veLI(R,) ise ¢(v)eLI(R,).
Tamim 1.27. [50] M R-modiil ve <L olsun. x’ye M’nin L-bulanik alt modiilii
denir. & V X,yeM ve V r e Rigin
M1) p(X=y) = p(X) A p(y)
M2) £u(rx) = (X)
Ozel olarak L=[0,1] ise 4 ’ye M’nin bulanik alt modiilii denir.

Bir M R-modiiliiniin biitiin L-bulanik alt modiillerinin kiimesi L[M] notasyonu ile

gosterilecektir.



16

Tamm 1.28. [50] M bir R-modiil, x € L™ ve r eR olsun. Bu takdirde;

(r)() = VEu@) | x=ry}
ile tanimlanan L-bulanik alt kiimesine 4 ile r ’nin ¢arpimi denir.

Teorem 1.23. [50] {4 |i € A} cL[M] olsun. Bu takdirde;
) AuelM],

i) {u |1 € A} bir zincir ise _\/Ayi eL[M],
iii) Criyi eL[M].

Teorem 1.24. [50] {z; |i e A} < L[M;Tise [ ] 4 € L[] [M;]dir.

icA icA

Teorem 1.25. [50] x <™ olsun. Bu takdirde zeL[M] < Vael igin u, =0
veya u, € S(M) dir.

Teorem 1.26. [50] &= N < M olsun. Ne S(M) < y,, €L[M] dir.

Teorem 1.27. [50] M, N R-modiiller ve ¢: M — N R-modiil homomorfisi olsun. Bu
takdirde u,v el ve r e Rigin asagidakiler saglanir.

) ¢(u+v)=¢(u)+¢(v)

i) ¢(ru) =ré(u)

Teorem 1.28. [50] p€L[M4], v eL[M;] ve ¢: M, = M, bir R-modiil homomorfisi

ise #(u) eL[My] ve ¢'(v) eL[My] dir.
1.6. Esnek Kiimeler

Bu boliimde U ve E bostan farkli kiimeler, P(U) U ’nun gii¢ kiimesi, ACE ve L bir
tam kafes olarak alinacaktir.

Tanmm 1.29. [16, 47] F: A— P(U) bir dontisim olmak tizere (F,A) ikilisine U
tizerinde bir esnek kiime denir. Burada A kiimesine esnek kiimenin parametre kiimesi ve
VX e A igin F(X) kiimesine de x -yaklagimli kiime denir. Des(F,A) ={x e A: F(x) = &}
kiimesine (F,A) esnek kiimesinin destegi denir. Eger Des(F,A)# < ise (F,A) kiimesine
bostan farkli esnek kiime denir. A= ve Vx €A igin F(X)# @ ise (F,A)’ya giiglii esnek

kiime denir.
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U kiimesi lizerindek biitiin esnek kiimeler ailesi i¢in asagidaki kiimeleri verebiliriz.

Es(U)={ (F,A) | ACE, F: A— P(U)}

Esa(U) ={ (F,A) |F: A—> P(U)}

Es(VU) ={ (F,A)eEs(V) | (F,A) giiglii esnek kiime}

Esa(U) ={ (F,A)€EEsa(V) | (F,A) gii¢lii esnek kiime}.

Tamm 1.30. [43] (F,A) ve (G,B) U iizerinde iki esnek kiime olsun.

) (F,A)’ya (G,B)’nin esnek alt kiimesi denir <ACB ve VX€EA igin F(x) £G(X).

Bu durum (F,A) € (G,B) notasyonu ile gosterilir.

i) (F,A)’ya (G,B)’nin daraltilmis esnek alt kiimesi denir <ACB ve YXEA i¢in
G(x) €F(x). Bu durum (F,A) C (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Acik olarak "< " ve "C" bagintilar1 Es(U), Esa(U), ES(U), Esa(U) kiimeleri
izerinde siralama bagintilaridir.

Esnek kiime kavramu ile ilgili asagidaki 6rnekleri verebiliriz.

Ornek 1.5.

1) f:A—>U bir fonksiyon ve FA—>P(U), FX)={f(x)} seklinde
tanimlanan (F,A) ikilisi U tizerinde giiglii esnek kiimedir.

2) u# X‘in bir L-bulamk alt kiimesi ve F,:L—P(X), F (a)=4, seklinde
tanimlanan (F,, L) ikilisi X tizerinde bir esnek kiimedir. Bu esnek kiimeye u ile iretilen

seviye esnek kiime denir.

Tersine olarak (F,L) X tizerinde bir esnek kiime ise z: X —L, g (x)= V aile

eF(a)
taniml1 X’nin bir L-bulanik alt kiimesi mevcuttur.

3) AcE YcU ve &, /A—>P) ®,, (a)=Y ile tammlanan (D, ,A)
ikilisi U tizerinde esnek kiimedir.

4) f : X — Y bir fonksiyon ise F:Y —P(X) F(y)=f*({y}) ile tanimlanan
(F,Y) ikilisi X tizerinde esnek kiimedir.

5) R, U iizerinde bir denklik bagntis1 ise F:U—>P(U) F( X )=[ X ]r ile
tanimlanan (F,U) ikilisi U iizerinde esnek kiimedir.

6) (G,+) bir grup, F.G — P(G) F(g)=<g > ile tamimlanan (F,G) ikilisi G

tizerinde gii¢lii esnek kiimedir.
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7) (G,+) bir grup, H<G ve F:G —» P(G) F(g)=g.H ile tamimlanan (F,G) ikilisi
G tlizerinde giiclii esnek kiimedir.

8) R bir halka, F:-R — P(R) F(a)={a-r|r eR} ile tanimlanan (F,R) ikilisi R
tizerinde bir esnek kiimedir.

9) M R-modiil, F:-R - P(M) F(r)={r-ajaeM} ile tanimlanan (F,R) ikilisi
M iizerinde giiclii esnek kiimedir.

10) M R-modiil, F:M — P(M) F(a)={a-r|aeM, r eR} ile tanimlanan (F,R)
ikilisi R tlizerinde gii¢lii esnek kiimedir.

11) .U, - U, bir fonksiyon ve (F,A), (G,B) sirasiyla U, ve U, iizerinde
esnek kiimeler olmak tizere;

P(F):A—P(U,), o(F)(X) =p(F(X))

¢ (G):B—P(Uy), ¢ (C)(y) =9 (G(Y))
ile tanimlanan ( @(F),A) ve (¢ '(G),B) ikilileri sirasiyla U, ve U, iizerinde esnek
kiimelerdir.

Onerme 1.3. ¢:U, — U, bir fonksiyon, (F,A,), (F,,A,) U, iizerinde ve (G,,B,),
(G,,B,) U, iizerinde tanimli esnek kiimeler olsun. Bu takdirde;

i) (F.A) < (RA,) ise (o(R).A) c(o(F,) A,),

i) (F.A) E (R A,) ise (o(R).A)E (o(F,). A,),

iii) (G1.B) = (G,.B,) ise (¢7(G),B,)=(97(G,). B,),

V) (G,B) L (G,B,) ise (¢p(G,).B,)C(¢*(G,),B,).

Tamm 1.31. [3, 16, 43] {(F,A)| i€ A} U iizerinde esnek kiimelerin bir ailesi
olsun.

i) A=UA, ve YaeA igin, A(a)={i|ae A} olmak iizere F(a)= U F(a)

ieA icA(a)

seklinde tanimlanan (F,A) esnek kiimesine { (F,A;)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin

birlesimi denir. Bu durum {J(F,A;) notasyonu ile gosterilir.
ieA

i) A=A, ve VaeA icin F(a)= ~F(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek
ieA

ieA

kiimesine {(F,A;)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin arakesiti denir. Bu durum (F,A;)
ieA

notasyonu ile gosterilir.
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iii) A=A, ve YaeA i¢in F(a) =y F(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek

ieA
kiimesine { (F,A,)| i1 € A} esnek kiimeler ailesinin daraltilmis birlesimi denir. Bu durum

L (F,A,) notasyonu ile gdsterilir.
ieA

iv) A=UA, ve YaeA igin, A(a)={i|aeA} olmak iizere F(a)= Q )Fi(a)

ieA
seklinde tanimlanan (F,A) esnek kiimesine { (F,A,)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin

genisletilmis arakesiti denir. Bu durum (F,A,) notasyonu ile gosterilir.
ieA

V) A=TJA; ve V(a)eA icin F(a)= Y F(a) seklinde tanimlanan (F,A)

ieA
esnek kiimesine {(F,A;)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin V -birlesimi denir. Bu durum

\{\(FI ,A\;) notasyonu ile gosterilir.

vi) A=TIA; ve V(a)eA i¢in F(a) =0 F(a) seklinde tanimlanan (F,A)

ileA

esnek kiimesine { (F,A,)| ie A} esnek kiimeler ailesinin A -arakesiti denir. Bu durum

/\A (F,A,) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 1.32. [35] {(F,A;) €Es(U,)| i € A} esnek kiimelerin bir ailesi olmak iizere,
A=TIA ve V(a)eA igin F(a)=I1F(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek kiimesine
ieA

ieA
{(F,A,)| ie A} esnek kiimeler ailesinin kartezyen ¢arpimi denir. Bu durum _><A(Fi,Ai)

notasyonu ile gosterilir.

(F,A) ve (G,B) esnek kiimeleri i¢in yukarida verilen tanimlar sirasiyla asagidaki
sekilde gosterilecektir:

(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin birlesimi: (F,A) U (G, B)

(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin arakesiti : (F,A)(](G,B)

(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin daraltilmisg birlesimi: (F,A) L (G,B)

(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin genisletilmis arakesiti: (F, A) 1 (G, B)

(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin A -arakesiti: (F,A) A (G,B)

(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin V-birlesimi: (F, A)V(G, B)

(F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin kartezyen carpimi: (F,A) % (G,B)

Esnek kiimelerin aileleri ile ilgili asagidaki 6zellikler gegerlidir.

Onerme 1.4. { (F,A))| i e A}SEs(U) ve (F,B) € Es(U) olsun. Bu takdirde;
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) FB m(u F

ieA

)

F.A) =
iy EB)U [ig(E,Ai)j: N(EBUE.A))

U(FEBINEA)),
(
i) EBIN(UEA))= L(EBNEA)),

v EBU(NFA))= N (EBLEA)).

Teorem 1.29. {(F,A,)| ie A} U iizerinde esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu

takdirde asagidaki 6zelikler saglanir.

) (Es(U),<) tam kafestir ve
Sup{(F. A)lieA}=UR.A), Inf{(F,A)lieA}=N(RK.A),
i) (Es(U),C) tam kafestir ve

sup{(F,A)lieA}=n(F,A), Inf{(F,A)|ieA}=L(F,A),

iii) (Es(V),<S) sonsuz V-dagilimli kafestir,

iv) (Es(V),C) sonsuz v-dagilimli kafestir,

V) Esa(U) kiimesinde | (F,A)=U(R.A,) ve n(F,A)=N(E.A),
ieA ieA ieA ieA

Vi) Esa(U) kiimesinde “S” ve “C” birbirlerinin ters bagintilaridir.

Tanmm 1.33. [14] “+” P(U) kiimesi lizerinde bir ikili islem, (F,A) ve (G,B) U

tizerinde esnek kiimeler olmak iizere;

i) C=AuUBve VceCigin
F(c), ceA\B
H(c) =< G(c), ceB\A

F(c)+G(c), ceAnB
seklinde tanimlanan (H,C) esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin toplami denir
ve (F,A) +, (G, B) seklinde gosterilir.
i) C=ANnB ve VceC igin H(c)=F(c)+G(c) seklinde tanimlanan (H,C)
esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin daraltilmis toplami denir ve

(F,A) +,.(G,B) seklinde gosterilir.

iii) C=AxB ve V(a,b)eC i¢in H(a,b)=F(a)+G(b) seklinde tanimlanan
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(H,C) esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin kartezyen toplami denir ve
(F,A) +, (G,B) seklinde gosterilir.

Tammm 1.34. [66] (F,A) U, iizerinde, (G,B) U, iizerinde esnek kiimeler ve
¢:U, > U,, w:A— B fonksiyonlar olsun. Bu takdirde (¢,y) ikilisine (F,A) ’dan (G,B)
‘yve esnek fonksiyon denir. < VxeA ig¢in @(F(x))=G(w(x)) . Bu durum
(¢, w): (F,A) > (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Bu tanimda, eger ¢ ve w bire-bir (6rten) bir doniisiim ise (¢,y) ’ye bire-bir (6rten)
esnek fonksiyon denir. (F,A) ve (G,B) arasindaki bire-bir ve orten esnek fonksiyona esnek
tam esleme denir. Bu durum (F,A)=(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Asagidaki onerme ile agik olarak " = " bagintis1 esnek kiimeler tizerinde bir denklik
bagintisidir.

Onerme 1.5. [66] (F,A), (G,B), (H,C) sirasiyla Uj, U, ve Uz kiimeleri iizerinde esnek
kiimeler ve (¢,):(F,A) = (G,B), (¢,7):(G,B)— (H,C) olsun. Bu takdirde asagidaki
ozellikler saglanir.

) (ped.yoy):(FA) —>(HC),

i) (4,w) esnek tam esleme ise (¢ ', ™) :(G,B) — (F,A) esnek tam eslemedir,

ii) (1,,1,):(F.A) — (F,A) esnek tam eslemedir.

Tanmmm 1.35. [14] (F,A) U; iizerinde, (G,B) U, iizerinde esnek kiimeler ve
(¢, v): (F,A) — (G,B) olsun. Bu takdirde Vx e A, y € B i¢in

U ¢(FG) , yelmy
BRI = o

%) , yelmy

ve

¢ (G)(x) =4 (Gw(x)
ile tanimlanan (¢(F),B) ve (¢(G),A) esnek kiimelerine sirastyla (F,A) ve (G,B)’nin
(4,w) esnek fonksiyonu altindaki resmi ve ters- resmi denir.

Bu durumlar sirastyla (¢, ) (F,A)= (4(F),B) ve (4,1) ™ (G,B) = (4 (G),A) seklinde
gosterilir.

Acik olarak (¢,y) (F,A) < (G,B) ve (4,1) " (G,B)C(F,A) dr.

Teorem 1.30. [13] L bir tam kafes, X bir kiime, z, v € L olsun. Bu takdirde;
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()  wsvise (F,LcF, L),
(ii) (F.DUF.D<F,,.L).

(i)  F.LNE.L=F,,.L),

(iv) L bir zincir ise (F,,L)U(F,,)=(F,,,,L).

1.7. Esnek Halkalar ve idealler

Esnek halka kavrami ilk kez Acar vd. [1] tarafindan ortaya konulmustur. Acar vd.
esnek halka tanimini vererek esnek halkalarin bazi cebirsel 6zelliklerini incelenmislerdir.
Daha sonra Celik vd. [14] esnek halkalar iizerinde yaptiklari ¢alismada esnek halka
kavramini genisleterek, bunlarla ilgili yeni 6zellikler elde etmislerdir.

Bu tezin hazirlanig siirecinde yapilan arastirma ve ¢aligmalarda kaynak teskil eden
esnek halka ve esnek ideal yapisinin temel cebirsel ifadelerine ve 6zelliklerine bu boliimde
yer verilmisgtir.

Bu boliimde, R bir halka, L bir tam kafes ve biitiin esnek kiimeler bostan farkli olarak
aliacaktir.

Tamim 1.36. [14] (F,A) R halkasi iizerinde bostan farkli bir esnek kiime olsun. Eger
VX € Des(F,A) i¢in F(X) R’nin bir alt halkasi (ideali) ise (F,A)’ya R halkas1 iizerinde
esnek halka (ideal) denir. Agik olarak R tizerinde her esnek ideal esnek halkadir. R
tizerindeki biitlin esnek halkalar ve idealler i¢in asagidaki kiimeleri verebiliriz.

e Esa(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R {izerinde esnek halka}

e Esi(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R iizerinde esnek ideal}

e Esa(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R iizerinde giiglii esnek halka}

e Esi(R)={ (F,A)| ACE, (F,A) R iizerinde giiclii esnek ideal}

e Esaa(R)={ (F,A)| (F,A) R iizerinde esnek halka}

e Esia(R)={ (F,A)| (F,A) R lizerinde esnek ideal}

e Esap(R)={ (F,A)| (F,A) R lizerinde gii¢lii esnek halka}

e Esia(R)={ (F,A)| (F,A) R lizerinde gii¢lii esnek ideal}

(F,A), (G,B) R halkasi iizerinde esnek halkalar ve (F,A) € (G,B) ise (F,A)’ya
(G,B)’ nin esnek alt halkas1 denir.

(F,A) ve (G,B) sirastyla R; ve R; lizerinde esnek kiimeler ve (¢4,y):(F,A)—(G,B)
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olsun. Eger ¢ :R;— R, halka homomorfisi ise (¢,y) ’ye esnek halka homomorfisi denir.
Eger ¢ bir izomorfi, w bire-bir ve orten ise (4,w)’ye esnek halka izomorfisi denir. Bu
durum (F,A) =gr(G,B) seklinde gosterilir. Agik olarak “=g” bagintis1 esnek halkalar
tizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.37. [14] (F,A) R halkasi iizerinde bostan farkli bir esnek kiime olsun.

i) (F,A)’ya sifir esnek kiime denir & VX € Des(F,A) ig¢in F(Xx)={0},

i) (F,A)’ya tam esnek kiime denir & VX € Des(F,A) igin F(X)=R.

Acik olarak sifir ve tam esnek kiimeler R {izerinde esnek ideallerdir.

Onerme 1.6. R bir halka, @ =1 R ve &= A — Eolsun. Bu takdirde;

i) (®,,,A) R lizerinde esnek halka (ideal) dir. <> I, R’nin bir alt halkasi
(ideali) dur.

i) (®,g,A) A parametreli en biiyiik esnek idealdir.

iii) (Dpgp:A) A parametreli en kiiciik esnek idealdir.

Ornek 1.6.

1) R bir halka ise F:R —-P(R) F(r)=<r > ile tamimlanan (F,R) ikilisi R

tizerinde esnek idealdir.

3) R birim elemanli bir halka ise F:R — P(R) F(x) ={r|rx=xr} ile tanimlanan
(F,R) ikilisi R iizerinde esnek halkadir. Ustelik (F,R) R iizerinde esnek idealdir <> R bir
degismeli halkadir.

4) M, .. (R), R tzerindeki biitin nxn tipindeki matrislerin kiimesi ve

F:M, . (R) —>PM, (R)) bir doniisim olsun. F(X)={Y.X|Y eM,__, (R)} ile tanimlanan

nxn

(F, M_ . (R)) ikilisi M__ (R) halkasi iizerinde esnek halkadir, fakat esnek ideal degildir.

nxn nxn

Ornek 1.7. L={0,a,,1}kafesinde siralama bagintis1 asagidaki sekilde verilsin.

Z2aN

a B
\0/

Sekil 1.2. (L={0, «, 5 ,1},<) kafesi
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R=7Z,xZ, olmak iizere, (R)={R, Z,x{0},{0}xZ,,{(0,0)}}
AR)={R, Z,x{0},{0}=Z,,{(0,0)}, {(1,0),(0,0)}} seklindedir.
27, %7, — L L-bulanik idealdir. <>

£(0,0)> z(L1)= 4 (0,1)= 1 (1,0).

27, %7, — L L-bulanik alt halkadr. <>

£(0,0)> £ (L1)> 1 (0,1) A 1(1,0),

#(0,0)> 1 (10)2 1 (01)A p(11),

£(0,0)2 £ (0,1)> 1 (L0)A u(11).
Buna gore R’nin L-bulanik idealleri ve alt halkalar1 sirasiyla asagidaki tablolarla

verilebilir.

Tablo 1.1. R=Z, xZ, nin L-bulanik idealleri

"
—~
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N
=
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N
=
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Tablo 1.2. R=Z, xZ, nin L-bulanik alt halkalar1
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RRrRr PR Rr RrRRPRRPRIRR R R PP P PP IDINDDRVIVINIR R |
DR || RIPIPI RV OD|R|O|R[R|O|loln|H|o™| o|o|o|R|R|o|lo|jlo|o

VR NPI DR |OIRRN|O| PP ORI R[OOI o|o| O|R |O|0|IR |O|O
DIV P[RR O PP IPRRN| O ORI RO O ol o|R|o|R|o|o|o

R’nin L-bulanik alt halkalarinin sayisi |L(R)[=30 dir.

R’nin L-bulanik ideallerinin sayis1 |[LI(R)[=8 dir.

R’nin L parametreli giiglii esnek alt halkalariin sayisi [Esa, (R)[=625 dir.
R’nin L parametreli giiglii esnek ideallerinin sayis1 [Esi| (R)[=256 dir.
R’nin L parametreli esnek alt halkalarinin sayisi [Esa, (R)[=1295 dir.

R’nin L parametreli esnek ideallerinin sayis1 [Esi (R)|=624 diir.
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Onerme 1.7. {(F,A)| ieA} R iizerinde esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu
takdirde;
i) Des( U(F,A;))=UDes(F,A)),

ieA ieA

i) Des(1(FA))E MDES(R.A),

ieA ieA

i) Des( (R, A))=UDes(F,A),

ieA

iv)  Des((Fk,A))<s NDes(F,A),

V) Des(A(R,A))E [1Des(F,A,).

ieA
Teorem 1.31. [14] {(F,A,)| i € A} R lizerinde esnek halkalarin (ideallerin) bir ailesi

olsun. Bu takdirde;

i) N(F,A,) bostan farkli esnek kiime ise (F,A;) R iizerinde esnek halka
ieA ieA
(ideal) dur,
i) n(F,A,) bostan farkli esnek kiime ise M(F,A;) R iizerinde esnek halka
ieA ieA
(ideal) dir,

iii) Her ae UA, i¢in {F(a)| i€ A(a)} kiimelerin bir zinciri ise U(F,A;) R
ieA

ieA

izerinde esnek halka (ideal) dir,

iv) i|;|\(Fi,Ai) bostan farkli esnek kiime ve Vae iQ\Ai icin {F(@)| ieA}
kiimelerin bir zinciri ise i|e_/|\ (F,A,) Riizerinde esnek halka (ideal) dir,

V) Her i je A, i#j icin AiNA=D ise H\(E’Ai) R tizerinde esnek halka (ideal)
dir,

Vi) iQ\ (F,A,) R iizerinde esnek halka (ideal) dir,

vii) A=T]JA; ve VY(&),., €A icin {F(a)]| i€ A} kimelerin bir zinciri ise

ieA
\{\(FI ,A\,) R iizerinde esnek halka (ideal) dir.

Teorem 1.31 1) ile asagidaki sonug elde edilir.
Sonu¢ 1.3. @ #ACE olsun. Bu takdirde;
) (Esaa(R ), ©) tam kafestir,
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i) (Esia(R ), ©) tam kafestir.
Teorem 1.32. [14] Her ieA icin (F,A;) Ri tizerinde esnek halkalar (idealler)

olsun. Bu takdirde, _><A(Fi,Ai) H R, tizerinde bir esnek halka (ideal) dir.

ieA
Tammm 1.38. (G,+) degismeli bir grup ve { (F,A,)| ie A} G iizerinde esnek
kiimelerin bir ailesi olsun.

i) A= UA, ve YaeA icin, A()={i|acA} olmak iizere F(a)= Y F(a)

ieA ieA(a)

seklinde tanimlanan (F,A) esnek kiimesine { (F,A;)| i€ A} esnek kiimeler ailesinin

toplami denir ve uz (F,A,)notasyonu ile gosterilir.

ieA
i) A=A ve VaeA i¢in F(a) = ZF,(a) seklinde tanimlanan (F,A) esnek
ieA ieA

kiimesine { (F,A;) | i€ A } esnek kiimeler ailesinin daraltilmis toplami denir ve

mz (F,A,)notasyonu ile gosterilir.

ieA

iii) A=TIA; ve V(a),., €A icin F(g) = Z F(a) seklinde tanimlanan (F,A)

ieA N

esnek kiimesine {(F,A;)| ie A} esnek kiimeler ailesinin kartezyen toplami denir ve

XZ(E ,A\,) notasyonu ile gosterilir.

ieA
Teorem 1.33. {(F,A,)| ie A} R tizerinde esnek ideallerin bir ailesi olsun. Bu

takdirde;

i) UZ (F,A,) Riizerinde esnek idealdir,

ieA

ii) A, #J ise NY (F,A;) Riizerinde esnek idealdir,

ieA ieh

iii) x> (F,A) Riizerinde esnek idealdir.

ieA
Teorem 1.34. [14] (F,A), (G,B), (H,C) R iizerinde giiglii esnek idealler olsun. Bu
takdirde;
) (F,A) ©_ (G,B) R iizerinde esnek idealdir,
i) ANB= @ ise (F,A)O_ (G,B) R iizerinde esnek idealdir,

i) (F,A) ©, (G,B) R iizerinde esnek idealdir,
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iv) “c” bagntisina gore Sup{(F,A),(G,B)}=(F,A) +, (G,B),
V) ANB=# @ ise “<” bagintisina gore Inf{(F,A),(G,B)}= (F,A)N (G,B),
vi) “C” bagitisina gore Sup{(F,A),(G,B)}= (F,A)n(G,B),
vii) ANB= @ ise “C” bagmtisina gore Inf{(F,A),(G,B)}= (F,A)+. (G,B),
viii) BNC+ @ ve (FA) < (G,B) ise
(F.A) +,[(G,B)n(H,C)]=(G,B) n[(F.A) +, (H,C)],
iX) ANC+ @pve (FA)C(G,B)ise
(F,A)+.[(G,B)(H,0)]=(G,B)M[(F.A) +. (H,O)].
Teorem 1.35. R bir halka, L bir tam kafes ve « €L olsun.
) ueLI(R) ise (F,,L) R iizerinde bir esnek idealdir.
i) 7 :LI(R)— Esii(R) i¢in y(u)=(F,,L) seklinde tanimlanan y déniisiimii

bire-bir ve artan bir fonksiyondur.
Teorem 1.35. i)’deki ifadeye benzer sekilde (F,L) R tizerinde bir esnek ideal olmasi
halinde - :R —L L-bulanik alt kiimesi R’nin bir L-bulanik ideali olmayabilir. Bu

durumu asagidaki 6rnekle aciklayabiliriz.

Ornek 1.8. L={0,,,1}kafesinde siralama bagintis1 asagidaki sekilde verilsin.

PZ2aN
« P
\0/

Sekil 1.3. (L={0, @, 8,1}, <) kafesi

R=7,x7Z, olmak tizere F:L — P(R) doniisiimii

F0)={(0,0)}, F(« )={(11),(0,0)}F( £)={(10),(0,0)}F(1)={(10),(0,0)}

seklinde tanimlansin.
Bu takdirde u:(x) = \F/()a ile tammlanan g :R — L donisimii
He ( 0,0 )=1, He ( 0,1)=0, U (1,0)=1, U (11)= o seklindedir. Agik¢a (F,L) R

tizerinde bir esnek idealdir. Fakat ( 4 ,R) R tizerinde L-bulanik ideal degildir.
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Bu ornek gosteriyor ki R’nin L-parametreli esnek idealleri R’nin L-bulanik idealleri

ile karakterize edilemez.
Onerme 1.8. [13] u, v eL® ise asagidaki 6zellikler saglanr.

(1) F,L+ (F.D<c(F,.,.L),

1+v !

(i) F.,.Lo,(F,Dc(F

e

L).
Ornek 1.9. R=7, A={2n| neZ} ve B={3n| neZ} olsun.
R halkas: tizerinde F:A — P(Z) ve G:B — P(Z) doniisiimleri VK € N i¢in
0 , Xx=0 0 , X=0
F= e, v G={) -
KZ , Xe2'Z\2""7 2" 7 , Xe2'Z\2"7

seklinde tanimlasinlar.
Agik olarak (F,A) ve (G,B) R halkasi iizerinde esnek ideallerdir.
(F,A)+, (G,B)=(H, AUB) olsun. ¥xe AUB i¢in

F(x) , 2| x ve 31 x
H(x) =4 G(x) , 3| xve2tx
F(X)+G(x) ,6]|x
KZ ,Xe2XZ\27, k=1, 31 x
A , 21 X ve 3|x
|kzZ+2'7 xe22\2'7Z, k=1, 3|x
{0} ,X=0

seklindedir.
(F,A)+, (G,B)=(K, AnB) olsun. Yxe AnB={6n|neZ} igin

KZ+2"Z 2“7Z\27, k >1
K(X)=F(X)+G(x) =1 " X2 ZN2TL k21 3]
{0} ,Xx=0
seklindedir.
Agikea (F,A)+_ (G,B) ve (F,A)+, (G,B) R iizerinde esnek ideallerdir.
(F,A) O, (G,B)=(H, AUB)olsun. Vxe AUB i¢in
F(x) , 2| X ve 31X
H(x) =< G(x) 3| xve2tx
F(x)-G(x) ,6]x
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KZ ,Xe2Z\2"7, k21, 31X
|z , 21X ve 3x
k2vz Xe2°Z\ 27, k>1, 3|x
{0} ,X=0

seklindedir.
(F,A) O, (G,B)=(K, AnB)olsun. Yxe AnB={6n|neZ} i¢in

k.2“Z ,Xe2XZ\2*'7Z, k =1, 3|x

K(X)zF(X)OG(X):{{O} =0

seklindedir.

Acik¢a (F,A)+, (G,B), (F,A)+.(G,B), (F,AO,(G,B) ve (FAO,.(GB)R
tizerinde esnek ideallerdir.

Teorem 1.36. [14] (F,A) ve (G,B) sirasiyla Ry ve R; iizerinde esnek kiimeler ve
(¢,w) :(F,A) —>(G,B) esnek halka homomorfisi olsun.

i) w bire-bir ve (F,A) R; iizerinde esnek halka ise (¢(F),B) R; tizerinde esnek
halkadir.

i) Eger ¢ orten, w bire-bir ve (F,A) R; iizerinde esnek ideal ise (4(F),B) R
tizerinde esnek idealdir.

i) (G,B) R; iizerinde esnek halka (ideal) ve (¢ (G),A) bostan farkli esnek
kiime ise (¢ '(G),A) R; iizerinde esnek halka (ideal) dur.

Teorem 1.37. ¢ :R;y— R, halka homomorfisi, (F,A) ve (G,B) sirasiyla R; ve R;
tizerinde esnek halkalar olsun.

) H:A - P(R,) H(x)=¢ (F(x)) ile tanimlanan (H,A) esnek kiimesi R,
tizerinde bir esnek halkadir ve (¢,1,):(F,A)—(H,A) esnek halka homomorfisidir.

i) ¢ orten homomorfi olmak iizere, K:B — P(R,) K(y)=¢"(G(y)) ile
tanimlanan (K,B) esnek kiimesi R, {izerinde bir esnek halkadir ve (¢,1;):(K,B)—(G,B)

esnek halka homomorfisidir.

Onerme 1.9. [14] (F,A), (G,B), (H,C) sirastyla Ry, Ry Ve Rj iizerinde esnek kiimeler
olsun. Eger (¢,v):(F,A) —(G,B) ve (¢,7):(G,B) — (H,C) esnek halka homomorfileri
ise (pod,yow):(F,A) — (H,C) esnek halka homomorfisidir.
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1.8 Esnek Modiiller

Esnek modiil kavrami ilk kez Sun vd. tarafindan [60]’da ele alinmistir. Sun vd.
Molodtsov’un esnek kiime tamimindan yola ¢ikarak esnek modiillerin bazi temel
Ozelliklerini incelemislerdir. Daha sonra Tiirkmen ve Pancar [61]’de esnek alt modiillerin
baz1 Ozelliklerini ortaya koymuslar ve esnek alt modiillerin toplami, direkt toplami gibi
baz1 yeni kavramlar1 incelemislerdir.

Bu béliimde, M bir R-modiil, L bir tam kafes ve biitiin esnek kiimeler bostan farkli
olarak alinacaktir.

Tamm 1.39. (F,A) M iizerinde bir esnek kiime olsun. Eger VX € Des(F,A) igin F(X)
e S(M) ise (F,A)’ya M iizerinde esnek modiil denir. Agik olarak M iizerindeki sifir ve tam
esnek kiimeler esnek modillerdir. M {izerindeki biitiin esnek modiiller i¢in asagidaki
kiimeleri verebiliriz.

o Esm[M]={ (F,A)| ACE, (F,A) M iizerinde esnek modiil}

o Esm[M]={ (F,A)| ACE, (F,A) M iizerinde giiclii esneck modiil}

o Esma[M]={ (F,A)| (F,A) M iizerinde esnek modiil}

e Esma[M]={ (F,A)| (F,A) M ilizerinde giiglii esnek modiil}

(F,A), (G,B) M iizerinde esnek modiiller ve (F,A) € (G,B) ise (F,A)’ya (G,B)’nin
esnek alt modiilii denir.

r eR ve (F,A) M {izerinde bir esnek kiime olmak iizere Va €A i¢in G(a)=rF(a)
ile tamiml (G,A) esnek kiimesine (F,A) esnek kiimesinin r ile carpimi denir ve (r F, A) ile
gosterilir. Agik olarak R degismeli bir halka ve (F,A) esnek modiil ise (rF, A) esnek
modiildiir ve (r F, A) < (F,A) dir.

(F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M, tizerinde esnek kiimeler ve (¢4,y): (F,A—(G,B)
olsun. Eger ¢ :M; — M, modiil homomorfisi ise (¢,y) ’ye esnek modiil homomorfisi denir.
Eger ¢ bir izomorfi, y bire-bir ve orten ise (¢,y) ’ye esnek modiil izomorfisi denir. Bu
durum (F,A)=m(G,B) seklinde gosterilir. Agik olarak “=p” bagmtisi esnek modiillerin
kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir.

Ornek 1.10.

1) M bir modiil ve N, M’nin bir alt modiilii ise (@, ,A) esnek kiimesi M

uzerinde bir esnek modildir.

2) F:N— P(Z), F(n)=2nZ ile tanimhi (F,N) ikilisi Z iizerinde bir esnek
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moduldiir.

Teorem 1.38. {(F,A,)| ie A} M iizerinde esnek modiillerin bir ailesi olsun. Bu

takdirde;

i) N(F,A,) bostan farkli esnek kiime ise ((F,A;) M iizerinde esnek
ieA ieA
modiildiir,
i) n(F,A;) bostan farkli esnek kiime ise m(F,A,) M iizerinde esnek
ieA ieA
modiildiir,

iii) Her ae UA, i¢in {F(a)| iEA(a)} kiimelerin bir zinciri ise U(F,A;) M

ieA ieA
uzerinde esnek modildiir,

iv) LI(F,A;) bostan farkli esnek kiime ve Vae ~A, icin {F(a)| iEA}
i ieA

ieA

kiimelerin bir zinciri ise || (F,A;) M lizerinde esnek modiildiir,
ieA

V) Herij€e A, i#j igin AinA=J ise UJ(F,A;) M lizerinde esnek modiildir,
ieA
Vi) /\A (F,A,) M iizerinde esnek modiildiir,

vii) A=TIA; ve V(a)eA i¢in { F(a)| i€ A} kiimelerin bir zinciri ise

ieA

\{\(FI ,A;) M iizerinde esnek modiildiir.

Teorem 1.38 1) ile asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 1.4. @ #ACE olsun. Bu takdirde (Esma[ M ], €) tam kafestir.
Teorem 1.39. [61] {(F,A,)| i€ A} M tizerinde esnek modiillerin bir ailesi olsun.

Bu takdirde >§\(FI ,A;) T]M; iizerinde bir esnek modiildiir.

ieA
Teorem 1.40. [61] {(F,A,)| i€ A} M iizerinde esnek alt modiillerin bir ailesi olsun.
Bu takdirde;
i) UZ (F,A,) M iizerinde esnek modiildiir,

ieA

i) NA, =0 ise mz (F,A,) M iizerinde esnek modiildiir,

ieA ieh

iii) ><Z:(Fi ,A.) M iizerinde esnek modiildiir.

ieA

Teorem 1.41. M bir modul, L bir tam kafes ve « L olsun.
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i) wueL[M] ise (F,,L) M iizerinde bir esnek modiildiir.
i) y :LIM] —>Esm([M] i¢in y(u)=(F, L) seklinde tanimlanan y doniisimii

bire-bir ve artan bir fonksiyondur.
Teorem 1.42. [61] (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve My iizerinde esnek kiimeler ve
(4,w) :(F,A) = (G,B) esnek modiil homomorfisi olsun.

) w bire-bir ve (F,A) R; iizerinde esnek modil ise (¢(F),B) Ry lizerinde
esnek modiildiir.
i) (G,B) R; iizerinde esnek modiil ve (¢(G),A) bostan farkli esnek kiime ise

(¢(G),A) Ry iizerinde esnek modiildiir.

Teorem 1.43. ¢ :M;— M, modiil homomorfisi, (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M,
tizerinde esnek modiiller olsun.

) H:A— P(M,) H(Xx)=¢ (F(x)) ile tanimlanan (H,A) kiimesi M, iizerinde
bir esnek modiildiir ve (¢,1,):(F,A)— (H,A) esnek modiil homomorfisidir.

i) ¢ orten ise P:B— P(M,) K(y)=¢"(G(y)) ile tammlanan (K,B) kiimesi
M, tizerinde bir esnek modiildiir ve (¢, 1;) : (K,B) —(G,B) esnek modiil homomorfisidir.

Onerme 1.10. (F,A), (G,B), (H,C) sirasiyla M1, M, ve Ms iizerinde esnek kiimeler
olsun. Eger (4,v):(F,A) = (G,B) ve (¢,7):(G,B) — (H,C) esnck modiil homomorfileri
ise (pog,yoy):(F,A) — (H,C) esnek modiil homomorfisidir.

Onerme 1.11. (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M, iizerinde esnek kiimeler,
(8,v) : (F,A) > (G,B) esnek modiil homomorfisi ve r eR olsun. Bu takdirde (r¢,w):

(F,A) = ( r G,B) esnek modiil homomorfisidir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. L-Bulanik Esnek Kiimeler

Esnek kiimeler ile bulanik alt kiimeler arasindaki iligski ilk kez [41]’de incelendi.
Maji vd. [41]’de esnek kiime kavramini bulanik alt kiimelere uyguladilar ve bulanik esnek
kiime teorisini ortaya koydular. Daha sonra Li vd. [38]’de bulanik esnek kiimelerin
yapisini herhangi bir L tam kafesine genisleterek L-bulanik esnek kiime tanimini verdiler
ve L-bulanik esnek kiimelerin kafes yapisini incelediler.

Bu boliimde L-bulanik esnek kiimelerin bazi1 temel 6zellikleri ve sonuglari arasindaki
iliskiler degerlendirildi. L-bulanik esnek kiimeler iizerinde yeni ikili islemler verilerek
bunlara bagli yeni 6zellikler elde edildi. Ayrica L-bulanik esnek kiimelerin birlesimi,
daraltilmis birlesimi, arakesiti ve genisletilmis arakesiti gibi yeni tanimlar verildi. Ustelik
L-bulanik esnek fonksiyon kavrami verilerek L-bulanik esnek kiimelerin bu fonksiyon
altindaki goriintiisii ve ters goriintiisii ile ilgili 6zellikler incelendi.

Bu boliimde U bir kiime, E parametreler kiimesi, A CE ve L bir tam kafes olarak ele
almacaktir.

Tamm 2.1. [38] F: A — L’ bir déniisiim olmak iizere (F,A) ikilisine U iizerinde L

-bulanik esnek kiime denir. Eger L=[0,1] ise L-bulanik esnek kiime yerine bulanik esnek
kiime denir.
U kiimesi iizerindeki biitiin L-bulanik esnek kiimeler ailesi i¢in asagidaki kiimeleri

verebiliriz.
e Es(U={(FA)|ACE FA>L"}

e Esa(U)={(FA)|F:A->L"}
Tanim 2.2. (F,A) ve (G,B) U iizerinde L -bulanik esnek kiimeler olsun.
i) (F,A)’ya (G,B)’nin L -bulanik esnek alt kiimesi denir.<< Ac B ve Vxe A

icin F(x) <G(x). Bu durum (F,A)c(G,B) notasyonu ile gosterilir.
i) (F,A)’ya (G,B)’nin daraltilmis L -bulanik esnek alt kiimesi denir.<< A c B
ve VX eA icin G(x) < F(x). Budurum (F,A)C(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Eger (F,A)c(G,B) ve (G,B)c(F,A) ise (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerine
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esittir denir ve (F,A)= (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Agik olarak “c” ve “C” bagmtilar1 Es(U), Esa (U) kiimeleri {izerinde siralama
bagmtilaridir.

L-bulanik esnek kiime kavramu ile ilgili asagidaki ornekleri verebiliriz.

Ornek 2.1.

1) Rel™ ise FA> LY, F(X)(y)=R(xy) ile tammlanan (F,A) ikilisi U
tizerinde L-bulanik esnek kiimedir.

2) F.L— L, F(a)(f) =aVp ile tanimlanan (F,L) ikilisi L {izerinde L-bulamk

esnek kimedir.

3) L={0,,p,1} kiimesi lizerindeki siralama bagintis1 asagidaki sekilde verilsin.

2N
 p
\O/

Sekil 2.1. (L={0, @, # ,1}, <) Kafesi

£, X<n

F:N—L", F(n)(x) :{ ile tanimlanan (F,N) ikilisi Z tizerinde L-bulanik

esnek kiimedir.

4) L={0,,p,7,1} kiimesi iizerindeki siralama bagintisi asagidaki sekilde verilsin.

PZAN

a B
\0/

Sekil 2.2. (L={0, @, , 7,1}, <) Kafesi
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F:N—>L”, G:Z— L” doniisimleri

0, x<n , X<n
F(n)(x):{ N G(n)(x)={ﬂ )

o, X=N ¥, X=n

seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F,N)c(G,Z)dir.

5) L=[0,1] olmak iizere F, G : R — L doniistimleri

F0) (0= {lSinnxl, n<x

o e s
seklinde tanimlansin. Bu takdirde (F,R)c(G,R) dir.

Ornek 2.2.

1)

AcE, YcU ve @, AL, @, (a)=y, ile tammlanan (®,,, A)
ikilisi U lizerinde L-bulanik esnek kiimedir.

2)

F:A— P(U) olmak iizere VaeA icin F(a) =Y¢@ i€ tanimlanan (F,A)
ikilisi U tizerinde L-bulanik esnek kiimedir.

3) 4 U’nun L-bulanik alt kiimesi ise IN:# LY, |~:ﬂ (@) =7, ile tammlanan
(|~:ﬂ , L) ikilisi U tizerinde L-bulanik esnek kiimedir.
4) (F,A) U tizerinde L-bulanik esnek kiime ve V X,y e A ve Va, S €L i¢in
F:L—>PR), F(B)=FXx), ve F,:A—P(R), F,(y)=F(),

ile tanimlanan (F, L) ve (F, ,A) ikilileri U {izerinde esnek kiimelerdir.
5)

¢:U; = U, bir fonksiyon ve (F,A), (G,B) sirasiyla U, ve U, iizerinde L-
bulanik esnek kiimeler olmak tizere;

P(F):A—L", p(F)(X) = p(F(x))

9 (G):B>L", o7 (G)(Y)=¢ " (G(Y))

ile tanimlanan (@(F),A) ve (¢ *(G),B) ikilileri sirastyla U, ve U, iizerinde L-bulanik
esnek kiimelerdir.

Onerme 2.1. ¢:U, — U, bir fonksiyon, (F,A,), (F,,A,) U, iizerinde ve (G,,B,),

(G,,B,) U, iizerinde tanimli L-bulanik esnek kiimeler olsun. Bu takdirde;

)

(F.A) c (RLA,) ise (p(R).A) c(o(R).A,),
i)

(F.A) E (R, A,) ise (o(R),A)C (o(F,) A,),
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ii) (G1,B,) = (G,,B,) ise ((0_1(61)' B,)c ((9_1(62)’ B,),

iv) (G,,B)) E (G,,B,) ise ((0_1(61)' B,)C ((9_1(62)’ B,).

ispat:

) Acgikga A, < A, dir. Diger yandan Vxe A, i¢in F(x) <F,(X) oldugundan
P(R)(X) = p(R(X) < 9(F,(X)) = p(F,)(X) seklindedir. Buradan (¢(F),A;)c(o(R,).A,)
dir.

i) i)’ye benzer sekilde yapilir.

i) Acik¢a B, < B, dir. Diger yandan Vy € B, i¢in G,(y) <G,(y) oldugundan

P (GI(Y) =0 (G, (V) <0 (G, (¥)) =9 (G,)(y) seklindedir. Buradan (¢™(G,),B,)c

((071(62)! B,) dir.
iv) iii)’ye benzer sekilde yapilir.

Tanim 2.3. {(F,A,)|i € A} U iizerinde L-bulanik esnek kiimelerin bir ailesi olsun.

)] A=UA, ve VaeA igin A(a)={i|ae A} olmak iizere F(a)= V F(a)

icA icA(a)

seklinde tanimlanan (F,A) L-bulanik esnek kiimesine (F,A;) L-bulanik esnek kiimeler
ailesinin birlesimi denir. Bu durum U(F,A,) notasyonu ile gosterilir.
ieA

i) A=A, ve VaeA i¢in F(a):_/}\ F(a) seklinde tanimlanan (F,A) L-

ieA

bulanik esnek kiimesine (F,A,) L-bulanik esnek kiimeler ailesinin arakesiti denir. Bu

durum N (F,A,) notasyonu ile gosterilir.
ieA

iii) A=A, ve VaeA igin F(a)=.VAFi(a) seklinde tanimlanan (F,A) L-

ieA

bulanik esnek kiimesine (F,A,) L-bulanik esnek kiimeler ailesinin daraltilmis birlesimi
denir. Bu durum ile_/lx(F"A‘) notasyonu ile gosterilir.

iv) A= i:iAi ve VaeA igin, A(a)={i|aeA} olmak iizere F(a)= ieﬁa) F(a)

seklinde tanimlanan (F,A) L-bulanik esnek kiimesine (F,A;) L-bulanik esnek kiimeler

ailesinin genisletilmis arakesiti denir. Bu durum _I‘/I\(Fi,Ai) notasyonu ile gosterilir.

V) A=TIJA; ve V(a) €A icin F(a)= \{\ F (&) seklinde tanimlanan (F,A) L-

ieA



38

bulanik esnek kiimesine (F,A;) L-bulanik esnek kiimeler ailesinin V -birlesimi denir. Bu
durum .VA(FwAi) notasyonu ile gosterilir.

vi) A=T]JA, ve V(&) <A icin F(a)= />\ F(a) seklinde tanimlanan (F,A) L-

ieA
bulanik esnek kiimesine (F,A,) L-bulanik esnek kiimeler ailesinin A -arakesiti denir. Bu

durum /}X (F,A,) notasyonu ile gosterilir.

Tanmm 2.4. {(F,A;)€Es(U,)| ie A} L-bulanik esnek kiimelerin bir ailesi olmak

tizere, A=[]A, ve V(a) <A i¢in F(a)=I]F(a) seklinde tanimlanan (F,A) L-bulanik
ieA

ieA
esnek kiimesine (F,A;) L-bulanik esnek kiimeler ailesinin kartezyen ¢arpimi denir. Bu
durum _>~<A(Fi,Ai) notasyonu ile gosterilir.
le

(F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimeleri igin yukarida verilen tanimlar sirasiyla

asagidaki sekilde gosterilecektir:
e (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin birlesimi: (F, A) U (G, B)
e (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin arakesiti: (F,A)( (G,B)
¢ (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin daraltilmis birlesimi: (F,A)LI (G,B)
¢ (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin genisletilmis arakesiti: (F, A) 1(G, B)
¢ (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin V-birlesimi: (F, A)V(G, B)
¢ (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin A -arakesiti: (F,A) A (G,B)
e (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin kartezyen ¢arpimt: (F,A)x(G,B).

Ornek 2.3.

1) L={0,¢,S,1} kiimesi iizerindeki siralama bagintisi agagidaki sekilde verilsin.

2N
. p
\0/

Sekil 2.3. (L={0, @, 3,1}, <) Kafesi
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F:Z—L”, G:Z—L” déniisiimleri

a, 4|n—x
_ 4] n—x+1
Fo0=1% 2" e ameo- {4 T
B, 2 1n-x 1, 4|n-x+2
0, 4|n—x+3

seklinde tanimlansin. Bu takdirde;

(F,Z) ve (G,Z) L-bulanik esnek kiimelerinin birlesimi ve arakesiti sirasiyla,
(F,Z)U (G, Z)=(H,Z) olmak iizere

a, 4ln-x
H(N)(X)={ A, 4In-x+1ve 4 |n—x+3
1, 4ln—x+2

(F,Z)N(G,Z)=(H,Z) olmak iizere
a, 4ln-xve 4 |n-—x+2
H(N)(x)={ 8, 4ln-x+1

0, 4[n—x+3
seklindedir.
2) L={0,,5,1} kimesi tizerindeki siralama bagintis1 asagidaki sekilde
verilsin.

2N
J B
o/

Sekil 2.4. (L={0, @, # ,1}, <) Kafesi

FN—L”, GZ — L” doniisiimleri
a, X=Db
0, x%b

1, x=a
f, X+#a

seklinde tanimlansin. Bu takdirde;

F(a)(x) = { ve  G(b)(x)= {

(F.N) ve (G,Z) L-bulanik esnek kiimelerinin arakesiti (F,N)(G,Z) =(H, N ) olmak tizere
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o, X=a
0, X=a

H(@)(x) ={

seklindedir.
3) L=[0,1] olmak iizere F:Z —L*, G:Z — L* déniisiimleri

%, 4ly-b
1 3
3 2|x-a 1
Fo() =1 Gyb) =15 4ly-brl
5 2fx-a 1 4] y-b+2
0, 4|y-b+3

seklinde tanimlansin. Bu takdirde, (F,Z) ve (G,Z) L-bulanik esnek kiimelerinin kartezyen

carpimt (H,ZxZ) = (F,Z) x (G,Z) olmak iizere
2|x—ave4|y—b(4ly-b+1, 4|ly-b+2)veya2tx—aved|y-b

3
H(x, y)(a,b) = % 2tx—ave4d|y—-b+1(4ly-b+2)
0

. 2|x-ave4|y-b+3veya2{x—aved|y—b+3

seklindedir.

L-bulanik esnek kiimelerin aileleri ile ilgili asagidaki 6zellikler gecerlidir.

Onerme 2.2. L sonsuz V -dagilimh bir kafes, {(F,A,)| ie A}YSEs(U) ve (F,B)€

Es (U) olsun. Bu takdirde;

ieA

i) FBU (m(E,Ai)j: N(EBUEA))

i) EBN(OEA)= D(EBAEA)),

v FB)u(AEA)= A(EBLEA))
Ispat:

) EBN(DEA)|=(kBA(A) ve

ieA

O(FBNE.A))=(H U BNA)) olsun.

ieA
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AX)={i|xe A}, Al(x)={i|xeBNA} olmak iizere X € Bm(iéxAi) =y (BNA)) ise
K09 =FOOA( V. F(X)

= ie/\\/(x)(F(X)/\Fi (X))  (Lsonsuz V-dagiliml kafes oldugundan)

= iE/E‘/(X)(F(x)/\lzi (X))  (A(X) =Al(x) oldugundan)

=H(x) dir.

Yani K(x) = H(x) olur. Buradan U((F, B)ﬁ(Fi,Ai)): (F.B) N (O(E,Ai)j dir.

ieA ieA

i)  (FB)U (ﬂ(E,Ai)jZ(K,Bu(QAAi)) ve

ieA

N ((F' B)U(E:Ai))=(H,QA (BuAi)) olsun.

ieA

Xe Bu(in)z_f)\(BuAi) olmak tizere

eEger x e B\ I\ A. ise K(x) =F(x) dir. Ayrica X ¢ I\ A, oldugundan Jie A x¢A,
ve A={j|xe A;} olmak izere H(X)=[A(FVFEX)]IA FX)=F(x) dir. Yani
ieA

K(x) = H(x) olur.
eEger xe I\ A.\B ise K(x)= /\A F(x) dir. Ayrica Vie A igin X € A;\B oldugundan

H(x) = _/\AFi(x) dir. Yani K(x) =H(x) olur.
eEger xeBn (_r)\Ai) ise K(x)=F(x) /\(_/\A F(x))= />\ (FOO)AFE (X)) =H(x) olur.
Buradan (F,B) U (Q(E,Ai)j: ﬁ((F, B)U(E,Ai)) dir.
ieA ieA
Iii)  1)’ye benzer sekilde yapilir.
Iv)  ii)’ye benzer sekilde yapilir.
Onerme 2.3. (F,A) U iizerinde L-bulanik esnek kiime olsun. Bu takdirde asagidaki

ozellikler saglanir.

) (Pap,A) S (FA), (FA) (D, A).
i) (FAC (Dap, A), (Day, A)C(FA).

Ispat:
) Acikca A C A dir. Ayrica VX € Aigin CT)A’@ (X) =y (x) =0,(0) <F(x) ve

F(X) <%y (X) =D, ,(X) dir. Buradan (F,A) c(®,,, A) ve (F,A) (D, ,, A)olur.
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i) 1)’ye benzer sekilde yapilir.
Teorem 2.1. L sonsuz V -dagilimli bir kafes ve {(F,A,)| ieA} U lzerinde L-

bulanik esnek kiimelerin bir ailesi olsun. Bu takdirde asagidaki 6zelikler saglanir.

1) (Es (U), <) tam kafestir ve
sup{(F.A)l ieA}=UR.A), Inf{(F.A)l ieA}=N(F.A)
ieA ieA
i) (Es (U), C) tam kafestir ve
Sup{(F, A 1 €A} AI(R.A), I (F,A) | T €A=((R.A),
iii) (Es (U), <) sonsuz v-dagilimli kafestir,
Iv) (Es(U), C) sonsuz v-dagilimli kafestir,
V) Esa (U) kiimesinde “c” ve “C” birbirlerinin ters bagintilaridir,
Vi) Esa (U) kiimesinde _|:|A(Fi,Ai) =J(F,A,) ve '|:A|(Fi,Ai) =N (F,A).
ie ieA ie ieA
Ispat:
i) Acik olarak jeA igin (Fj, Aj)g_o (F,A,) dir. Diger yandan, (H,A)

ieA
eEs(U) ve VieA i¢in (F,A)c(HA) ise VieA ve XxeA igin A ,cA ve

F(X)<H(x) dir. Boylece UA,C A Ve xeuUA, igin ./\\/()Fi(X)S H(x) yani

ieA ieA

U(F,A;)<(H,A) olur. Buradan Sup{ (F,A;)| ieA}={J(F,A) dir.

ieA ieA

Acik olarak je A igin N(F,A)=(F,A;) dir. Diger yandan, (H,A) €Es(U) ve

ieA
VieA i¢in (HA)c(F,A) ise VieA ve xeA i¢cin AcCA, ve H(X)<E(x) dir.

Boylece Ac nA, ve XeA icin H(x)s_/}\Fi(x) yani (H,A)c(F,A;) olur. Buradan
ieA 1€ ieA
Inf{ (F,A)| ieA}=(\(F.A) dir.

ieA

i) Agik olarak jeA i¢in (F,A;)Er(R,A;) dir. Diger yandan, (H,A)

ieA
eEs(U) ve VieA i¢in (F,A)C(HA) ise VieA ve XxeA igin A,cA ve

H(x)<F(x) dir. Bdylece ~A,c A ve xenA, igin Q )Fi(x) <H(x) yani

ieA ieA

r1(F,A)E(H,A) olur. Buradan Sup{ (F,A)| ie A}=pf(F,A,) dir.
. ieA

ieA
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Agik olarak jeA igin [J(F,A)<(F,A;) dir. Diger yandan, (H,A) €Es(U) ve

ieA
VieA i¢in (HA)C(F,A,) ise VieA ve xeA i¢cin AcCA, ve E(X)<H(x) dir.

Boylece Ac UA, ve XeA igin _/}\Fi(x)sH(x) yani (H,A)c(F,A,;) olur. Buradan
ie ieA

ieA

Inf{ (F, Al i e A}=((F,A) dir.

iii) i) ve Onerme 2.2 i) - ii) ile ispat1 agiktir.
iv) i) ve Onerme 2.2 iii) - iv) ile ispat1 agiktir.
v)  Tanim 2.2 ile ispat1 agiktir.

vi) Tanim 2.3 ile ispat1 agiktir.

Tamm 2.5. (U,+) grup ve {(F,A,)|i€ A} U iizerinde L-bulanik esnek kiimelerin

bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde,

i) A=UA, ve VaeA icin A(a)={ieA|aeA,} olmak iizere H(a)=

ieA

@ F(a) seklinde tanimlanan (H,A) L-bulanik esnek kiimesine {(F,A,)|i € A} ailesinin

ieA(@)
toplami denir ve bu durum g/)\ (F,A,) notasyonu ile gosterilir.

i) A= I\ A, olmak lizere Va € A i¢in H(a)= EDA F(a) seklinde tanimlanan (H,A)
L-bulanik esnek kiimesine {(F,A;)|i € A} ailesinin daraltilmis toplami denir ve bu durum

@A (F,A,) notasyonu ile gosterilir.

iii) A:HAi olmak iizere V(a,) el_[Ai icin H((a;))= E?\F.(a.) seklinde

ieA ieA
tanimlanan (H,A) L-bulanik esnek kiimesine {(F,A,)|i € A} ailesinin kartezyen toplami
denir ve bu durum (—BA (F,A,) notasyonu ile gosterilir.

Tamm 2.6. “*” L iizerinde bir ikili islem, (F,A) ve (G,B) U iizerinde L-bulanik
esnek kiimeler olsun. Bu takdirde;

1) C=AuBve VceCigin
F(c), ceA\B
H(c) =< G(c), ceB\A

F(c)*G(c), ceAnB

seklinde tanmimlanan (H,C) L-bulanik esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek
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kiimelerinin “*” iglemi denir ve (F,A) :(G, B) notasyonu ile gosterilir.
i) C=ANnBve VceC igin H(c)=F(c)*G(c) seklinde tanimlanan (H,C) L-

b

bulanik esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin daraltilmig “*’

islemi denir ve (F,A)*(G, B) notasyonu ile gdsterilir.
iii) C=AxB ve V(ab)eC i¢in H(a,b)=F(a)*G(b) seklinde tanimlanan

(H,C) L-bulanik esnek kiimesine (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek kiimelerinin kartezyen

“#” islemi denir ve (F,A) ;(G, B) notasyonu ile gosterilir.

Tanmm 2.7. (F,A) ve (G,B) U tlizerinde tanimli L -bulanik esnek kiimeler olsun. Bu
takdirde (F,A), (G,B)’ye denktir denir. < Jw:A —B bire-bir ve orten doniisiimii,
Vx € A igin F(X) =G(y(x)) dir. Bu durum (F,A) = (G,B) notasyonu ile gosterilir.

Onerme 2.4. “ ~ » bagintis1 U iizerindeki L-bulanik esnek kiimeler i¢in bir denklik
bagtisidir.

Ispat:

() “~” bagmtisinin Es(U) {izerinde yansiyan oldugu agiktir.

(i) (F,A)~(G,B) olsun. Bu takdirde 3% :A—> B bire-bir ve orten doniisiimi,
vxeA ic¢in F(X)=G(w(x)) dir. Ayrica " :B—> A doniisiimii de bire-bir ve 6rten
oldugundan VyeB icin F(y'(y)) =G(w(r(y))) =G(y) dir. Buradan (G,B)~(F,A)
denkligi elde edilir.

(i)  (F,A)=(G,B)=~(H,C) olsun. Bu takdirde 3y :A—B, 3y:B—C bire-bir
ve orten donisiimleri 6yle ki Vxe A, Vy e B icin F(X) =G(w (X)) ve G(y) =H(y(y)) dir.
Buradan F(x) =G(w (X)) =H(y(w(X))) =H(y cw(x)) dir. Ayrica yoy : A — C bire-bir ve
orten bir doniisiim oldugundan (F,A) = (H,C) denkligi elde edilir.

Dolayisiyla “~” bagimtis1 L-bulanik esnek kiimeler iizerinde bir denklik bagimtisidir.

Onerme 2.5. L sonsuz V -dagilimli bir kafes, (U,+) bir yar1 grup ve (F,A), (G,B),

(H,C) U iizerinde taniml1 L-bulanik esnek kiimeler olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler

saglanir.
) (F.A) + [(G,B) + (H,O)] ~ [(F,A) -T— (G,B)] :L (H,C)

i) (F.A) + [(GB) + (HO)]=[(FA) + (G,B)] + (H.C)
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i)  (FA) + [(GB) + (HC)] =[(FA) + (GB)] + (H,C)
V) (FA)C(GB)=(FA)+ (HC)c(GB)+ (H.C)

v) (F,A)c (G,B)=(F.A)+ (H.C)c (G,B)+ (H,C)
ispat:

) (F.A) + [(G,B) + (H,O)]=(P,Ax(BxC)) ve

[(F,A) Jxr (G,B)] Jxr (H,C)=(Q,(AxB)xC) olsun.
Acik olarak f :Ax(BxC)— (AxB)xC, f(a,(b,c))=((a,b),c) bire-bir ve orten bir
dontisiimdiir. Ayrica P(a, (b,c)) = F(a) +[G(b) + H(c)] olmak iizere VX € U i¢in

[F(a) + (G(b) + H(e)I(x) = X:VW{F(a)(Y)/\(G(b) +H(C)(@)| y,zeU}

= V. {F@QWAGO)KAHCE®| v,k teU}

x=y+k+t
= V {(F(@)+ GE)MAHO®)| mteU}

=[(F(a) +G(b)) + H(c)I(x)
esitligi elde edilir. Yani P(a,(b,c))=Q(f(a,(b,c)) ve dolayisiyla (P,D)=~(Q,E) olur.

Buradan (F.A) 1 [(G.B) + (HO) ~ [FA) + (GB)] + (H.C) dir.
i) (F.A) + [(GB) + (HC)]=P.AUBUC)) ve

[(F.A) + (GB)] + (H,C) =(Q,(AUB)UC) olsun.

xe Au(BuUC) olmak iizere;

« Eger xe A(BUC) ise x e (AB)\C dir. Buradan P(x) = F(x) = Q(x) olur.

«Eger xe(BUC)\A ise xeB\A veya xeC\A dir. Buradan P(x) = G(x) + H(x)
=Q(x) olur.

seEger AN(BUC) ise xe A ve xeBUC dir.

1) Eger x € B\C ise P(x) = F(x) +G(x) = Q(x)

i) Eger x € C\B ise P(x) =F(x)+H(x) = Q(x)

)  Eger xeBAC ise P(x) = F(x)+(G(X) +H(x)) = (F(X) + G(x)) + H(X) = Q(X)
Yani xe Au(BuUC) igin P(x) =Q(x) olur.
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Buradan (F,A) + [(G,B) + (H,C)] = [(F.A) + (G,B)] + (H,C) dir.
i) (FA) +[(GB) + (HC)] =P.AN(BNC)) ve

[(FA) + (GB)] + (HC)=(Q, (AnB)~C) olsun.
xe AN (BN C) olmak iizere;

P(X) = F() +[G(x) + H(X)] dir ve y e U igin

PX)(y) = (FO) +[G() + HX)D(y) = yya.b{F(X)(r’Jl)/\(G(X) +H(X))(b)| a,beU}
= V. _FO@AGKAHX® | aktel}
= y:\nf.t{(F(X) +GONMAHX)(T)[ m,te U}

=[(F(}) + G(x)) + HO)1(y) = Q(x)(Y)
seklindedir. Yani Xxe AN(BNC) igin P(x) = Q(x) olur.

Buradan (F.A) + [(GB) + (H,C)] = [(F.A) + (GB)] + (H,C) dir.

iv) (F,A)i (H,C)=(K,, AxC) ve (G,B)i (H,C)=(K,,BxC) olsun.

Agik¢aA < B oldugundan AxCc BxC dir. Ayrica (X,z) e AxC olmak tizere

K, (%, 2) = F(X) + H(z) <G(X) + H(z) = K,(x,2) dir. Buradan (F,A)+ (H,C)< (G,B) + (H.C)
dir.
V) iv)’e benzer sekilde yapilir.
Tanmm 2.8. (F,A) ve (G,B) sirasiyla U; ve U; iizerinde tanimli L-bulanik esnek

kiimeler olsun. ¢:U;—U, ve yw:A—B iki fonksiyon olmak ftizere (¢,y ) ciftine

(F,A)’dan (G,B)’ye L-bulanik esnek fonksiyon denir. <> VX € A i¢in ¢ (F(x)) =G(w(X)).

Bu durum (¢, ):(F,A)—(G,B) notasyonu ile gosterilir.

Bu tanimda eger ¢ ve y bire-bir (6rten) ise (¢,y )’ye bire-bir (drten) L-bulanik
esnek fonksiyon denir. (F,A) ve (G,B) arasindaki bire-bir ve orten L-bulanik esnek
fonksiyonlara L-bulanik esnek tam esleme denir. Bu durum (F,A)= (G,B) notasyonu ile

gosterilir. Acik olarak “<=|” bagintis1 L-bulanik esnek kiimeler i¢in bir denklik bagintisidir.

Onerme 2.6. (FA) ve (GA) sirasiyla M, ve M, iizerinde L-bulanik esnek

kiimeler ve ¢:U, > U, olsun. Bu takdirde (¢,1,):(F,A)—(G,A) L-bulanik esnek
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fonksiyondur. < (¢(F),A) = (G,A) dir.
Ispat: Tanim 2.8 kullanilarak yaplir.
Onerme 2.7. (F,A), (G,B) ve (H,C) sirasiyla Uy, U, ve Us iizerinde tanimli L-bulanik

esnek kiimeler, (¢, ):(F,A)—(G,B) ve (¢, ):(G,B) — (H,C) olsun. Bu takdirde;

) (@od,yow):(F.A) = (H,C),

i) (¢,v):(F,A)—> (G,B) L-bulanik esnek tam egleme ise
(¢, w™):(G,B)—>(F,A) L-bulanik esnek tam eslemedir.

ispat:

i) Agikea VxeA ve VyeB igin ¢(F(x)) =G(w(x)) ve p(G(y))=H(r(y))
dir. Ayrica g@eo¢:U, —> U, ve yoy:A—C olmak tizere VxeA icin @o@(F(x)) =
P(#(F(x))) = H(y (v (X)) =H(y (X)) dir. Buradan (¢<¢,y°y):(F,A)—(H,C) olur.

i) Agikca VxeA igin ¢ (F(X))=G(yw(x)) dir. Ayrica ¢*:U, >U, ve
w " :B— A olmak iizere VX eB icin ¢ (G(X))=¢" (¢ (F(y(X)))=F(w *(x)) dir. Yani
(¢ v ): (GB)—(FA) dir. Ustelik ¢ ve w de bire-bir ve drten déniisiimlerdir.
Buradan (¢, "):(G,B) = (F,A) L-bulanik esnek tam eslemedir.

Tanmm 2.9. (F,A) ve (G,B) sirasiyla U; ve U, iizerinde tanimli L-bulanik esnek
kiimeler ve (¢, ):(F,A)— (G,B) olsun. Bu takdirde,

i vy eB icin (F)(y) = {\/‘”(X)M(F(X»’ velmy
0y, , yelmy
seklinde tanimlanan L-bulanik esnek kiimesine (F,A)’'nin (¢, ) fonksiyonu altindaki
goriintiisti denir ve bu durum (¢, )(F,A)= (¢ (F),B) seklinde gosterilir.
i) VXeA icin ¢ H(G)(Xx)= ¢ HG(y(x))) seklinde tanimlanan L-bulanik
esnek kiimesine (G,B)’nin (¢, ) fonksiyonu altindaki ters-goriintiisii denir ve bu durum

(6,v)(G,B)= (¢ ™(G), A) seklinde gbsterilir.
2.2. L-Bulanik Esnek Halkalar

Esnek halka kavrami ilk olarak Acar vd. [1] tarafindan ortaya konuldu ve bazi temel

Ozellikleri inceledi. Daha sonra Celik vd. [14]’de esnek kiimeler iizerinde yeni ikili
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islemler vererek esnek halkalar i¢in yeni 6zellikler ve sonuglar elde ettiler. inan vd. [22]’de
esnek halkalar tizerinde yapilmis ¢alismalar1 da g6z Oniine alarak esnek halkalari bulanik
alt kiimelerle iliskilendirdiler. Bulanik esnek halka kavramimi vererek bunlara ait bazi
temel 6zellikleri incelediler. Daha sonra Celik vd. [15]’de bulanik esnek halkalarin cebirsel
yapisini detayli bir sekilde inceleyerek bulanik esnek halkalar iizerinde yeni 6zellikleri ve
sonuglart ortaya koydular.

Bu béliimde L-bulanik esnek kiimeler yardimiyla yeni bir kavram olarak L-bulanik
esnek halka, L-bulanik esnek ideal, L-bulanik esnek alt halka, L-bulanik esnek halka
homomorfisi tanimlar1 verilerek L-bulanik esnek halkalarin yapisi, temel 6zellikleri ve
sonuclar1 arasindaki iliskiler degerlendirilmistir.

Bu boliimde aksi soylenmedik¢e & #AcCE, R birim elemanli degismeli bir halka ve
L bir tam kafes olarak alinacaktir.

Tanmm 2.10. (F,A) R halkas: iizerinde bir L-bulanik esnek kiime olmak iizere
VxeA igin F(X) R’nin L-bulanik alt halkas1 (ideali) ise (F,A) ’ya R halkasi iizerinde bir
L-bulanik esnek halka (ideal) denir.

Eger L =[0,1] ise (F,A) ’ya R halkasi iizerinde bulanik esnek halka (ideal) denir.

R {izerindeki biitiin L-bulanik esnek halkalar ve idealler i¢in asagidaki kiimeleri
verebiliriz.

e Esa(R)={ (F,A)| AcE, (F,A) R iizerinde L-bulanik esnek halka}

o Esi(R)={ (F,A)| AcE, (F,A) R iizerinde L-bulanik esnek ideal}

e Esaa(R)={ (F,A)| (F,A) R iizerinde L-bulanik esnek halka}

e Esia(R)={ (F,A)| (F,A) R lizerinde L-bulanik esnek ideal}

(F,A) ve (G,B) R halkasi tizerinde L-bulanik esnek halkalar ve (F,A)<(G,B) ise

(F,A)’ya (G,B)’nin L-bulanik esnek alt halkast denir. Bu durum (F,A)<(G,B) notasyonu
ile gosterilir.

Ornek 2.6.

1) R bir halka ve 1eA(R) (I(R)) ise (®ai,A) L-bulanik esnek kiimesi R
tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.

2) L={0,a, £,1} kiimesi iizerindeki siralama bagintis1 0<a < £ <1 olsun.

F:A > L% | F@a)(0,0) =1, F(a)0)=F(@)(0,1) =, F@)(L1) =/ ile tanimlanan
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(F,A) L-bulanik esnek kiimesi Z, x7Z, iizerinde L-bulanik esnek halkadir.
3) R=7Z, ve L={ab,c,d} kiimesi iizerindeki siralama bagmntis1 asagidaki

sekilde verilsin.

PN
b c
\d/

Sekil 2.5. (L={a,b,c,d}, <) kafesi

ile tanimlanan (F,R) L-bulanik esnek

o a, X=r
FR LR, F(r)(x):{c

, X=r+1 r+2
kiimesi R iizerinde L-bulanik esnek idealdir.
4) L={a,b,c,d,e} kiimesi iizerindeki siralama bagmntis1 asagidaki sekilde

verilsin.

Sekil 2.6. (L={a,b,c,d,e},<) kafesi

a, Xx—-ye<2>

ile tanimlanan (F,Z,) L-bulanik esnek
b, x—yg<2>

F:Zs— L%, FX)(Y) :{

kiimesi Z tizerinde L-bulanik esnek 1dealdir.

1, n.r =04

5 L=[0,1] olmak iizere F:N — L, F(n)(r) =
) [04] olmak fizere PN L7, F(n)r) {a, Aksi takdirde

ile tanimlanan (F,N) bulanik esnek kiimesi R {izerinde bulanik esnek halka (ideal) dir.
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Teorem 2.2. x4 R’nin L-bulanik alt kiimesi ve (F,A) R lizerinde bir esnek kiime
olsun. Bu takdirde;

) 4 R’nin L-bulanik alt halkas (ideali) ise (F,.,L) R {izerinde L-bulanik esnek
halka (ideal) dir,

i) (F,A) R iizerinde bir esnek halka (ideal) ise (F,A) R iizerinde L-bulamk
esnek halka (ideal) dir.

Ispat:

i) 4 R’nin L-bulanik alt halkasi olsun. & € L i¢in ¢, = veya p, R’nin bir

alt halkasidir. Teorem 1.17 ile ¥ iy R’nin L-bulanik alt halkasidir. Buradan (F.,L) R

tizerinde L-bulanik esnek halkadir. Benzer sekilde x# R’nin L-bulanik ideali ise (F.,L) R

uzerinde L-bulanik esnek idealdir.

i) (F,A) R iizerinde bir esnek halka olsun. Vae A i¢in F(a)=C veya F(a)

R’nin bir alt halkasidir. Teorem 1.17 ile yg,, R’nin bir L-bulanik alt halkasidir. Buradan

(F,A) R iizerinde L-bulanik esnek halkadir. Benzer sekilde (F,A) R iizerinde bir esnek
ideal ise (F,A) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir.

Teorem 2.3. (F,A) R iizerinde bir L-bulanik esnek kiime olsun. Bu takdirde;

) (F,A) R iizerinde bir L-bulanik esnek halka (ideal) dir. < VXeA igin
(F.,L) R uizerinde esnek halka (ideal) dur.

i) (F,A) R tizerinde bir L-bulanik esnek halka (ideal) dir. <& Vaeligin
(F,,A) R iizerinde esnek halka (ideal) dur.

Ispat:

i) VxeA ve VB eDes(F, L) icin F, (B) =F(x), seklindedir. Teorem 1.16. ile
F(X), R’nin bir alt halkas (ideali) dir. Buradan (F,,L) R iizerinde esnek halka (ideal) dur.

Tersine Vg eDes(F,,L) i¢in F,(B)=F(x), R’nin bir alt halkas1 (ideali) dir. Teorem

1.16 ile F(xX) R’nin L-bulanik alt halkasi (ideali) dir. Buradan (F,A) R {izerinde bir L-
bulanik esnek halka (ideal) dir.

i) 1)’ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.3 ile L-bulanik esnek halkalarin (ideallerin) esnek halkalar (idealler) ile

karakterize edilebilecegi goriiliiyor.



51

Teorem 2.4.

i) 0:LI(R)—>Esi, (R), 8(x)=(Fu,L) seklinde tanimlanan @ bire-bir ve artan bir
doniisiimdiir.

ii) »:Esi(R)—>Esi(R), y(F,A)=(F,A) seklinde tanimlanan y bire-bir ve artan bir
doniistimdiir.

ispat:

i) u, vell(R) ve O(u)=0(v) olsun. a €L olmak tizere F.(a) =F. (&) dir.

Yani y, =y, dir. Béylece Va €L i¢in u, =v, sonucu ile x=v elde edilir. Buradan ¢
bire-bir bir doniisimdiir. Simdi g, veLI(R) ve gcv olsun. Vael igin u, cv, dir.

Buradan y, <y, ,Yyani F.(a)<F.(a) elde edilir. Boylece &(u)<&(v) olur. Buradan ¢

artan bir donilisimdiir.

i) 1)’ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.35 ile R‘nin L-bulanik idealleri L parametreli esnek ideal olarak alinabilir.
Teorem 2.4 ii) ile bir esnek ideal L-bulanik esnek ideallerin igine gomiilebilir. Agik¢a L-
bulanik esnek idealler, L-bulanik ideallerden ve esnek ideallerden daha genel bir kavram
olmasinin yani sira, esnek ideallerin sahip oldugu cebirsel 6zellikleri de tasimaktadir. Bu

iliski asagidaki sekilde sembolize edilir.

Sekil 2.7. LI(R), Esi, (R),Esi_(R) kiimeleri
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Teorem 2.5. {(F,A,)| i€ A} R lizerinde L-bulanik esnek halkalarin (ideallerin) bir
ailesi olsun. Bu takdirde;

) I‘/I\(FI ,A.) R iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dur,

i) NA, = ise N(F,A,) Riizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir,
ieA

ieA

i) Vi,jeA, i#], i¢cin AinA; =0 ise U(F,A;) R ilizerinde L-bulamk
ieA

esnek halka (ideal) dir,
Iv) Vae_LiAi icin {F(a)| iEA(a)} bir zincir ise U(F,A;) R iizerinde L-
ie ieA

bulanik esnek halka (ideal) dir,

V) NA = olmak lizere Vaqui icin {F(a)| IEA} bir zincir ise

ieA
_I_/I\(Fi ,A,) R iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dur.
Ispat:
i) J‘l(E,Ai) =(F, UA,) olsun. ae UA, olmak iizere A(a)={i|laeA} icin
le ieA

ieA

Teorem 1.14 i) ile Q )Fi(a) R’nin L-bulanik alt halkas1 (ideali) dir. Yani F(a) R’nin L-

bulanik alt halkas1 (ideali) dir. Buradan _q(E,Ai) R iizerinde L-bulanik esnek halka

(ideal) dur.
i) 1)’ye benzer sekilde yapilir.
iii) U, A)=(F, JUA,) olsun. ae A, ise JieA oyle ki aeA, dir.
ieA ieA

ieA
A(a)={i|ae A} olmak iizere F(a)=F(a) ve F(a) R’nin L-bulanik alt halkas: (ideali)
oldugundan F(a) R’nin L-bulanik alt halkas: (ideali) dir. Buradan U(F,A,) R iizerinde L-
ieA

bulanik esnek halka (ideal) dir.

ieA

iv) U, A)=(F, JUA,) olsun. ae UA, ve A(a)={i|aeA} olmak iizere {
ieA ieA
F(a)| iEA(a)} bir zincir oldugundan Teorem 1.14 ii) ile /\\/( )Fi(a) R’nin L-bulanik alt
halkasi (ideali) dir. Yani F(a) R’nin L-bulanik alt halkasi (ideali) dir. Buradan U(F,A,)
ieA

R iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.

V)  iv)’e benzer sekilde yapilir.
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Sonug 2.1. (F,A) ve (G,B) R iizerinde L-bulanik esnek halkalar (idealler) olsun. Bu
takdirde;

) (F,A)1(G,B) R tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir,

i) AnB=Y ise (F,A)(G,B) R iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir,

i) Eger AnB=Y ise (F,A)U(G,B) R iizerinde L-bulanik esnek halka
(ideal) dir,

iv) Eger Vxe ANnB i¢in F(X) <G(x) veya G(X)<F(x) ise (F,A)U(G,B)R
tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.

Genel olarak L-bulanik esnek halkalarin (ideallerin) birlesimi L-bulanik esnek halka
(ideal) olmayabilir. Bu durumu agagidaki 6rnekle gorebiliriz.

Ornek 2.7. R=7, ve L={a,b,c,d, e} kiimesi iizerindeki siralama bagntis1 agagidaki

sekilde verilsin.

©® > >0 >T 5o

Sekil 2.8. (L={a,b,c,d,e}, <) kafesi

F:A— L™ ve G:B— L” déniisiimleri

a, Xx=y b, X=y
F(X)(y): d’ X_y€{1!2’415} Ve G(X)(y): e, X_y€{1!3!5}
c, Xx—y=3 ¢, x-ye{2,4}

seklinde tanimlansin.
Agikca (F,A) ve (G,B) R iizerinde L-bulanik esnek ideallerdir.
Fakat (F(X)VG(X)) 4, =d #c= (FOIVG(X)) 5 AM(F(X)VG(X)) ) oldugundan dolay1
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(F,A)U(G,B) R iizerinde L-bulanik esnek ideal degildir.
Teorem 2.6. {(F,A,)| i€ A} R lizerinde L-bulanik esnek halkalarin (ideallerin) bir

ailesi olsun. Bu takdirde;

) /}\ (F,A,) Riizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir,
i) VieA, a €A, icin {F(a)| iEA} bir zincir ise _\a(Fi,Ai) R iizerinde L-

bulanik esnek halka (ideal) dir.
Ispat:
i) _/}\(Fi,Ai) =(F,TIA,) olsun. V(&) eTIA, i¢in F(a) R’nin L-bulanik alt
le ieA i

ieA

halkas1 (ideali) oldugundan Teorem 1.14. i) ile /\AF'(a’) R’nin L-bulanik alt halkasi

(ideali) dir. Yani V(a,) € []A, i¢in F(a) R’nin L-bulanik alt halkas1 (ideali) dir. Buradan
ieA

/}\ (F,A,) Riizerinde L-bulanik esnek halkala (ideal) dur.

i) Teorem 2.5 iv)’e benzer sekilde yapilir.

Sonug¢ 2.2. (F,A) ve (G,B) R iizerinde L-bulanik esnek halkalar (idealler) olsun. Bu
takdirde;

) (F,A) A (G,B) R iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir,

i) Eger V(X,y) e AxB i¢cin F(xX) <G(y) veya G(y) <F(x) ise (F,A)V (G,B) R
tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.

Sonu¢ 2.3. (F,A) R iizerinde bir L-bulanik esnek halka ve {(F,A,)|i€ A}, (FA)
nin L-bulanik esnek alt halkalar1 (idealleri)’nin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde;

i) NA, = ise N(F,A,) (F,A) nin L-bulanik esnek alt halkasi (ideali) dr,
ieA

ieA

i) /}\ (F.A) (F,H A) nin L-bulanik esnek alt halkasi (ideali) dir,

ieA

iii) Her i, je A icin AjnA;=0D ise _VA(Fi,Ai) (F,HA)’mn L-bulanik esnek

ieA
alt halkas1 (ideali) dir.
Teorem 2.7. {(F,A,)| i e A}<S Esi (R) olsun. Bu takdirde;

i) N A, #O ise “c” siralama bagintisina gore Inf{(F,A,)| ie A}=N(F,A),
ieA

ieA
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i) “C” siralama bagmtisina gére Sup{ (F,A))| ie A}=A(F,A).

ieA
ispat:
) Teorem 2.1 1) ile ispat1 agiktir.

i) Teorem 2.1 ii) ile ispat1 agiktir.
Sonug 2.4. (Esi, (R), <) tam kafestir.

Teorem 2.8. {(F,A,)| ie A} R, tizerinde L-bulanik esnek halkalarin (ideallerin) bir

ailesi olsun. Bu takdirde _>~<A(Fi,Ai) [1R; tizerinde L-bulanik esnek halkala (ideal) dir.

ieA
Ispat: ‘>~<A(Fi,Ai):(F, [TA;) olsun. V(a)eTIIA, i¢in F(a) R,’nin L-bulamk alt
1€ ieA ieA
halkas1 (ideali) oldugundan Teorem 1.15 ile [[F(a) [IR,’nin L-bulanik alt halkasi
ieA ieA

(ideali) dir. Yani F(a;) [IR; nin L-bulanik alt halkasi (ideali) dir. Buradan _>~<A(Fi,Ai)

ieA

[1R, tizerinde L-bulanik esnek halkala (ideal) dur.

ieA

Sonu¢ 2.5. (F,A) ve (G,B) sirasiyla R; ve R; tizerinde L-bulanik esnek halkalar

(idealler) ise (F,A)x(G,B) R, xR, tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dur.
Teorem 2.9. (F,A) ve (G,B) R iizerinde L-bulanik esnek idealler olsun. Bu takdirde;

i) (F,A)®(G,B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,

i) AnB=Y ise (F,A) GB(G, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,
i) (F, A)é (G,B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,

iv) (F,A) i(G, B) R tizerinde L-bulanik esnek idealdir,

v) AnB=J ise (F,A) —T—(G, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,
vi) (F, A)i (G, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,

vii) (F,A) E)(G, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,

viii) AnB=J ise (F,A) 5((3, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,

ix) (F,A)O (G,B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir,
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X) “c” siralama bagintisina gére Sup{(F,A), (G,B)} = (F,A) (jé(G, B),

xi) ANB = ise “LC ” siralama bagintisina gore Inf{(F,A), (G,B)} =(F,A) Er;)(G, B).

Ispat:

i) (F,A) ®(G,B) = (HAUB) olsun. ce AUB olmak iizere; eger ¢ e AB
veya c e B\A ise H(c) R’nin L-bulanik idealidir. Eger c€ ANB ise Teorem 1.18 ii) ile
F(c)®G(c) R’nin L-bulanik idealidir. Yani H(c) R’nin L-bulanik idealidir. Buradan

(F,A) é(G, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir.

i) (F,A) E%(G, B) = (H,AnB) olsun. A¢ikca c € AN B ise Teorem 1.18 ii) ile
F(c)®G(c) R’nin L-bulanik idealidir. Yani H(c) R’nin L-bulanik idealidir. Buradan

(F,A) g-)(G, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir.

i) (F,A) (—XD (G,B)=(H,AxB) olsun. (F,A) ve (G,B) R iizerinde L-bulanik
esnek idealler oldugundan V(a,b) € AxB i¢in Teorem 1.18 ii) ile F(a)@® G(b ) R’nin L-

bulanik idealidir. Yani H(c) R’nin L-bulanik idealidir. Buradan (F,A)(JXB (G,B) R

uzerinde L-bulanik esnek idealdir.

iv) 1)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.
V) 11)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.
vi) iii)’nin ispatina benzer sekilde yapilir.

vi)  (F.A)O(G,B)=(H,AUB) olsun. ce AUB olmak iizere; eger e A\B
veya € eB\A ise H(C) R’nin L-bulanik idealidir. Eger c€ ANB ise Teorem 1.18 iii) ile
F(c)®G(c) R’nin L-bulanik idealidir. Yani H(c) R’nin L-bulanik idealidir. Buradan

(F,A) (3(6, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir.

viii) (F,A) 6(G,B) =(H,AnB) olsun. Acikca ce AnB ise Teorem 1.18 iii)
ileF(c) ©G(c) R’nin L-bulanik idealidir. Yani H(c) R’nin L-bulanik idealidir. Buradan

(F,A) 6((3, B) R iizerinde L-bulanik esnek idealdir.

iX) (F,A)é) (G,B)=(H,AxB)olsun. (F,A) ve (G,B) R iizerinde L-bulanik
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esnek idealler oldugundan V(a,b) € AxB igin Teorem 1.18 iii) ile F(a) ® G(b ) R’nin L-

bulanik idealidir. Yani H(c) R’nin L-bulanik idealidir. Buradan (F,A)E) (G,B) R

tizerinde L-bulanik esnek idealdir.

x)  Acik olarak (F,A)c(F,A)® (G,B) ve (G,B)c(F,A)®(G,B) dir. Diger
yandan (H,C)eEsi(R) i¢in (F,A)c(H,C) ve (GB)c(H,C) ise AcC, BcC ve
F(X) <H(X), G(x) <H(X) dir. Boylece AuBcC ve xe AUB icin F(X) ®G(x) <H(X)
olur. Buradan (F,A) (G, B)  (H,C) dir. Dolaysiyla Sup{(F,A), (G,B)} = (F,A) ®(G, B)
olur.

xi)  Acik olarak (F,A)® (G,B)C(F.A) ve (F,A)®(GB)C(G,B) dir. Diger
yandan (H,C)eEsi(R) i¢in (H,C)C(F,A) ve (HC)C(G,B) ise CcA, CcB ve

F(X) <H(X), G(x) <H(x) dir. Boylece CCAnB ve xeC igin F(X)®G(x) <H(x) olur.

Buradan (H,C) C (F,A) ®(G, B) dir. Dolayisiyla Inf{(F.A), (G,B)} = (F,A) &(G, B) olur.
Ornek 2.8. R=7, A={1,2,3}, B={2,3,4} olsun. (F,A) ve (G,B) L-bulanik esnek

idealleri R iizerinde asagidaki sekilde tanimlansin:

All 2 3 Bl 2 3 4
FolXz Yz Xsz Gl Xez Xsz  Xoz
Eger (F.A)O (G,B) = (K, AxB) (F.A)+ (G,B)= (K,, AxB)
(F.A) O(G, B) =(Ko,AUB) (F.A) +(G,B) = (K., AB)
(F.A) O(G, B) =(K5, AN B) (F.A) (G, B)=(Ke AN B)

olarak alinirsa sirasiyla asagidaki toplam ve ¢carpim tablosu elde edilir.

AxB| (1,2 (13) (14 22 (23 (24 (B2 (B3 (B4

K1 Xez  Xsz Xoz X122 X207, Xaz Xez X152 Koz
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AuUB| 1 2 3 4 AnB| 2 3

Kz Xz Xwz Xisz Xz Ks X1z X5z

AxBl (12) 1,3 14 (22 23) 24 G2 GB3) (34

K4 \ Xz Az Xz Xz Xz Xoz  Xaz Xz Az

AUB| 1 2 3 4 AnB| 2 3

Ks Xz Yoz Xz Xz Ke Xoz Xz

Acikea (F,A)O(G,B), (F.A)O(G,B), (F,A)+(G,B) ve (F,A)+(G,B) R iizerinde
L-bulanik esnek ideallerdir.

Onerme 2.8. (F,A), (G,B) ve (H,C) R iizerinde L-bulanik esnek idealler olsun. Bu
takdirde;

i (F.A) ©(G,B) <(F.A)N (G.B),

i) vxe ANB icin GX)(0) = F(X)(0) ise (F,A) U (G,B)c (F.A)+ (G,B),

i)  BAC=Q ve (FA)(GB)ise

(F.A) ®[(G,B)N(H.0)|=(G.B)N [(F,A) ®(H, C)} |
iv)  ANC=D ve (FA)C(GB) ise

(G,B) [ (F.AN(H,C) | = (F. A" {(G, B) ®(H, C)} .
Ispat:

i (F.A) O (G,B)=(H, A~B) ve (F,A) (G,B)=(K, A B) olsun.

XeAnB i¢cin H(X)=F(x)©G(x) ve K(x)=F(xX)AG(x) seklindedir. Ayrica

P
b,c,aeRve Zbi -C, =a olmak lizere
i=1
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A} F(x)(bi)sglgﬂx)(b.-ci)SF(xxgbi-ci>=F(x>(a) ve A\ 6(9(c) <G(x)(a)

I<i<p

dir. Ustelik (F() ©G(0)(@) = VL A FRI(BIAGEI()] Zpl:bi ¢, =a, pel}
< F)@AG(X)(@)=(F)NG(X))(a).
Yani H(x) < K(x) olur. Buradan (F,A) O (G,B) < (F.A)( (G,B) dir.
i) Acikca AcAUB dir. Ayrica VX €A ve a,b,c eR igin
F(X)(a) = F(x)(@)AG(x)(0) < V{F(x)(B)AG(X)(c) | b+ ¢ = a}=(F(x) + G(x))(a) dir.
Yani F(x) < F(x)+ G(x) olur. Buradan (F.A)  (F.A) + (G,B) dir.

Benzer sekilde (G,B)c (F,A)i (G,B) elde edilir. Buradan (F,A) U (G,B)c (F,A)i (G,B)

olur.

i) (F.A)®[(GBNH.C)|=(, AUBAC))ve

G, B)ﬂ{(F,A)GUr)(H,C)} =(Q, BA(AUC)) olsun.

Agik¢a A < B oldugundan Au(BNC)=Bn(AUC) dir.
Xe Au(BNC) olmak iizere;
«Eger xe ABNC ise xe AnB ve xe A\Cdir.
Buradan P(x) = F(x) ve Q(X)=G(x)/AF(x) = F(x) yani P(x)=Q(x) olur.
s« Eger xe (BNC)\A ise xeB\A ve xeC\A dir.
Buradan P(x) = G(x)/AH(x) ve Q(x) = G(xX)/AH(x) yani P(x)=Q(x) olur.
eeEger xe AN(BNC) ise
P(X)=F(x) ®[G(X)AH(X)] ve Q(X)=G(X)A[F(x) ®H(x)] dir. Teorem 1.19 ile P(x)=Q(x)

dir. Buradan (F,A) é[(c;, B)N(H, C)] =(G,B)N [(F,A) A(H, C)} olur.

iv) iii)’ye benzer sekilde yapilir.
Onerme 2.9. (F,A), (G,B), (H,C) R iizerinde L-bulamik esnek idealler ve

vxeANBAC icin HX)(0)=G(x)0) olsun. Bu takdirde (F,A) O[(GB)+ (H,C)] =

[(F.A) O (GB)]+[(FA) O (H,C) dir.
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ispat: (F.A) O [(G,B)+ (H,C)] = (P, A~(BUC)) ve

[(F.A) O (GB)]+[(FA) 6 (HC)] = (Q, (A~B)U(ANC)) olsun.
Xe AN(BuUC) olmak iizere;
«Eger xe ABUC ise P(x) =F(x) dir.
Ayrica Xg B ve xgC ise Q(X)=F(x)VF(x) = F(x) dir. Buradan P(x)=Q(x) olur.
e« Eger x e (BUC)\A ise P(x) = G(X)VH(x) dir.
Ayrica X € (B\A) U(C\A) ise Q(x) = G(x)VH(x) dir. Buradan P(x)=Q(x) olur.
seEger Xe ANBNC ise
PX)=FX) O[G(X)+H(X)] ve QKX)=FX)OG(X)+FX)OH(x) dir. Teorem 1.21 ile

P(x)=Q(x) olur. Buradan (F,A) ®[(G,B)+ (H.C)] = (F.A) O (GB)+ (F.A) @ (H,C) dir.
Tamm 2.11. (F,A) ve (G,B)sirasiyla R, ve R,iizerinde tanimh L-bulanik esnek
kiimeler ve (@,w):(F,A)—>(G,B) olsun. Eger ¢ bir halka homomorfisi ise (¢,w)’ye L-
bulanik esnek halka homomorfisi denir. Eger ¢ bir halka izmomorfisi ve y bire-bir, drten
ise (¢,p)’ye L-bulamk esnek halka izomorfisi denir. Bu durum (F,A)=, . (G,B)

notasyonu ile gosterilir.

Onerme 2.10. (F,A), (G,B) ve (H,C) sirasiyla Ry, R, ve Rj iizerinde tanimli L-
bulanik esnek kiimeler olsun. Eger (¢,y ):(F,A)—(G,B) ve (¢,7):(G,B)—(H,C) L-
bulanik esnek halka homomorfileri ise (@e ¢,y o) :(F,A)— (H,C) L-bulanik esnek halka
homomorfisidir.

Ispat: Onerme 2.7 i) ile (pod,yow):(F,A)—>(H,C) dir. Ayrica ¢ ve ¢ halka
homomorfisi olduklarindan Teorem 1.5 ii) ile po¢:R, = R, de bir halka homomorfisidir.
Buradan (@< ¢,y oy):(F,A)— (H,C) L-bulanik esnek halka homomorfisidir.

Teorem 2.10. (F,A) ve (G,B) sirasiyla R, ve R, iizerinde L-bulanik esnek halkalar
(idealler) ve (¢,¥): (F,A)—(G,B) L-bulanik esnek halka homomorfisi olsun. Bu takdirde;

) Eger ¢ orten, w bire-bir ve orten ise (¢(F),B) R, iizerinde bir L-bulanik
esnek halka (ideal) dir.

i) (¢(G),A) Ry iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.
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ispat:

i) yeB olsun. y orten oldugundan Ix e A dyleki y(X) =y dir. F(x) Ry’in L-
bulanik alt halkasi (ideali) ve ¢ Orten oldugundan Teorem 1.22 ile ¢(F(x)) Rz’nin L-
bulanik alt halkasi (ideali) dir. Ayrica y bire-bir oldugundan @(F)(y) = #(F(X)) Rz’nin L-
bulanik alt halkasi (ideali) dir. Buradan (¢(F),B) R; lizerinde bir L-bulanik esnek halka
(ideal) dur.

ii) VxeA i¢in w(X)eB ve (G,B) R, iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal)

oldugundan G(w(X)) Rz’nin L-bulanik alt halkasi (ideali) dir. Ayrica Teorem 1.22 ile

Vx eA i¢in ¢ (G(w(X))) Ry’in L-bulanik alt halkas: (ideali) dir. Buradan (¢(G),A) Ry
tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.

Teorem 2.11. (F,A) ve (G,B) sirasiyla R; ve R; lizerinde L-bulanik esnek kiimeler,
(F,A) Ry iizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) olsun. Eger (F,A) =, 5 (G,B) ise (G,B)’de
R, tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.

ispat: (FA) = ® (G,B) ise bir (4,y):(F,A)—>(G,B) L-bulanik halka izomorfisi
mevcuttur. y : A — B bire-bir ve orten bir doniisiim oldugundan Vy e B i¢in 3X € Adyle
Ki w(x)=y ve ¢(F(x))=G(w(x))=G(y) dir. Teorem 1.22 ile ¢(F(x)) R2’nin L-bulanik
alt halkasi (ideali) dir. Yani G(y) R2’nin L-bulanik alt halkasi (ideali) dir. Buradan (G,B)
R; tizerinde L-bulanik esnek halka (ideal) dir.

Teorem 2.12. (G,B) R; iizerinde L-bulanik esnek halka, ¢:R, >R, bir halka
homomorfisi ve w:A — B bir fonksiyon olmak iizere VaeA igin F(a) =¢(G(w(a)))
seklinde tanimlanan (F,A) L-bulanik esnek kiimesi R; tizerinde L-bulanik esnek halkadir.

Ispat: Acikca VaeA i¢in w(a) e B dir. (G,B) Ry iizerinde L-bulanik esnek halka
oldugundan G(w(a)) Ri’in L-bulanik alt halkasidir. Teorem 1.22 ile VaeA igin
#(G(yw(a))) Ry’nin L-bulanik alt halkasidir. Buradan (F,A) R; {izerinde L-bulanik esnek
halkadir.

2.2. L-Bulanik Esnek Modiiller

Esnek modiil kavrami ilk olarak Sun vd. [59] tarafindan ortaya konuldu ve bazi temel

ozellikleri incelendi. Daha sonra Tiirkmen ve Pancar [60]’da esnek alt modiillerin bazi
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Ozelliklerini ortaya koydular ve esnek alt modiillerin toplami, direkt toplam1 gibi baz1 yeni
kavramlar1 arastirdilar.

Bu boliimde esnek modiiller i¢in yapilmis olan ¢alismalar da géz 6niine alinarak ve
L-bulanik esnek kiimeler yardimiyla yeni bir kavram olarak L-bulanik esnek modiil, L-
bulanik esnek alt modiil, L-bulanik esnek modiil homomorfisi tanimlar1 verilerek L-
bulanik esnek modiillerin yapisi, temel Ozellikleri ve sonuglari arasindaki iligkiler
degerlendirilmistir.

Bu boliimde aksi sdylenmedikge I #A cCE, R birim elemanli degismeli bir halka, M
bir R-modiil ve L sonsuz v -dagilimli bir tam kafes olarak alinacaktir.

Tamm 2.12. M bir modiil ve (F,A) M iizerinde L-bulanik esnek kiime olsun. Eger

VxeA igin F(X) M’nin L-bulanik alt modiilii ise (F,A)’ya M iizerinde bir L-bulanik

esnek modil denir.

M tizerindeki biitiin L-bulanik esnek modiiller i¢in asagidaki kiimeleri verebiliriz.

e Esm[M]={ (F,A) | AcE, (F,A) M iizerinde L-bulanik esnek modiil}

e Esma[M]={ (F,A) | (F,A) M iizerinde L-bulanik esnek modiil }

(F,A) ve (G,B) M iizerinde L-bulanik esnek modiiller ve (F,A)c(G,B) ise (F,A)’ya

(G,B)’nin L-bulanik esnek alt modiilii denir. Bu durum (F,A)<(G,B) notasyonu ile

gosterilir.
Ornek 2.10.
1) M bir modiil ve NeS(M) olsun. (®an,A) L-bulanik esnek kiimesi M

tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.
2) M=Z, Z-modil ve L={ab,c,d} kiimesi iizerindeki siralama bagmntisi

asagidaki sekilde verilsin.

PN
b C
\d/

Sekil 2.9. (L={a,b,c,d}, <) kafesi
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a, X= .
FZ 1", F(X)(y):{ y ile tanimlanan (F,Z) L-bulanik esnek

b, x-ye{l,2}
kiimesi M tzerinde L-bulanik esnek moduldir.

3) M= Z, Z-modil ve L={«,f,y} kiimesi lizerindeki siralama bagmntisi

asagidaki sekilde verilsin.

R D ™ > =

Sekil 2.10. (L={«, B, 7}, <) kafesi

vy X=Y
FZ — L%, FX)(y) =<8, x-ye{2,4} ile tanimlanan (F,Z) L-bulanik esnek
a, x-ye{l,35}

kiimesi M tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

Teorem 2.13. x M’nin L-bulanik alt kiimesi ve (F,A) M iizerinde bir esnek kiime

olsun. Bu takdirde;

i) 4 M’nin L-bulanik alt modili ise (F.,L) M tizerinde L-bulanik esnek
modildiir,

i) (F,A) M iizerinde bir esnek modiil ise (F,A) M iizerinde L-bulanik esnek
modiildiir.

ispat:

) 4 M’nin L-bulanik alt modiilii olsun. o €L i¢in u, =& veya x, M’nin bir
alt modiilidiir. Teorem 1.26 ile y fy M’nin bir L-bulanik alt modiiliidiir. Buradan (F,,L)

M tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

i) (F,A) M {izerinde bir esnek modiil olsun. YaeA i¢in F(a) M’nin bir alt

modiliidir. Teorem 1.26 ile x.,, M’nin bir L-bulanik alt modiilidiir. Buradan (F.A)M
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tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

Teorem 2.14. (F,A) M iizerinde bir L-bulanik esnek kiime olsun. Bu takdirde;

1) (F,A) M iizerinde bir L-bulanik esnek modiildiir. < ¥xeA i¢in (F, ,L) M
izerinde esnek modiildiir.

i) (F,A) M iizerinde bir L-bulanik esnek modiildiir. < Ve € Licin (F, ,A) M
tizerinde esnek modiildiir.

Ispat:

i) VxeA ve Vf eDes(F L) icin F (B)=F(x), seklindedir. Teorem 1.25 ile
F(x) , M’nin bir alt modiiliidiir. Buradan (F ,L) M tizerinde esnek modiildiir.

Tersine V5 eDes(F,,L) i¢in F () =F(x), M’nin bir alt modiilidiir. Teorem 1.25

ile F(x) M’nin L-bulanik alt modiiliidiir. Buradan (F,A) M tizerinde bir L-bulanik esnek

moduldiir.

i) 1)’ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.14 ile L-bulanik esnek modiillerin esnek modiller ile karakterize
edilebilecegi goriiliiyor.

Teorem 2.15.

i) &:L[M]— Esm _[M], O(u)=(F.,L) seklinde tanimlanan & bire-bir ve artan bir
doniisimdiir.

i) y:Esm[M]— Esm[M], y(F,A)=(F,A) seklinde tanimlanan y bire-bir ve artan
bir doniistimdiir.

Ispat: Teorem 2.4.’iin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.41 ile bir M modiiliiniin L-bulanik alt modiilleri L parametreli esnek modiil
olarak alinabilir. Teorem 2.15 ii) ile bir esnek modiil L-bulanik esnek modiillerin igine
gomiilebilir. Acikca L-bulanik esnek modiiller, L-bulanik alt modillerden ve esnek
modiillerden daha genel bir kavram olmasinin yam sira, esnek modiillerin sahip oldugu

cebirsel ozellikleri de tagimaktadir. Bu iliski asagidaki sekilde sembolize edilir.
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Esm[M]

Esm[M]

Sekil 2.11. L[M], Esm[M], Esm[M] kiimeleri

Teorem 2.16. {(F,A,)| i€ A} M tzerinde L-bulanik esnek modiillerin bir ailesi

olsun. Bu takdirde;

) _I‘/I\(Fi ,A.) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) NA, = ise N(F,A,) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,
ieA

ieA
iii) Vi,jeA, iz], icin AAnA; = ise U(FK,A;) M iizerinde L-bulamk
ieA
esnek modiildiir,
iv) Vae_L/)\Ai icin {F(a)| i€eA(a)} bir zincir ise U(F,A,) M iizerinde L-
ie ieA

bulanik esnek modiildiir,

V) _mAAi;tQ olmak {tizere Vae_rRAi icin {F(a)| iEA} bir zincir ise

_I_/|\(|:i ,A;) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir.
ispat:
) _I‘II\(Fi,Ai) =(F, UA,) olsun. ae UA, olmak iizere A(a)={i|acA} i¢in
ie ieA ieA

Teorem 1.23 i) ile 1<\( )Fi(a) R’nin L-bulanik alt modiildiir. Yani F(a) R’nin L-bulanik alt
leA(a

modiilidiir. Buradan .'1(5 ,A,) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

i) 1)’ye benzer sekilde yapilir.
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iii) U, A)=(F, UA,) olsun. ae A, ise JieA oyle ki aeA, dir.
ieA ieA

ieA
A(@)={ilac A} olmak iizere F(a)=F(a) ve F(a) R’nin L-bulanik alt modiili

oldugundan F(a) R’nin L-bulanik alt modiiliidiir. Buradan U(F,A;) M iizerinde L-

ieA

bulanik esnek moduldiir.

iv) U, A)=(F, JUA,) olsun. ae UA, ve A(a)={i|aeA} olmak iizere {
ieA ieA

ieA

F(a)| ie A(a)} bir zincir oldugundan Teorem 1.23 ii) ile /\\/( )Fi(a) R’nin L-bulanik alt
modiiliidiir. Yani F(a) R’nin L-bulanik alt modiilidiir. Buradan U(F,A;) M iizerinde L-
ieA

bulanik esnek modiildiir.

V) iv)’e benzer sekilde yapilir.

Sonu¢ 2.6. (F,A) ve (G,B) Riizerinde L-bulanik esnek modiiller olsun. Bu
takdirde;

i) (F,A)1(G,B) R iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) AnB=J ise (F,A)(G,B) R iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

iii) Eger AnB=0 ise (F,A)U(G,B) R iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

iv) Eger Vxe AnB igin F(X)<G(x) veya G(X)<F(x) ise (F,A)U(G,B) R

uzerinde L-bulanik esnek modildiir.

Genel olarak L-bulanik esnek modiillerin birlesimi L-bulanik esnek modiil
olmayabilir. Bu durumu asagidaki 6rnekle gorebiliriz.

Ornek 2.11. M=Z Z-modiil, A=B=7 ve F:A—L” ve G:B— L” doniisiimleri
VXeZ igin F(X)=1x,, ve G(X)=7y,, olarak tanimlansin. Bu takdirde (F,A)U(G,B) M

tizerinde L-bulanik esnek modiil degildir.

Teorem 2.17. {(F,A,)| i€ A} M itzerinde L-bulanik esnek modiillerin bir ailesi

olsun. Bu takdirde;

i) /}\ (F,A,) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,
i) VieA, a €A, i¢in {F(a)| i€ A} bir zincir ise .\Q(E,Ai) M iizerinde L-

bulanik esnek modildiir.
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ispat:
) _/\A(Fi,Ai)=(F, [TA,) olsun. V(&) e ]A,; icin F(a) R’nin L-bulanik alt
ie ieA

ieA

modiilii oldugundan Teorem 1.23 i) ile /> F(a) R’nin L-bulanik alt modiliidiir. Yani

V(&) € [TA i¢in F(g) R’nin L-bulanik alt modiiliidiir. Buradan /}\ (F,A,) M iizerinde L-

ieA
bulanik esnek modiildiir.
i) Teorem 2.16 iv)’e benzer sekilde yapilir.
Sonu¢ 2.7. (F,A) ve (G,B) M iizerinde L-bulanik esnek modiiller olsun. Bu

takdirde;

i) (F,A) A (G,B) R tizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) Eger V(x,y) e AxB icin F(x) <G(y) veya G(y) <F(x) ise (F,A)V(G,B) R
tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

Sonug¢ 2.8. (F,A) M iizerinde bir L-bulanik esnek modiil ve {(F,A,)|ie A} (FA)
nin L-bulanik esnek alt modiillerinin bostan farkli bir ailesi olsun. Bu takdirde;

) I\ A, = ise N(F,A,) (FA) nin L-bulanik esnek alt modilidiir,
le ieA

i) /}X (F.A) (F,H A) 'nin L-bulanik esnek alt modiiliidiir,

ieA

iii) Her i, je A igin AjnA;=0 ise .\{\(Fi’Ai) (F,H A)’nin L-bulanik esnek

ieA
alt moduludiir.

Teorem 2.18. {(F,A,)| i € A}< Esm [M] olsun. Bu takdirde,

) A= isenf{(F,A) i€ANF.A),

i) SUp{(F.A)licA}=B(F,A,).
Ispat:
) Teorem 2.1 i) ile ispat1 agiktir.

i)  Acik olarak je A icin (Fj,Aj)g_éJ-/)\(E,Ai) dir.

Diger yandan, (H,A)e Esm[M] ve VieA icin (F,A))c(H,A) ise VieA igin

A, c A ve F(X)<H(x) dir. Boylece UA, < A ve xe UA, igin A@( )Fi(x)s H(x) yani

ieA ieA
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®(F, A )=(HA) olur. Buradan Sup{ (. A)| i  A}=&(F,A) dir

Sonug¢ 2.9. (Es ma[M], <) tam kafestir.
Teorem 2.19. {(F,A,)| ie A} M, iizerinde L-bulanik esnek modiillerin bir ailesi

olsun. Bu takdirde _>~<A(Fi,Ai) [TM, iizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

ieA

Ispat: _>~<A(Fi,Ai) =(F, TTA;) olsun. V(&) eIA, icin F(a) R,’nin L-bulanik alt
1€ ieA

ieA

modiili oldugundan Teorem 1.24 ile [IF(a) T[IR, nin L-bulanik alt modiiliidiir. Yani
ieA

ieA

F(a) IIR;’ nin L-bulanik alt modiiliidiir. Buradan ‘>~<A(Fi,Ai) [1M, iizerinde L-bulanik

ieA ieA

esnek moduldir.

Sonu¢ 2.10. (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M; tizerinde L-bulanik esnek modiiller
ise (F,A)x(G,B) M, x M, tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

Teorem 2.20. {(F,A,)|ie A} M iizerinde L-bulanik esnek modiillerin bostan farkli

bir ailesi olsun. Bu takdirde;

i) éA (F,A,) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) I\ A =D ise 6—% (F,A,) Miizerinde L-bulanik esnek modiildiir,
iii) é (F,A,) Miizerinde L-bulanik esnek modiildiir.
ieA
Ispat:
) _@A(E,Ai) =(F, Y A.) ve ae UA, olsun. A(a)={i|laeA} olmak iizere
ie le ieA

Teorem 1.23 iii) ile 69( | F(a) M’nin L-bulanik alt modiilidiir. Yani F(a) M’nin L-bulanik
ieA(a
alt modiiliidiir. Buradan G?\ (F,A,) Miizerinde L-bulanik esnek modiildiir.
i) _@A(Fi,Ai)=(F, .r)\Ai) Ve ae QAa olsun. Teorem 1.23 iii) ile .@3\5(3) M’nin

L-bulanik alt modiiliidiir. Yani F(a) M’nin L-bulanik alt modiiliidiir. Buradan _(:?\(Fi,Ai)

M tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

i) 1) ve ii)’ye benzer sekilde yapilir.
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Sonu¢ 2.11. (F,A) ve (G,B) M iizerinde L-bulanik esnek modiiller olsun. Bu
takdirde;

i) (F,A)®(G,B) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) AnB=d ise (F,A) (%(G, B) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,
i) (F,A) é (G,B) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) (F,A) :—(G, B) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) AnB=d ise (F,A) :—(G, B) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir,

i) (F,A) ; (G,B) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

Tanmm 2.13. (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M; lizerinde L-bulanik esnek kiimeler ve
(¢, v):(F,A)—>(G,B) olsun. Eger ¢ bir modiil homomorfisi ise (¢,y )’ye L-bulanik
esnek modiil homomorfisi denir. Eger ¢ bir modiil izmomorfisi ve y bire-bir, 6rten ise
(¢,w ) ye L-bulanik esnek modiil izomorfisi denir ve (F,A);L[M] (G,B) notasyonu ile
gosterilir.

Onerme 2.11. (F,A), (G,B) ve (H,C) sirasiyla Mj, M, ve Mj iizerinde tanimli L-
bulanik esnek kiimeler olsun. Eger (¢,y ):(F,A)—(G,B) ve (¢,7):(G,B)—>(H,C) L-

bulanik esnek modiil homomorfileri ise (@eo@,yoy):(F,A)— (H,C) L-bulanik esnek
modiil homomorfisidir.
Ispat: Onerme 2.7 i) ile (@od,yow):(F,A)— (H,C) dir. Ayrica ¢ ve ¢ modiil

homomorfileri olduklarindan dolayr Teorem 1.11 ile @o¢:M;—M; de bir modiil

homomorfisidir. ~ Buradan(p<¢,yoy):(F,/A)—>(H,C)  L-bulamk  esnek  modiil
homomorfisidir.

Teorem 2.21. (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M,iizerinde L-bulanik esnek

modiiller ve (¢,y ):(F,A)— (G,B) L-bulanik esnek modiil homomorfisi olsun.

Bu takdirde;

i) Eger ¢ orten, w bire-bir ve 6rten ise (4(F),B) My iizerinde bir L-bulanik
esnek modiildiir.

i) (¢7(G),A) My iizerinde L-bulanik esnek modiildiir.
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ispat:

i) yeB olsun. w orten oldugundan Ix e A Oyleki w(x)=y dir. F(x) M;’in L-
bulanik alt modiilii ve ¢ 6rten oldugundan Teorem 1.28 ile @¢(F(X)) My nin L-bulanik alt
modilidir. Ayrica w bire-bir oldugundan @(F)(y) =@(F(X)) Mz’nin L-bulanik alt
modiiliidiir. Buradan (¢(F),B) M; tizerinde bir L-bulanik esnek modiildiir.

i) VxeA igin y(X) eB ve (G,B) M; iizerinde L-bulanik esnek modiil oldugundan
G(w(X)) Mgz’nin L-bulanik alt modiilidiir. Ayrica Teorem 1.28 ile VXe€A igin

¢ (G(w(X))) My’in L-bulanik alt modiiliidiir. Buradan (¢*(G),A) M; iizerinde L-bulamk

esnek modiildiir.

Teorem 2.22. (F,A) ve (G,B) sirasiyla M; ve M; tizerinde L-bulanik esnek kiimeler,
(F,A) M; tizerinde L-bulanik esnek modiil olsun. Eger (F,A) = m) (G,B) ise (G,B)’de M,
tizerinde L-bulanik esnek modiildiir.

Ispat: (F,A) = 1m) (G,B) oldugundan bir (¢,y):(F,A)—(G,B) L-bulanik esnek
modiil izomorfisi mevcuttur. y : A — B bire-bir ve 6rten bir doniisiim oldugundan Vy e B
icin IXe A dyle ki w(x)=y ve @(F(X)) =G(y(x))=G(y) dir. Teorem 1.28 ile @(F(x))
M2’ nin L-bulanik alt modiiliidiir ve bundan dolayr G(y) My’ nin L-bulanik alt modiiliidiir.

Buradan (G,B) M iizerinde L-bulanik esnek modiildiir.



3. IRDELEME

Bu ¢alismada L-bulanik esnek halka ve L-bulanik esnek modiil yapilarina ait temel
ozellikler incelenmis ve bu yapilardan elde edilen sonuglar arasindaki iliski aragtirilmistir.

Ik kisimda L-bulamik esnek kiimeler iizerinde yeni ikili islemler ve siralama
bagintilar1 tanimlanmis ve bunlara bagl yeni 6zellikler elde edilmistir. Ikinci kistmda L-
bulanik esnek halka, L-bulanik esnek ideal, L-bulanik esnek alt halka ve L-bulanik esnek
halka homomorfisi tanimlar1 verilerek, L-bulanik esnek halkalarin yapisi, temel 6zellikleri
ve sonuglart arasindaki iliskiler arastirilmistir. Ayrica L-bulanik esnek halkalarin L-bulanik
alt halkalarla ve esnek halkalarla arasindaki iliskisi degerlendirilmistir. Son olarak L-
bulanik esnek modiil, L-bulanik esnek alt modiil ve L-bulanik esnek modiil homomorfisi
tanimlart verilerek L-bulanik esnek modiillerin yapisi, temel Ozellikleri ve sonuglari
arasindaki iligkiler arastirilmistir. Ayrica L-bulanik esnek modiillerin L-bulanik alt

modiillerle ve esnek modiillerle arasindaki iliskisi degerlendirilmistir.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1. Esnek kiimeler ve L-bulanik esnek kiimeler tizerinde “c”, “C”, “c” ve “L 7

siralama bagintilar1 ve ikili islemleri verilerek bunlara ait baz1 6zel sonuglar elde edilmistir

(Onerme 1.3,1.4,2.1, 2.2, Teorem 1.29). Ozel olarak, bir U kiimesi tizerinde taniml biitiin

L-bulanik esnek kiimelerin ailesinin “c” ve “C” bagintilarina gore tam kafes ve sonsuz
v -dagiliml kafes yapilarina sahip oldugu gosterilmistir ( Teorem 2.1).

2. Evrensel kiime iizerindeki ikili islemler yardimiyla esnek kiimeler (L-bulanik esnek
kiimeler) tlizerinde ikili islemler verilerek esnek idealler, halkalar ve modiiller (L-bulanik
esnek idealler, halkalar ve modiiller) icin ikili islemlerin buradaki etkileri incelenmistir
(Teorem 1.31, 1.33,1.34, 1.38, 1.39, 1.40, 2.5, 2.6, 2.8, 2.9, 2.16, 2.17, 2.19, 2.20).

3. Bir R halkasinin L-bulanik ideallerinin R’nin L parametreli esnek idealleri igine
gomiilebilecegi gosterilmistir (Teorem 1.35). R halkasinin L-bulanik ideallerinin ve esnek
ideallerinin R’nin L-bulanik esnek idealleri olarak ele alinabilecegi gosterilmistir (Teorem
2.2.). Ayrica bu iligkiye ait siralama yapist incelenmistir (Teorem 2.4.).

4. Bir M modiiliiniin L-bulanik alt modiillerinin M’nin L parametreli esnek modiilleri
icine gomiilebilecegi gosterilmistir (Teorem 1.41). M modiiliniin L-bulanik alt
modillerinin ve esnek modiillerinin M’nin L-bulanik esnek modiilleri olarak ele
alinabilecegi gosterilmistir (Teorem 2.13). Ayrica bu iliskiye ait siralama yapisi
incelenmistir (Teorem 2.15).

S. Esnek ve L-bulanik esnek cebirsel yapilarn kafes yapilar1 incelenmistir. (Onerme
1.6, Sonug 1.3, 1.4, 2.4, 2.9, Teorem 1.35, 1.41, 2.4, 2.15)

6. Halka ve modiil teorilerine ait bazi sonuglarin L-bulanik esnek yapilar i¢inde
gecerli oldugu gosterilmistir.

7. L-bulanik esnek fonksiyon yardimiyla goriintii ve ters-goriintii tanimlarina ait

ozellikler verilmistir.



5.ONERILER

1. Esnek cebirsel yapilar yardimiyla klasik cebirsel yapilarin 6zellikleri incelenebilir.
2. L kafesi iizerinde bir t-norm alinarak L-bulanik esnek kiimelerin yapisi incelenebilir.
3. L-bulanik esnek kiimeler farkli cebirsel yapilar iizerinde yeniden degerlendirilip bu

yapilara ait Ozellikleri incelenebilir. Bu sekilde birgok matematiksel yap1 gerek esnek
kiimeler gerekse L-bulanik esnek kiimeler iizerinde yeniden ele alinabilir.
4. L-bulanik esnek cebirsel yapilar, bu alanda caligsan diger arastirmacilara tanitilarak

farkli bilim dallar1 ile ortak ¢alismalar yapilmasi hedeflenebilir.
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